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Prefacio




O curso que apresentamos neste livro destina-se a alunos dos primeiros anos de
cursos de licenciatura em &reas ligadas & matemética ou a informética. E um
curso de matematica finita stricto sensu. Néo se trata, por exemplo, de um curso
geral sobre conceitos fundamentais da matematica para as ciéncias da computagao.
Assim, estdo ausentes deste curso tépicos como a légica, os rudimentos da teoria
dos conjuntos, os grafos, os modelos béasicos da computagio ou a teoria elementar
dos ntiimeros. Os autores optaram por concentrar-se na combinatéria enumerativa,
relacdes de recorréncia e fungdes geradoras e proporcionar ao leitor um curso com
exemplos interessantes e que nao se cinja ao mais superficial e imediato. Os outros
tépicos mencionados sdo, sem divida, importantes para certos estudos mas terao
que ser aprendidos alhures. Ndo obstante, lamentamos a auséncia de um capitulo
sobre teoria dos grafos. Esse capitulo estava nos nossos planos originais mas,
com o decorrer do tempo, o texto foi tomando um tamanho maior do que aquele

inicialmente previsto, tendo-se tornado demasiado longo para o incluir.

E mister dizer inequivocamente que o material deste livro nio s6 excede em ex-
tensdo aquilo que é razodvel aprender num semestre, como certas secgdes exigem
uma maturidade que sé normalmente se encontra em alunos dos ultimos anos das
licenciaturas. A inclusdo de tanto material e de material mais avancado explica-se
em parte pelo entusiasmo com que os autores elaboraram o livro. Noutra parte,
o material extra fica como referéncia para leitores mais curiosos que, porventura,
queiram aprofundar certos temas. A pensar nestes leitores, incluimos no final do
livro uma breve bibliografia anotada que pode servir de primeiro guia para quem

queira prosseguir os estudos de matematica finita.

Praticamente todo o material do livro é elementar, no sentido em que nao necessita
das ferramentas da andlise infinitesimal ou da 4lgebra linear, nem do grau de abs-
traccdo e sofisticagdo tipicos de cadeiras mais avancadas da matemdtica. Porém, o
leitor ndo deve ser levado a pensar que o material do livro é simples! A matematica
finita esta repleta de raciocinios engenhosos que podem ser dificeis de compreender
pelo novato. De facto, mesmo ao nivel elementar, ha raciocinios de cariz combina-
torial que sdo verdadeiros quebra-cabegas, inclusive para o matemético experiente.
As partes mais engenhosas pressupdem do aluno uma maturidade e um a-vontade
técnico que nio se pode esperar de alunos caloiros. Um dos objectivos do curso é,

precisamente, treinar os alunos na destreza técnica e de raciocinio.

O material do curso ndo estd estruturado do ponto de vista 1égico. O exemplo
mais evidente desta situagdo é o seguinte: no primeiro capitulo utilizam-se & sa-
ciedade somatdérios, ainda que o segundo capitulo lhes seja inteiramente dedicado.
Esta opcdo pode ser defendida do seguinte modo. As propriedades dos somatdrios
que se usam no primeiro capitulo sdo propriedades muito simples, garantidamente
do conhecimento de um aluno universitario que frequentou matematica no décimo

segundo ano de escolaridade. O objectivo do segundo capitulo é debrugar-se criti-

camente sobre estas propriedades, aprofundé-las, e estudar novas propriedades

Que pedantismo! Ndo se
podia dizer antes “em

sentido estrito”?




ad hoc (lat), de
propdsito; prdprio para

determinado fim.

e métodos. Esta organizagdo ndo prejudica a apreensdo do material por parte
do aluno e tem a vantagem de permitir que a ilustracdo das propriedades dos
somatérios ndo se cinja a exemplos inépios, pois j4 teremos ao nosso dispor os
coeficientes combinatoriais introduzidos no primeiro capitulo. Se bem que este
seja o exemplo mais manifesto da néo estruturagido do curso em termos de priori-
dade l6gica, ha aqui e ali outros exemplos desta nossa op¢ao. O que deve ser dito
com clareza é que esta forma de estruturar o curso foi feita de modo a nio pre-
judicar a apreensao e o rigor da exposicao e que, em certos casos, traz vantagens

significativas.

O principal objectivo deste preficio é recomendar um programa base para uma
disciplina de Matematica Finita. Os docentes da disciplina ndo devem, por norma,
exceder significativamente o material do programa recomendado. Este conselho é
redobrado para os docentes que vao leccionar por ensino & distdncia. A adopgio
de um programa que ultrapasse significativamente o programa recomendado deve

apenas ser tentada no ensino presencial e com alunos bem preparados.

PROGRAMA RECOMENDADO.

Combinatdéria enumerativa. Omita-se a discussdao dos emparelhamentos da
primeira seccdo, salte-se a seccdo “Outros coeficientes”, discuta-se apenas
os caminhos 1, 2, 4, 5 e 6 da sec¢do “A tabela dos doze caminhos” e deixe-se
de fora o seu tltimo teorema. Omita-se, também, o material avangado da
seccao “O principio da inclusdo/exclusao”.

Somas. Omitam-se os exemplos 3, 5 e 14 da segunda secgao.
Recorréncias. Na seccao “Relagdes de recorréncia”, omita-se o exemplo 4 e
discuta-se apenas a parte elementar do exemplo 5. Na sec¢do “Recorréncias
lineares de coeficientes constantes” discuta-se apenas o caso homogéneo
(raizes simples).

Fungées geradoras. Inclua-se somente a secgdo “Material basico” e, even-
tualmente, o terceiro exemplo da sec¢do “Material avangado” (sem discutir,

em detalhe, a radiciagdo de séries formais).

Para criar familiaridade com a matéria do curso é condigao sine qua mon com-
preender e trabalhar os (muitos) exemplos do livro e resolver os exercicios. Se
bem que muitos exemplos ilustrem técnicas de resolugdo que foram discutidas nas
partes mais expositérias do texto, também ha outros que introduzem técnicas e
truques ad hoc. Os primeiros exemplos devem ser completamente compreendidos
e espera-se que os alunos sejam capazes de aplicar métodos semelhantes na reso-
lugdo dos exercicios. Quanto aos segundos exemplos, o aluno deve esforcar-se por
seguir as justificagdes de todos os passos ainda que no final fique, muito provavel-
mente, surpreendido pela engenhosidade — artificialidade (?) — das"solugc")es (é

mais saudavel ficar surpreendido do que néo ficar). Os exercicios com asterisco

referem-se a material que ultrapassa o ambito do programa recomendado. No




apéndice o leitor pode encontrar as solugoes dos exercicios impares correspon-
dentes ao programa recomendado. O aluno deve resistir a tentag%o de consultar

sistematicamente o apéndice.

H4 vérios anexos ao longo do texto. O estudo destes anexos nao constitui condigao
para a compreensao do resto do livro, nem faz parte do material recomendado. Os
anexos incluem demonstragées um pouco mais elaboradas e podem ser deixados
para uma segunda leitura. Os autores pensam que a inclusdo destas demonstracoes
no corpo principal do texto pode ter um efeito distraidor e, porventura, desmo-
tivador. Sem embargo, estas demonstragoes sdo interessantes, sdo fundamentais
para quem queira entrar nos assuntos com maior profundidade e emprestam a este

livro um maior rigor.

Este livro resultou de um convite da Universidade Aberta para elaborar um manual
de Matematica Finita. Os autores aproveitam esta oportunidade para agradecer
esse convite, o qual permitiu pér em forma de livro material que, caso contrario,
muito provavelmente nédo veria a luz do dia. O livro é um trabalho conjunto dos
‘dois autores, ainda que o primeiro capitulo se baseie em notas de Fernando Ferreira
e o ultimo tenha sido elaborado por Carlos André. Nao obstante, ambos os autores
leram e discutiram todo o trabalho, pelo que partilham totalmente os eventuais

méritos ou deméritos do que aqui esta escrito.

Finalmente, os autores agradecem ao Luis Sequeira e & Ana Luisa Correia (espe-
cialmente a ti, Ana Lm’sa) pela leitura de varias versoes por que este texto passou,
pelos seus valiosos comentarios e pela ajuda na resolugao dos exercicios. Quase ndo
vale a pena dizé-lo, mas quaisquer erros deste texto sdo da inteira responsabilidade
dos autores. Agradecemos também aos estudantes da Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa que cursaram a cadeira de Tépicos de Matemética Finita
nos anos lectivos de 1994/95 a 1997/98. De certo modo, eles foram as cobaias das
véarias versoes deste texto e, através das suas dificuldades, perguntas e interesse

(ou falta dele), certamente que nos ajudaram a fazer um melhor trabalho.

Carlos Alberto Martins André

Fernando Jorge Inocéncio Ferreira

Lisboa, 12 de Dezembro de 1999

“Consigo resistir a tudo,

menos d tentacdo.”
Oscar Wilde




1. Combinatoria enumerativa




O principal problema da combinatoria enumerativa € saber quantos elementos tem
um dado conjunto finito. Na primeira sec¢ao discute-se o que € contar, o papel das
bijeccoes nas contagens, e fazem-se algumas contagens simples. A discussdo dos
emparelhamentos (matchings, em inglés) no final desta sec¢ao sai um pouco fora
do dmbito do assunto da sec¢ao, mas vem na sequéncia da discussao do principio
dos cacifos. O anezxo a esta primeira sec¢ao discute alguns pontos lééhv—dedutivos
que emergem d volta da nogao de cardinalidade de um conjunto finito. Este anezo é
perfeitamente dispensdvel, a menos que se esteja interessado num desenvolvimento

légico-dedutivo rigoroso.

Nas duas secgoes sequintes — “Coeficientes binomiais” e “Outros coeficientes” —
introduzem-se uma série de coeficientes combinatoriais essenciais para se efectua-
rem contagens e estudam-se as suas propriedades bdsicas. Todos os coeficientes s@o
definidos como sendo o nimero de elementos de determinados conjuntos finitos,
tornando manifesto o seu cardcter combinatorial. Na sec¢io sequinte, utilizamos
o0s coeficientes estudados para fazer certas contagens importantes. Doze contagens

bdsicas vao estar em foco.
¢

Na secg¢ao “O principio da inclusio/exclusao” estuda-se a formula que da o nimero
de elementos de uma unido finita de conjuntos finitos. Dao-se trés exzemplos para-
digmdticos da aplica¢do desta formula. Na parte do material avangado desta secgdo
estudam-se generalizagies do principio da inclusao/exclusio e demonstram-se as
desigualdades de Bonferroni. Este material é muito bonito, mas é um pouco espe-

cializado.

A dltima secgao nao é sobre combinatoria enumerativa. O objectivo desta secgdo
é estudar o infinito e dissertar sobre os resultados e propriedades fundamentais
desta nogao. O infinito tem propriedades radicalmente diferentes do finito e, como

tal, podemos encarar esta secgdo como um contraponto as secgoes anteriores.

OBJECTIVOS:
1. Habituar os alunos a fazer contagens e familiarizd-los com os métodos fun-
damentais para o efeito.

2. Adquirir proficiéncia com os coeficientes combinatoriais mais importantes

e fazer com que estes sejam encarados combinatorialmente.

3. Conhecer as propriedades basicas dos conjuntos infinitos.




1.1. O que é contar?

A lotagdo do cinema esgotou. Se admitirmos que toda a gente que comprou bilhete
compareceu ao espectdculo, podemos concluir que o nimero de espectadores é igual
a lotagdo do cinema. Contar é, essencialmente, isto. De facto é um pouquinho
mais do que isto. Em geral, se nos perguntarem quantas pessoas hd no cinema,
nio ficamos satisfeitos com a resposta de que a lotagdo esgotou. A menos que
saibamos qual é a lotacdo do cinema! Em suma, se a lotagdo esgotou, apenas
sabemos que hé tantos espectadores quantos os lugares do cinema. Dito de um
modo mais técnico: o conjunto dos espectadores tem a mesma cardinalidade que

o conjunto dos lugares do cinema.

Na primeira parte desta secgdo vamos esmiucar o que significa dois conjuntos
terem a mesma cardinalidade. Deixamos para a segunda parte a nogdo absoluta

de cardinalidade.

1.1.1. Correspondéncias biunivocas

Uma CORRESPONDENCIA BIUNIVOCA ® entre dois conjuntos A e B é uma relacdo
bindria entre A e B que verifica as duas seguintes condicoes:
1. Para todo z € A existe um, e um s6, y € B tal que z®y.

2. Para todo y € B existe um, e um s6, z € A tal que z®y.

Se A for o conjunto dos espectadores e se B for o conjunto dos lugares do cinema,
entao a relagao

z®y se, e somente se, T ocupay

é uma correspondéncia biunivoca entre os conjuntos A e B.

Definigao (Principio da Correspondéncia). Diz-se que dois conjuntos tém a
mesma CARDINALIDADE, ou o mesmo numero de elementos, se existe uma corres-

pondéncia biunivoca entre eles.

Do ponto de vista légico e de clareza conceptual, cada uma das condicdes da
defini¢do de correspondéncia biunivoca desdobra-se em duas. A primeira condigao
equivale a conjuncao das duas condigoes seguintes:

la. Para todo ¢ € A existe um y € B tal que z®y.

1b. Dados = € A e y1,y2 € B, se x®y; e Py, entdo y; = ya.
A condi¢do la é uma condigdo de ezisténcia, enquanto a condi¢do 1b é uma
condicdo de unicidade. Observe, atentamente, o que diz a condigao de unicidade:
ela exclui que hajam elementos diferentes de B em relagdo com o mesmo elemento
de A. De modo perfeitamente simétrico, a segunda condi¢ido desdobra-se em:

2a. Para todo y € B existe um z € A tal que z®y.

2b. Dados 1,22 € A ey € B, se 1Py e 2Py entdo z; = za.

“r®y” significa que x estd

na relagao ® com y.

Também se diz que os
dois conjuntos sdo
equipotentes, ou
equinuméricos (ou ainda,

equicardinais).
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Um muito gordo, por

ecxemplo!

i.e. abrevia “id est”, que

€ o latim de “isto €”.

Galileu sentiu-se
inacomodado com esta
correspondéncia. E o

leitor?

Visto ndo se atender d
ordem das parcelas,
escrevem-se primeiro as
parcelas maiores. Topa

esta subtileza?

No exemplo do cinema com a lotagdo esgotada subentendemos véarias coisas: a
de que todos os compradores de bilhete compareceram ao espectaculo; a de que
nenhum espectador ocupa mais do que um lugar; a de que nenhum lugar estd
ocupado por mais do que um espectador; e a de que nenhum espectador comprou
para si mais do que um bilhete. O ndo cumprimento destes requisitos iria contra

as condigdes 1a, 1b, 2b e 2a, respectivamente.
Eis trés exemplos de correspondéncias biunivocas:

Exemplo 1. Seja N o conjunto de todos os nimeros naturais,
N=1{0,1,2,3,4,...},

e seja D o conjunto de todos os niimeros naturais que sido pares (i.e., os dobros
de nimeros naturais). Ja Galileu Galilei, um dos pioneiros da fisica moderna,
tinha observado no século XVI que existe uma correspondéncia biunivoca entre os

conjuntos N e . Por exemplo, a seguinte:

n®m se, e somente se, m = 2n.

4

Exemplo 2. Uma PARTIGAO NUMERICA de um ntmero natural n diferente de
zero é uma maneira de escrever n como soma de nimeros naturais nao nulos, sem

atender a ordem das parcelas. Assim, as parti¢does do nimero 4 sdo dadas por:

4
3+1
2+2

24+1+1
1+1+1+1

N. M. Ferrers inventou uma maneira muito ttil de representar diagramaticamente
as particoes numéricas. No DIAGRAMA DE FERRERS de uma particdo numérica,
as diversas parcelas da particio estao ordenadas de cima para baixo — a comecar
pela parcela maior — e cada parcela esta disposta numa linha com um nimero
apropriado de pontos. Por exemplo, os diagramas de Ferrers de “6+4+2+2+1”

ede “3+ 3+ 1+ 1” sdo, respectivamente,

Dois diagramas de Ferrers dizem-se CONJUGADOS se um se obtem do outro tro-

cando linhas com colunas. Por exemplo, os dois diagramas que se seguem sdo

conjugados:



[ ] ° [ ] — ® [ ]
[ ] L] [ ]

Observe que dois diagramas conjugados tém o mesmo nimero de pontos e, por-
tanto, representam parti¢cdes do mesmo nimero natural. Seja n um niimero natural
diferente de zero e denotemos por II,, o conjunto de todas as particoes numéricas
de n. A seguinte correspondéncia ® é uma correspondéncia biunivoca entre II,, e
si préprio:

z®y se, e somente se, os diagramas de Ferrer de x e y sdo conjugados.

Se duas partigoes estdo relacionadas como acima, dizemos que si0 CONJUGADAS.
De acordo com o exemplo anterior, as parti¢des “4+3+1" e “3+2+2+1" sdo con-
jugadas. //

JExemplo 3. Vamos descrever uma correspondéncia biunivoca entre sequéncias de
comprimento n constituidas por elementos de {1,2,...,9} que ndo terminam em 9
e que ndo tém nimeros iguais consecutivos e sequéncias arbitrarias de comprimento

n constituidas por elementos de {1,2,...,8}.

A ideia da correspondéncia é a de que o nimero 9 vai funcionar como um sinal
de que o nimero que se lhe segue aparece duas vezes. Por exemplo, & sequéncia
9253938791 corresponde a sequéncia 2253338711. Mais precisamente, substitui-se
todo o bloco da forma 9% por um bloco da forma kk. Para o caso n = 10 temos

os seguintes exemplos:

3914919192 +— 3114111122
7979769128 ¢+— 7777761128
1843281765 <+— 1843281765
2929292921 «+— 2222222221
3941925193 «+— 3441225133

A maneira mais simples de argumentar que esta correspondéncia é biunivoca con-
siste em exibir a correspondéncia inversa (adiante, falaremos mais sobre isto).
Dada uma sequéncia arbitraria constituida por elementos de {1,2,...,8} substi-
tuimos cada bloco (maximal) de nimeros repetidos kkkk . .. kk pelo bloco de igual
comprimento 9k9k .. .9k ou k9k9k ... 9k, consoante o bloco em causa for de com-
primento par ou de comprimento impar. Por exemplo, & sequéncia 7776335821
corresponde a sequéncia 7976935821. //

H4 uma importante variante notacional do conceito de correspondéncia biunivoca:
a variante que usa a linguagem das fun¢ées. Uma FUNGAO de um conjunto A para

um conjunto B é uma correspondéncia (ndo necessariamente biunivoca) entre A e

B que verifica as condicoes 1a e 1b. Se ® for uma correspondéncia nestas condicoes

Nao dissémos antes, mas

// marca o fim do

ezemplo.




Fi de a € igual a bé.

*
Veja se percebe isto bem!

Uma injecgao. Sério!

P = q equivale d
contra-reciproca:

-g = —p.
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entdo, dado um qualquer elemento a € A, existe um unico elemento b € B de tal

modo que a®b. Este elemento b é o valor da fungdo ® no ponto a, e escreve-se

®(a) = b. No nosso primeiro exemplo acima, tem-se a fungdo

®(n) = 2n.

Na giria matematica, as condi¢des la e 1b garantem que a “funcao” estd bem
definida. Comummente comete-se um erro de palmatéria. Considere-se, por exem-

plo, a “funcdo” @ do conjunto dos nimeros racionais positivos Q* (i.e., as fracgoes

m

da forma %, com n,m € N e n # 0) para o conjunto dos nimeros naturais N

definida por
P (%) = m + n.

Qual é o valor de %? E5. E qual é o valor de %? E 10. Hmmm ... Visto que
% = %, em que é que ficamos? Em 5 ou em 107 Algo correu mal, evidentemente.
O erro estd em supormos que ® define uma funcdo. Nao define! A condi¢do que
falha é a 1b: com efeito, um mesmo elemento de Q" pode estar na relagdo ® com

mais do que um elemento de N.

Em suma, uma fungdo ¢ de A para B é uma correspondéncia entre A e B que
verifica as condigdes 1a e 1b. Por vezes uma fungdao ®: A — B (é esta a notagao,

amigos) pode ser descrita diagramaticamente. Por exemplo, o diagrama

]
L =2
=3
3 ——5

descreve uma fun¢ao do conjunto {1,2,3} para o conjunto {2,3,5}. Esta fungio
é INJECTIVA, i.e., a elementos diferentes de {1,2,3} faz corresponder elementos
diferentes de {2,3,5}. Simbolicamente,

z#y = 2(z) # 2(y)

ou, equivalentemente,

Esta condigdo corresponde, exactamente, a condi¢do 2b da definigdo de corres-
pondéncia biunivoca. A fungdo ¥: {1,2,3} — {2,3,5} dada por

v
1 2
2 2
3 5

nao é injectiva, pois ¥(1) = ¥(2). Outra maneira de apresentar esta fungio é a

seguinte:




33— 5

Porém, em ambos os diagramas perde-se alguma informagao sobre ¥, pois nédo é
possivel recuperar o CONJUNTO DE CHEGADA {2,3,5} através dos diagramas. Eis

um diagrama mais perspicuo:

Uma SOBREJECGAO (ou fun¢do SOBREJECTIVA) de um conjunto A para um con-
junto B é uma fungao ®: A — B tal que, para cada elemento b de B, existe um
elemento a de A de tal modo que ®(a) = b (i.e., todo o elemento de B é “fi de
qualquer coisa”). Observe que, nos exemplos acima, a funcdo ® é sobrejectiva, mas
que ¥ ndo o é. Uma reflexdo rdpida permite concluir que a condi¢do de sobre-
'jectividade nao é mais do que a nossa condi¢do 2a. Assim, uma correspondéncia
biunivoca nao é mais do que uma func¢ao que é, simultaneamente, injectiva e so-

brejectiva. Uma BIJECGAO, como soe dizer-se.

Se numa correspondéncia biunivoca ® entre dois conjuntos A e B trocarmos os
papéis de A e B, obtemos a denominada correspondéncia inversa que vamos de-
signar por ¥. Mais precisamente, ¥ é a correspondéncia entre B e A definida do

seguinte modo:

b¥a se, e somente se, a®db.

Claro que esta correspondéncia é biunivoca, pois as condi¢des la e 1b de ¥ sao
(respectivamente) as condigdes 2a e 2b de ® e as condigdes 2a e 2b de ¥ sdo
(respectivamente) as condigdes la e 1b de ®. Na linguagem das fungdes, obtemos

a seguinte relacdo de inversdo:

®(a) =b se, e somente se, ¥(b) = a.

Diz-se, neste caso, que ¥ é a FUNGAO INVERSA de ® (e vice-versa). Vimos, pois,
que a uma correspondéncia biunivoca podemos associar naturalmente um par de
fungoes que verifica a relacdo de inversdo. E o reciproco também é verdade: a um
par de fungdes ® e ¥ que verifica a relagdo de inversdo, podemos naturalmente

associar uma correspondéncia biunivoca.

Estas observagoes tém implicagoes praticas. Com efeito, para mostrar que a corres-
pondéncia do primeiro exemplo é biunivoca ou, equivalentemente, para mostrar-
mos que a fungdo ®(n) = 2n entre N e D é bijectiva, basta construirmos a sua

fungdo inversa. Isso é facil: é a fungdo definida por ¥(m) = 7.

O CONJUNTO DE PARTIDA €

{1,2,3}.

s

Diz-se que b € imagem de

a por ®.

soer, v. int. (ant.) ter

por costume.

Escreve-se ¥ = &1,
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Resta-nos fazer uma observagdo. O vocabuldrio que utilizdmos para nomear o

conceito “ter a mesma cardinalidade que” insinua certas propriedades, como por
exemplo a de que, se A tem a mesma cardinalidade que B, entdo B tem a mesma
cardinalidade que A. E assim é, pois escolhemos vocabulério (a palavra “mesma”)
bem adaptado ao conceito. Com efeito, o conceito “ter a mesma cardinalidade

que” é o que se chama uma RELAGAO DE EQUIVALENCIA, i.e., uma relacdo que

verifica as trés seguintes propriedades:

1. A tem a mesma cardinalidade que A (propriedade REFLEXIVA).

2. Se A tem a mesma cardinalidade que B, entdo B tem a mesma cardinalidade
que A (propriedade SIMETRICA).

3. Se A tem a mesma cardinalidade que B e B tem a mesma cardinalidade que

C, entdo A tem a mesma cardinalidade que C' (propriedade TRANSITIVA).

A propriedade reflexiva vale porque a FUNGAO IDENTIDADE de A para A, que repre-
sentamos por id 4 e que faz corresponder a cada elemento ele préprio, é trivialmente
uma bijeccao. A propriedade simétrica vale devido & existéncia da bijec¢ao inversa
de uma bijec¢do. Finalmente, admitamos que ® é uma bijeccdo entre A e B e que
¥ é uma bijeccdo entre B e C. Entdo a funcdo COMPOSTA entre A e C de @
seguida de ¥, denotada por ® o ¥ e definida por

(¥ o ®)(a) = ¥(®(a),

é uma bijecgao, pois é facil verificar que =1 o ¥~! é a sua fungéo inversa. Em con-
clusdo, o conceito “ter a mesma cardinalidade que” também satisfaz a propriedade

transitiva.

Finalmente, armados com todos estes conceitos e observacdes, vamos dar uma

aplicagdo tedrica importante.

Seja Segy, o conjunto de todas as SEQUENCIAS BINARIAS (i.e., de zeros e uns) de
comprimento n. Dada uma sequéncia s € Seg, e um nimero natural 7 entre 1
e n (incluindo os extremos), denotamos por (s); o i-ésimo termo da sequéncia s.

Vejamos um caso concreto: o conjunto Seqs é constituido pelas sequéncias,
000 100 010 001 110 101 011 111,
e, por exemplo, (010); = 0, (010); = 1 e (010)3 = 0.

Dado um conjunto X, podemos considerar o conjunto de todos os subconjuntos
de X, a que chamamos 0 CONJUNTO DAS PARTES de X e que representamos por
P(X). Lembre-se que um conjunto Y é um subconjunto de X, e escreve-se Y C X,
se todo o elemento de Y é também elemento de X. Também se diz que Y estd

contido em X ou que X contém Y.

Por exemplo, se X = {1, 2,3}, entdo o conjunto {1,2} é um subconjun;to de X —
notacionalmente, {1,2} C {1,2,3}. De facto, ha oito subconjuntos de X. Estes




oito subconjuntos formam o conjunto das partes de X:

P(X) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
O conjunto vazio ) — o conjunto sem elementos — e o préprio conjunto X sao

sempre elementos de P(X) e chamam-se as PARTES IMPROPRIAS de X.
Proposigao. Os conjuntos Seq, e P({1,2,...,n}) tém a mesma cardinalidade.
Demonstracao. Considere-se a fun¢iao ®: Seg, = P({1,2,...,n}) definida por

P(s)={i:1<i<ne(s);=1}.

Por exemplo, no caso n = 3 ficamos com a funcao:

000 ———— ¢

100 —— {1}
010 —— {2}
001 —— {3}
110 — {1,2}
101 ——— {1,3}
011 —— {2,3}
111 — {1,2,3}

Para estabelecer a proposi¢do, basta construir a fungao inversa de ®. Esta funcao,
que vamos denotar por ¥, vai de P({1,2,...,n}) para Seq, e, dado S um sub-
conjunto de X, ¥(S) é a sequéncia binéria s de comprimento n definida por:
(s)i=1, sei€S,
(s)i=0, sei ¢S,
onde 1 <7< n. O
A bijec¢do que acabdmos de exibir dd-nos uma informagao adicional: as sequéncias
bindrias de comprimento n com k uns estdo em correspondéncia biunivoca com os

subconjuntos de {1,2,...,n} de cardinalidade k. Esta informacao vai ser 1til mais

adiante.

1.1.2. Cardinalidades finitas
Dado um niimero natural n, denotamos por [n] o conjunto dos niimeros naturais
nao nulos que sdo inferiores ou iguais a n. Assim,

[n] ={1,2,3,...,n}
No caso em que n = 0, o conjunto [n] — ou seja, [0] — é o conjunto vazio.
Definigao. Seja n um numero natural. Diz-se que a CARDINALIDADE de um

conjunto X é n, e escreve-se #X = n, se existir uma fungdo bijectiva entre os

conjuntos [n] e X. Também se diz que X tem n elementos.

Uma proposigcao

matemdtica diz algo
acerca do mundo
matemdtico. Se se

intenciona verdadeira,

carece de demonstragao.

O quadrado marca o fim

da demonstragao.
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Olhe o artigo definido na

defini¢cdo de cardinalidade.

Seria bizarro, ha?
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Considere os seguintes simbolos:

&

A t

Ao contarmos mentalmente estes sete simbolos estamos a estabelecer uma bijeccio
entre o conjunto 7] e o conjunto dos simbolos. Assim, se comecarmos a contar a
partir do simbolo “&” e seguirmos o sentido dos ponteiros do relégio, obtemos a
bijeccao

® o @ &

N o ot R W N e
X

A nocéo de cardinalidade que introduzimos acima sé funciona se nenhum conjunto
puder ter mais do que uma cardinalidade. Por exemplo, temos de garantir que,
se contarmos os simbolos por outra ordem, entdo também obtemos o ntimero 7.
Mais geralmente, temos de garantir que o seguinte nunca acontece: que hajam
nimeros naturais distintos n e m, que haja um conjunto X e que hajam bijec¢des
®,: X = [m] e ®3: X — [n] (o que significaria que X teria, simultaneamente, n
e m elementos). Quase certamente que esta possibilidade ndo passou pela cabeca
do leitor. E, agora que passa, quase certamente que o leitor ndo acredita que ela
se dé. E faz bem em nédo acreditar, pois ela ndo se dd! E nédo se dd por que se

demonstra que nao se da:

Teorema Fundamental das Cardinalidades Finitas. Se n e m sdo nimeros

naturais diferentes, entdo nao existem bijeccoes entre [n] e [m].

Este teorema vem adjectivizado de fundamental porque estd na base de um desen-
volvimento dedutivo rigoroso da nogao de cardinalidade finita. N&o é o propésito
deste trabalho efectuar um desenvolvimento ao longo destas linhas. Nao obstante,

faremos a demonstragio do teorema fundamental no anexo a esta secgao.

Definigao. Um conjunto X diz-se FINITO se existir um niimero natural n tal que

X tenha cardinalidade n.

Dado um conjunto X de cardinalidade n e dada uma bijecgdo ® entre [n] e X,

entdo na lista

3(1), (2),...8(n)




aparecem todos os elementos de X e, cada um, uma s6 vez. Por isso, é costume

apresentar um conjunto finito X com n elementos da seguinte forma:
X = {1’1,1»'2, cee 7xn}y

onde os z;’s sao elementos de X diferentes dois a dois. De facto, a lista z,, z2,

., T, N80 é mais do que a lista ®(1), ®(2), ..., ®(n).

Proposigao. Sejam X e Y conjuntos finitos disjuntos (i.e., sem elementos em
comum). Entao #(X UY) =#X + #Y.

Demonstra¢do. Sabemos, por hipGtese, que existem bijec¢oes ®;: [n] = X e
®,: [m] —» Y. Vamos juntar convenientemente estas duas bijec¢des de modo a
obter uma bijecgdo ® entre [n +m] e X UY. A ideia é simples: de 1 até n a
nova bijec¢do ® funciona como a bijecgdo ®;; de n + 1 até n + m a nova bijec¢ao

funciona como ®,:

1 2 n n+l n+2 -+ n+m
| I | I | |
] ‘1)1 (1) @1(2) LY <I>1(n) @2(1) q)z (2) sa @2 (m)
Simbolicamente:
Pq(2), sei<mn,
I LXO <

®y(i —n), sei>n,
paratodo 1 <i<n+m. O
Nao hé nada de especial em termos apenas considerado dois conjuntos disjuntos X

eY. Quem faz com dois, faz com qualquer nimero finito. Assim, mais geralmente,

se X1, Xa, ..., X, forem conjuntos finitos disjuntos dois a dois, entao:
#X1UXoU.. . UX,) =#X1 +#Xo+ ...+ #X,.
Mais sinteticamente,
n n
# (U Xk) =¥ #%k

k=1 k=1
Proposigao. Sejam X e Y conjuntos finitos. Entdo #(X xY) = #X - #Y.
Demonstracao. Admitamos que X tem n elementos e que Y tem m elementos,
ie., que X = {z1,22,...,z,} e que Y = {y1,¥2,... ,Ym}, onde 0s z;’s e 0s y;’s

sdo, respectivamente, diferentes dois a dois. O produto cartesiano X x Y pode

representar-se pelo seguinte rectangulo:

(xl,yl) (x1,92) - (Z1,Ym)
(x2,91) (22,92) -+ (T2,Ym)
(:I"n’yl) ($n7y2) e (mnvym)

U € o sinal de unido.

X XY € o conjunto
formado por todos os
pares ordenados (z,y),
ondezeX ey€eY.
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“Claro” — detesto quando
dizem isso!

?

cacifo, s.m. cofre; caiza,
cesto ou gaveta para

coisas de pouco valor.
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Assim, X x Y é unido disjunta das m colunas do rectangulo, cada qual com n

elementos. Ora, a j-ésima coluna nio é mais do que X x {y;}. Logo,
XxY=(Xx{nmhUX x{y})U...UX x {ym}),

em que se trata de uma unido de conjuntos disjuntos dois a dois. Consequente-

mente,

#X X Y) = #(X x {yn}) + #(X x {g2}) + - + #(X x {ym})
=H#X+H#X 4+ + #X =H#X -m=#X - #Y.

m

O
Dada uma fungdo ® de A para B, podemos associar a cada elemento b € B o
seguinte subconjunto A de A:
Ay ={a€ A: ®(a) =b}.
Claro que se b # b', entdo Ay e Ay sdo conjuntos disjuntos. Como exemplo,

consideremos os conjuntos A = [7] e B = {a,b,c,d,e} e a funcio ®: A — B

definida por meio do diagrama

~N O Ot s W N
SH

Temos A, = {2,4}, Ay =0, A, = {1}, Aa = {3,5,7} e A. = {6}. Note que estes

conjuntos sao disjuntos dois a dois e que A é a unidao de todos eles.

Proposigao. Seja ®: A - B uma fungao entre dois conjuntos finitos. Suponha-
mos que #A > r-#B. Entao, para algum b € B, #A, > r. :

Demonstragao. Como sabemos, #A = > sep #Ab. Se, por hipétese absurda,
se tivesse #Ap < r para todo o elemento b de B, entdo viria a seguinte impossi-
bilidade:

ro#B<#A=) #A, <Y r=r-#B.

beB beB
a

O caso particular r = 1 diz que, se #A > #B, entdo, para algum b e; B, A tem
mais do que um elemento, o que significa que existem pelos menos dois elementos
distintos a,a’ € A com ®(a) = ®(a’) = b — no exemplo anterior, temos $(2) =
®(4) = b e, também, $(3) = ®(5) = ®(7) = e. Em suma, & nio é uma funcio
injectiva. Este caso é conhecido por PRINCIPIO DOS CACIFOS ou PRINCIPIO DAS
GAVETAS DE DIRICHLET:




Principio dos Cacifos. Sejam A e B conjuntos finitos, o primeiro dos quais de

cardinalidade superior ao do sequndo. Entdo, nao existem injec¢oes de A para B.

Os falantes de inglés chamam a este principio o “pigeonhole principle”. Claro
que estamos na presenca de uma banalidade (vide, porém, o anexo a esta sec¢do).
Por exemplo, se um pombal com onze pombos tiver apenas dez casotas, entdo
pelo menos dois pombos tém que partilhar a mesma casota; se uma cémoda tiver
oito gavetas e se quisermos arrumar nove camisas, entdo vamos ter que por pelo
menos duas camisas na mesma gaveta. Nao obstante, o principio dos cacifos é

uma ferramenta 1til. Eis um exemplo.

Exemplo. Um albergue tem noventa quartos e cem convidados. Foram dis-
tribuidas chaves aos convidados de modo a que, sempre que noventa convidados
estdo no albergue, entdo hd uma forma de cada um deles ocupar sozinho um quarto.
A distribuigéo foi feita do seguinte modo: escolheram-se noventa convidados e, a
cada um deles, foi dada uma tnica chave, uma por cada quarto; a cada um dos
restantes dez convidados foram dadas noventa chaves — as chaves de todos os quar-
tos. Ao todo foram distribuidas 990 chaves! Haverd alguma maneira de distribuir
menos chaves? A resposta é ndo! Com efeito, se se distribuissem 989 ou menos
chaves, haveria pelo menos um quarto com dez ou menos chaves distribuidas (note
que 90 - 11 > 989). Portanto, o nimero de convidados que ndo teriam uma chave
para esse quarto seria pelo menos noventa. Se eles aparecessem simultaneamente
no albergue, ndo haveria maneira de aloji-los em quartos individuais pois teriam
de ser distribuidos por, no méximo, 89 quartos. Isso é impossivel, pelo principio

dos cacifos. //

1.1.3. Emparelhamentos

Nesta seccdo vamos discutir um caso particular do seguinte problema: suponha-
mos que temos um conjunto X, de operdrios, e um conjunto Y, de maquinas, cada
qual necessitando apenas de um operdrio para manipuld-la; suponhamos, também,
que cada operéario estd qualificado para trabalhar com algumas dessas maquinas;
pergunta-se de que maneira se ha-de atribuir a cada maquina um seu operador, de
modo a que funcionem o maior niimero possivel de méquinas (e, por conseguinte,
de modo a empregar o maximo da for¢a de trabalho). Uma versdo mais romantica,
e mais particular, desta questdo é a seguinte: suponhamos que temos conjuntos
X, de rapazes, e Y, de raparigas; quando é que podemos casar todos os rapazes,
de modo a que a parceira de cada rapaz seja uma rapariga que ele conheca. Por
exemplo, na seguinte situagdo, com cinco rapazes 1, 2, 3, 4 e 5 e cinco raparigas

a,b,c dee,

vide € “veja-se em” em

latim.

Um ezemplo subtil precisa

de uma mente subtil.
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Kénig, em 1931, e
Menger, em 1927,

também descobriram este

resultado. Foi, porém, o

nome de Hall que ficou.

Vamos fazer uma

indugdo, nao €2
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1
2
3 ¢
4
5

onde os tragos unem quem conhece quem, serd possivel casar todos os rapazes (e,

consequentemente, todas as raparigas)?

Vamos formular o caso geral do problema numa notagdo mais adequada. Dada
uma colec¢do de conjuntos finitos Ay, As, ..., A,, diz-se que ay, ag, ..., an
¢ um CONJUNTO DE REPRESENTANTES DISTINTOS para a coleccdo Aj, As, ...,
A, se ar € Ay, para todo 1 < k < n, e se estes elementos forem distintos dois
a dois. No nosso exemplo, podemos pensar que cada conjunto A é constituido

pelas raparigas que sao conhecidas do rapaz k. Assim,

Al = {a,c}, A2 = {a, C}, A3 = {a,c,e}, A4 = {b, d,e} e A5 = {C, d}

Em 1935, Philip Hall demonstrou o seguinte resultado, conhecido por TEOREMA
DOS CASAMENTOS DE HALL:

Teorema dos Casamentos. E condigdo mecessaria e suficiente para que uma
colecgao de conjuntos finitos Ay, As, ..., A, tenha um conjunto de representantes
distintos que
# U A) >#S (1)
kesS
para todo S C [n].

Demonstrag¢do. A condi¢do (H) chama-se CONDIGAO DE HALL. Nao é dificil de
ver que esta condi¢do é NECESSARIA para que a colecgdo Ay, As, ..., A, tenha um
conjunto de representantes distintos. Com efeito, se a condi¢ao de Hall falha, isto
quer dizer que existe um conjunto de rapazes S C [n] tal que # (UresAk) < #S.
Dito de outro modo, o nimero de raparigas conhecida por pelo menos um rapaz
de S é (estritamente) inferior ao nimero de rapazes de S. Logo, pelo principio dos

cacifos, é impossivel casar todos os rapazes de S.

A parte substancial do teorema de Hall consiste no facto da condi¢do de Hall
ser SUFICIENTE para que seja possivel casar todos os rapazes. E isto que vamos
demonstrar de seguida. E claro que podemos sempre casar um qualquer rapaz,
pois todo o rapaz conhece pelo menos uma rapariga (isto é um caso particular
da condigdo de Hall — estd a ver porqué?). Agora, vamos arguméntar que se
podemos casar um determinado nimero da rapazes, entdo podemos sempre casar
mais um rapaz solteiro (se ainda houver solteiros). Isto resolve-nos ‘o problema:
casamos um rapaz, depois esse e mais outro, depois esse, essoutro e mais outro, et

ceetera, até casarmos todos os rapazes.




Suponhamos, entao, que é possivel casar m rapazes (m < n), cujo conjunto deno-
tamos por X'. Seja zo um rapaz solteiro, i.e., 7o € X'. Claro que zo conhece pelo
menos uma rapariga. Seja ela y;. Se y; for solteira, i.e., se y; nao for casada com
um dos rapazes de X', entdo acaba tudo em beleza. Casa-se o com y; e ficamos
com m + 1 rapazes casados (que é o que se pretende). Caso contrério, a situacao
¢ mais complicada e envolve algum choro e ranger de dentes, pois vamos ter que
descasar e voltar a casar de novo alguns rapazes e raparigas. Sendo y; casada,
entabulamos o seguinte processo. Seja z; o seu marido. Pela condi¢do de Hall,
ha outra rapariga y, conhecida, ou de zp, ou de x;. Se esta rapariga for solteira,
paramos o processo. Caso contrario, seja 2 0 seu marido. Pela condi¢ido de Hall,
hé outra rapariga ys conhecida, ou de zg, ou de z;, ou de z2. Se ys for solteira,
paramos o processo. Caso contrario, seja 3 o seu marido. Et ceetera. Quando
o processo parar (e para, pois hd apenas um numero finito de raparigas) ficamos

com uma sequéncia de rapazes
To,T1,22,...,Tp
e uma sequéncia de raparigas

Y1,Y25- - s Yr41

satisfazendo as trés seguintes condigdes:

1. zo e y,41 sdo solteiros;
2. para todo 1 < k <, yx e x; sdo casados entre si;
3. para cada 1 < k <7+ 1, y;, conhece pelo menos um dos rapazes xo, Z1,

o g Lh—1.

Nesta altura comega-se um novo processo. Pega-se na rapariga y,+1 e, de seguida,
pega-se num rapaz seu conhecido zx,, com k; < r + 1. Se k; # 0, toma-se yi, (a
mulher de zi, ) e, de seguida, toma-se um rapaz seu conhecido zy,, com ka < kj.
E assim sucessivamente, até atingir zo (o que terd de acontecer, pois os indices

dos xis vao diminuindo). Em suma, gera-se uma sequéncia

Yko s Tk yYk1s>ThosYkas -+ s Thys Ykyr Thoi

onde kp = r+ 1 e ks+1 = 0. Chegado a este ponto “descasamos” os casais

{Zkys Yk b {TharUka}y -+ 5 {Tk, Uk, } € de seguida, “casamos” yi, com Tg,, Yk,
com Zg,, ... Yk, com Tk, ,. Quanto aos outros rapazes e raparigas (os que nao
ocorrem na Sequéncia Yo, Tk, Yki> Thas Ykay - -+ 5 Thys Yk,» Tk,y,) Mantemo-los

na mesma. Depois deste rearranjo, temos mais um rapaz casado: o zo. Como se

pretendia. O

Esta demonstracdo oferece um brinde interessante. Ela dd-nos um ALGORITMO
que permite efectuar os casamentos — desde que tal seja possivel (i.e., desde que
se verifique a condicdo de Hall). Para exemplificar como o algoritmo funciona,
vamos aplicd-lo ao caso acima. No comego, ninguém estd casado com ninguém.

Considere-se o rapaz 1. Este rapaz conhece a rapariga a e, como ela é solteira,

Et ccetera € uma

ezpressao latina que
significa “e outras coisas
mais”. Abrevia-se por

Etc. e lé-se ed-cétera.

29



podemos prosseguir em beleza casando 1 com a. (O rapaz 1 também conhece c,

e podiamos té-lo casado com ela. H& aqui um elemento de escolha.) A seguir
consideramos o rapaz 2 e casamo-lo com c. Prosseguimos com o rapaz 3, casan-
do-o com e e, depois, casamos 4 com d. A parte mais complicada do algoritmo
surge agora, quando pretendemos casar o rapaz 5. Ele apenas conhece c e d,
mas estas j& estdo casadas. Pegue-se em d (por exemplo). Esta estd casada
com 4. Os dois rapazes 5 e 4 conhecem, entre si, também a rapariga b que é
solteira (também poderiamos ter escolhido a rapariga e, mas entdo o algoritmo
nao terminaria tdo rapidamente, pois e é casada). Este primeiro processo gera,
pois, duas sequéncias: 5,4 e d,b. O segundo processo vai gerar a sequéncia b, 4, d, 5.
Nesta altura, divorciamos o casal {4,d} e casamos 4 com b e 5 com d. Quanto
aos restantes rapazes e raparigas, mantemos tudo na mesma. Em suma, é possivel
casar todos os rapazes e uma solugao é casar 1 com a, 2 com ¢, 3 com e, 4 com b
e 5 com d.

Exercicios

1. Quais das seguintes correspondéncias ® sdo biunivocas? Para as que nio
forem biunivocas, diga quais sdo as condigdes da defini¢do de “correspondéncia
biunivoca” que elas violam.

(a) Seja S o conjunto dos seres humanos que nio sio filhos tinicos e considere-se
® a correspondéncia de S para si préprio definida por: dois seres humanos
estao em correspondéncia ¢ se, e somente se, forem irméaos.

(b) Seja H o conjunto dos homens e seja M o conjunto das mulheres de uma so-
ciedade monogamica que s6 permite casamentos heterossexuais. Considere-
-se a correspondéncia ® entre H e M definida por: um homem estd na
relacdo ® com uma mulher se, e somente se, forem casados.

(c) A correspondéncia ® entre QF e N x N definida por:

m
z®(m,n) se, e somente se, T = — .
n

2. Descreva uma correspondéncia biunivoca entre as sequéncias estritamente cres-
centes de comprimento 5 constituidas por elementos de [100], e as sequéncias de 5

niimeros naturais ndo nulos cuja soma é menor ou igual a 100.

3. Mostre que o nimero de sequéncias bindrias de comprimento n que contém

exactamente um bloco da forma 01 é igual ao nimero de solugdes naturais da

equacao Ty + T2 + 3 + x4 =n — 2.

4.  (a) Quais sdo as parti¢oes conjugadas de 6 +4+4+2+1+1,8+5+3+2,
3+3+3+3+2+2+2e5+4+4+4+17 i
(b) Observe nos exemplos anteriores que, se uma partigio tem k parcelas, entio

a sua particao conjugada tem como maior parcela o nimero k (e vice-versa).
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Argumente que o niimero de parti¢des numéricas de n com k parcelas é igual

ao nimero de partigdes numéricas de n cuja maior parcela é k.

5. Mostre que X e X x {a} tém a mesma cardinalidade.

6. Dé um exemplo de uma fungdo injectiva que ndo seja sobrejectiva e de uma

funcao sobrejectiva que nao seja injectiva.

7. Seja S o conjunto de todas as sequéncias de elementos de [6]. Considere Sg =

{s€ S:asomadeséb6}eSy={s€S:asomadeséT} Mostreque
#S7 = 2456 — 1.

(Isto significa que hd quase duas vezes mais maneiras de obter uma soma de 7,

quando se vao rolando dados, do que obter uma soma de 6.)

8. A igualdade “4#(X UY) = #X + #Y?” falha se ndo se exigir que os conjuntos
X e Y sejam disjuntos. Aponte, na demonstracdo que démos desta igualdade, o

passo (ou passos) onde se utiliza a hipétese de que X e Y sdo conjuntos disjuntos.
'9. Se ®: A — B é uma bijeccdo, a que é igual ® o 71?7 E a que é igual @' o 7

10. Duas fungdes sdo iguais se, e somente se, tiverem o mesmo conjunto de par-
tida, o mesmo conjunto de chegada e se tiverem os mesmos valores nos mesmos
elementos (critério de identidade de fungées). Dadas trés funcgdes ®: A — B,
UV:B—CeY:C— D, mostre que (Yo¥)o®=To(¥od).

11. Seja A um conjunto de pessoas e B o conjunto dos meses do ano. Considere-se
a funcio ®: A — B em que, para todo a € A, ®(a) é o més de aniversario de a. A
que é igual Ajyunno? Quando é que pode garantir que hd pelo menos trés pessoas

que fazem anos no mesmo més?

12. Mostre que num conjunto (finito) com duas ou mais pessoas, ha sempre duas
que tém exactamente o mesmo nimero de amigos. [Sugestdo. Utilize o teorema

dos cacifos.]

13. Mostre que numa sequéncia de n? + 1 nimeros naturais distintos, ou hd uma
subsequéncia estritamente crescente de comprimento n+1, ou hd uma subsequéncia
estritamente decrescente de comprimento n + 1. [Sugestdo. Dada uma sequéncia
ai, as, ..., ap241, faca corresponder a cada k € {1,2, coo,n?+ 1} o par (ck,lx),
onde ¢, é o comprimento da maior subsequéncia estritamente crescente que comega
em ay el é o comprimento da maior subsequéncia estritamente decrescente que

comega em ay.]

*14. Em cada uma das duas situagdes seguintes case todos os rapazes ou explique

por que razao nao é possivel fazé-lo:

Este nao é facil.




(a) 1 a (b) 1 a
2 b 2 b
3 c 3 ¢
4 d 4 d
5 e 5 e

*15. Considerem-se dois grupos finitos, um de rapazes e outro de raparigas. Seja
k um numero inteiro positivo. Suponha que cada rapaz conhece exactamente k
raparigas e que cada rapariga conhece exactamente k rapazes.
(a) Mostre que o nimero de rapazes é igual ao nimero de raparigas. [Sugestdo.
Pense no nimero de “tragos” que unem rapazes com raparigas.)

(b) Mostre que a condigao de Hall é satisfeita no caso descrito.

(c) Mostre que é possivel casar todos os rapazes e todas as raparigas.




Anexo fundacional

O teorema fundamental das cardinalidades finitas é pedra de toque para dar uma
definicao logicamente bem fundada da nogao de “cardinalidade de um conjunto
finito”. Este teorema é, de facto, uma consequéncia imediata de uma versao do
teorema dos cacifos. Neste anexo, vamos demonstrar este e outros resultados
basicos. Como dissémos na introdugdo ao capitulo, a discussao que aqui fazemos
apenas tem preocupacoes fundacionais de natureza légico-dedutiva. O material
que apresentamos nao constitui pré-requisito para nada do que se segue e deve,

por isso, ser deixado para uma segunda leitura.

A justificacdo do resultado que menciondmos acima utiliza crucialmente o PRINCi-
PIO DA INDUGAO MATEMATICA — na forma do PRINCiPIO DO MINIMO —, 0 qual
vai ser objecto de discussdo na sec¢do seguinte e, também, na seccao “Relacoes
de recorréncia” (no terceiro capitulo) e no seu anexo. O leitor mais sofisticado
certamente que nao se vai surpreender com este protagonismo do principio da

indu¢do matemadtica — ele é constitutivo da estrutura dos ntimeros naturais.
?
Lema. Seja f: [n] — [m] uma fungdo injectiva que ndo € sobrejectiva. Entdo,

eziste uma fungdo injectiva de [n] para [m — 1].

Demonstracdo. Se m nao estd na imagem de f, entdo basta considerar a funcao
f': [n] = [m — 1], que é definida exactamente como f (mas que tem conjunto de
chegada [m — 1]). No caso contrdrio, trocamos os papéis de m e de um elemento
mo que nao esteja na imagem de f. Mais precisamente, se m = f(ko), definimos

a nova fungdo f': [n] = [m — 1] da seguinte forma:
mo, se k = ko,
f(k), sek #ko.

Note-se que, por f ser injectiva, f' também o é e a sua imagem estd contida em
[m —1]. O

f'(k) =

O seguinte é uma versdo do teorema dos cacifos.

Teorema. Se m e n sao numeros naturais tais que m < n, entdo nao existem

injecgdes de [n] para [m].

Demonstracao. A demonstragao deste principio faz uso de uma forma do prin-
cipio da indugéo, conhecida por principio do minimo. Este principio diz que todo
o subconjunto nao vazio de N tem primeiro elemento. Assim, se o principio dos
cacifos fosse falso haveria o menor nimero natural ng que o falsificava. Isto é, ng
seria 0 menor natural para o qual hd um nimero natural m < ng e ha uma fungao
injectiva f de [no] para [m]. Ora, por f ser injectiva, a restri¢do de f a [ng— 1] ndo

é sobrejectiva (na imagem falta-lhe o f(no)). Pelo lema anterior, hd uma funcao

injectiva de [no — 1] para [m — 1], o que contradiz a minimalidade de no. a

“Lema” vem do grego e
quer dizer “proposicdo

posta antes”.




sse?! E apenas uma
abreviatura de “se, e

somente se”.

Note-se que 0 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CARDINALIDADES FINITAS (vide a

primeira sec¢do) é consequéncia imediata deste teorema.
O seguinte corolario é 1til.

Corolario. Se X € um conjunto finito e se f é uma fungao injectiva de X para

‘X, entdao f € uma bijec¢ao.

Demonstragao. Queremos ver que, se f: [n] — [n] é injectiva, entdo é sobrejec-
tiva. A fungdo f é sobrejectiva pois, caso contrario, pelo lema acima haveria uma

funcao injectiva de [n] para [n — 1], o que contradiz o teorema. O

Lema. Sejam X e Y conjuntos finitos ndo vazios. Hd uma sobrejec¢io de X para

Y sse hd uma injec¢ao de Y para X.

Demonstragdo. Seja X = {z1,22,... ,2,}, onde os z;’s sdo distintos dois a dois.
Antes de entrar na demonstracio per se, vamos utilizar a seguinte terminologia:
dado um subconjunto nao vazio de elementos de X, dizemos que x é “o elemento
de menor indice” de X se z = z; € X e se, para todo j < ¢, o elemento z; ndo esta
em X. Com esta terminologia podemos iniciar a demonstragdo. Suponhamos que
f é uma sobrejeccdo de X para Y. Defina-se, a partir dela, a funcdo g: ¥ — X
por

9(y) = (o elemento de menor indice = tal que f(z) = y).

Repare-se: dado um ponto y € Y qualquer, sabemos que existe pelo menos um
z € X tal que f(z) = y (pois f é sobrejectiva). Havendo pelo menos um, tomamos
o de menor indice de entre eles, de modo a assentarmos num valor determinado
para g(y). Bom, afirmo que a fungao g é injectiva, i.e., que a pontos diferentes de
Y correspondem (via g) pontos diferentes de X. Com efeito, suponhamos que y;
e y2 sdo dois elementos diferentes de Y. Por definicdo de g, tem-se f(g(y1)) = w1
e f(g(y2)) = y2. Conclui-se imediatamente que g(y1) # g(y2)-

Reciprocamente, suponhamos que existe uma injec¢do f de Y para X e fixe-se um
elemento y* de Y. Os elementos de X dividem-se em dois grupos: aqueles que
sdo imagem de algum elemento de Y e aqueles que ndo sdo imagem de nenhum
elemento de Y. Chamemos X; ao conjunto dos elementos do primeiro grupo.
Como f é injectiva, dado z € X, existe um nico y € Y tal que f(y) = z. Entéo,
a seguinte funcdo g: X — Y estd bem definida e é sobrejectiva:

y, sez€Xe f(y) ==z,
y*, ser & X;.

g(z) =
O

Proposigao. Sejam X e Y conjuntos finitos nao vazios de cardinalidades nao

nulas n e m, respectivamente. Entdo:

1. Hd uma injec¢io de X para Y ssen < m.

2. Hd uma sobrejecg¢io de X para'Y sse m < n.




Demonstragcdo. A implicacdo da esquerda para a direita da primeira parte da

proposi¢ao infere-se do teorema dos cacifos por contra-reciproco. A implicacao
contrdria é muito simples de argumentar. Ponhamos X = {z;,z2,... ,z,} e Y =
{y1,92,... ,ym}, onde os z;’s e os y;’s sdo distintos dois a dois. Se n < m, entdo

a fungdo ®: X — Y definida por ®(z;) = y; é uma injecgao.

A segunda parte da proposi¢do é consequéncia da primeira parte e do lema que

provamos antes. O

Coroldrio. Se X € um conjunto finito e se f é uma fungdo sobrejectiva de X

para X, entdo f € uma bijecgao.

Demonstragao. Queremos ver que se f: [n] = [n] é sobrejectiva, entdo é injec-
tiva. Caso nao fosse, haveriam elementos distintos i, j € [n] tais que f(i) = f(j)-
Entdo, a fungdo fo: [n] \ {i} — [n], definida exactamente como f mas restrita a

[n]\ {7}, ainda é sobrejectiva. Isto contradiz a alinea 2 da proposicao anterior. O
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1.2. Coeficientes binomiais

Na secgdo anterior descrevemos explicitamente o conjunto P([3]) das partes de

{1,2,3}. Este conjunto tem oito elementos. Em geral, temos:
Proposigao. Se X tem n elementos, entao P(X) tem 2™ elementos.

Primeira demonstracao. Como vimos, se #X = n, entdao P(X) e Seq, tém
o mesmo numero de elementos. Ora bem, é muito simples contar o nimero
de sequéncias bindrias de comprimento n. Para a primeira posi¢do de uma tal
sequéncia temos duas hipéteses (0 ou 1). Para cada uma destas hipdteses temos
duas possibilidades para o segundo lugar: ao todo, 2 x 2 possibilidades para as
duas primeiras entradas. Novamente, para cada uma destas 2 x 2 possibilidades,
ha duas hipdteses para o terceiro lugar: ficamos com 2 x 2 x 2 possibilidades
para as trés primeiras entradas. E assim sucessivamente. Ao todo ficamos com
2x2x2x--- %2 (n vezes) possibilidades para as n primeiras entradas (que sdo

todas). O

‘Esta demonstracdo é fixe. No entanto, ela esconde algo merecedor da nossa
atengao. Esse algo pressente-se liminarmente na locugao “e assim sucessivamente”.
O que se passa é que se estd a usar (de forma escondida) o PRINCIPIO DA INDUGAO
MATEMATICA. Nao faz mal té-lo escondido, ja que o seu uso foi tdo simples que
até se pode encafuar no “e assim sucessivamente”. O nosso objectivo é torna-lo
visivel. O principio da inducdo perpassa estas notas e, quando usado de modo

menos simplério, é impossivel escondé-lo.

Principio da Indugao Matemadtica. Se uma propriedade €é verdadeira para 0
e se, sempre que é verdadeira para n, também é verdadeira para n + 1, entdo €

verdadeira para todos os nimeros naturais.

Na sébria elegincia da linguagem da logica:
P(0)
Vn(P(n) = P(n + 1))
. VnP(n)

onde P é a propriedade em causa. (A n chama-se a VARIAVEL DA INDUGAO.)

Este principio estd no cerne do conceito de nimero natural, sendo uma maneira
obliqua de dizer que todo o nimero natural se obtem a partir do zero por meio
da adigdo sucessiva da unidade. H4 uma imagem que eu penso ser util para a
compreensio do principio da indugdo. Imagine que tem uma fila infinita de pedras

de domind, posicionadas de acordo com a seguinte figura:

jooooooooooooog ..

Imagine, como a figura sugere, que, se uma pedra de dominé cai da esquerda para

a direita, entdo isso provoca uma queda andloga na sua vizinha direita. O principio

da inducdo pode ser visualizado como acarretando o seguinte: se a primeira pedra

Primeira!? ... Quantas

ezistem?

2™ g2 X 2% X2
R e

n vezes

“Escondida” € diferente

de “subrepticia”.

.. quer dizer “logo”.




Cd estd outra!

épsilon

resp. abrevia

respectivamente.

Mais outra, ué?

Se quiser, salte esta!
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(a mais a esquerda) cai (da esquerda para a direita), entdo todas as pedras caem.

Observe o que permite tirar esta conclusdo. Em primeiro lugar, é necessario que a
primeira pedra caia (caso contrario, nem sequer se comegcaria a cadeia de quedas).
Esta é a primeira condicao para a aplicagdo do principio da inducao. E o cASO
BASE, cuja formulagao légica é P(0). Em segundo lugar, é necesséario que sempre
que uma pedra caia, a seguinte também caia. A palavra crucial aqui é “sempre”.
Com efeito, imagine que a queda da vigésima terceira pedra ndo acarreta a queda
da vigésima quarta. Entdo a cadeia fica quebrada e ja ndo podemos inferir que
caiam todas as pegas. Na linguagem da légica esta premissa é Vn(P(n) = P(n+1))
e chama-se 0 PASSO DA INDUGAO.

Quando se usa o principio da indu¢do matematica, demonstram-se as duas pre-
missas “caso base” e “passo da indugdo” para que se legitime a CONCLUSAO DA
INDUGAO. No processo da demonstracio do passo da indugao, toma-se um nimero
natural n arbitrério e supde-se que P(n) vale (é a HIPOTESE DA INDUGAO) de modo
a tentar chegar a P(n + 1). Se bem que seja verdade que se tem que fornecer um
argumento que permita concluir P(n + 1) de P(n) para todo o nimero natural n,
j& ndo é necessirio que esse argumento seja uniforme em n (por outras palavras,
as “razoes” que permitem inferir P(n + 1) de P(n) podem variar de n para n).
Por exemplo, suponhamos que a vigésima terceira pedra do dominé néo cai sobre
a vigésima quarta mas que cai sobre um botao, o qual acciona uma ventoinha que
provoca uma deslocagdo de ar que, por sua vez, faz cair a vigésima quarta peca.

Nesse caso, estd tudo em conformidade!

Segunda demonstra¢ao. Queremos tornar visivel o uso do principio da indugao
na demonstrac¢do de que o nimero de sequéncias bindrias de comprimento n é 2.
Portanto, queremos ver que (para todo n) #Seg, = 2™: esta é a nossa propriedade
P(n).

O caso base é simples, pois ha apenas uma sequéncia binaria de comprimento zero
(é a sequéncia sem nenhum elemento, por vezes denotada pela letra grega €). Logo,
#Ser =29,

Vamos demonstrar o passo da indugdo; ou seja, vamos demonstrar #Seqp+1 =

2"*! supondo, de antemao, #Seq, = 2". Ora,
Seqny1 = {s0: s € Segp} U {sl: s € Seq,}

onde s0 (resp., s1) é a sequéncia que se obtem de s juntando-lhe um 0 (resp., 1)
A direita. E claro que a unido acima é disjunta e que a cardinalidade de cada
parcela é a cardinalidade de Seq,. Esta cardinalidade é, por hipétese de inducao,
2", Assim, ;¢ Seqny1 = #Seq, + #Seq, = 2™ + 2" =27+, : O

Terceira demonstragao. Ha uma forma alternativa de mostrar que #Segq,, é 2™.
Consiste em exibir directamente uma bijeccdo de Seg, para [2"]. Para ver isso,
basta encarar cada sequéncia binéria de comprimento n como dando os coeficientes

da representacao bindria de um nimero natural entre 0 e 2" — 1 (permitindo-se




zeros & esquerda). Mais precisamente, fazemos corresponder a sequéncia bindria s

0 numero
2" 1(s) + 2" 2(8)a + - + 21 (8)n—1 + 2°(8)n
Esta correspondéncia, que vamos chamar ®, é uma bijecgao do conjunto Seg, para

. o conjunto {0,1,--+,2" —1}. Logo s — ®(s) + 1 define uma bijeccao de Seq, para
[27]. Voild!

Eis um caso concreto, para ajudar os que precisam de ajuda. Paran = 3, a

bijeccao ® é

000 —— 22.0+2'-0+2°-0=0
001 —— 22.042.0+2%-1=1
010 —— 22.0+2'-1+2°-0=
011 ——— 22.0+2'-1+20-1=
100 — 22.1+21.0+2°.0=4
101 —— 22.14+21.0+2°-1=5
' 110 — 22.1421.1+4+2°.0=6
111 —— 22.1421.14+20.1=

e a correspondente bijecgdo entre Segs e [8] é

000
001
010
011
100
101
110
111

o N O Ot B W NN

O

Como vimos, 2" conta o nimero de subconjuntos de um conjunto X de cardi-
nalidade n. O préximo objectivo é contar o nimero de subconjuntos de X com
exactamente k elementos. Este niimero representa-se pelo COEFICIENTE BINOMIAL Esta € a definigdo!
n
(&)
que se 1é “combinagdes de n, tomadas k a k” ou, mais sucintamente, “combinagdes

de n, k a k”. Se representarmos o conjunto de todas as partes de X de cardinali-
dade k por Pr(X) entdo, por defini¢do do coeficiente binomial,

#P(X) = (Z)

Por exemplo, como P2 ([3]) = {{1,2},{1,3},{2,3}} vem (3) = 3. Se k > n, entdo

(}) = 0, pois ndo héd partes de um conjunto de n elementos com mais do que

n elementos. As igualdades (J) = 1 e () = 1 sdo vélidas pois hd apenas um
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“O Bindmio de Newton é
tdao belo como a Vénus de
Milo. O que hd € pouca
gente para dar por isso.”
Alvaro de Campos
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subconjunto de X com zero elementos e ha apenas um subconjunto de X da sua

propria cardinalidade. A igualdade () = n também é verdadeira, visto que um

conjunto X estd em O6bvia correspondéncia bijectiva com os seus subconjuntos

SINGULARES (0s conjuntos singulares sdo aqueles que tém apenas um elemento).

A primeira vista parece que (3) = n(n — 1). De facto, se pretendermos contar
os subconjuntos de X com dois elementos, parece razoivel argumentar que hd n
possibilidades para o primeiro elemento e, em seguida, n — 1 possibilidades para
o segundo. Ao todo, n(n — 1) possibilidades. Mas isto ndo pode estar certo! J&
vimos que (3) = 3, e a férmula atrds d4 o resultado 6. Onde é que esté o gato?
Chi! Houve uma SOBRECONTAGEM. Acontece que estamos a contar cada par duas
vezes. Por exemplo, o par {1,3} é contado quando tiramos 3 seguido 1 e, também,

quando tiramos 1 seguido de 3. Porém, a coisa nio é grave e arranja-se tomando

() =22

As sobrecontagens intrometem-se quando menos se esperam. H4 que estar alerta

a metade:

contra elas.

A seguinte igualdade é mais interessante:

n n

(k) - (n ~ k)
para k < n. Ela é verdadeira porque a correspondéncia que a cada subconjunto A
de X faz associar o seu conjunto COMPLEMENTAR X \ A (i.e., o subconjunto de X
constituido pelos elementos que ndo estdo em A) é uma bijeccdo de Pi(X) para
Pn—k(X). Ainda mais interessante é a igualdade
=2 ()

2 Z‘) L
que ¢é valida por uma razdo surpreendentemente desarmante: ambos os membros
da equagdo contam a mesma coisa, a saber, o nimero de subconjuntos de X (onde

X é um conjunto que tem n elementos). De facto, P(X) = Po(X)UP(X)U---U
Pn(X), sendo estas unides disjuntas. Logo,

#P(X) = #Po(X) + #P1(X) + - + #Pr(X)

w< () )

A igualdade que temos estado a discutir é um caso particular do BINOMIO DE
NEWTON:

ou seja,

=55 (D)o

k=0
para z e y numeros reais (ou complexos). No que se segue, vamos dar uma de-

monstracdo combinatorial deste facto.




Demonstracao do binémio de Newton. Antes de fazermos o raciocinio geral,

vamos olhar para o caso concreto n = 3. Quando expandimos o triplo produto
(z +y)(z + y)(z + y) usando a regra da distributividade da adigdo em relacdo a

multiplicagao, obtemos

{ (z+y)(z+ y)(z +y) = zzT + TTY + TYT + TYY + YTT + YTy + YyT + yyy Isto ndo sdo os zeros e o0s

s s : n t i3
Depois de aglutinar as parcelas do mesmo tipo, ficamos com T SESR R

(z +y)® = 12% + 322y + 3y’z + 1y°.

H4 uma maneira mais perspicua de explicar o aparecimento dos coeficientes 1, 3,
3 e 1. Quando se expande (z + y)3 para obter as vdrias parcelas, ou se escolhe o
xis, ou se escolhe o ipsilon, de cada factor (z + y). O truque consiste em associar
a cada factor (z + y) de (z + y)® o niimero 1 se escolhermos o xis e o niimero 0
se escolhermos o ipsilon. Por exemplo, as parcelas da forma z?y advém de triplos

com dois uns e um zero. No nosso caso hd trés possibilidades:

(z+y) (=+y) (z+y)

' 1 1 0 dé origem a zzy
1 0 1 da origem a zyz
0 1 1 da origem a yzzx

No caso geral do produto (z + y)", quantas sdo as parcelas que se aglutinam
para obter o coeficiente de z¥y"~*? Cada parcela é perfeitamente determinada
por uma sequéncia bindria de comprimento n com exactamente k uns, pois a cada
uma delas corresponde uma tinica escolha de k letras xis e n — k letras ipsilon nos n
factores de (z +y)". Ora, como ja observdmos, o conjunto das sequéncias bindrias
de comprimento n com exactamente k uns estd em correspondéncia bijectiva com
o conjunto das partes de [n] de cardinalidade k. Deste modo, ha (}) sequéncias

n—k

bindrias deste tipo e, portanto, este é o coeficiente de z*y na expansao de

(z+y)"™. O
O seguinte teorema é a pedra-de-toque dos coeficientes binomiais.

Teorema (Lei de Pascal). Se 1l <k < n, entdo

n\y _ (n-1 + n—1
k) \k-1 k)
Demonstracdo. As partes de [n] de cardinalidade k dividem-se em dois casos

mutuamente exclusivos: ou a parte contém o nimero n, ou nao o contém. Noutra

linguagem,
Pr([n]) = {A € Pr([n]): n € A}U{A € P([n]): n & A}
em que a unido é disjunta. Logo,

#Pi([n]) = #{A € Pr([n]): n € A} +#{A € Pi([n]): n ¢ A}.
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— Se nao tem fundo, ndo
€ um tridngulo — diz o

chato.

Blaise Pascal
(1623-1662). A propdsito,
o triangulo jd era

conhecido muito antes.
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Um membro de {A € Pi([n]) : n € A} é perfeitamente determinado pela escolha

dos restantes k — 1 elementos de [n — 1]. O nimero destas escolhas, i.e., o ntimero
de subconjuntos de [n — 1] de cardinalidade k — 1, é (}~}). Por outro lado, um
membro de {A € Pi([n]): n ¢ A} ¢, simplesmente, um subconjunto de [n — 1] de

cardinalidade k, havendo (";1) subconjuntos deste tipo. O

Vamos convencionar que (_"1) é zero. Com esta convencao, a lei de Pascal também

é verdadeira quando k = 0 (e n > 1) o que por vezes facilita os calculos.

E costume dispor os coeficientes binomiais (2), com k < n, num tridngulo sem

()

fundo:

J& vimos que os pontos das arestas deste tridngulo sdo iguais a 1. Atendendo ao
teorema anterior, os pontos interiores obtém-se fazendo a adigdo dos dois pon-
tos imediatamente acima. Estas duas condi¢des determinam todo o tridngulo e
permitem-nos calcular sistematicamente as suas entradas, trabalhando de cima
para baixo. Obtem-se, entdo, 0 TRIANGULO DE PASCAL:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 ) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Seguidamente, vamos deduzir uma férmula para os coeficientes binomiais que
muitos de vocés provavelmente ji conhecem. Comecemos pela seguinté pergunta:
dado um conjunto X de cardinalidade n e dado k < n, quantas sdo as sequéncias
de comprimento k constituidas por elementos distintos de X? No caso concreto

em que X = [3] e k = 2, ha seis sequéncias deste tipo:

1,2 2,1 1,3 3,1 2,3 3,2




Em geral, hd n possibilidades para a primeira entrada da sequéncia; por sua vez,
para cada uma destas, hd n — 1 possibilidades para a segunda entrada; e assim

sucessivamente, durante k vezes. Ao todo,

k factores
b7 i

nn—1)-(n—k+1)

possibilidades. Num livro recente, Ronald Graham, Donald Knuth e Oren Patash-

nik inventaram uma nova notacdo (que vamos adoptar) para este nimero:
nf=nn-1)---(n-k+1)

(por convengdo, pomos n? = 1). Observe-se o sublinhado por debaixo do k; isso
quer dizer que os k factores vao a decrescer. Assim, chamamos a n¥ uma POTENCIA
(FACTORIAL) DECRESCENTE e lémo-la “n levantado a k a descer”. Também existe

a POTENCIA (FACTORIAL) CRESCENTE: n* é, por definicéo,

nf=nn+1)---(n+k-1)
(convencionamos também que n® = 1).

Um caso particular importante acontece quando k = n. Neste caso temos o FAC-

TORIAL de n, que se representa por n seguido de um ponto de exclamagao:

nl=nn-1)-...-2-1.

Se bem que a fungédo factorial seja um caso particular da funcao poténcia factorial
decrescente, deve observar-se que esta ultima pode ser escrita a custa da primeira,
pois

k n!

ST

O factorial de n conta o nimero de maneiras de arranjar todos os elementos de
um conjunto X de cardinalidade n numa sequéncia sem repeticoes. Dito de outro
modo, conta todas as ORDENAGOES ou PERMUTAGOES de X (em geral, uma per-
mutacdo de um conjunto X é, por defini¢do, uma bijecgdo de X para si proprio).

Eis, por exemplo, as seis permutacdes (ordenagdes) de [3]:

1,2,3 1,3,2 2,1,3 2,3,1 3,1,2 3,2,1

H4 uma forma natural de obter todas as sequéncias sem repeticdes de k elementos
distintos de um conjunto X de cardinalidade n. Consiste, primeiro, em escolher os
k elementos que vao constituir as entradas da sequéncia — hd () possibilidades
para tal — e, depois, ordenar esses k elementos arbitrariamente — hé, como

sabemos, k! ordenacgoes. Portanto,

- ()

Se dividirmos ambos os membros por k!, ficamos com a férmula:

() =m=ar

Ah! Indugao escondida,

outra vez.

— Isto nao sao os
arranjos de n, k a k?!

— Pois sao!

Esta é conhecida, hem?
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errado
errado
errado
érrado

errado

e.g. abrevia “ezempli
gratia”, que € o latim de

“por ezemplo”.
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Problema. Num baralho de quarenta cartas, quantas méos de cinco cartas é que

existem?

Resolugcao. Sao (450) maos, o nimero de subconjuntos com cinco elementos de um

conjunto de quarenta elementos. Também se pode argumentar assim: o niimero
de sequéncias de cinco cartas distintas é 40 x 39 x 38 x 37 x 36. Como ndo interessa
a ordem temos de dividir este nimero por 5! para obter a resposta correcta. De

acordo com este argumento, a resposta é:
40 x 39 x 38 x 37 x 36
5! '
Ambas as respostas coincidem e estao certas. O

Problema. Num baralho de quarenta cartas, quantas maos de cinco cartas com

exactamente dois ouros é que existem?

“Resolug¢ao”. O nimero de sequéncias de cinco cartas distintas em que as duas
primeiras sdo ouros e as trés tultimas ndo sdo ouros é 10 x 9 x 30 x 29 x 28; mas,
como nao interessa a ordem, temos que dividir este nimero por 5!. Ficamos, pois,

com a resposta:

10 x 9 x 30 x 29 x 28
5! ’
O

Como subtilmente (?!) dou a entender, a solu¢do acima ndo estd certa. O erro
da solugdo resulta do mau uso da deixa “como nao interessa a ordem”. O que é
que realmente se passa quando utilizamos esta frase? Por exemplo, o que se passa
quando, na solu¢ao do primeiro problema acima, concluimos que temos que dividir
por 5! o niimero 40 x 39 x 38 x 37 x 367 Sera que temos que dividir por este niimero
porque estamos a responder a questdo “Quantas maneiras hd de permutar uma
mao de cinco cartas?”? A pergunta a fazer ndo é exactamente esta! Esta questdo
tem pouco a ver com o problema (ndo se pretende permutar as cartas de uma
mao). Temos que dividir por 5! porque temos de responder & questdo “Quantas
sequéncias de cinco cartas distintas ddo origem a mesma méao?”. O que acontece
é o seguinte: sequéncias diferentes de cinco cartas distintas dio origem & mesma
mao; mais precisamente, o nimero de sequéncias de cinco cartas distintas que dao
origem a uma mesma mao é sempre o mesmo, a saber: é 5!. Por exemplo, a médo
constituida pelas cartas 7, 2d, 5, DO e RO advem de qualquer sequéncia (e.g.,
50, 2&, RO, D, 7d) cujas entradas sdo todas estas cartas: e, é claro, ha 5!
sequéncias deste género (todas as permutagdes de cinco elementos). Em suma, ao
considerarmos todas as sequéncias de cinco cartas distintas estamos a: contar cada

miéo 5! vezes (uma sobrecontagem!). E por isso que temos que dividir por 5!.

Resolucgao corrigida. O nimero de sequéncias de cinco cartas distintas em que
as duas primeiras sdo ouros e as trés ultimas ndo sao ouros é 10 x 9 x 30 x 29 x 28.
Ora, quantas sequéncias de cinco cartas distintas em que as'duas primeiras sio

ouros e as trés ultimas ndo sdo ouros é que ddo origem & mesma mao? O nimero




destas sequéncias que ddo origem & mesma mao é sempre o mesmo: ¢, claramente,

2! x 3!. Em suma, ao considerarmos todas as sequéncias de cinco cartas distintas

em que as duas primeiras sdo ouros e as trés ultimas ndo sao ouros estamos a contar

cada méo 2! x 3! vezes. Por isso, temos de dividir o nimero de tais sequéncias por

2! x 3!. A resposta correcta é, portanto,

10 x 9 x 30 x 29 x 28

2! x 3!

O

Post scriptum. Uma forma alternativa (e mais breve) de responder a este pro-

blema ¢ a seguinte. A solucdo é (%) (%), pois este é o niimero de maneiras de

extrair simultaneamente dois ouros e trés nao ouros de um baralho de 40 cartas.

Como pode conferir facilmente, as duas respostas coincidem. O

Big deal!

A lista das mais importantes igualdades binomiais é a seguinte.

EXPANSAO FACTORIAL:

LEI DA SIMETRIA:

LEI DE PASCAL:

REVISAO TRINOMIAL:

FORMULA DA EXTRACGAO:

TEOREMA BINOMIAL:

ADIGAO PARALELA:

ADIGAO DO INDICE SUPERIOR:

ADIGAO ALTERNADA DO {NDICE INFERIOR:

CONVOLUGAO DE VANDERMONDE:

Este é o TOP TEN
DAS IGUALDADES
BINOMIALIS.

-3
5 (-
S (-0
> ()= ()

(z+y)"

Justificagcdo das dez igualdades. J4 justificAmos as trés primeiras igualdades,

assim como o teorema binomial. A férmula da revisdo trinomial pode ser justifi-

cada facilmente a partir da férmula da expansdo factorial:

n!

(n—k)!

n!

(:)G=0)

n! I

O]

THm -k (=R Kl-k)n-1)

- (D)




B C A quer dizer que B é

subconjunto de A.

“Eztrac¢ao” porque extrai
n
oneokde(}).
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No entanto, hd uma demonstragado combinatorial muito elegante desta igualdade.

Seja X um conjunto com n elementos. O nimero de pares (4, B), em que B C
ACX,#B =k e #A =1 (para k <l < n), é dado pela parte esquerda da
igualdade da revisdo trinomial. Ora, o par constituido por um subconjunto A de
X com [ elementos e um subconjunto B de A com k elementos é perfeitamente
determinado por B e pelos restantes elementos [ — k elementos de A, i.e., por A\ B.
Por outras palavras, a correspondéncia (A4, B) — (B, A\ B) define uma bijec¢ao
[cuja correspondéncia inversa é (B, C) — (BUC, B)] entre os pares (A4, B) em que
BCACX,#B=ke#A=1eos pares (B,C) em que B,CC X,CC X\B,
#B =k e #C =1—k. O nimero de pares deste tltimo tipo é, convenientemente,
dado pelo segundo membro da férmula da revisdo trinomial. Logo, a igualdade é

valida pelo principio da correspondéncia.

A férmula da extraccdo é o caso particular da igualdade da revisao trinomial para,
ki=1;

A férmula da adigdo paralela tem este nome pois, quando interpretada no trian-
gulo de Pascal, d4 a soma dos pontos de uma linha paralela & aresta direita que
se inicia na aresta esquerda. A soma é dada pelo ponto exactamente abaixo e &
esquerda do terminus da linha, como é exemplificado pela seguinte figura (onde
r=2en=4)

1 5 10 5 1
1 6 15 20 6 1
1 7 21 35 21 7 1

em que o numero emoldurado duplamente é a soma dos nimeros emoldurados. A
férmula obtem-se aplicando a lei de Pascal ao coeficiente binomial do lado direito
da férmula e, sucessivamente, aos coeficientes de indice inferior mais baixo que

0:5-0-0'5-0-0-0:0
=0+ () )+ ()0 =)+ () + )+ () + )

ou seja,
35=154+20=15+10+10=15+104+6+4=15+10+6+'3 + 1.

A demonstracdo faz-se por indu¢do em n. Quando n = 0, o lado esquerdo da

igualdade ¢ (f) e o lado direito é ("$') — ambos iguais a um, portanto. O caso




n + 1 estd justificado imediatamente abaixo, onde a passagem da segunda para a

terceira expressao é justificada pela hipotese de indugao:

S =2+

k=0 k=0
r+n+1 r+n+1 r+n+2
= + = .
n n+1 n+1
A adigao do indice superior d a soma dos pontos de uma linha paralela a aresta
esquerda que se inicia na aresta direita (compare com a descricdo que démos da

adigao paralela). E, de facto, uma reformulagdo da férmula da adigdo paralela.

Por exemplo, para m = 2 e n = 6, obtemos a figura:

1 5 10 5 1
1 6 20 15 6 1
1 7 21 35 21 7 1

Como é que se passa das parcelas da adigdo paralela para as parcelas da adigao
do indice superior? Ou melhor, como é que se passa da localizagcdo das parcelas
da adicdo paralela para a localizagio das parcelas da adi¢do do indice superior, ja
que as parcelas sdo as mesmas? Bom, por reflexdo ao longo do eixo vertical do
tridngulo! Igual fenémeno se passa com o resultado das adicdes. Nao é, pois, de
espantar que a implementagdo técnica desta ideia utilize, por um lado, a lei da
simetria para as parcelas e, por outro lado, essa mesma lei para o resultado. No

meio, faz-se uma mudanca de varidvel para colocar os indices dos somatdrios a

(-2 () -5 (7)- )

() = G ) = (253

Também se pode demonstrar a férmula da adi¢do do indice superior directamente

jeito:

por indugdo em n. Note que esta férmula sé tem significado real para n > m.

Assim, o que queremos mostrar é que, para um nimero natural m dado, se tem
i E\ _(n+1
m) \m+1

k=m
para todo n > m. Nesta situagao, o caso base da indugdo é quando n é m. Neste O caso base de uma
caso, fica-se com 1 em ambos os membros da igualdade. Vamos argumentar o caso indugdo pode ser diferente
de 0.




n + 1, supondo que o caso n é dado por hipdtese de inducdo. Vem:

B (0-£0+(2)-(1)+(2)-()

k=m k=m
onde, na passagem da segunda para a terceira expressdo, usamos a hipétese de

indugao.

A férmula da adic¢do alternada do indice inferior também se demonstra facilmente
por indugdo. A férmula é valida para n = 0 porque ambos os membros da igual-
dade sdo iguais a 1. Se admitirmos, por hipdtese de inducdo, que a igualdade é

vélida para n, entdo o caso n + 1 resulta da seguinte cadeia de igualdades:
n+1

kz—_—() (r]:) (-DF = kZ:O (T;:) (-1)F + (n? 1> (=1)m+!
=n(", ) ()

cor[(2)-( )

1

Ora, pela lei de Pascal, a tltima expressio ¢ igual a (—1)"*! (') como se queria

ver.

Finalmente, a convolugdo de Vandermonde tem uma demonstragdo combinatorial
muito simples. O lado direito da férmula de Vandermonde conta o nimero de
maneiras de escolher n pessoas de entre 7 homens e s mulheres. Cada parcela do
lado esquerdo conta o niimero de maneiras de escolher k¥ homens e n — k mulheres.

E claro que a soma de todas estas parcelas dad o nimero escolhas desejado. a

Antes de passarmos & préxima secgdo, vamos discutir brevemente uma certa ge-
neralizacao dos coeficientes binomiais. O nimero de sequéncias de comprimento
m + n formadas por m simbolos xis e n simbolos ipsilon é
m+n\ _ (m+n)!
( m > ~ min!
pois uma tal sequéncia fica determinada pelos m lugares onde calham os simbolos
xis (fica, pois, determinada por um subconjunto de [m + n] com m elementos). De
modo semelhante, o nimero de sequéncias de comprimento m + n + p formadas
por m simbolos xis, n simbolos ipsilon e p simbolos zé é
(m +n + p)!
m!n!p!
pois uma tal sequéncia fica determinada pelos m + n lugares para os simbolos xis
e ipsilon e, de entre destes m + n lugares, pelos m lugares para o simbolo xis. Ao
todo, '

(m+n+p>(m+n>_(m+n+p)!(m+n)!_(m+n+p)!
m+n m ) (m4+n)p mia!  mlnlp

A este niimero dé-se o nome de COEFICIENTE TRINOMIAL, sendo denotado por

m+n+p
m,n,p )




De modo andlogo ao teorema binomial, também existe uma versao trinomial:

n .o
(z+y+2)"= Z 2ty 2R,
= i,J, k
0<i,j,k<n
itj+k=n
Mais geralmente, define-se 0 COEFICIENTE MULTINOMIAL:

np+ne+--+ng\  (m4ng+--4ng)!
ni,na, o ,ns ) ni'ng! - -ny! i

e mostra-se igualmente, quer por computacio directa, quer por um argumento

combinatorial, que a seguinte redugao aos coeficientes binomiais é vélida:

(m +ng 4o 4ng\ (m +n2+---+n3) (n2+---+ns) Ns—1 + s
N1, N2, ;Mg ng + -+ ng Ng =t - oo = Mg N )

Exercicios

1. De quantas maneiras possiveis se podem sentar cinco pessoas:
(a) Numa fila?

(b) Em circulo, considerando apenas a posicao relativa das pessoas?

2. Cinco rapazes e cinco raparigas vao sentar-se numa bancada. Indique de quan-

tas maneiras se podem sentar, para cada uma das seguintes condigdes:
(a) Os rapazes sentam-se todos nos cinco lugares a esquerda.
(b) Nenhum par de rapazes se senta em lugares contiguos.

(c) O Pancréacio e a Engracia tém de ficar lado a lado.

3. Admita que zop = 0 e que Tp41 = Tp + 2n + 2. Mostre, por indugdo, que

z, =n(n + 1) para todon € N.

4. Mostre por indugdo que:
(a) 1+2+3+---+n= ﬂ"2—+12, paran > 1.
(b) para todo n > 1, 3 divide n® + 2n.

) Cn—-1)(@2n-3)(2n-5)...1= 8
d) (n+ 1) =1+3F7 45(n+1)2=
)

(e) ok .z = gktl 4 kok

%ﬁ, paran > 1.

5.  (a) Mostre, por indugdo, que (—z)k = (—1)kzF.
(b) Substituindo z por —z na igualdade da alinea anterior, conclua que (—z)* =
(—1)kk,
6. (a) Qual é o coeficiente de z° no desenvolvimento de (1 + z)'*?
(b) Qual é o coeficiente de z* no desenvolvimento de (3 — 4z)5?

(c) Qual é o desenvolvimento de 2%y no desenvolvimento de (az + by)"?

7. Num exame fez-se a seguinte pergunta: Quantas palavras de cinco caracteres

se podem escrever com as letras a, b, c e d, de modo a que cada letra apareca pelo

menos uma, vez?
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Um dos alunos, o Mario, respondeu do seguinte modo:

— Bom, primeiro reservamos quatro lugares para quatro letras: hd (2) maneiras
de o fazer. Para cada um desses quatro lugares hd 4! maneiras de colocar as quatro
letras. Depois, no lugar restante, podemos colocar uma letra qualquer. A resposta
é, portanto, (3)4!4.

Um outro aluno, o Rui, respondeu assim:

— Se hd cinco lugares para quatro letras, entdo uma das letras aparecerd repetida.
E apenas uma, jd que todas as letras tém que aparecer. Hd (;) maneiras possiveis
de colocar a letra que se repete, e nos trés restantes lugares colocam-se as outras

trés letras. Como tal, a resposta € 4(3)3!.

Quem respondeu certo? Justifique a sua resposta!
8.  (a) Num baralho de 52 quantas maos de cinco cartas é que existem?

(b) E quantas maos de cinco cartas com exactamente dois ouros é que existem?

9. Indique qual a alinea que responde ao seguinte problema: Um homem tem dez

amigos. De quantas maneiras pode ele ir jantar com dois ou mais amigos?

@ T ():

=2
0

(b) > 10%
=2

(c) 8

(d) 219 —11;

() 10-94+10-9-8+---4+10-9-8-7-6-5-4-3-2-1.

10. Quantas maneiras ha de re-arranjar as letras das seguintes palavras?
(a) DRACONIANO
(b) CICERONE
(c) INFINITO

11. Quantas maneiras ha de re-arranjar as letras das seguintes palavras de modo
a que nao aparecam vogais consecutivas?

(a) BOLA

(b) GORGONZOLA

(c) FINITO

[Sugestdo. Primeiro trate das consoantes.]

12. Quantas sequéncias bindrias de comprimento n contém exactamente k zeros,

nenhum dos quais consecutivos?

13. Quantas sequéncias bindrias de comprimento 2n é que existem . ..

(a) ... em que nas n primeiro entradas apenas aparece o 17



(b) ... em que o nimero de zeros é igual ao niimero de uns?
(c) Justifique que o nimero de sequéncias bindrias de comprimento 2n em que

existem mais zeros que uns é § (22" — (*7)).

14. Na demonstragao da lei de Pascal diz-se que o conjunto {A € Pi([n]): n € A}

n—1

k—l)' Qual é a correspondéncia biunivoca que justifica esta

tem cardinalidade (

afirmacao?

15. Sete automoveis diferentes estao estacionados num parque de estacionamento

que tem o seguinte aspecto:

JARDIM FTTTTTTTTT FACULDADE

(a) Quantas sdo as maneiras possiveis de estacionar?

(b) Desses sete automéveis, trés pertencem a assistentes e quatro a profes-
sores. Sabendo que os automéveis dos assistentes estdo estacionados mais
longe da faculdade do que os automdveis dos professores, quantas sdo as

configuragoes possiveis desse estacionamento.
16. (a) Mostre através de um argumento combinatorial que
()= (77) () (22)
[ i i—1 i—2
[Sugestao. Use um raciocinio semelhante ao que se fez quando se demons-
trou a lei de Pascal.]
(b) Utilizando uma igualdade similar & apresentada na alinea anterior, es-

creva (%) em termos de coeficientes binomiais da forma “combinagées k — 3

tomadas qualquer coisa a qualquer coisa’.

(n+1)(n2:1) =n(2:)

(a) ... por meio da férmula da expansao factorial.

17. Mostre que

(b) ... através de um argumento combinatorial.

C-26)

como caso particular da convolu¢ido de Vandermonde.

18. Obtenha a igualdade

19. (a) Considere o coeficiente binomial (g) Proceda a sua expansdo, de
acordo com a férmula de Pascal, bifurcando, em cada passo, apenas no
indice inferior mais alto.

(b) Demonstre a adi¢io do indice superior, por meio de um argumento combi-

natorial.
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Este é dificil!

20. Deduza a férmula do bindmio descendente, dada por

(z+y)2= En: (Z) phyn=k

k=0
onde z,y € N (de facto, a férmula é vélida para nimeros complexos arbitrarios).
[Sugestao. Divida ambos os membros por n! e utilize a convolugdo de Vander-

monde.]

21. Mostre, por indugao, que

i(r)(z_k)_m+1( T )
= k) \2 2 m+1
22. Uma sequéncia finita diz-se unimodal se vai crescendo até certa altura e a

partir dai decresce. Mostre que a sequéncia (}),(}),(3),---, () € unimodal.
[Sugestdo. Mostre, por indugdo em n, que (%) < (?) parai<j< %]

1

23. Fez o dois tltimos exercicios? Em caso afirmativo, penso que domina razoavel-
mente bem o principio da indugdo matematica. Mas, serd que nao lhe escapou

nada? Eis um quebra-cabecas.

“Vamos demonstrar que todos os cavalos tém a mesma cor. O nimero de cavalos é
finito, pelo que vamos demonstrar que qualquer colec¢@o de n cavalos é constituida
por cavalos da mesma cor. A demonstragao € por indugdo em n. Sen € igual a I,
estamos na presenga de uma colec¢do com um sd cavalo. Logo, todos os cavalos
desta colec¢do tém a mesma cor. Consideremos, agora, uma colecgdo de n + 1
cavalos X = {c1,¢2,... ,Cn,Cnt1}. Cada uma das colecgoes Y = {cy,ca,... ,cn} e
Z ={cay... yCnyCny1} tem n cavalos. Por hipdtese de indugdo, os cavalos em Y
tém todos a mesma cor, e os cavalos em Z também tém todos a mesma cor. Logo,

todos os cavalos em X tém a mesma cor.”

O que é que correu mal?

24. Qual é o coeficiente de zy?w?z* no desenvolvimento de (4z + 3y + 22 + w)*°?




1.3. Outros coeficientes

1.3.1. Numeros de Stirling de segunda espécie

Uma PARTIGAO de um conjunto X é uma colec¢do de subconjuntos nio vazios de
X, disjuntos dois a dois, cuja unido é o préprio X. Na sec¢do anterior apareceram,

de quando em quando, algumas parti¢oes. Por exemplo,
{s0: s € Segn},{sl: s € Seqn}

é uma particao de Seq,+1 em duas partes.

Estamos interessados em ser sistemdticos e em contar o nimero de parti¢des de
um conjunto de cardinalidade n. A esse nimero di-se o nome de NUMERO DE
BELL de ordem n e representa-se por b, (por convenc¢do, by = 1). Assim, by = 15

visto que ha quinze maneiras de particionar o conjunto [4]:

{1}, {2}, {3}, {4}
{1,2},{3},{4}
{1,3},{2}, {4}
{1,4},{2}, {3}
{2,3}, {1}, {4}
{2,4},{1},{3}
{3,4},{1},{2}
{1,2,3}, {4}
{1,2,4},{3}
{1,3,4},{2}
{2,3,4},{1}
{1,2},{3,4}
{1,3},{2,4}
{1,4},{2,3}
{1,2,3,4}
A primeira particdo “parte” [4] em quatro pedagos. Da segunda a sétima partigao,
temos divisdes em trés pedagos e, da oitava & décima quarta, as parti¢oes tém duas

partes. A ltima parti¢do tem apenas uma parte.

)

o nimero de parti¢des de um conjunto X de cardinalidade n em k partes (sdo

Em geral, denota-se por

as chamadas k-PARTIGOES de X). Estes coeficientes chamam-se NUMEROS DE
STIRLING DE 22 ESPECIE e léem-se “parti¢des de n, tomadas k a k” ou, mais

sucintamente, “parti¢des de n, k a k”. De acordo com a listagem acima:

G e (9« 9=

Onde estdo os de primeira

espécie?!

S6 uma parte?! Entdo nao

parte nada.
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bn estd para os nimeros
de Stirling de 2% espécie,
assim como 2™ estd para

os coeficientes binomziais.

O conjunto vazio sé se
pode partir de uma

maneira!

Estd a ver porque € que a

parte € propria?

Como consequéncia imediata das defini¢des introduzidas, temos:
n
n=2{i)
k=0 k
para todo o nimero natural n.

Proposigao. Tem-se

para qualquer nimero natural n.

Demonstragao. Numa particdo de [n + 1], o elemento n + 1 pode juntar-se a
qualquer subconjunto de [n]. Para cada 0 < k < n hé, como sabemos, (’,:) sub-
conjuntos de [n] com k elementos. Num caso destes, os restantes n — k elementos

particionam-se de um modo arbitrario. Tem-se, portanto,

bny1 = Z (Z) bn—k

k=0
Fazendo a mudanca de varidvel £ — n — k e aplicando a lei da simetria dos

coeficientes binomiais, obtem-se o resultado pretendido. O

Se k£ > n, entdo {’,:} = 0, pois ndo é possivel particionar um conjunto de n
elementos em mais do que n partes. Por sua vez, s6 hd uma maneira de particionar
um conjunto ndo vazio de n elementos em n partes (é a particdo constituida por
todos os conjuntos singulares) e s6 hd uma maneira de particionar um conjunto
(ndo vazio) numa s6 parte. Em suma, paran # 0, {"} = 1e {7} = 1. A igualdade
{3} = 0 também é valida (paran # 0), pois ndo é possivel particionar um conjunto

nio vazio em nenhuma parte. Por convencdo, pomos {J} = 1.

Uma parti¢do de um conjunto X de cardinalidade n em n — 1 partes consiste ne-
cessariamente em n — 2 conjuntos singulares e num conjunto de dois elementos.
Isto quer dizer que uma (n — 1)-particdo de X fica completamente determinada
pela escolha dos dois elementos que vdo emparelhar. Como hé () tais escolhas,
infere-se que {,",} = (3), para n # 0. Uma particao de X em duas partes fica
perfeitamente determinada por uma qualquer dessas partes, i.e., fica determinada
por uma parte propria de X. Ora, como hd 2" — 2 partes préprias de X, vem
{n} =g WG
2 2 2
paran > 1. A divisdo por dois deve-se ao facto de, tanto um conjunto, como o

seu complementar, darem origem & mesma 2-parti¢do (se nao tivéssemos dividido

por dois, apareceria a cabega feia da sobrecontagem).

(=4

para quaisquer nimeros naturais k en com 1 <k < n.

Teorema. Tem-se




Demonstracdo. O conjunto das k-particoes de [n] divide-se entre aquelas que
incluem o conjunto singular {n} e aquelas que ndo o incluem. As primeiras sio,
no fundo, (k — 1)-particées de [n — 1] a que se junta a parte {n}. Ao todo hd
{Zj} partigoes deste tipo. As tltimas ndo incluem o conjunto singular {n} e,
portanto, podem ser vistas como determinadas por uma k-parti¢do de [n — 1] e por
um dos k conjuntos desta parti¢do, ao qual se junta n. Ao todo, temos k{";l}
possibilidades. O

Analogamente ao caso do tridngulo de Pascal, a igualdade do teorema anterior per-
mite construir de maneira sistemética 0 TRIANGULO DE STIRLING DE 22 ESPECIE:

|
0 1
0 1 1
0 1 3 1
0 1 7 6 1
0 1 15 25 10 1
0 1 31 90 65 15 1

Os numeros de Stirling desempenham um papel notavel de relacionamento das
poténcias com as poténcias factoriais. E isso que vamos ver na proposi¢io se segue

e no seu corolario.

Proposigao. Tem-se

para qualquer niumero natural n.

Demonstragao. Vamos argumentar por indugdo em n. O caso base é valido
porque ambos os membros da equacdo se reduzem a 1. O caso n + 1 resulta da

seguinte cadeia de igualdades:

gl =g". g = Xn: {:}m&az = ; {:}(a:l“"'_l-i- kak)

k=0 k=0
=i{n}z’°+—l+i{n}kz&=7§{ " }.’c&-l—ik{n}m&
k=0 k k=0 k k=1 k-1 k=0 k

({0} e

S LRSI R A PR ==y ('R A W
k:l{ k }"’ +{n+1}z__z ko f°

k=0

onde, na segunda igualdade, fazemos uso da hipétese de inducao. O

" = k:g {Z}(_l)n—kx

Corolario. Tem-se

=|

A convengdo de que

{g} =1 deu um jeitao!
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para qualquer nimero natural n.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, temos
n n
(o =Y {1} o
k=0
Utilizando a igualdade (—z)% = (—=1)¥zF, conclui-se que

TS RO S VR S T e

k=0 k=0

1.3.2. Intervalo sobre permutacoes

O nimero de bijecgdes de um conjunto de n elementos para si préprio, i.e., 0
nimero de permutagdes de n elementos é, como sabemos, n!. Para fixar ideias,
vamos considerar as permutacdes do conjunto [n]. Uma tal permutacdo o pode

representar-se diagramaticamente por

1 2 3 -+ n
i1 fp i3 v+ ip

onde o(1) = iy, 0(2) = ia, 0(3) = i3, ..., 0(n) = in. Por exemplo, as permutagdes

de [3] sao:
1 2 3 1 2 3 1 9 3
1 23/ \1 32/ \21 3/
1 2 3 1 23 12 3
o 31" \8-1.8)'-\3 8 1}

Nesta representacdo a linha superior é redundante, sendo habitual omiti-la. Assim,

ficamos com as representagoes
(1’2’3)7 (1’3’2)’ (2’1’3)7 (2’3’ 1)) (371’2)’ (3,27 1)7

respectivamente.

Visto que as permutacdes sdo fungdes de um conjunto nele préprio, podemos
compd-las como funcgdes. Por exemplo, se 0 = (2,1,3) e 7 = (3,1,2), entdo
ogoT =+, onde vy =(3,2,1). Com efeito, y(1) = o0 o 7(1) = o(7(1)) = 0(3) = 3,
7(2) =007(2) =0(7(2)) = 0(1) =2e7@3) =0o7@) =0(r(3)) = 0(2) = 1.

Geralmente, omite-se o sinal circular “o”, ficando

(2,1,8)(3,1,2) = 13,2 1):
Observe-se que a ordem por que se efectua este “produto” nao é arbitraria, pois

(3,1,2)(2,1,3) = (1,3,2).

Considere-se, agora, a seguinte permutagao de [10]:

0_12345678910
308 10 46172 5/




Se comegarmos com o numero 1 e calcularmos a sua imagem o(1) = 3, depois a

imagem da imagem 02(1) = o(c(1)) = 0(3) = 8, depois a imagem da imagem da
imagem o3(1) = 0(8) = 7, até, finalmente, voltarmos ao principio com o#(1) = 1,
obtemos um CICLO, pois o que se segue repete ciclicamente o anterior: ¢°(1) = 3,
o%(1) = 8, etc. Denotamos este ciclo por [1,3,8,7]. Se, em vez de comegarmos com
1, comegarmos com 3, obtemos o mesmo ciclo, representado agora por [3,8,7,1].
Mas, se comecarmos com um elemento diferente de 1, 3, 8 ou 7, obtemos um ciclo
diferente e disjunto do anterior. Se comegarmos com 2, obtemos o ciclo [2,9].
Se comegarmos com 4, obtemos o novo ciclo (disjunto dos restantes) [4,10,5].
Finalmente, se comecarmos com 6 obtemos o ciclo singular [6]. A permutacdo o

pode ser representada como o produto destes ciclos:
o =[3,8,7,1][2,9][4, 10, 5][6].

(A ordem dos ciclos ndo interessa desde que estes sejam disjuntos; por vezes,

omitem-se os ciclos singulares na REPRESENTAGAO CICLICA das permutagdes.)

Em geral, dado um elemento k € [n] podemos considerar a sequéncia infinita
3k, o(k), o%(k), o3(k), etc. Esta sequéncia vai ter forgosamente repeticdes, pois
as suas entradas provém do conjunto finito [n]. Seja r > 0 o primeiro indice
cuja entrada correspondente é uma repeticao, i.e., 7 é o primeiro nimero natural
positivo para o qual existe um ndimero natural ¢ inferior a r tal que o"(k) =
ot(k).. Vamos argumentar que ¢ = 0 e que, portanto, estamos perante o ciclo
[k,0(k),02(k),... ,0""1(k)]. Com efeito, as especificagdes feitas ddo origem a que
(6*)~1(c?(k)) = (¢')~ (07 (k)), o que implica ¢°(k) = 0" ~*(k). A minimalidade

de r forca a que 7 seja 0.

Se o ciclo [k,a(k),0?(k),...,0" (k)] esgota todos os elementos de [n], entdo o
é uma PERMUTAGAO cicLICA. Caso contrdrio, tome-se um elemento s fora do
ciclo e repita-se o processo do paragrafo anterior de modo a obter o ciclo ao qual
s pertence. E claro que este novo ciclo nio tem elementos em comum com o
anterior, pois é facil de ver que dois ciclos de uma permutacdo, ou sao iguais, ou
sao disjuntos. Se os elementos da permutacdo dada se esgotarem nos elementos
destes dois ciclos, entdo essa permutagdo é produto de dois ciclos. Caso contrario,
pegue-se num elemento novo e repita-se o processo. Mais tarde ou mais cedo este
procedimento termina, pois s6 h4 um ndmero finito de elementos de n. Quando

tal acontecer, temos a permutacao dada escrita como produto de ciclos disjuntos.

Assim, demonstrdmos a seguinte proposi¢ao (uma reflexao rapida convence-nos da

parte da unicidade).

Proposicao. Toda a permutagdo de n elementos € produto de ciclos disjuntos.
Se incluirmos os ciclos singulares, este produto € tinico a menos da ordem dos

factores.

Néo confunda o ciclo [6]

com o conjunto [6].

Por convencio, d°(k) = k.
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Adoptamos a convengao
de que [g] = L.
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1.3.3. Numeros de Stirling de primeira espécie

Ao nimero de maneiras de particionar um conjunto de cardinalidade n em k ciclos
disjuntos, ou, mais precisamente, ao nimero de permutacdes de n elementos que
sao produto de k ciclos disjuntos (incluindo os singulares), chamamos “particoes

ciclicas de n, tomadas k a k” ou, mais sucintamente, “particoes ciclicas de n, k a

i)

Por exemplo, as permutacdes de [4] que se decompdem em dois ciclos disjuntos

k”. Denotamos este niimero por

' [1,2,3][4] [1,3,2)[4] [1,2,4][3] [1,4,2][3]
(1,3,4][2] [1,4,3][2] [2,3,4][1] [2,4,3]{1]
[1,2][3,4] [1,3][2,4] [1,4][2,3]

e, portanto, [3] = 11. Observe-se que cada parti¢do ciclica determina, de forma
natural, uma particao, mas que diferentes parti¢oes ciclicas podem dar origem a
mesma particdo. Assim, as duas primeiras parti¢oes ciclicas da lista acima dao

origem & mesma partigdo, a saber: {1,2,3},{4}. Em geral, tem-se que
nl _[n]
k) — |k

Estes niimeros [}] chamam-se NUMEROS DE STIRLING DE 12 ESPECIE. E con-

sequéncia imediata das defini¢des que

=3[

para todo o nimero natural n.

E facil ver que, se k > n, entdo [}] = 0. Também se tem [] =1 e [j] = 0 para

n # 0. O coeficiente [}] conta o nimero de permutagGes ciclicas de n elementos.
Se comegarmos o ciclo com o nimero 1, entdo este fica perfeitamente determinado
por uma permutacgao dos restantes n — 1 elementos. Por exemplo, as permutagoes
ciclicas de [4] séo:

1,2,3,4] [1,3,2,4] [1,4,2,3]

[1,2,4,3] [1,3,4,2] [1,4,3,2]

m =(n-1)!

para qualquer nimero natural n > 1.

MRS E

para quaisquer numeros naturais k en com 1 < k < n.

Assim,

Proposicao. Tem-se




Demonstragdo. O conjunto das k-particdes ciclicas de [n] divide-se entre aquelas

que incluem o ciclo singular [n] e aquelas que ndo o incluem. As primeiras sdo
(k—1)-partigdes ciclicas de [n—1] a que se junta o ciclo [n]. Ao todo, ha [}~}] delas.
As segundas nao incluem o ciclo singular [n] e, portanto, podem ser vistas como
determinadas por uma k-particao ciclica de [n — 1] e pela inserc¢ao do elemento n
num dos ciclos desta particdo. Como num ciclo de comprimento r ha r maneiras
de inserir um novo elemento e como a soma dos comprimentos dos ciclos de uma
particdo ciclica de [n — 1] é n — 1, conclui-se que hd, ao todo, n — 1 maneiras
de inserir o elemento n num dos ciclos da parti¢do considerada. Ficamos com
(n —1)[";"] casos. O

Proposicao. Tem-se

para qualquer nimero natural n.

Demonstragao. Vamos argumentar por indugdo em n. O caso base é vélido
]
porque ambos os membros da equagdo se reduzem a 1. O caso n + 1 resulta da

seguinte cadeia de igualdades:

2 = (z +n)z™ = (z +n) i [Z] ok = 2": m g+l 4 znj [Z] nz*

k=0 k=0 k=0
n+1 n n - n
— k k _ k n+1
= Z [k—l]x +Z [k n +0—Z([k 1] +n[k])z + [ ]x
k=1 k=1 k=1
n n+1
n+l]|  (n+1] . n+1|
=2 & ] b 0
k=1 R k=0
onde, na segunda igualdade, fazemos uso da hipdtese de indugao. O
Coroldrio. Tem-se
ot — [n] (_l)n—kxk
k
k=0

para qualquer nimero natural n.

Demonstragao. Pela proposi¢iao anterior,
- LiJ n
o7 =3 [1] 0"
k=0
Utilizando a igualdade (—z)™ = (—1)"z2, conclui-se que

gt = (=1)" f: m (=1)kzk = zn: m (=1)"k gk,

= k=0

o

1.3.4. Partigoes numéricas

No segundo exemplo da secgdo “O que é contar?”, introduzimos o conceito de

parti¢do numérica de um nimero natural n. Denotamos por p(n) o nimero destas
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bn € 0 n-ésimo nimero de
Bell.
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particoes. Deve ser claro para o leitor que p(n) < by, pois qualquer partigdo
do conjunto [n] induz uma partigdo do nimero n. Na listagem que fizémos das
particdes do conjunto [4], a primeira parti¢do induz a partigdo numérica 1+1+1+1,
as partigdes do segundo ao sétimo lugar induzem a parti¢io numeérica 2 + 1 + 1,
as seguintes quatro induzem 3 + 1; seguem-se trés parti¢ées que induzem 2 + 2 e,
finalmente, a tultima parti¢do induz 4. O nimero de partigdes do niimero n em
k parcelas (que sdo chamadas as k-PARTIGOES de n) representa-se por pg(n). O
exemplo acima mostra que p;(4) = 1, pa(4) = 2, p3(4) = 1 e ps(4) = 1. A nossa
convencao para po(0) e p(0) é 1. Note-se que px(n) = 0 se k > n, que p,(n) = 1,
que p;(n) =n, que po(n) =0sen #0, e que p(n) = > ;_, Pr(n).

Teorema. Tem-se
pe(n) = pr—1(n — 1) + p(n — k)

para quaisquer numeros naturais k en com 1 <k <mn.

Demonstragdo. Suponhamos que n = A;+...+A; dd uma parti¢do do niimero n.
Se nesta parti¢do ndo ocorre a parcela 1, entdon—k = (A\; —1)+...+(A\x—1) d4d uma
particdo do nimero n — k em k parcelas. Reciprocamente, se n —k = §; + - -+ + g,
d4 uma particio de n — k em k parcelas, entdon = (6; + 1) +--- + (6 + 1) d4
uma particdo de n em k parcelas, todas diferentes de 1. Em suma, o niimero de
particoes do nimero n em k parcelas em que ndo ocorre a parcela 1 é py(n — k).
Uma particdo de n em k parcelas em que aparece pelo menos uma parcela 1 é
determinada pela particdo de n — 1 que dela resulta pela omissdo de uma inica
parcela 1. Logo, ¢ determinada por uma particdo de n — 1 em k — 1 parcelas (e

vice-versa). Desta discussdo sai a igualdade pretendida. a

Corolario. Tem-se
n
> " pr(m) = pn(m + n)
k=0
para quaisquer numeros naturais m e mn.

Demonstragdo. A demonstracio faz-se por indu¢do em n. Para n = 0, ambos
os membros da igualdade sdo iguais a pp(m). Usando a hipétese de indugéo,

deduzimos que

n+1 n
D o pe(m) =D pe(m) + prya(m) = pa(m + n) + prya(m) = ppyr(m +n+1)
k=0 k=0

— o teorema anterior justifica o tltimo passo desta cadeia de igualdades. O

Os diagramas de Ferrers (vide seccio “O que é contar?”) fornecem, por vezes, in-
terpretacoes combinatoriais muito interessantes de certas igualdades que envolvem
os ntimeros pi(n). E o caso da igualdade do coroldrio anterior. Considere-se uma
qualquer parti¢do do nimero m 4+ n em n parcelas (ha, como sabemos, p,(n + m)
particdes destas). No diagrama de Ferrers associado a esta particao, a primeira
coluna tem n pontos (pois trata-se de uma parti¢do em n parcelas). Se retirarmos

esta coluna, ficamos com um diagrama de Ferrers associado a uma particao do




nimero m num numero de parcelas menor ou igual a n:

e o o ° o o °
e o o L] e o °
n{. - —
(] °
L®

Como é evidente, a correspondéncia que acabamos de descrever pictoricamente

interpreta a igualdade do corolério anterior.

Finalmente, vamos dar uma aplicacdo da operagao de conjugacao que foi definida
com a ajuda dos diagramas de Ferrers. Esta operac¢do é, como se observou, uma
bijeccdo entre as parti¢oes numéricas de um mesmo nimero. E mais do que isso:
o efeito de efectuar duas conjugagoes sucessivas é voltar a particdo de partida
(noutra terminologia: a funcdo inversa da conjugacdo é a prépria conjugagao).
Esta operagao serve para demonstrar alguns resultados curiosos. Considere-se
uma (qualquer) partigdo cuja maior parcela é k. Entdo, a sua particao conjugada
tem k parcelas. Reciprocamente, se uma particdo tem k parcelas, entdo a maior

parcela da particdo conjugada é k. Tem-se, pois, o seguinte resultado.

Proposicao. Para quaisquer nimeros naturais k e n, pi(n) é o nimero de par-

ticoes numéricas de n em que a maior parcela € k.

Exercicios

*1. Mostre, por indugdo em n, que:

@ {2t = {5 b

k=0
n+m+1 "\ (m+k
o TR
k=0
*2. Dé um argumento combinatorial para a igualdade,

HEES S (RN,

onde a soma, varia sobre todos os k-uplos (nj,ns,... ,n) de naturais positivos tais

que nq +ng + + ...+ ng = n (i.e., sobre todas as k-parti¢oes de n).

*3. Escreva as seguintes permutagoes e as suas inversas como produto de ciclos
disjuntos:

(a) (2,5,7,10,9,8,4,1,3,6).

(b) (2,3,1,4)(4,1,2,3).

(c) [10,7,6][6,1,2][7,1,2,3,4].

*4. A que éigual [ " ]?

*5. Construa o tridngulo de Stirling de 12 espécie até a sétima linha.
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*6. Mostre, por indu¢do em n, que:

@ [ -2 o=

(b) [n+r:+lje=i§(m+k)[m2—k].

*7. Utilize um argumento combinatorial para mostrar que:

(it == Ot

[Sugestio. Pense de maneira andloga ao argumento do texto que relaciona b,y

com 08 by, para k < n.]




1.4. A tabela dos doze caminhos

Nesta seccao vamos contar, sob varias condigdes, o nimero de fungdes de um con-
junto finito para outro. Para fixar ideias, sejam X e Y dois conjuntos finitos com,
respectivamente, n e m elementos. Quantas fungdes hd de X para Y? A resposta
¢ muito simples: hd m™. Com efeito, cada elemento de X tem m possibilidades
“a escolha” para a sua imagem (qualquer elemento de Y). Como hd n elementos

em X temos, ao todo, m -m - ...-m (n vezes) possibilidades.

Ha dois tipos de modificagoes naturais que podemos fazer a este problema de
contagem. No primeiro tipo restringimos as fungoes a considerar: o caso geral
(tratado acima), o caso em que as fungdes sdao injectivas e o caso das fungoes
sobrejectivas. Trés casos, portanto. O segundo tipo de modificagdo prende-se com
situagoes em que € interessante considerar duas funcoes diferentes como sendo a
“mesma”. Estas situagoes variam conforme se “véem” os conjuntos X e Y consti-
tuidos por elementos distinguiveis ou indistinguiveis entre si. Ao todo, hd quatro
possibilidades e, portanto, quatro modos diferentes de “encarar” fungoes de um
:conjunto para outro. Temos estado a usar aspas pois estamos, indulgentemente, a
(ab)usar a terminologia usual sem dizer exactamente o que pretendemos, i.e., temos
estado a usar a terminologia usual em novos contextos ainda ndo completamente

esclarecidos. Vamos esclarecer estas novas situagdes através de alguns exemplos.

Sejam X = [4] e Y = {a,b,c}, com a, b e ¢ elementos distintos dois a dois.

Considere-se a funcido f: X — Y definida pelo seguinte diagrama:

f

a

1
2 b
3 C
4 /
Podemos interpretar esta funcdo como uma maneira de por quatro bolas, nume-

radas de 1 a 4, em trés caixas, rotuladas de a, b e c:

0ol [ ][ O]

c

Se considerarmos os elementos do conjunto X indistinguiveis (i.e., as bolas indis-
tinguiveis), qualquer fungdo que coloque duas bolas na caixa a, uma na caixa b e

a outra na caixa c, é considerada igual a f. E, por exemplo, o caso da fungao

9
a

b

c

=W N =

a que corresponde a seguinte arrumagao:
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e O | O

b c

A justeza da identifica¢do das fungdes f e g fica patente se retirarmos os niimeros
das bolas (as bolas sdo indistinguiveis, ndo sao?). Em ambos os casos fica-se com

a mesmissima situacio:

OO|LO O |

a b c

Outra hipétese consiste em considerar os elementos de Y indistinguiveis, ao invés
dos de X (i.e., as caixas sdo indistinguiveis, ndo as bolas). Neste caso, qualquer
funcado que coloque as bolas 1 e 3 na mesma caixa, a bola 2 noutra e a 4 na restante,
¢é considerada a mesma func¢do que f. Nesta nova situagdo, a fungio g j4 nao é

“igual” a f, pois g ndo coloca as bolas 1 e 3 na mesma caixa. A funcio

h
1 a
2 b
3 3 C
4

ja é, porém, “igual” a f (neste contexto). A arrumacao correspondente é:
P ’

Lo | O |[00]

a b

Se apagarmos os nomes das caixas, ficamos com:

@ |0 ][0e]

e o caso da fun¢do f dd a mesma coisa:

Abstraia-se da ordem das [ @ @ @ l @

caizas!

Finalmente, consideramos a situa¢do em que tanto os elementos de X como os
elementos de Y sdo indistinguiveis. Neste caso, qualquer fungio que coloque duas
bolas numa caixa, outra noutra e a restante na restante é considerada “igual” a f.
Neste contexto, tanto g, como h, sdo iguais a f. Qualquer uma destas trés funcdes

determina a arrumacio:

LA T O

Com todas estas cambiantes, conforme f é injectiva, sobrejectiva ou qualquer, e

conforme X e Y sdo constituidos por elementos distinguiveis ou indistinguiveis,
The Twelvefold Way. temos ao todo doze possibilidades. Assim, se X tem n elementos e se Y tem m
elementos, podemos dispor as vérias contagens de fungoes de X para Y de acordo

com a seguinte tabela:
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f qualquer f injectiva f sobrejectiva

elem. de X dist. ] " g 3 m'{n}
elem. de Y dist. mn m ’ lm
elem. de X indist. 4 (n +m - 1) 5 (m) 6 (n — 1>
elem. de Y dist. ) n ' n " \m-1

i m
elem. de X -dlSt.',. 7 { } 8. Iln < m| 9. {’n}
elem. de Y indist. b k m
elem. de X indist. 10. pm(n +m) 11. |In<m| | 12. pm(n)

elem. de Y indist.

Discussao da tabela. 1. Este caso ja foi discutido.

2. Dado um elemento de X, hd m lugares a sua disposi¢do. O préximo elemento
ja s6 tem m — 1 lugares a disposi¢do, pois a fungdo é injectiva. O préximo tem

m-— 2 lugares. E assim sucessivamente.

3. Por f ser sobrejectiva, toda a caixa tem que ter pelo menos uma bola (pode ter
mais que uma, pois nao se estd a exigir que f seja injectiva). Uma tal arrumagao
equivale a separar as m bolas em m partes — hé {:l} maneiras de o fazer —
e, seguidamente, em por cada uma das partes numa caixa — para o que ha m!

maneiras possiveis.

4. O problema consiste em contar o nimero de maneiras de distribuir n bolas por
m caixas distintas, em que apenas interessa o nimero de bolas por caixa. Isto
equivale a por todas as bolas numa fila e em colocar m — 1 separadores entre elas.
A situacdo em que ha cinco bolas e trés caixas e em que duas bolas na primeira
caixa, uma na segunda e duas estdo na terceira corresponde a seguinte configuragao

de bolas e separadores:
OO 10100

Se ndo se puserem bolas na primeira caixa, se puserem trés na segunda e duas na

terceira, tem-se a representacao:

OO0 00

Outro exemplo: a configuragao

OO0O0OOI

corresponde a poOr todas as bolas na primeira caixa. Esta ideia dos separadores
para as bolas permite efectuar facilmente a nossa contagem. O nimero de maneiras
de escolher m — 1 lugares (o sitio dos separadores) numa fila de comprimento

n+m — 1 (o comprimento da fila constituida pelas bolas e pelos separadores) é,

n+m—1

el ) O resultado sai pela lei da simetria.

como sabemos, (

A TABELA DOS
DozeE CAMINHOS

Onde € que eu jd vi isto!?

Atencdo a este truque!
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Um ovo de Colombo!!?

'
De agora em diante,
adoptamos esta

convengao.

Note que {5} =0 (se
n#0).

5. Neste caso temos apenas uma bola por caixa (pois a fungdo € injectiva). Sendo
as bolas indistinguiveis, basta escolher as n caixas (de entre m) que vao ter as

bolas.

6. Este caso difere do caso 4 por ter que haver pelo menos uma bola em cada caixa.
Em termos de separadores, isto equivale a excluir que hajam separadores conse-
cutivos e, também, a excluir que as filas comecem ou terminem com separadores.
Como podemos contar este nimero de situacoes? Uma abordagem directa é de-
sesperante. Observe-se, no entanto, que uma distribuicdo deste tipo equivale a por
primeiramente uma bola em cada caixa (hd apenas uma forma de efectuar esta

tarefa, pois as bolas sdo indistinguiveis) e, de seguida, distribuir as restantes n—m
(n—m)+m—1) — (n—l

bolas (indistinguiveis) pelas m caixas — ao todo, ( o i

) possibi-
lidades de distribuicdo, de acordo com o caso 4. O raciocinio acima pressupoe que
ndo hajam mais caixas do que bolas (sendo n — m vinha negativo). No caso de
haver mais caixas que bolas, é claro que ndo hd nenhuma maneira de distribuir
pelo menos uma bola por caixa. Por outras palavras, se m > n, entdo a resposta ¢
0. A expressdo que aparece na tabela ainda esta correcta neste caso, desde que se

ressalve que um coeficiente binomial é zero se a sua entrada inferior for negativa.

7. Visto que as caixas sdo indistinguiveis, pretende-se contar o nimero de ma-
neiras de particionar as n bolas em m ou menos aglomerados. Ou seja: ou num
s6 aglomerado, ou em dois aglomerados, ou em trés aglomerados, ..., ou em m

aglomerados. A resposta é, pois:
n 4 n " n I n
1 2 3 ok mf’

8. H4, quando muito, uma bola por caixa e pouco importa qual bola, pois todas
as bolas vdo para uma caixa e estas sdo indistinguiveis. (No caso 11 acontece
exactamente o mesmo.) Esta situagdo apenas é possivel, e de uma tnica maneira,
se houver pelo menos tantas caixas como bolas. Logo, a resposta é zero, se m < n,
e é um, se m > n. Este é, talvez, o momento apropriado para introduzir uma
notacdo muito conveniente: a NOTAGAO DE IVERSON. Dada uma propriedade R,
denotamos por ||R|| (e lé-se NORMA de R) o valor 1, se R é verdade, e o valor 0,

se R é falsa. Assim, ||n < m| é 1, se n <m, e é 0, no caso contrario.

9. Este caso é como o caso 7, com a ressalva de que se tem de particionar as n

bolas em exactamente m partes (pois a fungdo é sobrejectiva).

10. Pretende-se contar o nimero de maneiras de particionar n bolas em m ou
menos partes, nao interessando individuar as bolas mas, tdo somente, saber o
niimero de bolas por cada parte. Tal é o nimero de maneiras de decompor o

niimero n como soma de m ou menos parcelas positivas. Assim, a solugdo é:

pi(n) +p2(n) + -+ pm(n).




Por um corolério da sec¢do anterior:

Zpk(n) =pm(n +m).
k=0

11. Este caso da origem as mesmas situagoes do caso 8.
12. Esta contagem justifica-se pela primeira parte da discussdo do caso 10. a

O problema seguinte ilustra o “truque dos separadores” que usamos na justificacio

da entrada 4 da tabela dos doze caminhos.

Problema. Sejam n e r nimeros naturais positivos. Quantas solugdes nos nime-

ros naturais tem a equagdo x; + x3 + ...+ T, =r?

Resolugdo. As solugdes da equagao acima podem ser representadas univocamente
por meio de sequéncias bindrias com r uns e n — 1 zeros utilizando o “truque dos
separadores”. Por exemplo, paran =3 e r = 10, a solugdo: £, =5, 2o =2 e 23 =

3, é representada pela sequéncia 111110110111 . A solugdo ¢, pois, ("*"71). O

T

'Finalizamos esta secgdo com duas contagens simples. Uma funcdo f: [n] — [m)]
diz-se estritamente crescente se f(i) < f(j), sempre que 1 < i < j < n. Se
enfraquecermos a conclusdo do condicional anterior para f(i) < f(j), obtemos as
funcdes crescentes (ou crescentes em sentido lato, como muitos preferem denomin-

-las).

Teorema. Sejam n e m nimeros naturais. Tem-se:

1. O nimero de fungées estritamente crescentes de [n] para [m] é (Z’)

n+7rr:—1)'

2. O mimero de fungdes crescentes de [n] para [m] é (
Demonstragdo. Uma fungao estritamente crescente f: [n] — [m] fica univoca-
mente determinada pela sua imagem, i.e., pelos n valores que toma em [m]. Com
efeito, se {a1,as,... ,a,} é aimagem de f ese a; < ay < ... < a,, entdo necessa-
riamente f(1) = a1, f(2) = as, ..., f(n) = a,. Em suma, uma funcio estritamente
crescente de [n] para [m] fica univocamente determinada por um subconjunto de

[m] com n elementos.

Uma fungéo crescente (em sentido lato) f: [n] — [m] ndo fica determinada mera-
mente pela sua imagem, ji que a fun¢do ndo tem que ser injectiva. No entanto, é
facil convencermo-nos que fica determinada pela quantidade de elementos de [n]
que pode atingir (via f) cada elemento de [m]. Eis um exemplo que pode ser
elucidativo: pense-se no caso em que n =4 e m = 5 e em que trés valores tém
imagem 2 e um valor tem imagem 5 (claro que, entdo, nenhum valor tem imagem
1, nem 3, nem 4). Neste caso, a funcdo é dada por: f(1) =2, f(2) =2, f(3) =2
e f(4) = 5. Portanto, o problema consiste em contar o nimero de maneiras de
distribuir n “bolas” (os elementos de [n]) por m “caixas” (os elementos de [m]),

em que apenas interessa o nimero de “bolas” por “caixa”. No exemplo anterior, as

primeira, terceira e quarta caixas (os nimeros 1, 3 e 4) nio tém bolas, a segunda

Analogamente ao caso 7,
note que po(n) =0 (se

n#0).

Em que € que isto difere

das partiges numéricas?

Os zeros sao os

separadores!
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caixa (o niimero 2) tem trés bolas (os nimeros 1, 2 e 3) e a quinta caixa (o
nimero 5) tem uma bola (o nimero 4). Bom, este problema foi resolvido na

entrada niimero quatro da tabela dos doze caminhos. d

Exercicios
1. Lancam-se cinco dados indistinguiveis. Quantos resultados é que pode haver?

2. Um corpo eleitoral de N pessoas ¢ chamado a votar (por voto secreto) em 5
candidatos para a presidéncia da ASSOCIAGAO DOS AMANTES DAS ERVAS DANI-
NHAS. Nio sdo permitidas absten¢des, mas é possivel votar em branco. De quantas

maneiras pode resultar o escrutinio?

3. Considere a seguinte situac¢do: uma caixa contém n bolas diferentes, r das quais
sao retiradas uma a uma. Qual o nimero de diferentes extracgoes se ...
(a) ... procedermos com reposigao (i.e., sempre que se retira uma bola ela
é imediatamente reposta na caixa) e considerarmos a ordem pela qual as
bolas sdo retiradas.
(b) ... procedermos sem reposicdo e considerando a ordem pela qual as bolas
sdo retiradas.
(c) ... procedermos sem reposicao e sem considerar a ordem pela qual as bolas
sdo retiradas.
(d) ... procedermos com reposicdo e sem considerar a ordem pela qual as

bolas sao retiradas.

*4. Liste todas as fungdes estritamente crescentes e todas as fungdes crescentes
de [2] para [4].

*5. Na demonstragdo do ponto 2 do dltimo teorema desta seccdo, descrevemos
implicitamente uma bijec¢do entre o conjunto das fungdes crescentes de [n] para
[m] e o conjunto de todas as fungdes de [n] para [m] em que se considera o conjunto
[n] formado por elementos indistinguiveis. De acordo com esta bijec¢ao, quais sédo
as fungoes crescentes que correspondem as funcoes:

(a) f:[4] = [5] definida por f(1) =4, f(2) =5, f(3) =3 e f(4) =1.

(b) g: [6] — [6] definida por g(1) =5, g(2) =6, g(3) =6, g(4) =3, 9(5) =1e

9(6) =3.



1.5. O principio da inclusao/exclusao

1.5.1. Material basico

Como vimos, se X e Y sdo dois conjuntos finitos disjuntos, entdo a cardinalidade
da sua unido é a soma das suas cardinalidades, i.e., #(X UY) = #X + #Y. Esta
férmula ndo é valida no caso em que X e Y tém elementos em comum. Com
efeito, visto que cada parcela da soma #X + #Y contribui em uma unidade para
a contagem de cada elemento comum a X e a Y, estes elementos comuns sdo

contados duas vezes. Assim, a férmula correcta é:
H#XUY)=#X +#Y — #(X NY)

onde X NY é o conjunto dos elementos comuns a X e a Y, i.e., a intersec¢do de
X comY.

Qual serd a férmula para #(X UY U Z)? Claro que, quando somamos as cardi-
nalidades #X, #Y, e #Z, estamos a contar mais do que uma vez os elementos de
’ XNY,deYNZede XNZ. Podemos ser tentados a supor que a férmula correcta
é #FXUYUZ)=#X+#Y +#Z - #(XNY) - #(Y NZ) — #(X N Z). Isto
s6 é verdade se X NY N Z = 0, i.e., se ndo houverem elementos comuns aos trés
conjuntos originais. Mas, quando isto ndo acontece, um elemento de X NY N Z é
contado uma vez em cada parcela #X, #Y e #Z e, por sua vez, descontado uma
vez em cada uma das parcelas #(X NY), #(Y N Z) e #(X N Z). Em suma, nao
¢é contado pelo segundo membro da férmula acima. Por conseguinte, a férmula

correcta tem que ser:
#XUYUZ)=#X +#Y +#Z - #(XNY)
—#YNZ)-#XNZ)+#XNYN2Z).

Podemos chegar, de um modo rigoroso, a esta conclusio recorrendo & férmula que

dé a cardinalidade da unido de dois conjuntos:
#XUYUZ)=#XUY)+#Z -#(XUY)Nn 2)
=#X+#Y —#XNY)+#Z - #[(XNZ)U (Y N Z))
=#X +#Y +#Z - #(XNY)
—#XNZ)+#¥NZ)-#(XNZNYN2Z)
=#X +#Y +#Z - #(XNY)
—#(XNZ)-#¥YNZ2)+#XNYNZ).

Em geral, a cardinalidade da unido de n conjuntos finitos é dado pela FORMULA
DA INCLUSAO/EXCLUSAO:

n

#UXoU.UXp) =) #Xi— Y #(XinX;)

i=1 1<i<j<n

+ Z #(X,'an NXg) — Z #(XiﬂXjﬂXkﬂXl)

1<i<j<k<n 1<i<j<k<I<n




O (=1)"! fica menos, se
n € par, e fica mais, se n

é impar.

+o+ ()" N X UL N X).

Pode demonstrar-se esta igualdade por indu¢do em n. A ideia é reduzir o caso
n + 1 ao caso n, tal como se fez quando se deduziu a férmula da cardinalidade da
unido de trés conjuntos a partir da férmula para dois conjuntos. H4, porém, uma

demonstragdo alternativa mais perspicaz.

Demonstracdo da férmula de inclusdo/exclusdo. A correcgao da férmula
fica garantida se mostrarmos que a expressao do membro direito contribui exac-
tamente uma vez para a contagem de cada elemento da unido. Para ver isto,
considere-se um elemento qualquer z da unido X; U---U X,,. Este elemento z
vai ser comum a, digamos, ¢t dos conjuntos Xi, ..., X,. Deste modo, a parcela
Yohe1 # Xk = #X1 + - + #X, contribui ¢ vezes para a contagem de z. Por sua
vez, a segunda parcela ), ., i, #(Xx N X;) desconta (i.e., contribui negativa-
mente) (,f,) para a contagem de z. Isto é assim, porque o nimero de conjuntos da
forma X NX; de que z faz parte é, exactamente, (;) De modo analogo, a terceira
parcela contribui (é) vezes para a contagem de z, enquanto a quarta parcela de-
sconta (2) para a contagem de z. E assim sucessivamente. Ao todo, a contribuigao

da expressao da direita da férmula de inclusdo/exclusdo para a contagem de z é
t t
t— (2) + (3) N

et ()-()+ ()]0

como se queria. O

(¢) +---. Somando e subtraindo 1, obtemos a contribuigao

A férmula da inclusdo/exclusdo é muito ttil para efectuar certas contagens. A
sua aplicacao envolve, usualmente, a denominada MANOBRA DA PASSAGEM AO

COMPLEMENTAR, a qual vamos ilustrar com os trés exemplos que se seguem.

Exemplo 1. Num baralho de 52 cartas qual é o nimeros de maos de seis cartas

que tém pelos menos uma carta de cada naipe?

Uma abordagem descuidada a este problema é a seguinte: hd 13 cartas de cada
naipe; assim, comego por escolher uma carta de cada naipe (ao todo, 13* possibi-
lidades) e, depois, junto arbitrariamente duas cartas das 48 restantes; portanto, o

resultado é 134 - (428).

H4, porém, uma sobrecontagem neste raciocinio. Imaginemos que comegamos por
escolher as quatro cartas 2, 4, Dé, 20 e que, em seguida, pegamos em 7 e R$.
Ficamos com a mao 2#, 40, Dé, 29, 7¢, R{$. Esta mesma mao também pode
ser obtida de duas outras maneiras de acordo com as especificagoes decorrentes
do raciocinio: vem, também, de se escolherem as cartas 2#, 7¢, Dé, 29 seguidas
de 4, R e, ainda, de se escolherem as cartas 2&, RO, D&, 20 seguidas de 49,
70. Quer dizer, a mao 2, 4O, Dé, 29, 7O, RO é contada trés vezes. Se todas as
maos fossem contadas exactamente trés vezes seria facil remediar a sobrecontagem

(como jé fizémos em outras ocasides): a resposta correcta seria 1 [134 - (*9)].




O problema é, no entanto, mais complicado. Por exemplo, a méao 2&, 3#, 4, Ré,
20, 70 é contada quatro vezes. Se bem que seja possivel consertar a sobrecontagem
através de algumas manobras ad-hoc, a férmula da inclusdo/exclusdo e (como
referimos) a manobra da passagem ao complementar fornecem-nos um método
uniforme de resolver este problema (este método funciona também para maos com
um qualquer nimero de cartas — funciona, em particular, para as maos de bridge,

que tém treze cartas).

A maneira de responder a questdo com que abrimos este exemplo é a seguinte.
Em vez de contar o nimeros de maos de seis cartas que tém pelo menos uma carta
de cada naipe, vamos contar exactamente o contrario, i.e., o nimero de maos de

seis cartas em que na@o aparecem todos os naipes simultaneamente (manobra da

passagem ao complementar). Como o nimero de méos de seis cartas simpliciter é, simpliciter é uma
obviamente, (3’), a resposta a tltima questdo permite resolver a questdo original. palavra latina que aqui dd
a entender que as maos
Representemos por & o conjunto de todas as méos de seis cartas em que nao em causa ndo sofrem de
figure o naipe de espadas e, andlogamente, introduzamos os conjuntos ¢, & e Q. qualquer restrigdo.

Entéo, o conjunto de todas as maos de seis cartas em que nao aparecem todos os
naipes simultaneamente é & U $ U & U Q. Pela férmula da inclusido/exclusdo, a

cardinalidade deste conjunto é:

#W+HO + H#b+#O —F(MNO) —#(MN) —#(MND) —#(ON)
—#ONO) —#BNQO)+#(MNONK) +#(MNOENQ) + #(MNINOD)
+#(ONSNO) —#(MNONANO).

Ora, temos #& = #O = #h = #0 = (}), #(MNO) = #(MNK) = #(MNTV) =
#ONS) = #(0ON0) = #BNO) = (7), #MNONK) = #AMNOND) =
#AON®NO) =#(ONBNO) = () e #(MNON&N D) =0, logo:
39 26 13
#avouave) o (¥) <6 (%) . (%) -0

Por conseguinte, a resposta ao problema original é:
52 39 26 13
4. ; — s .
(5)-+(5) s (5) -+ (%)
1

Exemplo 2. Qual é o nimero de maneiras de n pessoas atirarem ao ar os seus
chapéus e cada uma apanhar um chapéu que nao lhe pertence? Mais formalmente,
qual é o nimero de permutacges de n elementos em que nenhum elemento fica
fixo? As permutagoes deste tipo chamam-se DESARRANJOS. Por exemplo, hé seis

permutacoes do conjunto [3]:
1,2.3, 1,32, 2,13, 2,3;1, 31,2 e 3,2;1,
mas apenas duas delas sao desarranjos, a saber: 2,3,1 e 3,1,2. Como sabemos, o

numero total de permutacoes de n elementos é n!. Representamos o nimero total

de desarranjos de n elementos por nj (lé-se “n subfactorial”) E este nimero que
i q

pretendemos computar. Por exemplo, 1j = 0, 2j = 1 e, como vimos acima, 3j = 2. Por convengdo, 0j € 1.




e € o nimero de Nepper.
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Para cada 1 < k < n, seja P o conjunto de todas as permutacoes de n que deixam
fixa a k-ésima posi¢do (a k-ésima pessoa atira o seu chapéu ao ar e recupera-o).

O ntmero que pretendemos computar é
ni=nl—#(P,U...UP,).
Para contar os elementos da unido, vamos usar a férmula da inclusdo/excluséo:
n
#(PLU...UP) =) #Pi— > #(PNP)
i=1 1<i<j<n

+ Y #EPNPNP) -,
1<i<j<k<n
Ora, #P;, = (n — 1)!, pois a k-ésima pessoa fica com o seu chapéu e os restantes

n — 1 chapéus podem permutar arbitrariamente pelas restantes n — 1 pessoas. De
igual modo, #(Px, N P;) = (n — 2)! quando k # i. Em geral,

#(P, NPy NN P) = (n—1)!

se os indices dos pés forem diferentes dois a dois (o nimero r destes indices é

inferior ou igual a n). Logo,

#(PLU...UP,) =n(n—1)! — ('2‘>(n—2)!+---+ (—1)""1<Z>(n—n)!

=n! (%~%+%—---+(—1)"‘1%)
e, portanto,
nj=n!-n! (11—'—517 '3%7 + ( 1)"‘1$)

Em termos probabilisticos, a probabilidade de uma permutacdo de n elementos
ser um desarranjo é o quociente entre o nimero de casos favordveis e o nimero de
casos possiveis. No caso em consideragdo, este quociente é

nj s (-D*
H‘Z K

k=0

Os leitores que ja estudaram um pouco de cdlculo infinitesimal sabem que, quando
n — oo,
~ (-1
k!

—— é ~0,367...

k=0 j
Esta sucessao tem a particularidade de se aproximar rapidamente do seu limite.
Assim, excepto para n muito pequeno, a probabilidade de uma permutacdo de n
elementos ser um dessaranjo é aproximadamente 0,367 — virtualmente indepen-
dente de n. //




-

Exemplo 3. Na secgdo anterior, obtivémos o nimero de fungoes sobrejectivas
entre dois conjuntos finitos & custa dos nimeros de Stirling de 22 espécie. Agora,

vamos calcular este nimero de uma forma diferente.

Para cada 1 < i < m, seja F; o conjunto de todas as fungdes de [n] para [m] \ {i}.
Previsivelmente, vamos contar o nimero de elementos da unido Fy UFU...UFpy,

(i.e., o nimero de fungdes de [n] para [m] que ndo sdo sobrejectivas). ve?

Para calcular #(Fy U Fy U...U Fy,), vamos utilizar a férmula da inclusdo/exclu-
sio. Dados k indices iy, ig, ..., i) compreendidos entre 1 e m (inclusives),
F;,NF;,N...NF;, éo conjunto de todas as fungdes de [n] para [m]\ {i1, 42, ... ,ix}.
Esta intersec¢do tem, portanto, (m — k)™ fungdes. Aplicando a férmula da in-

clusdo/exclusdo, a cardinalidade da unido F; U F> U...U Fp, é, pois,

g(—nk“ () o=

Consequentemente, o niimero de sobrejecgdes de [n] para [m] é:

=31 (1) = = S () om - 07

k=1 k=0

Comparando com a entrada niimero 4 da tabela dos doze caminhos, obtemos a

{*}-m go(—l)k (7)om =

que, no caso particular n = m, dé a seguinte igualdade curiosa:

ml = i(-nk (’Z) (m — k)™

k=0

igualdade

I

1.5.2. Material avangado

Esta seccdo contém material mais avangado sobre variantes do principio da in-
clusdo/exclusdo. Alguns célculos sdo mais técnicos e engenhosos, e o leitor menos
4 vontade com manipulacdes de somatérios poderd querer esperar pela primeira
parte do préximo capitulo antes de estudar detalhadamente as demonstragoes que
se seguem. Para formular perspicuamente uma generalizagao do principio da in-

clusdo/exclusdo, comegamos por introduzir alguma notagdo conveniente.

Sejam X1, Xs, ..., X, conjuntos finitos. Dado 2, um subconjunto de [n], deno-
tamos por Sq a interseccao (;cq Xi- Para k € [n] escreve-se

Se= ) #Sa.

QC|[n]
#Q=k

Denotamos por Ni o conjunto dos elementos da unido U?:l X; que estdo ezacta-

mente em k dos conjuntos X;, Xa, ..., X, e denotamos por N>, o conjunto dos
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elementos que estdo em pelo menos k dos conjuntos X;, Xs, ..., X,. Observe-se

que Ny = N>r — N>g41. O principio da inclusdo/exclusiao pode formular-se da

seguinte forma:

NZI =851 -8 +83—-8S4+...= Z(—l)k—lsk.

A segunda igualdade da préxima proposicdo generaliza este principio:

Proposicao. Com a terminologia acima, tém-se as sequintes igualdades:
n
k-1
k—r - _1\k—r
N, = Z 1) ( )sk e Nov=3(-1) (r_l)sk,
k=r
para quaisquer numeros naturais r en com 1 < r < n.

Demonstragdo. Para demonstrar a primeira igualdade, vamos utilizar um argu-
mento analogo ao que foi utilizado na demonstragéo do principio da inclusio/ex-
clusdo: vamos ver que o somatério

n
Z(—l)k_r (k) Sk
k=r r
contribui um nimero apropriado de vezes para a contagem de cada elemento de
U=, Xi. Seja z um elemento arbitrario desta unido. Este elemento vai ser comum
a, digamos, t destes conjuntos. Se t < r, cada Sj no somatério acima é soma de
cardinalidades de intersec¢bes de mais do que t conjuntos e, por isso, contribui
nulamente para a contagem de z, como se quer. Se ¢t = r, apenas a parcela S,
contribui para a contagem de z, e apenas uma vez, como se quer. Finalmente, se
t > r, a primeira parcela do somatério contribui (:) vezes para a contagem de z,
a segunda parcela contribui —("F') (. {)) vezes para a contagem de z, a terceira

T r+1
r+2 t
£ )(T+2) vezes para a contagem de z, et cetera. Ao todo, o

2o () ()

vezes para a contagem de x. Ora, pela férmula da revisdo trinomial, esta soma

2 (6 =0z (20

k=r

parcela contribui (

somatorio contribui

fica

como se queria.

A segunda igualdade da proposigdo pode demonstrar-se por indugdo em 7 uti-
lizando a primeira igualdade. O caso base r = 1 é o principio da inclusio/exclusio.

Admitindo, por hipétese de indugdo, que a igualdade é vélida para N>, vem, su-

cessivamente:

Neria = Nor = Ne = -0 (7 s - (-1t (5)se

k=r

k=r




s (7)) - (s

k=r

onde, no tltimo passo, utilizdmos a lei de Pascal. O

A proposicio acima diz-nos como escrever os numeros N, e N>, a custa dos
ntmeros Si. O inverso também é verdadeiro, i.e., os nimeros S, podem escrever-

-se & custa dos nimeros Ny e N>.

Lema da Inversao. Tém-se as sequintes igualdades:

S, = i (I:)Nk e Sp= i (k_ 1)N>r7

k=r k=r

para quaisquer nimeros naturais T en com 1 <r < n.

Demonstracdo. Vamos demonstrar a primeira igualdade e deixamos a outra
como exercicio. Ora, pela primeira igualdade da proposi¢do anterior,
n n n .

k k ; i

Ny = 1)k ]S

> (5= () S (y)s
k=r k=r i=k
‘Este somatério de somatérios é, sucessivamente, igual a

S5 () (s-E R0 () ()

k=ra=k i=r k=r
onde efectudmos uma troca da ordem dos somatérios. Por sua vez, atendendo a
lei da revisao trinomial, ficamos com
L. i\ [i—r -r
—1)ik 8 = S; 1)

See()(2)s =2 ()szeo(20)

i=r k=r =y
Analisemos, agora, o somatdrio interior. Fazendo uma mudanca de variavel, obte-
mos .

: i—r = i—T = i—T
=4 i—T = -1 j+r—i = (=1 r—i -1 7

Brar(i7) - Ere () - Sn(3)
k=r j=0 Jj=0
e esta ttima expressdo nio é mais do que (—1)""¥(1 — 1)!=". Ora, isto d4 0, se

i>r,edd 1, sei=r. Assim, substituindo este resultado no somatério original,

> (s sen=(177) =

como se queria concluir. a

ficamos com

As sucessivas parcelas do principio da inclusio/exclusdo podem ver-se como su-
cessivas aproximagdes a N>;. A primeira aproximagao é S e esta, como veremos,
peca (em geral) por excesso. A segunda aproximacdo é S; — Sz, a qual peca
(em geral) por defeito. A terceira aproximagdo, S; — Sz + Ss, volta a pecar (em
geral) por excesso. E por ai adiante, alternadamente. Em geral, dada uma soma

N = Z:zo(—l)’“ak, onde 0s a’s sdo nimeros reais nao negativos, diz-se que esta

soma tem a propriedade das desigualdades alternadas se N < ap, N > ag — a1,




N <ag—ai+as, N> ag—a, +as — as, et cetera. Mais precisamente, se

t
(=1jtt? (N - Z(—l)kak> >0
k=0

para todo 0 <t <mn.
Terminamos esta sec¢do com o seguinte resultado:

Proposigao (Desigualdades de Bonferroni). Para quaisquer nimeros natu-

raisr en com 1 <r <n, as somas

- k = k-1
— § :__ k—r — § :__ k—r
N,- = k=r( 1) (’I") Sk e NZT' kzr( 1) (7‘ _ I)Sk
tém a propriedade das desigualdades alternadas.

Demonstra¢cao. Vamos demonstrar a proposicdo para a segunda soma e dei-

xamos a primeira para os exercicios. Pretende-se mostrar que, para t > r,

(-1 (kzi;(—nk—’ (5215 g(—l)k—r (:2) Sk) >0,

Ora, a expressao do membro esquerdo simplifica-se do seguinte modo

S SISV (R LRSI SR (i

k=t+1 k=t+1
= (0 Y (t2) b (LS
g ()

Trocando a ordem dos somatérios e, de seguida, aplicando a férmula da revisao

trinomial, obtemos

oYY EZ) (D)

j=t+1 k=t+1

3> () (G0

j=t+1 k=t+1
n ) J 5
— (_1\t+1 i-1 ) k(I T
S Y (N LN S SV
j=t+1 k=t+1
S (i = k(i
= 3 (1) 3 o (G,
j=t+1 k=t+1

Utilizando a lei de simetria e efectuando uma mudanca de variavel apropriada, o

somatério interior da ultima expressao é igual a

j=t=1 ,.
Z (7 - T) (—1)i-ittHL
=0 t

N - —_ " . . (j—r—1
o qual, pela férmula da adi¢do alternada do indice 1nfer10r,‘ da (;._;_1). Pela
). Assim, a ‘expressdo com que

j—r—1
t—r

férmula da simetria, isto é o mesmo que (




comegamos a trabalhar simplifica-se para

n . .
-1 —-r—1
2 (o)
j=t+1 T
que é, obviamente, uma soma nao negativa. O

Exercicios

1. Num grupo de 67 pessoas, 47 falam inglés, 35 falam francés e 23 falam ambas
as linguas. Quantas pessoas é que ndo falam, nem inglés, nem francés? Se, além
disso, 20 falam alemao, das quais 12 também falam inglés, 11 falam francés e 5
falam as trés liguas, quantas pessoas do grupo é que nao falam nenhuma destas

linguas?

2. Considere os niimeros naturais de 1 a 300.
(a) Quantos é que sdo divisiveis por 3?7 E por 3 e por 7, simultaneamente?
(b) E quantos é que néo sao divisiveis, nem por 3, nem por 77

3. (a) Quantas palavras se podem formar com dois U’s, um A, um E e um T?

(b) Em quantas dessas palavras nao ocorrem as sequéncias EU e TU?

4. Pretende-se arrumar numa estante quatro livros de Computagdo, seis livros
de Algebra e dois livros de Geometria. Quantas sdo as possiveis maneiras de os
arrumar, sabendo que:

(a) Os livros de um mesmo assunto devem ficar juntos.

(b) Os livros de Computagdo devem ficar juntos.

(c) Apenas os livros de Computagdo devem ficar juntos.

5. Quantas solugoes tem a equagao
Ty + T2 +x3 + x4 = 30

onde cada z; é um ndimero natural menor ou igual a 10. [Sugestdo. Se nao
houvesse a restri¢do de cada z; ser menor ou igual a 10, tratar-se-ia de um problema
discutido na secgdo anterior. A sugestdo é a seguinte: considere S; o conjunto
de solugoes da equagdo com z; > 10 (tais solugdes correspondem a solugoes da
equacdo (y1 + 11) + z2 + z3 + x4 = 30 nos nimeros naturais); considere também

Sa2, S3 € Sy e aplique convenientemente a férmula da inclusido/excluséo).]

6. Quantas maneiras ha de distribuir seis bolas idénticas por quatro caixas se a
primeira caixa sé puder conter uma bola, a segunda duas bolas, a terceira trés

bolas e a quarta quatro bolas?

7. Quantas sdo as sequéncias formadas por trés a’s, trés b’s e trés ¢’s em que nio

aparecem trés letras iguais consecutivas?
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Nao € muito dificil, mas
tem somatdrios de
somatorios. . .

Se quiser, tente sd depois
de estudar o prézimo

capitulo.

8. Uma pessoa tem sete amigos e durante uma semana convida para jantar um

conjunto diferente de trés amigos. De quantas maneiras se pode isto fazer de modo

a que todos os amigos vdo jantar pelo menos uma vez?
9. Mostre combinatorialmente que
" (n
1 e .
k=0
para qualquer nimero natural n.

*10. Complete as demonstragdes do lema da inversio e das desigualdades de Bon-
ferroni.




1.6. Enumerabilidade

O Hotel Maravilha, situado em Infinitépolis, tem um nimero infinito de quartos,
um por cada nimero natural. O Sr. Fulano chega, um dia ao fim da tarde, a
recepgao e pede um quarto. “Tenho muita pena, mas o hotel esta cheio,” responde
a recepcionista. “Porém, como nao é muito tarde e os héspedes ainda nao estao
a dormir, talvez se consiga arranjar uma solugdo. Aguarde um momento, por

favor!”

Passado alguns minutos, a recepcionista volta com um largo sorriso e diz:
“Conseguimos arranjar-lhe um quarto: o numero 0. Sabe, tivemos que mudar o
héspede do quarto 0 para o quarto 1, o héspede do quarto 1 para o quarto 2, e
assim sucessivamente. Felizmente, todos concordaram.” E 14 foi o Sr. Fulano,
todo satisfeito, para o quarto nimero 0. Meia hora depois, chega ofegante a
recepgdo o Sr. Sicrano e dispara: “Tenho um grupo de turistas 14 fora e ainda
nao consegui arranjar um hotel para pernoitar. A senhora é a minha dltima
esperanca.” A recepcionista lamenta-se que o hotel estd cheio mas, perante a
insisténcia e o desespero do Sr. Sicrano, acaba por perguntar-lhe: “E quantas
pessoas sdo?” “Olhe, é um daqueles grupos infinitos, que ficam muito baratos.
Uma pessoa por cada nimero natural,” diz embaragado. A recepcionista manifesta
o seu descontentamento, atira-lhe que é uma irresponsabilidade andar com um
grupo tao grande sem ter feito reservas atempadamente e, depois de acalmar, diz-
-lhe que talvez seja possivel arranjar quartos para o grupo mas que, para isso,
vai ter que incomodar os héspedes do hotel. “E nao sei se o devo fazer, pois ja
os incomodei uma vez esta noite. Deixe-me falar com o gerente.” Depois de um
telefonema rapido ao gerente, que autoriza que se faga uma tentativa de vagar os
quartos, a recepcionista diz ao Sr. Sicrano: “Olhe, o seu grupo fica nos quartos

impares. Conseguimos mudar todos os héspedes para os quartos pares!”

A historieta que acabei de contar pée a nu o enorme abismo entre o finito e o
infinito. Se X é um conjunto finito, entdo toda a fungdo injectiva de X para si
préprio é, necessariamente, uma bijec¢do (vide anexo a seguir a seccao “O que é
contar?”). Este principio falha redondamente no caso infinito. A funcdo f: N =+ N

definida por f(n) = 2n é injectiva e, no entanto, ndo é uma bijeccao.

Defini¢ao. Um conjunto néo vazio diz-se ENUMERAVEL se for possivel listd-lo por
meio de uma sequéncia infinita: zg,z;,Z2,23,Z4,... De um modo mais formal,
diz-se que um conjunto ndo vazio X é enumeravel se for imagem sobrejectiva do
conjunto dos niimeros naturais. Por conveniéncia, diz-se que o conjunto vazio () é

enumeravel.
Vejamos alguns exemplos importantes.

1. O conjunto dos nimeros inteiros é enumerdvel:

0,1,-1,2,-2,3,-3,4,—4,...




E a ordem do diciondrio.
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2. Todo o conjunto finito {a1,as, ... ,a,} é enumeravel, pois (caso ndo seja vazio)

podemos repetir um dos seus elementos um nimero infinito de vezes:
1,02, .. yQp,0py Qpy Ay, ...

(observe que na definicdo de enumerabilidade, nao se exige que a sequéncia infinita

nao tenha repetigoes)

3. A unido de dois conjuntos enumeraveis ainda é um conjunto enumerdvel. Com

efeito, se enumerarmos cada um dos conjunto por

To,T1,T2,... € Yo,Y1,Y2,---,

entdo a uniao pode enumerar-se por
T0,Y0,21,Y1,T2,Y2;- - -

4. Se X é um conjunto enumeravel e f: X — Y é uma aplicagido sobrejectiva,
entdo Y é um conjunto enumeravel. De facto, se o, x1, 3, ... for uma enumeragao
de X, entdo f(zo), f(z1), f(z2),... é uma enumeracdo de Y. Note que, como
consequéncia, se houver uma correspondéncia biunivoca entre dois conjuntos, entao

um é enumeravel sse o outro o for.

5. O conjunto de todas as sequéncias binarias finitas é enumeravel. Basta comecar
pela sequéncia de comprimento zero e, em seguida, enumerar sucessivamente as
sequéncias de comprimento um, comprimento dois, comprimento trés, et ceetera.
Dentro de cada comprimento, usamos a ordem lexicogrdfica, no pressuposto de que

0 vem antes de 1:
¢,0,1,00,01,10,11,000,001, 010,011, 100,101,110, 111,
0000,0001,0010,0011,0100,0101,0110,0111, 1000, 1001, . ..

Este exemplo é um caso particular de uma situa¢io mais geral. Dado um conjunto
A, finito e nédo vazio, denota-se por A* o conjunto de todas as sequéncias finitas de
elementos de A. Neste contexto, diz-se que A é um ALFABETO, os seus elementos
dizem-se as LETRAS (ou os “simbolos”) e os elementos de A* dizem-se as PALAVRAS
desse alfabeto. Por exemplo, se o alfabeto é {0,1}, entdo o conjunto {0,1}* das
suas palavras é o conjunto de todas as sequéncias bindrias finitas. O que queremos
observar é que o conjunto das palavras de um alfabeto (finito) é enumeravel. A
estratégia para obter a enumeracgido é a mesma do caso das sequéncias bindrias.
Comega-se pela palavra de comprimento zero e prossegue-se, sucessivamente, com
as palavras de comprimento um, comprimento dois, comprimento trés, et cetera.
Dentro de cada comprimento, usamos a ordem lexicogréafica baseada numa or-
denagdo prévia dos elementos de A. Por exemplo, se A = {a,b, c,d}, ficamos com

a enumeragao: !
€,a,b,c,d,aa,ab,ac,ad, ba, bb, be, bd, ca, cb, cc, cd, da, db, dc, dd,

aaa, aab, aac, aad, aba, abb, abe, abd, aca, ach, acc, acd, ada,




adb, adc, add, baa, bab, bac, bad, bba, bbb, bbe, bbd, bea, . . .

6. Se X é um conjunto enumeravel de conjuntos enumeraveis, entdo a sua uniao,
representada por |Jycy X, também é um conjunto enumerédvel. Com efeito, se
Xo,X1,X3,... é uma enumeracdo de X' e se, para cadan € N, zf}, 27, z%,... é
uma enumeragao de X,, podemos dispor todos os elementos de |Jy ¢ X segundo

a seguinte tabela infinita:

Esta disposigdo dos elementos de |Jycy X sugere uma forma de os enumerar.
Comegamos pelo canto superior esquerdo e varremos sucessivamente as diagonais
de direccdo nordeste-sudoeste, no sentido de cima para baixo. Fica assim:

¥

o,0,1_ 0 _.21_.2_0,1_2_3_0,1 2 23 -4 0 .1
-To,-'l?l,.'EO,1172,$1,$0,2}3,.’II2,.’E1,1}0,Z4,.’II3,12,.'131,1?0,.’115,.’134, §E8

7. Se X e Y sdo conjuntos enumerdveis, entdo o produto cartesiano X x Y ¢é
enumeravel. Com efeito, se xg, 1, Z2,... ¢ uma enumeracao de X, entdao X xY éa
unido de todos os seguintes conjuntos enumeraveis: {zo}xY, {z;} xY {z2}xY,...

O resultado acima permite-nos, agora, concluir o desejado.
Conspicuamente, o conjunto N x N é enumeravel.

8. Se X é um conjunto enumerdvel e Y C X, entdo Y também é enumerdvel.
Apenas interessa argumentar o caso Y # (). Nestas circunstancias, fixando um
elemento ¢ € Y, obtém-se a seguinte enumeracio de Y:

Tn, Sex, €Y,

e, sezx, ¢Y.

Yn =

Defini¢cao. Um conjunto X diz-se NUMERAVEL se tiver a mesma cardinalidade
que N (i.e., se existir uma bijec¢do entre X e N). Também se diz que X tem

cardinalidade Rg.
Lema. Todo o subconjunto infinito de N tem cardinalidade R.

Demonstragao. Seja X um subconjunto infinito de N. A bijeccio s: N — X
que vamos considerar, vai enumerar, por ordem crescente, os elementos de X.
Informalmente, s(n) é o (n + 1)-ésimo elemento de X (aparece o ordinal n + 1
porque se comeca a contar a partir do zero). Formalmente, estamos perante uma
definigdo por RECORRENCIA: s(0) é o menor elemento de X e

s(n + 1) = o menor elemento z € X tal que s(n) <

para todo o nimero natural n. O

Pronuncia-se “alefe zero”.
RN € a primeira letra
maiuscula do alfabeto

hebraico.




Proposigao. Um conjunto infinito é numerdvel se, e somente se, € enumerdvel.

Demonstracgdo. Se X é numeravel, sendo f: N — X uma bijec¢ao de N para X,
f(0), f(1), f(2),... é uma enumeragao de X.

Reciprocamente, suponhamos que Zo, Z1,Z2,... ¢ uma enumeragao de X. Se esta
enumeracio nio tem repetigdes, entdo a fungdo f: N — X definida por f(n) =
z, é uma bijeccdo. O problema surge quando a enumeragao To,Z1,T2,... tem
repeticoes (neste caso, a fungdo f definida ha pouco ndo € injectiva). A solugao
estd em considerar o conjunto dos indices para os quais os elementos de X aparecem

pela primeira vez: I = {i € N: para todo j < i, z; # =;}.

Decorre da definicdo de I que a funcdo ¢: I — X, definida por ¢(i) = z;, é
uma bijec¢do. Como I é um conjunto infinito, o lema anterior garante que existe
uma bijec¢do ¢: N — I. Visto que I e X tém a mesma cardinalidade e que
N e I também tém a mesma cardinalidade, conclui-se que X e N tém a mesma

cardinalidade (a fungdo composta ¢ o 1) é uma bijec¢do de N para X). a

Dado este estudo preliminar de conjuntos infinitos, uma questdo intrigante que
se coloca é saber se todo o conjunto infinito tem cardinalidade Ry (ou, equivalen-
temente, se é enumeravel). H4 pouco mais de cem anos, o matemético alemao

George Cantor (1845-1918) respondeu negativamente a esta questéo.

Lema da Diagonalizagao. Dada uma qualquer “matriz” quadrada infinita de

zeros e uns cujas entradas a;; estao indezadas por pares de mimeros naturais

Qpo Qo1 Qo2 Qo3
Qg 11 12 Qa3
Qoo Q21 Q22 (23

Q3o (31 Q32 (33

existe necessariamente uma sequéncia bindria infinita do, dy, d2, ds, ... que difere

de toda a linha (e de toda a coluna) da matriz dada.

Demonstracdo. Paraobter uma tal sequéncia, considere-se a diagonal da matriz,
i.e., considere-se a sequéncia bindria infinita ago, @11, @22, @33, . . ., e defina-se d,, =
1 — ann. Observe que a sequéncia dos d’s é diferente de cada uma das linhas
da matriz: uma dada linha ang, @n1, @n2, an3, ... difere de do,d;,ds,ds, ... pelo
menos no lugar n + 1, visto que d, toma o valor 1 se, e somente se, ,, toma o
valor 0. : O

Teorema de Cantor. O conjunto de todas as sequéncias bindrias infinitas nao

é enumerdvel.

Demonstracao. A demonstragio deste resultado é um exemplo paradigmatico

do método de REDUGAO AO ABSURDO. Suponhamos, com vista a um absurdo, que

$9,s!,s%,... é uma enumeracio de todas as sequéncias bindrias infinitas. Cada




entrada s* desta enumeragdo é uma sequéncia bindria infinita, i.e.,
i i ogi i i
s" = 50,87, 55,85, ...
onde cada s;'- ¢ 0 ou 1. Entao, pelo lema anterior, existe uma sequéncia bindria

infinita que difere de toda a linha da “matriz” quadrada infinita de zeros e uns

0 0 0 0

So S1 S22 83
1 1 o1 o1
So S1 S22 S3
s5 st 83 s3

so s 83 s

Dito de outro modo, existe uma sequéncia binéria infinita que ndo ocorre na lista

0 ol 2 0

s°,8,8%,..., 0 que (obviamente!) contradiz a suposi¢do de que s°, s!,s?,... enu-

mera todas as sequéncias bindrias infinitas. O

E surpreendente! Nem todos os infinitos sio semelhantes. Num certo sentido, o
conjunto de todas as sequéncias bindrias infinitas tem uma cardinalidade maior
»que o conjunto dos niimeros naturais. Esta cardinalidade denota-se por ¢ ou por
2o,

Vamos terminar esta secgdo (e este capitulo) com dois exemplos muito importantes

em matematica.

7

Exemplo. O conjunto Q dos NUMEROS RACIONAIS é o conjunto de todas as
fracgdes da forma +7-, onde n e m sdo nimeros naturais, o segundo dos quais
é diferente de zero. O conjunto de todos os nimeros racionais é numerdvel. E
bastante simples ver porqué. O conjunto de todos os pares ordenados da forma
(n,m), com n e m inteiros positivos é enumerdvel, pois é o produto cartesiano do
conjunto {1,2,3,...} por ele préprio. Ora, uma tal enumeracio d4 imediatamente
origem a uma enumerac¢ao dos niimeros racionais positivos: basta substituir cada
par (n,m) pela fraccdo . Quem enumera os racionais positivos, também enumera,
os negativos (ponha-se um sinal de menos atrds de cada niimero). Logo, a unido,
que é constituida por todos os racionais diferentes de zero, também é enumeravel.

Juntando o zero, ainda fica enumeravel! //

Deve contrastar-se a possibilidade de enumerar o conjunto Q de todos os niimeros
racionais com a impossibilidade de enumerar o conjunto R de todos os nimeros

reais.
Corolério. O conjunto de todos os nimeros reais nio é enumerdvel.

Demonstragdo. Admitamos, com vista a uma contradic¢do, que o é. Entdo,
o conjunto X de todos os nimeros reais z, com 0 < z < 1, em cuja expansio
decimal apenas ocorrem os digitos 0 e 1 é enumeravel (porque, por suposicio, é

um subconjunto de um conjunto enumerével). Por outras palavras, o conjunto X

c de continuo.
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dos nimeros reais que se podem escrever na forma
o0
> i
10%
k=1 0

onde cada 0, ou é 0, ou é 1, é enumerdvel. Como este conjunto X estd em

correspondéncia biunivoca com o conjunto de todas as sequéncias bindrias infinitas,
concluimos que este dltimo conjunto é enumerdavel. Mas isto contradiz o TEOREMA
DE CANTOR! a

Exercicios

1. Seja Seqs 0 conjunto de todas as sequéncias bindrias infinitas. Mostre que
Segs € o conjunto P(N) das partes de N tém a mesma cardinalidade. Conclua
que P(N) nao tem cardinalidade No.

2. Seja A = {ap,a1,as,as, ...} um conjunto infinito enumeravel.

(a) Mostre que o conjunto de todas as sequéncias finitas de elementos de A é

enumeravel.
(b) Sera que o conjunto de todos os subconjuntos finitos de A é enumeravel?

(c) Sera que o conjunto de todos os subconjuntos de A é enumerdvel?

3. Sendo X = {zo,z1,22...} e Y = {yo,¥1,¥2 ...}, pode apresentar-se a seguinte

enumeracgao de X x Y:

(o,y0) (o,11) (z1,%) (%o, y2) (x1,41) (Z2,%) (To,y3)

I | | | | | |
0 1 g 3 4 5 6

Obtenha uma férmula em ¢ e j que permita obter a posicdo do par (z;,y;) nesta

lista (comece a partir da posigao 0).




2. Somas




Na primeira sec¢ao deste capitulo discute-se a notagio ¥ para os somatdrios.

Descrevem-se as principais variantes notacionais desta notacio e explicam-se o0s
seus significados. A seccao tem o objectivo primordial de tornar claros certos

modos de escrever e certas terminologias.

A secgdo “Vinte e trés somas” percorre detalhadamente vinte e seis exemplos
de somatdrios com o intuito de introduzir certas leis (e.g., mudanga de varidvel,
decomposigdo, telescopica), trabalhar com certos métodos (e.g., perturbagdo, troca

da ordem dos somatdrios, anti-diferengas) e exercitar certas rotinas.

OBJECTIVOS:

1. Familiarizar o aluno com as vérias formas notacionais para exprimir so-
matorios.
2. Adquirir proficiéncia com as principais leis e métodos usados para calcular

somatorios.

Alguns ezemplos calculam

a mesma soma.
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2.1. A notacgao X

“— Oqueéumeumeumeumeumeumeumeumeum e
um?

— Naio set — respondeu Alice. — Perdi a conta.

— Ela nao sabe somar.”

Lewis Carroll in ‘Alice no Pais das Maravilhas’.
Nao serd grande o exagero, se afirmarmos que em quase todas as paginas de qual-
quer livro de Matemadtica se pode encontrar pelo menos uma soma. E também
nao é exagero afirmar que toda a gente sabe somar (entenda-se: obter o resultado
de uma soma), desde que essa soma tenha um niimero reduzido de parcelas. Uma
outra exigéncia (que talvez tenha passado despercebida) é a de que a soma seja
indicada numa linguagem perceptivel (talvez Alice nao tivesse perdido a conta se
lhe dissessem que se pretendiam somar dez parcelas iguais a um!). E esta a razio
fundamental para dedicarmos uma secgdo inteirinha a estabelecer uma notacao
(i.e., uma maneira de escrever) que seja clara e entendivel por todos. Nao pre-
tendemos, de modo algum, esgotar aqui todas as variantes notacionais usadas em
"Matemética para representar uma dada soma, nem tao-pouco indicar qual a me-
lhor forma de o fazer. A experiéncia, o uso sistemético da linguagem matemadtica
e também o gosto pessoal do leitor, vao concerteza permitir-lhe interpretar novas
representagoes e decidir, de entre todas as que conhece e as que possa “inven-
tar”, qual a que, em determinada situagdo, melhor lhe serve para atingir os seus

objectivos.

Comecemos por considerar a soma dos primeiros n nimeros naturais. Acredito
que o leitor tenha, mentalmente, escrito 1 + 2 + -+ + n. Muito bem! Nada
mais simples! A primeira vista parece ndo haver ambiguidade no uso de “ --”,
nem tao-pouco devem surgir dividas quanto ao seu significado. E um pouco de
adivinhacdo permite a qualquer um entender que a expressdo 5+ 10+ ---+5-31
representa a soma de todos os miltiplos de 5 que estdo compreendidos entre 5 e
155 = 5-31. Alguma hesitacao deve, no entanto, surgir se depararmos com a soma
1+2+---42" oucomasoma2+3+---+ 5569. No primeiro caso, podemos
supor que se trata da soma dos primeiros 2" numeros naturais (o que estd de
acordo com 0 nosso primeiro exemplo), assim como também nao é errado entender
que se trata da soma das primeiras n + 1 poténcias de 2 (comegando em 2° = 1).
H4, certamente, uma ambiguidade fruto de uma sub-determinacio notacional. O
segundo caso ainda é menos claro: podemos ter novamente a soma dos primeiros
5569 naturais, com excepgdo de 1, bem como a soma de todos os niimeros primos
menores ou iguais a 5569 — de facto, um exercicio facil, mas um pouco demorado,

permite verificar que 5569 é um ndmero primo!

»

Nesta altura, o leitor pode contrapor que o uso de “ --” obedece a alguma con-

vengao que evita os mal-entendidos a que me tenho referido. E eu estou completa-
mente de acordo! Basta fixar uma regra que nos permita completar sem hesitacdo

”»

0 espago que numa soma é ocupado por “ --”. Por conveniéncia de exposicéo,

— Mas, se assim fosse,

teriamos escrito
20421 4.4 2m,

— O que nao deiza de ser

1+2+-- 427!
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Hd somas cujas parcelas

nao sao numeros reais!

Note que seria menos
agressivo por ag = 29,
ai=2% ...,

Apn-1 = gn—1,

“O simbolo 3°I=%°
significa que devemos
atribuir ao nimero
natural i todos os seus
valores 1,2,3,..., e
considerar a soma de
todas as parcelas.”

J. Fourier in
‘Refroidissement séculaire

du globe terrestre’.
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muitas vezes essa regra nao aparece totalmente explicitada, antes devendo ser

descoberta pelo leitor usando do seu bom-senso.

Em geral, o nosso interesse incide primordialmente sobre somas do tipo
a1 +ax+ - +ap,

onde ap,ay, ... ,a, sdo niumeros reais definidos de algum modo. Estes nimeros
sao as PARCELAS DA SOMA e, sempre que isso seja necessdrio, dizemos que, para
1 <i < n, a; é ai-ESIMA PARCELA DA SOMA. Por exemplo, no caso da soma
20421 +... 42771 as parcelas sio a; = 2°, a3 = 2!, ... , a,, = 2""!, entendendo-

-se em geral que a; = 27! para1 < i <n,.

Uma notagdo informal, clara e sem ambiguidade, pode ter algumas vantagens,
como seja a de permitir “visualizar” a soma em toda a sua extensdo, mesmo que
para isso seja necessaria alguma imaginagdo. No entanto, algumas dificuldades
podem permanecer em certas somas, sendo necessario acrescentar mais alguma
informacdo aquela que é dada pelas primeiras parcelas. Por exemplo, a soma
243+ ---+ 5569 torna-se menos ambigua quando escrevemos 2+ 3+ 5+ - - -+ 5569
ou2+3+5+7+11+---+5569. No entanto, o leitor concorda que uma escrita
como esta se pode tornar macadora e, em muitos casos, inepta para representar
a soma pretendida. Como representar, por exemplo, uma soma com n parcelas
ai,as,...,a, em que i-ésima parcela é

(nzl) (n22) e (nriz) 2
Q)+ G+ + (L)

Certamente que o leitor vai suspirar!

a; =

Felizmente, alguém teve a ideia de usar uma notagdo bastante feliz que imedia-
tamente invadiu a linguagem matematica. Essa ideia notdvel deveu-se a Joseph
Fourier, um matematico francés do século XIX, que em 1820 usou a letra grega
¥ (sigma maidsculo) para indicar que pretendia efectuar uma determinada soma.

Esta “nova” notagdo permite-nos escrever
n
n
E a; ou il a;
i=1

para representar a soma a; + ap + - - - + a,, dos nimeros reais aj, as,... ,a,, tendo
a vantagem Obvia de indicar claramente qual a parcela que corresponde a cada
nimero natural ¢, 1 < ¢ < n. Para sermos mais precisos, quando usamos esta
notagao (a que chamamos NOTAGAO-SIGMA, ou simplesmente NOTAGAO-X) quere-
mos com isso dizer que incluimos na soma exactamente todas as parcelas a; em que
o indice i (a VARIAVEL DE INDEXAGAO DO SOMATORIO) é qualquer nimero natural
compreendido entre o LIMITE INFERIOR 1 e 0 LIMITE SUPERIOR n (inclusive). Por
outras palavras, somamos sobre i, de 1 a n, ou, como é usual dizer-se, efectuamos
0 somatdrio de a; de i =1 a i = n. Para posterior referéncia, dizemos também
que um somatdrio com este aspecto (ou uma soma que seja representada por este
somatério) estd em FORMA DELIMITADA, uma vez que o indice i estd delimitado




pelos niimeros 1 e n. Por exemplo, a soma das n primeiras poténcias de 2 é
n
2042t . pont =) "2
i=1

O limite superior (assim como o limite inferior) da soma pode ser qualquer ex-
pressdo numérica que nao inclua a varidvel de indexagdo do somatério. Assim, a

soma dos 2" primeiros nimeros é
2'\
142+ +2"=) i
i=1
Aqui, a variavel de indexagédo é 7 e o limite superior do somatdrio é 2™,

A variavel de indexacdo de um somatdério é uma varidvel muda ou ligada. O valor do
somatério ndo depende desta varidvel! Nesta conformidade, a expressao Z?zl a;
tem o mesmo significado e o mesmo valor que Y ,_, a; (estamos simplesmente
a atribuir um “nome” diferente ao indice do somatério!) — como exemplo, a

expressao

i (nzl) (n22) o (nﬁ@)
i=1 (;) + (;) +oeet (z’—ll)
tem o mesmo significado e o mesmo valor que

- (nzl) (n22)(n1—lk)
L0 0

k=1 + k-1

E fundamental que se saiba lidar correctamente com as varidveis mudas e com as

outras variaveis (as variaveis livres). No somatério
k

Z(n +1i)?

i=1

somente i é varidvel muda. As varidveis k e n sdo livres: isto significa que a

expressdo acima depende, ou é fungao, das varidveis k e n:
k

fln, k) =) (n+1i)

i=1

Como veremos mais tarde, podemos mesmo calcular esta soma e obter

{1 = % [(n+ B2 (n + k+ 1) —n(n +1)7].

A que é igual f(n,n)? Ou, reformulando a pergunta: a que é igual

n

Z(n +i)%?

i=1

Aplicando a férmula acima e fazendo alguns cdlculos, chegamos a conclusao que

Pl 1) =t ((2n +1)? - i(n + 1)2> ‘

A que é igual f(i,7)? Fara sentido fazer esta pergunta? Claro que faz e a resposta
é Gbvia: '

f(i,i) =12 ((2i +1)% - %(i + 1)2) :

Um légico diria

“OCORRENCIAS de

varidveis mudas”. Jd vai

ver porqué.
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Isto nao € para
memorizar. E para
perceber e tornar-se

seqgunda natureza.
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O que pode causar alguma confusdo e atrapalhagdo é o modo de escrever f(i,17)

na notagao-X. Seria uma grande imbecilidade dizer que
i
Fl,i) = (i+14)
i=1
Esta expressao nao faz sentido nenhum, pois o limite superior do somatério inclui
(neste caso, ¢é) a varidvel de indexagdo do somatério. Mas, nem tao pouco é verdade

que
k

Haxi=3 @9

i=1
Neste caso, a expressdo até faz sentido mas da o valor errado. O que se passa é
que, quando se substitui no somatorio Zf=1(n +i)? a varidvel n pela variavel i,
esta fica muda, pois é a varidvel de indexagdo do somatério. Como escrever, entio,
f(i, k) na notacdo-X? O que hd a fazer é mudar a varidvel de indexagdo para uma
nova e, s6 depois, substituir o n pelo 7. Assim:

k

fG, k) =Y (i +34)%
Jj=1

De igual modo,

fG,i) = i +4)>
7j=1

Em suma, quando se lida com somatérios ha trés requisitos logicos com que nos

temos de conformar:

Primeiro Requisito Légico. A wvaridvel de indezag¢io do somatério ndo pode
ocorrer, nem na expressao do limite superior, nem na expressao do limite inferior

do somatorio.

Segundo Requisito Légico. A varidvel de indezagdo do somatdrio pode ser mu-
dada para uma outra qualquer, desde que essa outra seja uma varidvel que ndo

ocorra no somatorio.

Terceiro Requisito Légico. Nao se pode substituir uma varidvel livre por uma

expressao onde ocorra uma varidvel que, apds a substituicdo, figue muda.

Estes trés requisitos 16gicos nao impedem que se considerem expressoes do tipo

k
iy (n+i).
i=1
De facto, esta expressdo é perfeitamente legitima e o seu valor é
1
Zz[(n +k)2(n+k+1)? —n(n+1)%).

Nao obstante, é uma expressao que deve ser evitada, pois a mesma varidvel ¢ ocorre
em diferentes lugares desempenhando diferentes papéis: num lugar, como varidvel
livre; nos outros, como variavel de indexacio ou muda. Sugiro fortemente que,

para nao incorrer em certas confusces, se evitem estas expressoes e que se escreva




antes

1

J

k
(n+34)%
=1

Os somatdrios ja apareceram diversas vezes no primeiro capitulo. Por exemplo, no
binémio de Newton: (z +y)" = Y i, (})z'y™*. No entanto, esta notagdo é por
vezes desajeitada. Pensemos, por exemplo, na soma 2+3+5+7+11+- - -4+5569 que
encontramos alguns paragrafos atras. O uso de um somatério em forma delimitada
exige que escrevamos qualquer coisa como

7(5569)
Z pi
i=1
onde p; denota o i-ésimo primo e 7(5569) é o nimero de primos compreendidos
entre 1 e 5569. Mais simples (e por isso mais agradavel de ler) é escrever

i im

1<p<5569
p é primo

entendendo-se que se pretende somar sobre todos os nimeros primos, de 1 a
]

5569. Nesta NOTAGAO-SIGMA GENERALIZADA é permitido o uso de uma ou mais
condigoes sob o simbolo ¥ para especificar o conjunto de indices sobre o qual a

soma deve ser considerada. E claro que uma soma delimitada .-, a; toma o

aspecto
> @
1<i<n
quando usamos a notacao-X generalizada. “Qual é a vantagem?” — pergunta

o leitor. Neste exemplo particular, nenhuma! No entanto, deve concordar que a
soma dos nimeros primos indicada acima tem um aspecto mais airoso ... Outro

exemplo: as expressoes

49
dY@i+1)? e Y i
i=1 1<i<100

i é impar
representam ambas a soma dos quadrados de todos os nimeros impares compreen-

didos entre 1 e 100 — qual é a menos obscura?

O leitor mais paciente pode contar quantas vezes o simbolo ¥ aparece nestas notas.
E concerteza um exercicio muito demorado! Em muitos livros de Matematica ele
aparece milhares de vezes. Assim, é conveniente sabermos o que ele significa
ezactamente. Formalmente, escrevemos

Z a; ou ZP(i) a;

P(i)
para representar a soma de todos os nimeros reais a;, em que 7 é um numero
natural que satisfaz a propriedade P(i). De momento, porque esse é 0 nosso ob-
jectivo primordial, vamos admitir que existe apenas um nimero finito de niimeros
naturais ¢ satisfazendo a propriedade P(i) e tais que a; # 0. Uma subtileza: e

se nao existem indices ¢ para os quais P(i) é verdadeira? Nesse caso, temos a

A propdsito: serd verdade
que (z +y)" =
Yoo (7)z%y" 27

Compreende?

Ou, NOTAGAO-Z
GENERALIZADA.

Isso nao € nada. Pense sé
em quantas vezes aparece

em ‘A Iliada’.

que desconfiar!
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Parece batota!
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SOMA VAZIA e convencionamos que o seu valor é zero. Dito de outro modo, uma
soma sem parcelas é zero. Outra subtileza: repare na exigéncia de que o indice de
variacdo do somatdrio seja um nimero natural. Isso impede certas confusoes:

7
2 TR

0<i<10

representa a soma % + % otz wi s o % e nao uma soma sobre todos os niimeros reais
compreendidos entre 0 e 10 (exclusive) — uma soma com um nimero infinito de

parcelas, da qual desconhecemos o sentido ...

Uma pequena variante desta notac¢io permite-nos escrever

n
n
E a; ou §:i=1,P(n a;
=1
P(i)
para representar a soma de todos os nimeros reais a; em que 7 ¢ um nimero

natural que estd compreendido entre 1 e n e que satisfaz a propriedade P (i) —

> b

1<p<5569
p é primo

por exemplo, em vez de

podemos escrever
5569

> P
p=1
p é primo
Esta notacao “hibrida” pouco difere da notagio-¥ generalizada e, de certo modo,
é um pouco menos elegante. Ela pode, talvez, contentar o leitor que seja um fa
incondicional dos somatérios “com limite inferior e limite superior”. Mais a mais, a
notacao de Iverson permite-nos libertar o simbolo ¥ do propriedade P(i) imposta

a variavel de indexagdo do somatério. Em geral, podemos escrever
D allP@)| ou ¥,aillPG)|
i

para representar a soma de todos os nimeros reais a; em que i é um nimero
natural que satisfaz a propriedade P(i) — recorde que ||P()|| é 0, se P(i) é falsa,
e 1, se P(i) é verdadeira. Tratando-se de somatérios com um nimero finito de

parcelas, é sempre possivel delimitar o indice i e escrever

n

S allP@ll on Ti,alPO)

i=0
para representar a soma anterior. Contudo, devemos alertar que nem tudo se
ganha com esta simplificacdo: as parcelas podem ficar com um aspecto extrema-
mente longo e confuso — o que pode inclusivamente exigir a utiliza¢ao de muitos
parénteses. Por exemplo, suponhamos que pretendemos representar a soma de
todos os niimeros naturais compreendidos entre 1 e n (para algum nimero natural

n > 1) e que ndo sdo, nem multiplos de 3, nem miltiplos de 5, nem muiltiplos de




7. A notagdo-¥ generalizada permite-nos representar esta soma por

> b
1<i<n
3ti,543,7ti
enquanto, usando a notacgao de Iverson, esta soma é representada por
n

D ill3tie5tie74ill,

i=1
ou por

n

Y ill3tall- s till - 17 4ill.

i=1

Qual é a escrita mais simples?

——

Certas somas sdo tdo importantes que tém uma notagdo propria. Definimos o
n-ESIMO NUMERO HARMONICO H,, como sendo
=1 11 1
Hn=;;:1+§+§+"'+ﬁ.
Por exemplo: Hy =1, Hy = 3, H; = 1L e H; = 2. Seguindo a nossa convengao
'de que a soma vazia é zero, temos Hy = 0. Para os leitores que estudaram alguma
andlise infinitesimal, a sucessao H;, Hy, H3,... nao é mais do que a sucessao das

somas parciais da série harmdnica. O n-ésimo nimero harménico também pode

1
>3

i€[n

ser representado pelo somatdrio

entendendo-se aqui que, para cada elemento ¢ do conjunto [n] = {1,...,n}, a
soma contém exactamente uma parcela que é igual a -} A primeira vista, uma
notacio deste tipo pode parecer apenas uma variante sem importancia. Todavia,

suponhamos que, em determinado passo de um longo argumento (matemaético!),
1

P b
em que p é qualquer nimero primo que esta compreendido entre 1 e n e que é soma

deparamos com a necessidade de representar a soma de todos os nimeros reais

de dois quadrados — i.e., tal que p = a® + b* para alguns niimeros naturais a e b
(ndo necessariamente nimeros primos!). Uma dificuldade levanta-se de imediato:
encontrar a condi¢do P(7) necessdria para usar a notagdo-X generalizada (ou a
notacdo-X tradicional, se quisermos usar também a notagdo de Iverson). Depois
de um pouco de reflexdo podemos eventualmente chegar a qualquer coisa como
1
>
1<i<n
i é primo
\ Ja,beN(i=a’+b?)

ou como
n

1
Z < ||i é primol| - ||3a,b € N(i = a® + b%)||.

1=1

Entre as duas alternativas, venha o Diabo e escolha a melhor! Mais simples é, com

yi

iel

toda a certeza, escrever

O simbolo | significa
“divide”, enquanto o
simbolo t significa “ndo
divide”. Assim, “3{i”
quer dizer “3 nao divide
i” (ou, o que é a mesma
coisa, ‘i ndo é miltiplo de
37

Verifique!

A série harmdnica €
divergente (resultado de

Andlise Matemadtica).

Por ezemplo, 41 é um
nimero primo e
41 = 42 + 52,
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Como a ordem das

parcelas nao interessa,
nao € necessdrio

ordend-las.

e dizer separadamente que
I ={i€[n]:iéprimo e existem a,b € N tais que i = a® + b*}
— I é precisamente o dominio de variagido da varidvel de indexagao.

Em geral, dado um conjunto finito I, escrevemos

Z a; ou Y ..ra

iel
para representar a soma de todos os nimeros reais a; em que i é um elemento
arbitrario do conjunto I. Aqui ndo existe qualquer restrigao sobre o conjunto finito
I — que pode ser um subconjunto de N ou mesmo (embora isso seja improvéavel)
um conjunto de batatas. Como exemplo, nesta notagao, é licito escrever

> #S
SEP(X)

onde X é um dado conjunto finito. Se quisermos contentar os fias da notagao-X
tradicional, ndo é possivel representar a soma acima sem recorrer a alguma enu-
meracgao dos elementos do conjunto I de forma a podermos identificar o primeiro
elemento, o segundo elemento, ... e assim por diante. Escondida estd também
uma certa possibilidade de usar qualquer ordenacgdo dos elementos de I. Sem nos
querermos deter demasiado sobre este ponto mais obscuro, remetemos o leitor para

a seccao seguinte.

Um caso muito especial e relativamente importante ocorre quando o conjunto de
indices, que aqui vamos representar por K, é o produto cartesiano de dois conjuntos
finitos, I e J. Suponhamos ainda que, para cada elemento k do conjunto K, é
dado um ndmero real a;. Podemos entdo considerar a soma Y rek Qk- Ora, como
K =1IxJ, cada elemento k de K é um par ordenado (7, j) em que ¢ é um elemento
de I e j é um elemento de J. Além disso, nada nos impede de representar aj por a;;

— ndo existe muita diferenca, pois ndo? Assim, escrever ), . ax é exactamente

E Qjj.

(ig)€IxJ

o mesmo do que escrever

E seria bom que nesta soma pudéssemos separar os indices ¢ dos indices j ... Nao
vou revelar aqui como é que isso se faz — o leitor é de novo remetido para a sec¢do

seguinte, o que ndo o impede de tentar adivinhar alguma coisa!

Tal como no caso de somatérios em forma delimitada, na notagdo-X para somas
indexadas por qualquer conjunto finito, o simbolo ¥ pode ser acompanhado por
alguma propriedade P(i) acerca da varidvel de indexagdo i. A formalizagio deste

palavreado é deixada ao cuidado do leitor mais perfeccionista. Fica apenas a

observacgao de que sdo permitidas representagdes do tipo

D O#S ou Y #S

SCX SCx
S#0



onde X é um dado conjunto finito, ou ainda

1 1
> N X TS
. 1+ . 1+
(4,3)€[n] x[m] (4,5)€[n]x[m]
i<j i+ j é par
onde n e m sdo numeros naturais. Em qualquer dos casos, o leitor nao terd decerto

dificuldades em reconhecer a soma que se pretende representar.

De questGes notacionais estamos praticamente conversados. Quero simplesmente
fazer ainda uma ou duas observagdes. Em primeiro lugar, na notac¢io-X tradicional

sao indicados os limites inferior e superior do somatério. E o caso dos somatdrios

n n—1 2n—1
§ 2+ § 28 e § R
i=1 1=0 i=n

Qualquer uma destas maneiras de escrever representa a mesma soma: 2° + 2! 4
... 42"~ Mais estranho pode parecer se Irepresentarmos esta soma por
0
> 27
i=1l—-n
*Indices negativos!? Para qué? Bom, por vezes podem ser convenientes. Por

exemplo, o somatorio
2n

Z 21’—11.y

=0
que representa a soma 2% + 2,.—1_1- +---+ % +142+---42""1 42" fica mais claro

se delimitarmos o indice ¢ a todos os nimeros inteiros compreendidos entre —n e

n:
n
> 2
i=—n
— no fundo, este somatério ndo é mais do que ), , 2 onde I é o conjunto (de
indices) I = {-n,...,—1,0,1,...,n}. Fica, no entanto, a chamada de atengao

para o facto de qualquer somatério poder ser transformado num “somatorio entre 1
en”, mesmo que para isso seja necessario usar alguma enumeracio do conjunto de
indices. Este facto, que parece inconveniente na prética, pode revelar-se bastante

conveniente em algumas justificagoes tedricas.

Vamos acabar esta sec¢do com mais uma ressalva que, embora pareca desnecessa-

ria, ndo deixa de ser importante. Muitas vezes, somos tentados a escrever

n—1
i(i—1)(n — i)
=2
em vez de
i(i —1)(n —1),
i=1

uma vez que as parcelas correspondentes a 1 e a n sdo nulas. No entanto, devemos
por vezes resistir as tentagoes: a eficiéncia de cdlculo ndo é o mesmo que eficiéncia
de compreensao! Mais tarde, para efeitos de manipula¢do, veremos que existem

vantagens em manter os limites inferior e superior do somatério tao simples quanto
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possivel. Moral da histéria: parcelas nulas sdo inofensivas e podem, até, ajudar-nos

Uma dltima questao: Qual nos calculos.
| € a diferenca entre soma e

somatdrio?
Exercicios

1. Explicite as parcelas de cada um dos seguintes somatdrios e calcule o valor

final.

10 5 1

@ Y- O Y H © > &
i=1 i=—5 0<i<5

3 3

@ > i @ Y i 6 DD G+
i€Z 0<i<10 i=1 j=0
<10 i é par

3' 1 3
® Y. (+3)% (b > G +5)% () D #S)FH,

i=1 j=0 i=1 j=i SC[3]

.

G) Do #ES\ {1} (¥ #(S\{a}; ) D D #GS\T).
51%[;.] SC[3] a€S SC[2] TCS

2. Explique porque é que a seguinte expressao é ambigua:
E i.
1<i2<10

3. Expresse a soma

n
Z : :1+l+...+
u+l 3 2n+1

em termos de nimeros harménicos.




-

2.2. Vinte e trés somas

O leitor nao tem certamente grandes dificuldades em obter o resultado de uma
soma com um nuimero reduzido de parcelas, ou mesmo com um nimero “grande”,
mas bem determinado, de parcelas. No entanto, o0 mesmo nao se pode dizer se a
soma considerada possuir um nimero indefinido de parcelas, uma vez que nao é,
em principio, possivel efectuar a soma parcela a parcela. Por exemplo, para obter
o resultado da soma ) ; (’:) (que, como sabemos pela férmula do binémio de
Newton, é 2™) foi necessario usar métodos que pouco ou nada tém a ver com o
simples acto de somar — se o leitor bem se lembra, foram usados alguns truques
de contagem, embora também se pudesse ter usado o principio de indugao. La
iremos ... Sem querer colocar o carro a frente dos bois, serve este pardgrafo para
convencer os mais cépticos que é mister descrever alguns truques que nos podem
ajudar a calcular somas. A chave fundamental para que sejamos bem sucedidos é a
habilidade em transformar um somatorio noutro que, ou seja mais simples, ou cuja
soma ja seja conhecida. E, em muitos casos, isso é possivel usando e praticando
algumas regras basicas de transformacdo. As leis que iremos enunciando sao apre-
sentadas com alguma generalidade e podem parecer um pouco herméticas e de
dificil leitura. Para obter este grau de generaliza¢do, vamos considerar conjuntos
de indices, finitos mas arbitrarios, que denotamos por I, J, K, et cetera — assim,
os somatorios considerados vao ter o aspecto } . ra; (ou, 3 ;c;a;j, se usarmos
J em vez de I) onde a; (ou, aj) sdo nimeros reais. Aconselhamos, no entanto,
o leitor a tentar interpretar cada uma das leis no caso mais usual em que cada
somatorio estd em forma delimitada — nem que seja para melhor compreender o

significado dessa lei.

As primeiras trés leis sdo bem conhecidas e, & primeira vista, pode parecer desne-
cessario formula-las. Podemos também arriscar a afirmacdo de que a sua validade
é um dado adquirido, ndo necessitando por isso de demonstragdo. Toda a gente

sabe que as igualdades
a+b=b+a, (a+b)+c=a+((b+c) e cat+cb=cla+Db)

sao verdadeiras para quaisquer nimeros reais a, b e ¢ — tratam-se simplesmente
das leis comutativa e associativa da adigdo e da lei distributiva da multiplicagao
relativamente a adi¢do. E, ninguém duvida que qualquer uma destas leis con-
tinua valida quando consideramos somas com qualquer numero finito de parcelas.
Esta afirmacdo, que parece ser tdo 6bvia, sé pode ser devidamente justificada se
tivéssemos definido de uma maneira rigorosa o operador ¥. Como explicAmos
na seccao anterior, ndo estamos a trabalhar sob este ponto de vista. Sem mais

delongas, enunciemos as leis que deram origem a todo este palavreado.

Lei Distributiva. Seja I um conjunto finito e, para cada i € I, seja a; um

E caizci a;

iel i€l

nimero real. Entao

A justificagc@o basear-se-

no principio de indugdo

matemdtica.

ia
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Ou de fora para dentro, se
lermos da direita para a

esquerda!

Isto € a soma de uma

progressao aritmética.
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para qualquer nimero real c.

Lei Associativa. Seja I um conjunto finito e, para cada ¢ € I, sejam a; e b;
niumeros reais. Entdao
RUEIIES RS 2
iel iel iel
Lei Comutativa. Seja I um conjunto finito e, para cada i € I, seja a; um nimero
real. Além disso, seja o: I — I uma bijec¢ao. Entao
PILEDILICE

i€l i€l
Informalmente, podemos dizer que a lei distributiva permite passar constantes de
dentro para fora do somatorio, que a lei associativa permite partir um somatério
em duas partes, ou agrupar dois somatdrios num so, e que a lei comutativa permite
reordenar as parcelas a nosso belo prazer. Como ilustragdo, temos
2! +2% + 2% =2(2° + 2! + 2?),
pela lei distributiva,
1 1 1 1 1 1
0 1 2 _ (90 4 ol 2
(2 +2—0)+(2 +2—1)+(2 +2—2) =(2"+2"+2 )+(2—0+2—1+2—2),
pela lei associativa e
PLPtp Pl p a9l
pela lei comutativa — neste exemplo, I = {0,1,2} e a bijec¢do o: I — I é descrita

diagramaticamente por

a
fi———1
1 ———2
2——0

E provéavel que o leitor mais céptico acredite, sem que mais lhe seja dito, que as leis
distributiva e associativa podem simplificar de facto algumas somas. No entanto,
algumas duvidas devem surgir-lhe quanto a lei comutativa — que interessa a ordem
porque se efectua uma soma?! Pois bem! O exemplo seguinte deve ajuda-lo a

dissipar algumas destas duvidas.

Exemplo 1. Consideremos a soma

n
S= (a+ib)=a+(a+b)+(a+2b)+--+ (a+nb),
i=0
onde a e b sdo nimeros reais, arbitrarios mas fixos. As parcelas desta soma também
se podem escrever do fim para o principio. Fica:

S=(a+nb)+---+(a+2b)+(a+b)+a=Zn:(a+(n—i)b)

i=0




De um modo mais formal, a fungdo o: I — I, definida por o(i) = n — ¢ para todo

t € I, é uma bijecgdo. Assim, pela lei comutativa, temos

n

S=>(a+o@@)b) =) (a+ (n—i)b).

i€l 1=0
Onde estd a simplificagdo? Se calhar, em nenhum lado! Nem tudo o que é 6bvio

é visivel! Consideremos agora a soma S em duplicado. Vem

n n
2S=5+S=) (a+ib)+ Y (a+ (n—i)b).
=0 1=0
Estd certo, ndo estd? E agora a lei associativa:

n
25 = (2a+nb).
i=0
E também a lei distributiva:
n
28 = (2a+nb) » 1= (2a+nb)(n+1).
=0
Finalmente, dividindo por 2, obtemos

n
> (a+ib)=(n+1) (a+ inbd).
e
Tao simples como isto!

O que se passou resume-se na seguinte lenga-lenga: a soma de uma progressio
aritmética é o produto do nimero de parcelas da progressio pela média aritmética

entre a primeira e a iltima parcela. //

Antes de prosseguirmos, repare na conveniéncia da notagao-X generalizada: pode-

mos escrever
n

d(at+ib)= Y (a+i)= > (a+(n—i)b)

i=0 0<i<n 0<n—i<n
n
= > (a+(n-i)h) =) (a+(n—i)b).
0<i<n i=0

Tudo o que fizémos foi de certo modo alterar o “nome” da varidvel de indexacao

do somatoério! E usar a equivaléncia: 0 <n—i<nsse0<1<n.

No préximo exemplo o somatério ndo tem uma varidvel de indexac¢io natural na

forma delimitada:

Exemplo 2. Seja X um conjunto finito e consideremos a soma ) ¢ x #S que,
em alternativa, podemos também representar pelo somatdrio ZSGP( X) #S. A
correspondéncia S + X \ S define uma bijecgdo de P(X) para P(X). Assim, pela

Do #S =Y #(X\S).

scx scx
Mas #(X \ S) = #X — #3S, logo

DHXNS) =D H#X-#S)=#X Y 1- > #S

SCX SCX SCX SCX

lei comutativa:

Recorda-se da Alice?

Que € igual a metade de
a + (a + nb) vezes (n + 1).
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Uma Alice mascarada!

Estd a ver?

Este ezemplo tem

importdncia tedrica.

Tenha atengao ao sinal!

Note que [i,7] = [4,1].
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(usando as leis associativa e distributiva). Agora,
Y = 3 1=#EpE)aees
SCX SEP(X)
e, portanto,
2Y #S = #X - 2#X.
SCX
Finalmente, a conclusao:

Y #8 =HX - PFE

5CX

1

Exemplo 3. Neste exemplo vamos desenvolver alguma teoria sobre permutagoes.

Mais concretamente, vamos definir o sinal de uma permutagido e descrever um
método eficaz para calculd-lo. Seja o uma permutacdo de [n] = {1,2,...,n}
(relembre o material sobre permutagoes da secgdo “Outros Coeficientes”). Um

par (¢,7) de elementos de [n] diz-se uma inversao de o se i < j e o (i) > o(j). Por

1 2 3 4 5
o=
4 1 2 5 3

tem quatro inversoes. Sao elas os pares (1,2), (1,3), (1,5) e (4,5). O par (1,3) é

exemplo, a permutagao

uma inversdo porque 1 < 3 e o(1) =4 > 2 = 0(3). O par (1,4) ndo é uma inversao
porque o(1) = 4 < 5 = ¢(4). E claro que o somatério
Yo i<l llo@) > ol
(i,3)€[n]x[n]

conta o nimero de inversdes da permutagdo o. Este nimero denota-se por inv(c).
O SINAL DE UMA PERMUTAGAO ¢ é, por defini¢do, (—1)"¥(?), Assim, se o niimero
de inversoes é par, o sinal é 1 (também se diz que se trata de uma PERMUTAGAO
PAR); se o nimero de inversdes é impar, o sinal é —1 (também se diz que se trata
de uma PERMUTAGAO IMPAR).

Uma TRANSPOSIGAO é uma permutagdo que se resume a trocar dois elementos
(distintos). A permutagdo de [n] que troca dois elementos i e j com i < j é:
12 - =14 i+1 -+ j—=1 35 741 -+ n
(1 2 oo i—=1 j i+1 -+ j—1 4 j+1 .- n>
Esta transposi¢do nao é mais que o ciclo [¢, j]. Quais s@o as inversoes de [i, j]? Um
estudo sistematico facilmente nos convence que as inversdes de [i, j] consistem nos
pares (i,k) e (k,j), comi < k < j (em ambos os casos) e na inversao solitéria (i, j).
H4, portanto, um ndmero impar de inversoes. Temos, pois, a seguinte observagio

importante: as transposi¢oes sao permutagoes impares.

Também nao é dificil de ver que o nimero de inversdes de uma permutacao coincide
com o numero de inversdes da sua permutagdo inversa. Como corolério, o sinal de

uma permutag¢do € o mesmo que o sinal da sua permutag¢do inversa. Com efeito,




por definicao,

. -1 . . — . P .
inv(e™") = Z lli <l llo™t (@) > e~ (G)II- Lembre-se que o~ denota
(1,5)€[n] x[n] a permuta¢do inversa de
Ora, a correspondéncia o.
(1,5) = (o(i),0(4))
define uma bijec¢do entre o produto cartesiano [n] x [n] e ele préprio. Assim, de Qual ¢ a correspondéncia
acordo com a lei comutativa, a soma acima é igual a inversa?

S o) <o)l -lli > 5

(i-3) €[n] x[n]
(substituimos i por (i) e j por o(j) e utilizdmos o facto de que o= (0(i)) =i e
o7 1(a(j)) = j). Ora, este somatério ndo ¢ mais do que inv(c) (troque as varidveis
iej)!
Vamos agora mostrar o seguinte resultado importante: tem-se A ezplicagio da

. tinci )
inv(ovy) = inv(o) + inv(y) + (ndmero inteiro par) Z::;r: a;;c::;i:i::

Jpara quaisquer permutagoes o e 7.

Esta igualdade também se demonstra com uma aplicacdo da lei comutativa. A

correspondéncia

(i,3) = (v (@), (),
entre o produto cartesiano [n] x [n] e ele préprio, é biunivoca. Logo, pela lei
comutativa,

invey) = D lli<ill-lo(v(®) > o (v(i))I

(i,5)€[n]x[n]
= Y @ <Ol le@ > o)l
(4,4)€[n]x[n]
Agora, observe-se que, quando ¢ = j, as parcelas sdo todas iguais a zero. Por
isso, apenas interessam os casos em que os indices ¢ e j sdo distintos. Estes casos
subdividem-se em dois tipos de casos mutuamente exclusivos: ou i < j, ou j < .
Atendendo a estas observagdes, a soma acima fica
oo i<l @) <T@ lle (@) > o ()
(i,4)€[n]x[n]
+ Y i<l TG <T@ - e @) > o (-
(i,4)€[n]x[n]
Com um pouco de élgebra, obtemos:

Yo li<il-llo@ >o@l+ D i <ill-Iy7'E) <G

(i,5)€[n]x[n] (4:3) €[n]x[n]

- > A=IT@ <T@ -l <5l o) > o ()

(1,5)€[n]x[n]

- > @=le@ > li <ill- @) <y @I

(4:3)€[n]x[n]
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E um Iverson-especialista?

sgn(o) denota o sinal de

. Hé quem prefira (o).

Importante, muito

importante ...

Verifique!
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O primeiro somatério é inv(c). O segundo somatério é inv(y~!) que é, como

vimos, igual a inv(y). Uma reflexdo rdpida convence-nos que 1 — ||o () > o(j)| =

llo@) < o(G)ll e que 1 —|ly~1 (@) <y ')l = Iy~ () > v~ (5)l Logo, os dois
iltimos somatdrios sao, respectivamente,

Yo IO >Nl < 5l lo @) > o ()]

(1,4)€[n] x[n]

> e <ol -li <ill- Iy 6 <y E)-
(i,5)€[n]x[n]
Estas duas somas sdo iguais (troque as varidveis i e j). Seja r o seu valor. Ficamos

com

inv(oy) = inv(o) + inv(y) — 2r
como se queria demonstrar.

Este facto permite-nos justificar a seguinte série de igualdades:
Sgn(a'y) — (_l)inv(a"y) — (_l)inv(a)+inv('y)-—2r
= (1™ (=1)™) . (=1)7>" = sgn(0) - sgn (7).

Em suma, o sinal de um produto de permutagoes é o produto dos sinais das per-

mutagdes. Simbolicamente:

sgn(o7y) = sgn(o) - sgn(7).
Este é o resultado importante a que nos temos referido.
O célculo do sinal de uma permutagdo ndo tem que passar forcosamente pela
contagem das suas inversdes. Em primeiro lugar, um ciclo [i1,...,ik—1,0k] de

comprimento k tem sinal (—1)F~1. Isto é facil de ver atendendo a que todo o ciclo

de comprimento k é produto de k — 1 transposigoes. Mais explicitamente:
(i1, .- yik—1,%k) = [, 0k][01,9k-1] - - - [t1, 22].
Por exemplo,
[3,7,1,4] = [3,4][3,1][3, 7].
Ora, o sinal de um produto é o produto dos sinais. Logo,
sgn([ig, ... yik—1,0k] = sgn([i1,ik]) - sgn([i1, ik—1]) - - - sgn([i1, i2])

= (-1)(=D) - (=1) = (~D)*.

(k — 1) vezes

Como sabemos, toda a permutagio é produto de ciclos. Assim, se

g=7172-.-Tm,
onde ¥1, Y2, - .- , Ym 80 ciclos de comprimentos £y, £3, ..., £ (respectivamente)
vem que
sgn(o) = sgn(y1) sgn(v2) . - - sgn(ym)
— (_1)81—1(_1)82—1 o (_l)lm—l — (_l)zz;l(l,,—l)'




Em suma, se uma permutagio o se decompée como produto de m ciclos, cada qual

de comprimento £ (1 <k <m), entio

sgn() = (~1) TP (=),

A titulo de exemplo: qual é o sinal da permutagao
1 2 3 45 6 7 8
= ?
32 76 8 41 5
A decomposigao ciclica desta permutagio é [1, 3, 7][2][5, 8][4, 6]. Logo, o sinal de  é
(=1)?+0+1+1 = (—1)4 = 1. A permutagdo 7 é par. Outro exemplo: a permutagio

com que abrimos este exemplo é o ciclo (1,4,5,3,2] e, portanto, o seu sinal é

(-1)* = 1, como j4 tinhamos visto. //

Uma certa generalizacio da lei comutativa permite-nos usar qualquer bijecgdo
entre dois conjuntos de indices para transformar um somatério noutro. O leitor
acredita concerteza que a igualdade

2 : .

2": ( z) = (n + z)
. - E

i=n n =0 n
é verdadeira — basta “desenvolver” cada um dos somatérios e “observar” que

n n+1 2n se
ambos representam a soma () + (") + -+ + (*"). Isto significa que aqueles
dois somatérios diferem apenas na sua escrita formal. Em rigor, o que estd aqui
a operar ¢ uma forma da lei comutativa: fez-se simplesmente uma MUDANGA DE
VARIAVEL. Uma tal mudanca de variavel esconde uma bijeccdo entre os conjuntos
de indices dos dois somatérios, o que nos garante que as duas somas tém o mesmo

nimero de parcelas e que, além disso, estas parcelas sio as mesmas. Em primeiro

> (-2 ()

lugar, é claro que

i=n i€l
onde I = {n,n +1,...,2n}; do mesmo modo, é também claro que
2”: (n+i) _Z (n+j)
i=o \ T gars W
onde J = {0,1,...,n}. Por outro lado, a correspondéncia j ~ n + J define uma

bijeccdo 0: J — I e a igualdade que estamos a discutir pode escrever-se

6= (V)

il jeJ
Em geral, podemos enunciar a seguinte lei.

Lei da Mudanca de Varidvel. Sejam I ¢ J conjuntos finitos e seja o: J — I
uma bijec¢do. Além disso, para cada i € I, seja a; um nimero real. Entdo

Zai = Zaa(j).

i€l jed

SUBSUNGAO

O geral inclui o particular.

Uma pergunta: porque é

que esta lei generaliza a

lei comutativa?
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Pense da seguinte forma: quando j varia em J, os valores a, ;) percorrem exacta-
mente os mesmos valores que a;, quando ¢ € I. Em suma, os dois somatérios tém

as mesmissimas parcelas, se bem que indexadas diferentemente.

Ainda uma observagao respeitante ao exemplo anterior: repare (novamente!) na

vantagem da forma delimitada:

(i)_ <n+i)_~ <n+i)
Z n) Z n ) Z n )
n<i<2n n<n+i<2n 0<i<n

Substituimos ¢ por n + 7 e usdmos a equivaléncia: n <n+1¢ < 2nsse 0 <7 < n.

Em muitos casos, uma simples mudanca de varidvel permite-nos reconhecer uma

dada soma. Nos trés exemplos que se seguem ilustramos aplicagoes desta lei.
Exemplo 4. Pretende-se calcular a soma

()= 07+ 0)

onde 7 e n sdo numeros naturais tais que r < n. Escrevendo esta soma da direita

para a esquerda, obtemos
r r+1 n Ly
e ) R G -

>(7)-20)

=0 i=r

e, portanto,

Repare que, nesta igualdade, i foi substituido por n — i e que a correspondéncia
i — n — i define uma bijeccdo de J = {r,7 +1,... ,n} para I = {0,1,... ,n—r}.
Dito de outro modo, enquanto i percorre os valores de 0 a n — r, n — 1 percorre
os valores de r a n (pela ordem inversa). Por conseguinte, fizémos uma mudanga

de varidvel. Agora, pela férmula da adigdo do indice superior, "1 (%) = (?ﬁ)’
"Z‘:’ n—i\ _(n+1
o W T \r+1)
//

Exemplo 5. Na demonstracdo das desigualdades de Bonferroni, no capitulo an-

logo

terior, apareceu as tantas a seguinte igualdade:

ZJ: (_1)k+t+1 <j - ’") _ (J -r-= 1>

w7 k—r j—t-1

onde r <t < j. O objectivo deste exemplo é justifici-la detalhadamente. Pela lei
da simetria, o lado esquerdo da igualdade é igual a

5 cn((7)

k=t+1




A correspondéncia
0 1 2 e g—t-1
[ l |
j §=1 §=9 = #41
¢ uma bijecgdo entre os conjuntos {0,1,2,...,j—t—1}e {t+1,...,7—2,7—1,5}.
le,pondot=j—k,vemt+1<k<jsse0<i<j—t—1. Pelalei da mudanca
de varidvel, tem-se
J=t=1 j—r J j—r
_q)i—itr (I T 1)k+t+1
.Z =D ? Z (=1) k—r
=0 k=t+1
Vamos agora tentar utilizar a férmula da adigdo alternada do indice inferior. Para
fazer isso, pomos a jeito o lado esquerdo da igualdade acima. Atendendo a que

(=1)i = (=1)~¢ ficamos com

A I j—t-1
> (apet (T77) = e > (-1 (70

=0

. ; —-r—1 j—r-1
= (—1)iHt+1(_1)i-t-1 j—r —
’ (=10 j—t—1 j—t—1
como se queria. //

Exemplo 6. Uma mudanca de varidvel simples (mas conveniente) permite-nos

> (=D*¥=0

SCX

mostrar que

sempre que X é um conjunto finito ndo vazio. Para isso, vamos primeiro “partir”
o somatorio em dois. Fixe-se um elemento a € X. E claro que

D -0 =3 (-1F 4 3 (-1)#E.

SCX SCX SCX
a€S a¢S

Deste modo, a igualdade pretendida resulta da igualdade:

Y (-1 = - 3 (1),

SCX SCX
a€S a¢S

Para estabelecer esta igualdade, vamos efectuar uma mudanca de variavel usando
a correspondéncia S — S U {a} que define uma bijeccdo o: A" — A entre os
conjuntos A’ = {SC X:a¢ S}eA={SC X:ae€S} Aleidamudanca de
varidvel permite-nos deduzir que

S (-1#S = 3 () = () = - 3 (1),

SeA SeA’ SeA’ SeA’
Isto é exactamente aquilo que pretendiamos. //

Neste ultimo exemplo, assim como no exemplo 3, usdmos subrepticiamente uma
nova lei que, por ser tao ébvia, ndo deve ter chocado ninguém. Essa lei permitiu-

-nos “partir” o somatério inicial em dois “subsomatérios”.

Lei da Decomposigao. Seja K um conjunto finito e suponhamos que K = IUJ

€ uma uniao disjunta de dois subconjuntos I e J. Além disso, para cada k € K,

Quando X = 0 nao dd 0,
dd 1.

Um somatdrio pode ser
decomposto mas néao

partido.
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Confira!

seja ap um numero real. Entao

Zak =Zai+Zaj.

keK i€l JjeJ

Demonstracao. Esta lei pode ser deduzida a partir da lei associativa se usarmos
a notagao de Iverson. De facto, a primeira vista, nenhuma informagao é acrescen-

tada (nem retirada) se escrevermos ). ar[k € K|| em vez de ), ar. No

entanto, temos ||k € K|| = ||k € I|| + ||k € J|| e, portanto,
Y alke K=Y ar(lkeIl+lke )= (arlk € Il +asllk € J|)).
keK kEK kEK

Por conseguinte, usando a lei associativa,

ZQ,C: Zak|[k61||+ zak”ke‘]” =Zak+zak'

keK keK kEK kel keJ
Finalmente, para obtermos a igualdade tal como a escrevemos acima, basta mudar

o nome as variaveis de indexacao destes dois somatérios. O
Eis uma aplicagdo muito simples desta lei.

Exemplo 7. Pretende-se exprimir a soma

n
1 1 .1 1
S=Y ——=1+-+-+-+
; 2-1 3 5 2n -1
a custa dos nimeros harmoénicos. Para isso, consideremos o (2n)-ésimo nimero

harménico
2n 1
H2n = Z E
k=1
Esta soma pode ser decomposta, separando as parcelas de denominador par e as
parcelas de denominador impar. A primeira soma é:

il—l+}.+...+i—l 1+1+...+l —lH
i:12i_2 4 om 2 2 n) m

enquanto a segunda é precisamente a soma S que pretendemos. Assim,
1
S = Hayp — 3 H,
como se pretendia. //

A lei da decomposi¢do usa-se inlimeras vezes para isolar uma ou mais parcelas
de uma dada soma e esta na base do chamado METODO DA PERTURBAGAO, que,
ocasionalmente, é muito 1til para o calculo de algumas somas. Este método vai ser
discutido um pouco mais adiante. A ideia que lhe estd subjacente aparece ja no

exemplo que se segue onde se aplica (quase trivialmente!) a lei da décomposigéo.

Exemplo 8. Na sec¢do “Relagtes de recorréncia” do terceiro capitulo, vamos es-
tudar com algum detalhe os NUMEROS DE FIBONAcCI F, em que n um nimero
natural diferente de zero. Estes nimeros podem ser definidos recorrentemente por

F, =F, =1epor

F,=F, 1+ F,_,, paran>3.




Os dez primeiros sao: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34 e 55.
Neste exemplo, pretende-se calcular (na medida do possivel) a soma
n
Sn=Y_ Fi
k=1
A ideia natural é usar a formula de recorréncia que define os niimeros de Fibonacci.

Para simplificar o argumento, vamos trabalhar a soma S, 12 (sendo n um nimero

natural diferente de zero) de forma a obter uma equagdo que envolva S,. Ora,

tem-se
n+2 n+2
Snt2e=F1+F+ ZFk =F +F+ Z (Fr—1 + Fj—2)
k=3 k=3
n+2 n+2
=F+F+ ZFk_l + Z Fi_s.
k=3 k=3

Substituindo k — 1 por k, no primeiro somatério, e kK — 2 por k, no segundo

somatério, obtemos

n+2 n+1 n+2 n
' ZFk"lzsz e ZFk_zzsz.
k=3 k=2 k=3 k=1
Por conseguinte,
n+1 n
Snie = Fy + F1+2Fk +ZFk=F2+Sn+1+Sn-
k=2 k=1

Como Sp+2 = Spt+1 + Fhi2, obtemos a equagao
Sn+1 + Fny2 = Fo + Spy1 + Sp,
donde se conclui que
Spn=Fppo—F=F, -1

Note que esta equagao é vélida para todo o nimero natural n > 1. //

A técnica usada deste exemplo é muito frequente em matematica e vai ser usada,
quase até a exaustdo, numa situagdo muito semelhante no capitulo sobre fungdes
geradoras. Por agora, vamos discutir um método que decorre da mesma técnica
aplicada a uma situagao mais particular. Trata-se do METODO DA PERTURBAGAO,

a que nos referimos acima.

Suponhamos que é dada uma soma

n
Sn = Z a;
i=0

onde, como habitualmente, n é um nimero natural e as parcelas a; sdo nimeros

reais. Nao ha duvida que
n+1

Sn+1 =ap + Z (T8
i=1

Apenas se isolou um termo da soma inicial! Estamos, de facto, a usar a lei da

decomposicdo: basta considerar I = {0}, J = [n+ 1] = {1,2,... ,n,n+ 1} e

Aqui, o n varia! Podemos

considerar, por ezemplo,

S1, S15, Sn+1 0u Spia.

A lei da decomposicao é

usada na primeira

igualdade para isolar as

parcelas correspondentes a

k=1lek=2.

Afinal, sempre calculdmos

Sn.

109




Devemos tentar

libertar-nos deste SE. ..

i FE uma progressao
geométrica?!

— Pois é!

Outra vez a Alice!
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K=IUJ={0,1,...,n,n+1}. A mesma lei permite escrever

n
Spt1 = Z @i + any1 = Sp + n1.
i=0
Até aqui, nada de novo! No entanto, as duas decomposi¢des anteriores permitem-

-nos deduzir que
n+1

Sp + any1 = ao + Zai.
=1

Fazendo uma simples mudanca de varidvel, podemos concluir que

n
Sp 4+ any1 =ao + E Qit1
i=0
e, se for possivel trabalhar a soma ). ; a;41 de forma a exprimi-la & custa de Sy,
¢ muito provavel que consigamos obter o resultado da soma que pretendemos. Eis

um exemplo:

Exemplo 9. Apliquemos o método da perturbagio para calcular a soma

n
Sy = E azx',
1=0

onde a e z sdo nimeros reais dados, sendo z diferente de zero. Considerando Sy, 41,

obtemos

n+1 n n )

Sp +az™*! = az® + Zam’ = az? +Za.’z”‘1 = a+zZazl =a+zS,.

i=1 i=0 i=0

Assim S, + az"*! = a + 5, e, portanto,
a(l — gnt! zntl — 1
s, = ( }=a ’
l-z -1

desde que = # 1. Para z = 1, é claro que S,, = a(n + 1). //

Este exemplo foi demasiado simples. Assim (e porque gostamos de desafios!),
vamos tentar aplicar o método da perturbagdo a uma soma ligeiramente mais

complicada.
Exemplo 10. Consideremos a soma
n
Sy = Z izt
=0
onde z é qualquer nimero real diferente de 0 e de 1. No caso z = 2, temos as

somas Sp = 0, S; = 2, So = 10, S3 = 34, S; = 98 e assim sucessivamente — o

leitor consegue adivinhar a férmula geral!? Ora, perturbando a soma, obtemos

n+1 n
Sa+ 4+ Dz =ag+ ) izt = (i+1)z*H
i=1 i=0

— qualquer uma destas somas é Spy1, ndo é? Agora, podemos aplicar a lei

associativa (e também a lei distributiva):

n

n n n n
Z(’i-f-l):l,‘l_H — Zixﬁ_l +Z$z+1 =.’L‘Z’IZ.’L‘1 +‘sz+1.
=0 =0 =0 =0

=0




Voild! A primeira destas somas é zS,,. E a outra? ... Bom, se olharmos para o
exemplo anterior, reconhecemos a mesma soma com a = z. Por conseguinte,

gt 1 m(zn+1 _ 1)
S — S" —_—= S ——
n+1 z +z 1 TOon + —
e, portanto,
n+1l _ 1
Sp + (n+ 1)z"*t! =28, + s -0
z—~1
Daqui, vem

(z —1)Sp = (n + 1)z"+! — 2@ 1) _ (n+ e (z 1) - z(z™ - 1)

=1 z=1
e, portanto,
S = (n+ Dz (z - 1) —z(z"* - 1)
" (z—1)? .
No caso particular em que z = 2, obtemos S,, = (n — 1)2"+! + 2. //

Exemplo 11 (para o engenhoso). Muitas vezes podemos recorrer a regras sim-
ples do célculo diferencial para obter o resultado de uma soma. Como exemplo, Nao se assuste!

voltemos a considerar a soma do exemplo anterior:
! n
S; = Z izt
=0

O leitor mais engenhoso pode pensar primeiro na equagio
n 1
T 1
i=0 2
que foi estabelecida no exemplo 9 (com a = 1). Se considerarmos as derivadas dos

dois membros (com respeito a varidvel real z), obtemos

S gt 2 D@ = =@ -1
= (z—1)2 ’
E, se multiplicarmos por z, obtemos exactamente a expressao anterior para a soma

Sn, — note que a parcela desta soma, correspondente a ¢ = 0 é nula e, portanto,
nooogi_ N o
diep Tt =Y g izt /]

O uso destas regras bésicas de diferenciabilidade de fun¢des reais de varidvel real
pode ser realmente de grande utilidade para o célculo de somas finitas. No fundo,
para obter o resultado de uma dada soma podemos recorrer a outra soma j& deter-
minada e derivar ambos os membros. Sem nos querermos deter em consideragoes

gerais, s6 vamos ilustrar este método com mais um exemplo.

Exemplo 12. Calculemos a soma
n ) n
8§ = ;:1 i (z)

Embora nio pareca natural, comecemos por considerar a férmula do binémio de

Newton: Um pouco de magia para

(z+1)" = zn: (n) o nos divertir ...
1

=0




Tente usar o método da
perturbagdo. Hd algum

problema?
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onde z é qualquer nimero real. Derivando ambos os membros, obtemos
n
n(z+1)"1 = Z i (7;) a L,
i=1
Que bom seria se z ndo aparecesse aqui! Ora bem, substituimos z por 1 e, como
que por artes magicas, obtemos

Xn:z(?) = n2m1,

i=1

“Ora bem!” diz o chato. “Tudo seria bem mais ficil se usdssemos a férmula da
extracgdo: i(7) =n(}7}). Veja:
n n n
(n n—1 n—1
Z’(z) - Z"(z - 1) =n3, (z - 1)‘
=1 i=1
Fazendo mudanca de varidvel, temos
" (n o fa—1
212 (V)
i=1 =0
logo
LI
3 ( ) = ngn!
, i
i=1
uma vez que Z?;J ("71) = 2n~l. Nao precisémos do célculo diferencial para

13

nadal!”

Estd bem! Eu sé queria mostrar a minha habilidade ... Sem recorrer a férmula
que mencionou, também podiamos usar a lei comutativa:
Z" n Zn n
i ( '> - (n B i) ( .) ’
€ ) . n—i
=0 1=0
a lei associativa:

Zn:("_i)(nii) :i"<nii) _ii(nii)

i—0 i=0 i=0
e a lei da simetria: (,",) = (7}), para obter
“ /n " (n e
S50 50

Daqui resulta que

i=0
que é exactamente a mesma soma que antes — note que a parcela correspondente
a1 = 0 é nulal Como vé, podem haver virios processos para obter o mesmo

resultado. Uns resultam, outros nem tanto ... //

A mesma soma pode ser calculada com o auxilio do exemplo 2 e da lei da decom-

posicao, generalizada a um qualquer nimero finito de partes:

Lei da Decomposicao Generalizada. Seja I um conjunto finito e suponhamos

que I =T ULU...UI, éuma unido disjunta de m subconjuntos I ,I,...  I,.




Além disso, para cada i € I, seja a; um nimero real. Entdo

Zai=2a,~+2a;+'--+ Zai.

i€l i€l i€l i€l

Exemplo 13. Como referimos acima, vamos recalcular a soma

n
n
S = E l( ) Outra vez!? ... Esta soma
1
i=1

fica bem somada!

comegando com a soma do exemplo 2:
S #5= 3 #s=nr
SCX SeP(X)
onde X é um dado conjunto de cardinalidade n. Ora, sabemos que

P(X) =Po(X)UPi1(X)U...UPp(X),

sendo esta unido disjunta. Deste modo, pela lei da decomposi¢do generalizada,

Do o#S= D #S+ > #S+-+ Y, #S

SEP(X) SePo(X) SeP1(X) SePn(X)
'Mas, para cada 0 <i < n,

Z)#S: Y oi=i Y 1=i<1;).

SeP:i(X SeP;i(X) SEPi(X)
Finalmente,
n
n n n (n
> #S_O(O) +1(1) +---+n<n) = Zz(z)
SeP(X) i=0
donde resulta que
n
Zz(") = ngn-1
; i
i=1
como querfamos. //

A lei da decomposi¢do generalizada envolve uma soma cujas parcelas sdo so-
matérios. A notacdo que introduzimos na sec¢do anterior permite-nos usar o
simbolo ¥ para representar esta soma:
m

Za,-+---+ E ai=z E a;

i€l i€l k=11i€l}
— um SOMATORIO DUPLO. A primeira vista, esta escrita alternativa nio parece
trazer qualquer vantagem. No entanto, ela permite-nos reformular a lei anterior

de forma a podermos aplicd-la mais eficazmente:

Reformulagao da Lei da Decomposicao Generalizada. Seja I = o I Porqué reformulagio?
uma unido disjunta finita de conjuntos finitos. Além disso, para cada i € I, seja
a; um numero real. Entdo,

Su=¥ Y

i€l keEK i€l

Eis uma aplicagao:




Se nao estudou os
numeros de Stirling, salte

este exemplo.
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Exemplo 14. Vamos calcular a soma

Y #aX)

a€F(X)
onde X é um dado conjunto finito, onde F(X) denota o conjunto de todas as
fungdes de X para X e onde a(X) denota o subconjunto {a(z): z € X} de X.
Ora, é claro que
= |J Fs(x)
SCxX
é a unido disjunta de todos os subconjuntos Fs(X) = {a € F(X): S = a(X)}
em que S € X — Fs(X) ndo é mais do que o conjunto de todas as fungoes
sobrejectivas de X para S. Assim, usando a lei da decomposicao generalizada,
obtemos
Yo #aX) =) > #S=D #S-#Fs(X).
aEF(X) SCX a€Fs(X) SCx

Se #X = n e #S = i, entdo, pela terceira entrada da tabela dos doze caminhos,

temos
#Fs(X) = z'{?}

Logo, usando de novo a lei da decomposigado generalizada, deduzimos que

> #aX) =) #S - #Fs(z Z > #S) (z'{ })

a€EF(X) scx i= oggf
ZZ{ }=§(1)“'{ f-xe i)

onde, se bem se lembra, nt = n(n —1)---(n—1i+1) é a i-ésima poténcia factorial

decrescente de n. Para calcularmos esta soma, recordemos que nnt = nitl 44nt,

S O R

1=0

Assim,

Como n**tL = n(n — 1)i, vem
= n = n = n
imi — i _ —_ 1)
Zzn{i}—nZn{i} nZ(n. 1){1'}'
1=0 1=0 =0
Agora, se nos recordarmos da igualdade z™ = Y- | {" }z% (que foi estabelecida na

proposi¢do da pégina 55), concluimos que

n
Zini{r_l} =nn" —n(n—-1)" =n"! —n(n - 1)"
=0 .
Por conseguinte,

Y #(a(X)) = FX)FH - X (#X - 1)*X,

a€F(X)

I



Nos exemplos anteriores, o uso de somatérios duplos foi bastante simples e, por

isso, nao levantou problemas de maior. Todavia, em muitas situacgdes, é conve-
niente efectuar algumas manipulac¢ées mais complicadas com estes somatdrios de

somatdrios. Uma dessas situagdes ocorre no exemplo seguinte.

Exemplo 15. Tentemos usar o método da perturbagio para calcular a soma

n
Sa(m) =) i™=1m+2™ +3™ + -+ ™ Note que S (0) = n.
i=1

onde n e m sdo nimeros naturais com n > 1. Ora,
- Sny1(m) = Su(m) + (n+1)™

e, por outro lado,

n+1 n
Snt1(m —1+Zz 1+ (@+1)™
=1
Agora, aplicamos a férmula do binémio de Newton: (i +1)™ = Y"/" ( ) i, para
obtermos
n n m m
: Seor-$(E0)
=1 i=1 \k=0

Para simplificar a escrita, podemos esquecer os parénrteses:

ém ZZ()

i=1 k=0
Um somatdrio de somatérios! Como sair daqui? Ora, a lei associativa generalizada

(que vamos enunciar e demonstrar um pouco mais abaixo) permite-nos trocar a

ordem dos somatdrios:

>3 (M- (h)

i=1 k=0 k=0 i=1 paciéncia.
Bom, o leitor deve estar a interrogar-se qual é afinal a expressio para a soma
Sn(m). Sem ter a pretensdo de conseguir obter essa expressio, podemos prosseguir

usando a lei distributiva:

ZZ( ) Z( )Zz Z-( )Sn(k)='f(’;’)sn(‘k)+sn(m).

k=0 i=1 k=0 k=0 k=0
Ooops! O método da perturbagdo da-nos

Su(m) + (n+1)™ —1+Z( )S(k)+S(m)

e as somas S,(m) desaparecem por mituo cancelamento! Mas nem tudo estd

perdido. Com estes calculos, deduzimos a igualdade

(%) (n+1)™ = +Z()

e, se pusermos m + 1 em vez de m, obtemos

n ml _ = (m+1 _ = fm+1 -
(n+1) 1+k§( A )s,,(k) 1+k§( % )S,,(k)+( +1)Sp(m),
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Ou Lei de Fubini.

e

donde resulta

m—1
S,(m) = m;-i-l ((n+ VLR T (m: 1) s,,(k)> .

k=0

Em conclusdo: conseguimos uma relagdo que nos permite calcular S,(m) recor-
rendo as somas S, (0), Sp(1), ..., Sp(m—1). Por outras palavras, obtivémos uma
RELAGAO DE RECORRENCIA para S,(m) — destas relagdes falaremos no capitulo
seguinte. Por exemplo, podemos calcular S, (1) (a soma dos primeiros n nimeros)

a partir de S,(0) que, como sabemos, é n:

1-1
Sn(1) = % ((n =15 (1 i 1>Sn(k)>

k=0

_ % ((n 12 -1- ((2)) Sn(O))

1
(712+2n+1—1—n)=5(712+n)=M

2

DO =

como teria de ser!

De igual modo podemos calcular S,(2) — a soma dos primeiros n quadrados — a
partir de S,,(0) e Sn(1). O leitor pode entreter-se a arranjar férmulas para a soma
dos primeiros n quadrados, dos primeiros n cubos e das primeiras n poténcias
quérticas. //

Enunciemos agora a generalizacao da lei associativa que menciondmos no exemplo

anterior. Como vem sendo hdbito, aqui usamos quaisquer conjuntos de indices.

Lei Associativa Generalizada. Sejam I e J conjuntos finitos e, para cada ele-
mento i de I e cada elemento j de J, seja a;; um nimero real. Entao

E E Ai; = E E Qgj.

i€l jeJ jeJ i€l
Tratando-se de somatérios em forma delimitada, a interpretacio desta lei é como
se segue. Suponhamos que os conjuntos de indices considerados sdo I = [m] e

J = [n] onde m e n sdo nimeros naturais. A ideia é dispor os nimeros reais a;;

num quadro com m linhas e n colunas:

a;y a2 -t Q1p
az1 Q22 -+ QG2pn
AGm1 Am2 - Q(mn

Ora, a soma S de todos estes nimeros reais, i.e.,
S= > @i,
(4,4)€[m]x[n]
pode obter-se de duas maneiras. Primeiro, se cada S; (para 1 <7 < n) é a soma

de todos os elementos da i-ésima linha, i.e., se

n

n n 3
S = E aj, S2=Zazj,---,5m=§ Amj,
j=1 j=1

i=1




m n
S=Sl+52+---+5m=ZZa,-j.

i=1 j=1

Por outro lado, somando coluna a coluna, obtemos as somas

m m m
! ! !
Sl = E 41, S2= E Ai2, --., Sn: E Qin
i=1 i=1 =1

e, portanto,
n m
! ! !
S=85+S+---+8, = Z Qij- Uma pergunta: néo anda
Jj=1i=1 por aqui a lei comutativa?
LOgO, Subrepticiamente, quero
m n n m .
eu dizer ...
9IS ) 92
i=1 j=1 j=1 i=1

A demonstragdo da lei associativa generalizada segue estas ideias. Ei-la:

Demonstracao da Lei Associativa Generalizada. Consideremos o produto
cartesiano I x J dos conjuntos I e J. O leitor decerto ndo duvida que ambos

*
somatorios indicados nesta lei representam a soma

E Qg .
(i,§)€IxJ
No entanto, convém justificar esta afirmacdo com um argumento rigoroso.

Por um lado, I xJ é a uniao disjunta dos #I subconjuntos {k}xJ = {(k,j) : j € J}
onde k € I, i.e.,
IxJ= U{k} % o
kel
sendo esta unido disjunta. Assim, pela lei da decomposigdo generalizada,
E Q5 = Z Z Qjj.
(i,4)€IxJ keI (i,5)e{k}xJ
Como (i,7) € {k} x Jssei =k e j € J, temos

> ai=)

(i,7)e{k}xJ jeJ
e, portanto,
> a=Y Y=Y S ay
(i,4)EIxJ kel jeJ i€l jeJ

Por outro lado, I x J é também a unido disjunta dos #J subconjuntos I x {k} onde,
agora, k € J. Assim, usando um argumento inteiramente analogo ao anterior,

podemos concluir que

2 @ij =Zzaik =zZa,~j.

(4,5)€IxJ keJ iel jeJ iel
A lei estd demonstrada. O
Eis uma aplicacdo da lei associativa generalizada: De facto, vamos justificar

um coroldrio a esta lei.




Grande, grande,
grande disparate!

Este raciocinio foi muito
parecido com o do “caso

quadrado”.
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Um caso particular importante. Vamos trocar a ordem dos somatérios em

i=1 j=i
Nao podemos utilizar a lei associativa generalizada de imediato. Fazé-lo seria
concluir que
n n n n
DI B
i=1 j=i j=i i=1
o que é um perfeito disparate! A razdo por que ndo podemos aplicar cegamente
a lei associativa generalizada neste caso prende-se com o facto de que o dominio
de variagdo do somatdrio interior depende do indice do somatério exterior. Com
efeito, o dominio de variagdo do somatério exterior é I = [n] = {1,...,n}, en-
quanto o dominio de varia¢do do somatdrio interior depende do indice i que esco-

lhemos em I, sendo J; = {i,i +1,... ,n}.

Vamos ver o que realmente se passa. A soma dos nimeros

a;x a2 -+ Qip
G2z -+ Q2p
Ann

i.e., a soma

S= Zaij,

kEK
onde K = {(i,5) € [n] x [n]: ¢ < j}, pode obter-se de duas maneiras. Por um lado,

somando linha a linha, obtemos as somas

n n n
S = Zalj; Sy = E a2, +vvy Sp= E 05 (= Qnyn)
Jj=1 Jj=2 j=n
e, portanto,

S=5 +S2+"'Sn=zzn:aij.

i=1 j=i

Por outro lado, somando coluna a coluna, obtemos as somas

1 2 n
/ A S | 1
S = E ai1(=an), Sy = E Qizy oy Sy = E Qin
i=1 =1 i=1

e, portanto,
n j
S=81+S++85,=Y" ay.
j=1 i=1
Em suma:
n o n n j
>3 a3y e
i=1 j=i j=1i=1

De facto é possivel resolver este problema da troca da ordem dos somatérios au-
tomaticamente, sem desenhar um boneco e sem ter que pensar. H4 uma maneira

sistematica de reduzir somatdrios de somatérios em que o dominio de variacdo do




somatdrio interior depende do indice do somatdrio exterior ao caso coberto pela lei

associativa generalizada, em que os dominios de variagao dos indices dos somatérios
exteriores e interiores sio mutuamente independentes. Esta forma sistemética de
proceder envolve de forma essencial a notagao de Iverson. Para comecar, podemos
supor que os a;; estdo definidos para todos os i € [n] e j € [m] (a definigdo de
a;j para j < i pode ser arbitraria, pois ndo estamos interessados neste valores).

Entao,
n n

Ziau = Ziaij”j > |

=1 j=4§ i=1 j=1
Repare que, agora, os dominios de varia¢ido dos somatérios ja sdo independentes.

Podemos, pois, aplicar a lei associativa generalizada e obter:

n n

n Jj
YN alli<il =) ai.
1

i=1i= j=1 i=1
I

O truque que usdmos é muito (muitissimo) importante!!! Seguem-se alguns exem-
.
plos:
Exemplo 16. Pensemos na soma
n—r+1 - i
S= E i

‘ r—1)’

i=1
onde n e r sdo nimeros naturais com r < n. Para obter o resultado desta soma,

vamos, primeiro, ezpandir o somatdrio considerando mais parcelas. Para isso,

vamos pedir uma ajudinha & Alice. Temos i = Z;zl 1 e, portanto,
n=r+1 i 9 =
s 3533 (30 1)-
=1 j=1
Outro somatério duplo em que o dominio de variagao do somatdrio interior depende

do indice do somatério exterior. Fazendo o truque que descrevemos acima, ficamos

com
n—r+1ln—r41 o
s= % (PIuisil
i=1 j=1
Aaah! O dominio de variagdo do indice j ja ndo depende de i. Pela lei associativa

n—r+ln—r+1 -1
s=% 3 (PTusi,

g=1 i=1

generalizada, vem

ou seja,

n—r+ln—r+1 i d
S= .
> > (7))
j=1 i=j
Consideremos agora, para qualquer 1 < j <nm—r+ 1, a soma

n—r+l 'y
=% (5

i=j




Consulte o Top Ten das

igualdades binomiais.

“Fxpansdo”

“Contracgdo”

No fundo, uma soma
deste tipo conta sempre o
nimero de elementos de
um dado conjunto... Qual
€, entao, a diferenca entre

somar e contar?
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— note que S; é a j-ésima parcela de S = S; + Sy + -+ + Sp_41. Usando a

mudanga de varidvel i — n — 1, obtemos
n—1i\ _ n—(n-d)\ _ i

T (o)== ()= 2 ()

j<i<n—r+1 j<n—i<n—r+1 r—1<i<n—j
uma vezque j <n—i<n-r+1sser—1<1i<n-—j Porconseguinte, usando
a propriedade de adigdo do indice superior, deduzimos que

n—j < 5
) n—3+1
By = =
=2 ()=
i=r—1
o que nos da
n—r+1 .
n—j+1
5= :
2k pe )
Jj=1

Fazendo agora a mudanga de varidvel j —= n — j + 1, fica

Z n—j+1 _ Z n—(n—j+1)+1 _ Z ]

_ r N , r - r)’

1<j<n—-r+1 1<n—j+1<n—r+1 r<j<n

umavezquel<n—-—j+1<n—-r+1sser <j<n. Assim, usando de novo a

propriedade da adi¢do do indice superior,
n »
J n+1
S = =
>()=(1)

"_irli n—1\ (n+1
, r—1) \r+1)°

Quem diria!? //

ie.,

O método que usdmos no célculo desta soma pode ser denominado METODO DA
EXPANSAO-CONTRACGAO uma vez que, primeiro, expandimos a soma (aumentando
o numero de parcelas) e, depois, contraimos a soma (diminuindo o nimero de

parcelas). Eis outra aplicagio deste método:

Exemplo 17. Neste exemplo vamos usar o método da expansio-contraccio para

> (#8)?

SCx

calcular a soma

onde X é um dado conjunto finito. E claro que #S =) .5 1 e, portanto,
D (#8)" =3 D #S.
scx SCX a€s

Vamos trocar a ordem dos somatérios:

S #S=Y Y #SllaesS|=3Y Y #Slaes|=3Y T #s.

SCX a€S SCX a€X a€X SCX a€X SCX
a€S

Para prosseguirmos com o célculo desta soma, recordemo-nos do exemplo 2:

D #S=#X . 2#X1

scx




Por outro lado, usando a lei da decomposigio,

DH#S= Y #S+ D #S,

SCX SCX SCX
a€ES a¢gS
enquanto
So#S= 3 #S=#(X\{a)) 2D = (x — 1) 28X,
SCX 5cXx\{a}
a¢S

Por conseguinte,

DT #S = #X X1 (X — 1) 2# X2 = (X + 1) 2#X 2

SCx
a€S
e, portanto,
YN #S= > (#X+1)- 2K 2= X (#X +1) 28X 2,
aeX Sgg a€X
a€

Em conclusao:

=#X - (#X +1) -2#X2,

> @8y

g scx

/

Exemplo 18. Para uma nova aplicagdo do método de expansiao-contracg¢ao, cal-

culemos a soma
n—r+1 .

5=y 52 00)

i=1

onde n e r sdo numeros naturais tais que 7 < n. Como

i

i(i-zﬁ-l)zzj

i=1
(veja o exemplo 1), deduzimos que

'L ()

Como vimos no exemplo 16:

£6-04)

n—r+1ln—r+1

I )

n—r+1 i
=t 2. (r—l)'

i=j

i=j
e, portanto,
n—r+1 *
fn—-3ji+1
S= E ;
Jj=1

Agora, para 1l < j < n—r, alei de Pascal garante-nos que ("_ZH) = ("_j)+("_j)

T r=1/9
n—r+l1 . n= .
Ju—=3+1y fn—-5+1
Z J( . )—Z]( . +(n-r+1)

j=1

logo

Nao se preocupe com a
engenhosidade dos
cdlculos. Tente €

sequi-los!
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O que dd 1 é o somatdrio!
0° dd 1, somente se assim
o convencionarmos (o que

faremos).
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De novo pelo exemplo 16: y7°} ("~ =" e Z’.‘_T“]‘('r‘:{) = ("), logo,

7 r+2 4=1 r+1

usando a lei de Pascal, vem
_[(n+1 i n+1l\ (n+2
T \r+2 r+1)  \r+2)’

FE(0)- (1)

i=1

ou seja

/!

Vamos terminar esta série de exemplos com uma propriedade tedrica importante:

uma RELAGAO DE INVERSAO.

Exemplo 19. Sejam zo,z1,Z3,... € Yo,¥Y1,Y2,... duas sucessdes (infinitas) de

niimeros reais e suponhamos que elas estdo relacionadas dos seguinte modo:

n

2 =3 (1) -D*u

k=0

para todo o n > 0. Entdo, podemos concluir que
n
n
=3 (1)1t

k=0

para todo o n > 0. Os seguintes cdlculos justificam esta conclusio:
2 /n Z. /n K (k
> (3)evrm=¥ (s (5w
k=0 k=0 =0

onde apenas substituimos z; pelo seu valor dado. Agora, fazemos uma pequena

simplificagdo e trocamos a ordem dos somatérios:

£ o) (- () otz

k=0 i=0 k=0 i=0
n n
S50 ) Qparza- £ 5 )
i=0 k=0 i=0 k=i
Por sua vez, aplicando a férmula da revisdo trinomial, ficamos com
n n .
(n n—1
> 30 (7) (1 D= e (Hus e (30,
=0 k=i =0 k=i
Fazendo agora uma simples mudanga de varidvel, obtemos
n . n—i i, s i 7
S (Du e (") =3 (Fud Z( ("),
i=0 j=0 J i=0
De acordo com o teorema binomial, o somatério interior da ultima expressdo acima
ndo é mais do que (1 —1)"~% = 0"~ isto d4 sempre zero, a menos que 7 seja igual
an — neste caso da 1. Por conseguinte, o somatdrio exterior reduz-se a uma tinica
parcela, nomeadamente & parcela correspondente a i = n. E fica (2) Yn = Yn, COMO

queriamos verificar.




Vamos dar uma aplicagdo simples das relagoes de inversdo. No exemplo 2 da secgao

“O principio da inclusdo/exclusido”, mostramos que
= (-1)F

nj = n! Z k!

k=0 :

onde, recorde-se, nj é o nimero de desarranjos (i.e., permutagdes sem elementos

fixos) de n elementos. Fazendo algumas contas, ficamos com:

m=Y R0t =3 (1) - kp-nk

k=0 """ k=0
= kz; (n " k) kI(-1)* = g% (:) k(-1 (-1)

(usando, na terceira igualdade, a lei comutativa). Atendendo a que (—1)7% =

(=1)* e multiplicando ambos os membros por (—1)", obtém-se a igualdade:

n

-)rni=Y (:)(—1)’%!.

k=0
Se pusermos T, = (—1)"nj e yr = k!, estamos nas condi¢des de aplicacdo das
S ,

relagoes de inversdo. Nesta conformidade, obtemos

n! = zn: (Z) (—=1)%(=1)*kj = Zn: (Z)k;.

k=0 k=0

I

Posto isto (e para completar as generalizagdes), vamos agora falar da lei distribu-

tiva generalizada. Comecemos com um exemplo bastante simples.

Exemplo 20. Calculemos a soma (dupla)
m n . (m n
> yea(7)(5),
i=0 =0 J
onde m e n sdo numeros naturais. Usando a lei distributiva, podemos afirmar que

a i-ésima parcela do primeiro somatorio é

Mas, pela férmula do binémio de Newton,
= (n
S-29(7) = -2 = (-1
i=0 d
Por conseguinte, voltando a usar a lei distributiva e a férmula do binémio de

Newton, vem

I

Notemos que para o cdlculo da soma anterior sé foram usadas a lei distributiva

(n+ 2 vezes) e a férmula do binémio de Newton (também n + 2 vezes). Ora, seria

— Isto nao era um

ezxercicio?
— Era! Mas era para ser
resolvido de maneira

diferente.

Uma coisa tdo simples
com uma expressao tao

complicada!,
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muito conveniente se o uso repetido destas leis pudesse ser reduzido! E por essa

razao que registamos uma nova manipulagao de somatérios como uma, lei.

Lei Distributiva Generalizada. Sejam I e J conjuntos finitos e, para cada i €

I e cada j € J, sejam a; e bj nimeros reais. Entdo

(Te) (Zo) - TS

iel jeJ il jeJ

Demonstragdo. Ponhamos ¢ = .. a;. Entdo, usando a lei distributiva, de-

duzimos que

(Te) (To) = So=S o= X T oo

i€l JjEJ jedJ Jj€J j€J i€l
pelo que, para chegarmos a expressao pretendida, basta trocar os somatérios (u-

sando a lei associativa generalizada). O

Voltando ao exemplo anterior, esta generalizagdo da lei distributiva (voltada ao

contrario!) garante-nos que

22 (7)) - E() (5=()

de onde resulta imediatamente, por aplicacdo (dupla) da férmula do binémio de
Newton, que

ii( 2) ’*’( )(?) =(1-2)"(1-2)" = (-1)™*+",

i=0 j=0

Exemplo 21. A lei distributiva generalizada e o exemplo 2 permitem-nos deduzir

que
Yo #ExT)= Y #S-#T=Y #5|-| Y #T
S5,TCX S,TCX SCX TCX

= (#X -2#X71). (#X - 2#X-1) = (#X)2 . 22#X-1) = (4 X)2 . g#X-1,
Note que existe uma diferenca entre esta soma e a soma
> #S = (#X)P XL
SCXxX

Qual é a razdo desta diferenca? //

Para terminar esta sec¢do, vamos mudar um pouco de assunto e falar de teles-
cépios. Como o leitor deve saber, um telescépio permite observar um objecto
distante aumentando as suas dimensdes. Além disso, como o leitor também deve
saber, um telescépio é constituido por lentes e tubos, sendo estes de didmetros
varidveis mas de forma a que todos os tubos se possam encaixar perfeitamente do
mais fino para o mais grosso. Para sermos “mais matematicos”, digamos que o

nosso telescépio é formado por n tubos, tendo o tubo ¢ um didmetro externo igual




a d; e um didmetro interno igual a d; — é claro que d; e d} sdo niimeros reais bem

determinados. Assim, para que o tubo 7, que supomos ser mais fino do que o tubo
i+ 1, encaize perfeitamente no tubo i+ 1, o diAmetro externo do primeiro deve ser
igual ao didmetro interno do segundo, ou seja d;,, = d;. Suponhamos agora que,
por uma razao qualquer, queremos medir a espessura do telescépio (estando todos
os tubos recolhidos). Ora, por um lado, é claro que essa espessura é d,, — dy onde
do = d; — dito de outro modo, basta subtrair ao didmetro externo do tubo mais
grosso (o tubo n) o didmetro interno do tubo mais fino (o tubo 1). Mas, por outro
lado, o mesmo valor também pode ser obtido somando as espessuras de todos os

tubos, ou seja, calculando a soma
n—1

Z(d“'l —d;) = (dy —do) + (da —dy) + -+ + (dn — dn—1).
i=0
Por conseguinte, tem que ser

n—1

Z(di+1 = dl) = dn - do.

i=0
Somas deste tipo ocorrem frequentemente em Matemadtica e, por analogia com esta,
propriedade dos telescépios, é usual chamar-lhes SOMAS TELESCOPICAS — como

vimos acima, elas ndo sdo muito dificeis de calcular.

Exemplo 22. Calculemos a soma

= 1 1 1 1 1
b M 5 L A
Com este aspecto é dificil adivinhar qual o resultado que iremos obter. No entanto,
podemos socorrer-nos de um pequeno truque que, em intimeros casos, é de grande
utilidade. Observemos, em primeiro lugar, que o denominador 72 — 1 da i-ésima
parcela da soma S é uma diferenga de quadrados: i2 — 1 = (i + 1)(i — 1). Vamos
ver se conseguimos obter niimeros reais a e b tais que
1 a b a(t—1)+bGE+1) (a+bi+(b—a)
Z-1 i+l il GrDG-D1) 2 — 1 '
Ora, para que isto acontega serd suficiente que a +b =0 e que b —a = 1. Como

estas duas equacdes sdo satisfeitas por a = —-;- eb= -é—, concluimos que

s (e ) 3G ) (-9 G- )

As parcelas parecem comegar a cancelar. Para que isto seja mais visivel, vamos

introduzir um novo “factor de perturbagao”:

s 1y I Ly, f1_. 1%
- 24 [\i+1 i i i—1

Que trivialidade!

Mais um!

Perturbagdo!?
Hd um método com este

nome ...
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Agora, tudo é bem claro: o primeiro somatério é

£ (-G (-2

Quase todas estas parcelas desaparecem! De facto:

z"':ll_ll
i+1 i) n+l 2

=2

Por outro lado, mas pelas mesmas razoes,

271 1 1
Z(?_i—1>zﬁ_l'

=2

Por conseguinte,

o= (-9 (-0 - g2

Quem diria! //

A regra que usdmos neste exemplo permite-nos obter de uma maneira rapida o
resultado de uma soma telescépica. Formalmente, essa regra pode ser enunciada

como segue.

Lei Telescépica. Sejam m e n dois nimeros naturais com m < n e consideremos

a sequéncia de numeros reais am,dm41,- - - ,an. Entdo,

n—1
Z(ai+1 —a;) =ap — Q.
i=
Demonstragdo. Pela lei associativa (e também pela lei distributiva), temos

n-1 n—1 n—1
Z(ai—H -a;) = Z Qi1 — E aj.
i=m i=m i=m

Por outro lado, pela lei da decomposicao,

n—1 n—2 n—1 n—1
Z ajy1 = Z ai+1 +a, e, também, E a; =an, + E a;
i=m i=m i=m i=m+1
Logo
n—1 n—2 n—1
E (a,-.H = a,-) =a, + Aip1 — E Qi — Q-
i=m i=m i=m+1

A conclusdo que pretendemos segue-se imediatamente uma vez que Z:‘;,i Qip1 =
n—1 . .z
2 iem+1 @i (pela lei da mudanga de varidvel). O

Muitas vezes, a lei telescopica enuncia-se do modo que se segue. Dada uma
sucessdo ao,a1,asz,... de nimeros reais, 0 OPERADOR DE DIFERENGA, que de-
notamos por A, aplicado a esta sucessdo d4 origem & sucessiao Aag, Aay, Aas, ...,
cujo i-ésimo termo é: ‘

Aai = Qi4+1 — Q4.

A lei telescépica tem, agora, a seguinte formulagio:




Lei Telescépica (versao alternativa). Sejam m e n dois nimeros naturais

comm < n e consideremos a sequéncia de nimeros reais m, Am41,--- ,0n. Entdo,

n—1
E Aai = aim
i=m

onde a;|}, denota a diferenca a, — an,.

Nesta formulagdo, a lei telescépica sugere a seguinte estratégia para calcular uma

soma E;:Ol b;: obter uma sucessdo ag,a,as,as,... tal que Aa; = b;. A uma tal

sucessdo chama-se uma ANTI-DIFERENGA ou uma SOMA INDEFINIDA da sucessao

bo,b1,b2,b3,... e, por vezes, escreve-se y b; = a;. Nesta conformidade, pela lei A derivada estd para a

telescépica, vem primitiva, assim como a
n—1 diferenca estd para a
Z b; =a, — ap,. anti-diferenca. A soma
i=m indefinida ¥ estd para o

Exemplo 23. Como A2} = 2i+1-2¢ = 21(2—1) = 2¢, alei telesc6pica garante-nos integral indefinido [,

assim como a soma
que -
delimitada estd para o

n n
Z 9i — Z A2 = on+l _ 90 _gn+l _ 1 integral definido.
1=0 =0
Que coisa tao simples!

Fazendo uma pequena variagdo, tomemos um nimero real z diferente de 0 e de 1.

Temos Az? = zi*! — zt = zi(z — 1), logo

zt i
A(z_1>—x.

Deste modo, pela lei telescépica garante-nos que

n n ;
in:ZA z =x"+1_ z° ::c"“—l.
= = r—1 z—1 x-1 z—1

I

Para os leitores familiarizados com o célculo infinitesimal, a sequéncia 2¢ desem-
penha nas somas o mesmo papel que a fun¢do e® desempenha nos integrais. E, em
analogia com o célculo infinitesimal, também existe uma maneira de somar por

partes. Com efeito,
A(aib;) = aip1biy1 — aibi = aiy1biv1 — aibiyy + aibiy1 — aib;
= bit1(ai+1 — a;) + ai(biy1 — b;) = biy1Aa; + a; Ab;
donde
a;Ab; = A(a;b;) — biy1Aa;,

obtendo assim a denominada férmula da SOMA POR PARTES:
n—1 n—1
Z a.,-Abi = a,-b,-lfn = Z b,-+1Aa,-.
i=m i=m

Com a notagao da soma indefinida, ficamos com a seguinte “férmula de soma por

ZaiAbi = a,-b,- = Z bi+1Aa,-.

partes”:
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— O que € i™ para

m>i?

— Obviamente zero!
'

Uma igualdade pertinente.
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Exemplo 24. Tentemos usar o método da soma por partes para recalcular a soma

n
>
g=
do exemplo 10. Vamos por a; = i e Ab; = z'. Entdo, vem Aa; = 1 e podemos

tomar b; =

). Pela férmula da soma por partes,

n n 7 n
‘ i - . (n+1)z"t! T .
o TS 4 zn+1_§ : = - § : i
Z_ “ :z:—lmlo -1  z-1 x—lizox

i=0 =0
(a4 Dz g(@™! —1)  (n4Dztl(z - 1) — (e - 1)
T z-1  (@-1? @-1)7?

onde, na pentltima igualdade, usamos o exemplo 9 (ou a segunda parte do exemplo

anterior). /]
Exemplo 25. A lei telescépica permite calcular facilmente a soma

n
Sp(m) = Ziﬂ= 124 omp3m ..y,
=1
onde m é um dado nimero natural. Em primeiro lugar, (i + 1)2+L = (i + 1) ™

1™ = ™+l 4 m ™ pelo que
A () = (i + 1)L gmEL = (G4 1) — L

Al — gl 4oy Mt = (g 4 1)

=i 4

Por conseguinte,
1

= —— AL
m+1
e, portanto,
n
. 1 (n+ 1)zt
S — m _ 1\m+1 _ 1m+l -

para todo o nimero natural m > 1.

Note-se que a soma S,(m) das n primeiras poténcias factoriais decrescentes de
ordem m tem uma solucdo simples, ao contrario da soma S,,(m) das n primeiras

poténcias de ordem m (recorde o exemplo 15).

Fagamos alguns célculos:

S.(1)=3i= (";Ug - el

Claro que S,(1) = S,,(1). O uso das poténcias factoriais decrescentes é util no
cdlculo da soma de poténcias usuais. Por exemplo, i = i(i — 1) = i2 — i e,

consequentemente, i2 = i2 + iL. Logo,

=z::z Zz +Z ("+1 +(n;1)2=%n(n+%)(n+1).




De modo anélogo, i3 = i(i—1)(i—2) = i3—3i2+2i = 13— 3(i244L) +2iL = ¥ —3i2—iL

donde resulta a igualdade i3 = i3 4 3i2 + iL. Portanto,

n n n n
Sa@B) =) *=)id+3) 2+ Y it
i=1 i=1 i=1 i=1
_ (n+1)4 (n+1)2  n?(n+1)2
4 2 4
Esta igualdade tem uma consequéncia deveras curiosa:

i=1

+(n+1)2+

I

A pedra de toque na aplicagao da lei telescépica consiste no calculo de uma anti--
-diferenca. No exemplo anterior, a soma S, (m) foi obtida facilmente porque a
sucessao a; = 1™ tem uma anti-diferenga muito simples. Isso ja ndao é o que se
passa com a soma S, (m) (veja o exemplo 15), pois ndo h4 uma expressio simples
para a anti-diferenca de a; = i™. Eis uma tabela de diferengas e anti-diferencas

+que pode ser de alguma utilidade:

n—1
a; Aa; >a; Z a;
1=0
1 0 1 n
im mim—l ,im+1 n'm+1
m+1 m+1
1 _ 1 H o
i+1 (t+1)(i+2) ‘ "
2t 2 2t 2" -1
. ; Tt " -1
1 = 1 1
:c iz g rz—1 z—1

Nesta tabela, a coluna encabecada por Y a; contém anti-diferencas de a;.

Justificagcdo da tabela. As diferencgas e anti-diferencas de a; = ™ foram calcu-
ladas no exemplo 25. Os calculos da primeira linha do exemplo 23 justificam as
entradas da peniiltima linha da tabela. A iltima linha da tabela foi justificada

também no exemplo 23 — nesta linha, z é um niimero real diferente de 0 e de 1.

Quanto & linha do meio, temos que prestar alguns esclarecimentos. Em primeiro

lugar,

1 y\_ 1 1 _i+1-(i+2) 1
A(i+1)_i+2 i+l ((+1)GE+2) ((+1)GE+2)

Veja se obtém os mesmos
valores usando a
recorréncia do exemplo
15.

TABELA DAS
DIFERENGAS E
ANTI-DIFERENGCAS
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o que justifica a entrada da coluna Aa;. Os nﬁmeros H; sao os nimeros harmoé-

nicos, definidos na secgio anterior: H; = Y;_, L =1 +3+E4++ 1 E claro
que
i+1
AH;= H; H; = - -
L= ; Z kit 1
o que justifica a entrada da coluna ¥a; para a sucessdo a; = l% O

Exemplo 26. Neste tltimo exemplo vamos calcular a soma

n—1 .
_ = i
Hy =0, por convengao. Z (m> H;.
=0
Atendendo a que (}) = L, esta soma reduz-se a
1 n—1
im iy
E Z 7 H,.
=0
Para calcular esta ltima soma, vamos por partes, pondo a; = H; e Ab; = i™
Vem Aa; = ;+1 e podemos tomar b; = mL Vem, entao,
~1
¥ nz zﬂH - 1 ( m+1 | Z (Z + 1)m+1 1
T m+1 . m+1 i+l
m+1
= mAlg - ) i) = pmtlg .
m+1 ( Z ) +1 ( " om+1
Logo,

-1 . m
nz ' H'=LL nmELE _n"'l
‘ m) " mlm+1 " m+1

= (=) = () (- 0).

Os casos particulares em que m = 0 e m = 1 tém algum interesse. D&o, respecti-

vamente, origem as seguintes igualdades:

(3) (m=3) =252 ()

_ n(n—1) n(n—1)
2 4

n—1
> kH;
k=0

H, -
I

Exercicios
1. (a) Mostre que

Z":(_4) <n+k> _

- o=k (2n - k)
k=0 =0 B

k
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(b) Obtenha a férmula da adi¢do paralela a partir da férmula da adi¢do do
indice superior.
(c) Mostre que
2”: (2n1: 1) _ o
k=0
2. (a) Seja X um conjunto finito de cardinalidade impar. Use a mudanca de
varidvel S — X \ S para mostrar que Esgx(_l)#s =0.
(b) Mostre que a igualdade acima também é verdadeira quando X é ndo vazio

de cardinalidade par. [Sugestdo. Fixe um elemento a € X e mostre que
ES%?(_I)#S == ngx\{a)(_l)#s-]
a

*3. Calcule o sinal das seguintes permutacdes:
(a) [10,7,6][6,1,2][7,1,2,3,4].
(b) (1,4,3,2,5,7,6).

© 123 4 5 6 7 8 9 10
c ;
. 2 5 7 10 9 8 413 6

*4. O jogo quinze joga-se num tabuleiro quadrado dividido em dezasseis partes
iguais, quinze das quais ocupadas por uma pega quadrada numerada (de 1 a 15).
Estas pecas numeradas sdo méveis e podem-se mover horizontalmente ou vertical-

mente para a casa sem peca. Considere as duas seguintes posi¢des do jogo:

i | G2 | i3 | t4 11234
is | e | 7 | is 516|718
i9 | 210 | %11 | 12 9 (10| 11]12
113 | %14 | 115 131415

1 2..15

& & 2% for impar, entdo ndo podemos passar da

Mostre que se a permutagao (
primeira para a segunda posigao.

5. Mostre que
2n

S (12 = Hpu— H,
k=1

(a) Por inducdo matemaética.
(b) Como se nao soubesse o resultado do somatério. [Sugestdo. Decomponha

[2n] em pares e em impares e use o exercicio 3 da secgdo “A notagio X”.]

6. Use o método da perturbagdo para calcular as duas somas seguintes:

n n

Sa=) (-1)"F e Tp=) (1"

i=0 1=0

7. Calcule a soma
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pelo método da perturbagdo. [Sugestdo. Tente somar os cubos.]

8. A seguinte dedugdo tem um erro:
n ) n 1 n n 2 n n 21 n
(57) (25)-LEr-srr-tree
=1 j=1 =1 j=1 =1 1=1 i=1

Qual é7

9. Mostre, por indugao, que
[—Zrn l S+k (_1)k=(_1)l+m S—m
o \m+k n n—1)
10. Considere o triplo somatério
n n n
>3 e
k=1 j=k i=j
a) Explicite este somatério para n = 3.

(b) Troque a ordem dos somatérios de modo a que o primeiro indice seja 7, o

' segundo seja k e o terceiro seja j.

11. Encontre todos os erros da seguinte dedugao: “Temos

n

;ﬁ: ) (iil'izl)

Jj=1 j=1
I I
_z:1 iti+1) “i(i+1)
e, portanto,
=1
i =0.7
i(i+1)

12. Calcule a soma

$=1

reescrevendo-a como a soma multipla 377, 375 2°

13. Mostre que

ZH (n+1)H, —n
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usando:
(a) A definigdo de H; e uma troca de ordem de somatérios.
(b) O método da perturbacdo aplicado & soma Z;:ll(i + 1)H;.
14. Calcule a soma
Z 1
1<iciend

em termos de nimeros harménicos.

15. Justifique a igualdade,

2n k/2 n o n
DD flki) =" £(24,9).
klc;gr =0 i=0 j=i

16.  (a) A que éigual a soma Y ;) >0, 4j?
(b) Mostre que
L (YRE L .
2 ; ]Z::z] = 1 + ;z .

(c) Calcule a soma
D i
i=1

. ’ ~ ~ ] . ;2 ;
aplicando o método da expansdo-contracgdo & soma Y ;. i ‘5.

17. Demonstre a identidade de Lagrange: Este ndo é fdcil!
n n n 2
Y (ajbe —arby)’ = (Z ai) (Z bﬁ) = (Z “kbk> .
1<j<k<n k=1 k=1 k=1

Deduza, a partir desta igualdade, a desigualdade de Cauchy:

(&) <(E4) (B)

[Sugestdo. Para mostrar a identidade de Lagrange defina O = [n] x [n], A~ =
{G,k) € 0:j <k}, A = {(j,k) € O: k < j} e D = {(j,k) € O: j = k}.
Observe que O é a unido disjunta de A=, At e D. Decomponha o somatério
Z(j,k)el:l(ajbk — axb;)?.]

18. Mostre que

(6)=G)# (&) e (2 + () -

(a) Como caso particular da férmula do binémio de Newton.
(b) Usando o método telescépico. [Sugestdo. Para cada 1 <i < n — 1, decom-

ponha (7}) de acordo com a lei de Pascal.]

19. Calcule a soma
n

1
Zl(i+1)(i+2)'

=

133




134

(a) Seguindo uma estratégia andloga a do exemplo 20.
(b) Consultando a linha do meio da tabela das diferencas e das anti-diferengas.

(c) Qual é, de facto, o valor do somatério Y ;- ; 1/i(i + 1) do problema 117

20. Suponha que a¥b¥ = ¢;(d**! — d¥). Mostre que

Z Zakbk ic,(di“ -1)
i=0

k=0 i=k
[Sugestdo. Troque a ordem dos somatérios.]

21. Calcule a soma

Z(— 4k2

[Sugestdo. Reescreva a fracgao 1 / (4Ic2 —1) como uma diferenca de fracgdes e depois

some por partes.]

22. Calcule A((¢ + 1)!). Com o resultado deste calculo obtenha o valor da soma
> il
i=1

23. Seja ax = (—1)* 1 (7).
1. Mostre que Aay, = (—1)*(}).
2. Usando a alinea anterior, dé uma nova demonstragao da férmula da adigao

alternada do indice inferior.

3. Calcule
Z(—l)k <m> H;,
k
k=0
24. Calcule a soma
22k +1
£ k+ 1)

(a) Observando que 1/k(k+1)é1/k—1/(k+1).
(b) Somando por partes.

25. Some por partes

.k
kz;:k+1'




3. Recorréncias




Na primeira secg@o introduz-se o conceito de relagio de recorréncia e discutem-se
cinco exemplos de tais relagies. Com estes exemplos pretende-se dar uma ideia
da variedade das relagdes de recorréncia. Hd desde aquelas cujo (n + 1)-ésimo
termo apenas depende do termo anterior (ezemplos 1 e 2), até aquelas que de-
pendem de todos os termos anteriores (ezemplos 3 e 4); desde aquelas que tém
origem em problemas de andlise algoritmica (exemplo 8), até aquelas que definem
certos nimeros importantes (exemplos 4 e 5). Nao hd uma maneira sistemdtica
de resolver relagées de recorréncia, embora hajam abordagens de grande utilidade
(e.g., as fungdes geradoras do prézimo capitulo), métodos sistemdticos que fun-
cionam em determinadas situagées (e.g., o método das raizes caracteristicas da
sequnda secgdo deste capitulo, usado para resolver recorréncias lineares de coe-
ficientes constantes) e uns quantos truques ad hoc. Na primeira sec¢do, somos
assistemdticos no que toca d resolugdo e estudo das relacées de recorréncia. O
principio da indugcdo matemdtica e as suas variantes sdo moeda corrente nestes
estudos. No anezo a esta secgdo justificam-se os usos de determinadas versées do

principio da indug¢do matemdtica.
]

Como jd referimos, no caso de nos restringirmos a relacées de recorréncia line-
ares de coeficientes constantes, hd métodos sistemdticos de encontrar as solugées.
Na sec¢io “Recorréncias lineares de coeficientes constantes” estudamos o método
das raizes caracteristicas. O caso em que hd raizes caracteristicas miltiplas é um
pouco delicado (ainda que a aplicagio do método nio o seja), pelo que deixdmos
para anezo a demonsiragdo do teorema fundamental referente a este caso. A sec¢do
termina com o caso nio homogéneo. Desde que o termo independente seja poli-
nomial, exponencial ou uma combinag¢io de ambos, também é possivel obter siste-

maticamente todas as solugdes destas relagies.

OBJECTIVOS:

1. Compreender o que sdo as relagoes de recorréncia e familiarizar-se com elas.
Dominar o método da substitui¢do de diante para tras.
2. Saber resolver relagdes de recorréncia lineares de coeficientes constantes

pelo método das raizes caracteristicas.
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3.1. Relacoes de recorréncia

Consideremos o somatério
n
S=Za,‘ =a;+ax+---+ap
i=1
onde ay,as,... ,a, sdo numeros reais. O primeiro passo a efectuar para calcular
esta soma é ordenar as sua parcelas; por outras palavras, escolhemos a primeira
parcela, a segunda parcela, a terceira parcela, e assim sucessivamente. E subenten-
dido que, quando representamos a soma S usando a notacdo-X, essa tarefa ja foi
executada: a primeira parcela é a;, a segunda as, e assim sucessivamente — como
vemos, esta ordenacdo é determinada pela varidvel de indexag¢do do somatério. E
agora? Se o nosso objectivo é somar, o que a experiéncia do dia a dia nos diz é que
devemos somar a; com asy, depois o resultado a; + ay com ag, depois o resultado
a; + az + a3 — que, bem vistas as coisas, é (a; + a3) + a3 — com a4, € assim
sucessivamente, até chegarmos & parcela final a,,. Estamos a descrever, um a um,
os passos de um algoritmo para efectuar esta soma... Em geral, no passo m, para
1 < m < n, usamos a soma S,,_; = Z:’;_ll a; = ay + -+ -+ a,,—1 para obter a soma
Sm = Sm—1 + an. E, finalmente, no passo n obtemos S,, que ndo é mais do que a

soma S pretendida.
Em geral, dada qualquer sucessdo de nimeros reais (a,), a soma S, = Y . a;
pode ser calculada dizendo que

So = ao,

Sn =Sp=i+a,; Pparan=1.

No fundo, pensamos em S,, ndo como um nimero (real), mas como o termo geral
de uma sucessdo de nimeros reais Sy, S1, S2, . ... Dizemos entdo que esta sucessao

satisfaz a formula de recorréncia
Tp = Tp-1+an

e que estd sujeita & condig¢do inicial (ou condi¢ao de fronteira) xo = ag. Aqui,
Zo,Z1,T2,... SA0 varidveis reais que devem ser substituidas pelos termos da su-
cessao Sp,S1,852,.... Deve observar-se que a sucessdo (Sp) fica univocamente
determinada pela férmula de recorréncia e pela condigao inicial imposta — o que

nos permite identificar, de uma forma precisa, todos os termos da sucessio.

Como exemplo, a sucessdo (2") determina, através da férmula de recorréncia
Tp =Tp-1+ 2"

e da condigdo inicial o = 1, a sucessdo de somas (S, ), em que S, = 2"+ —1 para
todo o niimero natural n — em particular: Sy =2°t1 —1=1,5; =2t -1 =3,
Sy =221 _1="7e S3 =231 —1 = 15. De facto, esta sucessdo satisfaz a férmula
de recorréncia indicada: 1 +2 =3,3+22=7,7+ 2% = 15 e, em geral,

Sp1+2"=(2"-1)+2"=2-2"-1=2""1_1=36,.

algoritmo s.m. (do drabe

al-kharizmi) processo de
cdlculo, forma de geracdo

de nimeros.

De ora em diante, (an)
abreviard ap,a1,a2,... E,
quando necessdrio,
escrevemos (an)n>m para
indicar que a sucess@o em
causa comega no termo

am.-

Obviamente porque para
definirmos Sp,

recorremos a S,_1
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E nao s6. ..

Por outras palavras, a sucessio de termo geral 2! —1 é uma SoLUGAO da férmula
de recorréncia z, = xz,—1 + 2" e é, de facto, a tinica sucessdo de nimeros reais

que, para além disso, verifica a condicao inicial zo = 1.

Relagoes de recorréncia ocorrem com relativa frequéncia em Matematica e, embora
estejam intimamente relacionadas com somas, ndo sdo exclusivo destas — afinal,
os métodos que descrevemos na secgdo anterior devem servir para alguma coisa. . .
De seguida, consideramos cinco exemplos com os objectivos de sugerir ao leitor a
variedade de problemas que podem ser formulados com relagoes de recorréncia e

de indicar diferentes tratamentos para o estudo destas.

Exemplo 1 (Um problema geométrico). Qual o niimero méximo de regides

em que pode ser dividido um plano quando nele tracamos n rectas distintas?

A resposta a este problema foi dada pelo matematico suigo Jacob Steiner, em 1826.
Para melhor nos entendermos, vamos denotar por a,, 0 nimero que pretendemos.
E, para comegar, vamos primeiro determinar a, quando n é pequeno. E claro
que a; = 2 — uma recta divide qualquer plano que a contenha em duas regioes

distintas!

E também claro que a; = 4:

O leitor deve notar que as duas rectas ndo podem ser paralelas — caso contrario,
o plano apenas ficaria dividido em trés regides! Pensemos agora em tracar uma
nova recta. Com a ajuda de um pequeno desenho é facil concluirmos que trés é o
nimero méaximo das quatro regides anteriores que podem ser divididas, cada uma

das quais em duas subregioes:

3a
1b

i 3b

Por conseguinte, a3 = 7 =4+ 3 = a3 + 3 — note também que a; =4 =2+ 2 =
a; + 2.

Em geral, quando tracamos a n-ésima recta (para n > 2), aumentamos o nimero

de regides de a,_; para a, = a,_; + k se, e somente se, a nova recta “atravessa’



exactamente k das regides ja obtidas. E isto acontece se, e somente se, a nova recta
“cruza” exactamente k — 1 das rectas que jd tragdmos em k — 1 pontos diferentes
— um desenho pode ajudé-lo! Como qualquer par de rectas distintas se pode
cruzar quando muito num ponto, 5, n-ésima recta pode cruzar as n — 1 rectas ja
tragadas no maximo em n — 1 pontos. Assim k < n e, portanto, a, < ap—1 +n.
Para justificarmos que se tem a igualdade, notemos que é possivel tracar a n-ésima
recta de forma a que ndo seja paralela a nenhuma das restantes (intersectando-as
assim a todas) e de modo a que ndo passe em nenhum dos pontos de intersecgao
j4 obtidos (assim a nova recta intersecta as antigas em n — 1 novos pontos). Por
conseguinte, a, = an—1 + n, i.e., a sucessdo de nimeros reais (an)n>1 satisfaz a
férmula de recorréncia

Ty = Tp—1 +n.

Para que o problema fique com solugdo determinada esta férmula de recorréncia
deve ser acompanhada da condigao inicial z; = 2. Sendo assim, 0 nimero maximo
a, de regides do plano determinadas por n rectas desse plano pode ser obtido

RECURSIVAMENTE por:
:

a; = 2,
Qnp = Qnp—1 +Mn, paran > 2.
Por outras palavras, a sucessao (an)n>1 € a tinica solugao da férmula de recorréncia

Tp = Tn_1 + n que satisfaz a condigdo inicial z; = 2.

Até agora, ndo encontramos ainda uma “férmula” para a, que dependa apenas de n
— e por isso o problema est4 resolvido de uma forma indirecta. Essa férmula pode
ser obtida usando um pequeno truque e, também, algum conhecimento anterior.

Com efeito, podemos somar os primeiros n termos da sucessdo (an)n>1:

n n n n
Zai - Z(ai—1 +1) = Zai_l +Zi
i=1 i=1 i=1

=il
onde, por conveniéncia, fazemos ap = 1 — de modo que a; = ap + 1. Por con-

seguinte, Y 1, @i — Y Gio1 = Y1, i, OU S€ja,
n n
1
S -y = i= 10D,
i=1 i=1

Que bom! A Lei Telesc6pica garante-nos que Y ., (a; — ai—1) = an — ag €, por-
tanto,

1 1
. =g 4 BB, BEEL

2 2

O mesmo resultado pode ser obtido usando um outro método (bastante 1til, em-
bora menos rigoroso), conhecido por METODO DA SUBSTITUIGAO DE DIANTE PARA
TRAS:

Gn=0n_1+n=ap2+(n—-1)+n=a,3+(n-2)+(n—-1)+n

ce=ag+1424-+(n=2)+(n—-1)+n

Recurso € sindnimo de

recorréncia e, portanto,
recursivamente € o mesmo

que recorrentemente.

“Backward substitution”
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Se s@o discos, tém que ser

circulares!

Hd quem néo acredite
nesta histéria, merecendo
referéncia especial o
matemdtico belga M.
Kraitchik. Ele notou que
“Claus” é um anagrama
de “Lucas”, que
“Li-Sou-Stian” é um
anagrama de

“Saint-Louis”, o Liceu

onde Lucas leccionava,

n
=1+1+2+-+(n-2)+(@n-D+n=1+) i

i=1
A mesma soma que obtivémos acima! Assim, a, = 1 + ﬂnz—"'ll Mas, como refe-
rimos, este método é menos rigoroso e carece de um pequeno argumento indutivo
— que no fundo estd escondido na cadeia de igualdades indicadas. Nessa cadeia,
houve uma certa adivinhag¢do que, em situacdes menos claras, pode levar a resul-
tados errados. Deste modo, para verificar o resultado obtido, devemos confirmé-lo
com uma demonstrac¢do por indugdo. O caso base é trivial: a; = 1 + # = 2.

O passo de indugdo também é simples:

n—1)n nn+1
Ay = Qpiii +n=1+(—2—)+n=1+¥.
/

Exemplo 2 (A Torre de Hanéi). Neste exemplo vamos tratar de um problema
que foi formulado e resolvido pelo matematico francés Edouard Lucas (1842-1891)
em 1883, no terceiro volume da sua obra Récréations mathématiques. O problema
estd relacionado com um jogo que ficou conhecido como a TORRE DE HANOI e que
consiste, muito simplesmente, num tabuleiro rectangular onde se devem fixar trés
hastes verticais (cilindricas e iguais) e em n discos circulares, ndo havendo dois
discos com o mesmo didmetro. Cada disco tem um pequeno orificio no centro de
forma a poder ser enfiado em qualquer uma das hastes. No inicio do jogo, todos os
discos devem ser enfiados na mesma haste por ordem decrescente, ficando o maior
na base da torre assim construida — cada disco pode, portanto, representar um

andar da torre.

O objectivo do jogo é transferir todos os discos de forma a reconstruir a torre

numa (qualquer) das outras duas hastes, obedecendo as seguintes regras:

1. Em cada movimento s6 pode ser transferido um disco;

2. O jogador nunca pode colocar um disco sobre outro de menor didmetro.

No seu livro, Lucas conta uma histéria curiosa em que afirma ter conhecido o
jogo da Torre de Handi através de N. Claus, um professor de Filosofia e Calculo
no Colégio Li-Sou-Stian, na cidade de Bangkok, capital do reino indochinés do
Sido. O préprio Claus soubera do jogo, por acaso, numa das intimeras viagens que
empreendia pela Indochina a fim de recolher informacGes sobre as muitas obras
dispersas do genial matematico siamés Fer-fer-tam-tam. Nessa viagem, Claus teria
visitado um templo riquissimo na cidade santa de Benares — que, para os hin-
dus, se situa no Centro do Mundo — e teria assim conhecido a Lenda do Fim

do Mundo. Segundo lhe revelaram os cem monges do Templo de Benares, no




Principio do Mundo, o deus Brahma colocara, sob a cipula de cristal da sala prin-

cipal do Templo, na cidade de Benares, um tabuleiro de prata com trés hastes de
diamante. Na haste central, o deus Brahma construira uma torre, como indicdmos
acima, com 64 discos de ouro pufo — a que os monges chamavam a Torre de
Brahma. E Brahma teria ordenado aos seus cem monges que reconstruissem a
Torre numa das outras hastes, transferindo um disco de cada vez e formando em
cada movimento uma torre semelhante a inicial. Quando a tarefa fosse concluida,
a Torre e o Templo ruiriam e o Mundo terminaria. Seria o Fim da Humanidade. ..
Bom! Para sermos mais rigorosos, serd o Fim da Humanidade: a reconstrucio da
Torre exige 18 446 744 073 709 551 615 movimentos! Um nimero com vinte algaris-
mos! Consegue 1é-1o? Se admitirmos que os monges efectuam um movimento por
segundo (o que é bastante improvavel), sdo necesséarios 584 942417 355 anos para
terminar o jogo, o que excede em muito o “tempo de vida” previsto para o Sol. O

deus Brahma foi realmente excepcionalmente benevolente. . .

Ja aqui indicdmos o nimero de movimentos necessario para terminar um jogo de

:Torre de Hanéi com 64 discos. A resposta para qualquer jogo é dada na resolucgao

do problema que aqui colocamos — e que nao é, de modo nenhum, o de jogar o jogo
até ao fim. Pretende-se saber qual é o nimero minimo de movimentos necessarios

para completar um jogo de Torre de Handi?

A primeira vista, ndo é claro que o jogo possa ser terminado. Contudo, se pen-
sarmos durante alguns segundos, chegamos & conclusido de que facto tal acontece
— embora possa ser impossivel chegar ao fim do jogo durante a nossa vida (se o
numero de discos for suficientemente grande). Para isso, basta usar, de um modo
bastante simples, o principio de indu¢do matemadtica. Em primeiro lugar, é claro
que o jogo termina quando consideramos apenas um disco. Suponhamos agora,
por hipétese de indugao, que um jogo com n discos — sendo n um nimero natural
nao nulo arbitrariamente fixo — termina. Entdo, termina-se um jogo com n + 1

discos através da estratégia seguinte:

1. Transferimos os n discos do topo da torre para uma haste diferente da
original.

2. Mudamos o disco da base — o maior — para a haste que sobra e que, nesta
altura, é a tinica que se encontra “vazia”.

3. Transferimos a torre de n discos, construida no passo 1, para a haste onde

se encontra o disco maior.

O leitor deve notar que os passos 1 e 3 sdo possiveis pela hipétese de inducao.
Deste modo, pelo principio de indugdo, o jogo tem solugdo qualquer que seja o

nimero de discos considerado.

Para resolver o problema proposto, designemos por a,, 0 nimero minimo de movi-
mentos para completar um jogo com n discos e comecemos por determinar ay, as e

a3 — para depois tentarmos generalizar os argumentos usados. E claro que a; = 1.

e que “Fer-fer-tam-tam” é

s

um arranjo com o nome

de Fermat, por quem
Lucas tinha grande

admiragao.
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Assim, consideremos um jogo com dois discos. Neste caso, o leitor pode convencer-
-se, experimentalmente, de que sdo necessarios pelo menos trés movimentos para

reconstruir a torre numa das outras hastes:

Quando a torre é formada por trés andares, o leitor pode convencer-se, também ex-
perimentalmente, que sdo necessarios pelo menos sete movimentos para reconstruir
a torre numa das outras hastes — repare que a estratégia seguida é precisamente

a que indicamos acima.

Deste modo, as =3 ea3z =T.

Em geral, consideremos um jogo com n discos, em que n > 2. Seguindo a es-
tratégia que indicdmos acima, terminamos a partida depois de efectuarmos a,
movimentos no passo 1, um movimento no passo 2 e, de novo, a,_; movimen-
tos no passo 3. Por conseguinte, seguindo esta estratégia, efectuamos 2a,_; + 1

movimentos para completar o jogo e, portanto, por defini¢ido de a,,
an <2ap_1+1.

Porque ndo a igualdade? Bom, ainda nao justificimos que a estratégia seguida é a
melhor. Para isso, notemos que, pelas condigdes impostas, o maior disco da torre
s6 pode ser colocado numa haste vazia. E, obviamente, isto sé é possivel depois
de termos completado o passo 1. Finalmente, o passo 3 tem que ser executado
de qualquer maneira... Deste modo, s6 podemos completar o jogo com o menor
nimero possivel de movimentos desde que, nos passos 1 e 3, tenhamos efectuado

também o menor nimero possivel de movimentos. Deste modo,

an = 2an,_1 + 1.




¥

Podemos assim definir (de modo indirecto) a sucessao (an)n>1 dizendo que a; =1
e que a, = 2a,—1+1 sempre que n > 2. Por outras palavras, esta sucessao satisfaz
a férmula de recorréncia

Ty =2Tp_1 +1

e estd sujeita a condigdo inicial z; = 1.

O método de substituicdo de diante para trds permite-nos obter o valor exacto de

(s B
an=2an-1+1=2(22a,2+1)+1=2%a,_24+2+1
=222ap_3+1)+2+1=2%a,_3+22+2+1
=...=2" g, 42724 ... 42249241

n—1
=2 4 2n P 4224 241=) 20
i=0
Esta soma j4 nés conhecemos: Z?:_Ol 21 = 2" —1. Assim, o termo geral da sucessdo
é
ap=2"-1.
A verificagdo rigorosa desta igualdade deve ser feita por indugdo e é deixada ao
cuidado do leitor. //

Exemplo 3. Em Ciéncias da Computacgdo, estuda-se o algoritmo de ordenagdo
Quicksort. O nimero médio de comparagoes C,, que este algoritmo efectua para

ordenar uma lista de n itens é dado pela seguinte relagio de recorréncia:

Co =0,

2 n
C, = — - > 1.
' n+1+n E Ck-1, paran>1
k=1
O problema consiste em explicitar C,,.

Antes de resolver este problema, devemos observar que esta relagio de recorrén-
cia difere das anteriores. O termo C,, ndo depende somente do termo precedente
Cr-1, depende — ao invés — de todos os termos anteriores Cy, C1, ..., Cp_1. E
o0 que se chama uma RELAGAO DE RECORRENCIA COMPLETA. Por meio de alguns

truques, vamos reduzir esta relagdo a uma outra mais fécil de calcular. Paran > 1,

temos
n
nC,, = n? +n+220k_1
k=1
e, portanto,
n—1
(n=1)Cac1=(n—-1>+n—-1+2) Ciy
k=1

sempre que n > 1. Subtraindo as duas expressoes, obtemos

nCp — (n—1)Cph_1 =2n+2C,_;
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Tanto truque!

— significa que o ezemplo

ainda ndo terminou.
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e, portanto,
nCp=(n+1)Cph_1 +2n
sempre que n > 1. Dividindo ambos os membros por n(n + 1), concluimos que

(&9 _Cn_l 2
n+1  n n+1

sempre que n > 1.

Agora, vamos por
C, = Cn
n+1
para todo o niumero natural n. Para n > 1, vem
2
n41

e, por computagdo directa, C; = 1 (porque C; = 2). Esta relacdo de recorréncia

Ca=0Ch 1+

¢é mais facil de abordar do que a original, pois é uma RELAGAO DE RECORRENCIA
SIMPLES, i.e., o termo C}; apenas depende do termo precedente C}_;. Pelo método

de substitui¢do de diante para tras:
2 2 2 2 2 2

e e R LTS B R
= - +2+ + = +C;
T T a4+l n n—k+2 m=k
2 2 1 1 1
=...= o b O =B ——— b b= =y —1
s T B! (n+1+ +3+2) (Hnt1 — 1)

onde H, é o n-ésimo nimero harmoénico (definido na primeira sec¢ao do capitulo

anterior): Hy, =Y p_o+ =1+ 3+ 3 +---+ L. Conclui-se que

Cn = 2(71 + 1)(Hn+1 = 1)

Vamos terminar este exemplo com uma verificacido indutiva de que a férmula a
que chegdmos estd correcta. O principio de indugdo que estuddmos no primeiro
capitulo ndo parece, porém, adequado para atingirmos o nosso objectivo. Por con-
seguinte, vamos fazer um pequeno intervalo neste exemplo para falar do Principio

da Indugao Completa. —

O principio de indugdo, tal como o estuddmos na segunda seccao do primeiro

capitulo, é o seguinte:

Principio da Indugao Matematica (Indugao Simples). Se uma proprieda-
de € verdadeira para 0 e se, sempre que € verdadeira para n, também é verdadeira

para n + 1, entdo € verdadeira para todos os niimeros naturais.

Qualificdmos esta forma de indugdo de simples para a distinguir da iﬁdugio com-
pleta, de que vamos falar dentro em pouco. Na linguagem da l4gica simbélica:
P(0)
Vn(P(n) = P(n + 1))
.. VnP(n)




A dindmica do processo indutivo é muito simples. A propriedade P é verdadeira
para 0 por hipétese. Sendo verdadeira para 0, também o é para 1 (pois P(0) =
P(1)). Sendo verdadeira para 1, também o é para 2 (pois P(1) = P(2)). E assim
sucessivamente. Observe que, quando estamos no passo em que concluimos que a
propriedade é verdadeira para um determinado nimero n + 1, ji temos garantido
que a propriedade é verdadeira para todos os nimeros precedentes m < n (e nao
apenas para n). Assim, ndo serd surpreendente que o principio de indugio possa
tomar a seguinte forma (uma demonstragao rigorosa de que esta forma de inducéo
se segue do nosso conhecido caso da indugao simples encontra-se no anexo a esta

secgao):

Principio da Indugao Matemadtica (Indugdo Completa). Se uma proprie-
dade € verdadeira para 0 e se, sempre que for verdadeira para todo niimero natural
m < n, também € verdadeira para n+ 1, entao é verdadeira para todos os nimeros

naturais.

Na linguagem da légica simbdlica:

‘ P(0)
Vn[P(0)& P(1)& ... & P(n) = P(n + 1)]
. VnP(n)

O passo de indugédo desta forma de indugio é a implicacao
P0)&P(1)& ... & P(n) = P(n+1),

ou seja, para demonstrar este passo, temos de concluir P(n + 1) a partir das
premissas P(0), P(1), ..., P(n) (a hipétese de indugdo completa). No principio
da indugdo simples, temos que concluir P(n + 1) apenas a partir de uma tnica
premissa, a saber, de P(n). Em suma, o Principio de Indu¢ido Completa é uma

versao fortalecida do Principio de Indugéo Simples.

Continuagao do exemplo 3. Vamos utilizar o principio de inducio completa

para mostrar que, para todo o nimero natural n, se tem a igualdade

Cn=2(n+1)(Hny1 — 1).

O caso base da origem a igualdade 0 = 0, pelo que estd verificado (note que
H, = 1). Vamos agora demonstrar a igualdade para o caso n + 1, tendo como
hipétese de indugdo completa todas as igualdades para os casos m com m < n. O

seguinte é dado:
n+1

2
Chg1= 2+ —— 1.
n+1 =N+ +n+1l;ck1

Como os indices de Cy_; nunca ultrapassam n podemos concluir, por hipétese de

indugdo completa, que

2 n+1 4 n+1 n+1
Cpi1 = 2+ —— 2k(H, — 1) = — - .
a=n+ +n+1’§ (Hy —1) n+2+n+1(’§ka Zk)

k=1

Aqui acaba o pequeno

intervalo.
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Jacques Bernoulli
(1654-1705). Hd outros

Bernoullis proeminentes

em matemdtica. O seu
irmao Jean. Os seus
sobrinhos Nicolaus,
Daniel e Jean. E outros.
Os Bernoulli foram uma

familia de matemdticos.
i

Para praticar, calcule os

valores da tabela.

Estes valores podem ser
obtidos através dos
métodos dos ezemplos 12
ou 22 da sequnda secgdo

do capitulo anterior.
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O primeiro destes dois tltimos somatérios foi calculado no exemplo 24 da secgao
anterior (o segundo ja é um nosso muito conhecido). Assim, ficamos com:

4 ((n+2)(n+1) n+2)(n+1) (n+2)(n+1)
n+1 2 a 4 a 2 )

=n+2+2n+2)Hpp2 —3(n+2)=2(n+2)Hpi2 — 2(n + 2)
=2(n+2)(Hny2 — 1)

Chy1=n+2+ H, o

como queriamos. //

Exemplo 4. Neste exemplo vamos falar dos NUMEROS DE BERNOULLI. Estes

nimeros foram descobertos por causa da sua intima relacdo com as somas de

poténcias
n
Sa(m) =) im=1m+2™ +.-- +n™
=1
Os nimeros de Bernoulli By, By, Bs, ... definem-se por By = 1 e pela igualdade
= M1
Z & By =0, paran>1.
k=0

Estas duas igualdades determinam sem ambiguidade a sequéncia dos nimeros de
Bernoulli (estamos, de facto, na presenca de uma relagao de recorréncia completa
definida de maneira implicita). Como Zi:o (i) By, =0 (éocason =1 dasegunda
igualdade acima), ficamos com By + 2B; = 0. Atendendo a que By = 1, chega-se
4 conclusiio que B; = —1. Prosseguindo, visto que 3 ;_, (3) Bx = 0, ficamos com
By + 3By + 3By = 0, donde se conclui que By = %. Os primeiros numeros de
Bernoulli sdo dados na seguinte tabela:

mn o1 23 4 56 7 8 910 11 12

=1 41 =l oL - D — 691
Bﬂll 2 5 0 5 0 ;0 3w O s O 2730

Estes valores nao parecem seguir um padrao simples, excepto no que se refere ao
facto dos nimeros de Bernoulli impares serem todos nulos a partir de B3. E de
facto assim é, como iremos mostrar. Antes, porém, vamos descrever a relagdo que
menciondmos entre os nimeros de Bernoulli e as somas de poténcias S, (m). Como
veremos, os resultados destas somas sao dados por expressoes polinomiais de grau

m + 1 na varidvel n. Por exemplo,

Sn(0) =n
1 1
Sn(1)=§n2+-2—n
1, 1, 1
Sn(2)—§n +§TL +6n
1
_ 1.4, 13 2
Sn(3)-4n +2n +4n
1 1
a0 —nd 3 _ =
Sn(4) n° + 5™ - 3n 30n
1




-

Sn(8) = %ng + %ns + §n7 - 1—7577,5 + gn" - 31—071.
S.(9) = %nm " %ng n gns _ %nﬁ + %n“ _ %rﬁ
S,(10) = %n” 4 %nlo " gns . . %na + %n

Jacques Bernoulli descobriu que o coeficiente de n?, para i # m, no “polinémio”
Sp(m) é
L (m + 1) Baiyi—i Grande descoberta!
m+1 ]
O caso ¢ = m tem de ser tratado a parte por razdes (de convengdo) que serdo expli-
cadas num exercicio desta sec¢dao. O coeficiente de n™ é sempre % (se aplicassemos

a férmula anterior ficarfamos com —1).

A descoberta de Bernoulli serd justificada mais adiante. Entretanto, vamos de-
monstrar que Bsgy1 = 0 para todo £ > 1. Em primeiro lugar, observemos que,
’para n>1,

dad n+lB_n n+lB n+1B _B

l;)( k ) k—é( k ) k+(n+1) n+1 = Bni1.
Pondo n em vez de n + 1, ficamos com a igualdade

i n

() kZ:o ( k) By = By,
sempre que n > 2. A excepgdo n = 1 pode ser acomodada da seguinte forma:

n
Z (n) B, =B, + ”n - 1”, Recorde a notagao de
k=0 k Tverson!
uma igualdade que é vélida para todo o nimero natural n (esta igualdade acomoda
também o caso n = 0).
Chegou o momento de utilizar a rela¢do de inversdo que estuddmos no exemplo 19
da secgdo anterior. Vamos por
Tn=Bp+|n=1| e y,=(-1)"B,.
Como vimos,
n n
n n
= -1 2k - _ 1Nk )
=Y ()= (1) 0t
k=0 k=0
Pela aludida relacao de inversao, podemos concluir que
n
i n
(1"Bn = Y- (1) (<104 B+ 1k = 11,
k=0
donde resulta ‘
n h
n =
B, = Z (k) (—1)" k(Bk + “k = 1”) Note que (—1)" = (-1)"".

k=0
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Particularizando para os nimeros pares, ficamos com

Byn = 22” (2:>("1)k(Bk +lk=1]|) = i (2:)(_1)k3k - 2n.

k=0 k=0

Subtraindo, membro a membro, esta férmula, da férmula
2n
2n
Byn=) ( i )Bk,
k=0
que é uma particularizagdo de (x), obtemos

fn: (2:) [Bi — (~1)*By] = —2n

k=0
e, portanto,

k=0
k impar

o que ¢ equivalente a
2n-1

2
E ( ]:L) Bk = —n.
k=1
k impar

Explicitando a parcela correspondente a k = 1, vem

2n-1

2n 2n
(1)B1+ ) (k>Bk=—n.

k=3

k impar

Como (*")B; = —n, podemos concluir que
2n—1
2n
B, =0.
> (7)5
k=3
k impar
A férmula que acabadmos de obter permite-nos demonstrar facilmente, por indugéao
completa em n, que Byp+1 = 0 para todo n > 1. O caso base é verdadeiro, ja
que B3 = 0. Admitamos, por hipdtese de inducdo completa, que B3 = Bs =
... = Bopy1 = 0, com vista a mostrar que By,3 = 0. Ora, pela igualdade que

demonstramos (com n + 2 em vez de n),

2n+3
4
) (2"1:’ )Bk=0.

k=3
k impar

Logo, por hipédtese de indugdo completa,
2n+4

B =
(2n & 3) on+3 = 0,

donde se conclui que Bsp4+3 = 0, como se queria.

Por fim, voltemos ao resultado de Jacques Bernoulli sobre os coeficientes dos
“polinémios” que ddo os somatdrios de poténcias. Esse resultado pode ser enun-

ciado do seguinte modo:

Sn(m) =

1 " /m+1
T m+1 <
=1

! ) :
. )Bm+1~in

1




*

para todo o natural m (aqui n é um nimero natural diferente de 0). Nesta férmula,

B;, = By, sempre que k # 1, e B} = % (i.e., Bf = —By). Usando a relagao de

recorréncia implicita que define os nimeros de Bernoulli, é facil ver que se tem Veja!!!
n
n+1
*k B, =n+1.
(x4 > (")

Vamos provar o resultado de Jacques Bernoulli por inducdo completa em m. Por
conveniéncia, escrevemos a igualdade de Bernoulli na forma S,,(m) = S!,(m) onde

1 " /m +1 ;
Sp(m) = —— ( . ) m1—iT
m+1 — )

O caso base m = 0 d4 origem a igualdade n = n, pelo que vale. Admitamos, por
hipétese de indugdo completa, que se tém as igualdades S, (0) = S;,(0), Sn(1) =
SL(1), ..., Sp(m) = S/, (m), com vista a concluir que também se tem a igualdade
Sn(m+1) =S, (m+1).

Pelo resultado (x) do exemplo 15 da sec¢do “Vinte e trés somas”, temos

m+1
(n+1)"*2 =1+ kz:‘g (m,': 2) Sn(k).

Aplicando a hipétese de indugdo completa, ficamos com

(n+1)™2 =1+ é (m: 2) SL(k)+ (Z N f) Sp(m+1)

m+1
m+ 2 m+ 2
=1 v (k A
2 ("5 %) s+ (m33)
onde A = Sp(m + 1) — S (m + 1). Prosseguindo com algumas computacoes,

deduzimos que

m+1 k+1
+2 1 k+1 i
(n+ 1)m+2 =1+ E (m ) P 2 ( . >B;c+1_in' + (m+2)A

k=0 k =1 t
m+1 k+1
m+2\/k+1\ 1 "
=1+Z' ( i )( ; >mB;°+1"'" +(m+2)A
k=0 i=1
m+1m+2 /
m+2\ (k+1\Biyi-i ;.
= ] —/ it <
+Z. ( N )( : )k+1n||z_k+1|l+(m+2)A
k=0 i=1
m+2 m+1
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Seguiu isto tudo? Troca

de ordem dos somatdrios,
formula da ezxtracgao,
revisdo trinomaial,
mudanga de varidvel, a
igualdade (x%), umas
contas, o bindmio de
Newton.

Que pandplia! Ufa!

Custa a crer que uma
ezpressao tdo complicada
represente um numero

natural.
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m+2 m+1
n' (m+2 m+3—1\ .,
=1+ (P S (D) Bt 2
i=1 k=i—1
m+2 m+2—i
2 =
e "__(".”) 3 (“”3 Z)B'+(m+2)A
¢ 1 \1—1 r
i=1 r=0
n™t2 /fm 42\ (1
=1 B
+m+2<m+1> 0)°
m+1 m+2—i 5
2 3
+ "—(".”) (m+ Z)B;+(m+2)A
—~ ¢ \i—-1 r
i=1 r=0
m+1
— m+2 1 m+2 _ NA
1+4n +; : (i_1>(m+3 i)+ (m +2)
m+1 3
_ §i42 m+3—1i/m+2\ ;
1+nmt2 43" z (i_111+0n+mA

=(n+1)™? +(m+2)A
Daqui segue-se que A = 0, i.e., que S,(m + 1) = S/ (m + 1), como se queria. //

Exemplo 5 (parte elementar). Neste exemplo, vamos falar dos NUMEROS DE
FIBONACCI a que j4 nos referimos no exemplo 8 da secgao “Vinte e trés somas”.
Estes nimeros foram chamados assim pelo matemadtico francés Edouard Lucas
porque surgiram pela primeira vez relacionados com um problema famoso, o PRO-
BLEMA DOS COELHOS. Este problema foi enunciado e estudado no livro Liber Abac:
(publicado em 1202), do grande matematico da Idade Média, Leonardo Fibonacci

de Pisa (1175-1230). Os primeiros nimeros de Fibonacci sdo
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, . ..

Para n > 3, o n-ésimo nimero de Fibonacci, que denotaremos por F,,, pode ser

obtido como a soma dos dois nimeros de Fibonacci imediatamente anteriores:
F,=F,1+F,_,.
Assim sendo, a SUCESSAO DE FIBONACCI Fy, Fy, F3,... satisfaz a férmula de
recorréncia
Tpn = Tp—1 + Tp—2
e estd sujeita a duas condicles iniciais: z; = 1 e zo = 1. A expresséo geral
do n-ésimo numero de Fibonacci F, foi determinada pelo matemitico francés
Jacques-Philipe-Marie Binet (1786-1856) e, por isso, é conhecida pela FORMULA

DE BINET:
1+v5)  [1-v5\"]
2 a 2 '

1

Fo=—
V5




Esta férmula foi também obtida independentemente pelos matematicos De Moivre
(1667-1754) e Daniel Bernoulli (1700-1782). Os nimeros de Fibonacci revelaram-
-se de tal importéncia e motivaram tanta investigacdo matemética que, em 1963,
o matemdtico americano Verner E. Hoggatt, Jr., criou na Universidade de Santa
Clara, Califérnia, E.U.A., uma associagdo, a Associa¢do de Fibonacci, com o objec-
tivo de divulgar e promover trabalhos de investigacio sobre nimeros de Fibonacci.
Para terminar esta breve digressao, referimos que os niimeros de Fibonacci podem
encontrar-se em intimeras dreas da Matemadtica: Geometria, Teoria dos Niimeros,
Combinatdria, Algebra Linear, Anélise Numérica, Probabilidades e Estatistica.
E também em outras ciéncias ndo mateméaticas: Arquitectura, Biologia, Quimica,
Fisica, Engenharia, e assim por diante. .. Bom, voltando ao curso natural do nosso

texto, enunciemos e solucionemos o problema de Fibonacci.

O Problema dos Coelhos. Um explorador deixou um casal de coelhos bebés

numa ilha. Pretende-se saber quantos casais de coelhos existem na ilha ao fim de

n meses, sabendo que:

» 1. apartir do segundo més de vida, cada casal de coelhos gera, todos os meses,
um e um s6 casal de coelhos bebés;

2. nao ocorrem mortes.

Para melhor visualizarmos o problema, consideramos os sete primeiros meses do
ano e supomos que o primeiro casal de coelhos foi deixado na ilha em Janeiro —

para crescer durante Fevereiro e poder reproduzir-se em Marco:

Meés | Janeiro | Fevereiro | Margo | Abril | Maio | Junho | Julho
o [} [ ] L] L] L] [ ]

o [ ] L] L] [ ]

o] L] ® ®

o L] [ ]

o L L]

o [ ]

[e] [ ]

(e} ®

o

o

o

o

F} 0 0 1 1 2 3 5
F, 1 1 2 3 5 8 13

Expliquemos este quadro: cada bola negra representa um casal de coelhos adul-
tos, cada bola branca representa um casal de coelhos bebés, F) e F,, designam,

respectivamente, o nimero de casais nascidos e o niimero total de casais existentes
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Veja a prézima secgdo.

¢

A férmula de Binet é
verdadeira para todo o
nimero natural se

definirmos Fo = 0.

Um ponto subtil. Aguarde!

Por que razao nao usdmos

indugdo simples?
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no n-ésimo més. Da simples observagao do quadro, o leitor pode constatar que
F, = F} ,,. Pelo menos para n < 5. Esse facto deve-se a que, em determinado
més, cada coelho bebé sé pode ter sido gerado por um casal existente hd pelo
menos dois meses. E, também por esta razdo, é claro que a igualdade indicada
é valida para qualquer nimero natural n. Ora, também é claro que, para qual-
quer n > 3, o niimero de coelhos existentes no n-ésimo més é a soma de todos os
coelhos existentes no més anterior, i.e., F,,_;, com o nimero de coelhos nascidos

nesse més, i.e., F,. Por conseguinte,
!
Fo=Fa +Fn =F1+ Fh

para n > 3. Obtemos assim a férmula de recorréncia que, conjuntamente com as

condigoes iniciais F; = F» = 1, definem os niimeros de Fibonacci.

Embora a expressao geral de F;, possa ser obtida por processos universais, que
nio envolvem qualquer tipo de adivinhag¢do (que neste caso, temos de concordar,
é praticamente impossivel), demonstraremos de seguida a férmula de Binet (que

completa a soluc¢do do problema dos coelhos).

Proposigio (Férmula de Binet). Para qualquer nimero natural n > 1, o n-

ésimo nimero de Fibonacci é dado por

1 n__ Fn
Fn_75(<1> -cp)
onde¢=%e$=il_25.

Demonstracdo. Usamos indugdo completa, comegando em n = 1. Ora

1 (1+V5 1-V5) 1 L
-—\/——g( D) = 2 )—ﬁ'\/g—l—Fly

logo o caso base esta provado. Para que a nossa inducado funcione correctamente,

devemos provar também que a igualdade pretendida é verdadeira paran = 2. Ora,

um célculo simples mostra que

1 <1+\/5>2_(1—\/5>2 :L(3+\/5_3—\/5>=1:F2.

/5 2 2 VAW 2

Agora, suponhamos que, para qualquer nimero natural n > 2, aigualdade é vélida
para 1,2,...,n (esta é a hipétese de indugdo completa) com vista a provar que
também é valida para n+1. Ora, 2 = —3—*—25@ = %@ +1 = ®+1 e, analogamente,

32 = & + 1. Assim, usando a hipétese de indugdo, deduzimos que

Fop=F+F_= % (<1>" - 5") + % (<I>"‘1 — 513"‘1) ’
= —\}—5— ((I)"‘l(<l> +1) - 3" 1(® + 1)) = % (¢,n+1 _ fﬁ'f“) .

O passo de indugao estd provado e, portanto, a férmula de Binet éi valida para

todo o nimero natural diferente de zero. O

E importante esclarecer o “ponto subtil” a que aludimos na margem do texto. Por

que razdo temos que verificar a igualdade para n = 27 De acordo com o principio




de inducdo completa, ha duas hipdteses a verificar. Primeiro, hd que verificar
a igualdade para n = 1. Segundo, para todo o nimero natural n > 1, ha que
verificar a igualdade para n + 1 a partir das igualdades para m < n. Ora, se nao
tivéssemos verificado & parte a igualdade para n = 2, apenas teriamos verificado
que, para todo o nimero natural n > 2, se tem a igualdade para n + 1 desde que
essa igualdade também valesse para todo m < n. Em suma, a implicacdo do caso
n = 1 para o caso n = 2 nao teria sido verificada! O que fizémos foi verificar o
caso n = 2 directamente. Claro que, se o caso n = 2 é verdadeiro, entdo também

é verdadeiro sob a hipétese do caso n = 1: isto é Ldgical //

Exemplo 5 (parte avangada). Neste exemplo apresentamos algumas curiosi-
dades sobre os niimeros de Fibonacci, terminando com o teorema de Hoggatt que
os relaciona com os coeficientes binomiais e com o tridngulo de Pascal... Como

referimos acima, se quiser pode salté-lo.

O nimero ® é conhecido pelo NUMERO DE OURO. Os Gregos atribuiam-lhe pro-
priedades mégicas e usavam-no na construgdo dos seus edificios, o mesmo aconte-
‘cendo com o0s Egipcios que o usavam na construcao das suas piramides. Também
em outros ramos da Arte (na Pintura, por exemplo) este nimero aparece iniimeras
vezes ligado a uma certa concepgao estética. Na base da sua construgao, estd uma
certa divisdo dos segmento de recta AB por meio de um ponto S. Este ponto

divide o segmento inicial em dois sub-segmentos, AS e SB:

A a S 8 B

Esta divisdo do segmento AB em duas partes fica bem determinada se indicarmos
arazao %ﬁ entre a medida do segmento total e a medida do sub-segmento maior,
ou arazao § entre a medida do sub-segmento maior e a medida do sub-segmento
menor. A magia a que se referiam os Antigos reside na determinacao de um ponto

S que satisfaga

at
(6

OURO. De facto, tem-se %ﬁ = G sse (@+B)B = a?, ou seja, sse a® — Ba— B2 = 0.

=

Quando é este o caso, diz-se que S é um PONTO DE OURO e que é a RAZAO DE
Resolvendo esta equagdo em ordem a a, obtemos a = 3 - 1—i23@ e, portanto, a =
B - 14%@ uma vez que a e 3 sdo nimeros reais positivos. Por conseguinte,

a+f «
= — = <I>,
& g

o nimero de ouro! Com base nesta divisdo do segmento AB, os Gregos construiam

o chamado RECTANGULO DE OURO, em que o comprimento seria dado pela medida
do segmento AS e a largura pela medida do segmento SB. Este rectangulo est4

na base da construcao do Partenon.

Também um frade italiano da Idade Média, Lucas Pacioli (1445-1514), acreditava
nas propriedades magicas do nimero de ouro. Segundo ele, para que um livro

obedecesse a todas as regras da Estética e da Harmonia, o titulo desse livro devia

Se quiser, pode considerar

que a secg¢do termina aqui.

Hd quem ponha em causa

estas e outras afirmacgdes.
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Assim, numa mulher
matematicamente bela, o
nimero de ouro deve ser

predominante.
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ser colocado na lombada a uma altura exacta que correspondia & divisdo da altura
total do livro de acordo com a razao de ouro. Também, acreditava o frade, para que
um rosto humano fosse esteticamente perfeito, a linha dos olhos devia intersectar
no ponto de ouro a linha tragada do ponto mais alto da testa ao ponto mais baixo
do queixo — o mesmo acontecendo com a linha da boca, que devia cruzar no
ponto de ouro a linha tracada da base do nariz & base do queixo. Isso acontece,
por exemplo, no retrato de Isabelle d’Este (e na Gioconda) de Leonardo da Vinci.

O niimero de ouro ndo é um ndimero racional, i.e., ndo é o quociente de dois
nimeros inteiros. Nao obstante, podem obter-se boas aproximagoes racionais de
® se considerarmos a razao F;,—‘L"‘ entre dois nimeros de Fibonacci consecutivos.
O ponto de ouro pode ser aproximado se dividirmos o segmento AB em Fj = 21
partes iguais e considerarmos F7; = 13 destas partes para marcarmos o ponto S —
temos % ~ 1.616 e 18—3 = 1.625, enquanto ® ~ 1.618. Melhor seria a aproximaco
se dividissemos AB em Fy = 34 partes iguais e considerdssemos Fy = 21 dessas

partes para marcar S: 31 ~ 1.619.

Os nimeros de Fibonacci estdo, também, na base da construgdo de rectangulos

que aproximam o rectangulo de ouro:

_|

Nesta construgéo, comegamos com um quadrado de lado F; = 1 (a primeira apro-

Ximagdo a um rectangulo de ouro, no canto inferior esquerdo da figura acima);
juntamos-lhe um novo quadrado de lado F;, =1 (obtendo a segunda aproximacao
a um rectangulo de ouro — que tem lados de comprimentos F; = 1 e F3 = 2); jun-
tamos ao rectangulo construido um novo quadrado de lado F3 = 2 (obtendo assim
a terceira aproximagao a um rectangulo de ouro — que tem lados de comprimentos
F3 =2 e Fy = 3); e assim sucessivamente: em cada etapa, juntamos ao rectangulo
construido na etapa anterior um quadrado de lado igual ao comprimento desse

rectangulo, obtendo assim uma nova aproximagio a um rectangulo de ouro.

De seguida, justificamos as aproximagdes que menciondmos. Em primeiro lugar,

estabelecemos uma férmula de recorréncia diferente para a sucessio de Fibonacci:

Proposigao. Tem-se
Fp=®F, , +®"!

para qualquer nimero natural n > 2.



Demonstracao. Basta efectuar um célculo directo, usando a férmula de Binet:

BF, 1 +3" 1 =3 [% (<I>"-1 - 6"—1)} +nt

n n—1 s
sl - (- )= (e
umavezque@—ﬁ:#—ﬁ:—:zﬁc:@. O
Posto isto, podemos demonstrar as desigualdades seguintes:

Proposigao. Tem-se

Fyy, Fonir
<P < ——
Fyyy Fy,

para qualquer nimero natural ndo nulo n.

Demonstracao. Pela proposi¢io anterior, Fopi1 = <I>F2n+:I;2" > ®F,,, uma vez
que 32" = (3")2 > 0. Assim, ® < M Por outro lado, Fy, = ‘I>F2n 14321 <
®F,,_1, uma vez que d<0e, portanto -1 = F2n . -1 = 2n. L 5 <0. Deste

modo, 222~ < &, como querfamos. O
) F2 = )

]

Este lema diz-nos que o nimero de ouro é APROXIMADO POR DEFEITO pelos
nimeros racionais F—fh—l e APROXIMADO POR EXCESSO pelos nimeros racionais

Fan ;. . .
—%’—‘. O préximo resultado garante-nos que qualquer uma destas aproximagcoes
n

melhora & medida que n cresce.
Proposi¢ao (Identidade de Cassini). Tem-se
F? — Fpy1Fpy = (-1)"1
para qualquer nimero natural n > 2.
Demonstracdo. Basta fazer algumas contas. Como F,, = ®F,,_; + @"‘1, temos
F2 = FaiFooy = Fy (9F,1 + 8"71) = oyt Focy
= (8Fn — Foy1) Faoy + 3"71F,,

Mas Fp+1 = ®F, + ‘3", logo ®F,, — Fry1 = —qn e, portanto, a tltima expressao

das igualdades anteriores € igual a
—8"F, 1 + 8" 1F, = 8" (F — 8F, ).
Usando de novo a igualdade F;,, = ®F,,_; + :I;"_‘, concluimos que
Fp=8F, 1= (0-8) Fooy + 8" = VBF + 8770,
Finalmente, se usarmos a férmula de Binet: v/5F,_; = ! — "1, obtemos

3n-1 (Fn - 6Fn_1) =31 (\/51?"_1 $ 5"-1)

= §rtent = (36) " = (),

uma vez que 3 = -132@ . L%@ = —1—}5 = —1. A proposi¢ao estd demonstrada. O
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A identidade de Cassini pode também ser usada para resolver um “paradoxo”
geométrico que constituia um dos puzzles favoritos de Lewis Carrol. A ideia con-
siste em considerar um tabuleiro de xadrez e dividi-lo como se mostra na figura,

reorganizando posteriormente as partes de modo a formarem um rectangulo.

/
/

/

TN

A érea do quadrado inicial é de 8 x 8 = 64, enquanto a area do rectangulo obtido
pela reorganizacao das partes é 5 x 13 = 65. Ganhou-se um quadrado! Isto nio é
estranho, desde que se tenha em conta a identidade de Cassini. De facto, temos
5= F;5, 8 = Fg e 13 = Fr, pelo que

—1=(—1)6‘1=64—65=82—13-5=F62—F7-F5.

Em geral, podemos descrever um “paradoxo” andlogo se comecarmos com um
quadrado de lado F;, e o cortarmos, como anteriormente, de forma a reorganizar
as partes obtidas num rectangulo de lados F;,_; e F,, ;1. Embora, & primeira vista,
as dreas das duas figuras paregam ser iguais, um célculo simples mostra que, de
facto, essa ilusdo é enganadora. Pela identidade de Cassini, se n é impar, a 4rea

cresce uma unidade, enquanto que, se n é par, essa area decresce uma unidade.

Uma aplicacdo simples da identidade de Cassini permite-nos concluir o resultado

seguinte:

Proposigao. Tem-se

Fy, Fonyo Fony1 _ Fopys
< e >
Fon v Fopgs Fy, Fynyo

para qualquer nimero natural n > 2. Deste modo, a sucessio de termo geral a, =
1—752“7 € estritamente crescente, enquanto a sucessdo de termo geral b, = F2T:ﬂ é

n— n
estritamente decrescente.

Demonstracao. De facto, para qualquer niimero natural m > 2,
Frt2Fm-1— Fnp1Fy = (Fg1 + F)Frne1 — Fng1 Fn
= Fpi1Fmo1 — Fn(Fg1 — Finea)
= Fn1Fmo1 = F = =(=1)™"' = (=)™,
usando as defini¢des de F,, 12 e de Fy, (por esta ordem) e a identidade de Cassini.
Por conseguinte, fazendo m = 2n, obtemos Fy, 5 Fon_q — Fonp1Fyp = (1) =

1 > 0, enquanto, fazendo m = 2n + 1, obtemos Foni3Fon — FontoFonyy =
(1)1 = —1 < 0. O resultado segue-se. O




Finalmente, obtemos a seguinte:

Proposigao. Tem-se

Fn+1

limn—— = .

— 00 n
Demonstracao. Basta observar que as subsucessoes (a,) e (b,) (definidas como
no lema anterior) da sucessdo de termo geral F—;‘,““—‘ tém o mesmo limite ®. De
n

facto, como a, < ® < b,, temos ® — a, < b, — a, e, portanto,

Fonpa Fyy, Font1Fon_1 — F}
a, — | < |b, —an| = - n
| <] | Fyy Fon_y Fop 1 Fop
(_1)217. B 1
Fon_1Fyy Fon_1Fon’

Como lim,, 40 Fopn—1Fo, = 400, conclui-se que lim,—y 400 a, = ®. De modo

analogo se demonstra que lim,, b, = ®. A proposi¢ao segue-se. O

Como 1iltima curiosidade, vamos agora provar a seguinte relagdo entre os nimeros

de Fibonacci e os coeficientes binomiais.
?

Teorema de Hoggatt. Tem-se

3], _.
F =
=0
para qualquer nimero natural n — aqui, || denota a parte inteira de um dado

nimero real T, ou seja, o maior numero inteiro que ndo excede x; em particular,

|2] =m ssen =2m oun=2m+1.

Demonstracao. Ponhamos

Eclaroque
0 ) 0
0—1 0 1—1 1
=2 () =(@) =1 cme s=2("77) = (o) =1
=0 1=0
uma vez que |3] = [3| =0. Assim, So=F, e S; = F,

Posto isto, verifiquemos que S, = S,,_1+S,_2 paran > 2, i.e., que a sucessio (S,)
satisfaz a mesma férmula de recorréncia que a sucessao (Fy,4+1). Ora, se n = 2m

oun =2m+ 1 (de modo que | %] =m), temos

fi("”)=(8)+i§(";">+<";m)

1=0

Eg.:|3]=1,1137] =13
e|-4.1] = -5.
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usando a lei de Pascal na terceira igualdade e a mudanga de varidvel ¢ — 7 + 1 na

quinta igualdade.

Suponhamos que n = 2m. Entdo,n—1=2m—-1=2(m—-1)+1len—-2=2(m—1),

pelo que |21 | =m —1e |252| =m — 1. Por conseguinte,

m—1 ; m—1 .
_Z (n—1)—1 _Z (n—2)—1
ot s i=0 ( t ¢ e i=0 i .
Como n —m = 2m — m = m, deduzimos que

(AT === (o) = Can )= ("0

e, portanto,
"‘f((n—z)—i) . (n—m) = ((n—2)—i)
i=0 : s i=0 g
Assim, neste caso, concluimos que S, = S, + Sp—2 como queriamos.

Por outro lado, suponhamos que n = 2m + 1. Neste caso,n —1=2men—2 =

2m —1=2(m—1)+1, pelo que |25+ | =m e | 22| = m — 1. Por conseguinte,

S fla-1)—i R (—2) —i
5a=3 ("0 e sa=X (P77,
1=0 =0
Comon —m =2m+1—m =m+ 1, deduzimos que

(n - m) <m + 1) (m) ( m ) ((n -1) - m) ((n —-2)—(m-— 1))
= = =+ — -+
m m m m—1 m m-—1
e, portanto, também neste caso, S, = S,,_1 + Sp_2.

O teorema segue-se por um argumento simples que usa o principio de indugao

completa. O

O teorema de Hoggatt pode interpretar-se no tridngulo de Pascal se tracarmos
certas “diagonais” e somarmos os nimeros atravessados por elas:

1=F
1=F
2=F;
3=F4

I




Exercicios

1. Utilize o método de substitui¢do de diante para tras para encontrar a solugao

da férmula de recorréncia
Tp =2Tp_1+1

que satisfaz a condigdo inicial zp = 1. Confirme o seu resultado por indugao

matematica.

2. Considere a sucessao (a,) que é definida por ag = 0 e pela férmula de recorréncia
Ty = 2= + N

Mostre que
n—1

Gy = Z 2i(n — 1)
=0
para todo o nimero natural n. Calcule esta soma.

3. Encontre a solugdo da seguinte relagdo de recorréncia:
¢ T = 3,

Tp =2Tn_1 +3n%, paran > 2.

4. Considere a sucessdo (d,) definida por dy = 1 e por d, = nd,_1 + 1, para
n > 1.

(a) Mostre, por indugao, que

= 1
k=0
(b) Obtenha a igualdade acima pelo método da substitui¢do de diante para

tras.

5. Considere a seguinte relagio de recorréncia:

To = 1,
n—1

Tp = E z;, paran > 1.
=0

(a) Calcule os primeiros termos desta sucessdo e conjecture uma férmula ex-
plicita para x,.
(b) Verifique, por indugdo matematica, que a férmula que conjecturou na alinea

anterior esta correcta.

6. Considere a sucessao dupla (z, )n,x definida por zox =0 e por

Tnr+1, sen >k,
Tn+1,k =
0, sen < k.

Explicite esta sucessao.
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Esta soma jd foi

considerada no exemplo 8
da segunda sec¢ao do

capitulo anterior.
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7. Mostre que

1 n+1Y\_p
Fop=— 5
nt T on D <2k+ 1)
para todo o niimero natural n. [Sugestdo. Proceda & expansao da férmula Fj,;; =
ﬁ(q,n+1 _ q,n+l)']
8. Mostre por indugao que
Fopp=14)Y Fi=1+F+F+ - +F,

k=1

para todo o nimero natural n > 1.

9. Considere a sucessdo (C,,) definida por C; = 0 e por
Ch= Clz)+1, paran>2.
(a) Mostre, por induc¢ao, que Con = n.
(b) Mostre, por indugdo em n, que, se 2" < k < 2"+ entdao Cy = n.

(c) Usando o resultado da alinea anterior, demonstre que C,, = |log, n].

10. Sabe-se que qualquer nimero natural nao nulo se escreve de maneira tnica
como soma de poténcias distintas de 2 (notacao posicional bindria). Dito de outro
modo, dado n > 1, existe uma tnica sequéncia bindria bgby_1 ...b1by com by = 1

(ndo ha zeros a esquerda!) tal que
k
n= b2 =bo+b12+bs2% + - + by 2",
1=0
Também se diz que a sequéncia bypbg_;...b1by é a EXPANSAO BINARIA de n e

escreve-se n = (bybg—1 ...b1bg)2.

(a) Para aquecer, mostre que, se n = (bgbg—1...b1bo)2, onde n > 1, entdo
I.%J = (bkbr-1 .. .bab1)a.

(b) Considere a sucessao (C,,) definida por C; =1 e por
Ch =CL%J +mn, paran > 2.

Mostre que, se n = (bgbg—1 ...b1bo)2, entdo
k
Cn= bi(2+ —1).
i=0

11. O nimero méximo de comparagdes M, que o algoritmo Quicksort efectua
para ordenar uma lista de n itens satisfaz a relagdo de recorréncia
Ir = 0,
Tp=n+1+ max (zy+ T,_ aran > 2.
n lngn—l( k n k)a P =

Mostre que

(n+1)(n+2)

M, = -3

para todo o nimero natural n > 1.




Anexo sobre o Principio da Inducao

Recordemos que, na linguagem da légica simbdlica, o PRINCiPIO DA INDUGAO

SIMPLES tem a seguinte formulagio (onde P é uma propriedade dos ndimeros

naturais)
P(0)
Vn [P(n) = P(n + 1))
.. VYnP(n)
enquanto o PRINCIPIO DA INDUCAO COMPLETA é
P(0)
Vn[P(0)& P(1)& ... & P(n) = P(n+ 1)]
.. YnP(n)

Tem-se o resultado seguinte:

Teorema. O principio da indugdao simples implica o principio da induc¢do com-

pleta.

2Demonstragdo. Seja P uma propriedade dos niimeros naturais e admitamos que
se tem:

1. P(0);

2. para todo o nimero natural n, P(0) & P(1)& ... & P(n) = P(n +1).

Defina-se uma nowva propriedade @ da seguinte maneira:

Q(n) = P(0)& P(1) & ... & P(n).

No caso 0, a propriedade Q(0) reduz-se a P(0). Logo, por 1, Q(0) vale. Por outro
lado, tem-se Q(n) = Q(n+1). Com efeito, se Q(n) é dado, entdo, por 2, podemos
concluir P(n + 1). Ficamos, pois, com Q(n) e P(n + 1). Mas a conjuncio destas

duas propriedades é, exactamente, Q(n + 1).

Pelo principio da inducdo simples podemos concluir que, para todo o niimero
natural n, se tem Q(n). Em particular, tem-se P(n), para todo o niimero natural
n. O

Uma forma importante do principio da indu¢do é o PRINCiPIO DO MINIMO:

Principio do Minimo. Seja P uma propriedade de nimeros naturais. Se ex-
iste um nimero natural n tal que P(n), entio existe o menor dos naturais com
essa propriedade, i.e., existe um nimero natural ng tal que P(ng) e tal que, para

nenhum natural m < ng, se tem P(m).

Na linguagem da légica simbdlica:
InP(n)
. 3ng(P(ng) AVm[m < ng = —~P(m)]

onde —P ¢é a negacdo da propriedade P.

‘J” quer dizer “eziste”.
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Teorema. O principio da indugao completa implica o principio do minimo.

Demonstragdo. Com vista a um absurdo, vamos admitir que existe um ndmero
que verifica a propriedade P, mas que nao existe o menor desses niimeros. Entéo,
claramente, ndo se tem P(0), i.e., tem-se =P(0). Por outro lado, se se tem a
conjungao —P(0)& ~P(1)& ... & ~P(n), entdo nao se tem P(n + 1) pois, caso
contrdrio, n + 1 seria o menor nimero que verificava a propriedade P. Por outras

palavras, provdmos a implicagao
-P(0)&-P(1)& ... & ~P(n) = -P(n +1)
para todo o nimero natural n.
Logo, pelo principio da indugdo completa aplicado & propriedade =P, podemos

concluir que Yn—P(n). Isto contradiz a hipdtese de haver pelo menos um niimero

que verifica a propriedade P. O




3.2. Recorréncias lineares de coeficientes

constantes

Na sec¢ado anterior demos varios exemplos de relagdes de recorréncia e estuddmo-
-las caso a caso por métodos ad hoc. Na maior parte dos casos, as relagdes de
recorréncia tém que ser estudadas assim, pois ndo ha um método sistemético para
as resolver. Ha, porém, uma importante e vasta classe de relagdes de recorréncia
para as quais ha, de facto, um tal método sistematico. E a classe das RELAGOES
DE RECORRENCIA LINEARES, HOMOGENEAS E COM COEFICIENTES CONSTANTES.
Estas relagdes sao dadas por uma FORMULA DE RECORRENCIA

Tp = C1Tp—1 + C2Tpn—2 + -+ CkTn—k,

em que k é um niumero fixo (independente de n) e ¢y, ¢z, ... , ¢y S80 nlimeros reais

(também independentes de n), e por kK CONDIGOES INICIAIS
To = bo, I = bl, ey Tp—1 = bk-—l,

onde by, by, ..., by—1 sdo numeros reais previamente dados.
¥

Uma SOLUGAO da relagdo de recorréncia acima é uma sucessdo (infinita) de nu-

meros reais (a,) = (ao, a1, as,...) tal que
ap =bo, ar=0b1, ..., ap_1=br_1
e tal que, para todo n > k,

Ap =C1Qp—1 +C2Qp—2 + 4+ CLAp—k-

Para melhor entendermos estas defini¢coes, esmiucemos as palavras linear e ho-
mogénea e a locugdo coeficientes constantes. Todas estas expressdes sao comuns
a muitos ramos da Matemética. De um modo (certamente) grosseiro, dizemos
que uma dada expressdo aritmética que envolve varidveis (a que também pode-
mos chamar indeterminadas ou incdgnitas) é “linear” se ndo envolve produtos das
varidveis; dizemo-la “homogénea” se nao envolve parcelas sem varidveis ou, dito de
outro modo, se a sua parcela (ou termo) independente é nula; finalmente, dizemo-
la “com coeficientes constantes” quando o coeficiente de cada varidvel nao é...

variavel!

3.2.1. Caso homogéneo (raizes simples)

De acordo com a definicdo, uma relagdo de recorréncia linear, homogénea e com
coeficientes constantes é especificada por uma férmula de recorréncia e pelas
condigdes iniciais. Estas tltimas determinam os primeiros k valores da solucio,
enquanto a férmula de recorréncia determina os restantes valores, dando cada um
deles a partir dos k valores anteriores. Por si s6, a férmula de recorréncia nao

determina uma solucdo tnica; somente esta férmula cum condicdes iniciais o faz.

Cum (lat.), Com. Usado
para denotar uma

natureza combinada.




Por exemplo, a férmula de recorréncia

(0) Tpn =Tn—1+ Tp-2
tem a sucessdo de Fibonacci como solugdo, assim como a sucesséo 1, %, %, 2, %, ceey
Oou mesmo a sucessdo constantemente igual a zero: 0,0,0,0,0,... Para especi-

ficar cabalmente a relagio de recorréncia de Fibonacci, é necessario complemen-

tar a formula de recorréncia (Q) com as condigdes iniciais zg = 0 e z; = 1
Quais sio as condigées (ou z; = z9 = 1 — vai dar ao mesmo!). No que se segue, o leitor deve dis-
iniciais ‘l"elde;"m;'"“m a tinguir claramente entre relagio de recorréncia e férmula de recorréncia, e entre
sucessao 1 2 2

1120 1200 Splgni s B solucdo (bem determinada) de uma relagdo de recorréncia e solugio (solugdes, visto
E a sucessao

BB BLBd P que a unicidade necessita da imposicdo de condig¢des iniciais) de uma férmula de
b ) b b grioen: %

recorréncia. Por motivos de natureza técnica, ndo vamos admitir apenas solu¢des
constituidas por nimeros reais para as fdrmulas de recorréncia: admitimos, em
geral, solucdes constituidas por nimeros complezos (observe que, no caso das
relagdes de recorréncia, a solugdo é for¢osamente constituida por nimeros reais,
visto que as condigbes iniciais sdo nimeros reais e que a férmula de recorréncia

3 gera nimeros reais a partir de nimeros reais).

Bom, e que podemos fazer com estas relagdes de recorréncia lineares, homogéneas
e com coeficientes constantes? Em primeiro lugar, consideremos uma recorréncia

deste tipo para k = 1, em que a férmula de recorréncia é
Tpn = CTp—1

para algum nimero real c¢. Usando o método de substitui¢do de diante para tras,

chegamos facilmente a conclusdao que
Tn = czo

para todo o nimero natural n. Deste modo, as solugoes de z,, = cxp_; sdo de-
terminadas pelas diferentes escolhas da condicao inicial, i.e., pela escolha do valor
atribuido a zo. Que acontecerd quando k£ > 1?7 A abordagem que vamos seguir
envolve duas etapas: na primeira etapa, procuramos identificar, de algum modo,
uma familia especifica de solugdes da férmula de recorréncia; na segunda etapa,
tentamos encontrar uma maneira de juntar todas essas solugdes de forma a que se
possa obter uma solugdo bem determinada mediante a imposi¢do das condicdes ini-
ciais. Para que este projecto seja realizdvel é conveniente convencermo-nos de que
existe alguma esperanca em sermos bem sucedidos com a tarefa da segunda etapa.
Ora, uma das maneiras, provavelmente a mais simples (e aquela em que toda a
gente pensard), de juntar solugdes é somé-las. Por felicidade (ou por bondade dos
deuses), temos o resultado seguinte: ’

Porque nos permite Proposicao (Principio da Sobreposi¢ao). Sejam (a,) e (by) dud,s solugdes da

sobrepor solugdes. mesma férmula de recorréncia linear, homogénea com coeficientes constantes:

Tn =C1Tp—1+ "+ CkTn—k.
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Entdo, para quaisquer nimeros reais ou complexos r e s, a sucessao (ra, + sby)
também € uma solugdo da mesma férmula de recorréncia.
Demonstracao. Basta efectuar alguns cdlculos simples:
Tan + sby =r(c1@n_1 + - + ckan—) + s(c1bn—1 + -+ + ckbn—r)
=ci(ran—1 + sbp—1) + - + cx(ran—g + sbn_r)

cidp—1+ -+ cpdp—.

Por exemplo, a sucessdo (2") é solugao da férmula de recorréncia
Tp = 9Tp—1 + 6T/_o.
Com efeito: 5-2"71 —6-2""2=10-2""2—-6-2""2=4.2""2 =27 O mesmo se
passa em relagdo a sucessao (3") (verifique!). Entdo, o principio da sobreposicio
garante que, para quaisquer numeros reais r e s, a sucessdo (r2" + s3") também
é solucao da férmula de recorréncia mencionada acima. De facto:
5(r2" 1 +53"71) — 6(r2" "2 + 53"72) = 572" — 6r2" 2 4 553" — 65372
= (10r — 67)2""2 + (155 — 65)3" "2 = 472"~ 2 4 953""2 = 12" 4 53",
O principio da sobreposi¢ao generaliza-se a qualquer combinagdo linear de um

conjunto finito de solugdes da mesma férmula de recorréncia linear, homogénea e

com coeficientes constantes. Por outras palavras, se conhecermos m solu¢oes

oo,
0@, a®
a(()m),agm)’ ,a(m)’

da férmula de recorréncia em causa, entdo, para quaisquer nimeros reais ou com-

plexos 71, ... ,Tm, a sucessao (a,) de termo geral
an =10V +ral® + - 4 rpal™

é, também, uma solugdo da mesma férmula de recorréncia. Deste modo, formando
combinagdes lineares de solugdes conhecidas, podemos sempre obter novas solugoes.
Interessa, pois, encontrar certas solu¢oes base (ou antes: “fundamentais”) a partir
das quais se possam determinar todas as outras. E essa a tarefa da primeira
etapa. Antes, porém, observemos novamente que qualquer solucao fica cabalmente
determinada pela imposigdo das condi¢Ges iniciais. Esta imposi¢cdo permite-nos
completar a segunda etapa, pois ela determina os niimeros reais ou complexos
T, T2, ... que aparecem como coeficientes da combinacdo linear das solucdes

“fundamentais”.

Enfrentemos agora a primeira etapa. O seguinte facto é fundamental:
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Sabia que, num certo
sentido preciso, ndo hd
formula resolvente para as
equagoes do quinto grau?

Isto é Matemdtica!!

Proposigao. Seja
Tpn =C1Tp-1+ "+ Ck—1Tpn—k+1 + CkTn—k

uma formula de recorréncia linear, homogénea e com coeficientes constantes e seja

A um nimero real ou complexo tal que
By A e~ g K~ =0

ou, dito de outra forma, tal que A\ € raiz (real ou complexa) do polinémio
p(t) =t* —erth "t — o — gt —

na indeterminada t. Entdo, a sucessio (\") € uma solugdo da férmula de recor-

réncia dada.

Demonstragdo. Suponhamos que A é uma raiz do polinémio p(t). Entéo,
M= b g A+ o
e, portanto, para n > k, temos
X NPRAR = BB AL g e 3 B X o)
=X g APTEL L g AR,

mostrando que a sucessdo (A\") é solugao da férmula de recorréncia considerada.
O

O resultado anterior permite-nos obter vdrias solu¢oes para uma dada férmula
de recorréncia que seja linear, homogénea e com coeficientes constantes. Basta
encontrar as raizes de um certo polinémio que lhe estd associado. A tarefa nao é,
no entanto, sempre ficil: como encontrar, por exemplo, as raizes de um polinémio
de grau 57 Mas isso ndo tira importancia tedrica & proposi¢io acima e, em muitos
casos, esta permite-nos explicitar na pratica as solugoes de relagdes de recorréncia.

Eis um exemplo (ja conhecido):

Exemplo 1. E bem conhecida a FORMULA RESOLVENTE para as equagoes de se-
gundo grau, o que nos permite obter solugdes para recorréncias do tipo da de

Fibonacci, cuja férmula de recorréncia é
Tn =ZTn-1+Tn-2.
De facto, pela proposigao que acabdmos de demonstrar, qualquer raiz do polinémio
pt)=t2-t-1
da-nos uma solugao para essa férmula de recorréncia. Ora, p()\) = 0 se, e somente
se, A = 5321@ s %ﬁ e, portanto, as raizes de p(t) sdo: o nimero de ouro
® = 1%@ e o seu conjugado ® = %@ Por conseguinte, a sucessdo (®") é
uma solugdo daquela férmula de recorréncia, assim como o é a sucessio (®").
Sendo assim, pelo principio da sobreposi¢do, qualquer combinagdo linear destas

duas sucessdes é também uma solu¢io da mesma férmula de recorréncia — dito

de outro modo, dados quaisquer niimeros a e 3, a sucessdo (a®” 4+ A®") é uma

solugdo da férmula de recorréncia x,, = T,_1 + Tp—2. A férmula de Binet comega




R

agora a fazer algum sentido — ndo surge por artes méagicas. De facto, tomando
a= % ef= —\/Lg, obtemos a sucessao de Fibonacci... Porqué? Como sabemos
isto? Bom, como ja observamos anteriormente, uma solu¢iao de qualquer férmula
de recorréncia é univocamente determinada indicando condi¢des iniciais. No caso
da sucessao de Fibonacci, estas condigdes sdo Fy = F5 =1 (ou, Fp =0e F; = 1).

Assim, temos que obter nimeros (reais ou complexos) a e 3 tais que a® + BE =1

e a®? + f®% = 1. Ora, é f4cil ver que este sistema (de duas equagbes nas duas Fdcil!? Tente! Ndo se
incégnitas a e ) é possivel e determinado, com solugdes a = —1\/3- ef= —%. Por esquega que B =P +1 e
. que 2 =3 + 1.

conseguinte,
1 ~
F,=—=(2"-8").
V5
A férmula de Binet esta justificada, agora com maior clareza! //

A importancia do polinémio que surge na proposi¢ao anterior leva-nos a registar

a seguinte definigao.
Definicao. O POLINOMIO CARACTERISTICO da férmula de recorréncia (linear,
;homogénea e com coeficientes constantes)
Tp =C1Tp-1+ -+ Ch_1Tn—k4+1 + CkTn—k
é o polinémio (na indeterminada t)
p(t) =tF —ertF 1 — o — gyt — .
As raizes deste polinémio chamamos as RAIZES CARACTERISTICAS daquela férmula

de recorréncia.

Na terminologia que acabdamos de introduzir, podemos afirmar que qualquer raiz
caracteristica de uma férmula de recorréncia linear, homogénea e com coeficientes
constantes, determina uma solucdo “fundamental” dessa férmula de recorréncia.

E, além disso:
Proposigao. Sejam Aj,..., A, todas as raizes caracteristicas da férmula de re-
corréncia

Tn =C1Tp—1+ "+ Ck—1Tn—k+1 + CkTn—k

e sejam aji,... ,a, niumeros reais ou complexos. Entdo, a sucessio (a,) definida
por

an = AT + -+ ap Al

€ uma solugao daquela férmula de recorréncia.

Demonstragdo. Basta observar que cada sucessdo (A') é solugdo da férmula de
recorréncia dada e que, portanto, qualquer combinagdo linear destas r solugdes

também é solugdo da mesma férmula de recorréncia. O

Uma pergunta surge agora naturalmente: serd que todas as solugdes da férmula

de recorréncia

Tp =C1Tnp—1 +* + Ck—1Tn—k+1 + CkTn—k
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O que é uma raiz simples?
Aguarde!

Esta demonstracao
envolve algumas técnicas
qie saiem do dmbito
destas notas e, assim,
poderd ser ignorada pelo

leitor menos preparado.

Vandermonde?! Onde é

que jd ouvi este nome?!
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podem ser obtidas por este processo? A resposta é um sim parcial: isso é verdade

se, e somente se, o seu polinémio caracteristico tem exactamente k raizes (note que
este polinémio tem grau k). Ou seja, se todas as raizes do polinémio caracteristico

sao simples.

Teorema (caso das raizes simples). Seja
p(t) = B gt = s =gy b=y

o polindmio caracteristico de uma formula de recorréncia linear, homogénea e com
coeficientes constantes, e seja {(a,) uma solugio desta formula de recorréncia.
Suponhamos que p(t) tem exzactamente k raizes (reais ou complezas) distintas

A1, ..., Ak. Entdo, existem nimeros reais ou complexos ay, ..., ay tais que
anp = a1 AT + -+ apA}

para todo o nimero natural n.

Demonstragao. Pela proposigao anterior, para quaisquer nimeros reais ou com-
plexos a1, ..., ag, a sucessdo (a1 A} + -+ + apAR) é solugdo da férmula de re-
corréncia considerada. Nesta conformidade, dado que qualquer solugdo é univoca-
mente determinada pelas condigdes iniciais, temos que encontrar nimeros reais ou
complexos ay, ... , oy tais que a solugdo (ay AT + - - - + ax A}) satisfaz as condicdes
iniciais ¢¢9 = ag, 1 = a1, ..., Tp—1 = ax—1 (que sdo determinadas pela solugio
(an)). Dito de outro modo, apenas temos que mostrar que existem niimeros reais

ou complexos aj, ..., ax tais que

ay+--+ar=ao

a1 A1+ Fagd =g

al)\f_l s e o ak)\i_l = Qk-—1
Para garantir que estes nimeros existem, vamos socorrer-nos de alguns resultados
de Algebra Linear. De facto, as k equagdes indicadas acima determinam um
sistema de k equagdes lineares, em k incdgnitas y1, ..., Yk, a saber:

Y+ Yk =ao
S AMyr 4+ Ay = ap

Ay 4+ Ay = age

A matriz simples deste sistema é

1 1
g om Mg
a=|" ,
A= ,\:—1

uma matriz quadrada de ordem k. O determinante desta matriz é conhecido por
DETERMINANTE DE VANDERMONDE e € igual a




|4 = H (N = 25) = [(A1 = A2)(A1 = Az) - (A1 = Ap)]

1<i<j<k
(A2 = Az) - (A2 = M) [(Ak—2 = Ae—1) Ak—2 — Ak)] - (Ak—1 — k).
Como as raizes A1, ..., Ay sdo todas distintas, concluimos que |A| # 0, o que

significa que o sistema S é possivel e determinado. Por conseguinte, S tem uma e
uma sé solucdo, o que prova que os nimeros ay, ... , @ (que procuramos) existem
e sdo unicos. a
Aqui estd (mais) uma aplicagao:
Exemplo 2. Determinemos a solugdo (a,,) da férmula de recorréncia

Tp =98Tp_1 —62n_2
que estd sujeita as condigdes iniciais zo = 0 e z; = 1 — consequentemente, ag = 0
e a; = 1. O polinémio caracteristico desta férmula de recorréncia é

p(t) = t2 — 5t + 6,

um polinémio de grau dois que tem duas raizes distintas: A = 2 e p = 3 (as
quais podem ser encontradas facilmente usando a férmula resolvente). Assim,

pelo teorema anterior, existem nimeros (reais ou complexos) a e § tais que
a, = a2™ + 33"
para todo o nimero natural n. Em particular, tomandon =0e n =1, vem
O=a=a+p el=a =2a+30.
Resolvendo este sistema (de duas equagdes nas incdgnitas a e 3), obtemos a = —1
e # =1. Em conclusio:
a, = —-2"+3"

para todo o nimero natural n — e, portanto, (—2" + 3") é a solu¢do desejada. //

Ao resolvermos uma equagdo polinomial ndo é de estranhar que nos aparegam
raizes complexas e, neste caso, é por vezes conveniente representar essas raizes na
forma trigonométrica. Pensamos que este assunto é do conhecimento do leitor.
Todavia, vamos recordar rapidamente alguns conceitos. Na sua representagao
usual, um nimero complexo tem o aspecto a + ib, onde a e b sdo nimeros reais e
i é o mimero imagindrio i = /—1. Qualquer nimero complexo z = a + ib, com a

e b nimeros reais, pode ser representado na FORMA TRIGONOMETRICA
z = pcisf = p(cosf + isenb)

onde p = Va2 +b? é o MODULO de z — que também se denota por |z| — e
0= arctg% € 0 ARGUMENTO PRINCIPAL de z — que também se denota por arg z.

Um exemplo em que ocorrem raizes complexas é o seguinte.

Exemplo 3. Encontremos a tnica solugdo (a,,) da férmula de recorréncia

Tn = 2(:I:n—l - mn—z)

Como vé, a e B sao
univocamente
determinados pelas valores

iniciais ap =0 e a; = 1.

Se eziste, ndo é

imagindrio! E real!

“cis” € mnemdnica para

“coseno “i” seno”.
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que estd sujeita as condigoes iniciais xg = 1 e ;1 = 0. O polinémio caracteristico
desta férmula de recorréncia é p(t) = t?—2t+2, o qual tem duas raizes simples: \ =
14+iep=1-1i Ooops! Duas raizes complexas! A representacio trigonométrica
destas raizes é: 1 +1i= \/f(cos% +isenZ)el—-i= ﬂ(cos% —isenT). Deste
modo, a solugdo geral da recorréncia em causa é dada por

a [\/5 (cos% +isen g)]n +0 [\/5 (coszl—r —isen-})]n

(\/5)" [a (COS % +isen %) + 8 (COS % —1isen %71)]
= (V2" [(a + ) cos _n4_7r +i(a — B) sen %] ,

an

Il

Vamos por ' = a+ e ' =i(a— ), de modo que

an = (V2)" (a' cos % + (' sen %) .

Em vez de determinarmos a e (3, vamos determinar estas “novas” constantes.
Ora, as condicdes iniciais impostas obrigam a que (v/2)°(a’ cos0 + ' sen0) = 1 e
(V2)! (o' cos T + B'sen T) = 0, donde vem o' =1 e ' = —1. Por conseguinte, a

solugdo que queremos tem termo geral

an = (V2)" (cos % — sen %) .

/!

Nem todas as recorréncias sao lineares, homogéneas e com coeficientes constantes.
Por isso, os métodos que estuddmos ndo sdo, de maneira nenhuma, suficientes
para resolver todas as recorréncias que nos surjam pela frente. Todavia, muitas
recorréncias nao lineares podem ser resolvidas usando esses métodos, desde que
seja possivel reduzi-las a recorréncias lineares, homogéneas e com coeficientes con-

stantes. E essa a situacdo que exemplificamos de seguida.

Exemplo 4 (um problema de percursos). O governo de certo pais pretende

construir estradas, em linha recta, ligando n + 1 cidades, que representamos por

Co, C4, ..., Cn. As cidades estdo construidas sobre um tridngulo como é sugerido
pela figura
Cn
Cs
Cy
Cop ¢ Gy

Pretende-se saber de quantas maneiras distintas é possivel construir as estradas
de forma a que seja possivel viajar entre quaisquer duas cidades e ndo existam

circuitos fechados?

Para resolver este problema, vamos designar por a, o nimero que se pretende

e procurar uma relagdo de recorréncia que seja satisfeita pela sucessao (an)n>1.




Para comecar, determinemos os trés primeiros termos desta sucessdo: a;, as € as.
Para n = 1, existem duas cidades e, obviamente, s6 uma maneira de construir as

estradas:

Assim a; = 1. Para n = 2, as possibilidades sao:

— |

Assim as; = 3. E, para n = 3, temos as possibilidades:

Bom, para obtermos uma férmula de recorréncia conveniente, fixemos a nossa

;Assim az = 8.

atencdo na cidade C, que estd situada no topo do tridngulo. Ora, se esta cidade
ndo estd ligada por uma estrada a cidade Cp, tem que existir uma estrada ligando-
-a & cidade C,_1. Neste caso, o nimero possivel de construir as estradas como se
pretende é o mesmo que quando colocamos o mesmo problema considerando apenas
as cidades Cy, C4, ..., Cp_1, i.e., é igual a a,_;. Por outro lado, suponhamos
que é construida uma estrada ligando C), a Cy. Neste caso, duas situagdoes podem
acontecer: ou nio existe ligac¢do directa entre Cp, e Cp,—1, ou essa ligacao existe. No
primeiro caso, ficamos novamente com o problema analogo para as cidades Co, C1,

., Cn_1 e, portanto, existem a,_; maneiras diferentes de construir as estradas
que faltam. No outro caso, ndo pode existir ligacdo directa entre as cidades Cp—1
e Cp — caso contrario, existiria o circuito fechado Cy — C, — Cnr-1 — Cp.
Assim, das duas uma: ou C,_; nao estd ligada a C,_5, ou estd. Se ndo estd,
deparamos com o problema andlogo para as n — 1 cidades Cy, Cy, ..., Crh_2 €,
portanto, existem a,_» maneiras de construir as estradas que faltam. No caso
alternativo... J4 estamos a imaginar o que se passa! Basta repetir o argumento
anterior tantas vezes quantas forem necessarias: no passo i, para 1 < i < n, se
existe o caminho C,, = Cp—1 — -+ = Cp_;41 e se este caminho ndo pode ser
prolongado a C),_;, existem exactamente a,_; maneiras diferentes de construir as
estradas pretendidas. Por conseguinte, agrupando todos estes valores, o niimero

total de possibilidades é

Gn =Qpn_1+08u_1+ 82+ an_3+---+a1+1,

N

correspondendo a ultima parcela a situacdo em que existe o caminho C, —
Cpo1 2> Ch.

Desenhe uns bonecos!
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Recorda-se do nimero de

ouro?

Hmmmm! A recorréncia obtida nao é linear — porque néo existe o nimero natural

(constante!) k que aparece na defini¢ao! No entanto, um pequeno truque permite-

-nos reduzir aquela recorréncia a outra com um aspecto mais agradavel:
an =0Qp-1+an_1+ap2+ap_3+---+a;+1
=p-1+au-1—An_2+ap_2+ap_2+an_3+---+a+1
=Qn_1+0p_1 —An_2 +Ap_1 =30n_1 — An_2
— usando a identidade ap_1 = ap—o + ap_2 + an_3 + ---+a; + 1. Aaaah! A
recorréncia que obtivémos ja é linear, homogénea e com coeficientes constantes.
O seu polinémio caracteristico é p(t) = t?> — 3t + 1 e este polinémio tem duas
raizes A = i%@ epu = 3%@ Assim, pelo teorema anterior, existem niimeros
n n
reais (ou complexos) a e 3 tais que a, = « (3—%@) +p (3%5) para todo o
nimero natural n > 1. Estes niimeros, a e 3 sdo univocamente determinados pelos
valores a; = 1 e ay = 3: sdo a unica solucao do sistema constituido pelas equagoes
a+f=1e ﬁ%@ a+ 3%@ B = 3. Resolvendo este sistema, obtemos o = % e
- _ 1 i
8= 75 Por conseguinte,
n n
1 |(3+V5 3-v5
V5 2 2

para todo o nimero natural n > 1.

an =

Esta expressao faz lembrar os nimeros de Fibonacci. De facto, é facil verificar que

2 i =
346 — (1—‘9@) =82 eque 3505 = (%@) = ®2. Por conseguinte, a sucesso

2
(an)n>1 tem termo geral

ap = \/Lg ((I>2n _ 62n) = Fy,,

0 2n-ésimo niimero de Fibonacci! //

Muitas vezes podemos deparar com sucessoes que sdo definidas por férmulas de
recorréncia que, de certa forma, sdo interdependentes. E essa a situacido que

consideramos no exemplo que se segue.

Exemplo 5. Suponhamos que duas sucessoes (a,) e (b,) sdo definidas (recor-

rentemente) pelo sistema
an = 4bp—1 — 2a,
bn = 7bn—l - 5an—1

Sabendo que ag = 4 e que by = 3, qual a expressdo dos termos gerais a,, e b,?

Os primeiros termos de cada uma das sucessoes sio: 4,4, —4, —44, —196, . . ., para
(an), e 3,1,-13,-71,-277,..., para (b,). O leitor consegue resolver o problema
considerando apenas estes termos? Bem, da primeira equagao resulta que b,_; =
1(an +2a,_) para todo n > 1. Substituindo na segunda equagao, vem i’(an+1 +
2an) =7 [5(an + 2a5_1)] — 5an_1 e, portanto,

An41 = dan — 6a,_1




para todo o nimero natural n. Obtemos, assim, uma férmula de recorréncia
linear, homogénea e de coeficientes constantes. O polinémio caracteristico desta
recorréncia é p(t) = t2 — 5t + 6 e este polinémio tem duas raizes distintas: 2 e 3.

Por conseguinte,

a, = a2™ + B3"
para alguns nimeros reais (ou complexos) a e £3.
Substituindo, agora, na equagao b, = 4l(a,1+1 + 2a,,), obtemos

1
bn = %(oz?"+1 + 83" + 202" +283") = 7 (402" +543"%).

Como ag =4 e by = 3, obtemos as equagoes a+ 8 =4 e a+ %ﬂ = 3, que nos dao

a=8e = —4. Em conclusio:
U =2" = 43" & by=2"0 5. 9"
para todo o nimero natural n. //

No problema seguinte vamos ver como este tipo de sistemas de recorréncias pode

¢
ser 1util em questdes de contagens.

Exemplo 6 (um problema de saltos). Sejam A e E vértices opostos de um

octégono regular:

Um sapo comega a saltar no vértice A. Sabemos que de qualquer vértice do
octégono, excepto do vértice E, o sapo pode saltar para qualquer um dos vértices
adjacentes. Quando o sapo atingir o vértice E, para. Qual o niimero de caminhos
distintos que o sapo pode formar, sabendo que atinge o vértice E depois de n
saltos?

Designemos por a, o nimero pretendido. Analisando a figura acima, podemos
concluir que o niimero de vértices percorridos em cada caminho que ligue A a E é
par e, portanto, o sapo ndo pode atingir £ com um niimero impar de saltos. Por
conseguinte,

aznt1 =0

para qualquer nimero natural n.
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n > 12! Porqué?
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Por outro lado, é claro que ap = az = 0: o sapo s6 pode atingir E depois de pelo

menos quatro saltos. Além disso, A+ B -+ C - D FEeA—-H - G-
F — FE sao os tunicos caminhos diferentes entre A e F formados exactamente com

quatro saltos. Logo, a4 = 2.

Para encontrar uma recorréncia que seja satisfeita pela sucessdo (as,), introduzi-
mos uma sucessdo auxiliar (b,): para cada nimero natural n, b, é o nimero de
caminhos de C (ou de G) a E formados por exactamente n saltos. Bom, comecando
em A, o sapo pode formar exactamente quatro caminhos com apenas dois saltos:
A—-B—>3A A—- H—> A A—- B —(CeA— H— G. Ora, para atingir
E depois de 2n saltos, o sapo tem, obviamente, que dar mais 2n — 2 saltos. Por
defini¢do de a,, existem exactamente as,—» maneiras de o fazer em qualquer uma
das duas primeiras situagoes: A - B - A ou A - H — A. Por outro lado, por
defini¢do de b,, existem exactamente bs,_2 maneiras de o fazer em qualquer uma
das outras duas situagoes: A - B — C ou A - H — G. Por conseguinte, para
n.> 1,

Q2n = 2a2n_2 + 2bap_2.

Agora, comegando em C, o sapo pode formar exactamente trés caminhos com
apenas dois saltos, desde que o vértice E nio seja atingido: C -+ B —» C, C —
D —- CeC — B — A. Nas duas primeiras alternativas, existem precisamente
bon—o maneiras de atingir o vértice E (por definigdo de b,). Na ultima alternativa,
existem precisamente as,_» maneiras de atingir esse vértice (por defini¢do de ay).

Por conseguinte, paran > 1,

ban = 2bap—2 + azn—2.

Para chegarmos a solugdo do problema, devemos agora resolver o sistema
a2n = 202n_2 + 2b2y_2
ban = 2bapn_2 + azn_2
para n > 1. Ora, a primeira equagdo da-nos by,—o = %azn — aon—2. Substituindo

na segunda equagao, obtemos %agn+2 — Q9p = Q2p — 2Q2n,—2 + Q2,2 €, portanto,

ficamos com
A2p+2 = 4a2n, — 2a2n—2
para n > 1. Fazendo d,, = as,, esta equacdo pode ser reescrita na forma
dn+1 =4d, — 2dn—l

para n > 1. Assim, a sucessao (dn)n>1 €é uma solugao da férmula de recorréncia
linear, homogénea e de coeficientes constantes, que tem polinémio caracteristico
p(t) = t> — 4t + 2. Este polinémio tem duas raizes distintas: 2+ /2 e 2 — /2. Por

conseguinte,

dy = a2+ V)" + B2 — V)"




onde a e 3 sdo nimeros reais a determinar. Para isso, usamos as condi¢des iniciais

dy=a;=0edy=ay=2. Vem
0=d =a2+V2)+B(2-V2) =2(a+8) + V2(a - ),
enquanto
2=d; = a2+ V2)? + B2 - V2)? = 6(a + B) + 4V2(a - B).

Resolvendo o sistema constituido por estas duas equagoes (em ordem a a + 3 e

a a — f3), obtemos as equagées a + 3 = -lea—f3 = \% = /2, que nos dio a

solucdo: a = _1%@ ef= ~1—‘t23@. em conclusio:
1-+v2 142
aop =dp, = — 2\/_(2+\/§)"—T\/—(2—\/§)n
para todo o nimero natural n > 1. //

3.2.2. Caso homogéneo (raizes muiltiplas)

Nesta subseccdo, vamos debrugar-nos sobre o caso em que o polinémio carac-
' teristico de uma recorréncia linear, homogénea e de coeficientes constantes, tem
raizes que ndo sio simples. Antes, recordemos que, dado qualquer polinémio p(t)
(na indeterminada t) e dada uma sua raiz A, a REGRA DE RUFFINI permite-nos

dividir p(t) pelo polinémio ¢ — A de modo a obter um polinémio ¢(t) tal que

p(t) = (t = A)q(2).
Dizemos entdo que t — A é um FACTOR LINEAR de p(t) e, de facto, temos a
equivaléncia: A é uma raiz de p(t) sset — X\ € um factor linear de p(t). Agora, ou
A ndo é uma raiz do polinémio ¢(t), ou A é uma raiz de q(¢) e, neste caso, t — A
é um factor linear de ¢(¢). No primeiro caso, dizemos que A é uma RAIZ SIMPLES
de p(t), enquanto, no segundo caso, dizemos que A é uma RAIZ MULTIPLA de p(t).
Em geral, repetindo o processo descrito, se A for uma raiz de p(t), podemos sempre

encontrar um nimero natural bem determinado m e um polinémio ¢(t) tal que

p(t) = (- N)"q(t) e q(X)#0

— a segunda condig@o significa, obviamente, que A nio é uma raiz de ¢(t). Ao
nimero natural m chamamos a MULTIPLICIDADE de A como raiz de p(t). O leitor
deve notar que qualquer raiz simples tem multiplicidade um! No caso em que
a multiplicidade de A é dois, dizemos que A é uma RAIZ DUPLA de p(t) e, no
caso em que essa multiplicidade é trés, dizemos que A é uma RAIZ TRIPLA de
p(t). Informalmente, o leitor pode imaginar a multiplicidade de uma raiz como
sendo o nimero de vezes que essa raiz se repete. Vamos ter a seguinte situagio
elegante: o nimero de raizes reais ou complezas de um polinédmio — contando as
multiplicidades — € igual ao grau do polindmio. Este resultado é conhecido por
TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA.

Como vimos, no caso em que A é uma raiz simples do polinémio caracteristico, ha

apenas uma solu¢ao “fundamental” associada a A. E a sucessdao das poténcias de

Geralmente, o Teorema
Fundamental da Algebra

demonstra-se num curso

de Andlise Compleza.




Se a raiz fosse nula ndo

seriam trés solugdes;

seriam apenas duas. ..

3
Veja o anezo!

Para se convencer, é bom

verificar directamente!

Tente justificar com rigor!
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A LA AZ N3 0 A .. O que é que se passa no caso da raiz (ndo nula) \ ser,
por exemplo, tripla? Neste caso, hd trés solugoes “fundamentais” que lhe estdo

associadas. Sao as sucessoes:
LA A% A s s NP e
02 207 382 e oo X%,
0,A,4X%,90% ... n?A", ...
Em geral, se A for uma raiz ndo nula de multiplicidade m, hd m solugdes “funda-
mentais” que lhe estdo associadas. Sao elas:
LA, A
0, %205, 3)2 ... ,mA™, ...
0,X,4X2,903, ... n?\", ...

D, J, =i gl g e JAETIRR

Observe-se que estas afirmagoes (que carecem de justificagdo) e o Teorema Fun-
damental da Algebra implicam que o nimero de solu¢oes “fundamentais” de uma
féormula de recorréncia cujo dltimo coeficiente é ndo nulo é exactamente igual
ao grau do seu polinédmio caracteristico. Dentro em pouco, vamos enunciar (e
demonstrar em anexo) um teorema que nos diz que todas as solugdes de uma dada
férmula de recorréncia linear, homogénea e com coeficientes constantes, se podem
obter como combinagao linear das solug¢des “fundamentais” associadas as raizes do

seu polinémio caracteristico. Antes, porém, vamos prosseguir com dois exemplos:
Exemplo 7. Determinemos a solugao da férmula de recorréncia
Ty, =621 —122,_9 + 8z, _3

que estd sujeita as condigoes iniciais g = 1, 1 = 6 e o = 28.

O polinémio caracteristico da recorréncia dada é p(t) = t3 —6¢>+ 12t —8. Algumas
tentativas levam-nos a conclusdo de que 2 é raiz deste polinémio: p(2) = 23 — 6 -
22 +12-2 -8 = 0; de facto, p(t) = (t —2)3 e, portanto, 2 é uma raiz tripla de p(t).
Pelo que dissémos acima, as solugdes “fundamentais” da férmula de recorréncia

sao as sucessdes: (2"), (n-2") e (n?-2"). Assim, pelo teorema que ainda nio

enuncidmos, a solugdo (a,) da relagdo de recorréncia tem termo geral

an = 2" + Bn2" + yn?2" = (a + nfB + ny) - 2"
onde a, 3 e 7 sdo niimeros reais (ou complexos) univocamente determinados pelos
valores iniciais: ap = 1, a; = 6 e ay = 28. Temos, portanto, que resolver o sistema

constituido pelas equagdes a = 1, 2(a+ 8+ ) = 6 e 4(a + 28 + 4v) = 28. Depois

de alguns cédlculos simples, obtemos a = 8 =y =1, logo
an=(14+n+ n2)2n

para todo o nimero natural n. //



Exemplo 8. Pretende-se a solugdo da férmula de recorréncia
Tp =TTp—1 — 152p_o + 9,3
que estd sujeita as condigdes iniciais 1o =1, 7y =2 e 5 = 3.
O polinémio caracteristico da recorréncia em causa é p(t) = 3 — 7t2 + 15t — 9.
Este polinémio admite as raizes 1 e 3 e, de facto, p(t) = (t — 3)%(t — 1). Assim,
pelo que dissémos antes, a solu¢do (a,) que desejamos tem termo geral
an =ald" + n3" + 41" = (a + Bn)3" + v

para alguns nimeros reais (ou complexos) «, 3 e y. Em particular, 1 = ap = a+7,
2=a; =3a+38+ve3=a =9+ 188 + . Resolvendo o sistema, constituido

por estas trés equagoes, obtemos a =1, § = ——% e v = 0. Por conseguinte,
n
an = (1 - 5) 3" = (3 —n)3"!
para todo o nimero natural n. //

Chegou a altura de enunciarmos o Teorema Fundamental das relagdes de recorrén-
icia lineares, homogéneas e com coeficientes constantes. Esperamos que os exemplos
acima possam ajudar a compreender o enunciado do teorema. A demonstragio do

teorema fica para o anexo a esta secgao.

Teorema Fundamental. Seja dada uma férmula de recorréncia linear, homogé-
nea e de coeficientes constantes, e suponhamos que o seu polinédmio caracteristico

p(t) se factoriza da forma
p(t) = (= A0)™ (t = Ag)™ - (£ = Ag)™

onde A1, Az, ..., As sdo as raizes nao nulas (reais ou complezas), distintas duas a
duas, de p(t). Seja (an) uma solugdo desta férmula de recorréncia. Entdo, existem
nimeros reais ou complezos a1, ..., Qimy, Q21, --. , Qomyy -+ 5 QAgly -+o 5 Qlgm,
tais que

lalml ))‘?

an = (a;; +naga + -+ +n™"
+ (@21 + nagy + -+ + 0™ ag,, ) A7
4o+ (ast +nase + -+ n™ g, AT
para todo o nimero natural n.
Notemos que a conclusdo deste teorema pode ser escrita da forma seguinte: ezistem
polinémios (com coeficientes reais ou complezos) a;(t), as(t), ..., a,(t) tais que,

para 1 <i< s, ai(t) tem grau estritamente menor do que m; e
an = a1(n)AT + aa(n)A] + -+ + as(n)A?
para todo o nimero natural n. Com efeito, basta definir
@i(t) = @i + qigt + -+ - + Ay ™

paratodo1<i<s.
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3.2.3. Caso nao homogéneo

Tendo resolvido completamente o problema de determinar todas as solugdes de
uma relagao de recorréncia linear, homogénea e de coeficientes constantes, vamos
agora retirar a palavra “homogénea” e abordar o mesmo problema para relacoes

lineares, ndo homogéneas mas, ainda, com coeficientes constantes.

Uma recorréncia linear (ndo necessariamente homogénea) de coeficientes constan-
tes é em tudo semelhante ao caso homogéneo, excepto ao permitir na férmula de
recorréncia,

Tp = €C1Zn—1 +C2Tn—2 + *+ + CkTn_i + g(n),

um termo independente g(n) que é uma func¢do de n que toma valores reais. Como
exemplos, temos a férmula de recorréncia x, = 2x,—1 + 1 (que apareceu aquando
da discussio do problema das Torres de Handi), ou a férmula de recorréncia z,, =
3Tp_1 — 2Tp_o + 2™.

A uma recorréncia deste tipo estd sempre associada a recorréncia homogénea

Tp = C1Tp—1 + C2Tn—2 + -+ + CkTn—k,
bastando para isso esquecermo-nos da fun¢do g(n). Assim, é natural que as
solugdes da primeira estejam, de alguma forma, relacionadas com as solugdes da

segunda. E essa relacdo que indicamos com rigor no resultado seguinte (omitimos

a demonstragao por esta ser relativamente simples).
Proposigao. Seja
Tp = C1Tn-1 + CaTn—2 + -+ + CkTn—k + g(n)
uma férmula de recorréncia, linear e de coeficientes constantes, e seja (a,) uma
solugdo desta férmula de recorréncia. Se (b,) é também uma solugao da mesma

formula de recorréncia, entdo a sucessdo de termo geral d, = b, — a, € uma

solugao da férmula de recorréncia (homogénea)
Ty = C1Tp—1 + CoTp—2 + - +CETr—k-

Reciprocamente, se (d,) € uma solugdo desta formula de recorréncia homogénea,
entdo a sucessio de termo geral b, = a, + d, é uma solugdo da férmula de

recorréncia considerada inicialmente.

Qual o significado deste resultado? Bom, de acordo com o que nele estd enunciado,
se pretendermos determinar a expressao geral das solucoes de uma dada férmula

de recorréncia linear de coeficientes constantes, devemos proceder como se segue:

e Em primeiro lugar, devemos obter a expressao geral das solugdes (d,) da
férmula de recorréncia homogénea que estd associada a recorréncia dada.
o Em segundo lugar, devemos identificar uma solugao particular (b,) da

férmula de recorréncia dada.




e Finalmente, a expressao geral das solugoes (a,) da férmula de recorréncia

é dada pela soma a,, = b, + d,,.

O primeiro passo pode realizar-se pelos processos descritos anteriormente, en-
quanto o ultimo passo é exequivel se, e somente se, o segundo passo o é. Infe-
lizmente, ndo podemos garantir (com o material de que dispomos) que o segundo
passo se possa efectuar facilmente — tudo depende da fung¢do g(n) envolvida na
recorréncia. Os casos mais simples (mas, também, mais usuais) sdo aqueles em que
g(n) é uma funcdo polinomial ou exponencial de n. Como veremos, nestes casos ha
solugdes particulares (b,) do mesmo tipo (i.e., polinomiais, resp. exponenciais).
Sem querermos entrar em consideracoes tedricas, ilustramos estas situacoes nos

exemplos que se seguem.
Exemplo 9. Encontremos a tnica solugio (a,) da recorréncia
Tn = 3Tp_1 + (2 — 2n?)
que estd sujeita a condigio inicial zo = 3.
‘Aqui, a fungdo g(n) é g(n) = 2 — 2n? e a recorréncia homogénea associada é
Tn = 3Tn—1. O polinémio caracteristico desta recorréncia é p(t) = t — 3 que,

obviamente, tem uma unica raiz: 3. Assim, as solu¢des da férmula de recorréncia
homogénea associada tém termo geral

d, = a3"
onde a é um niimero (real ou complexo) arbitrario. O primeiro passo estd resolvido.
Quanto ao segundo, para encontrar a solu¢do particular (b,), observemos que
g(n) = 2 — 2n? é uma funcdo polinomial de segundo grau em n. Por ser assim,
vamos tentar escolher b,, do mesmo tipo:
2

bn = ag + a1n + asn

onde ag, a; e ay sdo nimeros que vamos tentar determinar. Ora, para que (bn)

satisfaca a recorréncia dada, tem que acontecer
2—-2n%=b, —3b,_1 = (a0 + ayn + an?) = 3(ap + ay(n — 1) + az(n —1)?%)
= (=2ap + 31 — 3a3) + (—20a; + 6az)n + (—2a9)n’.
Por conseguinte, igualando os coeficientes, obtemos o sistema
—2a0 + 3a; — 3ay =2
—2a;1 +6as =0 )
—2a9 = =2
que tem solugdo (tinica): ap =2, @3 =3 e az = 1. Deste modo,
bn =2+ 3n+n?

para todo o nimero natural n. Pela proposigao anterior, a solugio (an) que procu-

ramos tem termo geral:

an=bn+dn=(2+3n+n2)+a3"




Ezaspero. ..
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onde o niimero real (ou complexo) a ainda tem que ser determinado. Ora, a

condigéo inicial imposta obriga a que 3 = ap = a + 2, pelo que a = 1 e, portanto,
an=3"+n?+3n+2

para todo o niimero natural n. //

Exemplo 10. Encontremos a (tinica) solugio (a,) da férmula de recorréncia
Tp =3Tp_1 — 2Tp_o + 2"
que estd sujeita as condigoes iniciais zg = 3 e z; = 8.
O polinémio caracteristico da recorréncia homogénea associada é p(t) = t2 — 3t +2

e este polinémio tem duas raizes distintas: 1 e 2. Assim, as solugdes da férmula

de recorréncia homogénea associada tém termo geral da forma
dp, =al™ + 42" = a + 52"

onde a e 3 sdo numeros reais (ou complexos) arbitrarios. Como g(n) = 2",
vamos tentar escolher a solucdo particular (b,) da recorréncia dada também de tipo
exponencial: b, = v-2" onde v é um nimero real a determinar. No entanto, como
o termo 2" aparece na expressao de by, tentemos multiplica-lo por n, escolhendo

antes
bn = v(n2")
onde v é um nimero real a determinar. Para que (b,) seja solugdo da recorréncia
dada, temos que ter
2" = yn2" - 3y(n - 1)2"" + 2y(n — 2)2" % = 42",
Por conseguinte, v = 2 e, portanto,
b, = n2"t!

para todo o niimero natural n. Sendo assim, a solugdo (a,) que procuramos tem

termo geral
an = b, +d, = a+ 32" + n2"*+!

onde a e 3 sdo niimeros reais univocamente determinados pelas condigoes iniciais
dadas. Ora, estas condigbes obrigam a que 3 = ay = a+f eaque 8 = a; =
a + 20 + 4. Resolvendo o sistema constituido por estas duas equagdes, obtemos
a=2e 3 =1. Concluindo:

an =2+42"+n2" =24 (1 4+ 2n)2"
para todo o nimero natural n. ; //

Para terminar esta discussdo sobre as relagdes de recorréncia lineares nio ho-
mogeéneas e de coeficientes constantes, na proposi¢do seguinte indicamos solucdes

particulares para alguns casos frequentes.
Proposicao. Seja

Tn = C1Tn_1 + C2Tn—2 + *+* + CkTp_i + g(n)




]

uma férmula de recorréncia, linear e de coeficientes constantes, e seja
plf) = t* —egt*t — ey gt = Ck
o polindmio caracteristico da formula de recorréncia homogénea que lhe estd asso-
ciada. Tem-se:
1. Se g(n) = a\™ para alguns nimeros reais nao nulos a e A, entdo:

(a) se X nao for uma raiz de p(t), existe um nimero real 3, univocamente

determinado por a, tal que a sucessdo de termo geral
b, = A"
€ solugdo da formula de recorréncia dada;

(b) se X for uma raiz de p(t) com multiplicidade m, existe um mimero
real 3, univocamente determinado por a, tal que a sucessdo de termo
geral

b, = An™ A"
€ solugcdo da formula de recorréncia dada.
2. Seg(n) =ao+ain+---+a,n" para algum nimero natural v > 1 e alguns
nimeros reais ag, ay, ..., a, com a, # 0, entdo:

(a) se 1 ndo for uma raiz de p(t), ezistem nimeros reais By, Bi, ... , Br,

univocamente determinados por ag, oy, ..., a,, tais que a sucessdo

de termo geral
bn:ﬂ0+ﬂln+...+ﬁrnr

€ solugdo da formula de recorréncia dada;

(b) se 1 for uma raiz de p(t) com multiplicidade m, ezistem nimeros
reais Bo, B1, ..., Br, univocamente determinados por Qo, Q1, ...,

ar, tais que a sucessio de termo geral
bp=n" (Bo +Pin+ -+ Brn")

€ solugdo da férmula de recorréncia dada.
3. Se g(n) = an™ A" para algum nimero naturalr > 1 e alguns nimeros reais

nao nulos a e \, entdo:

(a) se X ndo for uma raiz de p(t), ezistem mimeros reais Bo, B, ..

D
Br, univocamente determinados por «, tais que a sucessdo de termo

geral
bn=(Bo+in+ -+ Bn") A"
€ solugdo da férmula de recorréncia dada.
(b) se A for uma raiz de p(t) com multiplicidade m, existem nimeros

reais 3o, f1, ..., Br, univocamente determinados por a, tais que a

sucessdao de termo geral

bn =n" (Bo+ Bin+ -+ Bn") A"

€ solugcdo da férmula de recorréncia dada.

Note que 0 caso r = 0 estd

contemplado na alinea 1.




Se ndo quer consultar o
anero, pode tentar
perceber a demonstracao

[)ara o caso m = 1.
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Demonstragdo. Para ilustragdo provamos apenas a alinea 1 — as alineas 2 e 3
podem ser justificadas com argumentos andlogos e constituem um bom exercicio

para o leitor.

Admitamos em primeiro lugar que A ndo é uma raiz de p(t). Entdo, para que
(BA™) seja solucao da recorréncia dada, tem que acontecer:
BAY = ¢ (BA"Y) +ca (BA"T2) 4 -+ (BA™TF) + ad™
= BN (e AT N TR et gg) + o™
e, portanto,
B AR — e X7t — M2 — o — ) = k.

Como p(\) = A\¥ — ¢; \F=1 — ... — ¢, é um ndmero real ndo nulo (porque A nao é
p porq
a)®

raiz de p(t)), basta escolher § = 207

Agora, suponhamos que A é uma raiz de p(t) com multiplicidade m. Entao, pelo
teorema fundamental, a sucessdao (nm‘l)\") é uma solugdo da recorréncia ho-

mogénea que estd associada a recorréncia dada e, portanto,
™I = (n = 1)™IA fp(n = 2)™ TN T2 4 g (n - k)™ IR
Por outras palavras, A é uma raiz do polinémio
gt) =n™ " —ey(n —1)™ M — g (n - k)™ R,

Além disso, como se vé na demonstracdo do teorema fundamental (consulte o
anexo), A é uma raiz simples deste polinédmio. Assim, A ndo é raiz do polinémio

derivado (veja o anexo). Logo, ndo é raiz do polinémio
tg'(t) = n™" —ci(n — )™ — .. —gr(n — k)™t" 7k
e, portanto, também néo é raiz do polinémio
u(t) =n™t* —ci(n —1)™tF 1 — .. — g (n — k)™

Por conseguinte, u(A) = n™A¥ —¢;(n — 1)™A\*=1 —... — ¢t (n — k)™ é um niimero
~ . ’ k .

real nao nulo, pelo que podemos considerar o nimero real g8 = 3(—"‘/\5 O leitor

pode verificar que, para este nimero real 3, a sucessao (Bn™A") é, de facto, uma

solucao da recorréncia dada. O
Como ilustragio, vamos resolver mais um problema de contagem.

Exemplo 11 (um problema pictérico). Consideremos um mapa circular divi-
dido em n > 1 sectores que devem ser coloridos usando k > 3 cores diferentes de
tal modo que os sectores possam ser identificados sem dificuldade (dois sectores

adjacentes nao podem ser coloridos com a mesma cor).




De quantas maneiras diferentes podemos colorir o mapa?

Denotemos por a, o nimero que pretendemos. E claro que a; = k e que az =

k(k — 1). Por outro lado, a figura

k-1 escolha@k escolhas
¥

k — 2 escolhas
mostra que az = k(k — 1)(k — 2). No entanto, ji ndo é verdade que ay = k(k —
1)(k — 2)(k — 3). Paran > 3, iremos obter uma relagdo de recorréncia para (a,)
de uma forma indirecta. Para isso, imaginemos que, num mapa original com n + 1

sectores, é cortado o (n + 1)-ésimo sector:

Neste novo mapa é bem mais facil colorir os n sectores de acordo com as condigbes
impostas. O ndmero de maneiras distintas de o fazer é k(k — 1)*~!, uma vez
que podemos escolher k cores para colorir o sector 1, k — 1 cores para colorir o
sector 2 (porque ndo podemos escolher aquela com que colorimos o sector 1) e,
em geral, podemos escolher uma de entre k — 1 cores para colorir o sector 4, para
1 < i < n (porque ndo podemos escolher a cor com que colorimos o sector i — 1).
Ora, podemos dividir todas estas maneiras diferentes de colorir o0 novo mapa em
dois grupos: conforme os sectores 1 e n estejaxh coloridos com a mesma cor ou
com cores diferentes. Neste dltimo grupo estdo exactamente todas as maneiras

diferentes de colorir o mapa original, i.e., a,. Por outro lado, no primeiro grupo
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Imagine que os sectores 1

e n estd@o sobrepostos.
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estdo exactamente todas as maneiras de colorir um mapa do tipo original com

n — 1 sectores, i.e., a,_1:

Assim, concluimos que

an +an—1 = k(k - l)n_l

e, portanto, a sucessao (an)n>3 satisfaz a férmula de recorréncia
Tp = —Tp-1 + k'(k - l)n_l.

Esta recorréncia é linear e de coeficientes constantes — mas nao é homogénea!

Por conseguinte, podemos resolvé-la pelos processos que estuddmos — notemos

que a fungdo g(n) = k(k—1)""! é do tipo da alinea 1 da proposicao anterior, com
= .k = T ..

a=3Hed=k-1

Comecemos por considerar a recorréncia homogénea z,, = —z,_;. O polinémio
caracteristico desta recorréncia é p(t) = t+ 1 que, obviamente, tem uma tnica raiz
(simples!): —1. Assim, uma solu¢do daquela recorréncia homogénea tem termo

geral
d, = ﬁ(_l)n
para algum nimero real .
Por outro lado, pela proposigao anterior, a sucessdo de termo geral b, = v(k—1)",

para algum nimero real v (dependente de o = ﬁ), é uma solucao da recorréncia
Tp = —Tp_1 + k(k — 1)""!. Assim,

k(k = )" =y(k = 1)" +y(k - )" = yk(k - 1)},
peloquey=1e
bp = (k—1)"
para todo o nimero natural n. Deste modo,
an =dp+b, =6(-1)"+(k-1)"
para todo o nimero natural n > 3.
Finalmente, consideremos a condigao inicial ag = k(k—1)(k—2) — note que este ¢

o primeiro termo da sucessdo que satisfaz a recorréncia. Como a3 = -8+ (k—1)3,
obtemos —(+ (k—1)® = k(k—1)(k—2) e, portanto, 8 = (k—1)° —k(k—1)(k—2) =




(k=1) ((k — 1) = k(k — 2)) = k — 1. Por conseguinte,
an = (1) (k= 1) + (k- 1)

para todo o nimero natural n > 3. //

Exercicios

1. Determine as solugdes das seguintes relacoes de recorréncia:

(a) zn =3zp—1 —2z,—2,cOom g =2 e ] = 3.

*(b) zp = 4Tp_1 — 4Tp_2, cOM T9 = —F € T = L.
(c) T = 6zp_1 — 11zp_2 +6T,_3, comzg = 3,21 =1 ez =2.
*(d) zp = —Tp-1 + 16xp_2 — 202,_3, com 29 =0, 7y =l e z2 = —1.
() zn =2xp—1 — 2Tp_a,com g =1lex; =2.
2. Determine o termo geral das sucessdes (a,) e (b,) definidas pelo sistema de
recorréncias
' ap = —2an-1 — 4bp_1

bp =4an—1 +6b,_1

sabendo que ag =1 e by = 0.

3. Um organismo primitivo leva uma hora a atingir a maturidade. Ao fim da
segunda hora este organismo tem duas crias, sucedendo o mesmo em cada hora
subsequente. Cada cria comporta-se da mesma maneira que o seu progenitor e
nao ha mortes. Comece com um destes organismos recém-nascidos na hora zero e
seja a, o nimero de organismos ao fim de n horas.

(a) Mostre que a, = an—1 + 2an—2 para todo n > 2.

(b) Explicite ay.

4. O Professor Cabegudo costuma subir escadas de modo erratico. Umas vezes
sobe s6 um degrau, outras vezes sobe dois degraus de uma sé vez. Encontre uma
férmula para o nimero b,, de maneiras diferentes do Professor subir escadas com

n degraus.

5. Seja a, o nimero de sequéncias distintas de comprimento n formadas com os
algarismos 0, 1, 2 e 3, nas quais 0 ocorre um nimero impar de vezes. Determine
uma relacio de recorréncia que seja satisfeita pela sucessao (a) e explicite o seu
termo geral. [Sugestdo. Considere a sucessdo (b,), em que b, é o nimero de
sequéncias de comprimento n formadas com os algarismos 0, 1, 2 e 3 nas quais 0

ocorre um numero par de vezes.]

6. Designe por a, o nimero de maneiras distintas de pavimentar uma superficie
rectangular de dimensdes 2 por n com azulejos de dimensdes 2 por 2 (todos iguais)
e 1 por 2 (também todos iguais). Determine uma relacdo de recorréncia para a

sucessdo (an)n>1 € use-a para explicitar o termo geral a,.
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Tem que saber alguma 7. Considere o seguinte determinante de ordem n > 1:

coisa de determinantes

1+ a? a 0 0o - 0
para resolver este 9
ezercicio! 9 l+a a 0
A, =] 0 a 1+a®> a --- 0
0 0 0 0 -+ 1+4a?

(a) Mostre que paran > 3, A, = (14 a?)A,_; —a?Ap_s.
(b) A partir da igualdade da alinea anterior, conclua que, para a2 # 1,

1-— a2n+2

1—-a2 °

An=
*(c) Que acontece se a? = 1?

*8. Determine as solugdes das seguintes relagdes de recorréncia:
(a) zn =T72p—1 — 10zy_o + 3", com 2o =0 e z; = 1.

(b) &, = zp—1 + 302", com zo = 0.

(¢) Tn=—Zp_2+1,comzyg=0ez; =1.

*9. Encontre as sucessdes que satisfazem a2 — 2a%2_, = 1 com ag = 2. [Sugestao.

Considere b,, = a2.]

*10. Encontre as sucessdes que satisfazem na, + (n — 1)an—; = 2" com ag = 273.

[Sugestdo. Considere b, = nay,.]

*11. Calcule a soma S, = Y, _, k? através da observagio de que se tem S, =
Sn_1 +n2.

*12. Resolva as seguintes relagoes de recorréncia:
(a) an — 4an—1 +4an_2 = (n+ 1)2", com ap = 0 e a; = 14/6. [Suges-
tao. Obtenha primeiro solugées particulares das recorréncias a, — 4a,_; +
dan—2 =n2" e a, —4a,—1 + 4an_2 = 2™ e some-as.]

(b) an —5an_1 +6an_o =n+2" comay=7/4ea; =—11/4.
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Anexo sobre o Teorema Fundamental

O objectivo do anexo é demonstrar o Teorema Fundamental que enuncidmos umas
péginas atrds. Para isso, vamos necessitar de uma defini¢ao e de dois lemas pre-

liminares.

O POLINOMIO DERIVADO de um certo polinémio p(t) = t¥ +ct*~1 - - -+ cp_1t+ci
é (por definicdo!) o polinémio p'(t) = kt*~! + (k — 1)c t*=2 4+ -+ - + cp_1.

Lema. Seja p(t) = t*+cit*~1 +. - +cp_1t+cr um polindmio de coeficientes reais
(na indeterminada t) e seja X\ uma raiz de p(t). Entdo, A ocorre com multiplicidade
m > 1 como raiz de p(t) se, e somente, se \ ocorre com multiplicidade m —1 como

raiz do polindmio derivado p'(t) de p(t).

Por abuso de linguagem, dizemos que um numero real ou complexo é raiz com
multiplicidade zero de um dado polinémio se... nao for raiz desse polinémio.
Assim, no caso em que m = 1, o lema acima diz-nos que: se p(\) = 0, entdo \ é

raiz simples de p(t) sse A nao é raiz de p'(t).
*

Demonstrag¢do. Suponhamos que p(t) = (t — A)™q(t), onde m > 1. Entao,
p(t) =m(t = N)™q(t) + (t = N)™¢'(t) = (¢t = \)™ " [ma(t) + (t = N’ (t)]-
E fécil ver que X é raiz de q(t) sse A é raiz do polinémio mq(t) + (t — A)¢'(t). Desta

observacgao sai o resultado desejado. O

O resultado que vamos provar de seguida dd-nos solugdes de férmulas de recor-
réncia lineares, homogéneas e com coeficientes constantes, cujos polinémios carac-

teristicos podem admitir raizes multiplas.

Proposigao. Sejap(t) = tF—c tF~1 —...—cp_1t—ci, um polindmio de coeficientes
reais (na indeterminada t) e seja A uma raiz ndo nula de p(t) com multiplicidade
m > 1. Entao, para qualquer nimero natural r com 0 < r < m, a sucessdo (n"\")

satisfaz a formula de recorréncia (linear, homogénea e com coeficientes constantes)
Tp =CTp-1+ "+ Ch—1Tn—k4+1 + CkTn—k.
Demonstragao. Fixemos 0 < r < m. Temos que mostrar que, para todo n > k,
A" =c(n—1)" A" 4o pepai(n— k+ 1)TAM L 4o (n — B)TARF,
ou, equivalentemente, que A é raiz do polinémio

Prn(t) =n"t" —c1(n = 1)t — o — e (n — k)"t — Este polindmio depende

2!
Observe que der e de n?!

Pra(t) =0 1" — i (n — 1) 2 — o — gy (n — R)THH TR,

— Pois depende.

de modo que

(%) Pre1n(t) = tp, o(t)
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Outra vez inducgdo

escondida.
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Como po,n(t) = t"~*p(t), sai que A é raiz de multiplicidade m do polinémio Po,n(t).

Logo, pelo lema anterior, A ¢ raiz de multiplicidade m — 1 do polinémio derivado
Po.n(t). Por (%), A é raiz de multiplicidade m — 1 do polinémio P1,n(t). Logo,
A € raiz de multiplicidade m — 2 do polinémio derivado p} ,(t) (é, de novo, uma
aplica¢ao do lema anterior). Novamente por (%), A é raiz de multiplicidade m — 2
do polinémio p; »(t). E assim sucessivamente... Em geral, para 1 < i < m,
temos que A é raiz de multiplicidade m — ¢ do polinémio p; ,(t). O tltimo caso
acontece quando ¢ = m — 1 e diz-nos que A é raiz simples do polinémio pp,—; »(t).
Em particular, para todo 0 < r < m, X é raiz do polinémio p, ,(t), como se

queria. O

Esta proposigéo permite-nos identificar um niimero considerével de solugoes “fun-
damentais” de uma recorréncia linear, homogénea e de coeficientes constantes.

Estamos, agora, em condigoes de demonstrar o celebrado Teorema Fundamental.

Demonstragio do Teorema Fundamental. Seja k = m; +mg+...+m,. Tal
como no caso das raizes simples, trata-se de mostrar que o sistema de k equagoes
lineares, em k inc6gnitas y11, ..., Yimy, Y21, -« » Y2mas +++ s Ysly « - s Ysm,, CUja

r-ésima equagdo (paral <r <k) é
8

Z [ir + (r = Dyiz + -+ (r — D™ Yy | M = 0py
t=1

tem solucgao.

A matriz simples deste sistema é A = [Al Ay --- As] onde A; é a matriz de
tipo k x m;
( I 0 0 1
Ai Ai i Ai
A; = )\,’2 2)\1'2 e 2m‘_1/\,'2
DYt T §) Vo at BRI (T Lo D V)

Ora, aquele sistema tem uma solugdo desde que a matriz A seja invertivel e isto é
verdade se, e somente se, as suas linhas — que designamos por Ly, Ly, ..., Ly —

sao linearmente independentes.

Consideremos uma combinacio linear nula a3 Ly + asLy + -+ - + apLr = 0, com
vista a mostrar que os escalares ay, as, ... , @ sdo todos iguais a zero. Efectuando
alguns célculos, néo ¢é dificil chegar & conclusdo de que esta equagdo é equivalente

aos s sistemas de equagoes

S, = a1 + oo + azhi® + -+ aptT =0, |

i + Paghi® + -+ (k= 1A =0, paral<j<m,

onde 1 <4 <'s. Por conseguinte, para cada 4, \; ¢ raiz dos m; polinémios
q(t) = aq + ast + azt® + -+ 4 apth1,

qj(t) = agt + Qast® + -+ (k — 1) ey t*~!, paral<j <m,;.




Ora, q1(t) = tq'(t), enquanto g;(t) = tg;_,(t), para 2 < j < m;. Utilizando estas

igualdades, ndo é dificil justificar que o facto de A; ser raiz de gm,—1(t) implica

que )A; ocorre com multiplicidade maior ou igual a m; como raiz de ¢(t). Como

1 < ¢ < s é arbitrério, concluimos que Ay, ..., As; ocorrem, como raizes de ¢(t),
com multiplicidades maiores ou iguais a my, ..., mg, respectivamente. Deste
modo, como A, ..., A; s@o distintos dois a dois, se ¢(t) fosse um polinémio nao

nulo, o seu grau seria maior ou igual a my + - - -4+ m, = k, o que ndo acontece. Em

conclusdo, ¢(t) é o polinémio nulo e, portanto, a; = ... = a; = 0 como queriamos.

Segue-se que a matriz A é invertivel. O que termina a demonstragéo. O
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4. Funcoes Geradoras




Neste capitulo estudam-se fungoes geradoras com o objectivo primordial de resol-

ver, de uma maneira sistemdtica (e uniforme), algumas relagées de recorréncia.

Na primeira parte da sec¢io “Material bdsico” introduzem-se as séries formais,
estudam-se as suas propriedades fundamentais e demonstra-se o teorema da ex-
pansao binomial para expoentes inteiros. Na sequnda parte, aplicam-se fungoes ge-
radoras a resolugcao de recorréncias lineares de coeficientes constantes. Demonstra-
-se o teorema das fracg¢oes parciais na sua forma mais simples, deizando-se para
um anezxo a demonstra¢do da forma geral deste teorema. Volta a enunciar-se e
a demonstrar-se, usando frac¢des parciais e fungoes geradoras, o teorema funda-

mental do terceiro capitulo.

Na sequnda sec¢ao — “Material avancado” — discutem-se alguns exemplos mais
elaborados, explorando principalmente a nog¢ao de convolugdo entre sucessoes.
Discute-se a radicia¢ao de séries formais e demonstra-se o teorema da expansao

binomial para expoentes racionais.

,Na diltima secgio do capitulo consideram-se fungées geradoras exponenciais. A
primeira parte desta sec¢do é elementar. Nela, discutem-se alguns exemplos sim-
ples e justificam-se algumas das propriedades bdsicas da série formal exponencial.
Na segunda parte, resolvem-se alguns problemas mais dificeis que envolvem con-

volugdes binomiais.

OBJECTIVOS:

1. Compreender o que sdo séries formais e manipuld-las algebricamente. Com-
preender e dominar o teorema das frac¢bes parciais nas suas aplicagoes
concretas.

2. Saber resolver relagoes de recorréncia pelo método das fungoes geradoras,
em especial recorréncias lineares de coeficientes constantes.

3. Conseguir manipular func¢oes geradoras para resolver problemas que en-
volvam convolugoes entre sucessoes.

4. Reconhecer a utilidade das fungdes geradoras exponenciais e saber uséa-las

na resolucao de problemas que envolvam convolugoes binomiais.
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4.1. Material basico

Neste capitulo, concluimos a nossa (ja longa) viagem por algumas das ideias fun-

damentais da Matemadtica Finita. E, para terminar em beleza, vamos falar de Ou, Matemdtica Discreta,
fungdes geradoras, provavelmente um dos conceitos mais importantes desta area como alguns lhe preferem
da Matemaética e, sem divida, a ferramenta mais poderosa para lidar com sucessdes dhaman,
de nimeros reais (ou complexos). Basicamente, uma fungdo geradora é um “ob-
jecto” puramente formal que associamos a uma dada sucessdo de nimeros reais
de modo a que seja possivel manipuld-la usando operagdes em tudo andlogas as
que tdo bem conhecemos entre nimeros, sem que estas operagdes nos paregam
extraordindrias. Na sébria linguagem da Matematica, tudo o que queremos é

ALGEBRIZAR o conjunto de todas as sucessoes de nimeros reais. O nosso objectivo ndo € sé
este... No fundo,

comegamos por indicar
4.1.1. Séries formais regras que nos permitam

usar uma nova

Consideremos duas sucessdes de nimeros reais: (a,) e (b,). Somando termo a Jervamenta,

,termo, obtemos uma nova sucessdo (u,) em que u, = a, + b, para todo o niimero
natural n. Nada mais simples... Analogamente, podemos multiplicar termo a
termo para obter uma nova sucessao (v,) em que v, = a,b, para todo o nimero
natural n. Também muito simples... No fundo, estamos a definir regras que
nos permitem somar e multiplicar sucessdes de nimeros reais. Mais formalmente,
estamos a definir operagdes no conjunto de todas estas sucessées: uma operagio
de adi¢ao e uma operacao de multiplicagdo. Bom, é sabido que qualquer sucessao
de nimeros reais (a,) pode ser encarada como uma fung¢do a: N =+ R que a cada
ndimero natural n associa o niumero real a(n) = a,,. Com esta interpretacao, as
operagdes que definimos acima ndo sdo mais do que a adigao e a multiplicagao de

fungoes tais como o leitor ja as deve ter encontrado.

Neste ponto, devemos alertar para a possibilidade de definirmos muitas outras
operagoes entre sucessoes de nimeros reais. Um exemplo de grande importéncia
¢ 0 do PRODUTO DE CONVOLUGAO. Por defini¢do, chamamos CONVOLUGAO das

sucessdes (a,) e (b,) & sucessdo (w,) cujo termo geral é

n
Wn = E apbp—r = agbp + arb,_1 + -+ - + apbo.
k=0
Os trés primeiros termos desta sucessdo sdo:

wo = agbo,
wy = agby + ayby,
wy = apby + a1by + asbg.

Na linguagem funcional, a convolugdo de a: N —+ R e b: N — R é usualmente

denotada por a * b; deste modo, a *b: N — R é a fungdo definida por

n

(axb)(n) = a(k)b(n — k)

k=0




Top Ten!

Série?!. ..

Jd ouvi falar.

Igualdade de séries

formasis!
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para todo o nimero natural n.

Embora este produto lhe possa parecer um pouco estranho, o leitor deve recordar-
-se da CONVOLUGAO DE VANDERMONDE:

S (0=

onde 7 e s sdo nimeros naturais fixos. Ora, considerando as sucessoes de termos

gerais ap, = () e b, = (%), a sua convolugao ¢ (por defini¢io) a sucessdo de termo

o=Yana=3 () (0= (7).

k=0

geral

O produto de convolugao entre sucessdes vai surgir de modo natural na discussao

que se segue e que leva ao conceito de fungdo geradora.

Muitas operagdes importantes entre sucessdes podem ser obtidas se considerarmos
uma certa generalizagdo do conceito de polinémio. Consideremos um simbolo ar-
bitrario, que vamos representar pela letra ¢, mas que, para os propdsitos deste
capitulo, ndo tem qualquer significado (ou valor) matematico. Mais precisa-
mente, consideramos uma lista infinita de simbolos que, como ¢, ndo tém qual-
quer significado matemdtico, mas que, para simplificar a escrita, representamos
por t9, ¢!, ... ,t", ... (como se fossem poténcias de t). Posto isto, associemos a

qualquer sucessdo de nimeros reais (a,), a expressao
At) = apt® + agt* + -+ apt™ + -

que, tal como t (ou qualquer dos simbolos "), é meramente formal, nio se devendo
interpretar o sinal “+” (por exemplo) como indicando uma soma. Como é usual,
convencionamos que, na expressio A(t), o simbolo t° pode ser omitido e que,
em vez de t!, podemos usar simplesmente t. Mais, podemos usar a notagdo-X e
escrever

)

Alt) =D ant" =ao+art +agt’ +---.

n=0
Dizemos que esta expressio A(t) é uma SERIE FORMAL em ¢ (ou, mais rigorosa-
mente, no simbolo t) e que, para qualquer nimero natural n, a, é o n-ESIMO
COEFICIENTE de A(t). O coeficiente ag (correspondente a n = 0) merece por vezes
uma atengdo especial: chamamos-lhe 0 COEFICIENTE INDEPENDENTE de A(t).
Com esta nomenclatura, podemos observar que, para qualquer nimero natural n,
o sfmbolo " serve apenas para “rotular” o n-ésimo coeficiente da série formal A(t).
Mais, parece claro que uma série formal deve ficar univocamente determinada pe-
los seus coeficientes. Ora, é precisamente isto que impomos: duas sé;ies formais
A(t) e B(t) sdo IGUAIS se tiverem os mesmos coeficientes. Notemos ainda que,
no caso em que a sucessao (a,) satisfaz a,, = 0 sempre que m > n para algum

nimero natural n (isto é, em que apenas um nimero finito de termos é diferente




de zero), ndo é chocante escrever
A(t) =ao +art + -+ + a,t"

para representar a série formal A(t) = Y>> a,t". Nesta situacdo, é comum falar-
-se em POLINOMIO em ¢ e, sendo assim, podemos afirmar que todo o polinémio em
t € uma série formal em t. (Num certo sentido, uma série formal é limite de uma

sucessdo de polinémios — veja o final da segunda secgio deste capitulo.)

Tal como os polinémios, também as séries formais podem ser somadas e multi-
plicadas de acordo com as definigdes formais que se seguem. Dadas duas séries
formais A(t) = Y02 ant™ e B(t) = Yoo byt™, definimos a soMa A(t) + B(t)

como sendo a série formal
o0

At)+ B(t) = > (an + by)t"

n=0
que estd associada & sucessdo (a, + b,); por outras palavras, os coeficientes da
soma A(t) + B(t) obtém-se somando (termo a termo) as sucessdes (a,), dos coe-
ficientes de A(t), e (bn), dos coeficientes de B(t). Por outro lado, definimos o

$
PRODUTO A(t) - B(t) como sendo a série formal

A(t) - B(t) = io: ( 3 akbn_k) A8
0

n=0 \k=
Notemos que os coeficientes de A(t) - B(t) se obtém efectuando a convolugéo das

sucessdes (an) e (b,). Informalmente, o leitor pode imaginar que est4 a aplicar '

(uma infinidade de vezes!) a leis distributiva e associativa:
A(t) - B(t) = (a0 + a1t + ast® +---) - B(t)

= aoB(t) + a1tB(t) + ast*B(t) + - - -

= ag (bo + bit +bat® + ) + ast (bo + byt + bot® + - --)
+agt® (bo + byt + bat? + ) + -

= ((aobo) + (aob1)t + (agba)t* + - )
+ ((arbo)t + (arby)t* + (arbo)t® + - )
+ ((a2bo)t? + (agby)t® + (azby)t* + -- ) s

= (aobo) + (aoby + aibo)t + (aobs + arby + aghy)t® + - --

Em rigor, devemos ter algum cuidado com as manobras que fomos fazendo nesta
sequéncia de célculos. Sucintamente, vamos esclarecer um pouco por que razio
essas manobras sdo legitimas. O leitor mais atento j& deve, sem duvida, ter no-
tado a semelhanga entre as duas operagdes que acabdmos de definir (ADIGAO e
MULTIPLICAGAO de séries formais) e as operagdes usuais entre niimeros reais (ou
complexos). Além disso, pode notar também que aquelas defini¢oes generalizam
as operagbes conhecidas entre polinémios. Mais, podemos (e devemos) observar
que, no universo mais amplo das séries formais, as operagées de adicio e de mul-

tiplicagdo satisfazem as leis comutativas, associativas e distributivas (que tao bem

Ah! Polinémio sei o que

é!

Basta usar as defini¢ées e
verificar cada uma das leis

Passo por passo.
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Particularize aos casos

m=2em=23.
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conhecemos quando lidamos com niimeros ou com polinémios). Sem querermos

entrar em muitos detalhes, hd, no entanto, alguma coisa que merece ser salientado.

Consideremos, por exemplo, a adi¢ao de séries formais. Neste caso, a lei associativa
diz-nos que ¢ indiferente a maneira como associamos as parcelas de uma soma de

trés ou mais séries formais e permite-nos escrever
Ar(t) + Az(t) + -+ + Am(t)

para indicar a soma de m séries formais A;(t), Aa(t), ..., Ap(t). Mais, essa é

também a razdo porque podemos usar a notacao-X:

m
ZAk(t) = Ay (t) + A2(t) + -+ + Am(2).
k=1
Qual é o n-ésimo coeficiente desta nova série formal? A resposta é muito simples:
se pusermos Ag(t) = Z;’lo apnt™, para 1 < k < m, o coeficiente que pretendemos
tem que ser a soma
m
Zakn =aip+azn+ -+ aQmn
k=1
dos n-ésimos coeficientes das séries consideradas. E, de facto, uma resposta simples

mas que, no entanto, leva a uma identidade interessante:

(1) Z Z Gppt" = Z Zakn i
k=1

k=1n=0 n=0
Esta identidade lembra muito a troca de somatérios que jd aqui discutimos (embora

a situac¢do nao seja exactamente a mesma).

Também a propriedade associativa da multiplicacdo de séries formais nos permite

escrever
Ar(t) - Aa(t) - ... - Am(2),

ou usar a notagao-II (chamemos-lhe assim)
[T Ac@®) = As(®) - Aa(2) - ... - A ().
k=1

Aqui, sé representamos o produto das m séries formais que considerdmos acima.
Neste caso, a expressao do n-ésimo coeficiente da série que obtemos tem uma
expressao bem mais complicada. Comecemos por observar que, para obtermos o
simbolo t™ no produto A;(t)A2(t) - -+ Am(t), é preciso multiplicarmos m simbolos
thi th2 .tk de A(t), Ay(t), ..., An(t), respectivamente, sob a condi¢io de
que k1 +ka+- -+ k, =n. Além disso, o produto ajx, @2, * - * Gk, contribui uma
vez (e uma s6) para o coeficiente de t" em A; (t)A2(t) - - - A (t). Sendo assim, este
coeficiente tem que ser
Z A1k, A2k " * " Amk,, -

0<k1,. km<n
kitko+-+km=n




Em conclusao:

oo
(*) A (t)A2 (t) T Am(t) = Z Z A1ky A2ky * * * Amk,, t, No fundo, fazemos
n=0 0<ki,.e km<n convolugdes de

kitko+-tkm=n lucs
3 . . , convoiugoes.
Esta férmula vai ser exaustivamente usada ao longo do capitulo. Por agora, pode-

mos fazer mais algumas observagdes que nao deixam de ser pertinentes.

Um caso muito especial de um produto deste tipo ocorre quando todas as séries
Ap(t), As(t),... , Apn(t) sdo iguais a uma dada série A(t) (o que significa, como ja
dissémos, que todas as séries tém os mesmos coeficientes). Quando isto acontece,
falamos na m-ESIMA POTENCIA de A(t) e escrevemos simplesmente A(t)™. Se for

A(t) = Y oo” o ant™, a férmula anterior lé-se

(%%) A@)™ = Z Z Ak, Ay - - Ak, | T
n=0 0<ky .. SN
k1 kot A km=n

: O leitor deve desconfiar (com razao) que, no caso em que A(t) é um polinémio (que,
como j4 observamos, também é uma série formal), esta equacdo nao altera aquilo
que sabemos ser a poténcia de um polinémio (da mesma forma que a equagdo (*)
continua a ser um polinémio se todos os factores forem polinémios). Com efeito,
esta preocupagao com a coeréncia estd subjacente a definicdo das operacoes entre

séries formais. O exemplo que se segue ilustra estas ideias.

Exemplo 1. Quando consideramos a série formal A(t) = 1 + t, obtemos uma

férmula que conhecemos bastante bem:

1+t = i (:’Z) .

n=0
Trata-se obviamente do binémio de Newton (num caso particular!) que podemos
agora justificar & custa da equagdo (xx). Com efeito, esta equagdo diz-nos que o

,

coeficiente de t™ na série formal (1 +¢)™ é

i aklak2...akm

0<ki,... km<n
ki+kot+--+km=n

onde A(t) = Y°°2  a,t" (logo, ap = a; = 1 e a, = 0 sempre que n > 2). Em

n=0

s

particular, o coeficiente independente (fazemos n = 0) de (1 +¢t)™ é

E aklakz---akm=a6":1
0<k1;... ,km <0
ki+k2+-+km=0

uma vez que os indices ki, ... ,k, tém que ser todos iguais a 0. Por outro lado,

uma sequéncia ky, ... ,kn, que satisfaca0 < ky,... bk <leky+ko+- -+kp =

tem que ser uma sequéncia bindria com exactamente uma componente igual a 1 e

todas as outras iguais a 0. Sendo assim, o coeficiente de t = t! (fazemos n = 1) é
Z Ak, g, - ax,, =maja)t =m.

0<k1,... ,km <1
ki+k2+-+kmn=0
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Ainda nao nos libertdmos
da Alice!

Lembre-se da Tabela dos

Doze Caminhos!
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Em geral, a parcela correspondente a uma sequéncia ki, ... , ky s6 pode ser dife-
rente de zero se todas as suas componentes forem 0 ou 1, i.e., se ky,... ,ky for
uma sequéncia bindria; e, quando isto acontece, essa parcela é igual a 1. Estamos,
portanto, na presenga de uma soma indexada por todas as sequéncias bindrias
ki,...,kn que verificam ky + ky + -+ - + kp, = n. Ora, esta condicdo é equivalente
a dizer que a sequéncia bindria ky,... ,k, tem exactamente n uns. E claro que,
para que tal possa acontecer, n tem que ser menor ou igual a m, o que permite
concluir que, para n > m, o coeficiente de t™ em (1 + t)™ é zero; por outras
palavras, (1 4+ ¢)™ é um polinémio com grau menor ou igual a m. Por outro lado,
quando n < m, sabemos que existem exactamente (') sequéncias bindrias de
comprimento m com n uns. Dito de outro modo,

> =)

0<k,een ki <1
kiFkot-Akm=n

e, pelo que argumentdmos, este é precisamente o coeficiente de t" (para n < m)

na série formal (1 + ¢)™. //

Este tipo de argumento combinatério (ou, de contagem) é bastante ttil para iden-
tificar os coeficientes de algumas séries formais. Outro exemplo de muito interesse
é o que se segue. O leitor deve notar que lidamos ji com uma série formal e nao

com um polinémio.
Exemplo 2. Consideremos a série formal

oo
AR)=) th=1+t+2+82+--
n=0
— que tem todos os coeficientes iguais a 1 e que, portanto, estd associada a sucessao
constante (1,1,1,1,...). Calculemos, para qualquer nimero natural m, a m-ésima
poténcia de A(t): A®t)™ = (X oeyt™)™. Como, neste caso, todos os coeficientes

an sdo iguais a 1, a equagdo (%) diz-nos que o n-ésimo coeficiente de A(t)™ é

> 1.

0<ky,... ,km<n
kit+k2+-+km=n

Ora, esta soma dd-nos precisamente o nimero de todas as sequéncias de niimeros
naturais kq,...,kn, que satisfazem ki + ko + --- + k, = n. Ja se viu que este
numero é igual ao niimero de maneiras diferentes de distribuir n bolas por m caixas

distintas, interessando-nos apenas o numero de bolas por caixa. Sendo assim, o

coeficiente de t™ em A(t)™ é o coeficiente binomial ("‘+:"1). Em conclusao,
o0
m+n-—1
A" = t".
o= (")

I

Os dois exemplos anteriores ilustram o modo como podemos usar argumentos de
contagem para identificar algumas séries formais. No entanto, isso ndo nos dé

ainda qualquer ideia sobre a importincia que estas tém. Para levantar um pouco




a ponta do véu, vamos de seguida obter algumas identidades entre niimeros usando

0 pouco que ja conhecemos sobre as séries formais.

Exemplo 3. Voltemos a considerar a série formal A(t) = 1+ t. O objectivo
agora é apresentar uma demonstracao alternativa da férmula da convolugao de

Vandermonde. Sejam r e s nimeros naturais arbitrarios. Ja sabemos que

r4-s
1+ =% (T * s) o,
n

n=0
Por outro lado, (1 +¢)™* = (1+¢)"- (1 +t)*. Como (1+¢)" =3, _o(")t" e
(1+¢8)*=30_o ()t", obtemos

wrre=(S0)) (B 0)-EEO620)

n=0 n=0

Comparando os coeficientes, concluimos que

,Z;)(Z)(nik) E (TZS>

para todo o nimero natural n. Esta é exactamente férmula da convolugao de
Vandermonde. //

Isto foi tao simples que ndo resistimos a outra.

Exemplo 4. Comecemos com a série formal A(t) = 1 — ¢ e seja r um nimero
natural arbitrdrio. Substituindo ¢ por —t na identidade (1 + ¢)" = Y7 _ (")t",

obtemos

©) -0 =3 (7)== (e

n=0 n=0

Mais, temos (1 —¢)"(1 +¢)" = [(1 — ¢)(1 +¢)]” = (1 — ¢*)". Substituindo ¢ por 2
em (Q), obtemos
o-sr-or()
Por outro lado,
(1_ty(1+ty:<r )( )
n=0
-5 (Er 06 )) |

Por comparacao de coeficientes, concluimos que

R

0 se n for impar

t2n

para qualquer nimero natural n. Escrito de outro modo:

é(_l)k (IZ) (2nr— k) S (77;) ‘ 2§1(_1)k (D (2n b 1) =i

k=0
Duas identidades até agora desconhecidas! //

Com efeito, a lei
associativa justifica que
A()TA(t)® = A(t)"Te
para qualquer série formal
A(t).

Aqui estd a igualdade de

séries formais!

Atencgao!

Aqui estd mais uma
propriedade que vale para
quaisquer séries formais
A(t) e B(t):

A(t)"B(t)" = (A(t)B(t)".
Esta € consequéncia da
comutatividade da

multiplicagao.
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Note, por ezemplo, que t™
jd tem um significado
concreto: € a n-ésima

poténcia de t.
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Neste exemplo, usdmos (por duas vezes) um argumento subtil a que devemos

prestar um pouco de atengdo: o que justifica a substitui¢do de ¢ por —t, ou de ¢

por #2?

Em primeiro lugar, podemos perguntar: dado qualquer niimero real a, é possivel
substituir ¢ por at de modo a concluir que
= (m = (m
1 m — t n — nin ?
a+aym =3 (7@ =3 (7 )are
n=0 n=0
A resposta é afirmativa: basta copiar o raciocinio do exemplo 1, com o cuidado
de observar que, na equagao resultante de (x*), a qualquer sequéncia bindria de

comprimento m com (exactamente) n uns corresponde a parcela a™.

Em segundo lugar, que podemos dizer quanto a substituicao de ¢ por ¢", sendo r
um numero natural qualquer? E possivel justificar que
" (m
1 + tT m — trn ?
a+em=3 (7
n=0
A resposta volta a ser afirmativa: neste caso, podemos repetir o raciocinio do
exemplo 1, com a ressalva de que as sequéncias bindrias tém que ser substituidas

por sequéncias de zeros e erres.

No entanto, nenhum destes argumentos serve para responder a uma questio mais

geral: é verdade que

(00) 1+ A@)™ = f: <’:) A(t)"

n=0

quando A(t) é uma série formal arbitraria? A resposta volta a ser afirmativa.
Para nos convencermos de que assim é, observemos que o argumento do exemplo
1 ndo depende do que € o objecto ¢ mas sim de como ele se comporta: para sermos
mais precisos, interessa-nos saber apenas como somamos e como multiplicamos
expressoes que envolvam t. Sendo assim, tanto importa usar ¢, como usar qualquer
outro objecto (formal!), como é o caso de A(t). Tudo isto significa apenas uma
coisa: se copiarmos, letra por letra, todo o argumento do exemplo 1, substituindo
o objecto t pelo objecto A(t), obtemos exactamente a equagdo (Q0¢). Este é o
motivo porque uma equacao do tipo

1rym =y (m>t“

a+om=3(;
¢ uma IDENTIDADE FORMAL. Estas identidades formais permitem-nos por vezes
deduzir identidades com um significado concreto. Salientdmos a expressdo “por
vezes” porque € preciso muito cuidado com substitui¢oes deste tibo: elas nem
sempre levam a conclusoes acertadas — veja a discussdo apés o exemplo seguinte

e, também, a discussdo que fecha a segunda sec¢io deste capitulo.




Exemplo 5. Voltemos a considerar a série formal A(t) = Y.~ t". Temos clara-

mente
(o] o0
Af) =1+ th=1+tY t"=1+1tAt)
n=1 n=0

e, portanto, usando a equagdo (¢Q), deduzimos que

A)™ = (1+tA@R)™ = f: (’:) (tA(t)* = i (’Z) £k A(t)".

k=0 k=0
Pelo exemplo 2, temos A(t)F = 300  (*+"71)¢" e, portanto,

n=0 n

tkAt)k = i (k+:— l)t"+k = i (z:llc) tn

n=0 n=k

:tk+<];)tk+l+ (k;1>tk+2+<k§2>tk+3+__'

para todo o nidmero natural k. Por conseguinte,

() E (e -E5 0 (e

k=0 n=~k k=0 n=0

CEEOCT )£ (EO)

Tendo em conta o exemplo 2, concluimos (por comparagdo de coeficientes) que

)=z (M6

para todo o niimero natural n. Mais uma identidade entre coeficientes binomiais.
E conhecida do leitor? //

Prestemos um pouco mais de atencdo & equacdo (QQ) e observemos que, sendo
uma soma (finita) de séries formais, o membro direito daquela identidade é de
facto uma série formal (o mesmo acontecendo com o membro esquerdo que é a
m-ésima poténcia de uma série formal). No entanto, é preciso ter muito cuidado
ao efectuar certas substitui¢des: devemos primeiro ter a certeza de que o resultado
continua a pertencer ao universo onde trabalhamos. Como exemplo, voltemos a
considerar a série formal A(t) = Y o, t" e tentemos substituir ¢ por 1+t. Usando
o exemplo 1, deve ser
- e n _ X (1)
Al +1t) = n;(ut) _T;)kz:% <k>t .
Supondo que este objecto é uma série formal, podemos tentar identificar os seus
coeficientes. No entanto. .. o coeficiente de t° (i.e., o coeficiente independente) deve
ser 1+1+1+1+1+--- (uma soma infinita), o coeficiente de t deve ser 1+2+3+4+
5+- -+ (de novo, uma soma infinita), e assim sucessivamente. O leitor deve lembrar-
se de que qualquer uma das somas indicadas sio séries divergentes (no sentido da
Anélise Matemadtica), de modo que ndo hd muita esperanga de ultrapassar esta
dificuldade. E, com efeito, A(1+t) nao é uma série formal como podemos justificar

com um argumento muito simples que ndo deixa lugar a dividas. Voltemos atrés

Recorde a notagao de

Iverson!

E a equagio (1).

Uma “mudanca de

varidvel” inocente!
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Pode, de facto, verificar-se
que, caso ezxista, a inversa
de A(t) é univocamente

determinada.
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para recomegar com a equagao A(t) = 1+tA(t), a qual pode ser reescrita na forma
(A) At)(1-t) =1.

Substituindo ¢ por 1+ ¢, vem A(1 4 t)(—t) = 1. No entanto, nao existe nenhuma
série formal que multiplicada por —t dé 1. (Com efeito, quando se multiplica
qualquer série formal por —¢, obtém-se uma soma formal sem coeficiente indepen-
dente. A fortiori, obtém-se uma série formal diferente de 1.) Na terminologia
matemdtica, 1 —t (e, também, A(t)) é uma série formal invertivel, enquanto —t
nao o é.

Em geral, dizemos que uma série formal A(t) é INVERTIVEL se existir uma série
formal B(t) tal que A(t) - B(t) = 1; e, quando isto acontece, dizemos que B(t)
¢ a SERIE FORMAL INVERSA de A(t) e escrevemos B(t) = A(t)™! ou B(t) =
ﬁ . Notemos ainda que esta ltima notacdo permite também escrever g i para
representar o produto A(t) - B(¢)~! entre a série formal A(t) e a inversa B(t)~
da série formal B(t) (com a exigéncia ébvia de que B(t) seja invertivel). Mais

adiante, vamos falar de novo sobre este tipo de quociente.

Séries formais invertiveis sdo bastanie frequentes. Por exemplo, a equagdo (A)

diz-nos que 1 — ¢ é uma série formal invertivel e que a sua inversa, é

1 00
(V) m = Ztn.
n=0

Por outro lado, substituindo t por —t nesta equagao, obtemos

1 o0 (oe)
—_ = —+\)" — —1)¢n.
(v9) = (=0 = > (-
n=0 n=0
Esta identidade também pode ser verificada observando que
o0 o0 oo oo
DD =14+ > (- =1 £y (-)r Tl =1 - ty (-1)"tn,
n=0 n=1 n=1 n=0
donde resulta que
oo o0
DMt (~1)rn =1,
n=0 n=0

ou seja,

o0

(1+1¢)- (Z(—l)"t”) = 1.
n=0

Uma questao impde-se: como decidir se dada série formal é, ou ndo, invertivel? O

resultado que se segue ndo podia ser melhor.

Proposigao. Uma série formal

o0

At) =" ant

n=0

€ invertivel se, e somente se, ag # 0.




Demonstragdo. Suponhamos que A(t) é invertivel. Entéao, existe uma série for-
mal B(t) tal que A(t)B(t) = 1. Pondo B(t) = Y., but", a defini¢do do produto

A(t)B(t) diz-nos que agbg = 1 e, portanto, ag tem que ser diferente de zero.

Por outro lado, suponhamos que ag # 0, com vista a determinar uma série formal
B(t) satisfazendo A(t)B(t) = 1. Para tal, basta encontrar uma sucessio (b,) (os
coeficientes de B(t)) que satisfaga as equagdes

aghy = 1, Trata-se de uma relagdo

de recorréncia, ndo €

G.()bl + (Ilbo = 0,

verdade?
a0b2 + a1b1 + G,Qbo = 0, o

Em geral, a sucessdo (b,) tem que satisfazer

agb, + arbp—1 4+ -+ apby =0
para todo o nimero natural n > 1. Ora, como ag # 0, podemos (e devemos)
escolher by = ay ! Sendo assim, podemos resolver a equacio agb; + a1by = 0 para
obter b; = agl(—albo). Em geral, supondo que os coeficentes bg, by, ... ,b,—1 ja

' foram determinados para dado niimero natural n > 1, podemos resolver a equagao

aobp + ar1bp—1 + -+ - + anbp = 0 para encontrar

bn = agl(—albn_l = e § = anbo).
Em conclusdo, B(t) existe e, portanto, A(t) é invertivel. O Consegue agora perceber a

razdo da unicidade da
Depois deste interregno, voltemos a discussio anterior e consideremos a série for- série formal inversa
mal (quando esta eziste)?
1
1+46)™™ = ———
( ) (1+¢t)m
onde m é um numero natural arbitrario. Quais sao os coeficientes desta série?

Para os determinarmos, vamos pedir uma pequena ajuda & série formal 1 —t. Em

. . . . 1 .
primeiro lugar, como ja vimos, temos ;= = )

formal '('1_—1t§7 é o produto de m factores, cada um dos quais igual aquela série

o2 o™ Por outro lado, a série

formal:
1 ( > )m
={ 3]
(1 - t)m n=0
Pelo exemplo 2, sabemos que (Yoo t™)™ =300 ("), logo

s ()

Para terminar, substituimos ¢t por —t:
1 = afm+n—1\,
arom = 21 ( I LA

n=0

Nesta série formal, o coeficiente de t" (para qualquer niimero natural n) é

(_1)n<m+:—-1) — (~1)" (m+n-=1)---(m+1)m

n!

(=m)(=m=1) - (=m — (1~ 1) (—m)

n!




Note que, em particular,

) = (=~

A série formal (14 t)™
pode chamar-se a
(m-ésima) SERIE FORMAL
BINOMIAL. (Estd a ver

porqué?)

No nosso caso particular,
basta ezigir que |b| < |a.
Isto € Andlise

Matemdtica!

T

— para simplificar a escrita, definimos o “coeficiente binomial”
) n

), para qualquer

nimero real (ou complexo) z, por

(w) 2z —1) - (z—n+1)

n n! ’
convencionando que (g) = 1. Com esta notagdo, podemos agora enunciar o

seguinte:

Teorema da Expansao Binomial (para expoentes inteiros). Temos
oo
m
1+8)™ = i
arom=3 (")

para qualquer mimero inteiro m (positivo, negativo ou nulo).

O leitor pode questionar (com pertinéncia) se existe alguma expressao semelhante
4 do binémio de Newton: (a +b)™ = S (™)a™~"b", quando consideramos
expoentes negativos. Bom, a expressdo mais préxima pode ser obtida substituindo

t por at (sendo a um ndimero real arbitrario) na série formal (1 + t)™:

(1+at)™ = i (’:) (at)" = i (’:) ant™,

n=0 n=0
Em particular (com m = —1), temos
(o]
(1+at)™h =D (1) a™".
n=0

Sendo assim, se a for um nimero real diferente de zero, deduzimos que

oo
(a+t)™ =a™(1+a 't)™ = Z (T:) a™ """,

n=0
uma expressao que nao estd muito longe da que indicAmos acima. No entanto,
devemos salientar (novamente!) que a expressao que obtivémos é puramente formal
e que ¢ um grande disparate afirmar que se tem (a+b)™ =Y o> (™)a™~"b"
para quaisquer nimeros reais a e b (eventualmente com b # a) e qualquer niimero
inteiro m. De facto, a soma infinita indicada sé faz sentido mediante a imposi¢ao

de certas condigoes de convergéncia.

A manipulagio algébrica de séries formais (como as que ji encontrdmos aqui)
permite-nos identificar algumas sucessoes de niimeros reais (e, eventualmente, com-
plexos) que, muitas vezes, estdo na base da resolugdo de problemas combinatérios.
Com efeito, como ja referimos, uma série formal >  a,t™ ndo é mais do que
uma representacao da sucessdo (a,) dos seus coeficientes. No entanto, existe uma
diferenca substancial (e, deveras, importante) quando escrevemos ﬁ para repre-
sentar a série formal Y -, t" que corresponde & sucessdo constante (11, 1,1,1,...).
O mesmo se pode dizer quando escrevemos —- para representar a série formal

1+2

>oo2 o(—=1)"t" que corresponde & sucessdo alternada (1,—1,1,—1,...), Por exem-

plo, estas duas séries formais podem ser multiplicadas (de um modo quase trivial)




para obter a série formal

11 1 i": son
1-¢t 1+t 1-1¢2 ~
que corresponde a sucessio (1,0,1,0,1,0,...). Neste contexto de representar uma
sucessdo (a,) por meio da série formal A(t) = Y 0 ant™, faz sentido dizer que
A(t) é a FUNGAO GERADORA da sucessdo (a,) uma vez que A(t) gera os coeficientes
ap, ai, as, ... que nos interessam. Sendo assim, ﬁ ¢ a funcgao geradora da sucessao
(1,1,1,1,...), enquanto I%Lt ¢ a funcado geradora da sucessdo (1,—1,1,-1,...) e
ﬁ; ¢ a fun¢do geradora da sucessdo (1,0, 1,0,...). Convém, no entanto, voltar a
repetir que (de acordo com a nossa terminologia) a funcio geradora A(t) ndo é uma
fungdo, mas sim uma maneira diferente de representar a sucessio (a,) de modo
a podermos manipula-la algebricamente. No entanto, de certo modo, é possivel
interpretar muitas séries formais como sendo, de facto, funcdes reais de varidvel
real — este assunto cai no ambito da Analise Matemadtica e ndo vamos discuti-lo

aqui; fica s6 a mencdo que essa foi a primeira nogao de funcio geradora.

Tendo estudado algumas séries formais elementares e as suas propriedades mais
rudimentares, chegou a altura de usarmos esses conhecimentos para desenvolver
um método poderoso para a resolu¢do de relagdes de recorréncia (e, por arrasta-
mento, de muitos problemas de contagem). De facto, este é o objectivo primordial
de todo este capitulo. Antes, porém, achamos conveniente recolher algumas das
séries formais que j& encontrdamos, juntd-las a algumas novas e agrupar tudo na
tabela que se segue e a que recorreremos como cdbula ao longo de todo o capitulo.
Alguma explicacdo sobre as trés colunas da tabela: na primeira coluna, indicamos
a fungdo geradora A(t) (na sua forma “fechada”); na segunda coluna, indicamos a
fungdo geradora A(t) = Y77 ) ant™ (na sua forma “aberta”) e, na terceira coluna,
indicamos a sucessao (a,) dos coeficientes de A(t). Além disso, nesta tabela, m

denota um nimero natural, enquanto a denota um nimero real (ou complexo).

o0
A(t) Zant" ag,a,asz,as, ...

n=0
o0

1. |1 > lln = o]t 1,0,0,0,...
n=0
o0

2. ||t > ln=1|t" 0,1,0,0,0,...
n=0
o0

3. || 2 doln=2)t" 0,0,1,0,0,0,...
n=0
o0

4. || tm > ln=m| e 0,...,0,1,0,0,...
n=0

Do concreto para o

abstracto, ficou sé o

nome. ..

SINOPSE DE

ALGUMAS FUNGOES
GERADORAS




210

5. (| @+ [ DD (e 1,m, (™),...,(™),0,0,...
n=0
o0
6. || (1—t)y™ | D (-1 (M)t 1,-m, (7),...,(=1)™(™),0,0,...
n=0
o0
7. || @A +at)™ Za"(':)t" 1,am,a(%),...,a™(™),0,0,...
n=0
1 o0
8. || — (—1)P¢® 1,-1,1,-1,1,-1,...
v | X
o0
9. || & Zt" e (M My PR
n=0
1 o0
10. > ongn 1,2,4,8,16,32, ...
1-2t L=
1 o0
11. at" 1,a,0%a%,...
1—at 7;
1 oo
12. ;| 2 lnéparft® 1,0,1,0,1,0;....
1—¢ —
1 o0
13, || = > |lm divide n]|t" | 1,0,...,0,1,0,...,0,1,0,...
- n=0
1 o0
|| T > (n+ 1)t 1,2,3,4,5,6,...
n=0
1 oo
el P L PO N o B
n=0
1 o0
16. || Toagm| 20" R Lem,a("),a (), .
n=0
1 o0
17. (-)"(n+1)t*  |1,-2,3,-4,5,—6,...
(1+1¢)2 nZ—O ’
1 oo
8. | g | 2T L em, (), = (7). -
n=0

A maior parte das entradas desta tabela ja foram discutidas: de 1 a 4 sao s6 leitura
imediata da defini¢do; 5, 6 e 7 foram consideradas no exemplo 1 e na discussao
que se seguiu ao exemplo 4 (trata-se simplesmente do binémio de Newton; 6 foi
também considerada no exemplo 4); 8 e 9 foram discutidas aquando da definigao
de série formal inversa (sdo, respectivamente, as equagdes (VV) e (V), para 11,
basta substituir ¢ por at na série formal 1—i—t =Y oo ot" 10 é um casb particular
de 11 (com a = 2); 12 é obtida facilmente substituindo ¢ por t?> na série formal
IL—t (uma justificagao diferente foi feita imediatamente antes desta sinopse); 13 é

semelhante a 12, com a substitui¢cdo de t por t™; e, as restantes (de 14 a 18) sdo




aplicagao facil do teorema da expansdo binomial (18 é exactamente este teorema;
em 14 e 15, devemos substituir ¢ por —t; em 16, podemos substituir ¢ por at na

identidade obtida para tl_—ltF e, finalmente, 17 é um caso particular de 18).

4.1.2. Aplicagoes a recorréncias lineares

Como ja referimos, neste curso vamos usar fungoes geradoras quase exclusivamente
para resolver relagoes de recorréncia. Para comegar, ilustramos o novo método com

um exemplo muito simples.

Exemplo 6. Seja (a,) uma solugdo da férmula de recorréncia

Tp = 2Ty

e consideremos a fungdo geradora A(t) = fozo ant™. Como a, = 2a,_; para

todo n > 1, deduzimos que

o0 o0
A(t) =ap + Z ant™ = ag + Z 20, _1t"

n=1 n=1

o0 (o)
=ag + 2t Z Qn_1t""! = ag + 2t Z ant™ = ag + 2tA(t).
n=1 n=0
Sendo assim, (1 — 2t)A(t) = ao e, portanto,
ag
At) = .
®) 1-2t

Pelo teorema da expansdo binomial (veja também a linha 10 da sinopse), con-

cluimos que

[e9} o0
Alt)=ao Y 2M" =) (ao2")t".
n=0 n=0
Por comparagao de coeficientes, obtemos
an = ap2"
para todo o nimero natural n. //
Este método (das fungdes geradoras) pode ser usado para resolver todas as recor- Bem. ..

réncias que consideramos até agora. E, tal como antes, as aplica¢des sdo muito mais
simples quando tratamos de recorréncias lineares, homogéneas e de coeficientes
constantes. Antes de atacarmos o caso geral, ilustramos o método com mais um

exemplo.

Exemplo 7. Determinemos a sucessdo (a,) que satisfaz a férmula de recorréncia
(linear, homogénea e de coeficientes constantes)
Tp =5Tpn_1 — 6Tp_o

e que estd sujeita as condicoes iniciais 2o = 0 e 1 = 1 (recorde que isto significa

que ap = 0 e a; = 1). Como no exemplo anterior, consideramos a fung¢éo geradora

quase todas!
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Atente ao denominador!

Nao lhe recorda nada?

Se quiser, pode saltar esta

demonstragao.

A(t) = 307 o ant™ que estd associada a esta sucessdo. Temos

o0 oo
Aty =ao+art+ Y ant" =t+ Y (5an_1 — 6an_o)t"

n=2 n=2
[e%S) e}
=t+5tY an1t" =6t ) ap_ot"
n=2 n=2

o0 o0
=t+5t ) ant" —6t2 Y ant™ =t +5tA(t) — 6t2A(2).
n=1 n=0

Sendo assim,
t

Al = 5768

Nesta expressdo, estao envolvidos dois polinémios: o numerador a(t) =t e o de-
nominador b(t) = 1—5t+6t>. Para obtermos a “forma aberta” para A(t) (i.e., para
encontrarmos os seus coeficientes), é necessario “dividir” estes dois polinémios. No
entanto, esta “divisdo” nao é possivel se nos limitarmos apenas a polindmios; é
necessario encararmos o problema no universo mais geral das séries formais: na
verdade, estamos a multiplicar o polinémio ¢ pela série formal inversa do polinémio
1 -5t +6t? (a qual existe pela proposi¢io que provdmos acima). Aqui temos mais
uma dificuldade: determinar esta inversa. No exemplo anterior foi facil: a série que
ai obtivémos constava da sinopse da péagina 209. Felizmente, também neste caso,
a dificuldade é facilmente ultrapassdavel com a ajuda do teorema que provamos de

seguida. —

Teorema das Fracgoes Parciais (caso das raizes simples). Sejam dados po-
lindmios a(t) e b(t) (de coeficientes reais ou complezos). Suponhamos que b(t) tem
grau T e suponhamos que existem niumeros compleros Ay, ... , A\, nao nulos e dis-

tintos dois a dois, tais que
b(t) = (1 — AMt)(1 = Aat) --- (1 = Apt).
Além disso, suponhamos que a(t) tem grau estritamente menor que T. Entdo,

existem nimeros complexos ay, ... ,qa, (eventualmente nulos) tais que

M— al + a2 + +L
b(t)  1—-Xt 1-— )Xot 1— At

Demonstracao. Fixemos 1 < i < r e consideremos o polinémio

bit) = 72— = [T - Met)

k=1
k#1
=1 — Kt 1 — Aa B = Ko ) < (1 = M)

Para 1l <j <r, temos

bi(A7 1) = f[(l - MATh

k=1
k#i




e, portanto, bi()\j_l) = 0 sempre que j # i. Por outro lado, é claro que b;(A\]') # 0
porque Aj,..., A, sdo distintos dois a dois. Deste modo, podemos considerar o
a(ATY)

nimero complexo a; = m
L i

Justifiquemos que
a(t) = a1b1 (t) -+ agbz(t) + -4 arbr(t).
Ora, para 1 <1 <, temos

a(A\7Y) —arbi (A1) — - — b (A7) = a(ATY) — aibs(A7Y) = 0.

1 1

Por conseguinte, os nimeros complexos )\1_1, ..., A7 sdo raizes do polinémio

T

a(t) = a(t) — arbi(t) — asba(t) — -+ — . b(t).
Como este polinémio tem grau estritamente menor do que r (porque a(t) tem
grau estritamente menor do que r e cada b;(t) tem grau r — 1) e como Ay,... , A,

sao distintos dois a dois, s6 pode ser a(t) = 0 (porque o nimero de raizes de um

polinémio ndo nulo nunca pode exceder o seu grau).

* . .
Finalmente, deduzimos que

a(t) . albl(t) C!zbz(t) a,br(t) _ (6731 (%) ap
50~ ) T TR T 1o T1onmt T
como queriamos. O

Observacao. Nesta demonstrac¢do vimos que, para 1 < i < r, 0 nimero complexo
a; dado pelo teorema anterior é

a(A\7h)

bi( At

a; =

~—

onde b;(t) é o (dnico) polinémio tal que b(t) = (1 — \;t)b;(t). Considerando poli-
némios derivados, obtemos b'(t) = —\;bi(t) + (1 — A;it)bi(¢) e, portanto, b'(A\; ') =
—Aib,-(/\i_l). Em conclusao,

Xia(ATh)

)

para qualquer 1 <i <r. A primeira vista, esta observagao pode parecer desneces-

P =

sdria: na prética, os a;’s podem ser calculados “a mao”. No entanto, em algumas

situacdes, ela pode dar alguma ajuda. ..

A maijor dificuldade para a aplicacdo deste teorema estd na determinacdo dos
nimeros complexos Aj,...,A,. O lema seguinte pode ser util para resolver esta
(e outras) dificuldades.

Lema. Seja b(t) =1+ cit + -+ + ¢,t” um polindmio de grau r (com coeficientes
reais ou complezos) e considere-se o polindmio c(t) =t" +c1t" 1 +---+c,. Sejam
ALy As (com 1 < s <7) nibmeros complexos, nao nulos e distintos dois a dois,
tais que

e(t) = (t=A)™ -+ (t = Ag)™

Pare de saltar material!

Note que c(t) tem os
coeficientes de b(t) postos

de diante para trds.
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Sendo assim, para aplicar
o teorema, basta encontrar
as raizes de c(t)... o que,
em geral, ndo € tarefa
fdcil.

c(t) € o polinémio
caracteristico da
recorréncia considerada. ..
E“, nao é¢

(deste modo, Ay, ..., As sdo todas as raizes de c(t) tendo multiplicidades my, ... ,

mg, respectivamente). Entao,

b(£) = (1= At)™ -+ (1 — Agt)™.

Demonstra¢cao. Comecemos por observar que se tem
b(A) = ATe(X"1)

para qualquer nimero complexo ndo nulo A. Por outro lado, para qualquer nimero

complexo A que seja diferente de zero, temos
b(A) = A"e(A) = AT (AT =A™ (AT = Ag)m2 - (AT =A™
=(1=XMA)™ (1= AA)™2 - (1= AsA) ™.

Consequentemente, o polinémio E(t) =b(t)— (1= At)™ - (1= Agt)™ tem um
nimero infinito de raizes, o que s6 pode acontecer com o polinémio nulo. Em
conclusao, Z(t) = 0 e, portanto, b(t) = (1 — A1t)™ --- (1 — Ast)™* como se queria.

O

Retomemos agora a resolugdo do exemplo anterior.

Continuagao do exemplo 7. Pelo lema anterior, temos
1—5t+6t% = (1 —2t)(1—3t)

uma vez que 2 e 3 sio as raizes do polinémio c(t) = t* — 5t + 6. Por conseguinte,
o teorema das fracgdes parciais garante-nos a existéncia de nimeros complexos o
e (3 tais que
t e B
T=Et+e8: 1=08 131

[Para quem néo saltou material: como b'(t) = 12t — 5 (sendo b(t) = 1—5t+6t%), a

observagdo que se seguiu ao teorema, diz-nos quear = — (2- ) / (12- 3 — 5) = —1,
enquanto B = —(3-1)/(12- 5 —5) = 1; no entanto, vamos seguir o processo
usualmente usado na prética, calculando o a e o 3 “a4 mao”.] Temos
a_ B - a(l —3t)+ (1 —2t) L (a+B) — (Ba+2p)t
1-2t 1-3¢ (1-2t)(1 - 3t) 1 — 5t + 62 '

Segue-se que t = (a+3)—(3a+2p)t e, portanto, tem que ser a+3 = 0e —3a—20 =
1. Estas duas equacdes ddo-nos a = —1 e f =1, donde t = —(1 — 3t) + (1 — 2t).
Por conseguinte,

t —(1-3t)+(1—2¢t) 1 1
At) = = — .
(t) 1 — 5t + 6t2 (1-2t)(1 - 3t) 1—2t+1—3t
Como no exemplo anterior, a expansdo binomial da-nos '1?151' = Z?:o 2" e

25 = Lnwo 37", pelo que

00 00 00
A(t) — Z onyn 4 Z 3nyn — 2(311 _ 2n)tn_
n=0 n=0 n=0

Por comparacdo de coeficientes, concluimos que

a, = 3" -2"




para todo o nimero natural n. //

Nao foi muito dificil obter a solugdo deste problema: sé precisamos de manipular
(convenientemente) a série formal A(t) e de decompor a fracgio m numa
soma de fraccoes simples cujo desenvolvimento ji é conhecido. Eis mais uma
situacao:
Exemplo 8. Vamos explicitar o termo geral da sucessdo (a,) que é definida pela
férmula de recorréncia

Tp = Tp—1 — Tp-2

e pelas condigdes iniciais zo = 1 e 1 = 0 (deste modo, ap = 1 e a; = 0). Pondo
A(t) = Y02 ant™, deduzimos que

o0 o0
A(t) = ap + art + Z ant" =1+ Z (an—1 — ap—2) t"
n=2 n=2
o0 o0 o0 o0
=1+ Zan_lt" — Zan_2t" =1 +tz T Zant"
n=2 n=2 n=1 n=0

=1+t(A(t) - 1) —t2A(t) = 1 —t + tA(t) — t2A(2).

Daqui, vem (1 —t + t2)A(t) = 1 — t e, portanto,
A=
S l-t+t2]

Agora, o polinémio > —t + 1 tem duas raizes complexas: w = 1—*545 ew =

A(t)
1-iv3

e,
Logo, 1—t+t? = (1—wt)(1—wt) e, portanto, existem niimeros (reais ou complexos)
a e [ tais que

1-t  «a N B (a+p)— (@a+wph)
1—t+¢t2 1—-wt 1-—-wt 1—t+1¢2

Resolvendo o sistema que resulta desta igualdade, obtemos a = % ef= 3—‘?@.
Apelando a sinopse, concluimos que

= |3 +iv3 3-1V3
A=Y +6“/_w"+ 61‘/_5" i

n=0

e, portanto,

34 @

0, = +1\/§wn 3 3 1\/§wn
6 6

para todo o nimero natural n.

Tal como no exemplo 3 da sec¢do “Recorréncias lineares de coeficientes constan-

”

tes”, é conveniente usarmos a representacao trigonométrica de w e de W: w =

cosy +iseny e W = cos§ —isen. Temos, entdo, w™ = cos & + isen &f e
w" = cos & — isen &, donde resulta que

nt V3 nmw

an=cos?—Tsen?'

para todo o nimero natural n. //

Qualquer das resolucgoes dos trés exemplos anteriores seguiu um processo sis-

tematico que podemos transcrever para a situacdo geral.

Compare com a resolugdo

feita no ezemplo 2 da
sec¢ao “Recorréncias
lineares de coeficientes
constantes” (no terceiro

capitulo).

Raizes complezas!?

Pela férmula de Moivre.
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No capitulo anterior
usdmos a letra k... Mas,

nada é imutdvel!

Para qué?!...

Jd sabemos quais sao!

Compensacao!

Comegamos com uma férmula de recorréncia linear, homogénea e de coeficientes

constantes:

Tn =C1Tp-1 +C2Tp—2+*+ CrTp—r
onde 7 é um nimero natural (fixo) e ¢y,... ,c, sdo niumeros reais (também fixos);
sem perda de generalidade, supomos que ¢, é diferente de zero. O nosso objectivo
é determinar as solugoes desta férmula de recorréncia.
Seja (an) uma destas solugoes. Por defini¢ao, temos

ap = C1Ap—1 + C28p—2 + -+ + CrQp—p

para todo o nimero natural n > r. Como nos exemplos anteriores, consideremos

a fungdo geradora A(t) = Y ., a,t". Usando a identidade acima, deduzimos que

oo
Alty=ao+ait+---+a,_1t" ' + Z (c1n-1+ -+ cran_p) t"

n=r

00 00
=ao+art+---+ ar_ltr_l +c Z Ap_1t"+---+c, Z Gri—7t".
n=r

n=r

Consideremos agora as séries formais A;(t) = Y an—;t" paral <i <r — note

que a igualdade anterior é:
¢3) Alt) =ao+ a1t +---+ a,-_ltr_l +eaA(t)+--+ crAr(t).

Para 1 <i <r, temos (fazendo uma mudanca de varidvel na segunda igualdade)

A) =) anit* = ) ont"
n=r

n=r—i
(o]
= ¢ <—a0 —agt = — gt Y ant">
n=0
= —agt' — a1ttt — . — a1 tTT + HRA(R).

Para uma melhor visualizagio, eis uma listagem destas identidades:

Ai(t) = —apt — a1t? — -+ — ap_ot™ "t + tA(2),

Ar_a(t) = —agt™™2 — at" "t + 172 A1),
A 1(t) = —aot™ 1 + 171 A(1),
A (t) = t"A(t).
Associando as parcelas convenientemente, a igualdade (1) leva a que
A(t) = ao + (a1 — c1ao)t + -+ - + (@r—1 — C18p_9 — - -+ — cr_yag)t"
+ (et + -+ ero1t"H 4 ") A(t)

e daqui resulta que

bo + byt + -+ bp_qt"!
At) =
(’) () 1—clt—02t2—---—crt’

onde b; = a; — cja;—1 — -+ —c;ap para 1 <i<r—1.




Consideremos agora o polinémio

gt) =1—cit —cot? — - —¢,t".
Este polindmio é “muito parecido” com o polinémio caracteristico
pt) =t —et™  — i — it —
da férmula de recorréncia que considerdmos. De facto, estamos nas hipéteses do

lema que provdmos acima. Por agora, vamos supor que p(t) sé tem raizes simples

(que podem ser complexas): sejam elas Ay, ..., A,. Entdo, pelo lema mencionado,
q(t) = (1= Act)(1 — Aat) -+ (1 = Apt)

e, aplicando o teorema das fracgdes parciais, encontramos niimeros complexos
ai,...,a, tais que
(&51 Qa3 Qr
= - b ——
11—\t 1-— Mot 11—\t

Agora, =57 = Y0l \i"t" para 1 < i < r, logo

A(t)

00 0 oo
A(t) = Z A+ Qo Z A4+ Qp Z A"
n=0 n=0 n=0

)
= Z (al)q" + ag A" 4+ ar)\T") e,

n=0
Para terminar, comparando coeficientes, concluimos que
an =g M F o -+ arA"
para qualquer nimero natural n. Olala... Demonstramos novamente o teorema
da pégina 170:
Teorema (caso das raizes simples). Seja
pit) =t —et™ - — it —cp

o polindmio caracteristico de uma férmula de recorréncia linear, homogénea e com
coeficientes constantes, e seja (a,) uma solugcdo desta férmula de recorréncia.
Suponhamos que p(t) tem ezactamente r raizes (reais ou complezas) distintas

Aly--., Ar. Entdo, existem nimeros reais ou complezos ay, ..., a, tais que
an ="+ Fap )"

para todo o nimero natural n.

Tal como na secgdo “Recorréncias lineares de coeficientes constantes”, o caso em
que ocorrem raizes multiplas (caso geral!) é um pouco mais dificil. Mantendo a
notagao anterior, sejam Ay,...,A; (para 1 < s <) nimeros complexos tais que

pt) = (8= A)™ (8= A2)™2 - (t = Ag)™.
Entdo, pelo lema da pagina 213, temos g(t) = (1—A1¢)™ (1= Agt)™2 - - - (1= \gt)™
e, portanto, a equacio (¢) vem '

bo+ byt +--- 4 bp_yt"!

(”) A(t) = (1 — /\lt)ml(l _ /\2t)mz - (1 _ )\St)m, .

q(t) € o denominador da

fracgdo (#).

Veja a sinopse!

Este resultado nao tem
nada de novo! —

contrapoe o chato.
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Optimo seria que todos os
polinémios a;(t),

1< <s, fossem
constantes! Neste caso,
bastaria aplicar o teorema
da ezpansao binomial

(-..ou a sinopse).

Faga as contas para

confirmar!
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Seguindo a linha de raciocinio do caso anterior, devemos agora decompor esta

fracgdo numa soma de séries formais “elementares”. O primeiro passo para atingir-
mos este objectivo, fica resolvido com o resultado que se segue e que demonstramos

€m anexo.

Teorema das Fracgoes Parciais (caso geral). Sejam dados polinémios a(t) e
b(t) (de coeficientes reais ou complezos). Sejam Ap,...,\s mimeros complezos,

nao nulos e distintos dois a dois, tais que
b(t) = (1 — At)™ (1 — Agt)™2 -+ (1 = Agt)™

para alguns nimeros naturais my,... ,ms. Sejar =my +ma + -+ + mg € supo-
nhamos que a(t) tem grau estritamente menor que r. Entdo, existem polindmios
(de coeficientes complezos) ai(t),as2(t),... ,as(t) (eventualmente nulos) tais que,

para 1 <1 < s, a;(t) tem grau estritamente menor do que m; e

a(t) _  ai(t) ax(t) as(t)
W) - A=nom Tt T T @ gm

Este teorema garante-nos que a fungao geradora A(t) = Y -, ant™ pode decom-

por-se na forma

) as(t) as (1)
B Y R (W) L (e W >

onde, para cada 1 <14 < s, a;(t) tem grau estritamente menor do que m;. No en-

tanto, esta decomposicdo nao é inteiramente satisfatéria. Antes de prosseguirmos,

estudemos um caso concreto.

Exemplo 9. A férmula de recorréncia
Ty =08Tp—1 — TTp—9o+3%,_3

tem polinémio caracteristico p(t) = > — 5t% + 7t — 3. As raizes deste polinémio
sao 1, com multiplicidade dois, e 3, com multiplicidade um. Sendo assim, p(t) =
(t — 1)%(¢ — 3) e, portanto,

1—5t+ 7t —3t3 = (1 - t)2(1 — 3t).

Considerando a solugdo (a,) daquela férmula de recorréncia que satisfaz as con-
digdes iniciais zo = 1, 1 = 6 e x5 = 23, a fungdo geradora A(t) = Y oo a,t" da

sucessao (a,) satisfaz a equagio
A(t) = 1+t + 5tA(t) — T2 A(t) + 3t A(t).

Esta equagdo é equivalente a (1 — 5t + 7t2 — 3t3)A(t) = 1 + t, logo
1+t 141¢
At) = = y
O = sz 30 (1 —1)2(1 - 3¢)
Pelo teorema anterior, garantimos a existéncia de polinémios a(t) e b(t) tais que

1+t a(t) b(t)

1-t21-3) @A-t2 1-3t"
Além disso, a(t) tem grau estritamente inferior a 2, logo a(t) = a + Bt para alguns

niimeros complexos a e (3; analogamente, b(t) tem grau estritamente menor que




1, logo b(t) = v é uma constante (y é um nimero complexo). Segue-se que
1+t _a+ft vy (a+pt)(1-3t)+~y(1 -1t)?
(1-t)2(1-3t) (1-¢t2 1-3t (1 —1%)2(1 - 3¢t)
_(a+7)+(=3a+ B8 —-2y)t+ (=38 + )t
(1—1)%2(1-3¢t)
e, portanto, 14+t = (a+v)+ (—=3a+B—2v)t+ (=38 ++)t%. Daqui, vem a+v = 1,
—3a+pf—-2y=1e -368+v=0. Resolvendo o sistema constituido por estas trés

equagoes, obtemos a = —2, f =1 e v = 3. Em conclusdo,

-2+t 3
o= (1-1t)2 T

Consultando a sinopse: 1=5; = Y07 3™t" € iz = Lopeo(n + 1)t7, logo

it 8 =(-2+4)) (n+1)"+3) 3"

Y —3t
(1-1) 1-3t e e
o0 oo oo
== 2n+1)t"+ ) (n+ 1)t 4D 3nHn
n=0 n=0 n=0
o0 (oo} oo
¢ == 2n+1)t"+ ) nt"+ Y 3"
n=0 n=1 n=0
oo (o o] o0
== 2n+ 1"+ ) nt"+H 3"
n=0 n=0 =0
oo
=Y [-2(n+1)+n+3"H] "
n=0

Por comparagao de coeficientes, concluimos que

an=-2(n+1)+n+3" =3"" — (n+2) Recorde o teorema

fundamental do terceiro

para todo o nimero natural n. // —

: z x = —24-1 « ”
Neste exemplo, foi possivel libertar-nos da fracgdo TIJ—[V (usando “forga bruta”).
Embora este tipo de calculos seja quase sempre realizavel em problemas concretos,
muitas vezes é bom reduzir frac¢des daquele tipo a outras mais simples (em que,
por exemplo, os numeradores sejam constantes). Esta redugao é sempre possivel,

como garante o resultado que se segue (que também demonstramos em anexo).

Proposicao (complemento ao Teorema das Fracgoes Parciais). Seja dado
um polinémio a(t) com grau estritamente menor do que m (onde m é um nimero

natural) e seja A um nimero complezo ndao nulo. Entao, existem mimeros com-

plexos ay, ...,y tais que
a(t) _ o Q2 Qyn
Aox)m  1-x ozt T oo

Aplicada ao exemplo anterior, esta proposi¢do garante a existéncia de nimeros

complexos a e 3 tais que

=24t a B al-t)+p (a+p)—-at
Q-2 Q-1 = (1-¢)?

A=z 1=t "




?
Outra vez!!! — insiste o

chato.

Para qué, entao, todo este
trabalho!?
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Isto s6 € possivel quando a+ 4 = —2e @ = —1, ou seja, quandoa = —1e f = —1.

Segue-se que
-2+t -1 -1

(1-1)2 1—t+(1—t)2

e, portanto,
1 1 3

R R TR

onde A(t) é como no exemplo. Para terminar, basta consultar a sinopse: obtemos

At) =

00 00 55
A(t) = - i £ — Z(n + 1)t" + 32 37" = Z[__l — (n+ 1) + 3™+,
n=0 n=0 n=0 n=0

Comparando coeficientes, vem
an=-1-(n+1)+3" =31 _ (n 4 2)

para todo o numero natural n.

Os dois ultimos resultados permitem-nos, mais geralmente, obter a solugio geral
de qualquer recorréncia linear, homogénea e de coeficientes constantes. E o teo-
rema fundamental do terceiro capitulo (que demonstrdmos no anexo & secgio
“Recorréncias lineares de coeficientes constantes” e que vamos voltar a demonstrar,

usando este método alternativo, no anexo a esta sec¢io).

Teorema Fundamental. Seja dada uma formula de recorréncia linear, homogé-
nea e de coeficientes constantes, e suponhamos que o seu polindmio caracteristico

p(t) se factoriza da forma
p(t) = (= A)™ (t = )™ - (t = Ag)™

onde A1, Ag, ..., Ag sGo as raizes nao nulas (reais ou complezas), distintas duas a
duas, de p(t). Seja (an) uma solugio desta férmula de recorréncia. Entdo, existem
polinémios (com coeficientes reais ou complezos) ai(t), as(t), ..., ag(t) tais que,

para 1 <i < s, a;(t) tem grau estritamente menor do que m; e
an = a1 (M)A + az(n) A" + -+ + as(n) A"

para todo o nimero natural n.

Na prética, este teorema (bem como o seu caso particular respeitante a raizes sim-
ples que provdmos antes) estd na base da determinagdo de uma férmula explicita
para o termo geral da solugdo (a,) de qualquer relagdo de recorréncia linear, ho-
mogénea e com coeficientes constantes. No entanto, em geral, ndo é necessario de-
terminarmos explicitamente a fun¢do geradora (ou a sua decomposi¢ao em fraccdes
parciais) que estd associada a essa solugdo. Com efeito, tudo o que fazemos (na
prética) é admitir a forma final desse termo geral e determinar as expressdes poli-
nomiais a;(n) usando as condigdes iniciais o = ag, T1 = ay, ..., Tr_1 = Ap_q
(que, num problema concreto, é suposto serem conhecidas). Foi isso 0 que fizémos
no capitulo anterior (quando as funcdes geradoras ainda nio eram nossas conheci-
das) e é isso que vamos continuar a fazer. .. No entanto, ilustremos o novo método

com mais um exemplo.




Exemplo 10. Vamos explicitar o termo geral da sucessao (a,) que é definida pela

férmula de recorréncia
Tp =2Tp_1+8Cp_o—12x,_3, paran > 3,

e pelas condigoes iniciais zg = 1, z; = 4 e z3 = 12. Considerando a funcao

geradora A(t) = Y o, ant™ e efectuando os célculos usuais, obtemos a equagao
A(t) = 14 3t + tA(t) + 8t A(t) — 1263 A(¢)
que é equivalente a (1 —t — 8t + 12t3) A(t) = 1 + 3t. Por conseguinte,

1+ 3t
() AW =1 +12t3°

Agora, o polinémio p(t) = t* — t? — 8¢ + 12 tem uma raiz dupla: 2, e uma raiz
simples: —3. Consequentemente, 1 —t — 8¢2 + 12t = (1 — 2t)(1 + 3t) e, portanto, Atengio ao factor 1+ 3t!
existem numeros complexos a, (3 e vy tais que
1+ 3t ir L B i Y
1—t—82+12t3 1-2¢t (1-2t)2 1+3t

Resolvendo o sistema que resulta desta identidade, obtemos a =0, 3 =1e v = 0.
$

Sendo assim, atendendo a sinopse, vem

1 o0
At) = ———= = 1)2™¢"
(6 = g = L0+
e, portanto,
an = (n+1)2"

para todo o nimero natural n.

Que aconteceu a raiz —37 Ela nao aparece na expressao de a,, embora seja uma
raiz do polinémio caracteristico da férmula de recorréncia que define a sucessao
(an). No entanto, este facto ndo é contraditério. Com efeito, a, tem a forma
a1(n)2™ + as(n)(—3)"™ que é dada pelo teorema anterior: basta fazer a;(n) =
n+1e asx(n) = 0. O leitor deve, contudo, notar que os célculos que fizémos
podem ser simplificados. Em nota marginal, alertdmos para o factor 1 + 3t que
ocorre no denominador da fracgdo (e). Como este factor é, também, o numerador
dessa fracgdo, ficamos simplesmente com A(t) = (1_—127)7 e a conclusdo segue-se

imediatamente. // O ezemplo assim fica

muito simples. No
Em alguns casos, o método das funcoes geradoras pode ser usado para resolver

entanto, leitor pode
recorréncias mais complexas. Como o nosso objectivo (por agora!) nao é mergulhar ezercitar-se alterando as
muito mais fundo neste método, vamos simplesmente ilustrd-lo com mais alguns condigdes iniciais.
exemplos que poderao (eventualmente) ajudar o nosso leitor na resolugio de muitos

outros problemas. Para comegar, subimos apenas um degrau na complexidade e

dizemos um pouco sobre recorréncias lineares, de coeficientes constantes, mas nao

homogéneas. Como jd sabemos, uma relagao de recorréncia deste tipo é da forma Nas seccies sequintes
vamos considerar

Tpn =C1Tp-1+C2Tp—2+  +CTpn—r + g(n) P ;

Tecorrencias mais

complezas.
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R

onde r é um numero natural, onde ¢y, ... ,c, sdo nimeros reais, sendo c, diferente

de zero, e onde o “termo independente” g(n) é uma funcdo de n que toma valores
reais. A aplicabilidade do método depende muito da forma particular deste termo
independente g(n): em alguns casos, o método funciona perfeitamente, conquanto,
noutros casos, podemos ficar perante dificuldades inultrapassaveis. Vamos a um

primeiro exemplo.

Exemplo 11. Determinemos o termo geral da sucessao (a,) definida por ag = 1,
a; =3 e por
an =3ap_1 — 20,9+ 3", paran > 2.

Seja A(t) = Yoo ant™ a fungdo geradora associada a esta sucessdo. Temos

A(t) =ao +art + Z apt" =1+ 3t+ Z (Ban—1 —2ap—2 +3™)t"

n=2 n=2
o0 o0 o0
=1+3t+3) anoat" =2 anot"+ Y 3%"
n=2 n=2 =2
o0 o0 o0
' =1+43t+3tY angt" ' =22 anpt" 212 372
n=2 n=2 n=2
o0 o0 o0
=1+43t+3t) ant" =242 ant" +2 ) 3nHn
n=1 n=0 n=0

o0
=1+ 3t + 3t[A(t) — ao] — 2°A(t) + 9> ) 3"t"

n=0

oo
=1+ 3tA(t) — 27 A(t) + 9t ) 3™t".
n=0
Apelando a sinopse, concluimos que

2 _ 2
(1—3t+262) A(t) =14 —F_ 1 =3t +9

1-3  1-3t '’
o que ¢ equivalente a
Alt) = 1—3t+9¢2 1—3t+ 92
T (I—3t+22)(1-3t) (1—¢)(1—-26)(1-3t)
Note que 1 e 2 sdo as uma vez que 1 — 3t +2t> = (1—1t)(1—2t). Pelo teorema das fracgdes parciais (caso
raizes do polinémio simples), sabemos que existem nimeros complexos a, 3 e v tais que
caracteristico da férmula 2
de recorréncia homogénea L =8p-4-c = + p + i .
A-D0—20(1—38) . L% ~1=3. 1—2¢
Tn = 3Tpn—1 — 2Tn—2 que
stk associada i Resolvendo o sistema que resulta desta igualdade, obtemos @ = I, 8 = -7 e
recorréncia que = %. Voltando a apelar a sinopse, vem
considerdmos.
1 7 14 it
At) = = - —[7) t"—-14) 2™" 9 3nn
03 (- ) 3 (S -uS e seSar)
—14.9" 3n+2 it 7 7. 2n+1 n+2
SEL T -y FE) e

Comparando os coeficientes, obtemos

% (3n+2 =T 2n+1 & 7)

an =
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para todo o nimero natural n. //

Eis um segundo exemplo.

Exemplo 12. Determinemos o termo geral da sucessdo (a,) definida por ag = 0,
a; =1 e por

On = ap—1 + 6an—2 + (n — 2), paran > 2.
Seja A(t) =

exemplos anteriores, uns calculos simples permitem chegar & igualdade

Z;":O ant™ a fungado geradora associada a esta sucessdao. Tal como nos

A(t) =t +tA(t) + 6t2A(t) + i(n = e

n=2
Agora, temos
[o.¢] oo t3
n _ _ _ 43 n—3 _ 43
;(n—2)t _g(n tz 2)t tZTH—l =1

onde, na tltima igualdade, apelamos a sinopse. Sendo assim,

t3
A(t) =t +tA(t) + 6t2A(t
5 (&) = t+tA®) +62AW) + T
e, portanto,
3 t—2t2+2t3
1—t—6t2)-At) =t +
Em conclusao:
t—2t2 + 263 t—2t2 4 213

At) =

T I+2)(1-30(1-1)2’
(14 2t)(1 — 3t). Pelo teorema das fracgoes parciais (e

(1—-t—-6t2)(1—1t)2
uma vez que 1 —t — 6¢% =
pelo seu complemento), sabemos que existem nimeros complexos a, 3, v e § tais

que
e 15} vy )
At) = .
O=rmt a1 T aoe

Resolvendo o sistema que resulta desta igualdade, obtemos o = —g—, B =

Slen

»Y =

Ll Ll

ed = —%. Por conseguinte, apelando & sinopse, vem
2 oo o0
At) = )"+ 3"t + t" - = 1"
®=-3 1 Z 36 Z 11}:0 n+1)

—[ 2 5 1

= ——(-2 T — == 1)] t".

n_o[ 9( "+ = 3 + 35 6(n+ )]
Comparando coeficientes, obtemos

2 5 1

=—=(-2 3N+ — - 1) ==

an=—5/( )+4 T st =5

para todo o nimero natural n. //

[(_2)n+3 + 3n+2 —6n — 1]

Vamos ainda a um terceiro exemplo.

Exemplo 13. Consideremos a sucessao (a,) definida por ap = a; = 1 e por

An = Ap_1 + 2ap-2 + (_1)",

paran > 2.

Note que —2 e 3 sao as
raizes do polindmio
caracteristico da formula
de recorréncia homogénea
ITn =Tn—-1+6Tn_2 que
estd assoctada a
recorréncia que
considerdmos. Note,
também, que estas duas
raizes sdo simples e que o
factor “muiltiplo” (1 — t)?,
que aparece na erpressao
de A(t), deve-se ao
“termo independente”

n — 2 da recorréncia

considerada.




Note que t> —t —2 é o
polindmio caracteristico
da relagao de recorréncia
homogénea

Tn = Tpn-1+2Tn-2 € que,
tal como no exemplo
ahterior, este polindmio

sd tem raizes simples.

Este polindmio jd apareceu

umas quantas vezes...
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Seja A(t) = Yo7, ant™ a fungdo geradora desta sucessdo. Como nos exemplos

anteriores, obtemos

A(t) = 1+ tA(t) + 2t2A(t) + i(—l)"t".

n=2
Como
=) e £2
1" = t2 ntn 2 t2 = n+2tn t2 ntn —
21 21 Z ) Z e
n=2 n=2
obtemos
t2 1+t+ ¢t
1-t-2t%)-A@) =1 =
( VAW =1+ g =T
e, portanto,
1+t + ¢ 1+t+t2

A(t)=( 1-t—-220)(1+1t) (1-20)(1+1)?

uma vez que 1 —t —2t? = (1—2t)(1+1). Pelo teorema das fracgdes parciais e pelo

seu complemento, existem nimeros complexos a, 8 e v tais que

1+t+t*  a 1 B P
Q-201+t)2 1-2t 14+t (1412
Resolvendo o sistema que resulta desta igualdade, obtemos a = -g, B = —% e

v = 3. Apelando & sinopse, vem
7 oo o0 oo
_ nyn n n
o DILAGET DD CARE-D PCEENEIL
n=0 n=0 n=0

- 7 n 1 n 1 n n

O~
C»Ol'—‘

e, portanto,
I Xy iyt = oot Gr 2
"9 9 3 9
para todo o nimero natural n. //

Em geral, consideremos uma solug¢do (arbitréaria) (a,) da relagdo de recorréncia
Tn = C1Tp—1+* + CrTn—r + g(n)

e a fungdo geradora A(t) = Y . ant™ que lhe estd associada. As contas feitas
aquando do estudo do caso homogéneo (e que, no fundo, foram feitas em todos os

exemplos considerados) podem ser repetidas para justificar que

At) = ao + (a1 = cra)t + -~ + (crt + eat® + -+ + ¢t A(t) + D g(n)t™.

n=r
Daqui resulta que
o0
a(t)A(t) = a(t) + ) _ g(n)t"
onde
gt) =1—cit —cat? — - —cpt”
e onde
a(t) =ap + (a1 — c1a0)t + - -+ + (@r—1 — €1Qr—3 — *++ — Cr_1a0)t" !




Por conseguinte,

oo r—1 oo
AW = — (a(t) 5 g(n)t"> = [(a(t) -y g(n)t"> Y g(n)t"} .
q(t) el q(t) = =t
Sendo assim, o sucesso para a determinacio da solugio (a,) depende, fundamen-
talmente, da “qualidade” da série formal }"°> / g(n)t" — e, portanto, da sucessio
(9(0),9(1),9(2),9(3),...). E, tal como referimos no capitulo anterior, a situacio
nao é ma quando g(n) é uma fungdo exponencial, ou uma fun¢ido polinomial, ou
uma combinacdo linear de fungdes destes dois tipos. De facto, em todos estes
casos, é possivel usar-se o teorema da expansdo binomial. Sem nos querermos
estender em demasia, remetemos o nosso leitor para os exercicios que propomos
e, eventualmente, para outros de sua iniciativa. Pensamos que as ideias funda-
mentais sobre o método das fungdes geradoras ja se conseguem depreender e que

0 nosso leitor ja as consegue resumir em trés etapas:

1. usamos a relagao de recorréncia para obter uma equagao para a série formal
A(t);

2. resolvemos a equagao para A(t);

3. usamos algebra (especificamente, os teoremas das fracgdes parciais e da

expansdo binomial) para encontrar uma férmula para os coeficientes de
A(t).

Depois disto, o sucesso depende apenas da habilidade do leitor (e, também, de
muita persisténcia e alguma sorte). E de salientar que dessa habilidade e de muita
perspicicia depende grandemente a eficiéncia dos calculos. Variadas vezes nao é
necessario seguir a “receita” em todos os seus detalhes. Veja o que se passou no

exemplo 10 e, também, o que se vai passar no exemplo que se segue.

Exemplo 14. Explicitemos o termo geral da solugdo (a,) da férmula de recor-
réncia

Ty =4zp_1 —4zp_o+ (-2)"(n-1)+1
que estd sujeita as condigoes iniciais zg =0 e z; = 1.

Como é costume, considerando a fungao geradora A(t) = Yo7 ant™, a relagdo de

recorréncia dada leva a equagao

o0 o0
A(t) = t+4tA(t) —42A®) + Y (-2)"(n - 1)t" + Yt
n=2 n=2
Tendo em conta a sinopse, deduzimos que
(o] o0
D (=2 -t =Y (-2)" P (n + 1)t
n=2 n=0
- 4¢?
=42y (-2)» D" = ———.
Yo = i

n=0




— Nao reduzimos ao
mesmo denominador!?

— Pois nao!

Isto parece a lei da
decomposi¢cio do segundo

capitulo.
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Por outro lado,

t+§:t":§:t"—2t"+1—t2t"—
n=2 n=1

n=0
Sendo assim, obtemos
4¢2 N t
(I+2t)2  (1-1)

(1— 4t + 4t A(t) =

e, portanto,
4¢2 t
+

® A ="y Y aooa o
porque 1 — 4t +4t% = (1 — 2t)2 e (1 — 2¢)2(1 + 2t)? = (1 — 412)2,

Agora, usando o teorema das frac¢des parciais, obtemos

t 1 2 1
A—fH-202 1-¢t 1-2 (1-202
(oo} oo
- Z =2 (n+1)27] " = ) [14 (n— 1)2"] ¢,
n=0 n=0

Por outro lado, substituindo ¢ por 4¢% na identidade —g Zn —o(n+1)t", vem

442 =

— A42 2n __ +1,2n+2
m =4t Z(n + 1)4nt = Z(TL + 1)4” tem
n=0 n=0
o0 [es)
Z n+1 4n+1t2 n+1) _ 2 n4nt2n _ Z n4nt2n-
n=0 n=1 n=0

Segue-se que

A(t) = i 14 (n—1)2"¢t" + i n4"2n,

n=0 n=0

Para trabalhar esta soma (de séries formais) é conveniente separar, na primeira

série, as parcelas pares e as parcelas impares:

oo (o0) o0
S+ m-1)2"t" = > [+ @n—1)22"] 2 4 ¥ [1% (Enjgintl] gonet
n=0 n=0
=Y [1+(@2n - 14" 82" + ) [1+ndmHt] e+l
n=0 n=0

Fazendo isto, concluimos que

o9 oo
At) = Z [1+ (2n — 1)4™ + nd™] 2" + Z [1+ namtl] g2n+1
=0 n=0
o )
= Z [(Bn — 1)4™ + 1] ¢*" + Z [nam+! 4 1] g2+
n=0 n=0

e, por comparagao de coeficientes, vem
a3 =0Bn—-1)4"+1 e agyp; =nd"t +1

para todo o nimero natural n.




Equivalentemente, podemos dizer que, para qualquer nimero natural n,
(3n—2)2""1 4+ 1, sen é par,
(n—1)2"+1, se n é impar.
Fazendo alguns célculos, o leitor pode mesmo verificar que
an=(Mn-1)2"+[1+(-1)"|n2" 2 4+1=(5n-4)2" 2+ n(-2)""2 +1

para todo o nimero natural n. (Este é o resultado que se obtém quando reduzimos
a expressao (f) ao mesmo denominador e, a partir dai, aplicamos o teorema das

fracgoes parciais.) //

4.1.3. Uma contagem famosa

Antes de terminarmos esta sec¢do, ndo resistimos a apresentar um problema de
contagem, popularizado por George Pélya que o resolveu, de uma maneira ins-
trutiva, usando fungdes geradoras. Esperamos que ele resuma muitas das ideias

, fundamentais expostas nesta secgao.

O Problema do Troco. Pretende-se trocar um euro em moedas de um céntimo:

(), de cinco céntimos: (5), de dez céntimos: (i0), e de cinquenta céntimos: (50). De Para simplificar a
quantas maneiras diferentes é possivel fazé-lo? resolugao do problema,
nao vamos usar, nem
Resolugao. Um euro sdo cem céntimos. Assim, temos que contar todas as moedas de dois céntimos,
maneiras de juntar cem céntimos usando s6 as moedas propostas. Esta contagem nem moedas de vinte

. 3 . w . céntimos.
vai ser feita por um processo geral que permite resolver o problema, nao sé para

cem céntimos, mas também para mil, ou para um milhdo de céntimos. A ideia é
“escrever” somas infinitas que representem todas as maneiras possiveis de trocar
qualquer quantia (usando sé as moedas indicadas). Porque é mais simples tra-
balhar com uma variedade menor de moedas, vamos comecar por supor que SO
dispomos de moedas de um céntimo. Neste caso, ou nao trocamos nada (i.e., tro-
camos zero céntimos em moedas de um céntimo): escrevemos (7 para representar
esta situacao; ou trocamos um céntimo, havendo s6 uma maneira de o fazer: @;
ou trocamos dois céntimos: (1)(); ou trocamos trés céntimos: ()(1)(2); e assim
por diante. As diferentes possibilidades podem ser representadas por uma soma

infinita:

A=F+@+OO+ORD+ =P+ O+ + O + -

A~ . n . ~ .
onde uma “poténcia” @ representa a quantia de n céntimos trocada em n moedas

de um céntimo.

Na segunda etapa, vamos supor que podemos usar, tanto moedas de um céntimo,
como moedas de cinco céntimos. Neste caso, ficamos com uma representacido do

tipo
B=A+0OA+EOOA+EE®A+ -
=A+@A+E'A+E’A+- -
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De facto, @ = @5.

(Serd?!)
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2
= (@+@+@ +@&’ +) A
pois cada quantia pode ser obtida com um determinado nimero de moedas de cinco

céntimos (escolhidas do factor @+@+@2 +@3 +--+) e um determinado nimero
de moedas de um céntimo (escolhidas do factor A = @+ () + @2 25 @3 + )

Analogamente, podendo usar também moedas de dez céntimos, obtemos a soma

infinita
C=(@+O+@ +@ +-)B
que inclui parcelas como 3@2®4 = (10)1010)(5)E X1 )11 X2). Cada uma destas

parcelas representa uma maneira diferente de trocar uma certa quantia usando

aqueles trés tipos de moedas.

Juntando moedas de cinquenta céntimos, obtemos a soma

D:(@++2+3+--~)C.

O nosso problema consiste em contar o nimero de parcelas de D que correspon-
dem exactamente a cem céntimos: uma delas é 2 (trocamos um euro em duas
moedas de cinquenta céntimos), outra é 5 (trocamos um euro numa moeda de
cinquenta céntimos e em cinco moedas de dez céntimos) e outra ainda é 6@7®5
(trocamos um euro em seis moedas de dez céntimos, sete moedas de cinco céntimos

e cinco moedas de um céntimo).

Para nos libertarmos das dificuldades notacionais, usamos um truque simples que
permite fazer esta contagem de maneira bastante simpética: substituimos @ por
t, (&) por %, (19) por t1° e (50) por ¢*°. Entdo, cada parcela da soma D ¢ substituida

por t" onde n é o valor monetario correspondente a essa parcela. Por exemplo,
a parcela @’ @E’Q) = é substituida por $39¢50¢°0¢10¢5¢5¢ =
$50+50+50+10+5+5+1 — 4171 o corresponde a trocar 171 céntimos (= 1,71 euros) em
trés moedas de cinquenta céntimos, uma moeda de dez céntimos, duas moedas de

cinco céntimos e uma moeda de um céntimo. As quatro maneiras de trocar treze

céntimos: @O, ®’®’, ®O° e ", reduzem-se todas a t'%, logo (depois de

fazermos todas as substituices) o coeficiente de '3 na soma D é 4.
Com as substitui¢cdes que indicdmos, ficamos com as séries formais

A =1+t + 2+ 4. =) 1",
n=0
B(t) = (1+ 10+t + 115+ - )A(t) = A(t) D _°",
n=0

c@t)=(1+ $10 4 420 4 430 o --)B(t) = B(t) thn,
=0

D(t) — (1 + t50 £ thO + t150 + .. )C(t) = C(t) Z t50n.

n=0




Apelando a sinopse: Y - " = L. Substituindo nesta identidade ¢ por t°, con-

’. o0
clufmos que Y";° (%" = 5. Analogamente, > > t10" = L e Yoo (150" =

ﬁw. Deste modo, as séries anteriores sdo:

A = 1=,

Blfy= 1A—(tt)5 g —t)zl — )’

¢ = 16(20 = T-oa —1t5)(1 — 0y

bt = 16:(230 D t5)(i 0y (1 — 50

O que queremos é encontrar o coeficiente de t1°° na série formal D(t), o que ndo
parece muito claro a partir da expressao indicada. Embora seja possivel aplicar o
teorema das fracgOes parciais, essa tarefa é muito complicada. De facto, para isso,
devemos encontrar primeiro as raizes do polinémio do denominador (que tem grau
66) e, depois, resolver um sistema de 66 equagdes com 66 incégnitas (uma para
* cada fracgdo parcial) e precisamos de 66 equagdes (correspondentes, por exemplo,
aos coeficientes de t" paran = 0,1,2,...,65) para que o sistema tenha uma tnica
solugdo. .. Isto é realmente desesperante! Que podemos fazer para melhorar a

nossa situagao?

Por sorte, observamos que o denominador é quase uma fungio de t5: com efeito,

t10 = (£5)2 e 50 = (¢5)'0. Isto pode ajudar alguma coisa: com u = t°, a fracgéo

(1—t5)(1—11°)(1—t5°) fica simplesmente (1—u)(1—11¢=)(1—u10)' O tnico problema é o

1
1-t

(1—-t)Q +t+1t2+1t>+1t) = 1—t> é vélida entre polinémios, logo tem-se a
identidade

factor No entanto, podemos socorrer-nos de mais um truque: a identidade

1 1+4+t+2 4340
1-t 1-1t5
entre séries formais. Assim, ficamos com
L+t+t2 4+ + ¢!
(L — 2 (I — 91~ 150

D(t) = =1 +t+t>+t2+¢") E({®)

onde
1

E®) = a-ma—ma—my

Agora, se E(t) = Y o-,ant™ (de modo que (an) é a sucessdo dos coeficientes de
E(t)), entdo E(t°) = Y27, ant® e, portanto, para qualquer nimero natural m,
o coeficiente de t™ em D(t) = (1 +t + t> + t3 + t*) - E(t%) tem que ser a,, onde
n é o quociente da divisdo de m por 5: assim, m = 5n+r onde 0 < r < 5 (ie.,
r é o resto da divisio de m por n). Em particular, o coeficiente de t1° em D(t)
(que nos d4 a resposta ao nosso problema) é o coeficiente de t*° em E(t). De igual

modo, o coeficiente de $'°% em D(t) é o coeficiente de t*° em E(t).

O denominador de E(t) é um polinémio de grau 14 e, portanto, deve ser mais

facil de trabalhar do que o denominador que tinhamos antes. No entanto, a série

E melhor que nada!

Sdo estes truques que nos
fazem cair em secgdes de

“material avancado”.

E(t) é uma “forma
comprimida” de D(t)...

De facto, para trocar 1,03
euros, temos que trocar
um euro e trés céntimos e
este resto sé pode ser
trocado em trés moedas de

um céntimo.
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Ou , ou
E@EOQ" wm
10z + 55 + k = 50, ou
@O com

10i 4+ 55 + k = 100.

1 vem do troco .

formal E(t) ainda ndo tem uma “forma fechada” que seja realmente simples e

baseada nas raizes do denominador (para usarmos fracgdes parciais). Por este
motivo, vamos recorrer a mais um truque. Este é muito simples e, no fundo,
baseia-se na observacgdo trivial de que um euro pode ser trocado de trés maneiras
mutuamente exclusivas: em duas moedas de cinquenta céntimos; numa moeda de
cinquenta céntimos, trocando os outros cinquenta céntimos em moedas de um, de
cinco ou de dez céntimos; sé em moedas de um, de cinco e de dez céntimos. Na
primeira alternativa, contamos uma maneira de trocar um euro (ou cem céntimos);
na segunda e na terceira alternativa, contamos o nimero de maneiras diferentes de
trocar cinquenta e cem céntimos, respectivamente, em moedas de um, de cinco e de
dez céntimos. Como é que isto se traduz na linguagem das séries formais? Esque-
cendo-nos (por enquanto) da primeira alternativa, a linha de raciocinio anterior,
diz-nos que devemos encontrar o coeficiente de t°° (para a segunda alternativa) e
de t1°° (para a terceira alternativa) na série formal C(t) — ndo é D(t) porque,
agora, ndo estamos a usar moedas de cinquenta céntimos. Esta abordagem facilita

bastante os nossos calculos.

Tal como argumentdamos antes, temos
_1+t+2483 440
T (1-15)2(1 - t19)

C(t) =(1+t+2+t2+¢) . F(t°)

onde
1

T -)

Daqui, concluimos que o coeficiente de t°° em C(t) é o coeficiente de ¢'° em F(t),

F(t)

enquanto o coeficiente de t'%° em C(t) é o coeficiente de t° em F(t). Estes

coeficientes sdo relativamente faceis de identificar. Em primeiro lugar, temos
1
(1-1)3(1+1)

— porque 1 —t2 = (1 —t)(1 +t) — e, portanto, e o teorema das frac¢des parciais

Ft) =

da-nos niimeros complexos a, 3, v e § tais que

1 o« 5 B8 ¥ 3 )
A4n0—0? 1+t 1t a-Ea—o

Resolvendo o sistema que resulta desta igualdade, obtemos a = 8 = §, vy = } e

6= % Sendo assim, apelando & sinopse, concluimos que

1/ 1 1 2 4
F(t)=§(1+t+1—t+(1—t)2+(1_t)3)

(i(—l)"t” + i " +2 i(n + L™ + 4}% (" ' 2) t")

n=0

0| —

_ i"% 2(n+1)(n + :;) w8 Y

Sendo assim, o coeficiente de ¢!* em F(t) ¢ 2112342 = 36, enquanto o coeficiente
de $20 ¢ 2:2123+2 _ 191
2 :

A resposta ao nosso problema é, portanto: existem 36 + 121 + 1 = 158 maneiras




diferentes de trocar um euro com moedas de um, de cinco, de dez e de cinquenta

céntimos. O

O problema do troco leva a férmulas mais elegantes e de maior interesse quando
consideramos um pais que use moedas de todos os valores positivos compreendidos
entre 1 e certo valor m: (1), @), (®), ..., (). Agora, o que pretendemos é trocar
qualquer quantia usando estas moedas. Seguindo a linha de raciocinio do caso

particular que consideramos antes, para esta situacdo obtemos a func¢io geradora
1
(1-1-¢)---(1-tm)

Aqui, vamos denotar por p(m,n) o n-ésimo coeficiente de P,,(t), de modo que

Pm(t) =

o0
Pu(t) = Y p(m,n)t".
n=0
Eis alguns casos particulares:

O caso m = 1 é trivial. A sinopse diz-nos que Py (t) = Y -, t", o que significa
que p(1,n) = 1 para todo o nimero natural n. Com efeito, s6 existe uma maneira

$ ~ . ~ . s . , U
de trocar n céntimos em moedas de um céntimo — na notagao anterior, é @ p

O caso m = 2 também é facil. Apelando & sinopse (e usando a igualdade 1 —t* =
(1—1¢)(1+1t)), deduzimos que

1 1 - n = nyn
PO =G0 -m - T-0aTn (Zmﬂ)t ) (Z(ml) t ) '

n=0 n=0

Multiplicando estas duas séries, concluimos que
n
(+) p2m) =Y (k+1(-1)"* = | 2] +1
k=0

para todo o nimero natural n — recorde que L%J é o maior natural que é inferior
ou igual a §. Esta conclusdo também pode ser obtida por contagem directa. Para
trocar n céntimos em moedas de um e de dois céntimos, temos as possibilidades
@k@j onde 0<k,j<nek+2j=n. E que j pode tomar qualquer valor entre
Oe |_ﬂJ, de modo que temos precisamente L%J + 1 maneiras de trocar n céntimos

2
usando as moedas () e ().

Os coeficientes de Po(t) = zlft)é(l—ﬂj também podem ser calculados via fracgdes

parciais. De facto, temos

1 1 1 2 1 g 2 § )
(1—-7)2(1—+t)=1(1—t+(1_t)2+1+t> =an::0[2(n+1)+(—1) + 1]t

e, portanto,

(++4) p(2,m) = 1 [2n+1) + (<1 + 1

para todo o nimero natural n.

O caso m = 3 foi considerado na solu¢ao do problema do troco. Temos

(1-1)(1 —1t2)(1 —13) % Y2+ 1)(n+2)+ (-1)" +1]¢",
n=0

Ps(t) =

Jd agora, siga o mesmo

argumento para provar
que ezxistem

1 R, (10k + 1)(10k + 3)
maneiras diferentes de

trocar dez euros.

E mais usual (e seria
mais natural) usar pm(n).
No entanto, esta notagdo
jd foi usada anteriormente
para representar o numero
de todas as partigcoes de n
que tém (ezactamente) m
parcelas (veja a secgao
“Outros coeficientes” no
primeiro capitulo). O
significado aqui €
diferente! No entanto,

p(m,n) =30 Pk(n).

O resultado desta soma
pode ser confirmado por

indugao.

A primeira vista este
valor paréce diferente do
que obtivémos antes. No
entanto, sGo mesmo
iguais! De facto, para

n =2k ou‘n=2k+1,
obtém-se p(2,n) =k +1
usando, tanto (4), como
(++).

231




logo
i) = é 2(n+1)(n+2) + (~=1)" +1]

para todo o nimero natural n.

O leitor pode confrontar estes resultados com o estudo feito na secgio “Outros

coeficientes” do primeiro capitulo.

Voltemos ao caso geral. Da formula¢do do problema, resulta claramente que
p(m,n) conta o nimero de todas as maneiras diferentes de trocar uma moeda
() usando as moedas (&), (), ..., (). Numa formulacio equivalente, p(m,n)
conta o nimero de todas as maneiras diferentes de decompor o niimero natural n
como soma dos nimeros naturais 1, 2, ... , m. Por exemplo, se trocarmos a moeda
@ em k; moedas @, ko moedas @, ..., ky moedas @, estamos na presenca da
soma
n=k+2k+-Amhkn=1++1+2+ - +2+-+m+-+m

v~

k1 k2 km

' No caso em que m = 3, temos exactamente cinco maneiras de trocar a moeda
G); sdo elas: (@), M), R, e WOOE(). Estes trocos
correspondem as cinco parti¢oes de 5 com parcelas 1, 2 ou 3; sdo elas: 3 + 2,
3+1+1,24+2+1,24+1+1+1el+1+1+1+1.

Muito importante é o caso em que m = n: o coeficiente p(n,n) de t" na série
Pn(t)) conta precisamente todas as maneiras possiveis de partir o nimero n como
soma de nimeros naturais, sem interessar a ordem das parcelas. Somas deste tipo
j& nos apareceram antes (na secgido “Outros coeficientes” a que ja aludimos acima):
s30 as PARTIGOES de n. O ndmero de todas as particoes de n é denotado por p(n)
e da discussdo que fizémos resulta claramente que p(n) = p(n,n). Este nimero
foi estudado por intimeros matematicos famosos, mas existe ainda muito mistério
a volta dele. Eis alguns valores: p(0) =1, p(1) = 1, p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) = 5,
p(5) = 7, p(6) = 11 (tudo numeros primos!) e p(7) = 15 (a ovelha negra!). A
fungdo geradora da sucessao p(0), p(1),p(2),p(3),... é

P(t) = p(n)t"
n=0

e, de acordo com as ideias aqui expostas, deve ter-se

= 1
Pense num pais que use Z p(n)t" = 3 ; .
moedas de todos os valores n=0 (1 - t)(l =i )(1 =t )
naturais: @, @, ey Esta identidade envolve um produto infinito de fun¢des geradoras e nos (ainda) nao
pEn sabemos que significado lhe podemos dar. No entanto, produtos deste tipo podem

ser trabalhados com um sentido muito preciso. Foi isso que fizeram Newton, Euler,

Gauss e muitos outros matematicos depois deles. Este assunto vai ser tratado perto

do final da secgdo seguinte.




Exercicios

1. Resolva todos os exercicios da seccio “Recorréncias lineares de coeficientes
constantes” (no terceiro capitulo) pelo método das fungdes geradoras, incluindo os

exercicios com asterisco.
2. (a) Proveque,se B(t) = 3 0" bat" e C(t) = 300 c,ut™, entdo B(t)C(t2) =
oo o Pnt™ onde

|3
Pn = Z bkcn—2k
k=0

para todo o nimero natural n.
(b) Encontre uma forma fechada para a série formal A(t) = 350 a,t™ cujo

n-ésimo coeficiente é

= (l:) (n . 2k>

onde r é um ndmero natural.

bl

.
3. Sejam A(t) = Y02 g ant™, B(t) = 302 bat™ e C(t) = 200 cat™ séries for-
mais.

(a) Sabendo que ¢, = > o<jk<n ajbk, exprima C(t) em funcio de A(t) e B(t).
J+2k<n

- (b) Se r é um nimero natural e se a, = > ;_, (r:k)bn_k, exprima A(t) em
( ~ fungdo de B(t) e, depois, use a férmula obtida para encontrar os coeficientes

fk (7‘) tais que b,, = ZZ:() fk (T)an_k. Temos aqui uma relagcao
de inversado.
4. Seja (a,) uma sucessdo de nimeros reais e seja A(t) = Y oo ant™ a série formal

que lhe esta associada.
(a) Verifique que P(t) = 3 [A(t) + A(—t)] é a série formal que est4 associada &
sucessao ao, 0, as, 0, a4,0,.... .
(b) Verifique que I(t) = § [A(t) — A(—t)] é a série formal que est4 associada &
sucessao 0,a1,0,a3,0,as,0,.... .

(c) Utilize as alineas anteriores para provar que

t
N P S
Z ” 1-3t+2

e que
1-—t
Fopiqt"
Z et 1-3t+12

— recorde que (F,) é a sucessdo dos niimeros de Fibonacci.
5. Use fungbes geradoras para explicitar o termo geral da sucessdo (a,) que é
definida por ag = 1 e por

n = ap—1 +2ap—2 +---+nag, paran > 1.

[Sugestao. Observe que (an) é quase a convolugdo das sucessoes (n) e (a,) e tenha

em conta a alinea (c) do exercicio anterior.

h=_ﬁ——«—*_




Anexo com trés demonstracgoes

Neste anexo apresentamos as demonstragdes omitidas no texto da sec¢io anterior.

Demonstragio do Teorema das Fracgées Parciais (caso geral). E dadoo

polinémio
b(t) = (1 = At)™ (1 — Xpt)™2 -+ (1 = Ast) ™.
Seja m = max{my,... ,m,} e fagamos indugio em m.
Se m =1, entdo my = my = ... =m, = 1 e, portanto, estamos no caso simples, o

qual ja foi demonstrado.

Suponhamos que m > 1 e que o resultado é verdadeiro para m — 1. Seguindo a
ideia do “caso simples”, para cada 1 < ¢ < s, consideremos o polinémio
bi(t) = (1 — At)™ « - (1 = M—g )™ =1 (1 = Ay )™+1 -+ (1 = Agt)™

T me ___b(t)

—’g(l—Akt) gt v
¢ k#i
Como antes, para cada 1 < i < s, temos bi()\i—l) #0e b,-()\j_l) = 0 sempre que
1< j<s,j#1i. Ainda com a demonstracdo do caso simples em mente, para cada
1 < ¢ < s, consideremos o nimero complexo a; = %\:% Consideremos também
o polinémio

c(t) = anbi(t) + - - - + asby(t).

Para cada 1 < i < s, temos c¢(A\;') = a;bi(\;!) = a(\;'!) e, portanto, A\;* é
raiz do polinémio a(t) — ¢(t), o que equivale a dizer que o polinémio 1 — \;t divide
a(t)—c(t). Por conseguinte, efectuando divisdes sucessivas pelos polinémios 1—\; ¢,

.., 1 — Agt, concluimos que
a(t) —c(t) = (1 — At) - -+ (1 = Ast)d(2)

para algum polinémio d(t) — note que o grau de d(t) é menor que n — s onde

n=my +mg + -+ ms. Segue-se que A partir daqui a
a(t) —c(t) d(t) demonstragdo ndo é cdpia
b(t) = (1 - )‘lt)ml-—l . (1 — /\st)m"_l ' do “caso simples”.
Como max{m; — 1,... ,ms; — 1} = m — 1, a hipétese de inducio garante-nos a
existéncia de polinémios d;(t), ..., ds(t) tais que, para cada 1 < i < s, d;(¢) tem

grau estritamente menor que m; — 1 e
(= At)ym—T (1= At)me=1 (1= At)m-1 (1= At)ms—1"
Daqui resulta claramente que

Que acontece quando

m; =1 para algum 1?

a(t) _ di(t) _ ds(t) c(t)
b(_t) = '—(1 — )\lt)ml_l + .-+ *(1 — )\st)m‘-l + %
Mas
c(t)  aby(2) o asbs(t) ay Qs
) B T B R W) L Cep W) L
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E uma mudanga de

varidvel, ndo é?

Jd agora: quais sao os

putros coeficientes de b(t)?

“Desfazemos a mudanca

de varidvel!”

E o teorema da pdgina
220. (E também da
pdgina 179.)
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logo

at) _ a0 -M)ta L d(O(1=At) +a

b(t) (1= At)m ’ (1= A t)ms
e o resultado é verdadeiro tomando a;(t) = d;(¢)(1 — A\;t) + a; para 1l < i < s

— recordemos que o polinémio d;(t) tem grau estritamente menor do que m; — 1,

logo o polinémio a;(t) tem grau estritamente menor do que (m; — 1) + 1 = m,.
A demonstragao estd completa por causa do principio de inducio mateméatica. O

Terminada esta demonstracdo, passamos agora & proposi¢do que complementa o

teorema das fracgoes parciais.
Demonstragdo da proposi¢ao da pdgina 219. Seja b(t) o polinémio que se
obtém de a(t) substituindo ¢ por A71(1 — ¢):

b(t) = a(A7H(1 = ¢t)).

Ora, se o coeficiente director de a(t) é o nimero complexo aj (logo k é o grau
de a(t)), o coeficiente director de b(t) é claramente (—1)*A~*a;. Sendo assim,
b(t) tem grau estritamente menor do que m (porque k < m) e, portanto, existem

nimeros complexos by, by, ... ,b,_1 tais que
b(t) = bo + bit + -+ bp_1t™ L.
Como t = A7![1 — (1 — At)], concluimos que
a(t) =b(1—At) =bo +b1(1 = At) + - 4 b1 (1 = Xt)™ L.

Por conseguinte,

a(t) . bo bl (1 = /\t) T bm_l(l — /\t)m_l
(1=X)m — (1=Xx)™ ' (1—X)m (1=xt)m
_ bg bl bm—l
BT R (v =y v:
pelo que basta definir a; = b,,,_; para 1 < i < m. O

Por fim, vamos usar frac¢des parciais para demonstrar o teorema fundamental das

relagoes de recorréncia lineares, homogéneas e com coeficientes constantes.

Demonstragao do Teorema Fundamental. Seja A(t) = Y 7 a,t™ a fungdo
geradora da solugdo (a,). Ja vimos anteriormente (equacio (#4) da pagina 217)
que

_ a(t)
A =T a ™

onde a(t) é um polinémio com grau estritamente menor do que r = my + - - - + m.
Pelo teorema das fracgoes parciais (caso geral), existem polinémios a;(t), ..., a,(t)
tais que, para cada 1 < i < s, a;(t) tem grau estritamente menor do que m; e

a1 (t) B as(t)

A =gt Ty




Fixemos 1 < i < s e analisemos a frac¢do (parcial)

__ait)
A= T

Para simplificar a notagdo, vamos por A = \; e m = m,;. Pela proposicao que

demonstramos antes, existem nimeros complexos aj, ... ,q, tais que
Qe aq (%) am
A;(t) = — + g —T
i) ; (1=Xt) — 1-Xt  (1-At)? (1= At)m

Atendendo & sinopse: m =300, ("TE 1) An¢n para 1 < k < m. Deste modo,

TN n+k—1 o e n+k—1
A,’(t)=22ak< n ),\"t”:Z (Zak< n ))\" ", Temos aqui uma soma de
k=1 n=0

n=0 \k=1 m séries formais!

n+k—1) — (n+k—l

. 571 para 1 < k < m, o coefi-

Seja n um nimero natural. Como (
ciente de t" na série A;(t) é
m m
Atk =1\ .5 & n+k-1
Sa("TET o ("),
k=1 k=1
Agora, para 1 < k < m, temos

n+k-1\ _ (m+k-1)n+k-2)---(n+1)
( k-1 )_ k- 1)! = fi(m)
onde fi(t) é o polinémio (de grau k — 1):
fk(t):(k—_ll)—!(t+k—1)(t+k—2)---(t+1).

Sendo assim, o coeficiente de t" na série A;(¢) tem a forma a(n)A™ onde a(t) é o

polinémio (de grau estritamente menor do que m)

a(t) = alfl(t) + oo+ am fm(t).

Provamos, assim, a existéncia, para cada 1 < i < s, de um polinémio «;(t), com
grau estritamente menor do que m;, tal que, para qualquer nimero natural n, o
coeficiente de t" na série A;(t) é a;(n)\;". Como

A(t) = As(t) + A2(t) + -+ - + As(2),
concluimos que, para qualquer nimero natural n, o coeficiente de t" na série A(t)
é

a; (M)A + az(n) A" + - + as(n) A"

O resultado segue-se porque A(t) =3 o> ant™. O




4.2. Material avancado

Nesta seccdo, ilustramos as potencialidades do método das funcoes geradoras,
aplicando-o, ndo s6 a resolugdo de algumas recorréncias mais complicadas, mas
também a outros tépicos abordados neste curso. No primeiro exemplo, conside-
ramos sucessoes cujos termos sao definidos por férmulas de recorréncia que depen-
dem umas das outras. Esta situagdo ja foi considerada no terceiro capitulo, no

exemplo 5 da secgdo “Recorréncias lineares de coeficientes constantes”.

Exemplo 1 (sucessées mutuamente recursivas). Trata-se de resolver, usan-
do o método das fungdes geradoras, uma extensao do problema dos ladrilhos
que considerdmos no exercicio 6 da sec¢do mencionada acima. Aqui, queremos
determinar o nimero a, (sendo n um nimero natural arbitrdrio) de todas as
maneiras diferentes de pavimentar uma superficie de dimensoes 3 x n com azulejos
rectangulares de dimensdes 2 x 1. E claro que a; = 0 (ndo ha possibilidade de
preencher % da superficie), enquanto ay = 3: as pavimentagOes possiveis sdo g,
@ e lﬁ Quando n = 3, voltamos a ter az = 0. O leitor pode convencer-se disto
fazendo uma procura exaustiva, ou ser um pouco mais perspicaz e observar que
é impossivel preencher uma superficie que tem area impar com azulejos que tém
area par. O mesmo argumento aplica-se obviamente sempre que n é um nimero
impar e, portanto, nestes casos a, = 0. Quando n = 4, existem 11 possibilidades
que o leitor pode tentar identificar (no entanto, acreditamos que fique sempre com
alguma diivida de ter feito a contagem correcta). E melhor encontrar uma forma

mais eficiente de contar todas as pavimentagdes.

Comecemos por observar que uma pavimentacao tem necessariamente que come-
¢ar com uma das configuragdes seguintes: g, ll-u, ou El A primeira possibilidade
leva-nos a a,_3, mas as outras ndo nos dio qualquer pista. Por esse motivo pode
ser de muita utilidade contar separadamente o numero b, de todas as maneiras
de pavimentar a superficie quando retiramos o canto inferior esquerdo (ou o canto
superior direito — as duas superficies sdo essencialmente a mesma). Com efeito,
na situagao EJ, contamos b,_; pavimentagdes possiveis; e 0 mesmo acontece na

situagao Elj Por conseguinte, obtemos
ap = 2b,—1 +an—2, paran > 2.

Para que o sistema fique completo, faz-nos falta uma equagdo. Para a obtermos

vamos contar b,. Tendo removido o canto inferior esquerdo a superficie inicial, a

0

contamos a,—; pavimentagoes possiveis, enquanto, na segunda situagao, contamos

pavimentacao que queremos pode comecar por -, ou por % Na primeira situagao

bn—2. Por conseguinte,

b, =ap—1 +bn—2, paran > 2.
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Note que 2 £ V3 sdo as
raizes do polinémio
2 —4t+1.

A tabela seguinte mostra alguns dos valores de a,, e de b,

n|{0 123 4 5 6 7 8 9 10 11 12
a, |1 0 3 0 11 0 41 0 153 0 571 0 2131
bp|O 1 0 4 0 15 0 56 0 209 0 780 O

Vamos agora associar fungoes geradoras as sucessdes (a,) e (b,): designemo-las
por A(t) e B(t). As férmulas de recorréncia que obtivémos acima levam-nos (pelos

processos usuais) as equagoes
A(t) = 1+ 2tB(t) + t2A(t) e B(t) =tA(t) +t>B(t).

A segunda equagdo dd-nos B(t) = iﬂ_g que, substituindo na primeira equagio,
leva & equagdo (1 — t2)A(t) = (1 — %) + 2t2A(t) + (1 — t2)t2A(t). Sendo assim,
obtemos a solugao:

1—1¢2 t

A=r—gmya ¢ PO=Tmra

As séries formais A(t) e B(t) tém o mesmo denominador. Por esse motivo, é

conveniente escrever
At) =1 -tHC(#*) e B(t) =tC(t?),

onde C(t) é a série formal
1

CO=1—mre

Identifiquemos os coeficientes de C(t). Temos
1 3+2V3 1 3-2V3 1
T4+ 6 1-@+vat 6  1-@-var
uma vez que 1 — 4t +t* = [1— (24 v3)t] [1 - (2— V/3)t]. Apelando & sinopse,

vem

C(t) = 3+62\/§ i(2+\/§)"t"+3_62\/§ i(2—\/§)"t"

n=0 n=0
— [3+2V3 3-2V3
= +6‘/_(2+\/§)"+ 6‘[(2—\/5)" tn.
n=0
Para simplificar, vamos por
3423

en=— (2+\/§)"+3‘§‘/§(2—\/§)n

para todo o niimero natural n — deste modo, C(t) = Y >, cat™

Como A(t) = (1 — t?)C(t?), obtemos

oo (oo} o0
At) = (1 -1t?) Z o™ = Z cat?™ — Z W Sk
n=0 n=0 n=0

o0 (o] oo |
=co+ Z cnt®™ — Z Cp1t?" =1+ Z(cn — Cp1)t™"
n=1 n=1 n=1




(fazendo mudanca de variavel na terceira igualdade; note, também, que ¢y = 1).

Agora, ndo é muito dificil verificar que

3+V3 3—-+/3
Ch —Cp—1 = 6\/_(2+\/§)H+T\/_(2_\/§)n
para todo o nimero natural n. Comparando coeficientes, concluimos que

3 3-vV3
an+1 =0 e agy = +6\/§(2+\/§)H+T\/_(2—\/§)n

para todo o nimero natural n.

Por outro lado, como B(t) = tC(t?), obtemos

o0 o0
Bj=t ) gd™ =y adH,
n=0

n=0

donde resulta que

W3, 3-2
by =0 e b2n+1=3L6‘/—_(2+\/§)"+—6‘/-§(2-x/§)"

para todo o nimero natural n. //

No exemplo que se segue usamos fungoes geradoras, ndo para resolver uma recor-
L

réncia, mas sim para calcular uma soma.

Exemplo 2 (uma convolugao de Fibonacci). Recordemos que a convolugao

entre duas sucessoes (a,) e (b,) é a sucessdo (c,) com termo geral

cn = agbp + arbp_1 + -+ + apbg.
Recordemos também que a fungéo geradora C(t) = 3 oo ¢,t™ ndo é mais do que o
produto A(t) - B(t) das fungGes geradoras A(t) = Y o ant™ e B(t) = Y oo bnt™.
Como exemplo, consideremos a convolugio entre a sucessdo (F,) dos nimeros de

Fibonacci e ela préopria. A sucessdo que obtemos tem termo geral
n
Sa=) _ FeFas.
k=0
O nosso objectivo é tentar exprimir esta soma de um modo mais razoavel.

Recordemos a defini¢do (recorrente) dos nimeros de Fibonacci: Fyp = 0, F; =1
e F, = F,_1 + F,,_2 paran > 2. Sendo assim, considerando a fungio geradora
F(t) = Y o2, Fat™, obtemos a equagio

F(t) =t +tF(t) + t>F(t).

Por conseguinte,
t

P ===

Agora, temos 1 — t — 12 = (1 — ®t)(1 — ®t) onde & = % é o nimero de ouro e
3= lﬂzé é o seu conjugado. Sendo assim, usando fracgoes parciais, concluimos

que

o= (mamw)

Paran > 1, isto € o

mesmo que impor

Como sabemos, ® e ® sao
as raizes do polinémio
t2—t—1.
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Apelando & sinopse, temos =g = > 0o ®"t" e —lr = 3% , 3", donde re-

—ot
sulta que
[e'e] 1 N
F(t) = — (P — ") "
> 7 (e -8)

Por comparacao de coeficientes, vem

1 A
Fo=— (2" - &)
n \/5
para todo o nimero natural n. Esta férmula ji é nossa conhecida: trata-se da

férmula de Binet que provdmos na primeira sec¢io do terceiro capitulo.

Consideremos agora a fungdo geradora da sucessio (Sp): S(t) = Y00 ; Sut™. Pelo

que dissémos no inicio,
S(t) = F(t)*> = F(t) - F(t).

Ora, atendendo & sinopse, deduzimos que
1 1 1 ’
Ft)? = [_(__—A)]
(® VE\1-®t 1-¢¢
1 n 1 2
(1-2t)2 * (1-@t)2 (1-dt)(1— dt)
o0 o0 - 2
= (Z(n+1)<1> "+ > (n+1)3"t _—1—t—t2>

n=0 n=0
= n_ Fn)\n 2

Agora, a fracgdo t—— é fungdo geradora de alguma sucessdo (an). Sendo assim,

ﬁ = Z:;O ant™. Justifiquemos que a, = F, 4, para todo o ndimero natural

1
5

O =

(S

n. Multiplicando por ¢, obtemos

oo (o] o)
3 ot = T = O = SRt = Rl = 3 Rt
n=0 n=1 n=0

e, portanto, Y jant"t! = $°°° F,.1#"*1. A conclusio pretendida vem por

comparagao dos coeficientes destas duas séries formais. Em conclusio, temos

1—t—t2 ZF"“t

e, portanto,

1 oo = o0

t)2 5 (Z n + 1 Qn + ‘I’n) " —2 Z Fn+1tn)
n=0 n=0
1 o0
EZ [’I’l+1 (@n'l"@n) —2Fn+1]tn
n=0

Observemos agora que ®" + ®" é o coeficiente de ¢ na série formal ; —— + —r

—3t
(basta apelar & sinopse). Por outro lado, notando que ® +® = 1 e que <I)<I> = -1,



-

obtemos

1 1 _ 2=% 2 t
1—<I>t+1_{1;t_1—t—t2 T1-t—12 1-t-—¢
oo oo o0
=2ZFn+1tn—ZFntn - Z(2Fn+1 —Fn)tn
n=0 n=0 n=0

e, portanto,
" 4+ 3" =2F, 1, — F,

para todo o nimero natural n. Segue-se que

F(t)? = % 3 [(n+ 1)@Fats — Fo) — 2Fny]t" = % 3 [2nFs1 — (n+ DE] 7.

n=0 n=0
Finalmente, uma nova comparacao de coeficientes permite-nos concluir que

2 2nFpi1 — (n+1)F,
Sn:EFan—k: 2 5( )
k=0

para todo o nimero natural n. //

Voltemos agora as relagdes de recorréncia com um exemplo que envolve convolug¢des
e que mostra (mais uma vez!) que as fungoes geradoras sdo de facto muito tteis

para a resolucgio de recorréncias.

Exemplo 3 (uma relagao de recorréncia convoluta). Sejam dados n+1 ni-
meros o, T, - .. ,Zn € suponhamos que o produto zg-z; -. ..z, vai ser calculado
efectuando n multiplicagoes. Pretende-se contar todas as maneiras diferentes de
inserir paréntesis na expressao zop - 1 + ...+ T, de modo a que a forma como

associamos as sucessivas multiplicagoes fique perfeitamente identificada.

Denotemos o niimero pretendido por C,,. Para n = 0, temos Cy = 1 porque, como
nao efectuamos multiplicagoes, s6 temos uma maneira de por os paréntesis: é ndo
os por! Para n = 1, temos apenas uma multiplica¢do: zo - 1, logo também sé
uma maneira de por paréntesis: é, novamente, nao os por. Para n = 2, podemos
efectuar as multiplicagoes de duas maneiras distintas: multiplicar primeiro g e
z1 e, depois, o resultado zo - z; por zs; alternativamente, podemos multiplicar
primeiro z; e x2 e, depois, multiplicar z¢ pelo resultado z; - 3. A primeira
alternativa corresponde & expressdo (zo - 1) - T2, enquanto a segunda corresponde
a zg - (z1 - 2). Temos, portanto, C; = 2. Também nao é dificil listar todas
as possibilidades para n = 3. Sdo elas: ((zo - x1) - z2) - z3, (zo - 1) - (z2 - x3),

(2o - (21 - 22)) - T3, To - ((z1 - T2) - T3) € To - (21 - (T2 - 73)). Assim, C3 = 5.

Em geral, C,, vai ser obtido por recorréncia. Para isso, a observagdo chave é
a de que, para n # 0, existe exactamente uma operagdo “-” fora de todos os
paréntesis: é a multiplicacdo final que junta tudo. Ora, suponhamos que este “-”
estd entre = e k41, para algum 0 < k < n — 1. Entdo, existem C}; maneiras de
inserir paréntesis no produto zg -z - ... T e existem C,,_j_; maneiras de inserir

paréntesis no produto g4y - Tgto - ... Tn. Ao todo, para este k fixo, obtemos

CyCr—k—1 maneiras de colocar paréntesis em zo - z; - ... Z,. Como o k pode ser

Esta identidade também
pode ser obtida usando a
formula de Binet e a
igualdade da proposi¢do
que se lhe seque, no

terceiro capitulo.

Este exemplo é cldssico!

Eziste uma razao para
esta notagdo: Cp € o
n-ésimo NUMERO DE
CATALAN.




Note que Co = 1.

¥

E a férmula resolvente no
mundo das séries formais.
Ela pode ser usada mas é

preciso ter algum cuidado.

Uma situacdo semelhante
ocorre entre niumeros
inteiros: por ezemplo, 2
divide 6 e, portanto, % éo

nimero inteiro 3.

escolhido arbitrariamente entre 0 e n — 1, concluimos que

n—1
Cn=CoCn1+CiCpna+-+Cn1Co = Z CrCn—rk,
k=0
férmula esta que é valida para todo o numero natural n > 1. Por exemplo,
C3 = CoCy+C1Cy +C2Cy =2+ 1+2 =5. Analogamente, Cy = CoC3 + C1C2 +

CoCi1+C3Co=5+2+2+5=14.

Nenhum dos processos anteriores nos permitiu resolver esta recorréncia. Vamos
agora tentar usar fungdes geradoras. Como é usual, consideremos a série formal
C(t) = 300 Cnt™. Como Cpy1 = Y o CkCn—i para todo o niimero natural n,
deduzimos que

Ct)?=C(t)-C(t) = Z (Z CkCn_k> {# = ch+1t",
n=0 \k=0 n=0

donde
o0 o0
1+tC(t)* =1+ ) Coprt"™ =1+ ) Cut™ = C().
n=0 n=1

Em conclusio, é valida a equagao
t-Cit)2-C(t)+1=0.

Por conseguinte, C(t) é solucio da equagio (de segundo grau) tz®> —z +1=0 —
aqui, tratamos ¢ como um coeficiente; a incégnita é z. Resolvendo esta equagéo,

concluimos que

1+/1-4t
2t '
Aqui, chegdmos a um ponto perigoso que é preciso ultrapassar de alguma maneira:

C@t) =

C(t) é uma série formal, mas o membro direito tem um significado desconhecido.
Em primeiro lugar, o que é a raiz quadrada de 1 —4t? Em segundo lugar, sabendo
que t ndo é uma série formal invertivel, como é que podemos dividir por t? Antes

de continuarmos o exemplo, vamos discutir estas duas questoes. <

Comecamos pela segunda questdo porque tem resposta mais rdpida. De acordo
com a nossa definicdo, a divisao %—% de uma série formal A(t) por outra série formal
B(t) é, de facto, a multipliplicacio A(t) - B(t)~' de A(t) pela série formal inversa
B(t)™! de B(t). Deste modo, quando escrevemos a frac¢do gi pressupomos
(implicitamente) que a série formal B(t) ¢ invertivel. No entanto, pode acontecer
que B(t) divida A(t) no sentido que existe uma série formal C(t) (dito o quociente
de A(t) por B(t)) tal que A(t) = B(t)- C(t). Quando isto acontece, a série formal
C(t) é univocamente determinada (justifique!) e, por isso, podemos escrever sem
ambiguidade C(t) = %% (o que, obviamente, s6 é A(t) - B(t)~! no caso particular
em que B(t) é invertivel). Uma das situagdes mais frequentes é quando B(t) = t:
neste caso particular, ¢ divide A(t) se, e somente se, A(t) nado tem coeficiente
independente, i.e., se, e somente se, A(t) é da forma A(t) = Y oo, ant™ = a1t +

ast® + ast® + ---. Assim, no nosso exemplo, s6 precisamos de garantir que 1 +

V/1 — 4t (para algum dos sinais) ndo tem coeficiente independente. . .




Ataquemos agora o problema da raiz quadrada. Para simplificar, vamos discutir

o caso /I+t — no final, sé6 temos que substituir ¢ por —4t. Admitindo que
VI +1 é uma série formal A(t) = Y oo ;ant™, deve acontecer A(t)> =1+ t. Este
é o significado usual da raiz quadrada. .. Ora, A(t)* = > oo o (X0 Gkan—k) t" €,
portanto, para justificar que A(t) existe, basta encontrar uma sucessio (a,) que
satisfaca as equagdes a2 = 1, apa; +ajap = 1 e ZZ:O aran— = 0 para todo o
nimero natural n > 2. Por conseguinte, a sucessdo que queremos existe e pode
ser definida (recursivamente) por ap = 1, a1 = % e a, = % 22;11 QAkQn_f para
todo o nimero natural n > 2. Esta solugdo nédo é unica; de facto, existem duas: a
outra corresponde & escolha ag = —1. No entanto, o argumento mostra que a série

formal A(t) existe. Por convencdo, vamos escolher ap = 1 e, para esta escolha,
vamos escrever A(t) = /1 +1t.

Procuremos agora uma forma “aberta” para a série formal /1 +¢, i.e., deter-
minemos os seus coeficientes ag, ai, az, .... A resposta vai ser dada por uma
versdo mais geral do teorema da expansdo binomial que envolve expoentes que
ndo sao numeros inteiros. A questdo bésica é a seguinte: serd possivel obter uma
férmula para (1 +t)® tal como no teorema da expansdo binomial (para expoentes
inteiros) quando a ndo é um nimero inteiro? A resposta 6ptima (no caso de existir)
seria

* %= 3 (a> "

() a+or =3

onde (%) = ﬂa—_l%a_—"ﬂl (recorde a defini¢do da péagina 208). Com efeito, de
seguida vamos demonstrar que esta férmula é verdadeira quando a é um nimero
racional (a versido mais geral para o caso em que a é qualquer nimero real ndo vai
ser demonstrada neste curso). Em primeiro lugar, devemos esclarecer o significado
de (1 + t)"/* quando r e s sdo nimeros inteiros com s positivo. Por exemplo,
(141)'/2 (ou, v/1 +t) deve ser uma série formal A(t) que verifica A(t)? =1+t (e
que fica univocamente determinada pela condicdo de ter coeficiente independente
igual a 1). Mais geralmente, (1 + t)}/* (ou, ¥/1+¢t) deve ser uma série formal
A(t) que satisfaga A(t)* = 1+t — um argumento semelhante ao que fizémos
acima mostra que A(t) existe e é univocamente determinada pela condicao de ter
coeficiente independente igual a 1. Seguindo esta ordem de ideias, (1 + t)"/* deve
ser uma série formal A(t) que satisfaca A(t)°* = (1 +t)" e que seja univocamente
determinada pela condicdo de ter coeficiente independente igual a 1; notemos
que, pelo teorema da expansdo binomial (para expoentes inteiros), (1 + t)" =

Yoo (7)t" independentemente de r ser positivo ou nao.
A pedra de toque para demonstrarmos a versao alargada do teorema da expansao
binomial, é a seguinte generalizacdo da convolu¢do de Vandermonde.

Lema. Sejam a e b nimeros reais. Entao, tem-se

,Z;)(Z)(nﬁk) = (a:b)

Radiciacdo de séries

formais!

A outra escolha dava a

série simétrica!

E esta versao mais geral

que dd valor e

profundidade ao trabalho

de Isaac Newton.
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O “truque” que usdmos
nesta demonstragdo €
muito util para generalizar
igualdades de nimeros
naturais a todos os
nimeros reais (ou,
mesmo, a todos os

nimeros complezos).

para qualquer nimero natural n.

Demonstragao. Vamos comegar com a convolu¢do de Vandermonde

26

que demonstramos na secgao “Coeficientes binomiais” (no primeiro capitulo) para
quaisquer nimeros naturais r e s — aqui, vamos manter fixo o niimero natural
n. Fixemos a nossa atencdo no nimero natural r. Pela férmula da expansio
factorial, temos (;) = ; [r(r —1) -+ (r — k + 1)] que é uma expressao polinomial
em r. Deste modo, para cada 0 < k < n, podemos considerar o polinémio pi(z) =
#lz(x—1)---(z — k+1)] numa indeterminada = (este polinémio tem grau k e
as suas raizes sdo: 0, 1, ..., kK — 1). Consequentemente, 0 membro esquerdo da

convolugdo de Vandermonde pode ser visto como sendo o valor do polinémio
n
s
o)=Y (2, )m

k=0
quando z é igual a r.

De modo anélogo, o membro direito daquela igualdade — que é (’;';") — pode ser

visto como sendo o valor do polinémio

q(z):%[(:c+s)(z+s—1)---(:1:+s—n+1)]

quando fazemos x = r — note que ¢(z) é p,(z + s).

Agora, a convolugao de Vandermonde diz-nos simplesmente que p(r) = g(r) para
todo o nimero natural r. Mas isto é o mesmo que dizer que todos os niimeros
naturais sao raizes do polinémio p(z) — ¢(z). Como qualquer polinémio nao nulo
s6 tem um nimero finito de raizes, concluimos que p(z) — g(z) = 0, ou seja, p(z)

e ¢(z) sdo o mesmo polinémio.

Em conclusdo, tem-se p(a) = ¢(a) para todo o nimero real a. Mas esta igualdade

I HIRARIGY

para todo o nimero real a e todo o nimero natural s. Repetindo o raciocinio,

significa que

considerando s varidvel e mantendo a fixo, concluimos a identidade pretendida. O
Como primeira aplica¢ao deste lema, fazendo a = b = -;—, obtemos
i 1/2\(1/2\ (1
k n—-k) \n
k=0

para todo o nimero natural n. Como ((1)) = (})

1e (}) = 0 sempre que

n > 2, concluimos que a sucessdo de termo geral a,, = (11/1 2) satisfaz as condigoes

1+t:§: (17/12)#‘.

pretendidas para que




Este é um dos casos particulares da férmula (x). A demonstragdo para o caso geral

baseia-se no resultado seguinte (que estende o lema anterior).

Proposigao. Sejam ay,...,as nimeros reais. Entdo, tem-se
0<ky,.. ks <n k1 \kz ks "
ki+-+ks=n

para todo o numero natural n.

A demonstragdo é deixada como exercicio. O leitor tem duas escolhas: ou faz
indugdo sobre s usando o lema anterior, ou imita a demonstracdo desse lema,
provando primeiro que a igualdade é verdadeira quando ai,...,as; sdo nimeros
naturais. Neste caso, pode usar um argumento combinatorial semelhante ao que
foi usado para provar a convolu¢do de Vandermonde, contando (de duas maneiras
diferentes) as possibilidades de escolher n objectos de s grupos em que, para 1 <

1 < 8, 0 i-ésimo grupo tem a; elementos distintos.

Escolhendo os niimeros reais ay, ... ,a, todos iguais a £ (onde r e s sdo niimeros
iilteiros com s positivo), concluimos que
@)0)-()=6)
0<k1y. ks <n k1 ke ks n
ki4-+ks=n
para todo o nimero natural n. Esta identidade significa que
(£ () -E (oo
n=0 2 n=0 &
(usando o teorema da expansdo binomial para expoentes inteiros). Isto termina

a justificacdo da férmula (x) para qualquer nimero racional. Por conseguinte,

acabamos de demonstrar o seguinte resultado.

Teorema de Expansao Binomial (para expoentes racionais). Temos

oo
a
(1+1¢t)*= Z (n) t" E também uma SERIE

n=0 FORMAL BINOMIAL.
para qualquer nimero racional a.

Vamos voltar agora ao nosso exemplo.

Continuag¢ao do exemplo 3. Tinhamos ficado com C(t) = E@. Agora, ja
sabemos que VI —4t =Y > | (17/12)(—4t)" (basta substituir ¢ por —4t na férmula
para v/1+t). Assim, vem

LR, () 1 (T ()4
B 2 - 2 '
Que sinal devemos escolher: o menos ou o mais? Escolhendo o menos, vem

_ oo 1/2\/_ n (e}
C(t) — Zn:l ( n )( 4t) = 1 Z (17(12) (_1)n4ntn—1

=1

c(t)

2t "2
n




Note também que é
natural termos
C(0)=Co =1 e nao
C(0) =

Devia haver uma maneira
combinatorial directa de

fazer isto. ..
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que é uma série formal; escolhendo o mais, vem

C(t) = 2+ 300 (1T/l2)(—4t)" &3 Z (1/2) 1)r4ngn-1

2t

que, definitivamente, ndo é uma série formal — porque a série formal ¢ nao é

invertivel. Sendo assim, devemos escolher a primeira alternativa:
1 1/2 n nin— 1
0w =32 (1) -vre

Vamos agora simplificar os coeficientes desta série. Comecemos por calcular (11/1 2)

para qualquer nimero natural n > 1 — por convengao, temos (1(/)2) = 1. Temos:

(+)=alaG2) - Grey)|=aal(2) - (57)]

1 n1l-3.5..-(2n—3 ~1)*1[1-3-5---(2n -3
= 01 |0 o] L P e 2 )
_ (=D 2-32n-3)@2n-2)] _ (=1)"1(2n — 2)!

2npl[2-4---(2n — 2)] T onpl{2n-1[1-2..-(n—1)]}
(-)"t2n-2)!  (-1"? <2n - 2).

T2 In(n—Di(n—1)!  22-1p \n—1
Por conseguinte, (*/%)(-1)"4" = g‘—;w (r 2y =-2%(*>"2), logo

_2
o=t [ St (e

n=1 n=1

Fazendo mudancga de varidvel, vem

= 1
=y -
n=0

e, portanto,

para qualquer numero natural n.

Como menciondmos em nota marginal, os nimeros C, sdo conhecidos pelos NU-
MEROS DE CATALAN; este nome deveu-se a Eugene Catalan ter escrito um artigo
importante sobre eles na década de 1830. Os dez primeiros sdo:

nlo1234 5 6 7 8 9 10
W1 1 2 5 14 42 132 420 1430 4862 16796

Havemos de voltar a eles num exemplo posterior. //

Exemplo 4 (convolugdes de convolugdes). Muitas vezes podemos ver-nos na
contingéncia de ter que fazer a convolugio de duas sucessoes (a,) e (b,) e depois

a convolugdo do resultado com uma terceira sucessdo (c,). No final, obtemos uma

Z aibjck.

0<i,j,k<n
i+j+k=n

sucessao cujo termo geral é




E claro que a funcdo geradora para esta sucessio é o produto A(t)- B(t) - C(t) das
séries formais A(t) = Y oo o ant™, B(t) = Yoo bat™ € C(t) = Yy cat™. Mais

geralmente, a convolugdo de m sucessoes corresponde ao produto das m séries

formais que estdo associadas as sucessdes em causa. Em particular, podemos
“convolucionar” uma sucessio (a,) por si mesma m vezes, para obter uma nova
sucessao cujo termo geral é

E g, Qkqy ** * Ak, -

Oskl,‘u ,kmgn
kit tkn=n

Notemos que este é o coeficiente de t" na m-ésima poténcia A(t)™ da série formal
A(t) = Y02 o ant™ (como alids ndo podia deixar de ser). Este tipo de convolugdes
aparece-nos, por exemplo, numa resolucao alternativa do problema dos percur-

sos que consideramos na segunda secgao do terceiro capitulo.

Pretende-se contar o nimero a, de todas as maneiras possiveis de ligar (por
estradas em linha recta) n + 1 cidades Cy, C, ..., Cy, as quais estdo construidas

sobre um tridngulo como mostra a figura

Chn

Cs
Cs
Co »

Impomos que seja possivel viajar entre quaisquer duas cidades e que nao existam

circuitos fechados.

Vamos raciocinar de uma maneira diferente do que fizémos na nossa primeira
resolucdo. Primeiro, construimos estradas entre as cidades Cy, ..., Cn. Estas
estradas dividem as n cidades em blocos, sendo que duas cidades estdo no mesmo

bloco se (e somente se) for possivel viajar entre elas (pelas estradas que cons-

truimos). Por este processo, separamos as cidades Cy, ..., C, em m blocos, em
que m pode tomar os valores 1,2, ... ,n. Notemos, também, que, se as cidades C;
e Cryk estdo no mesmo bloco, também as cidades Cry1, ..., Cryr—1 €stdo nesse

bloco (porque as estradas sdo rectas). Isso significa que, para reconhecermos a
forma como construimos as estradas, basta indicar os tamanhos k1, ... ,kn dos m
blocos formados. Finalmente, consideramos todas as maneiras de ligar a cidade
Co a esses blocos. E claro que temos k; maneiras para a ligar ao primeiro bloco,
k2 maneiras para a ligar ao segundo bloco, e assim sucessivamente. Sendo assim,
o nimero de maneiras de ligar Cy & nossa sequéncia de m blocos é kika - kp,.
Mantendo fixo m, obtemos entao

©) Z kiky -+ km

1<ky,e km <n
E1+ o tkm=n

Cada parcela desta soma

corresponde a uma

maneira de formar os m

blocos.
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Note que B(t) tem
coeficiente independente

igual a 0.

Um ponto subtil. Aqui
queremos mesmo somar.
Nao chega considerar uma

ezpressao formal!

Estas manipulacies
podem, de facto, fazer-se.
No entanto, este é outro

ponto subtil.

Repare nas parecencgas

com o numero de ouro.
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maneiras de ligar Cp a m blocos. Finalmente, fazendo variar o niimero de blocos,

concluimos que

n
an = Z Z kiks -+ k.

m=11<ky,... ,km<n
kit +kn=n
Notemos agora que (Q) é o coeficiente de t" na m-ésima poténcia B(t)™ da funcio

geradora
(e}
B(t) = Z nt"
n=0

que estd associada a sucessao (0,1,2,3,...). Deste modo, a, é o coeficiente de "
na soma B(t) + B(t)? + - -- + B(t)". De facto, a,, é também o coeficiente de " na

soma infinita
At) = i Bt)"=B(t)+B{t)*+---+B({t)™ +---

onde entendemos que, para cada nimero natural n, coeficiente de ¢t em A(t)
é a soma dos coeficientes de t" em todas as séries B(t), B(t)?, B(t)?, ... Esta
soma (dos coeficientes de t") faz realmente sentido porque, para cada niimero
natural m, o coeficiente de t" em B(t)™ é dado pela soma ({) e esta soma tem
que ser igual a zero quando m é maior do que n (uma vez que, nesta situacio,
é impossivel decompor n numa soma de m nimeros naturais diferentes de zero).
Sendo assim, tratando-se de uma soma com um nimero finito de parcelas, podemos
efectivamente somar todos os coeficientes de t™ e considerar a série formal A(t).

Além disso, A(t) ¢é a funcdo geradora da sucessdo (an), i.e., A(t) = Yoo ; ant™.

Agora, temos

Y BO™=B{t) Y BO™'=Bt) > Bl)™=B() (1 +y B(t)’") ,
m=1 m=0

m=1 m=1
ou seja, A(t) = B(t) [1 + A(t)]. Daqui resulta que A(t)[1 — B(t)] = B(t) e, por-

tanto,

_ B
Al = =g
Mas,
Bt)=Ynt" =3 (n+ )" =t Y (n+ 1" = a——tt)?
n=0 n=0 n=0

onde, na tltima igualdade, recorremos & sinopse. Assim,

- t

Ay = 2 = _

Neste ponto, podemos aplicar o teorema das fracgdes parciais. Ora, o polinémio
t2 — 3t + 1 tem raizes a = 3—‘*%5_‘ ea = %5 Sendo assim, 1 — 3t + ¢ =

(1 — at)(1 — at) e, portanto,

t 1 11
1-3t+#2 s5\l—-at 1-at)’




Consultando de novo & sinopse, concluimos que

1 : nyn oo*\nn 1 - n o £ 3 n
A(t):ﬁ nzzjoat —gat =ﬁ;(a —a™)

donde

an n_ &)

Ll
G

para todo o nimero natural n.

Neste ponto, é muito conveniente observar que a = &2 (e que, portanto, @ = ®2)

onde ¢ = k?é é o numero de ouro. Sendo assim, pela férmula de Binet,

- 1 2n _ H2n\ _
an = % (@ - (b ) - F2n
¢ 0 (2n)-ésimo nimero de Fibonacci. //

Vamos agora discutir os pontos subtis que salientdmos nas notas marginais ao
exemplo anterior. O primeiro ponto refere-se a possibilidade de somarmos uma
infinidade de séries formais obtendo ainda uma série formal. No exemplo, a soma
infinita que considerdmos é inocente e o argumento que usdmos é convincente —
o que fizémos é tdo natural que deve realmente ser verdadeiro. No entanto, had
muitas situagdes que podem levantar mais dividas (veja o exemplo abaixo). Por
isso, vamos formalizar esta nogao intuitiva de soma infinita de modo a podermos
manipuld-la como se se tratasse efectivamente de uma soma (o que esclarece o

segundo ponto subtil dos cdlculos do exemplo anterior).

Em primeiro lugar, encaremos a soma infinita A(t) = B(t) + B(t)* + B(t)® + ---
de outra perspectiva. A nossa intui¢io diz-nos que, para efectuar esta soma, pode-
mos somar uma por uma todas as suas parcelas. Dito de outro modo, podemos
efectuar sucessivamente as somas parciais: B(t) + B(t)?, B(t) + B(t)? + B(t)3,
et cetera. Em geral, dado qualquer nimero natural m, tendo calculado a soma
B (t) = B(t)+ B(t)? +-- -+ B(t)™, podemos também calcular a soma By, 11(t) =
B (t) + B(t)™. Nesta perspectiva, parece ser (intuitivamente) claro que a série
formal A(t) é aprozimada pelas somas parciais B,,(t): quanto maior é o nimero
natural m, mais perto estamos de A(t). Esta ideia de prozimidade é fundamen-
tal em Topologia e leva aos conceitos importantes de convergéncia e de limite
(sem os quais é impossivel fundamentar a Analise Matematica e, qui¢d, toda a
Matematica). Com estas ideias em mente, devemos conseguir obter a série formal

A(t) como o limite da sucessdo de séries formais By (t), Ba(t), Bs(t), ...

Vamos entdo formalizar esta ideia de limite. Seja dada uma sucessdo de séries
formais Ag(t), A1(t), A2(t), As(t), .... Para cada nimero natural m, ponhamos
An(t) = Z;'f’:o amnt™ onde 0s a;,y,’s sdo nimeros reais. Para cada nimero natural
n, temos entdo uma sucessdo de nimeros reais: aon, @1n, a2n, A3n, - - - (€ a sucessao
dos coeficientes de ¢t"). Quando todas estas sucessoes sao convergentes, podemos
obviamente considerar a série formal A(t) = Z?:o ant™ onde a, = limy,_00@mn

para todo o nimero natural n. Neste caso, dizemos que a sucessdo (A,,(t)),, é

Isto € intuicdo.
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Sem duvida, um limite
estranho. .. ou, talvez

nem tanto assim!

Isto é sé uma divisao de

polinémios!

CONVERGENTE e definimos o LIMITE lim,, 00 A (t) como sendo a série formal
A(t). Escrito de outro modo,

o0 oo
lim E Apint™ = E ( lim amn) {7
m— 00 m—00

n=0 n=0

desde que todos os limites lim,_o@mn existam. Nao é dificil verificar que sdo

validas as propriedades algébricas usuais dos limites. Em particular, pode justi-
ficar-se que “o limite de soma € a soma dos limites” e que “o limite do produto
€ o produto dos limites”, com a exigéncia ébvia que todos os limites envolvidos

possam ser considerados.

Um caso muito especial é aquele em que todas as sucessoes (amn),, Sd0 constan-
tes a partir de certa ordem (que pode depender de n): digamos que am, = a,
sempre que m > m, para algum nimero natural m,. Entdo, para qualquer
nimero natural n, a sucessao (amn),, € convergente e tem-se lim,; 4 00@mn = Gn.

Deste modo, a sucessdo de séries formais (A4,,(t)), é convergente (mas nio é

m
necessariamente constante a partir de alguma ordem), tendo-se lim,;, 00 A (¢) =
Y e ant™ Um caso particular é o que considerdmos no exemplo anterior: para
cada nimero natural n, a sucessdo dos coeficientes de t" nas somas parciais
Bn(t) = B(t) + B(t)? + -+ + B(t)™ é constante a partir da ordem n; por con-
seguinte, existe o limite lim,,_, oo By, (t) tendo-se limy;,—, 00 B (t) = Zfzo a,t™ onde

a sucessao (a,) é como nesse exemplo. Eis outro exemplo: a sucessido de séries

formais 1, ¢, t2, t3, ... é convergente e tem-se
lim ¢™ = 0.
m—0o0

Ainda outro exemplo:

o0
lim (1+t4---+t™) =) "

m— o0
n=0
Repare que tudo isto é coerente: tem-se 1 +¢t + -+ + t™ = %:, logo
1—t™t 1 —lim gmtl 1
. my _ - m— 00 - )
A (L b B+ = T =0 1= 1—t

Suponhamos agora que é dada uma série formal A(t) = 3~ ant™. Entdo, é claro

que
m
= M n
A(t) = n}l_rgonz_oant 5

Isto justifica uma afirmagao que fizémos antes: toda a série formal é limite de uma
sucessdo de polindmios. A soma Z’::O ant™ (que é um polinémio) chamamos a m-
-ésima SOMA PARCIAL de A(t). Com esta terminologia, o conceito de série formal
torna-se “menos formal” reduzindo-se ao conceito de polinémio — além disso,
esta abordagem imita mais de perto a nogdo de série numérica que conhecemos
da Anédlise Matematica. Indo um pouco mais longe, suponhamos que é dada
uma sucessao de séries formais Ag(t), A1(t), A2(t), As(t), .... Entdo, podemos

considerar uma nova sucessio de séries formais So(t), Si1(t), Sa(t), S3(t), ...,

em que Sy, (t) = Y A,(t) para todo o nimero natural m. Para cada m,




Spm(t) é de facto uma série formal (porque é uma soma finita de séries formais) a
qual chamamos a m-ésima SOMA PARCIAL da sucessdo Ao(t), A1(t), A2(t), As(t),
... Quando esta sucessdo de somas parciais é convergente, podemos considerar a
série formal S(t) = lim,,_00Sm(t) € escrevemos S(t) = Y o ; An(t). Com esta

defini¢do, uma soma infinita de séries formais tem um significado preciso: tem-se

oo m

S A = Jim > Aa()

n=0 n=0
desde que este limite exista.

Podemos agora tornar rigorosa a ideia de substituir, numa dada série formal
A(t) = 322y ant™, o simbolo ¢ por uma série formal B(t). Por outras palavras,
podemos dizer rigorosamente em que circunstancias a “soma infinita” A(B(t)) =

Z?:o a,B(t)" é ainda uma série formal. Para tal, basta considerar a sucessao

de séries formais ag, a1B(t), asB(t)?, a3B(t)®, ..., formar a sucessdo das so-
mas parciais So(t), Si(t), Sa(t), S3(t), ..., em que Sp(t) = Y1 janB()", e

decidir sobre a convergéncia desta sucessdo. No caso de ser convergente, temos
A(B(t)) = limpm—e0Sm(t), ou seja,

(oo} m
> anB(t)" = Jim > anB(t)™.
n=0 n=0

No entanto, é conveniente alertar que todo o cuidado continua a ser pouco. Con-

sideremos, por exemplo, a série formal B(t) = ;. Substituindo ¢ por B(t) na
identidade Y oo (—1)"t" = 37 , obtemos
~ 1 11—t

n _ _
1;(—1)"30) T1+B(l) 1+ 2-t
Esta fraccdo é uma série formal: trata-se da multiplicagdo de 1 — ¢ pela inversa
da série formal 2 — t (que é, de facto, invertivel porque tem coeficiente indepen-
dente diferente de zero); o resultado é 3 - 5=yr t". Por conseguinte, a soma
infinita 300 ;(—1)"B(t)" também é uma série formal. Mas esta conclusao estd
errada! Com efeito, apelando & nossa intuigdo, o coeficiente independente desta
eventual série formal deve ser a “soma” dos coeficientes independentes de todas as
séries formais (—1)"B(t)" que sdo, alternadamente, 1 e —1. Qual é o resultado
desta soma infinita? A resposta é que nio existe: as somas parciais Y, (—1)"
sdo alternadamente 1 e 0, logo a série numérica Y o ,(—1)" é divergente! Este
argumento serve também para justificar que a sucessdo das somas parciais de
32 o(=1)"B(t)" ndo ¢é convergente... Que se passou de errado nos célculos que
fizémos? Bom, tratando B(t) como um simbolo formal temos de facto a identidade
Yoo o(-1)™B(t)* = m que significa que multiplicando 1 + B(t) por aquela
soma infinita obtemos 1. Mas, isto sé é verdadeiro num universo de séries formais
em que o elemento primitivo (a base de todo o universo!) é B(t), o que nédo obriga
a que seja verdadeiro no universo das séries formais em que o elemento primitivo
é t... De facto, o problema estd logo no inicio: é preciso assegurarmos primeiro

que Y o> ,(—=1)"B(t) é uma série formal na indeterminada ¢.

Isto € uma série de séries

formais.

Note que t determina
B(t), mas B(t) nao

determina t.




Seguindo a linha de raciocinio anterior, dada uma sucessao de séries formais Ag(t),

Ay (t), A2(t), As(t), ..., podemos considerar a sucessdo dos PRODUTOS PARCIAIS
Py(t), Pi(t), Pa(t), Ps(t), ..., em que Pny(t) =[], An(t) para todo o nimero

n=
natural m. Quando esta sucessdo é convergente, podemos definir o “produto
infinito” -, An(t) como sendo o limite P(t) = lim,,_00Ppn(t). Assim, por
definicéo,

I An(t) = lim_ nl:[o An(t)

desde que este limite exista. Eis um exemplo: justifiquemos que

‘ .

—t

p—

= ﬁu +t )=+ )A+2)QA+tHA+1£5)--- .
n=0

De facto, fixando um nimero natural m, temos

m
Q- JJa+£") =1 -)A+ )@ +tY) -1 +¢7)
n=0
=(1-tY1+t) - A +2) =A -)A+8)--- 1 +£27)
=...=01-2")1+") =1-¢""".
Sendo assim, como a sucessdo de séries formais 1—¢2, 1—¢4, 1—#8 ... é convergente

com limite igual a 1, concluimos que

(1-1) ﬁ(1+t2") = (1—t)”}131wﬁ(1+t2")
n=0 n=0
= lim_ [(1 s ] ﬁ(l +t2")] = lim 1-#"")=1.
n=0

Por conseguinte, [[°~ (1 +#>") tem que ser a série formal inversa de 1 — ¢ o que,
dito de outro modo, é exactamente a identidade pretendida. Em conclusdo, o
produto infinito (1 + ¢)(1 + ¢2)(1 + t*)(1 + ¢®) - - - é funcdo geradora da sucessdo
constante (1,1,1,1,1,...).

Para terminar, vamos voltar ao exemplo que encerrou a primeira seccio deste

capitulo.

Exemplo 5 (parti¢bes numéricas). Recordemos a nota¢do. Para cada nime-
ro natural n, denotamos por p(n) o nimero de todas as parti¢des de n. Obtemos
assim a sucessdo p(0), p(1), p(2), ..., cuja funcdo geradora denotdmos por P(t);
deste modo, P(t) = Yo, p(n)t™. Observdmos também que deve ser

1
(1 =8 = EUL =)o

Este produto infinito []52 # tem agora um significado rigoroso: deve ter-se

P(t) =

1 1 ;
= i ;
A-D1-2)A=13)---  moeo(l—t)(1—t2)---(1—1tm)
Por outras palavras, deve ter-se P(t) = lim,;, 00 P (t) onde
1
Pm(t) =

1-t)Q-1t2)---(1=tm)"




T

para todo o nimero natural m. Mas isto resulta imediatamente porque, como

vimos, P (t) = Y neo p(m,n)t" e p(m,n) = p(n) sempre que m > n.

A representacdo de uma funcgio geradora como um produto infinito pode ter im-
portancia na dedugdo de algumas relagdes que, de outro modo, podem ser de muito

dificil abordagem. Eis um exemplo:

Facto. O nimero de particées de n que tém parcelas diferentes duas a duas é

igual ao niimero de parti¢des de n que so tém parcelas impares.

Vamos designar por a, o nimero de parti¢oes de n que sé tém parcelas impares e,
como vem sendo usual, vamos considerar a série formal A(t) = Y > ant™. Como

antes, podemos justificar que

1 1 1
®) J-;];)l—tzn+1 1=t —-¢3)(1—1t5)---
Por outro lado, seja b,, o nimero de particdes de n cujas parcelas sao diferentes duas
a duas e seja B(t) = Y oo byt a funcgdo geradora da sucessdo (bn). Mostremos

que
oo

Bity= [+t =1+)A+)(1+1%)--.
n=0
Em primeiro lugar, justifiquemos que este produto infinito é, de facto, uma série

formal. Para isso, consideremos os produtos parciais
Bn(t) =1 +t)1+t3)--- (1 +t™)

para qualquer nimero natural m. Temos By, +1(t) = Bm (t)(1 + t™') = Bn(t) +
t™+t1B,.(t) e, desta igualdade, resulta que, para quaisquer nimeros naturais m
en com n < m, o coeficiente de t" em B,1(t) é igual ao coeficiente de t" em
B (t). Em particular, fixando o nimero natural n, concluimos que o coeficiente
de t" em B,,(t), para qualquer m > n, é sempre o mesmo. Isto justifica que a
sucessdo By (t), Bay(t), Bs(t), ... é convergente e, portanto, B(t) = [[,—,(1+t") =
limy, o0 [[neo(1 + &™) € de facto uma série formal. Além disso, para qualquer
ndmero natural n, o coeficiente de t" nesta série formal é igual ao coeficiente de

t" em B, (t). Sendo assim, devemos provar que este coeficiente é precisamente b,.

Ora, o coeficiente de t" em B,(t) é o nimero de todas as maneiras de obter ¢"
multiplicando as poténcias t¥, para 1 < k < n, que ocorrem nos factores de By(t).
Além disso, qualquer destas poténcias t* s6 pode ocorrer uma vez nesta multi-
plicagio (uma vez que o factor 1+t s6 aparece uma vez em By, (t)). Consequente-
mente, aquele coeficiente conta exactamente o numero de todas as sequéncias
ki,... ,km (para algum nimero natural m) que tém componentes distintas duas a
duas e que verificam 1 < ky,... ,km < nek;+---+kn =n. Mas estas sequéncias
sdo0 exactamente as particdes de n que nos interessam, logo o coeficiente de " em

B, (t) (e, portanto, em B(t)) é b, como queriamos.

Nesta série o coeficiente

de t" conta o nimero de
maneiras de trocar uma
moeda @ em moedas de

valor monetdrio impar.
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Os produtos parciais
destas duas séries ndo sdo
iguais. Os limites é que

sao!

Nesta série o coeficiente
de t™ conta o nimero de
maneiras de trocar a
moeda @ em moedas de
valor monetdrio par.
Sendo assim, deve ser
P(t) = P(t2)A(L).

Qualquer subsucessio de
uma sucessao convergente
€ também convergente e o
seu limite € igual ao

limite da sucessdo.
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Agora, para terminarmos a demonstragdo, basta verificar que as séries formais

A(t) e B(t) tém os mesmos coeficientes, i.e., que sdo iguais. Mas isso resulta das

igualdades (que nos parecem verdadeiras pelo menos intuitivamente)

Bt)=Q+t)1+)(1+t3)---

1—¢t2 1—¢* 1—146

1—t 1—¢2 1-—1¢3
1

o (1—t)(1 =) (1 —15)--- = A(t).

Il

Felizmente, as operagdes que efectudmos nesta deducgio podem ser justificadas
rigorosamente. A ideia é relacionar, tanto a série B(t), como a série A(t), com
a série formal dada pelo produto infinito da expressao da linha do meio daquela
dedugdo. Olhando atentamente para este produto infinito, observamos que ele
deve ser o produto da série formal P(t) com a inversa (1 — ¢2)(1 — t4)(1 — ¢8) - - -

da série formal
1

T A=A - A=)
que se obtém de P(t) substituindo ¢ por ¢2. E claro que P(t2) = limp ;00 Prm (2)

P(t?)

onde Py, (t?) é a série formal que se obtém de P,,(t) substituindo ¢ por 2.

Por um lado, temos

4+ (1 +tm)
T A=-2)1 -t (1-em)
1

“a-na-u)---a —m) = Pm(t)

B ()P (%)

e, portanto,

P(t) = lim Pm(t) = lim Bn(t): lim Pm(t?) = BE)P().

Por outro lado, pondo

1
)= T paema — {2mH)

para qualquer nimero natural m, temos A(t) = limy—00Am(t). Além disso, é

claro que
1
2y —
AnW)Pn(®) = T A=A =By a - ey =g = Pemwn®
e, portanto,
P(t) = lim Py (t) = Jim A (t) "}i_r)nooPm(F) = A(t)P(t?).

Em conclusdo, B(t)P(t*) = A(t)P(t?) e daqui resulta que B(t) = A(t) porque
P(t?) é uma série formal invertivel (logo, podemos multiplicar ambos os membros

pela sua inversa).

Uma boa manipulagdo dos limites permite-nos deduzir identidades interessantes
que nos parecem intuitivamente ébvias. Por exemplo, verificimos acima que

P(t) = A(t)P(t?). Se escrevermos esta identidade na forma




1
- -2)(1-B)A—t1)---

1 1
N (1—t><1—t3)(1—t5>---] [(1—t2>(1—t4>(1—t6)--- ’
ela parece-nos uma evidéncia — muito embora, a sua justificacio tivesse exigido
o célculo de alguns limites. No entanto, identidades como estas (e como outras!)
podem, muitas vezes, ser justificadas mais facilmente usando argumentos de con-
tagem que identifiquem os coeficientes das séries formais que estdo envolvidas.
Com efeito, observemos que a identidade anterior relaciona a sucessdo (p(n)) com
as sucessoes (an) e (c,) onde a, (resp., ¢,) é o nimero de todas as particdes de
n com todas as parcelas impares (resp., pares). Ela diz-nos simplesmente que a
primeira sucessdo ¢ a convolugao das outras duas. Para sermos rigorosos, aquela

identidade é equivalente a dizer que

n
p(n) = Zakcn—k
k=0

para todo o niimero natural n. Mas, esta tltima igualdade é muito facil de justi-
ficar com um argumento de contagem. Com efeito, cada particio de n decompde-se
em duas partes: a soma das parcelas impares e a soma das parcelas pares. Se a
primeira soma é igual a k (para k entre 0 e n), entdo a segunda soma tem de ser
igual a n — k. Basta entdo contar cada uma das partes: a primeira dd-nos ay
possibilidades, enquanto a segunda nos dé c,_, possibilidades. A igualdade pre-
tendida segue-se porque k pode tomar todos os valores entre 0 e n (eventualmente,

podemos ter ar = 0). /l

Exercicios

*1. Os NUMEROS DE FIBONACCI DE SEGUNDA ORDEM Jo, §1, 52, Fs3, ... sao defi-

nidos recorrentemente por §o =0, § = 1 e por
Sn = 8n-1+ Sn—2 + Fy, paran > 2.
Use fungdes geradoras para exprimir §, em funcido dos numeros de Fibonacci

usuais F, e Fy,41. [Sugestdo. Tenha em conta o exemplo 2 deste capitulo.]

*2. Use fungdes geradoras para calcular a soma

n
=3 Y BuFu- R,

m=11<kq,... .km<n
ki+-tkm=n

[Sugestio. Observe que S, é o coeficiente de t" na série formal F(t) + F(t)? +
F(t)3+--- onde F(t) = Y02 ) Fut"]

3. Seja P a “soma” de todas as maneiras de dividir poligonos (com qualquer Neste ezercicio, s6

nimero de lados) em tridngulos: consideramos poligonos

P=_+A+N: QL QB OO+ conuezos.
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O que € que isto quer

dizer?!

(A primeira parcela representa um poligono degenerado com apenas dois vérti-
ces; as outras parcelas mostram poligonos que foram divididos em triangulos; por
exemplo, o pentdgono pode ser dividido de cinco maneiras diferentes.) Dados dois
poligonos “triangularizados” A e B, represente por AAB o poligono que se obtém
“colando” a base de A ao lado esquerdo de A e “colando” a base de B ao lado

direito de A; por exemplo,
An_=-D.

(Pode ser necessério deformar um pouco os poligonos para que encaixem melhor.)
Observe que qualquer poligono dividido em tridngulos se obtém por este processo
e conclua que

P=__+PAP,

Agora, troque cada tridngulo pela indeterminada ¢t de modo a obter uma série
formal P(t) que satisfaz a equagio P(t) = 1 + tP(t)*>. Resolvendo esta equagao,
conte o numero a, de maneiras diferentes de dividir em tridngulos um poligono

com n lados.

*4. Seja a, o niumero de maneiras de decompor o nimero natural n como uma

soma de poténcias de 2, sem considerar a ordem das parcelas. Por convencdo,

pomos ag = 1. Seja b, = Z;::o ar a soma dos primeiros n termos desta sucessao.

(a) Faga uma tabela dos a,’s e dos by,’s até n = 10. Observe (sem provar) que
A2n = A2n+4+1 = by.

(b) Exprima a fungdo geradora A(t) = Y oo, axt™ como um produto infinito.

(c) Use a expressao da alinea anterior para provar o que observou na alinea

(a).




4.3. Funcgoes geradoras exponenciais

4.3.1. Material elementar

Por vezes, podemos deparar com uma sucessdo (a,) cuja fungdo geradora tem
propriedades bastantes complicadas, enquanto a sucessiao (%,L) tem uma fungdo
geradora bem mais simples. Quando isto acontece, é natural que gostemos mais de
trabalhar com esta nova sucessao (no final, basta multiplicar por n!). Este truque

funciona com tanta frequéncia que merece ser tratado de modo especial.

Dizemos que a série formal
= X n
A(t) = Z ana
n=0
é a FUNGAO GERADORA EXPONENCIAL que estd associada & sucessdo (a,). A
razao deste nome deve-se ao desenvolvimento em série de poténcias da funcdo
exponencial x +— e que o leitor deve conhecer bem: e® = 5 °° # z". Este de-

n=0

senvolvimento justifica, também, a notagdo e’ para a fungio geradora exponencial

| -

e N _ T it ce

e—-zn!t =L bbbt
n=0

que estd associada a sucessao (1,1,1,...); note que e’ é a fungdo geradora associada
a sucessao (#) Como é de esperar, a série formal e! chamamos a SERIE FORMAL
EXPONENCIAL.

A vantagem do uso das fungdes geradoras exponenciais fica ilustrada com o seguinte

exemplo (provavelmente o mais simples de todos).

Exemplo 1. Tentemos usar o método das fungdes geradoras para determinar a

sucessdo (an) que é definida por ap = 1 e por
a, =nap,—1, paran > 1.

O leitor sabe que (a,) tem que ser a sucessio dos “factoriais”: a,, = n!. Por isso,
sabe qual tem que ser o resultado final: a fung¢do geradora para aquela sucessao é
A(t) = 3.2, nlt™. No entanto, vamos pedir ao nosso leitor que tente esquecer tudo
isto... Como é usual, vamos considerar a funcao geradora A(t) = Y o ant™ que
estd associada a sucessdo (a,) e seguir todas as etapas que indicAmos na primeira
seccdo deste capitulo. A segunda etapa é ficil: seguindo o processo habitual,

obtemos a equagao

At) =1+ tA(t) + 12 napt" .
n=1

A série formal

o0

Z nant" ! = a; + 2ast + 3ast? + - - -

n=1
estd intimamente relacionada com a série formal A(t) = Y - ant". Ela é, por
definigdo, a SERIE FORMAL DERIVADA de A(t) e representamo-la por A’(t). Embora

esta definicdo seja puramente formal, as propriedades (algébricas) do operador de

O “chapéu” indica que

estamos na presenca da
funcéo geradora
ezponencial da sucessdo
(an), distinguindo-a da
funcao geradora usual
A(t) = 3520 ant™.

— Estd a brincar comigo!

Um método tao poderoso
como o das fungdes
geradoras deve conseguir
resolver aquela recorréncia

em duas ou trés linhas. ..
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derivagdo — que associa a A(t) a sua série derivada A’(t) — sdo andlogas as
que tdo bem conhecemos da Anélise Matemdtica. Por exemplo, sdo vélidas as
identidades: [A(t) + B(t)]' = A'(t) + B'(t), para a soma de séries formais, e
[A(t) - B(t)] = A'(t) - B(t) + A(t) - B'(t), para o produto de séries formais.

Com esta notagio, a equagao que obtivémos acima toma um aspecto diferencial:
At) = 1+ tA(t) + 2A'(2).

As coisas comecam a complicar. Agora temos que resolver uma “equagao diferen-

cial” no dominio das séries formais.

Vamos tentar outro processo. Consideremos a fungio geradora exponencial A\(t) =

o oanty que estd associada & sucessao (an). Para esta série formal, obtemos

A(t)-l-i—Znanl 1+Zan1

n=1

—1+tZan Y= 1)' 1+tzan '_1+tA(t).

Eureka! Esta equagdo é mesmo s1mples. Ela da—nos

~ 1 =

A) = —— = t"

n=0
e, agora, basta comparar coeficientes para concluir que
an =n!

para todo o nimero natural n. //

Repare que, neste primeiro exemplo, a férmula de recorréncia z,, = nz,_1 envolve
o coeficiente n e que a funcio geradora exponencial nos libertou desse coeficiente,
permitindo-nos obter uma equagao de aspecto realmente simples. Este é um dos
motivos por que pode ser mais eficiente usar fungdes geradoras exponenciais. Eis

mais um exemplo.

Exemplo 2. Determinemos a solugdo (dn) da férmula de recorréncia
Tp =nTp_1 + (—1)"
que esté sujeita & condigo inicial zo =1 (i.e., tal que do = 1).

Consideremos a fungio geradora exponencial D(t) = 50y dnt;. Temos

ﬁ(t):do-i-idnt —1+ann1 +Z( 1)"—
_Zdn Y e (1+Z )
_tZdn o +Z( 1)"

n=0

m ~ _
=t§0dnm+e t=tD(t) +et
n=




onde e~! é a série formal que resulta de e! substituindo t por —t. Por conseguinte,
obtemos a equagdo (1 — t)D(t) = e~ que é obviamente equivalente a

ot

1-t

Apelando a sinopse e usando a defini¢do da multiplicacido de séries formais, con-

)£

k=0

D(t) =

cluimos que

Bly=et 11 = (z

n=0
Por comparagao de coeficientes, vem

e, portanto,

para todo o numero natural n.

Incidentalmente, tendo em conta o exemplo 2 da secgao “O principio da inclu-

sdo/exclusao” (no primeiro capitulo), provdmos que d,, = nj onde, para qualquer Provdmos, também, que a
niimero natural n, nj é o nimero total dos desarranjos de n — recordemos que um sucessdo (nj) pode ser
desarranjo de n é uma permutagio do conjunto [n] = {1,2,...,n} que ndo deixa B e
. . . por 0j =1 e por
fixo nenhum elemento. Voltaremos a isto um pouco mais abaixo. // ni = n(n — 1) + (=1)"
Vamos a um terceiro exemplo. paran 2 1.
Exemplo 3. Seja (a,) a sucessdo definida recorrentemente por ap =0 e
ap =nap_1 +2"n!+n—1, paran > 1.
Pretende-se explicitar o termo geral a,,. Para isso, vamos considerar a funcao
geradora exponencial Z(t) = Yo an%. Seguindo o processo usual, ndo é dificil
obter
t MM+ (t—1) Yy — = —— + (t—1)€
)+ Z o = AW + o + (- 1)
n=0 n=0
Daqui vem (1 — t)A(t) = =57 + (t — 1)€?, ou seja,
~ 1 t—1)et il
A = p b —é.
(1—-1t)(1-2¢t) 1—1t (1—=1t)(1-2¢t)
Como
1 2 n+l;n n - n+1 n e T
(1—t)(1-—2t):1—2t —22 t Zt —Z 2 —1)t, Fracgées parciais e
n=0 sinopse!
vem :
At) = antl — — (27 —1) — = | t™
o=Set e EEFle -

Comparando coeficientes, concluimos que & = 2"*! — 1 — L ¢, portanto,

an = (2" = 1n! -1

para todo o niimero natural n. //




Recorde que a série

inversa € univocamente

determinada.

E possivel Jjustificar esta
igualdade
combinatorialmente (veja

o ezercicio 9 da sec¢do
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Falemos agora um pouco sobre a série formal exponencial e’. A nossa primeira
observagao é que, tendo coeficiente independente diferente de zero, e! é uma série
formal invertivel, o que significa que existe uma série formal A(t) = 3o k™
tal que e’ - A(t) = 1. Ora, a definigdo da multiplicacio de séries formais diz-nos

que a sucessao (a,) dos coeficientes de A(t) tem que satisfazer

L] 1, sen=0,
Fan—k =
k=0 """ 0, sen>1.
Sendo assim, agp = 1 e an = — (an—1 + 3an-2+ -+ Lap) sempre que n >

1. Obtemos, assim, uma relagao de recorréncia que podemos tentar resolver por
algum dos métodos ja discutidos. No entanto, vamos resolver esta questdo por
um processo menos directo (mas mais geral). Para isso, basta recordarmo-nos
das propriedades usuais da fungao exponencial. Por exemplo, todos sabemos que
e = e%¢? para quaisquer niimeros reais a e b. E, portanto, natural perguntarmos
se acontece algo semelhante quando consideramos séries formais. Analisemos o
caso mais simples: consideremos dois niimeros reais (arbitrarios) a e b e pensemos
no produto e® - e das séries formais e = 302 [ 211" e ebt = T2 U 4n que

se obtém de e’ substituindo ¢ por at e por bt, respectivamente. Ora, por definigdo

2

da multiplicagdo de séries formais, o n-ésimo coeficiente de e® - bt &

n a,k b"—k n n!akbn-—k 1 n m\ i 1 :
ZE("—k)!zzn!k!(n—k)!:HZ(k)ab =—(a+b)"
k=0 k=0

k=0

Este é precisamente o coeficiente de t" na série formal e(*+?)t, Por conseguinte,

temos de facto
eat . ebt — e(a+b)t~

Fazendo a =1 e b = —1, obtemos

o que significa que e~! tem que ser a série inversa de et. (De facto, concluimos

mais: a solucdo da relagdo de recorréncia indicada acima é a sucessio de termo

geral a, = K_—lﬁ.)

n!

Voltemos agora a considerar desarranjos de um nimero natural.

Exemplo 4. No exemplo 2 da quinta secgio do primeiro capitulo, usdmos o

principio da inclusao/exclusdo para provar que

para todo o nimero natural n. Por outro lado, no exemplo 19 da seccio “Vinte
e trés somas” (no segundo capitulo), usimos uma relacio de inversio para provar
que
2 In
nl= Z ki
k
k=0
para todo o nimero natural n. Aqui, vamos usar fun¢des geradoras exponenciais




para deduzir esta mesma igualdade.

~ . ~ . n
No exemplo 2 desta secc@o, vimos que a funcio geradora exponencial Zf:o "i:TH

que estd associada a sucessdo (nj), é

~ e
D(t) = ;
B =17
Consequentemente,
1 ~
—— = D(t)e
T3 = D(t)e

(porque €' é a série formal inversa de e~t) e, portanto,

o0 . © N O ¢n B = LI 1 n
5= (505) (55)-E Edetm)

Comparando coeficientes, obtemos

n n n
ki 1 1 n! 1 n
PR L1 W @,
I (n —k)! ! I(n —k)! !
= K (n—k)! n! =~ kl(n — k)! nl &= \k
donde resulta imediatamente
n
n
F e :
=3 ( k) ki
k=0
para todo o niimero natural n. //

Consideremos agora duas séries formais exponenciais A(t) = el an% e B(t) =
¥ i bntn—"!. Tratando-se de séries formais, podemos considerar a soma A(t) + B(t)
e o produto A(t) - B(t). Para a soma, temos

X(t)+§(t)=i(92+b—">t"=i(an+bn)ﬂ

n!  n! n!
n=0 n=0

e, portanto, Z(t) + B(t) ¢ a fungio geradora exponencial da sucessdo (an + bp).

v

Por outro lado, o n-ésimo coeficiente da série formal A(t) - B(t) é
" a b 1 < (n
k n—k
—_ = = by
K (n—k) D (k)“’“ nok
k=0 k=0

e, portanto, f’l\(t) .B (t) é a fungdo geradora exponencial da sucessdo que tem termo
geral igual a

n
Z (n) akbn—;
k=0 k
a esta sucessdo chamamos a CONVOLUGAO BINOMIAL das sucessdes (a,) e (b,). Por
exemplo, a convolugado binomial da sucessao (1,1, 1,...) por si prépria é a sucessiao
de termo geral 3 ;_, (¥) = 2", o que corresponde & identidade et - et = e que
provamos antes. Outra convolugdo binomial apareceu-nos no exemplo anterior:
a sucessdo (n!) é a convolugdo binomial das sucessdes (1,1,1,1,1,...) e (nj) —
isto é assim por causa da identidade n! = Y} _ (:) (n — k)j; note que, pelo que
acabamos de observar (e tendo em conta o exemplo 2), esta convolucdo binomial

1

corresponde & igualdade e‘ﬁ(t) = 73

sobre o principio da
inclusdo/ezclusdo).
Usando fungées geradoras
ezponenciais, podemos
andar para trds e deduzir

a primeira igualdade.

“Libertamo-nos” das
sucessoes (an) e (bn) e,
por 1550, ndo usamos o

nome “funcdo geradora”.
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Os nimeros de Bernoulli

apareceram, pela primeira
vez, no ezemplo 4 da
primeira sec¢ao do

terceiro capitulo.

Vimos, no dito ezemplo 4,

que By = —%.
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Convolugdes binomiais aparecem com bastante frequéncia. Elas permitem-nos
justificar de uma maneira muito rapida as relagdes de inversdo que referimos acima

e que estudamos no exemplo 19 da secgdo “Vinte e trés somas”.

Exemplo 5 (as relagoes de inversao). Sejam dadas duas sucessoes de nime-
ros reais, (x,) e (y,), e suponhamos que
n
n k
2= ()0 n
k=0
para todo o nimero natural n. Demonstremos que
n
n
m=Y (1) D'
k=0
para todo o nimero natural n.

Ora, a hipdtese diz-nos que a sucessdo (z,) é a convolucdo binomial das sucessoes

((=1)"y,) e (1,1,1,1,1,...), o que é equivalente a dizer que

iz i —eti(—l)” "

= "n! = Yn 0

Daqui resulta que
S i — " = "\ (o= t"
Z(—l)"ynm =g Z Tn 3 = (Z(-l)"m> (Z Enm)
n=0 n=0 n=0 n=0

e, portanto, a sucessdo ((—1)"y,) é a convolugdo binomial das sucessdes ((—1)™)

e (z,). Em conclusao:

D' =3 (7) 04z

k=0
para todo o nimero natural n. A férmula desejada segue-se desta ultima multi-

plicando por (—1)" e fazendo mudanga de variavel. //
Eis mais um exemplo de convolugdes binomiais:

Exemplo 6 (de novo os niimeros de Bernoulli). Recordemos que os niime-

ros de Bernoulli By, By, Bs, ..., sao definidos pelas igualdades
= 1 1, sen=0,
k=0 k 0 sen>1.

Também justificimos a igualdade:
n
B, = kgo <Z> Bk
sempre que n > 2. Deste modo, para n > 2, a sucessdo (B,) coincide com a
convolugdo binomial das sucessdes (Bp) e (1,1,1,...): os dois primeiros termos
desta convolucdo binomial sio (8)B0 =By=1e ((l))Bo + (i)Bl = By+ B, =
1+ B; = % Sendo assim, se considerarmos a série formal (exponencial)

2, tn
B(t) = ZBnH

n=0




(que nao é mais do que a fungdo geradora exponencial da sucessio dos nimeros

de Bernoulli), concluimos que

E(t>'et=2_%<2 (Z)Bk>%‘30+(1+Bl)t+zB —n

k=0 n=2
oo t" .
=t+Bo+B1t+ZBnm =t+ B(t)
n=2
e, portanto,
~ t
(*) B(t) = 5

entendendo-se esta igualdade com o significado de que ;,tj é a (lnica!) série
formal que satisfaz ﬁ(t) - (et = 1) = t. A forma “fechada” (%) vai ser usada num

exemplo adiante. //

As fungdes geradoras exponenciais podem ser realmente titeis para resolver alguns
problemas que envolvam coeficientes binomiais. Isso é meio caminho andado para
estarmos perante uma convolucao binomial (e, portanto, perante o produto de duas
fungdes geradoras exponenciais). Como ilustragéo, no exemplo que se segue vamos
calcular uma soma onde ocorrem coeficientes binomiais, desarranjos e niimeros de

Fibonacci.

Exemplo 7. Usemos fun¢des geradoras exponenciais para calcular a soma

n

3 (Z) (kFi_y — F)(n — k)i

k=0

STL

onde n é qualquer nimero natural e onde (F},) ¢ a sucessdo de Fibonacci. Para
facilitar a escrita, pusémos F_; = Fy = 0 (note que F_; aparece na parcela cor-

respondente a k = 0).

Trata-se de calcular a convolugdo binomial entre a sucessio (nF,_; — Fy,) e a
sucessdo (nj). Por conseguinte, S, é o coeficiente de —‘1% no produto S(t) = A\(t)l/j(t)

onde

A =3 mFs - RS e Doy=Y m
n=0

n=0

No segundo exemplo desta sec¢ao, vimos que ﬁ(t) = f:_l Por outro lado,

A(t) = ZnF 1——ZF— ZFM ZF
—tZF——ZF =(t-1)F(@)

onde ﬁ‘(t) =Yy an ¢é a funcdo geradora exponencial que estd associada a

sucessdao de Fibonacci — note que Fy = 0. Segue-se que

S(t) = A(t)D(t) = (t — 1)F(t) - =—F(t)e t.

Recorde a defini¢ao do

quociente de duas séries

formais.
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Daqui resulta, por comparagao de coeficientes (e por definicdo de convolugio bi-

nomial), que

Sp=- go (Z) Fi(-1)** = go (z) (=1

para todo o nimero natural n. No entanto, este resultado pode ser melhorado.

Usando a férmula de Binet : F,, = % (<I>” - 5"), obtemos

~ 1 (&t =, t” 1 =
F(t)=%(;}¢ a_z_%q, m) =%(e¢‘t_etbt).

Sendo assim,

S = _% (equ _ e&;t) et = _% (e(cb—l)t _ e(@—l)t) '

Como & — 1 = —& (logo, 3 — 1= —®), deduzimos que

. 1 A
S(t)=-—— (e_q’t - e_d’t)
5
S o (A )
5 = n! = "n!

e, portanto,
Sy = —(-1)"F, = (-1)"*'F,
para todo o nimero natural n. //

Algumas relagdes de recorréncia também podem envolver convolugbes binomiais.

Eis um primeiro exemplo (outros exemplos vao aparecer na sec¢ao seguinte).

Exemplo 8. Determinemos a solugao (a,) da férmula de recorréncia
n—-1 il
T, =2"71(2" - 1) - x
Iy ( k) .
k=0
que esta sujeita & condigdo inicial zo = § (deste modo, temos ap = 3).

. ~ . - n ’ .
Consideremos a funcao geradora exponencial A(t) = Y oo, anfl—, que estd associada

a sucessdo (a,). Efectuando os calculos usuais, deduzimos que

N (o] mn 1 o] . m (o] n—1 » n
A(t)=a0+2anm=§+22 (2 _I)H‘Z Z(k)ak =

k=0




1 1 ~ pe
=gz+3 e® (e —1) — A(t)e! + A(t).

Sendo assim, obtemos A(t)e! = 3 + s (e* — 1) e daqui, multiplicando pela

inversa e~ de e, vem

Lt (e —-1)=zet+

5 (e3t _ et) e %_ (e—t + 3t — et) )

’

b At) = §e +
Em conclusao,

1t 1 £

Zanm - 52[(—1)%3"—1]5

n=0
e, portanto,

1
n =3 (=)™ + 3™ —1]

para todo o nimero natural n. //

4.3.2. Trés exemplos mais dificeis

Nesta seccdo, vamos continuar a aplicar fungdes geradoras exponenciais para re-
solver mais algumas recorréncias. No primeiro exemplo, consideramos uma férmula
de recorréncia que, tal como no exemplo que fechou a sec¢do anterior, envolve uma

convolucao binomial.

Exemplo 9. Determinemos, de uma forma explicita, o termo geral da sucessao

(an) que é definida por ap =0,a; =1e

n
n 5 .
ap = —2nap_1 + Z (k) axQn—k, paran > 2. Faz sentido, ndo faz?
k=0

Pondo A(t) = Y2, ant;, deduzimos que

~ o0 n o
Aty =t — QZnan_lm +> (
n=2 :

n=2 \k=0
o0 tn—l o0 n n tn
=t—2tzan_1m+z Z(k>akan—k ‘7;7
n=2 n=0 \k=0

o0 n = Ao =
=t-2t) anfn—, + A(t)? =t — 2tA(t) + A(t)?
n=1 :

usando, na penultima igualdade, a defini¢do de convolug¢do binomial. Sendo assim,

obtemos a equagado quadratica
At)? — (1 +2t)A(t) +t = 0.

Resolvendo esta equagio (em ordem a A(t)), vem

= 2 _
At) = Shk L él+2t) & =%(1+2t:t \/1+4t2)

onde o sinal vai ser determinado pelo coeficiente independente ag = 0. Substi-
tuindo ¢ por 4¢% na identidade I+t = Yoo (*/?)t", obtemos

(1N o
V1442 = Z . hen,
n=0
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Naio esqueca que A(t) é
uma fungao geradora
ezponencial. Dat, os

factoriais!

Note que o somatdrio estd
indexado em m e ndo em

n.
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n—1
Atendendo a que (/%) = 1 eaque (*/?)4" = 2" (2(v=1) bara todo o ntimero
natural n > 1 (veja os cdlculos que fizémos no exemplo 3 da segunda secgdo deste

capitulo), concluimos que

\/mzuzi(__l)f_l(?("*l))tzn

— n n—1
e, portanto,
s 1 = (=1)"! (2(n - 1)
Aty == [1+2tx |14+2) —— I
®) 2 + i n;l n n—1 )

Como ag = 0, tem que ser o sinal —:

Y | = (=)t f2(n — 1)\
At) = = — S S n
(t)=75|1+2t <1+2Z = (n_l t

L n=1
[e )
_ (D" (2(n = 1) 2
=t+) e
n=1
Por comparagao de coeficientes, concluimos que

Qsp = (=1)"(2n)! (2(n i 1))

n n—1

aanr1 =0 e

para todo o numero natural n > 1.

Se nos recordarmos dos niimeros de Catalan C, = nL_H(Qn“), podemos escrever
asn, = (—1)"*(2n)!C,,—1 para todo o nimero natural n > 1. //

De seguida, vamos usar fung¢oes geradoras exponenciais para (mais uma vez!) ten-
tarmos calcular uma soma que j& conhecemos bem (e que, nos segundo e terceiro

capitulos, nos deu grandes dores de cabega).

Exemplo 10 (uma série de somas). O leitor deve recordar-se de termos con-
siderado no exemplo 15 (da secgdo “Vinte e trés somas” do segundo capitulo)
e no exemplo 4 (da sec¢do “Relagoes de recorréncia” do terceiro capitulo), para

quaisquer niimeros naturais n e m com n > 1, a soma
n
Si(m) = E i =1" 42"+ ™,
i=1

Vamos fazer mais uma tentativa para calcular esta soma. Fixemos o nimero

natural n e consideremos a funcao geradora exponencial
. t2 0 m
5(t) = 5n(0) + Sn(D)t + Sn(2) g7 + -+ = Zosn(m);n—!.
m=

Usando a definicdo de S,,(m) e “trocando os somatoérios”, obtemos
)

= -m g mb
s0-3 () B o3 St
m=0 \i=1 i=1 m=0
Mas, >, i’"fnl! =J L‘%n),: = e't, logo
n
S(t) :Ze“ =t +e?t 4. 4™
i=1 ‘
¢

=g (1+et+~--+e("'1)‘) :e‘-e" =a
et —1




— usando a identidade (formal) (1 4+ z + -+ 2" !)(z — 1) = 2" — 1 na qual

substituimos z por et.

Agora, parece estarmos no bom caminho: sé precisamos de descobrir os coeficientes
da fungao geradora £ e, = L (que parece relativamente simples). Para isso, voltamos

atras (ao exemplo 6) e “repescamos” a fungao geradora exponencial

= _ " t
(®) B(t)=) Bn—=——7
m=0
que estd associada a sucessdo dos nimeros de Bernoulli. Deduzimos que

- ei ent = = £ ront
() ) = (et - 1) _ B()e (te 1)

t+ B(t)) (e - 1) Ble) (ent — 1
_( 2 ey ¢ OG-
— para a terceira igualdade, note que B(t)et =t + B(t). Como e™ —1 =
) Jual nmﬂ, temos

o0
=2 i

=1 m=

o0 o0

m—1 m m+1 sm
t omt1_t n t
0

—!z

(m+1)!  —m+lml

Por conseguinte, o coeficiente de * m no produto B(t) - e"tT_l é

> (1) BB
- 1 )i+ 1

Em conclusao:

logo (por comparagao de coeficientes) S,(0) =n e Sn(0) =n?l..

para todo o nimero natural m > 1.

171-14-1 (T—;—i—ll) ) IOgO

m i+1 m
m\ n 1 m+1\
Bm—i=) —— )
Z(i)i+1 @ Zm+1(i+1>n

i=0

Pela férmula da extracgdo, temos -+ () =

i B <m+1
i

niBm_i+1.
m+1 & )

Daqui sai a férmula que ja encontrdmos no referido exemplo 4 da sec¢do “Relagoes

de recorréncia” (no terceiro capl'tulo):

Sp(m) =n™ t—— 31 mZH < > _ipgn

para todos os nimeros naturais m e n com n > 0 — aqui, B}, = By, sempre que
r 1

Claro!
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Isto recorda-me a le:

telescdpica.
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Para terminar este exemplo, digamos que a férmula para S,(m) se torna mais

atractiva introduzindo o m-ésimo POLINOMIO DE BERNOULLI:
m
m m m m
Bm(.’L‘) = kX_; (k)Bm—kl'k = <0>Bm + (1>Bm_1.’L‘ + s <m>Bo(L‘m;
note que este polinémio é ménico (i.e., tem coeficiente director igual a 1) e que,
além disso, B;,,(0) = By, e Bo(z) = By = 1. Temos o seguinte

o) Sn(m) = —

=y (Bm+1(n) — Bm+1(0)) +n™.

Eis a razdo: a sucessdo dos polinémios de Bernoulli (B,,(z)) ndo é mais do que
a convolugdo binomial das sucessoes (B,,) e (z™) e, portanto, a func¢io geradora
exponencial para a sucessdo (B, (z)) é:
=~ - i N S
B(t,z) =} Bn(z)— = (Z Bm;l—!> : (Z xm%)
m=0 m=0 m=0

_n zt __ t zt _ t-e*
=B =g =T
Daqui resulta que

tent te®t  t(e™ —1)
et—1 et—1  et—1

= B(t) (e" - 1) = t5(t) + t (1 — ™)

B(t,n) — B(t,0) =

usando a equagdo (4) (na peniltima igualdade) e a equagdo (i) (na iltima igual-
dade). Ora,

~ o m % tm—l
tS(t) = tmz;oSn(m)m L tn; Sp(m — 1)(m___1)_!
00 gm 0o im
= n —_ —_— -— 1)—
mgs (m 1)(m_1)! mz=1m5n(m )
enquanto
o0 gm [eS] gm+1
nt\ _ m . m
t(1-e )_t<1_mz:;0n o) ==L
e tm 00 tm
N m-—1 g m—1"
=t Zn —(m—l)!_t Z_mn e
m=1 m=1
Logo,
~ ~ & tm
B(t,n) — B(t,0) =t + Z m (Sp(m — 1) —n™=1) e
m=1
oo tm

=nt+ m (Sp(m — 1) —n™1)

—
— m: i

Por outro lado, usando a defini¢ao de B (t,z) deduzimos que
. = oo tm el tm 0 tm
B(t,n) = B(t,0)= ) Bn(n); = 3~ Bn(0)5 = 3 (Bun(n) = Bn(0) —
m=0 m=0 m=0
logo, por comparagdo de coeficientes

B (n) = Bp(0) = m (Sp(m — 1) —n™"1)




para todo o numero natural m > 2. Esta equagdo é obviamente equivalente a

(bbt)- 1l

Finalmente, vamos encerrar esta sec¢do com um exemplo onde voltamos a consi-

derar um problema de percursos. Agora, vamos fazer uma variante ao problema
anterior e obter uma relagdo de recorréncia que pode ser resolvida (de maneira

relativamente simples) usando fungoes geradoras exponenciais.

Exemplo 11 (um novo problema de percursos). Sejam dados os n pontos,
que (para simplificar) numeramos de 1 a n, e suponhamos que, para n > 2, esses
pontos sdo os vértices de um poligono com n lados. Pretende-se contar o niimero
a, de todas as maneiras distintas de tracar arestas (entendemos que uma aresta é
um segmento de recta ligando qualquer par de pontos) de acordo com as seguintes

restrigoes:

e qualquer par de pontos tem de estar ligado por um caminho (i.e., por uma
sequéncia de arestas consecutivas);

e ndo podem existir circuitos fechados (i.e., caminhos comegando e termi-
nando no mesmo ponto) — no entanto, duas arestas podem intersectar-se

desde que o ponto de intersecio seja distinto dos n pontos dados.

Vamos convencionar que a; = 1. Dados dois pontos, é claro que existe uma sé
maneira de tracar uma aresta entre eles (as condigbes impostas ndo interessam

para este caso); logo, a; = 1. Quanto a as, temos as trés possibilidades seguintes

N N

Logo, a3 = 3. Para n = 4, temos as 16 possibilidades que aqui vao listadas:

X Z X

Logo, a4 = 16.

Como atacar o caso geral? Se seguirmos a ideia do problema que considerdmos
antes, podemos tentar separar um dos vértices e investigar de que forma podemos
agrupar os “blocos” resultantes quando ignoramos todas as arestas que unem esse

vértice especial a algum dos outros. Se estes blocos tém tamanhos ki,... ,kmn,

E mesmo relativo!

Cada vértice pode

representar uma cidade.

Cada aresta pode
representar uma estrada

entre duas cidades.

Eziste uma estrada
ligando quaisquer duas

cidades. . .

Construimos viadutos
para evitar

cruzamentos. . .

Lembre-se que um bloco é
formado por todos os
pontos que estao unidos

entre si por algum

caminho. 271
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podemos uni-los ao nosso vértice especial de kiks - - - k,, maneiras diferentes — a
justificag@o é exactamente a mesma que no problema que considerdmos no exem-
plo 4 da segunda secgdo deste capitulo. Por exemplo, quando n = 4, podemos
considerar o vértice na extremidade inferior esquerda como sendo o nosso vértice
especial. Pelo processo descrito, na listagem anterior apagamos todas as arestas

que “saem” deste vértice obtendo as configuragoes seguintes:

S NN

N e

Estas configuracoes podem ser divididas em grupos. No primeiro grupo, colocamos

NN

que correspondem a obtermos um bloco com trés pontos. No segundo grupo,

as configuragoes

colocamos as configuragoes

L] L] *r-—e

que correspondem a todas as situagdes em que obtemos um bloco com dois pontos e

um bloco com um ponto. Finalmente, no terceiro grupo, colocamos a configuracao

que corresponde a obtermos trés blocos com um ponto cada. Agora, no primeiro
grupo, temos az = 3 maneiras de tragar arestas entre os trés vértices do bloco
e temos 3 maneiras diferentes de tragar uma aresta que ligue o vértice isolado a
algum dos vértices que sobram (e que constituem o bloco); em conclusio, este
grupo da origem a 3az = 9 configuragoes distintas. Quanto ao segﬁndo grupo,
temos 3 = (}) maneiras diferentes de escolher dois vértices de entre trés, logo
temos 3 maneiras de formar um bloco com dois vértices e um bloco com um
vértice; no bloco com dois vértices, temos s6 a; = 1 maneira de tracar as arestas
pretendidas; e, no bloco com um vértice, temos a; = 1 maneiras de tracar essa

aresta (é a conven¢do: nao tragar arestas é o mesmo do que tragar uma aresta);



finalmente, temos 2 escolhas para unir (por meio de uma aresta) o vértice que
isoldmos a algum dos dois vértices do bloco maior, enquanto (pelas condicdes
impostas) esse vértice tem, necessariamente, que ser ligado ao terceiro vértice;
em conclusdo, obtemos (3)as - a; - 2 = 6 configuracdes distintas. Finalmente, a
configuragdo do tltimo grupo da origem a uma sé configuragao porque o vértice
isolado tem, necessariamente, que estar ligado a todos os outros vértices. Ao todo,
obtemos ay = 94 6 + 1 = 16 configuragdes distintas. Esta contagem bate certo!

No entanto, ndo é ainda clara a férmula de recorréncia. . .

Tentemos seguir esta linha de raciocinio para n > 2 vértices. Isolemos um destes
vértices e agrupemos os restantes em blocos: podemos ter, ou um, ou dois, ..., ou
n — 1 blocos. Suponhamos que temos m blocos ( com 1 < m < n—1) de tamanhos
ki, ..., km (o tamanho de um bloco é o nimero de vértices que estdo nesse bloco).
Ora, existem aj, maneiras de ligar os k; vértices do primeiro bloco; existem a,
maneiras de ligar os ks vértices do segundo bloco; e assim sucessivamente... Ao

todo, temos ag,ag, - - - ay,, maneiras diferentes de ligar os vértices dos m blocos

individuais. Agora, o vértice que isoldmos tem que ser ligado a um (e a um
s6) dos vértices de cada um dos m blocos e estas m ligacoes podem ser feitas
de kiks - - - k;, maneiras diferentes (trata-se do niimero de maneiras diferentes de
escolher m vértices, um em cada bloco). Em concluséo, tendo fixado m blocos de

tamanhos ki, ..., kn, contdmos

(k1k2 °F 'km)(akxakz oo ’akm)

configuragoes diferentes. Contemos agora o nimero de blocos deste tipo. Sabemos

(do primeiro capitulo) que o nimero de maneiras de distribuir n — 1 vértices

(diferentes) por m blocos (também diferentes), de tamanhos ki, ko, ..., kn, é
dado pelo coeficiente multinomial ( kxj.lf,lkm) = k{%‘% No entanto, nio interessa
a ordem dos tamanhos k, ... , k. Por isso, temos que dividir por m! e, portanto,
contamos %(klff,lkm) maneiras de agrupar os n — 1 vértices em m blocos de
tamanhos ki, ..., kn. E, em todos estes blocos, temos

Y R

configuragdes diferentes. Considerando ainda m blocos, os seus tamanhos k;, ko,
., km podem variar (o tamanho minimo é 1 e o tamanho maximo é n — m) mas

estdo sujeitos a condicdo k; + k2 + - - - + k;, = n— 1. Por conseguinte, com m fixo,

1 n—1
Z lﬁ(kh.. km)(klmkm)(aklmak’")

1<k1,e. km <n— o
kit tkm=n—1

obtemos

configuragoes diferentes (provenientes de m blocos). Finalmente, como o nimero

de blocos varia entre 1 e n — 1, concluimos que

n—1
1 n—1
CED VD SR { PR [CER S ORI

m=11<ky,... ,k;m<n—1
k14 tkm=n—1




Um ponto subtil!

Lembre-se da discussao
sobre limites que fizémos
no final da sequnda seccao
deste capitulo e note que
B(t) tem coeficiente

independente igual a zero.

1 ( n-—1 )
— E — (kl"'km)(ak "'akm)-
m! L ki,... . km A

P

Por exemplo, ag = 3as + 6asa; + a1® e as = 4aq + 12aza; + 12a2% + 12a2a,2 + a1 %.

A férmula de recorréncia que obtivémos é verdadeiramente aterradora! No entanto,
o susto inicial ¢ ilusério: prestando um pouco mais de ateng¢io, conseguimos des-
cobrir naquela férmula algumas convolugdes. Com efeito, usando a defini¢cdo do

coeficiente multinomial e reorganizando os produtos, obtemos

=Y X e O ka)an o)

1 klak kmak
brfp—TH Y = £, .. m
i~ 1) Zk ky! Fo!

Por conseguinte, considerando a sucessao (b,,) de termo geral b, = na,, podemos
reescrever aquela expressio na forma
-1
bn ~— 1 b, bk,
D D MR-
m! ! !
2 m=1 1<ki,... ,km<n—1 UL
Eit-tkm=n—1
e, portanto,
hos oy kb
1 [ k! [
n! m! ! !
m=1""" 1<ky,.. km<n—1 1 km
kx+stkm=n—1
para todo o nimero natural n > 2.

Consideremos agora a fungio geradora exponencial §(t) = i bn%. Entao, a

> by | Bk

kq! km!
1<ky,... km<n—1 m
Kyt km=n—1

soma

é o coeficiente de t"~! na série formal B(t)™. Sendo assim, %,L é o coeficiente de

t"~1 na série formal
oo 1 A "
> = Bt)r =eP®
n!
n=0

e, portanto, %‘,L é o coeficiente de " na série formal teB®. Em conclusio, B(t) e

teB® tém os mesmos coeficientes, logo

B(t) = teB®.

A primeira vista, esta equagao é muito mais agradavel e pode, eventualmente, abrir
algumas perspectivas de progresso! Convém salientar “eventualmente” porque a
resolucdo daquela equacdo ndo é tdo simples como parece... No entanto, pode

provar-se que a série formal

g(t) — i Mtn




satisfaz a equacao
(%) E(t) = e,

Deste modo, temos t£(t) = tet¢(V) e, portanto,

o0 (oo}
~ (n + 1)”—1 nn—2
B(t) =t&(t) = gl = — "
®=t0=>, =, 2 oy
n=0 n=1
Concluindo: a resposta ao nosso problema é
bn by nn—2
L _ n _ _ 1t an=2
an = — =(n 1).n!—(n 1)'(71—1)!-”
para qualquer nimero natural n > 1. //

Houve uma passagem que deixdmos em claro na conclusio deste exemplo. Foi a
seguinte: sabendo que B(t) e t&(t) sio solugdes da mesma equagdo X (t) = teX(®)
onde X (t) = Y77 x,t" é uma série formal (com zo = 0), o que garante que
B(t) e t€ (t) sdo iguais? Eis uma justificagio: a equagio X (t) = teX® leva, por

comparacdo de coeficientes, as equacdes

n
1
Tnt+1 = E ml Z Thy " Thms

m=0 """ 1<ki,...,km<n
k1t dkm=n

uma para cada niimero natural n. Obtemos assim uma férmula de recorréncia que
¢ satisfeita, tanto pela sucessdo dos coeficientes de B(t), como pela sucessio dos
coeficientes de £(t). Sendo assim, para que estas duas sucessdes coincidam, basta

que satisfacam a mesma condigéo inicial — o que, de facto, acontece.

4.3.3. A contagem final

Esta seccao pode ser considerada como um anexo & sec¢io anterior. O nosso

objectivo aqui é demonstrar a igualdade (%), i.e., provar que £(t) = e!*®) onde
n—1

8 = Ty L”—ﬁll)!—t“. Para isso, um tanto ou quanto surpreedentemente,

vamos comegar por resolver o problema seguinte.

Problema. Quantas sequéncias (ay,... ,as,) de +1’s e —1’s satisfazem as condi-
goes ay +az +---+ay, =0ea; +ay +---+ar > 0 para qualquer 1 < k < 2n?

Resolugdo. Notemos que cada um dos nimeros +1 e —1 tem de aparecer n
vezes na sequéncia. Notemos também que a; = 1. A resposta ao problema nio
¢ complicada usando um pequeno artificio. Voltemos ao problema de colocar
paréntesis na expressao Zo - T - 2 - ... - . Aqui, temos n multiplicacdes e,
portanto, precisamos de colocar n — 1 pares de paréntesis. Vamos colocar mais um
par em volta de toda a expressdo de modo a ficarmos com n pares de paréntesis.
Agora, construimos uma sequéncia (ai, ... , as,) da forma seguinte: trocamos cada
paréntesis “(” por +1 e cada simbolo “” por —1; além disso, omitimos as varidveis
To,ZT1,... ,Ts (OU, se quiser, substituimo-las por virgulas) e todos os paréntesis “)”.
Esta sequéncia estéd nas condicdes pretendidas e a correspondéncia que obtemos é

biunivoca. Ei-la para n = 3:

A justificagdo desta

igualdade € dificil e vai
ser provada na sec¢cdo que
se seque usando técnicas
combinatoriais que
(pensamos nds!) vao

surpreender o nosso leitor.

10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2,

1... zero!l!

Verifique!




Cs3 = %(g) =5, como

vimos.
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(+1,+1,+1,-1,-1,-1)
(+1,+1,-1,+1,-1,-1)
(+1,+1,-1,-1,+1,-1)
(+1,-1,+1,-1,+1,-1)
(+1,-1,+1,+1,-1,-1)

((zo - 21) - (72 - 23

) —
) —
) —
) —
) —

)
(w0 - (21 - (w2 - x3))
)

(zo - ((z1 - 22) - 73

De acordo com o exemplo 3 da sec¢ao “Material avangado” deste capitulo, a re-

sposta ao nosso problema é o n-ésimo niumero de Catalan
1 2n
Cn= .
n+1\n

Eis uma reformulagdo do problema anterior:

Problema reformulado. Quantas sequéncias (ag,ai,... ,as,) de +1’s e —1’s
satisfazem as condigoes ag +a; +as+---+ay, =leap+a; +ax+---+ar >0

para qualquer 0 < k < 2n?

E claro que as sequéncias que queremos sao exactamente todas as sequéncias do
problema anterior com o elemento adicional ag = +1. Portanto. .. nada de novo!

A resposta é: C,,.

No entanto, esta nova versdo permite-nos fazer uma contagem relativamente sim-

ples usando uma observagao extraordindria feita por George Raney em 1959:

Lema de Raney. Se (ai,...,a,) € qualquer sequéncia de nimeros inteiros sa-

tisfazendo a; +as+- - -+a,, = 1, entdo exactamente um dos deslocamentos ciclicos

(al,ag,... ,am), (a2,... ,am,al), ,(am,al,... ,am_l)

tem todas as somas parciais positivas.

Por defini¢do, as SOMAS PARCIAIS de uma sequéncia (by,...,b,) sdo as somas
by +---+ by paral <k <m.

Demonstracao. A demonstragao deste resultado é bastante simples. A ideia é

“estender periodicamente” a sequéncia (ai,... ,a,) para obter a sucessdo
(01,0/2,-- cy0m,01,02,... ,0m,m,01,02,.. )
Dito de outro modo, vamos considerar a sucessao x, s, T3, ... €M qUe Tyt = Gk

para todo 1 < k < m e todo o nimero natural . Diagramaticamente,

Ty T2 - Tm Tm4l Tm42 0 T2m T2m41l  T2m42

a a2 -+ Qnmy ax az o Om ay az
Com esta notagdo, é claro que os deslocamentos ciclicos de ay,...,a,, sdo as
sequéncias (Tg+1,-.. ,Tk+m) para 1l <k <m.




Consideremos, também, a sucessdo si, so,53,... das somas parciais da sucessdo
(zn); por definigao,

Sp =Ty +Ta+ -+ Ty

para todo o nimero natural n > 1. E claro que, para quaisquer nimeros naturais

kencom1l<k<n,setem
Sp — Sk = Tpy1 + -+ Tp.

Em particular, as somas parciais de uma sequéncia (Zg41,... ,Zrrm) S0 as dife-

rengas Sg4; — Sk para 1 <4 < m. Notemos ainda que
Sktm — Sk = Th41 + -+ Thgm =1

uma vez que (ZTg41,-.. ,Tk+m) € um deslocamento ciclico de (ai,...,an) e a; +
-+ am = 1 (por hipétese). Por conseguinte, symir = sk + t para quaisquer

numeros naturais t e k com 1 < k < m.

Agora, seja ko o maior dos indices 1 < k < m para os quais a soma s é minima.
Dado que Sgg+m = Sk, + 1, podemos também garantir que kp é o maior nimero
‘natural n para o qual a soma s, é minima. Sendo assim, si, < s, para qualquer
nimero natural n com n > ko. Em particular, sg,+; — sg, > 0 para todo 1 <
¢ < m e, portanto, a sequéncia (Try4+1,-..,Tky+m) tem todas as somas parciais
positivas. Deste modo, descobrimos um deslocamento ciclico de (ay,... ,a;,) com
a propriedade pretendida. Para justificarmos a sua unicidade, consideremos outro
deslocamento ciclico (g41,... ,Tp+m) com 1 < k <mek # ko. Se k < ko, temos
Sko < 8k (por escolha de ko), logo sk, — sk < 0 e, portanto, (Tg41,... ,Them) tem,
pelo menos, a soma parcial sg, — s que nao é positiva. Por outro lado, se kg < k,
temos s, < sj e, portanto, como k < ko +m < k +m e como Sggqm = 1 + Sk,
concluimos que Sky4m —Sx = 1+ 8k, — Sk < 0. Sendo assim, neste caso, a sequéncia

(Tk+1,--. ,Tk+m) tem, pelo menos, a soma parcial Sko+m — Sk que nao é positiva.
A demonstragdo esta completa. O

Com a ajuda do lema de Raney, podemos contar (sem dificuldade e sem recurso
a qualquer técnica especial) todas as sequéncias (ag,ay, ... ,as,) de +1’s e —1’s
cujas somas parciais sdo todas positivas (em particular, a soma total tem que ser
+1).

Nova resolugdo do problema reformulado. Uma contagem bdésica diz-nos
que existem exactamente (2":1) sequéncias de +1’s e —1’s nas quais +1 ocorre
n+1 vezes e —1 ocorre n vezes: basta escolher n componentes para colocar os —1’s.
Estas sequéncias podem ser separadas em classes de modo a que duas sequéncias
estdo na mesma classe se (e somente se) uma for um deslocamento ciclico da outra.

Ora, cada sequéncia de comprimento 2n+1 tem exactamente 2n+ 1 deslocamentos

1 (2n+1
2n+1 n

cada classe tem uma, e uma sd, sequéncia do tipo que pretendemos, logo o nimero

ciclicos. Portanto, o nimero de classes é ) Mas, pelo lema de Raney,
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Surpreendente, sem

divida!

B a soma total!

C,(lm) € o nimero de
sequéncias de Raney de
grau m com comprimento

mn + 1.
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destas sequéncias é

1 n+1\ 1 2n
2n+1\ n T n+1\n
que é precisamente o n-ésimo nimero de Catalan C,,. O

O problema anterior pode ser generalizado se considerarmos todas as sequéncias
(ag,ai,...,amn) de I’s e (1 —m)’s cujas somas parciais sdo todas positivas e cuja
soma total é igual a 1. A estas sequéncias chamamos as SEQUENCIAS DE RANEY
DE GRAU m.

Problema generalizado. Quantas sequéncias de Raney de grau m existem?

Tal como no caso anterior (que é o caso particular em que m = 2), o lema de

Raney permite fazer uma contagem elementar.

Resolucao do problema generalizado. Comecemos por notar que, se 1 —m
aparece k vezes na sequéncia, entdao 1 tem que aparecer mn + 1 — k vezes. Por
conseguinte,

k(l-m)+ (mn+1—-k)=1.

Resolvendo esta equagao (em ordem a k), obtemos k& = n, logo 1 —m ocorre n vezes

—e locorremn+1—n = (m—1)n+1 vezes — numa sequéncia de Raney de grau
m. Ora, existem (™"") sequéncias de comprimento mn + 1 em que 1 —m ocorre

n vezes e 1 ocorre mn + 1 — n vezes. Seguindo a linha de raciocinio anterior, o

1 (mn+l
mn+1 n

deste tipo que tém todas as somas parciais positivas. O

lema de Raney permite concluir que existem exactamente

) sequéncias

Os ntimeros —L—(™"*1) sio conhecidos pelos NUMEROS DE FUss-CATALAN e sdo

mn+1 n
denotados por Cp,

(m),
mn + 1 n

Em particular, Cﬁf) = C), sdo os nimeros de Catalan. Eis uma tabela com alguns

destes numeros:

n 012 3 4 5 6 7 8 9

@111 2 5 14 42 132 429 1430 4862
c® 1 1 3 12 55 273 1428 7752 43263 246675
W11 1 4 22 140 969 7084 53820 420732 3362260
$)11 1 5 35 285 2530 23751 231880 2330445 23950355

Neste momento, podemos perguntar-nos se, a semelhanga do que acontece com os
nimeros de Catalan, existe alguma relagdo de recorréncia que defina os nimeros
de Fuss-Catalan. A resposta é afirmativa e, como veremos, tem consequéncias

impressionantes.

Em primeiro lugar, notemos que a sequéncia singular (1) é uma sequéncia de Raney

de grau m (com zero componentes iguais a (1 —m)). Além disso, observemos que,




se
(@1,0,a1,15--. ,81,mn;), paral<i<m,

sao m sequéncias de Raney de grau m, entdo a sequéncia

s Ay mnag, 1- m)

(al,Oyal,ly e 7al,mn1;a2,03a2,1’ .. ya2,mn25 R aam,O,am,lr R

é também uma sequéncia de Raney de grau m. Com efeito, é claro que as so-
mas parciais (da nova sequéncia) permanecem positivas e que a soma (parcial)
correspondente as primeiras k sequéncias (para 1 < k < m) é exactamente k; em
particular, a soma parcial correspondente as m sequéncias é igual a m, logo a soma

total da nova sequéncia dd m 4+ (1 —m) = 1.

Por outro lado, seja (ag,ay, ... ,amn) uma sequéncia de Raney de grau m e, para
0 < k < mn, designemos por s a soma parcial sy = ag+a;+---+a,. Suponhamos
quen > 1. Como $pm—1 > 0e 1= Smun = Sun_1 + Gmn, temos necessariamente
Amn =1 —m € Sppn—1 = m (se fosse ay,n = 1, seria s;,,—1 = 0). Seja k; o maior
indice k com 0 < k < mn e s = 1; seja ks o maior indice k com 0 < k < mn e
Sk = 2; e assim sucessivamente. Em geral, para 1 < ¢ < m, k; é o maior indice k
com 0 < k < mn e s; = 4; dito de outro modo, k; = max{k: 1 < k < mn, s, =i}.
Em particular, temos k,, = mn — 1. Ora, nao é dificil provar que k; < ks < ... <

km e que as m subsequéncias

(ao,al,... 7ak1—1)7 (ak17ak1+17"' aak2—1)a £y (akm—17akm—1+17"' ’akm-l)

sdo sequéncias de Raney de grau m. Deste modo, tém que existir niimeros naturais
ni, ..., N, (eventualmente iguais a zero) tais que ky = mni +1, ks —k; = mny+1

e, em geral k; — ki_; = mn; + 1 para todo 1 <i < m.

Provdmos assim que toda a sequéncia de Raney de grau m e comprimento mn + 1
(para n > 1) é obtida (de maneira tnica, de acordo com o processo descrito)
acrescentando 1 — m & direita de m subsequéncias de Raney, de comprimentos
mny+1, mna+1, ..., mn,+1, sendony +ng2+- - -+n,,+1 = n. Reciprocamente,
0 processo inverso dd-nos sempre uma sequéncia de Raney de grau m (foi o que
vimos antes). Em conclusao: para n > 1, o niimero C’,(lm) de sequéncias de Raney
de grau m e comprimento nm + 1 é igual & soma, sobre todas as sequéncias
Ni,... Ny taisque 0 < ny,... ,ny <n—-1eny+---+n,, =n—1, dos nimeros
cimelm™ ... cf™ que contam todas as sequéncias formadas por m sequéncias de
Raney de grau m e comprimentos mn; + 1, ..., mn,, + 1. Estamos, portanto, a

obter a sucessdo ( ,({"))n dos nimeros de Fuss-Catalan por meio de uma relagao

de recorréncia: C{™ =1 e

o = >

0<ny,... nu<n-—1
ni+-+nn=n—1

01(11171)07(172") ~-Cm™ . paran > 1.

Que podemos concluir de tudo isto? Em primeiro lugar, a contagem feita antes

d4-nos a solugdo desta recorréncia: C{™ = —L_ {Hme s
mn+1 n

que conhecemos também os coeficientes da série formal A(t) que satisfaz a equacdo

). Outra conclusio ¢ a de

Juntamos 1 — m a direita
de uma sequéncia de m
sequéncias de Raney,

todas de grau m.

FEzcluimos a possibilidade

k1 = mn.

Por ezemplo, a sequéncia
de Raney

(1,1,...,1,1 —m) (que
tem que ter m uns)
determina m

subsequéncias todas iguais

a (1).

Desta vez, fizémos as

coisas ao contrdrio!

O leitor pode convencer-se
de que é, de facto, bem
mais fdcil resolver esta
recorréncia antes de a

conhecer!
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Afinal, contagens (e tudo

o resto!) parecem servir
para muito mais do que

simplesmente contar!

Hd aqui uma coisa que

deizdmos passar em claro:

por que razdo € que A(t)
tem que ser unica? A
resposta passa pela
unicidade da solugdo de
uma relagdo de
recorréncia (veja o final

da subsecgdo anterior).

Os deslocamentos ciclicos
distinguem-se uns dos
outros pela posi¢cdo de

cada componente. Assim,
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A(t) = 1+ tA(t)™. Eles sao os nimeros de Fuss-Catalan c™: com efeito, a
férmula de recorréncia que obtivémos diz-nos que, paran > 1, C,(,m) é o coeficiente
de t"~! na m-ésima poténcia A(t)™ da série formal A(t) = 320, cimin — logo,
é o coeficiente de t" na série formal tA(¢)™. Note que resolver aquela equacdo por
processos mais directos ndo é tarefa mole. Por exemplo, para m = 2 (o caso dos
nimeros de Catalan), passdmos pela resolugdo de uma equagio de segundo grau e
pelo teorema da expansdo binomial (para expoentes racionais). Mas, para m = 3,
nenhuma das técnicas usuais permite vislumbrar sequer uma luzinha ao fundo do
tinel. E que dizer para m > 37 Estas questdes aparentemente simples sdo, muitas

vezes, extraordinariamente desesperantes.

Continuemos porque o nosso objectivo ainda estd longe. Vamos ser corajosos

atrevendo-nos a fazer uma pergunta ainda mais ambiciosa:

Pergunta. Dado um niumero natural qualquer r, quais sdo os coeficientes da r-
-ésima poténcia A(t)" da série formal A(t) = > o, cim)yn que satisfaz a equagao
A(t) =1+ tA()™?

Fixando um nimero natural n, sabemos (por defini¢gdo) que o coeficiente de t" em
A(t) é

= Y

0<ny,... ,n.<n
ni+-+n.=n

2 , (mni +1) = (mn, +1) (mn$1+ 1) . (mnﬁf 1)‘

0<ny,...,n,<
ni+-+ny.=n

Cr(zT) c.olm

Como sair daqui? Esta expressdo ndo é nada simpética!

Na linha de raciocinio que temos vindo a seguir, tentemos um argumento de con-
tagem. A soma indicada diz-nos que a, é o nimero de todas as sequéncias de
comprimento mn +r = (mny + 1) + (mna + 1) + - - + (mn, + 1) que satisfazem

as trés propriedades seguintes:
e cada componente é 1 ou 1 — m;

e todas as somas parciais sdo positivas;

e a soma total é r.

Assim sendo, para determinar a,, devemos contar todas estas sequéncias. Para
isso, vamos utilizar um novo lema de Raney (que, de certo modo, generaliza o
anterior e que também foi provado também por George Raney).

Segundo lema de Raney. Se(ay,...,a,) € uma sequéncia de niimeros inteiros

tal que a; < 1, para qualquer 1 < i < n, e tal que a; + az + -+ +a,, = r para

algum nimero natural r > 1, entdo evactamente r dos deslocamentos ciclicos

(a1,...,am), (a2y... ,am,a1), ..., (am,a,... Q=1 )

tém todas as somas parciais positivas.




Esbogo de demonstragdo. Construimos as sucessoes (z,) e (s,) como na de- podemos incluir também

monstracdo do primeiro lema de Raney. Neste caso, temos sy, = tr + s para sequéncias como
(1,1,1,1,1), ou como

todo 1 < k < m e todo o nimero natural ¢. Imitando a ideia que usdmos antes,
(1,1,-1,1,1), que tém

escolhemos k; como sendo o maior dos indices 1 < k < m para o quais a soma L
deslocamentos ciclicos

s ¢ minima. E, como antes, podemos justificar sem dificuldade que a sequéncia “Goudis”,

(Tky+15--- »Thy+m) € um dos deslocamentos ciclicos que pretendemos. Por outro

lado, como zi,+1 < 1, tem que ser si,4+1 = Sk, + 1 (e, portanto, z,+1 = 1).

Deste modo, podemos escolher k; como sendo o maior dos indices 1 < k < m

para os quais s; é igual a sg, + 1; note que se tem necessariamente ki < k.

Pode provar-se (também sem dificuldade) que a sequéncia (Tg,41,-.- ;Tkytm) €

outro dos deslocamentos ciclicos de (ay, ... ,a;,) que tem todas as somas parciais

positivas... E assim sucessivamente: tendo em atencdo que a; + -+ apy, = T,

podemos repetir a construgdo até encontrarmos r indices ky, ... , k, tais que 1 <

ki < ... < k. <m e tais que as sequéncias (T, +1,... ,Tk;+m), para 1 <i <7,

tém todas as somas parciais positivas. Observando ainda que s, = s, +1, para

qualquer 1 <7 < 1, pode verificar-se que estes sdo todos os deslocamentos ciclicos

‘que pretendemos. O
Vamos agora responder a pergunta que fizémos acima.

Resposta ¢ pergunta. Numa sequéncia de 1’s e (1 —m)’s que tem comprimento

mn + r e soma total igual a r, o nimero 1 — m tem que aparecer exactamente n
vezes. Portanto, existem (™"*") sequéncias deste tipo. O segundo lema de Raney

i

assegura que exactamente destas sequéncias tém todas as somas parciais

mn+r
positivas. Por conseguinte, a nossa pergunta dificil tem (novamente!) uma resposta Como anteriormente,
surpreendentemente simples: para cada nimero natural n, o n-ésimo coeficiente agrupe as sequéncias em
de A(t)" é classes e repare que cada
r mn+r classe contém mn +r
ap = ——— . deslocamentos célicos.
mn +r n

d

Vamos agora introduzir alguma nomenclatura. Vamos chamar SERIE BINOMIAL
GENERALIZADA & série A(t) = Y o, C{™t" e vamos denoté-la por Bu(t). Como

g m;+1 ("":l“), temos
= 1 mn + 1
B0 = 3 oy ()
n=0

Mais, acabdmos de provar que esta série tem a seguinte propriedade notédvel:

5o = T mn+r\ ,
Bty =3 e (M)

n=0

para qualquer nimero natural r. Além disso, B,,(t) satisfaz a equagédo

Bn(t) =1+ tBp(t)™.

Notemos que By(t) = 1+t e que By(t)" = >~ (/)" para todo o nimero natural
r. Isto justifica o nome de série binomial generalizada. Notemos também que Afinal, anddmos perto do

que jd conheciamos.
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Afinal sdo polinémios!
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Bi(t) = Y, t" = 1= e que, portanto, By (t)" = ﬁ S g (’J’Z_I)t", 0
7'+n—1) Y (n+r).

n n

que estd de acordo com a férmula anterior porque ( i

Nesta altura, o leitor ja se deve ter questionado intimeras vezes como iremos aplicar
tudo isto a resolugdo da equagao (%). E preciso paciéncia porque “Roma e Pavia
ndo se fizeram num sé dia”: s6 agora temos tudo (ou quase tudo) o que é preciso
para atacar o problema. A ideia é obter a série £(t) como limite de uma sucessio
(convergente) de séries formais. Antes porém, recordemos um limite bem conhe-
cido da Anadlise Infinitesimal: e* = lim,_ (1 + %)r para qualquer nimero real

z. Este limite sugere que a série formal exponencial ' = Y~ _ ’;—, seja o limite da

sucessdo de séries formais 1+ ¢, (1 + %)2, (1+ %)3, ... Ora,
t\" " #\" "1 (r

145} = L I -t i

(1) =20) ) -5=()

para todo o nimero natural n. Consequentemente, o coeficiente de t" na série
(L+1%)" 6 L () — note que (') = 0 sempre que r < n. Por definicdo, temos
1<r)_r(r—1)---(r—n+1) 1 r—-1 r—=2 r—-n+1

rm \n rin! n! T r 7
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e, portanto,
n—1 n—1
1 k 1
lim — " = lim — 1--— —Hhm 1—--)=—
r—oorm \n r—oon! e r n! e r—00 r n!

I 1+tr—§m: gy 2| T t"—Eoo:lt"—t
r—l-)II;o il i g rinolo’r” n i n! gL
como desconfidmos.

Observando agora que (1+ )" = By(t/r)" para todo r, podemos tentar gene-
ralizar este argumento & sucessao de séries formais By, (t), Bam(t/2)?, Bam(t/3)2,
. quando fixamos arbitrariamente o nimero natural m. Ora, j4 sabemos que
(substituindo ¢ por t/r)
oo
r rm)n +r
RS S (L P

= (rm)n+r n

Tal como no caso anterior, temos
1 r(mn+1)\ _ [r(mn+1)][r(mn+1) —1]---[r(mn +1) —n + 1]
rm(mn + 1) n B (mn + 1)rmn!

=%[(mn—{-l)—%]---[(mn—i—l)—n:l],

donde deduzimos que

T i+ 1 (mn+ 1)1,
r—oo (mn + 1)rn n n!




Em concluséo: a sucessdo de séries formais (B,m(t/7)"), é convergente, tendo-se

. r_ N (ma )t
Jim By (t/r)" = y o —tn

|
o n!

Em particular, tomando m = 1, obtemos

(oo}
. . (n+1)nt
Jim B, (¢/r)" = §_0: e

que é (por definigdo) a série formal £(¢). Em geral, quando m ¢ arbitrario, deno-

tamos por £,(t) a série formal
Eml(t) = Tll,IEOBTm(t/T)

e chamamos-lhe a SERIE EXPONENCIAL GENERALIZADA. Usando as propriedades Em(t) €, de facto, uma
dos limites e repetindo o argumento anterior, podemos deduzir que série formal ezponencial.
00 -1
s(mn + s)"
En(t)? = Bm Bymil(t/r)® = ———
w(®)" = lim Bo(t/r) = Y

n!
n=0

para quaisquer nuimeros naturais m e s. Em particular, obtemos

00 n—1
£y =3 s(n+8)"" E(t) = E1(8) !

|
ne0 n:

Estamos agora em condigdes de justificar que
(e}

E(t) = =Y %t"é‘(t)" =1+tE®1) + %t%:(t)2
n=0
como prometemos algumas pdaginas atrds. Ora, para qualquer nimero natural
n > 1, o coeficiente de t" na série e/ 6 3" | L an_j onde, paral < k < n, an_
é o coeficiente de ¢t"~* na série formal £(t)* [de modo que % an—x € o coeficiente

de t" na série 3; t*£(t)*]. Pelo que provamos antes, deduzimos que

1 " k[(n — k) + k)"0 n(n a7
ZF =2 ’“'(3“’1)! _Z k)!
k=1 k=1
Y e bl 1 2 =1 n—1)—
ICZ-::I( ) (n—1)! =(n_1)!k§0( L )n( )—(k+1)

n|2<n_1) R YO

(usando o binémio de Newton na tultima igualdade). Por comparacio de coefi-

cientes, isto termina a demonstragio da identidade (¥). Finalmente!!!

Antes de nos despedirmos, gostariamos de chamar (mais uma vez!) a aten¢do do
nosso leitor para a beleza do argumento usado nesta justificacio. Tudo dependeu

de uma contagem simples e de uma boa formula¢io do problema.

Exercicios

*1. Seja (an) a solugdo da férmula de recorréncia

Tp =NTp—1 +n(n — 1)z,_o
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que estd sufeita as condigdes iniciais 9 = z; = 1. Utilize funcdes geradoras
exponenciais para justificar que a,, = n!F,;; para todo o nimero natural n —

aqui, (Fy,) é a sucessdo de Fibonacci.

*2. Considere a sucessdo (a,) que é definida por ag = 1 e pela identidade

' n

n! a

an=§ k_’:’ paran > 1.
k=0

Explicite o termo geral a, usando fungdes geradoras exponenciais. [Sugestdo.

Reconhega uma convolugdo binomial na identidade que define ay,.]

*3. Considere a sucessdo (a,) que é definida por ap = 1 e por

n

an = Z (Z) ar + (=1)"n, paran > 1.

k=0
(a) Use fungdes geradoras exponenciais para justificar que a, = B,(—1) para
todo o nimero natural n — aqui, By, (z) é o n-ésimo polinémio de Bernoulli.
(b) Use uma relacdo de inversdo (veja o exemplo 5) para justificar que a, =
By, + (—1)"n para todo o nimero natural n — aqui, (B,) é a sucessdo dos

numeros de Bernoulli.

*4. Conte o nimero de maneiras diferentes de colocar os niimeros 1,2,...,2n
numa matriz com duas linhas de modo que em cada linha e em cada coluna os
nimeros fiquem por ordem crescente (da esquerda para a direita e de cima para

baixo). Por exemplo, uma solu¢do para n = 5 é:

1 2 4 5 8
367 9 10/
[Sugestao. Faga corresponder a cada uma destas matrizes uma sequéncia de +1

e —1: os nimeros da primeira linha indicam as componentes +1 e os da segunda

linha indicam as componentes —1.]

*5. Recorde (da sec¢ao “Outros coeficientes” no primeiro capitulo) que o NUMERO
DE BELL b, é o niimero de maneiras de particionar n objectos em subconjuntos.
Por exemplo, b3 = 5, pois podemos particionar o conjunto {1,2,3} das maneiras
seguintes: {1,2,3}, {1,2} U {3}, {1,3}U{2}, {1} U{2,3} e {1} U {2} U {3}. Prove
que
n
by, = Z <:> bn—k
k=0

e use esta férmula de recorréncia para justificar que a fungio geradora exponencial
Aty =2, b L; satisfaz a identidade A'(t) = ! A(t). Conclua que A(t) = e’ 1.




Solucao de alguns exercicios




1. Combinatdria enumerativa
1.1. O que é contar?
1. (a) Nao. (b) Nao. (c) Nao.

r 3. Uma sequéncia bindria s de comprimento n que contém exactamente um bloco
da forma 01 consiste num bloco de uns (de comprimento ¢;, digamos), seguido
de um bloco de zeros (de comprimento ¢»), seguido do bloco 01, seguido de um
bloco de uns (de comprimento c3) e, finalmente, seguido de um bloco de zeros (de
comprimento c¢4). Note que os valores ¢, ¢a, ¢3 e ¢4 podem ser zero, i.e., os blocos
podem ndo existir. Claro que ¢; + ¢z +c3 +c4 = n — 2. A fungdo que a cada
sequéncia s como acima faz corresponder a solugdo x; = c¢1, T2 = c2, T3 = c3,

T4 = ¢4 da equagao 7 + 3 + 3 + 4 = n — 2 é uma correspondéncia biunivoca.

5. A funcdo que a cada elemento z € X faz corresponder o par ordenado (z,a) é

uma correspondéncia biunivoca.

7. Toda a sequéncia de S7 pode obter-se de uma das seguintes duas maneiras
(exclusivas): ou uma sequéncia de Sg seguida do termo 1, ou adicionando uma
unidade ao tltimo termo de uma sequéncia de Sg. Note que este ultimo caso nao
se pode obter quando a sequéncia consiste apenas do nimero 6, uma vez que 7
ndo é uma entrada permitida. Logo #S7 = #5856 + (#S6 — 1) = 2#Ss — 1.

9. Pod® !l =idge ® 1 o®d =idy.

11. Ajunho é 0 conjunto das pessoas de A que fazem anos em Junho. Podemos
q
garantir que ha pelo menos trés pessoas a fazer anos no mesmo més desde que A

tenha pelo menos 25 pessoas (porque 25 > 2-12 e 0 ano tem 12 meses).

13. Admitamos, com vista a um absurdo, que tais sequéncias nao existem. Entao,
0s ci e 0s I podem tomar valores de 1 até n (no méximo). H4, pois, no maximo
n? pares (cg,li). Pelo principio dos cacifos, existem elementos k e k', com 1 <
k < k' <n?+1, tais que (ck,lx) = (cpr,lpr), i.e., tais que cx = cpr e Iy = lr. Mas,
se ap < ay, entdo cg tem que ser pelo menos ¢ + 1. Se ay < ag, entdo [y tem

que ser pelo menos l;. Em qualquer dos casos, chegamos a uma contradigao.

} 1.2. Coeficientes binomiais

| 1. (a) H& 5! maneiras.

' (b) As rotagdes do circulo ndo mudam a posicio relativa das pessoas. Como hi

cinco rotagoes possiveis, a resposta é 5!/5 = 41.

3. Paran =0, n(n + 1) = 0, como se queria verificar (caso base). Suponhamos,
por hipétese de inducdo, que se tem z, = n(n + 1) para um dado n. Entdo, vem:
Tny1 =ZTn+2n+2=n(n+1)+2n+2 = (n+ 1)(n +2) — a primeira igualdade

vale por hipétese, enquanto a segunda vale por hipétese de inducao.
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5. (a) O caso base k = 0 d4 origem a igualdade 1 = 1 e, portanto, vale. Suponha-
mos, por hipétese de inducdo, que se tem (—z)k = (—1)*z* para um dado k. Vem:
(—z)kEL = (—z)i(—z — k) = (=1)*2F(=1)(z + k) = (=1)F+12F+1 — 4 primeira
igualdade vale por defini¢do de poténcia decrescente, enquanto a segunda vale por

hipétese de indugdo.

7. O Rui respondeu certo. O Madrio faz uma sobrecontagem pois conta cada

situacdo duas vezes.

9. A resposta certa é a da alinea (d): o homem tem 2!° maneiras distintas de ir
jantar com qualquer nimero de amigos (incluindo jantar sozinho); destas, temos
que retirar a possibilidade de ir jantar sozinho e as possibilidades de jantar sé com

um amigo.

11. (a) H& 2!(3)2! maneiras: o primeiro factor dd o nimero de maneiras de or-
denar as duas consoantes, o segundo factor da o nimero de maneiras de ocupar os
dois espagos para as vogais e o terceiro factor d4 o nimero de maneiras de ocupar

com as vogais os espagos cativados.

(b g—; (Z) ;—i — a justificagdo é idéntica a da alinea (a), notando que temos dois R’s

e trés O’s.
(c) 3!(;)3—:.

13. (a) 2". (b) (*").

n

(¢) O nimero em causa é metade do niimero total de sequéncias que nao tém igual

nimero de zeros e uns.
15. (a) 107.

(b) O automdvel dos professores mais a esquerda ocupa, ou 0 quarto, ou o quinto,
ou o sexto, ou o sétimo lugar a contar da esquerda. Adicionando o nimero de
possibilidades para cada um destes casos ficamos com: 3!-4-63 +43.4.5% +53.
4-43+63%-4-3\.

17. (a) (n+1)(2) = (0 + D)ol = n &2 = n (7).

(b) Ambos os membros da igualdade contam 0 nimero de maneiras de formar,
dentro de um conjunto de 2n pessoas, uma comissdo composta por n + 1 pessoas,
uma das quais € o presidente e as outras n os vogais. Por um lado, podem escolher-
se primeiro n 4+ 1 pessoas dentro de 2n pessoas e, depois, escolher um presidente
dentro das n + 1 pessoas escolhidas. Por outro lado, podem escolher-se primeiro n
vogais dentro de 2n pessoas e, depois, escolher um presidente dentro das n pessoas

restantes.

19. (a) (5) = () + (@) = () + () +
@+A+O=0+@+O+0




(b) Seja X = {1,2,...,n+ 1} um conjunto com n + 1 elementos. O coeficiente

(s

maneira de contar este nimero de maneiras é a seguinte: quando retiramos m + 1

) d4 o nimero de maneiras de obter m + 1 elementos dentro de X. Outra

elementos dentro de X, o maior elemento retirado é um numero k + 1 entre m + 1
e n + 1; quando retiramos esse maior elemento k + 1, entdo ha (:1) maneiras de
retirarmos os restantes (porque k + 1 é o maior que retiramos e ainda temos que
v . n k
retirar m de entre k). Ao todo, hd Y }_, (

) maneiras.
m

21. Fixamos r e vamos argumentar por indugdo em m. Para m = 0, ambos

os membros da igualdade vém iguais a 5. Vamos agora verificar o passo da
indugo. Temos: Y3y (7) (5 —k) = Zito () (5 =) + (uf) G —m—1) =

T r—m-— mr (r—-m-1)
mE(0) () (Fom—1) = () =gt = mg(n,) el -

mE2(..,) onde a segunda igualdade vale por hipétese de indugao.

23. O argumento ndo funciona para o passo da indugdo que vai das colecgoes de

um cavalo para as colecc¢oes de dois cavalos.

1.4. A tabela dos doze caminhos

1. Podem haver (150) resultados (pela quarta entrada da tabela dos doze cami-

nhos).

3. (a) Em cada extracgdo, podemos retirar qualquer uma das n bolas (porque
procedemos com reposi¢do). Interessando a ordem por que sdo retiradas as bolas,

existem n" extraccoes diferentes.

(b) Como procedemos sem reposigio, em cada extrac¢do sé podemos retirar uma
bola que ndo tenha sido retirada numa extrac¢do anterior. Assim, na k-ésima
extraccdo podemos retirar qualquer das n — k + 1 bolas que ainda ndo foram

retiradas. Em conclusdo, existem n(n—1) - - - (n—r+1) = n’ extracg¢oes diferentes.

(c) Nao interessando a ordem pela qual as bolas sao retiradas, na situagao anterior

algumas das extracgdes sdo iguais. De facto, aqui interessa apenas saber quais

nt-

as bolas que foram retiradas nas r extracgdes. Deste modo, existem (7) = Z;

extracgoes diferentes (simplesmente, contamos todas as maneiras de escolher r

bolas de entre as n que estdo no saco).

(d) Aqui, tal como na alinea (a), em cada extraccao, podemos retirar qualquer uma
das n bolas. Mas, como nao interessa a ordem pela qual as bolas sdo retiradas, s6
nos preocupamos com o numero de vezes que determinada bola foi retirada. Por
outras palavras, interessa-nos apenas saber quantas extracgdes correspondem a
cada bola. Nesta perspectiva, o niimero total de extracgdes nas condi¢oes impostas
é 0 mesmo do que o nimero de maneiras diferentes de distribuir as r extraccoes
(indistinguiveis porque ndo interessa a ordem) pelas n bolas distintas. Pensando

em termos de separadores (as n bolas correspondem a n—1 separadores), o nimero
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pretendido é o mesmo do que o niimero de todas as sequéncias binarias com r zeros

n+r——1)‘

e n — 1 uns que, como sabemos, é ("*77') = (177

1.5. O principio da inclusdo/exclusdao

1. Ha 8 pessoas que ndo falam, nem inglés, nem francés, e ha 6 pessoas que nio

falam nenhuma das trés linguas do exercicio.

3. (a) 5!/2! = 60.

(b) O niimero da palavras em que aparece o bloco EU é 4!; igualmente, o nimero
de palavras em que aparece o bloco TU é 4!; finalmente, o niimero de palavras
em que aparecem simultaneamente os blocos EU e TU ¢ 3!. Assim, o niimero de
palavras em que pelo menos uma das sequéncias EU ou TU ocorre é 4! +4! — 3! =
42. A resposta final é 60 — 42 = 18.

5. Se ndo houvessem restrigdes nos valores dos z;’s a resposta seria (35) = (%).
Vamos fazer a manobra da passagem ao complementar e contar o ndmero de
solugdes de z1 + z2 + 23 + z4 = 30 em que pelo menos um z; tem valor igual a
11. Para cada 1 < i < 4, seja S; o conjunto das solugdes da equacio referida em
que z; > 10. Como estd dito na sugestdo, #S; ¢é igual ao nimero de solucdes da
equagio y; + o3 + z3 + x4 = 19. Como sabemos, este nimero é (232). E claro
que o mesmo sucede com Sy, S3 e Sy. Por sua vez, #(S; N Ss3) é o nimero de
solugdes da equagdo (y1 + 11) + (y2 + 11) + 23 + x4 = 30: é (131). Igualmente
para #(S1 N S3), #(S1 N S4), #(S2 N S3), #(S2 N Sy) e #(S3 N Sy). E, é claro,
#(S1NS2NS3) =#(S1NS2NS3NS,;) =0. Pela férmula da inclusdo/excluséo
concluimos que #(S1US;US3US,s) = 4(%) —6(Y). Logo, a resposta ao problema
¢ (333) - 4(232) + 6(131)'

7. Se nao houvessem restrigoes, a resf)osta seria 3—,%§ Seja S, o conjunto das
sequeéncias formadas por trés a’s, trés b’s e trés ¢’s em que os trés a’s aparecem em
bloco. Definam-se Sy e S. analogamente. Claro que #S, = #S, = #S, = 3:’—;,
Também se tem: #(SaNSy) = #(SaNS.) = #(SpNSe) = & e #(S.NSyNS.) = 3L.
Logo a resposta ao problema, é %:3, —#(SaUS,US,) = % - 33:’—;‘, + 3;—; - 3L

9. Seja S, o conjunto de todas as permutagdes de [n]. Como sabemos, S, tem
n! elementos. Seja 7 com 0 < r < n. Para cada subconjunto Z de [n] com
r elementos, i.e., para cada Z € P,([n]), seja Sz o conjunto de todas as per-
mutagdes de [n] que fixam exactamente os elementos de Z. Note que #S; =
(n —r)j. Claro que S,, = ,_, UZE'P.-([n]) Sz, sendo estas unides disjuntas. Vem:
#5n = =0 EZE’P,-([H]) #52 = Y EZE'Pr([n]) (n=r)i=372 (:) (n—r)i=
Yormo (2 (= 1)i = Yo (D) ki




1.6. Enumerabilidade

1. A correspondéncia que a cada sequéncia bindria infinita s = s1, $2, $3,... faz
corresponder o conjunto {i € N : s; = 1} ¢é biunivoca, donde se conclui que Segq
e P(N) tém a mesma cardinalidade. Como Sego ndo tem cardinalidade Rg, P(N)

também nao tem.

3. Comecemos por dispor os elementos de X X Y numa “matriz infinita”:

v Ve V4
(zo,y0) (w0,y1) (Zo,¥2)
(z1,%0) (z1,91) (21,92)
(T2,90) (z2,81) (22,92)

A lista do enunciado corresponde a percorrer-se, de cima para baixo, as diagonais
indicadas pelas setas, comegando pela mais a esquerda. Para qualquer nimero
natural n, chame-se n-ésima diagonal & sequéncia (zo, yn), (Z1,Yn—1)s - - - 5 (Tn,Yo)
— deste modo, a 0-ésima diagonal é (zg,yo), a 1-ésima diagonal é (zo,%1), (®0,¥1),
e assim sucessivamente. Observe-se que para se atingir na listagem o elemento
(zo0,yn) tem que se percorrer todas as diagonais anteriores & n-ésima. Sendo assim,
se se denotar por a; o numero de elementos da k-ésima diagonal, percorrem-se
precisamente Z:;é ay, elementos antes de se atingir (zo,y,). Como a k-ésima
diagonal contém todos os elementos da forma (z;,yr—;) com 0 < ¢ < k, entdo
ar = k+1e, portanto, Y r aar = Y ro(k+1) =Y k= "(L;ll Deste modo,
na lista indicada, o par (xq, ¥,) ocupa a posigao ﬂ"z—"'l)- Finalmente, para se chegar
ao par (Tm,Yn—m) tem que se percorrer, na n-ésima diagonal, os pares (zo,Yn),
(1,Yn-1), -++ s (Tm-1,Yn—(m—1)) — exactamente m pares. Em conclusédo, o par

(o m) 0685 g 2L ¢ A, 5702 (o) S o0 Tt
indicada, a posigio CHAEHIEL 4 4

2. Somas
2.1. A notagao-X

1. (a) 042+ 6+ 124 20 + 30 + 42 + 56 + 72 + 90 = 330.
b) g+ +mt+i+s+l+i+i+5+5+5=398
(c) 04+1+4+9+16+25=355.

(d) 9+4+1+0+1+4+9=28

() 0+4+ 16 + 36 + 64 + 100 = 220.

(f) S+ + 0@+ + Xi—oB+4)? =1 +4+9+16) + (4 +9+
16 + 25) + (9 + 16 + 25 + 36) = 170.

(8) YCjmo(l+ )2+ X0+ + X;—gB+1)? = (1+4) + (4+9+16) + (9+
16 + 25 + 36) = 120.
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(h) 3oy (145)2 4 5oy (245)%+ 5 (3+4) = (4+9+16)+(16+25)+36 = 106.

(1) F#0)'+ (F{1))?+ (#{2)? + (#{31)2 + (#{1,2})> + (#{1,3})% + (#{2,3})* +
(#{1,2,3})*=0+1+14+1+8+8+8+81=108.

G) #ON{ID+#{L 2D +#{1 3N\ {1 +#({1,2,3}\{1}) = 0+ 1+1+2 =
4.

) Tacpipg #{12,31\ {a) + Tocqoy #UL 2\ {a}) + Tocqrg #({1,3}\
{a}) + Xae(osy #U23\ {a}) + Xocny #U{1 \ {a}) + Xocoy #{2} \ {a}) +
2aciay #{BI\{aD) + oo #(0\ {a}) = ({2, 3} + #{1,3} + #{1,2}) + (#{2} +
#1D+ FHBI+#{1)+ #HBI+#{2) +#0+#0+#0+0=6+2+2+2+
04+0+0+0=12.

) Lrco #O\T)+ 2 rc iy #FUIND) + Xpc oy #U2N\T) + Xpc a0 #({1, 23\
T) = #O\0)+F{LIN\D+#{I\{1D) + F2I\O) +#({2}\ {21) + (F# ({1, 2}\
0)+#{L 2\ {1} +#({L 23\ {2}) + #({1,2}\ {1,2})) = 0+ (1 +0) + (1 +0) +
2+1+1+0)=6.

3. Tem-se- Z:‘_O T = l+3+ oty = (1+ +3+- +§1;+—2n1+1) -
( + +---+ —) Hopy1 — 27 1 2, = Hont1 — 3 Zi=1 % = Hopny1 — %Hn-

2.2. Vinte e trés somas

1. (a) Fazendo a mudanga de variavel k — n—k e notando que 0 < n—k <n sse

0<k<n,vem i o(—4)* (HH) Ck=o(=4)"" k(er?—_Zkk) = ZZ=0(_4)n—k(2nk_k)
(usando a lei da simetria na ultima igualdade).

n r+k\ __ n r+k\ _ r+n (l\ _ (r+n+l\ _ (r4+n+1
(b) Zk:O( k ) - Ek:O( r ) - I=r (r) - ( r+1 ) - ( n ) onde usamos a
lei da simetria na primeira igualdade, fazemos a mudanca de varidvel r + k = [
na segunda igualdade, usamos a férmula da adigdo do fndice superior na terceira

igualdade e voltamos a usar a lei da simetria na quarta igualdade.

i) ZAoFL = Jomht R = (R 4 et L (™). Fazendo a mudanca
de varidvel k — 2n+1—Fkenotandoquen+1< k< 2n+1sse0<2n+1—-k <n,
deduzimos: z:,:il (2n+1) k=0 (Qﬁik) = Yk=0 (2": ') (usando a lei da
simetria na tltima igualdade). Logo, 2*"*1 =237 (*"+!) e o resultado segue-

se dividindo ambos os membros desta igualdade por dois.

. (a) O caso base n = 1 vale porque ambos os membros da igualdade dio

o= O

Vamos agora argumentar o passo da inducdo. Ora, 2("Jrl)( k1L =

2 k+11 2n+2 1 2 1 1
et (D (C)P R+ (<) s = Hon — Ha 4 iy — 5k =

(H2n + ﬁ + 2n1+2) (H + 2n+2) = Hjpio — Hyy1 — a segunda igualdade

vale por hipétese de indugao.

(b) Pela lei da decomposicdo, temos 3y (—1)*+11 = El<k<2n(l AL 4

k impar
El<k<2n(—1)’"+1 L. Agora, qualquer niimero par entre 1 e 2n ¢ da forma 2i para
k par
k+1 1 _ n o1 _ _1yw»m 1 _ _1
1 <i < ne, portanto, Y 1<k<on(—1)F1 = =50 5% = —3 241§ = —3 Ha

k par




Por outro lado, qualquer niimero ifmpar entre 1 e 2n é da forma 2i + 1 para

1 n—1
0 < i < n—1 €, Portanfo Zl<k<2rl( 1)k+1 = Z'—O 21+1 = H2n 1= % n—1
k impar

(veja o exercicio 3 da secgdo anterior). Sendo assim, Y3~ (=1)F*11 = Hy, | —
% Hn—l = %Hn = H2n—l - é (Hn = 717) = ‘;‘Hn = H2n—1 + % = Hn = H2n - Hn~

7. De acordo com a sugestdo, comecemos por considerar a soma S, = =3 i 54 para

; +1 .
qualquer mimero natural n. Por um lado, temos Sy1 = Y10 i% = S0 (i4+1)% =
Yo +3 P +3 i+ Tl =8, +3X0 % + 8 2Bl 4 (4 7),
Por outro lado, Sp1 = 20 ji® + (n + 1) = S, + (n + 1) e, portanto, S, +
3y roit+3 ﬂnz_-uz +(n+1) = S, + (n+ 1)>. Daqui resulta que 35 i® =
% ((n + 1)3 -3 n(n2+1! _ (n rs 1)) _ n(n+lzi(2n+l)‘

9. Vamos argumentar por indugdo em I. O caso base [ = 0 resume-se a obser-
var que (—1)™™ = (=1)" (quaisquer que sejam os nimeros naturais m, s e n).
Vamos agora justificar o passo da indugdo. A hipétese de inducdo diz-nos que,
para | > 1 (fixo!), a igualdade Y, (i) CERY (D)% = (=1)Hm(3—™) vale
para quaisquer valores que possam ser atribuidos a m, a s e a n. Pretende-se
estabelecer a igualdade correspondente para ! + 1 independentemente dos valo-

res atribuidos a m, a s e a n; de ora em diante, fixamos estes valores. Para

e

respondentes a k = —m e a k = [+ 1 — m e usando a lei de Pascal, deduzi-
mos que S = ( ) n™+ Zk——m+1 (,jiylk) (sj;k)(_l) oo (SHT m)(“l)Hl "
= (VD™ T s [Ge) + Gukn) | (E) (DR (H41 ) -yt
= (P = T () B 1P + Zk—_m“ (mae—n) (75) (D)

+(s+l+nl—m)( 1)l+1 ™. Agora, temos( ) nm +Zk-—m+l (m—{—k)(s:k)(_l)k

= L_:"_’m (mff—k) ("‘;’“)(—1)’c = (=1)Hm (s ') pela hipétese de indugdo (que ga-

rante que a igualdade é verdadeira para I, m, s e n. Por outro lado, fazendo a

simplificar, vamos pér S = Y )(—=1)*. Isolando as parcelas cor-

mudanga de varidvel k + k + 1 (na dltima igualdade) e notando que (—1)¥+1 =

—(-1)*, deduzimos que Zk__mﬂ (m+lk ) (s:k)(_l)k + (s+l+1—m)(_1)l+l—m _

2:12:11+1 (m+lk—1) (S:k) ) - ZL——m (m+k) (S+Z+1)( )k+l Pela hlpotese

de indugdo, a tltima soma é igual a (—1)"*™ (**1~™) — estamos a usar os ntimeros
naturais [, m, s + 1 e n. Sendo assim, S = (=1)"*™(317) — (—1)Hm(*H1-m) =

n—l
(=1 o} = (] Jitdtm (21 usando a lei de Pascal.

11. H4 um erro na passagem da segunda para a terceira expressio. Com efeito,

se desenvolvermos a segunda expressio ficamos com ( i_ O) (— — -) + -
("T_l - Z—:f)-}-(nil - "—) enquanto a terceira expressao da (3 — 0)+ (— - %)-i—

o ("—n_—l- - z—:f) + (0 - "1—11) Passa-se o seguinte: quando i toma o valor n, j
ndo pode tomar o valor n + 1 uma vez que 1 < j < n. H4 um erro semelhante na,

passagem da quinta para a sexta expressio.

13. (a) X0 Hi = 30, Z; 1 J = Y Z] 17 il <l = Z] 1261 § 7 i <
il =35, Z?:j % =i (n=j+1) % =(n+1) 37, ; Yic1l=(n+1)H,—n.
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(b) Para qualquer nimero natural n > 2, seja Sp = Y771 (é + 1) H;. Por um lado,
Spr = 2H1 + S0 (G + DH; =2+ 0 6+ 2)Hipy = 24+ Y050 + 1) H; +
S Hip4+(n=1) = Sp+ (1 + X0, Hi)+n = Sp+ Y1, Hi+n, usando o facto
deque (1 +2)H;y1 = (t+1)Hiy1 +Hipq1 = (1+1) (H + 1+1) +Hip1 = (@+1)H;+
H;1+1. Poroutro lado, Sp41 = Zi_ (i+1)H;+(n+1)H, = Sp+(n+1)H,. Deste
modo, S, + Y1, Hi+n = S, + (n+1)H, e, portanto, Y- | H; = (n+1)H, —n.

15. Os nimeros pares compreendidos entre 0 e 2n sd@o todos os nimeros da forma

27 com 0 < j < n. Por conseguinte, fazendo uma mudanca de varidvel, obtemos
20<k<2n 21_0 flk,8) =20, Efzo f(24,1). Agora, fazemos troca de somatdrios

k par

para obter a igualdade desejada: 37, S F(24,4) = Ym0 iz f(24,9)lE <
il = Fieo Xjmo F25,0)li < jll = Xiio 5= £(23,9).

17. De acordo com a lei de decomposicdo, temos: 3 ; yyen(ajbr — arb;)? =
Z(j,k)EA— (abk — arb;)? + Z(j,k)EA'*’(ajbk — axbj)® + Z(j,k)eD(ajbk - axd;)? =
23 men-(ajbr — aib;)?, pois a soma sobre D vem claramente zero e, se re-
denominarmos na soma sobre At a varidvel j por k e a k por j e observar-
mos que (k,j) € At sse (j,k) € A~, a segunda parcela da decomposi¢do vem
igual a primeira Por outro lado, 35 pyen(ajbe — arb)® = X pyenaibi +
Z(] k)ed aL -2 E (j,k)eO ajbrarb; =2 (Z1<J k<n a]b Z1gj,kgn ajbjakbk) =
2 [ Y re162) (Xhei 82) — (C=1 arbr) ] — a tltima igualdade vale pela lei dis-
tributiva generalizada. Segue-se que 237, <, <y (a;bx —agb;)? = > Gkmen(ajbe —
arb;)? =2 [(Zle a?) (ZCre1 b2) — ks akbk)z], o que prova a igualdade pre-
tendida. A desigualdade de Cauchy é consequéncia imediata da identidade de

Lagrange, pois o lado esquerdo desta identidade ndo é negativo.

T+ =1t 42
M Resolvendo o sistema com equagdes a + 8 = 0 e 2a + 8 = 1,

(i+1)(i+2)
— — s 1 o 1 1
obtemos a =1 e ﬂ = —1. Sendo assim, Z?:l GrDGr2) = E?:l (l-l-_l )
1 1 1 1 1 1 T | 1
(§—§)+(§—z)+"'+(n+1 _n_-l-2) =27 e

(b) Pela tabela das diferengas e anti-diferencas, temos A (

+
portanto, i) gy = — Liet A (m) = -l = (
1
2

19. (a) Determinemos nimeros reais a e 3 tais que Zl—) e by =

~—
I

1 _ -1 1 _— —
(©) it e = Lico e = 1+ 25t GG =

1_n—+~1

21. Temos ;73— = (2k+1)1(2k_1) = 2k1+1 - = A(ﬁ) Fazendo uma
soma por partes com ar = (=1)*k e by = 55, vem Y (- )’“kA (2k 1) =
(-D*55 = 2 spprAl(=1)*%]. Como A[ (=D*k] = (=D)**(k +1) — (-1)*k
(=1)¥+1(2k + 1), obtemos zk 1( 1k ke = (~1)F P £ TR (-1 =
(O + 1)+ 55 (- = (D)™ 2L -0 = 3 (- ).
Note que 1 + Zk:l (=1)* ¢ igual a 1, quando n é par, e é igual a zero, quando n

é impar. Ou seja, é igual a  [1+ (—1)"].




23. (a) Usando a lei de Pascal (na ultima igualdade), deduzimos que Aay =
aksr = ae = (“DF("FY) = (CDF(RT)) = CDF[(F) + (0T = DR
(b) Pela alinea (a), 3_p_o(=1)*(7) = (7) + Lie1 (D (F) = 14+ Xpe; Aax
L+ apli™ =1+ (aps1 —ar) =1+ [(=1)" (") = (Mg D] = D™ (™Y)-

(c) Pela férmula da soma por partes, > (-1)*(7)Hy = Y HiyAar = Hiag —

> ak+1AHy, = Hyay, — 30 35t Deste modo, Yi_y (=1)F () Hi = (arHy)|7H!

—~ k+1 m— m—1)! m!
b3 k1+1 ( ) Ora, k+1( kl) = L-IH (%k 11))!k! = # (kD)D) —
(=1)*+1 (=1)k+1
o (k+1) logo 3=, kl-)u (" D= Y lm (15:1) = %Zho(_ (%) =

g——lmL (™~!) usando a férmula da adigio alternada do indice inferior. Por conse-

Il

guinte, Y, (—1)* (W) Hy, = (ax Hi) |7 - L_—l,znn—_l‘(zt__ll) = (a@n+1Hn+1 — a1 Hy) -
(00 = (O () Haw - (757 - S (35 = (CD (") o -
=) - 1= (Hn+1 + m) L

25. Como AH, = Hpyy — Hy = Hl_—l, temos Zkil = Y kAH, = kH; -
Y He1Ak = kHy — 3 Hpqro Assim, Y0 75 = (kHp)[1™ — io, Hi =
(n+1)Hpp1—1)— ( oy L He - 1) =n— H,41, usando a igualdade "H i Hg=
(n+2)(Hp42 — 1).

3. Recorréncias
3.1. Relagoes de recorréncia

1. 2, =22, 1+1=22z, 2+ 1)+ 1=4z, 2+2+1=42z,3+1)+2+ 1=
8%n-3+4+2+1= =2Fg, 42514 421420 = ... = OPgp4Onl .y
21 +20 =274 2n-1 4 ... 4 21 4 20 = 27+l _ 1. Vamos verificar que z, = 2"+ — 1
por indu¢do matematica. O caso base n = 0 vale porque ambos os membros dio
1. Vamos agora tratar do passo da indugdo: zp,41 =2z, + 1 =2(2"*! - 1)+ 1=
2"t2_2+1=2"*2_1, onde a peniltima igualdade vale por hipétese de indugéo.

3. Pelo método da substitui¢do de diante para trés: x, = z,_1 + 3n® = z,_2 +
3n—-12%+3n® =z, 3+3(n—-2)2+3(n-1)>+3n> =--- =z, 1 +3(n—k+1)2+
3n—k+2?%+---+3n?=-- =2, +3-224+-- - +3n2=3+3.22+... 4+ 3n2 =
3y =3y *=n(n+i)(n+1) = "("—H)Z,(M — para a pentltima

igualdade, veja o exemplo 25 da secgdo “Vinte e trés somas”.

5. (@) zo=1,21 =1,2, =2, 23 =4, 24 = 8, z5 = 16, ... E visivel uma sucessio
de poténcias de 2, mas a igualdade z,, = 2"~! (que aparentemente é a regra para
n > 1) ndo é valida no caso n = 0 porque, se assim fosse, daria para zo o valor
%. Podemos facilmente corrigir esta anomalia recorrendo & notacio de Iverson:

En =21 4 %l]n =0].

(b) Paran =0, a expressdo 2"~' + 3|ln = 0f| fica 27' + {0 =0 =L + 1 = 1.

Portanto, a base de indugdo é correcta. Vamos agora admitir, por hipétese de

indugdo completa, que se tem z; = 2°~! + 1||k = 0|| para todo 1 < i < n. Vem:




k também pode ser

substituido por n.
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Tn+1 = Z?:o Ti = Z?:o (2i_1 e %”Z = 0”) = Z?:o 21 4 Zinz() %“'L = 0| =
F(2"1 —1)4+1 =2" = 2" +||n+1 = 0| — a segunda igualdade vale por hip6tese

de indugdo completa.

7. Por inspeccdo directa vé-se que a igualdade é vilida paran = 1 en = 2.
Vamos agora mostrar o passo de indugao (para n > 2): F,y3 = Fn+2 + Fpy1 =
1+ 1FL+1+2;‘ L F =24 000 Fr + 021 Fr = 3+ X021 (Frpr + Fy) =
3+ Y iC Fk+2 =3+ Z"+1 Fr=1+ E"H F), — a terceira igualdade vale por

hipétese de inducio.

9. (a) Tem-se Cy = 0, pelo que a base de indugio é verdadeira. Admitindo, por

hipétese de indugao, que Can = n, vem Can+1 = Cl2"+1J +1=Ce;n +1=n+1.
2

(b) Se 2° < k < 29! tem-se k = 1 e C}, = 0, verificando-se assim a base de
inducdo. Admitamos, por hipétese de inducdo, que, se 2" < k < 2™*t1 entdo
Cr = n. Tomemos k tal que 2"*t! < k < 2"+2 e ponhamos r = L%J Tem-se
2" < r < 2! e, portanto, por hipétese de inducdo, C, = n. Daqui resulta
imediatamente que C, = C, +1 =n+ 1.

(c) Dado n > 1, consideremos o tinico natural ! tal que 2! < n < 21, Note-se
que, pela alinea anterior, €}, = I. Tomando logaritmos, obtemos ! < log, n < I +1.

Esta desigualdade mostra que ! = |log, n]|.

11. Vamos demonstrar a igualdade M, = S"—Jr%ﬁzl — 3 por indugdo completa

sobre n. A base de inducdo reduz-se & igualdade M; = 0. Admitindo, por hipétese

de indugdo completa, que, para todo 1 < ¢ < n, se tem M; = &i"_l)iﬂl 3, vem
o 2k(k— (n+1))+n +on—d4

Mpyy =n+2+ B (Mg + Mpy1-k) = n+2+ 28

Consideremos a fungao real de varidvel real definida por f(z) = 2% — (n + 1)z +

ﬂ—— para todo o nimero real z. Tem-se M, 11 = n+ 2+ max f(k) Ora,

o grafico de f é uma pardbola concava com vértice em 241 (onde a derlvada se
anula). Logo, 0 maximo max f(k) é atingido, s1multaneamente, nos pontos k = 1
1<k<n

e k = n (note que ﬂ% ¢ o ponto médio destes extremos). Substituindo k por 1,

vem My =n+2+ f(1) = n2—|2-5n . Ln+2)2(n+3) Ly

3.2. Recorréncias lineares de coeficientes constantes
1. (a) an=1+2" () an=—3+2"=§3". (e) an = (V2)" (cos %X +sen 21).

3. (a) O numero de organismos existentes ao fim de n horas é a soma do niimero
de organismos existentes ao fim de n— 1 horas (pois ndo hd mortes) com o nimero
de crias nascidas na n-ésima hora. Este nimero de crias provém dos organismos
existentes aquando da (n — 2)-ésima hora (duas por cada um deles). Logo: apn =

ap—1 + 2ap_s.

(b) 32"+ + (=1)™).




5. As seguintes formulas de recorréncia sio vélidas : a, = 3a,_1 + b,—_; € b, =
an-1 +3b,—1. Além disso, tem-se ap = 0 e by = 1. Da primeira equacao, obtemos
bn—1 = ap—3an_1. Substituindo b,_; e, também, b,, na segunda equagao, obtemos
An+1 —3an = an—1+3(a, —3an—_1) que é equivalente a a, 1 —6a, +8an_1 = 0. O
polinémio caracteristico é p(t) = t* — 6t + 8 = (t — 2)(t — 4) e, portanto, a solucio
geral da férmula de recorréncia para a,, é a, = a2+ #4". Como ag =0 e a; = 1;
obtemos o+ 8 = 0 e 2a + 48 = 1, donde a = —§ e f = 1. Por conseguinte,
= —gn—14 92n—1 = gn~1(gn _ 1),

7. (a) Representemos por M;; o determinante que se obtém suprimindo em 4, a
linha i e a coluna j. Para obter a férmula de recorréncia indicada, basta calcular 4,,
pela regra de Laplace sobre a primeira linha, obtendo A,, = (1+a?)M;; —aM;, =
(14+a*)A,—1 — a?A,_», atendendo a que My; = A,_; e que Mys = ad,_» (como

se vé aplicando novamente a regra de Laplace sobre a primeira coluna de M;3).

(b) O polinémio caracteristico é p(t) = t* — (1 + a®)t + a®. A férmula resolvente

(1+a®)+4/(1+a%)2—4a2 _ (1+a2)%|1-a?]
2 - 2

tanto, 1 e a® as duas rafzes. Visto que a® # 1, p(t) tem duas raizes distintas e,

dé-nos as raizes deste polinémio: sendo, por-
portanto, sabemos que A, ¢ da forma A, = al”+ 3 (a®)". Tendo-se A, = 1+a%e
A; = (14a?)?—a?, obtemos a+Ba? = 1+a2 e a+fa? = (1+a2)2— 2 Resolvendo
o sistema, ficamos com a = 15 e B = 1;_%2; Portanto, A, = 1 + —5 a?

1—qa2n+2)
1—aZ *

4. Funcoes geradoras
4.1. Material basico

1. De acordo com o procedimento que temos vindo a seguir, resolvemos apenas os
exercicios impares da secgio pretendida; no entanto, abrimos uma excepg¢ao para o
exercicio 8. A numeragdo 1.(a), por exemplo, refere-se ao exercicio 1, alinea (a) da
seccao mencionada. Salvo mengao em contrdrio, em cada resolugio, denotaremos
por (a,) a solugdo da recorréncia em consideragdo e por A(t) = Y oraal® a8

fungao geradora dessa sucessio.

1.(a) Temos A(t) = 2 —3t+ (3t — 2t%) A(t), logo A(t) = srasr- Usando fracgdes
parciais, vem A(t) = {55 + 25 e, portanto, A(t) = 300 t" + ¥ s 2P =
Yomeo (1+2™)t". Por comparacio de coeficientes, concluimos que a, = 1 + 27

para todo o nimero natural n.

1.(b) A(t) = f—{%ﬁ- ?—11%2;3 e 2t+—2Lt)5, logo a, = —2"+3(n+1)2"2 =

(3n — 1)2"2 para todo o niimero natural n.

_ 1 1-3t—¢2 _ 1 1-3t—¢2 _ =1/2 1 —1/6
L(c) A(t) = 3 1 BtFLI =68 — 3 (I—D(-20)(1=30) — 1=t T 1-3¢ T T—s¢» 1080
an = —3 +2" — £ 3" = =1 (14 2"* — 37~1) para todo o ntimero natural n.
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_ _ _ —5/49 | —2/49 1/7 B
L(d) A(t) = 1= 16tt2+20t3 = (1+5t\fl 2t)2 = 1+/5t + 1—/2t + {1=2p7> logo an =
& ((=5) =27+ 4+ 7(n + 1)2") = 45 [(=5)"" + (Tn + 5) 2"] para todo o ni-
mero natural n.
_ _ (=2 1+i) /2 _
L(e) A(t) = 1= 2t1+2t2 = (1—(1+i)t)1(1—(1—i)t) = 1(—(114)-/i) + 1( (11)/.)t’ logo an =
L+t + (1 -i)"* = (V2)" (cos 2T + sen %) para todo o nimero natural
n.
3 n
3.(b) A(t) = 1= = (1+t)21—2t) - %J% + 1_2—%’ logo an = 3 ((-1)" +2"+')

para todo o nimero natural n.

5. Paran > 1, temos a,, = 3an_1 +bn_1 € by = an—1 + 3bp—1. Além disso, ap =0
e bp = 1. Assim, pondo A(t) = Y oo, ant™ e B(t) = > o°bnt", obtemos as
equagdes A(t) = 3tA(t) +tB(t) e B(t) = 1+ tA(t) + 3tB(t). Resolvendo o sistema
constituido por estas duas equagdes, obtemos A(t) = 1—6tt+8t2 = (1_%)‘(1_4” —
_—IL + 1—1% e, portanto, a, = 1 (4" —2") = 2271 — 27~ = 271 (2" — 1) para
todo o nimero natural n.

7.(b) Pondo Ay = 1, vem A,, = (14+a?)A4,_1—a?A,_, paran > 2. Considerando a
fungio geradora A(t) = 350 ) A, L, temos A(t) = (1+a%)t+a2t2 = (1 t)(ll 7 =
1/(1 taz) ‘“i/_(;;f) =30 o =7 (1 —a®"*2) t" e, portanto, A, =1ze a+ para
todo o nuimero natural n.

7.(c) Quando a? = 1, temos A(t) = ﬁ; =3 o(n+1)t", logo A, =n+1

para todo o nimero natural n.

8.(a) Temos A(t) =t + TtA(t) — 10t A(t) + =5 — 1 — 3t, donde resulta A(t) =
__t+6t? _ _ 8/3 ._L - = 1 5N —

= 2t)(t1 65tt)(1 =7 i l_—-L2t + 1_% Assim, a, = § (2" +11-5" - 3"*?)
para todo o numero natural n.

8.(b) Temos A(t) = tA(t )+'——)§, logo A(t) = W = %+%+(—I—_—627)5,
donde a, = 6 (1 — 2"+ + (n+1)2") = 6[(n — 1)2" + 1] para todo o nimero na-

tural n.

8.(c) Temos A(t) = —t2A(t) + & — 1 = —t?A(t) + &5, donde resulta A(t)
_1/2 , —(+i)/4 | —(1-i)/4 _
(l—t)EH—t?) = G-na tlt)(l-{—lt) 1J_t + (1 u)/ (1+1t)/ e, portanto, an = 5 —

o = L =

3 % (1 — cos T + sen ) para todo o mimero natural n.

9. A sucessao (b,) satisfaz b, = 2b,_; + 1 paran > 1; além disso, by = 4. Pondo
B(t) = Yol bat", obtemos B(t) = 2tB(t) + =¥, logo B(t) = g=hnemy =
1"—_1,, + % e, portanto, b, = —1 45 2" para todo o nidmero natural n. Segue-se
que a, = £+/5-2" — 1 para todo o nimero natural n — o sinal s6 é determinado

paran = 0.

11. Ponhamos S(t) = Y oo, Snt™ Temos S(t) = tS(t) + Y oo, n?t" = tS(t) +

ty oo 0(n + 1)%t". Agora, temos l—tyg = Yot (":2)t" =13 n+2)(n+

t" = 33 0ko(n + 1% + 33707 (n + 1)t logo 3507 o(n + 1)*" = 5y —
Y

Yoco(n + 1)t" = %55 — 72z Sendo assim, obtemos S(t) = (1_2ttF - =
(e = i) = 520 (1) - (%3] 941 6, portanto, S = 2(78) —




(n+2

%) para todo o ntmero natural n. Daqui, resulta que Sp = gn+in?+1in

para todo o nimero natural n.
3. (a) O termo c, pode ser escrito na forma ¢, = > m=0 20<jk<m ajbg. O

J+2k=m
somatério interior representa o coeficiente de ™ na série formal D(t) = A(t)B(t?).
Pondo D(t) = 3377 ; dnt™, a soma 37 _ dp é 0 coeficiente de " na série formal
D(t) Yoot = ?J_t—t). Como 37 _;dm é cu, concluimos que C(t) = ?J_E} =
A(t)B(t?)

it
(b) A hipétese diz-nos que a, é o coeficiente de " na série formal E(t)B(t) onde
E(t) = 0L, ("FM)t". Como ("t") = (rFD+n=1) “temos E(t) = =y (veja
a sinopse). Em concluséo, A(t) = (—l_ﬂt)%—f, donde B(t) = (1 —t)"**A(t). Como
1=+ = Yt (tH(—nmn = Yoreo (") (=1)"t", conclufmos que b, =

Yo (T:I)(—I)’“an_k. Assim, fi.(r) = (—l)k(’tl).

5. Repare-se que, paran > 1, a, = > r—okan—i é o coeficiente de t" da série
formal B(t)A(t) onde B(t) = 50 nt" = ﬁg Assim, A(t) satisfaz a equacio
2 s_e
Aty =1+ (%:—)25 donde resulta que A(t) = (=2, =1 + =37 Pelo exercicio
anterior, temos m =Y oe o Fant™ e, portanto, a, = F, para todo o nimero

natural n > 1.

4.2. Material avancado

3. E claro que qualquer poligono “triangularizado” se obtém pelo processo descrito
porque a sua base é base de um tinico triangulo e, tanto & esquerda, como &
direita, desse tridngulo existem poligonos “triangularizados” 4 e B. Trocando cada
triangulo pela indeterminada t, obtemos uma série formal P(t) em que o coeficiente
de t" conta o nimero de maneiras de dividir um poligono com n + 2 lados em n
triangulos. Como P(t) = 1+ tP(t)?, tem que ser P(t) = ﬁﬁ . Comparando
com o exemplo 3 desta secgdo, concluimos que P(t) = > o Cnt™ onde (C,) é
a sucessao dos nimeros de Catalan. Concluindo, o nimero que pretendemos é

1 2n—4

an = C"_2 = n=1 (n—2

= ) para todo o nimero natural n > 2.
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A principal fonte de inspiragdo deste curso é o belissimo livro:

Ronald Graham, Donald Knuth & Oren Patashnik. Concrete Mathematics,
A Foundation for Computer Science, Addison-Wesley, Reading, MA, 1989.

Existe uma edicdo brasileira, com tradugio de Valéria de Magalhaes Iorio, publi-
cada por LTC - Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A., Rio de Janeiro. A
segunda edigao é de 1995.

Este livro cobre muitos dos tépicos do texto, ainda que deixe algumas matérias
importantes de fora (e.g., a tabela dos doze caminhos, o principio da inclusao /ex-
clusdo, enumerabilidade), ndo trate sistematicamente as relagdes lineares de re-
corréncia e pressuponha como conhecidas certas matérias (e.g., bases numéricas).
“Concrete Mathematics” dirige-se a uma audiéncia muito mais preparada do que os
“caloiros” (exige, pelo menos, o terceiro ano de uma licenciatura em Matemadtica),
pois apresenta exemplos bastante complicados e discute certas matérias (e.g.,
aproximacdes assimptéticas) que exigem conhecimentos de Analise Infinitesimal.
Recomendamos vivamente este livro para estudos mais avancados, tanto pela sua

elegancia como pela sua fonte (quase) inesgotédvel de informagao.

Um livro de nivel semelhante ao do texto e que trata também de outros tépicos,
nomeadamente de grafos, da teoria elementar dos nimeros e de métodos algébricos

aplicados & combinatéria, é o seguinte:

Norman Biggs. Discrete Mathematics, Clarendon Press, Oxford, 1985.
Sobre teoria dos grafos, ha um optsculo em portugués de um nivel semelhante ao
do nosso texto:

Ilda Perez. Tdpicos de Matemdtica Finita, Associacdo de Estudantes da
Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa, 1992.

Este optisculo também aflora a combinatéria e as relacdes lineares de recorréncia.

Para quem pretenda aprender mais combinatdria recomendamos:

Richard Brualdi. Introductory Combinatorics, Prentice-Hall, terceira edi-
¢ao, 1999,

ou:
Alan Slomson. An Introduction to Combinatorics, Chapman and Hall,
1991.

O tratamento da tabela dos doze caminhos baseia-se no material do primeiro

capitulo do livro:

Richard Stanley. Enumerative Combinatorics, volume 1, Cambridge Uni-

versity Press, 1997.

Este é um livro muito avang¢ado de combinatéria — de nivel de pés-licenciatura —
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escrito por um dos grandes especialistas mundiais desta rea (saiu recentemente o

segundo volume).

O material mais avan¢ado da sec¢do do principio da inclusdo/excluséo, incluindo

as desigualdades de Bonferroni, é uma adaptacdo do capitulo IV do cléssico:

William Feller. An Introduction to Probability Theory and its Applications,
John William & Sons, Inc., 1957.

A secgdo sobre enumerabilidade é constituida por material bem conhecido da teoria
dos conjuntos, ainda que o tratamento que lhe demos nio seja o mais usual. No

que diz respeito a este material recomendamos o livro:

Karel Hrbacek & Thomas Jech. Introduction to Set Theory, Marcel Dekker,
Inc., 1984. (Em 1999 saiu uma nova edigdo deste livro.)

O algoritmo Quicksort e a sua anlise vém, por exemplo, explicados em:

Robert Sedgewick. Algorithms, Addison-Wesley, 1988.

A defini¢do dos mimeros de Bernoulli e a deducéo da férmula de Euler-Maclaurin
vem em “Concrete Mathematics”. Af também se demonstra que os niimeros de
Bernoulli de indice impar (com excepgdo do primeiro) sio nulos. No entanto,
a demonstracdo em “Concrete Mathematics” nio é elementar, pois usa desen-
volvimentos em série e fungdes hiperbélicas. A nossa demonstracdo é elementar,

utilizando as férmulas de inversio.

O livro “Concrete Mathematics” serviu também de base ao capitulo sobre fungoes
geradoras. No entanto, o tratamento que af é feito segue uma abordagem analitica
(baseada no desenvolvimento em séries de poténcias de funcoes de varidvel com-
plexa).

O uso das fungdes geradoras na teoria dos niimeros pode encontrar-se no clssico:

G. H. Hardy & E. M. Wright. An Introduction to the Theory of Numbers,
Clarendon Press, Oxford, 1938; quinta edi¢io, 1979.

Muitos resultados sobre parti¢des numéricas vém ai explicados.

Indiquemos também o seguinte livro curioso sobre funcées geradoras:

Herbert Wilf. Generating Functionology, Academic Press, 1994.
Finalmente, um cldssico sobre os conceitos fundamentais da matemética para as
ciéncias da computagéao (vide Prefacio) é '

C. L. Liu. Elements of Discrete Mathematics, McGraw-Hill Internatlonal
Editions, segunda edicdo, 1986.

Dentro do mesmo espirito, mas mais recente, temos:

Kenneth Ross & Charles Wright. Discrete Mathematics, Prentice-Hall,
quarta edig¢ao, 1999.
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