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1. EQuacdes diferenciais ordindrias

‘A ciéncia é uma equagado diferencial.’

Alan Tlll‘lng (matematico britanico que decifrou o c6digo nazi sendo fundamental para o desfecho da 2* Guerra Mundial)

Generalidades sobre Equacoes Diferenciais

Qual é a funcao que derivada resulta nela mesma? A resposta a esta questao ¢ imediata
para um aluno com conhecimentos rudimentares de derivacdo. A resposta é f(x) = ¢".
Contudo podemos nos interrogar se serd esta a tnica fungdo com esta propriedade. A
fungdo f(x) = ae* é ainda uma solugdo para qualquer valor de o € R que escolhermos.
Consequentemente temos infinitas solu¢des para este problema. Este problema pode ser
colocado em termos de uma equacao:

F'@) =) (a-h

Assim sendo dizemos que a equagdo (1.1) tem como solugdo qualquer fungéo f(x) = ae*
onde oo € R. Como a equagdo (1.1) envolve como incégnita uma fungido f(x) e como
envolve derivacdes dizemos que € uma . Como ¢ tipico do calculo
integral fica no ar uma certa ambiguidade pois a solu¢do é uma familia de fungdes f(x) =
ae* onde o € R e ndo exatamente uma determinada funcio. Se soubermos que a solucdo
que procuramos & tal que f(xo) = yo entdo yo = f(xo) = ote™ obtendo @ = 2% e acabando
de vez com a ambiguidade.

De forma mais geral faz sentido considerar o chamado (PVI
daqui por diante) onde escrevemos:

Y (x) = f(x,y(x)), yo = y(xo), (1.2)
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onde f: R? — R é uma fungo que habitualmente se considera continua, Lipschitz continua
ou diferencidvel. Em (1.1) a fun¢do f s6 dependia de x mas pode depender de y como € o
exemplo da equagdo diferencial y'(x) = x + y(x).

Sera que € facil resolver equagdes diferenciais? Consideremos a seguinte equagao:

() + f(x) =0. (1.3)

Procuramos, portanto, uma fun¢do que derivando duas vezes resulta na simétrica dela
mesma. Nao parece ainda assim muito complicado pois conhecemos, por exemplo a
funcdo f(x) = sin(x) que é solugdo de (1.3). Néo é também complicado verificar que
f(x) = asin(x) (onde a € R) € solucdo de (1.3). A fungdo f(x) = cos(x) é também
solugdo de (1.3). Analogamente f(x) = fcos(x) (onde 8 € R) € solucdo de (1.3). Esta
observacgdo resulta do conhecimento que temos da derivacdo; a derivada do produto de
uma constante por uma func¢do € o produto da constante pela derivada dessa mesma funcao.
De imediato, e porque sabemos que a derivada da soma € a soma das derivadas, notamos
que a soma f(x) = asin(x) +  cos(x) é ainda solugdo de (1.3).

Determine solugdes para a equagdo diferencial f”(x) — f(x) = 0.
Determine solugdes para a equagdo diferencial f”(x) + f(x) = 0.

Podemos comegar a ficar animados e tentar resolver de cabeca vérias equacdes, como por
exemplo:

f"(x)+ f'(x) + f(x) = sin(x). (1.4)

E claro que na generalidade as equagdes diferenciais sdo complicadas de resolver e, por
conseguinte, tentamos desenvolver métodos que permitam obter as solucdes de modo
eficaz.

Uma equagdo diferencial y'(x) = f(x) tem sempre solu¢do? 3

Mostre que a equagdo diferencial y'(x) = f(x) onde f(x) =xsex € [0,1]e

f(x) =x— 3 se x €]1,2] ndo tem solugdo.

f(0.9) =09 ¢ f(1.1) = 0.6 contudo ndo existe nenhum ¢ € [0.9,1.1] tal que
f(c) =0.7. Logo f a propriedade do valor intermédio falha, logo f ndo é uma funcdo de
Darboux, logo f ndo € obtida pela derivacao de outras funcoes.

Uma equagdo diferencial y'(x) = f(x) onde f é fun¢do de Darboux pode sempre
ser resolvida analiticamente? &
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Resolva o PVIy/(x) = e e y(0) =2.

2 z z ~ M M 2z
Como f(x) =e™ & continua entdo ela tem antiderivada que é dada pelo Teorema

Fundamental do Célculo por F (x) = [3 ¢~ dt sendo esta expressao o melhor que podemos

fazer. Como F(0) = 0 escolhemos para solugdo y(x) =2+ [y e dt.

Determine o polindmio P(x) que é solu¢do da equagdo diferencial P(x) —
P'(x) = x%.

E ficil de ver que P(x) = ax*> +bx +c. Assim, ax> 4+ bx+c —2ax — b = x°.
Igualando os coeficientes temosa =1, b=2e c = 2.

Exemplos de aplicacdo

« Exemplo 1.1 — Lei de Malthus. Este principio reduz-se a admitir que a velocidade com
que varia o nimero de elementos por unidade de tempo de uma certa populacio, designado
por P(t), é proporcional a quantidade de individuos. Podemos traduzir esta ideia pela
equacao diferencial:

P'(t) =LP(1), (1.5)

onde ¢ > 0 € uma constante que depende da populagdo em causa. A solugdo de (1.5) é
P(t) = P(0)e" e facilmente podemos constatar que tem limitacdes sérias de aplicacio a
longo prazo. Muitas vezes se colocam restricdes territoriais ou recursos alimentares para
melhorar a precisdo deste modelo. Contudo, para certas populacdes de micro-organismos
que se multiplicam por mitose este modelo € fidvel em intervalos de tempo relativamente
longos. .

« Exemplo 1.2 — Queda dos corpos. Suponha o sistema dinamico dado pela queda de
um corpo de massa m de uma dada altura na Terra. Assuma que o corpo sofre um atrito
associado a resisténcia do ar e que € proporcional a velocidade. Suponha que a constante
de proporcionalidade é dada por A. Formule a equacdo diferencial obtida para a variagdao
da velocidade. (relembre a segunda lei de Newton F' = m%).

Pela segunda lei de Newton
Fem®
~"ar
onde % = v(t) representa a variacdo da velocidade por unidade de tempo (i.e. a aceleragdo)
e F a forca que age sobre o corpo no sentido do movimento do mesmo. A forca F €
determinada por duas forgas: a F,=mgea F, = Av.
De fato, F' = mg — Av (pois F; tem o sentido contrdrio a0 movimento). Temos entdo a

seguinte equagdo diferencial:
mv(t) = mg — (1.6)

A equagio diferencial (1.6) determina a lei de movimento de certos paraquedas. E facil de
verificar (faga-o!) que a funcao

_A, mg
t :C ml —_,
v(t) e m + I
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é solugdo de (1.6) onde C € R. Supondo que, para t = 0, temos v(0) =0 (por palavras, no
instante inicial a velocidade era nula), obtemos v(0) = C+ =5£, i.e., C = —Z&. Assim,

()= — "8 4 18

A A

« Exemplo 1.3 — Lei de Hooke. Segundo a lei de Hooke relativa a corpos suspensos em
extremidades de molas as forcas deformantes sdo proporcionais as deformagées eldsticas
produzidas. Assim, F = —kx(t) onde x(¢) representa a posicdo e k é uma constante
dependente das caracteristicas da mola (metal usado, tamanho dos anéis, etc). Usando
novamente Newton obtemos

mi(t) = —kx(t). (1.7)
Mostre que
x@:wm¢%m< %Q,
€ solucao de (1.7). .

=« Exemplo 1.4 — Catendria. Seja dado um fio de densidade linear 6 medida em kg/m e
de comprimento s dependurado nos pontos A e B conforme a Figura 1.1 onde A € o ponto
mais baixo. Consequentemente, o peso serd dado por ds. As for¢as em questdo sdo; o0 peso
do segmento s, a tens@o (horizontal) 77 em A e a tensdo (tangencial) 7> em B. As equagdes
da estdtica nesta situagao sao:

 componente horizontal |T}| =t =, cos 0 ou sejacosO =L e

» componente vertical 0s =, sin 0 ou seja sin 6 = ‘?—2.

o
15)

Logo obtemos que tan 6 = ‘?—IS Pretendemos obter a expressao que define a catendria em co-
ordenadas retangulares y(x) e ja sabemos que y(x) =tan 0 = & Recordando que o compri—
mento de arco! s de uma curva y(x) definida num dominio [0 x| €s(x) = [g 1+ (2)]%dt,

usando o Teorema Fundamental do Calculo obtemos que ﬁ = 1 + [y(x)]?. Da relagao
y(x) = 5St—fx) derivamos em ordem a x em ambos os lados e obtemos
6ds 8
. e 1 o 2
) = = o\ 1+ BP,

e a equacdo diferencial, que notemos envolve a segunda derivada de y, e que define a
catendria é

y=—/1+D]*
I

'Usando uma aproximacio por diferenciais Ax Ay obtemos As = \/Ax? + Ay?. Num processo de limites
obtemos ds = \/dx> +dy? = \/dx>(1+[y = /1 + [y(x)]2dx. Agora é s6 integrar entre 0 e x.
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/)

/ fysin#

L
]‘I A=1(0,0) {z,0)

Figura 1.1: A catendria num referencial cartesiano.

« Exemplo 1.5 — Aplicacdo na Engenharia Informdtica &

. Mesmo nos jogos de computador simples onde surgem movimentos de
saltos num determinado campo gravitacional é usada uma equacgdo diferencial para
modelar a velocidade do personagem.

. O algoritmo do gradiente descendente € altamente usado em
problemas de Machine Learning.
. O método de programacgao dinamica € usado num contexto discreto

mas as suas origens sao nas equacoes diferenciais e num problema de controlo 6timo
relacionado com a equacdo diferencial de Bellman.

Um foguete de brincar € constituido pelo seu revestimento e pelo combusti-
vel. A massa total no inicio € de 247 g. Acendemos o foguete em t = 0 e ele vai ardendo
de uma forma que a sua massa total m(z) (em gramas no tempo ¢ em segundos) verifica a
EDO ri(t) = —6¢ de forma fidedigna paraz € [0,9]. Quando acaba o combustivel o foguete
pesa 100 g. Mostre que o combustivel esgota-se exatamente passados 7 segundos.

A solucio da EDO é m(t) = —3t> +247. Logo queremos determinar ¢ tal que
m(t) = —3t> 4247 = 100, donde —3t> = —147 =t =17.

Equacdes diferenciais - definicdo e métodos de resolucdo

Como de costume usamos a notacdo y) para designar a derivada de ordem n da fungio
y(x). Resumindo temos

n derivagdes
(n) moor
y — y “ e
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Até a derivada de ordem 3 usamos y"”’.

Uma ¢ uma equacdo onde figuram a varidvel independente x, a funcdo
(inc6gnita) y(x) e as suas derivadas y'(x), y"(x), ..., y"(x). Resumindo:

Flx,y,y,y"...,y") =0. (1.8)

Como y(x) depende somente de uma varidvel dizemos que a equagio diferencial é

(usual, vulgar, simples), e representamos pelo acronimo EDO. A da EDO é€ tao
somente a ordem da derivada mais elevada que figura na equacao. Por exemplo, a EDO
y#x+y" =0, tem ordem 4.

Mostre que a EDO y' 4y = ¢* tem como solugdo y(x) = %ex +Ce . Qual
a ordem desta EDO?

No exercicio anterior obtivemos infinitas solucdes, no entanto se fixarmos certas
condig¢des (designadas por (c.i.)) obtemos unicidade. Por exemplo,
se y(0) = 1, entdo como y(x) = Je* +Ce ™ obtemos 1 = y(0) = 3¢’ +Ce * =1 +C
e consequentemente C = 3. A solugdo da EDO com a c.i. y(0) =1 € y(x) =
;€ + e~ = cosh(x).

A c.i. ¢ fundamental da resolu¢do de problemas pois se soubermos que um carro se
movimenta na A23 dire¢do Castelo Branco/Covilha a uma velocidade constante de 60
km/h s6 vamos saber onde se encontra se soubermos que comecou a sua viagem no km
161. Traduzindo na linguagem das EDO temos v = 60 ou equivalentemente x’ = 60 e
x(0) = 161. Agora podemos resolver o seguinte:

Sabendo que comegou a viagem as 16h a que horas o carro chega a Covilha?
Assuma que estamos a considerar Covilha norte (km 173).

EDO de primeira ordem

Uma EDO de primeira ordem é uma relagdo F(x,y,y’) = 0. Supomos que podemos resolver
esta equagdo em ordem a y’, entdo y' = f(x,y). Do préximo resultado podemos concluir
duas coisas; uma boa noticia: sob certas condi¢cdes bem gerais temos sempre solucdes para
as nossas equacoes e elas sao unicas fixando certas condi¢des iniciais e uma md noticia:
nada nos € dito sobre como encontrar as solugdes.

— Teorema de existéncia e unicidade de EDO’s. Se,em )y’ = f(x,y),
fe ‘3—-§ forem continuas num certo dominio U e (xgp,yo) € U, entdo uma
solucdo y = h(x) tal que yo = h(xp).

A prova deste teorema envolve imenso trabalho e estd fora do escopo desta disciplina. Este
Teorema € chamado de Teorema de Picard-Lindelof. J4 o Teorema Cauchy-Peano garante
apenas a existéncia quando f € somente continua.
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No Teorema 1.2.1 ndo foi referido o dominio de defini¢do da solug@o %(x). Temos
que existe a > 0 tal que h: |xo — a,xp +a[— R é a dnica solucdo de y = f(x,y) tal
que yo = h(xo). No PVIy =y? 4 1 e y(0) = 0 temos a solugio y(x) = tanx. Apesar
de f(x,y) = y* + 1 ter derivadas de toda a ordem e continuas isso nio garante que a
sua solucdo seja definida em R.

= Exemplo 1.6 Dada a equagio y’ = —* e o ponto (xo,yo) = (2, 1) temos que f é continua
e 3—§ = —% ¢é continua. Assim, a equacdo tem solugdo tnica. De fato, obtemos a solugdo

geral da EDO: y = %, finalmente substituindox =2 e y = 1 temos C = 2 e a solu¢do unica

y=2. .

Uma coisa € garantir que tem uma tnica solugo, outra coisa é determinar essa mesma
solucdo. O problema da determinagdo da solucdo analiticamente situa-se no mesmo
patamar de dificuldade e constrangimento que a determinacao de integrais analitica-
mente. Curiosamente, tem uma relacdo intrinseca com o problema de determinagdo
de férmulas resolventes para equagdes polinomiais.

[Teorias de Galois e de Liouville] Sabemos desde os 13 ou 14 anos que equagdes

polinomiais de segunda ordem como ax? + bx + ¢ = 0 se podem resolver usando a
—b+ Vb —dac
2a

seja intragavelmente dificil de decorar. Evariste Galois mostrou, hd cerca de 200
anos e com apenas 20 anos, que certas equagdes polinomiais ndo tinham ‘férmula
resolvente’! O problema comeca a ter piada a partir das equacdes de grau > 5 pois
para graus inferiores ja eram conhecidas férmulas. Galois desvendou os segredos da
‘insolubilidade da quintica’ mostrando como determinar férmulas (quando soldveis)
de qualquer equagdo polinomial de grau 5. Ndo satisfeito considerou graus superiores
criando para isso uma teoria com o seu nome! A sorte foi que Joseph Liouville teve
acesso aos trabalhos de Galois apresentando-os ao mundo. Num estudo paralelo
Liouville conseguiu mostrar que certas equagoes diferenciais lineares ndo possuiam
‘férmulas resolventes integrais’.

férmula x = . Ter uma férmula resolvente € fantdstico mesmo que ela

Apesar de ndo estarmos ainda em condi¢des de provar o Teorema 1.2.1 estamos ja capazes
de provar dois teoremas de existéncia e unicidade mais simples. O primeiro € relativo a
EDO’s fundamentais, i.e. da forma y’ = f(x), e diz:

— Teorema de existéncia e unicidade de EDO’s fundamentais.
Se, em y' = f(x), f for continua em [a,b] e x( €]a,b|, entdo uma solugdo
y = h(x) tal que yo = h(xp).

Demonstragdo. Sabemos que a continuidade de f garante que existe uma primitiva F de f.
Pelo segundo Teorema Fundamental do Célculo teremos [ f(t)dt = F(x) — F(xo) ou seja
F(x) = F(xo) + [;, f(t)dt sendo F solugdo de y’ = f(x). Escolhendo F(xo) = yo temos a
unicidade. [
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2

Aplique o Teorema 1.2.2 e resolva o PVI y/(x) = x* com a condig@o inicial

y(1)=-3.

X
y(x) = y(x0) + o 2t = y(1) + [{idt = =3+ 5| = 345 —§ =300,

O segundo teorema de existéncia e unicidade € relativo a EDO’s auténomas, i.e. da forma
Yy = f(y), e diz:

— Teorema de existéncia e unicidade de EDO’s auténomas. Se,
em y = f(y), f for continua e ndo nula em [c,d] e yy €]c,d|, entdo uma
solucdo y = h(x) tal que yo = h(xp).

Demonstragdo. Escrevemos a EDO y' = f(y) na notag¢@o 2 Leibniz % = f(y) ou seja

dx _ 1 _ 1
ZZZ—; = @ Usando o Teorema 1.2.2 temos x(y) = x(yo) + [}, 7oy dt onde yo € [c,d]. Como
x —

& = 7y paray €]c,d[ o Teorema da Fung¢do Inversa dado em Calculo I garante que x(y)
possui inversa y(x) e que, além disso, y(x) € derivavel sendo a derivada o inverso algébrico
da derivada de x(y). |

Aplique os Teoremas 1.2.2 e 1.2.3 e resolva o PVI y/(x) = 2y com a
condi¢@o inicial y(1) = 3.

Claramente f(y) # 0 desde que y # 0. Reduzimos a EDO auténoma y'(x) = 2y a

uma EDO fundamental Z—’yc = 2—1y paray > 0. A solucdo é:

(v) = x( )+/y1dt 1+/y1dt T e = 14 Lny—m3)
X =X J— — — = —1n = —(my—1In .
V)= L o 3 2 23 2o

Vamos inverter a fungio x(y).

2x—2+1In3 22 _

1 1 1
x(y)z1—{—§(lny—ln3)<:>x—1+§1n3:Elny<:>e =y<3e y(x).

Interpretacdo geométrica de uma EDO

A EDO % = —% tem como solugdo geral y(x) = % Vejamos como obtivemos a solucgao:
note-se que podemos escrever a EDO como %dy = —%dx, donde [ %dy =—1 )—1Cdx, ou seja
In(y) = —In(x) + K, i.e., y = 1.eX, assim obtemos y(x) = € (onde C = X). Podemos
colocar a questdo: O que representa geometricamente a solugdo y(x) = %? E claro que
representa uma familia de hipérboles para cada escolha de C. Se fixarmos uma c.i. (xg,yo),
entdo a curva passara por esse ponto. Fixemos a c.i. (xg,y0) = (2, 1), entdo obtemos C =2
e a curva que passa nesse ponto é y(x) = % A EDO % = —% determina que a tangente

N ;d ~
a curva nesse ponto é ¥ = —2 = —%. Em conclusdo, a EDO representa um campo de

. ~ d . . ~
dire¢des (ou campo de vetores), em cada ponto o vetor (1, d—i) determina essa dire¢do, e as
curvas cujas tangentes sdo essas direcdes sao as solugdes da EDO - chamadas solugcdes
integrais ou



1.2 Equacdes diferenciais - definicdo e métodos de resolucdo 17

A

N t
[ 51
pp bV
AR
R
s/ N

N\
r,—*/L \.“"‘-""HHT-“-_-'T*H-_‘IHHH.-
..-,.-(L'r /ﬂ"llr—'r-rrf-—*-—ré—r-—b-—-i-—b-—br'ﬁl-
l\\ll ////,-".--",--',--PF--F-&.--&.--.--;-.A
\\ //////"/,-'H,—#,-*,-H,-H,-
ol i f////’//'//.-*.x,.-'z,

Figura 1.2: Campo de direcdes da equacao % = — € sua solugdo (curva integral) que

passaem (2,1)i.e. (xo,y0) = (2,1). Note que ndo estd definido para x = 0.
Encontre a EDO cuja solugio é a familia de pardbolas y(x) = Cx?.

Para resolver este problema € s¢ derivar j—x = 2Cx. Agora para determinar C € s6

notar que C = )% Finalmente, substituindo temos % = Z%x e a EDO requerida é % = Zx—y
(ver Figura 1.3).

\i _.-.’/
NN LA 4
NN\ 7S
L s ;////
N P P
e~ — A S
o 5 e
— \‘x_-f.,‘--.‘-h
aat:
oy NN ON N N
NN S
L A A -8 RN

; . : ~ xdy _ 2 . .
Figura 1.3: Campo de dire¢des da equag@o ;- = = e uma das suas curvas integrais. Repare

que as solucdes y(x) = Cx? sio paribolas que vio ‘alargando’ & medida que consideramos
C’s cada vez menores.

Considerando um PVI dado por y'(x) = f(x,y(x)) e yo = y(xo) podemos entdo descrever
geometricamente o problema em R? dizendo que a inclinagio no ponto (x,y) é dada pelo
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vetor (1, f(x,y(x))) = (1,y'(x)). Dito de outra forma, usando a linguagem dos campos de
vetores temos um campo de vectores

X: R* = R2

(6y) — (1, f(xy(x)))
v Zoom
L ‘/ B |
| | | |
|
o [i
J
A /
s s 7 y wv"/' s / s v e
I R e e T e B R B S B pa S S S
L
N
‘ L
Digite a EDO: | | | | | | | | |
dy Mostre o campo de dirego Mostre a solugdo Condigdes Inicicais: %o =D
et w )

Figura 1.4: Estamos a considerar a EDO y’ = y? ¢ o campo vetorial (campo de inclinagdes)
¢ representado pelos segmentos. Falta o sentido do campo vetorial (setinha). Escolhendo a
c.i. (xp,y0) = (0, 1) fica descrita a solugdo (trajetoria/orbita) que passa nesse ponto e cujas
tangentes sdo precisamente o campo vetorial em questao.

\ | |
Digite a EDO: | | | | ! X ‘ ‘

|
|
Lo
o ot
=y +x

Yo=l2

Figura 1.5: Estamos a considerar a EDO y’ = y+xy e o campo vetorial é dado por
X(x,y) = (1,y+xy). Escolhendo a c.i. (xp,y9) = (—1,2) fica descrita a solu¢éo que passa
nesse ponto e cujas tangentes em (x,y) sdo precisamente X (x,y).

Consequentemente, o PVI dado por y'(x) = f(x,y(x)) € yo = y(xo) induz uma representagio
geométrica interessante. Contudo, os campos (1.9) possuem um rigidez na primeira
coordenada. Se pensarmos em campos vetoriais em R? na sua generalidade temos:

X: R? R2

N
(x,y) — (X1(x,),X2(x,y)) (1.10)
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Ora (1.10) tem também uma descricdo na linguagem das EDO’s dada por:

{x:x1 (x,y)

y= XZ(X,y)

Na Figura 1.6 temos o sistema de EDO’s dado por

X=-y
{y,: . (1.11)

Derivando a segunda EDO em relagdao ao tempo e usando a primeira EDO teremos
¥ =x = —y. Esta EDO de segunda ordem ja apareceu em (1.3) e tinha solucdo y(r) =
acsin(r) + B cos(t). Usando novamente a segunda EDO obtemos x(¢) = accos(t) — B sin(z).
Estas funcdes x() e y(¢) definem uma familia de curvas em R? dadas por:

c: R — R? (1.12)
t +—— (acos(t)—PBsin(t),asin(t)+ Pfcos(t)) '
Se fixarmos, por exemplo, &« = 1 e f = —2 e t = 0 teremos o ponto (1,—2). Deixando

evoluir o parametro temporal ¢ teremos uma circunferéncia ¢ centrada na origem e que
passa no ponto (1,—2). De facto, ¥ é uma curva integral associada ao campo vetorial
X(x,y) = (—y,x) esbogado na Figura 1.6.

A custa da curva c¢(r) definimos

o' (o, B) = (atcos(t) — Bsin(t), asin(t) + B cos(t)).
Mostre que:

« ¢'(a,B) = ).
. <p’+s( o, B) = ¢'(¢°(a,B)) onde t,s € R.
¢'(a.p)| _ =(=B.).

(po(oc,ﬁ) = (acosO — Bsin0, asin0+ B cos0) = (o, B). Em relagdo a segunda
propriedade por um lado temos:

(o, B

o' (a,B) = (acos(t+s)—Bsin(t+s), asin(t+s)+Bcos(t+s))
= (a(costcoss—sintsins) — B(sintcoss+ costsins), a(sinz coss + cost sins) + f(cost cos s — sint sins))

Por outro lado temos:

o' (¢°(a,B)) = ¢'(acoss— Bsins,osins+ fcoss)
= ((acoss— Bsins)cost — (asins+ B coss)sint, (coss — B sins)sint + (o sins + f coss) cosr)
= (a(costcoss—sintsins) — B(sintcoss + costsins), a(sinz coss + cost sins) + f(cost cos s — sint sins))

Finalmente %(p’(a,ﬁ) - (—asint — B cost,occost — fsint) - (—B, ).
t=
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As identidades provadas no Exercicio 1.12 merecem uma reflexdo profunda das
componentes algébrica, geométrica e até diferencial. A func¢do @' é chamada de

e a terceira propriedade indica que podemos obter o campo de vetores associado via
derivacdo no parametro ¢. Claro estd que tendo um campo de vetores o seu fluxo
serd obtido por um processo de integragdo. Foi precisamente o que fizemos quando
integramos o campo vetorial da Figura 1.6.

Vector Field < —y,z >

xmin = -5 xmax =5

Figura 1.6: Representacdo geométrica do campo vetorial X (x,y) = (—y,x).

Método geométrico das Iséclinas

Veremos mais 2 frente §3.1 que para representar graficamente em R um campo escalar
f: R? — R serd conveniente determinar as ¢ de f onde ¢ € R que sdo
definidas pelo conjunto {(x,y) € R?: f(x,y) = c}. As (do grego isos=igual,
klini=inclinacao) sdo o correspondente as curvas de nivel trocando campos escalares
por campos vetoriais € mantendo o objetivo de conseguir visualizar geometricamente o
campo vetorial em causa. Como estamos interessados em campos vetoriais X = (1, f(x,y))
associados a EDO’s onde y' = f(x,y(x)) como em (1.9) definimos a is6clina ¢ de X pelo

conjunto {(x,y) € R?: f(x,y(x)) = c}.

* Comegamos por esbocar as isoclinas. Na Figura 1.7 vemos as isoclinas ¢ =3 e
c=0.

* Em cada iséclina esbocamos um segmento pequeno que indica a inclinacio associada
aiséclina. Na Figura 1.7 em cima e ao longo da iséclina a esquerda vamos colocando
um segmento de declive ¢ = 3 e em cima e ao longo da isdclina a direita vamos
colocando um segmento horizontal.

* Quando tivermos bem no¢do do campo vetorial esbocamos as curvas integrais e
teremos uma boa ideia qualitativa do comportamento dinAmico em causa.

. A is6clina ¢ = 0 indica onde podemos
observar pontos de mdximo e minimo (da coordenada y) das curvas integrais. Pontos
de inflexdo deverdo impor, como habitualmente, condi¢cdes de degeneragcdo da
segunda derivada (quando existe claro) i.e. y” = 0. Nesse caso como y'(x) =
f(x,y(x)) derivando em ordem a x e usando a regra da cadeia teremos y”(x) =

g—it% + g—];% = g—f: + %y’(x) = % + %f. Logo a condi¢do de degeneracdo serda
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Figura 1.7: No link https://www.geogebra.org/m/pjdyeDWA podemos encontrar uma
aplicacdo do Geogebra elaborada por Juan Carlos Ponce Campuzano e que gera auto-
maticamente as isclinas associada 3 EDO y’ = xy? — (x>y —y). A vermelho & esquerda
(respetivamente direita) temos a inclinacao de declive ¢ = 3 (respetivamente ¢ = 0) mas
podemos interativamente gerar isoclinas associadas a outras inclinacdes.

Equacoes diferenciais com varidveis separdveis

EDO’s da forma y’ = f(x)g(y) dizem-se . A razdo para
este nome € simples, podemos escrever esta equagdo na forma:

dy

2 = f(x)80) & i dy = f(x)dx

g(y)

Para a resolver usamos processos de integragdo jd estudados, i.e., [ $ dy = [ f(x)dx.

— Teorema de existéncia e unicidade de EDO’s separdveis.
Se, em y' = f(x)g(y), f for continua em ]a,b|, g for continua e ndo nula em |c,d[ e
(x0,¥0) €la,b[x]c,d|, entdo uma solucdo y = h(x) tal que yo = h(xp).

Demonstragdo.

Vamos assumir que se tivermos uma solugdo i(x) da EDO y' = f(x)g(y) ela

terd que ser tnica. Na notagdo de Leibniz fica Z—ﬁ(x) = f(x)g(h(x)) ou seja m dh(x) =

f(x)dx. Integrando ¢ de x¢ a x e, consequentemente A(z) de h(xg) = yo a h(x) =y teremos:

/y:h(x) L ang) = / £(0)dt (1.13)
Yo=h(xo) &(h(t)) N X0 ‘ '

Seja G(y) uma antiderivada de ﬁy) e F(x) uma antiderivada de f(x). De (1.13) e usando o
segundo Teorema Fundamental do Célculo obtemos:

G(h(x)) — G(yo) = F(x) = F(xo) (1.14)
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Como g é continua e ndo nula em |c,d| ndo poderd mudar de sinal. Assim, a derivada de G
tendo o mesmo sinal G terd que ser monotona. Usando o Teorema da Func¢do Inversa para
fungdes continuas G~ ! existe. Aplicando G~! a ambos os lados de (1.14) obtemos:

h(x) = G~ (F(x) = F (x0) + G(0)), (1.15)
que é uma expressdo explicita da solugdo /(x) sendo portanto tinica uma vez, claro, fixando
as condig¢des iniciais.

Vamos ver agora que /(x) obtida em (1.15) satisfaz a EDO y’ = f(x)g(y) numa
vizinhanga de xq e que passa pelo ponto (xg,yo). Para isso basta derivar (1.14) em relagdo
a varidvel x e, pela regra da cadeia, obtemos:

1
g(h(x))

Finalmente, se em (1.15) tomarmos x = x fica

G'(h(x))H' (x) = F'(x) < W (x) = f(x)) & K (x) = f(x)g(h(x)).

h(xo) = G~ (F (x0) = F (x0) + G(30)) = G~ (G(30)) = yo
e temos a condicdo inicial satisfeita. [

« Exemplo 1.7 Vejamos como resolver a EDO y = f(x)y com c.i. (xg,yo). Observemos
que Z)yc = flx)y & %dy = f(x)dx. Assim temos:

/dy /f Ydx < Iny(x /f )dt +C < y(x) = yoef’%f(’)dﬂ

3
para determinarmos o valor de C € s6 usar a informagéo acerca da c.i., ou seja 5 -l .ic
donde C = %. .

« Exemplo 1.8 Vejamos como resolver a EDO y?y —x = 0 com c.i. (xo,v0) = (1,2).
Observemos que y*y —x = 0 < y*dy = xdx. Assim temos:

y3 X2
yzdy:xdx(:)/yzdy:/xdx@?:5+C,

: s 2 . ~ . . 3
para determinarmos o valor de C € s6 usar a informacao acerca da c.i., ou seja % =5 +C,
donde C = %. .

Notemos que no Teorema 1.3.1 as hipéteses sao suficientes para concluir a tese mas
ndo sdo necessdrias. Podemos ter existéncia e unicidade sem estarmos nas hipéteses
do Teorema 1.3.1. Esse € o caso quando g(y;) = 0 mas o integral i improprio ; y : (lt) dt
diverge. Quando este integral converge a unicidade ndo esta garantida. Esta questéio
estd relacionada com um melhoramento do Teorema 1.2.1 provado por Osgood no
final do século XIX.
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(a) Usando a nota¢do do Teorema 1.3.1 mostre que g(¢) = 0 < y(x) = ¢ satisfaz a EDO
Y =fx)g(y).

(b) Mostre que se estivermos nas condi¢cdes do Teorema 1.2.1, entdo duas curvas inte-
grais distintas nunca se intersectam.

(c) Mostre que a solugdo de y) =y—1 € y(x) = Ce* + 1 e, usando o Geogebra, faga o
esboco das curvas solucdo.

(d) Mostre que a solugdodey' = (y—1)(y+1) é y(x)
faca o esboco das curvas solugao.

(e) Verifique que a EDO y’ = 2xy ndo estd nas condi¢des do Teorema 1.3.1 mas estd nas
condi¢des do Teorema 1.2.1. Discuta questdes de unicidade da solugao y(x) = Ke©
com K € R a luz da nota anterior.

17€2C1 +2x

= o © usando o Geogebra,

(a) (=) trivial (<) Temos 0 = y'(x) = f(x)g(y(x)) = f(x)g(¢) para todo o x,
logo f =0o0u g(¢) =0 e temos g(¢) = 0. (b) O Teorema 1.2.1 garante que dada uma c.i.
(x0,y0) existe apenas uma curva integral que passa por (xg,yo).

« Exemplo 1.9 — Falhanco da unicidade. Consideremos o PVI y'(x) = /[y(x)] e
¥(0) = 0. Neste caso f(x,y) = /|y(x)| é continua logo pelo Teorema de Cauchy-Peano
temos existéncia de solu¢do. Contudo como g—J; nao € continua ndo podemos garantir

unicidade. De facto pelo Teorema de Cauchy-Peano a func@o f(x,y) ndo é Lipschitz na
varidvel y ficando a unicidade eventualmente comprometida. Notemos que % (x) = 0 com
x € R é solugdo do PVI dado. Escrevemos a EDO como —— dy = dx e integramos.

()l
Paray > 0 temos 2 y/y(x) =x < y(x) = %2 quando x > 0. Paray < 0 temos 2 /—y(x) =
—xeyx) = —%2 quando x < 0. Temos entdo outra solugdo do PVI dada por:
2 sex>0
hy(x) = 4 - 1.16
2(%) —%2 sex<0 ( )

Escolhendo ¢ €] — 1,0[ definimos a familia de fun¢des no pardmetro o por:

sex>0
i se x € [0,0] (1.17)
—(kf) sex<o

(e} INLS

ho(x) =

obtendo infinitas solugdes do PVI considerado Gfl. A este fendmeno nao estard alheio
o facto do integral impréprio fol \Lﬁ dy ser convergente cf. acima. Por dltimo,

podemos tanto em A, como em hgs simplificar solugdes e assumir = 0 para x > 0 (ou x < 0).

Exemplos de Aplicacdo

« Exemplo 1.10 — Lei de Torricelli. O nivel x(z) de um reservatério de d4gua com es-
coamento vertical sob a acdo da gravidade e em funcdo da varidvel tempo € geralmente
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a a4

it

-3

-4 —a

Figura 1.8: A esquerda temos a funcdo h(x) e a direita a fungéo . Grosso modo
temos uma ‘colagem’ das pardbolas com diferentes concavidades por intermédio de um
segmento nulo que vai crescendo com ¢ — —17.

modelado pela Lei de Torricelli’

dx

Z: (X\/;,

onde o é uma constante. Resolva a EDO com c.i. x(1) = 4.

Observemos que a EDO ¢é separavel, assim x"2dx = —adt e obtemos a solugdo geral
2 /x=—at+C. A constante C é determinada usando a informagio acerca da c.i., ou seja,
2v4=—a x1+C, C =4+ a. Substituindo na expressio de x(t) fica:

x(t) = (2—%@—1))2.

Veja a Figura 1.9. .

« Exemplo 1.11 — Lei do arrefecimento de Newton. A Lei do arrefecimento de Newton
¢ dada pela EDO

dT

= —B(T-Ta), (118)

onde T'(¢) é a fungao temperatura 7 de um certo corpo em fung¢io do tempo ¢, T, € a cons-
tante que representa a temperatura do meio ambiente e 3 uma constante de condutividade
térmica caracteristica do corpo em questdo. Determine a evolucio da temperatura do corpo
supondo que inicialmente 7'(0) = 21 graus.

Observemos que a EDO (1.19) € em varidveis separdveis, assim

dT
T—T,

_Bdta

%Esta lei é mais famosa no problema da medicdo da velocidade de saida de um fluxo de um recipiente
furado. Quem nunca reparou que a velocidade de saida é maior se o furinho for feito mais abaixo?
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Figura 1.9: Solucdo para a Lei de Torricelli % = —2 /x quando para o tempo ¢ = 1 temos

o reservatério com nivel x = 4 que é x(¢) = (3 —¢)2. Note que o reservatério fica vazio
parat = 3.

integrando termo a termo vem
In|T —Ty|=—-Pr+C,
donde T'(t) = Ty, +eCe P'. Usando a c.i. obtemos a solugio:

T(t) =Ty + (21 — Ty)e P

4 40

PR RENTR IR RS

+ 18

SRR RE
Figura 1.10: Escolhendo 8 = 1 e T, = 20 temos que, em cerca de 4 unidades de tempo, o
corpo estabiliza a sua temperatura perto da temperatura do meio.

— Diluicdo de solucdes adocicadas em input-output. Um gobelé
contém 1 litro de 4gua sendo que comecga a ser injetada no mesmo uma solucdo de dgua
adocicada com agucar a uma relagdo de 15 mg de acucar por litro na razdo de 0,002 litros
por segundo. Vamos supor também que o gobelé se encontra em movimento circular por
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forma a que a solucao que vai sendo originada se mantém homogénea. Simultaneamente
com o processo de injecao de 4gua com agucar, vai sendo retirada a solucao formada no
gobelé na mesma razdo com que € introduzida, i.e., 0,002 litros por segundo. Pretendemos
determinar a evolucdo da quantidade de agtcar no gobelé durante todo o processo.

Vamos denotar por x(¢) a fun¢do que nos dé a quantidade de agicar no gobelé
(medida em mg) num certo tempo ¢. Uma vez que o gobelé contém 1 litro de dgua, a
concentracdo de agticar na solucdo é dada por x(¢) mg por 1 litro, i.e., x(¢) mg/l.

A EDO que descreve o processo € entdo:

d
X 0,002 % 15—0,002 x x = 0,03 — 0,002x, (1.19)
dt ~—_——— N——

input output

donde a solucdo, com a condi¢ao inicial de a 4gua no instante inicial + = O ser pura
x(0) =0, é:

x(t) = 15— 15¢7 00027,
Note que lim 15— 15790027 — 15,

t—ro0

Equacoes diferenciais lineares escalares

Uma EDO € expressa na forma

/

Y =px)y+q(x), (1.20)

onde p(x) e g(x) sdo fun¢des que vamos assumir continuas.

A EDO r(x)y = p(x)y+ g(x) também € linear de primeira ordem mas por questdes

prticas dividimos tudo por r(x) obtendo uma EDO como em (1.20) onde p(x) = ’: ((j:))
eq(x)= %.

Um exemplo simplificado de uma EDO linear de primeira ordem € a chamada
, considerando em (1.20) g(x) =0, y = p(x)y (com c.i. y(xp) = yp). Observemos
que a EDO homogénea € resolvida usando uma integracao elementar, de fato:

¥(x) = yoeho PO, (1.21)

Observe que se f(x) e g(x) forem duas solugdes de (1.20) entdo A(x) = (f — g)(x) é ainda
solu¢do da equagdo homogénea associada a (1.20). Em geral temos o seguinte:

« Exemplo 1.12 — Principio da linearidade no caso homogéneo. Considerando a
EDO (1.20) com ¢(x) = 0 temos que a combinagao linear de duas solugdes f(x) e g(x)
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dessa EDO ¢ ainda solugdo dessa EDO. De facto, por hip6tese temos f'(x) = p(x)f(x) e
g (x) = p(x)g(x). Seja h(x) = af(x) + bg(x) com a,b € R. Logo:

H(x) = (af(x)+bg(x)) =af'(x)+bg (x) = ap(x)f(x) + bp(x)g(x)
= p)(af(x)+bg(x)) = p(x)h(x).

Os préximos dois exemplos mostram que o Principio da linearidade falha caso a EDO seja
nao homogénea ou caso a EDO seja nao linear (6bvio!).

« Exemplo 1.13 — Caso ndo homogéneo. Consideremos a EDO (1.20) com g(x) # 0.
Mostremos que a combinag@o linear de duas solugdes f(x) e g(x) dessa EDO ndo tem
porque ser solucgdo dessa EDO.Temos f'(x) = p(x) f(x) + ¢(x) e g (x) = p(x)g(x) + q(x).
Seja h(x) = af(x) + bg(x) com a,b € R. Logo:

H(x) = (af(x)+bg(x)) = af'(x) +bg'(x) = ap(x) f(x) +aq(x) + bp(x)g(x) + bq(x)
= px)(af(x)+bg(x)) +q(x)(a+Db) = p(x)h(x) +q(x)(a+b),

que s6 serd igual a p(x)h(x)+¢q(x) sea+b=1. .

=« Exemplo 1.14 — Caso ndo linear. Considere a EDO nio linear y' = ¢~ onde f(x) =
Inx e g(x) = In(x+ 1) sdo duas solugdes. Temos, por exemplo, que f(x) + g(x) = In(x +

1
(2 50 & x oy — 24l —In(Py) N
1) +1Inx = In(x" 4 x) ndo € solugdo. De facto: y) = 5= ee () = 2 = pee

Em Algebra Linear e Geometria Analitica vimos que o sistema linear homogéneo
A-x=v (com v = 0) tem como solucdo um espaco vetorial designado por

(também chamado de de A). Assim, se x = x] e x = x, forem duas solucdes de
A-x= 6, entdo ax; + bx; com a,b € R é também solucdo de A - x = 0 (basta usar a
linearidade de A). J4 o sistema linear ndo homogéneo A-x = v (com v # 6) se tiver
duas solucdes x = x| e x = xp a combinagao linear ax; + bx, com a,b € R néo serd
necessariamente solucdo de A - x = b. De facto, A(ax; +bxy) = aA(x;) + DbA(xp) =
av+bv = (a+Db)v s6 serd igual a v se a+b = 1 o que poderd ndo acontecer. O
conjunto de solugdes do sistema linear ndo homogéneo forma um espago afim V.
Sendo entdo x, uma solugdo particular de A-x = v (com v # 0) e x, uma solucdo geral

deA-x=0 (i.e. no nucleo) teremos:
A(xp+xp) =A(xp) +A(xy) = v+0=v,

sendo x,, +x;, solugdo de A-x = v (com v # 0). 0 espaco V das solugdes do sistema
ndo homogéneo € ‘deslocado’ do nicleo somando a qualquer solucdo geral no nicleo
uma solucao particular do sistema nao homogéneo.

Resolva a equagdo (x) x+ 2y = 4 usando a ideia base da nota anterior.

Claro que a solugdo é simplesmente considerar o subespaco afim de R? dado
pelaretay = —%x + 2. Contudo, vamos seguir a ideia da nota anterior que consiste em
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consideramos primeiro o sistema homogéneo x 4 2y = 0 cuja solucdo € a reta (subespacgo
vetorial y = —%x). Uma solugdo particular de (%) serd, por exemplo, o ponto (0,2).
Finalmente, somamos a solucdo geral do sistema homogéneo com a solucdo particular do
sistema ndo homogéneo obtendo (x, —%x) +(0,2) = (x, —%x +2) i.e. o subespaco afim
y= —%x—k 2. Claro que poderiamos ter escolhido outra solug@o particular de (x), por
exemplo, o ponto (8, —2) obtendo desta feita e considerando X = x + 8

(x,—%x) +(8,-2) = (x+ 8,—%36—2) = (z‘c,—%<)‘c—8) —-2)= (7@—%)”2) = (x)

1.e. novamente o subespago afim y = —%)_c + 2.

Podemos sintetizar estas ideias no resultado seguinte que garante que qualquer solugdo de
(1.20) € obtida somando uma soluc¢do particular de (1.20) com a solucdo geral da equagdo
homogénea associada.

— Teorema Fundamental de EDO’s lineares ndo homogéneas
de primeira ordem. A solucdo geral da EDO (1.20) pode ser escrita como y(x) =
yp(x) +yn(x) onde y,(x) uma sua solugdo particular e y,(x) a solugdo geral da EDO
homogénea associada (1.20).

Demonstragdo. Seja y(x) uma qualquer solucdo de (1.20). Vamos ver que y(x) —y,(x) é
uma soluc¢do da equagdo homogénea associada y' = p(x)y. De facto:

Y=p@)y = (@) —ypx) —px) () —yp(x))
= ¥'(x) =y, (x) = p(x) y(x) — yp(x))

= y'(x) = p)y(x) = (v, (x) = p(x)yp ()

S

Assim, qualquer soluc@o y,(x) da equagdo homogénea associada y = p(x)y pode ser
escrita da forma yj,(x) = y(x) — y,(x) donde se obtém que y(x) = y,(x) + yu(x). |

Vimos em (1.21) como encontrar as solucdes gerais da EDO homogénea. Logo, basta
saber um solucdo particular de (1.20) e usar o Teorema 1.4.1 para saber quais as solucdes
gerais de (1.20). Determinar a solu¢do da EDO homogénea y;,(x) resume-se a calcular
um integral da fungdo p(x) que pode ser facil/dificil/impossivel mas ndo deixa de ser
um exercicio de Célculo I. O problema eventualmente complicado € encontrar a solugdo
particular y,(x) de (1.20). Iremos ver daqui a pouco o método da variagdo do pardmetro
que permite determinar solucdes particulares da EDO (1.20).

Fator integrante e a férmula da variacdo do parGmetro
Vamos ver agora com mais detalhe o tal ‘truque’ que nos permitird determinar a solucao
geral da EDO (1.20). Multipliquemos ambos os membros da equagdo por (designado
por ):

O = px)y) = i(x)q(x),
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e tentemos determinar i(x) por forma a que i(x)(y’ — p(x)y) seja a derivada do produto de
i(x) por y(x), ou seja
i) = p(x)y) = (ix)y) =1y +1y,

isto é
]
iy —ip(x)y=iy+iy & —ipx)y=iye —ip(x) =i & l; =—p(x) & (i) = - /p(t)dt,
assim . Como i(x)(y — p(x)y) = (i(x)y)’, substituindo i(x) por ¢ rg PO
e notando que i(x)(y' — p(x)y) = i(x)g(x) obtemos:
<e—f;0p<t>dty>’ _ e R PO )
Agora, integrando ambos os membros da igualdade anterior de xg a x temos:
X X s
e—.xop() o g p(1)d "y(x0) :/ e_fxol’(f)dtq(s)ds,
X0
ou seja
el Py, _ / " Ro PO 400y 4
X0 ’
multiplicando ambos os membros por el PO Ghtemos
X X X s
X0
donde, finalmente se determina a seguinte férmula chamada
(1.22)

Nada melhor do que exemplificar a utilidade dos cdlculos efetuados anteriormente na
resolucdo de uma EDO.

« Exemplo 1.15 Mostremos que a solugio da EDO linear de primeira ordem y = 3y +sinx

com c.i. (xg,y0) = (0,7) é y(x) = T}e>* — {5 cosx — f—osinx. Observemos que p(x) =3 e

g(x) = sinx. Assim o fator integrante é i(x) = e~ /034" = ¢=3 ¢ ysando (1.22) temos:

yx) = yoeho?® +/ J Py ()ds—7e3x+/ Ji3dt sinsds

= 7e3x+/ e Hsinsds = & x(7+/ e ¥sinsds)
0 0

= %
Calculemos fe’3s sinsds por partes fazendo u = e dv =sinsds, du = -3¢ 3ds e
v = —coss. Logo

/e3s sinsds = —e3scoss—/(—coss)(—3e3sds) = —¢ coss—3
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Agora calculamos [ e~3% cossds por partes fazendo u = e, dv = cossds, du = —3 e~ ds
e v = sins. Obtemos por conseguinte

= ¢ Fsins— /sins(—3 e ¥ ds) =
Consequentemente,

/e3ssinsds = —e Bcoss—3
= —e Fcoss—3

= —e coss—3e Fsins—9 / sinse > ds,

donde se obtém

1O/e3s sinsds = —e > coss — 3¢~ > sins,

ou seja
—3s
10

/e3ssinsds = (3sins+coss).

Continuemos a conta acima:

X

* = eSx(7+/ e~ sinsds)
0
—3x

0
= > (7 — elO (3sinx+cosx) + f_0(3 sin0+0050>)

e 3 1
= (7 - (3sinx+cosx) + —>

10 10
71
= 1 (—3sinx —cosx) + 1_0€3x
71 1
= me3x ~ 10" " 1o sinx.

Verifique que y(0) = 7 e que y(x) € solu¢do de y’ = 3y + sin.x.

« Exemplo 1.16 Vejamos como resolver a EDO linear de primeira ordem y’ = x%y + x?
com c.i. (xp,y0) = (1,2). Observemos que p(x) = x* e g(x) = x*. Assim o fator integrante

z . — (%42 x4l
éi(x) =e /174 = ¢33 ¢ temos:
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y(x) = yoe[;i) / Js dt dS_2€3 3 +/ js lzdt 2

= 2e3 3—|—/e3 T ds—263%+ex3/e 5 s2ds
1

3 3 5 Ldu 3 3 2
1 X 3 X X
= 2e3 3—|—e3/ s =2e5 i 1 (—e )|}

! ds 3

Sl K3 3

= 237_§+e7(— %-|—g %) 26%_%—1-1-63_

Verifique que y(1) = 2 e que y(x) é solucio de y' = x?y +x2.

A razdo do nome ‘variacdo do parametro’

Vimos em (1.21) que a solugdo da equagdo homogénea é dada por y(x) = yoefé) pdr _
yoel (). A ideia é permitir que yg deixe de ser constante e passa a variar com x ou seja
considerar yo(x)e” ). De notar que apesar de chamarmos variagdo do pardmetro em
muitos textos chamam variagdo das constantes (um tanto ou quanto contraditério mas
curiosamente cémico @). Escrevemos s(x) = yo(x)e"'™ = yo(x)h(x). A funcdo h(x) é
solugdo da equagdo homogénea associada i.e. solugdo de y'(x) = p(x)y(x). De facto,

(h(x)) = ("9 = (P(x))'e"™) = p(x)e™™ = p(x)h(x). (1.23)

Notemos agora que:

S —p)sx) = (o)™ = p(x)(ox)e”™)

= 300" +30() () — p(x) (o))
= 0(h0x) +30(H () — p()yo(x)h(x)

= 300R) oI (x) — p(x)h()

= h().

Assim, teremos solu¢do da EDO s'(x) = p(x)s(x) + g(x) se yy(x)h(x) = g(x), ou seja se
q(x)

solucionarmos y;,(x) = Ao due € basicamente integrar %. Logo a solucdo geral de (1.20)
¢ a soma da solu¢do geral da equacdo homogénea com a solugdo particular de (1.20), i.e.:

(1.24)
Compare (1.24) com (1.22).

« Exemplo 1.17 Vejamos revisitar o Exemplo 1.16. Como resolver a EDO linear de
primeira ordem y' = x>y + x? com c.i. (xg,y) = (1,2). Comegamos por determinar a
solugio geral da equacio homogénea associada y' = x?y. A solugio é

[x*dx _ 2

Yh (X) = yoef pydr — yoep(x) = Yoe Yoes .
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Usando a mesma notagdo descrita atrds temos neste caso que s(x) = yo (x)e’®) = yo(x)h(x)
)

q(x

X3 X
onde /(x) = e 3. Temos assim yj(x)h(x) = g(x) ou seja yj(x) = W = x?e” 7. Assim,

3

3
yo(x) = /xze3 dx=—e 7.

Consequentemente, usando (1.24) temos a solucdo geral dada por

3

Y(x) = yoe"™ +yo(x)e"™) = yoeT —e

2
3e3 = Yyo€

W,
W,

—1.

Finalmente, vamos usar que a c.i. é (xp,yo) = (1,2). Assim, 2 =y(1) = yoe% —1le
logo yg = 3¢73. A solucdo de y' = x?y +x> com c.i. (xo,y9) = (1,2) serd portanto
1

3
y(x)=3e373—1. .

Comparando os dois pontos de vista do mesmo procedimento, a saber o
versus vemos que i(x) = e~/ P™) h(x) = e/ ) ¢ assim

e IPMg(x) = % (compare novamente (1.24) com (1.22)).

Resolva novamente a EDO do Exemplo 1.15 usando esta tltima aborda-
gem.

= Exemplo 1.18 Vamos resolver a EDO linear de primeira ordem y’ = —% +x% com c.i.
(x0,y0) = (1,—1). Comegamos por determinar a solugdo geral da equagdo homogénea
associada y' = —2. A solugdo é

yn(x) = yoe PO = yoel ™) = ype! ~5 = yo .

Usando a mesma notacao descrita atrds temos neste caso que s(x

/\
»Q\/
I
<
S
—
=
~—
Q
=
Nad
|
<
S
—~
=
N—
=
—
=
~—

onde h(x) = % Temos assim yj(x)h(x) = g(x) ou seja yj(x) = Wy =T =X Assim,

x4

yo(x) = /x3dx: R
Consequentemente, usando (1.24) temos a solucdo geral dada por

4
— ypef®@ Py 0 X 1Yo &
() =06 4 yp)e ) = 20 21 0 X
. [ . 3
Finalmente, vamos usar que a c.i. é (xo,yo) (1 —1). Assim, -1 =y(1) =%+ L= =
y0+3—1 e logo yg = —%. A solugiode y = —2 +x com c.i. (xg,y0) = (1,—1) serd portanto

3
y(x) :—%—i—%. .

Resolva novamente a EDO do Exemplo 1.18 usando a primeira abordagem
do fator integrante i.e. a férmula (1.22).
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Séries de poténcias na resolucdo de EDOs

Uma série de poténcias centrada em xo = 0 € definida por

fx)=Y7", aix' = ap+ax+arx®+a3x> + ... (1.25)

onde os nimeros reais a; chamam-se coeficientes (de ordem 7). Grosso modo séries de
poténcias sdo séries funcionais onde cada func@o f;(x) ¢ um monémio, dito de outra forma,
séries de poténcias sdo um ‘polinémio infinito’.

Uma série de poténcias ndo tem necessariamente que estar centrada no 0. De facto uma
série de poténcias centrada em xg = a € definida por

fix)=Y2 ai(x—a) =ag+a)(x—a)+ay(x—a)* +az(x—a)* +... (1.26)

— Teorema Fundamental das séries de poténcias.

* Se uma série de poténcias Y7 ,a;x' converge para um dado valor x = x, entdo
converge absolutamente para qualquer valor x = x; tal que |x1| < |xo/;

* Se uma série de poténcias Y5 ja;x' diverge para um dado valor x = x, entdo
diverge para qualquer valor x = x; tal que |x;| > |xo].

raio de convergéncia =r

- — — — == ——— — — ——— - - — —

intervalo de convergéncia
R, R.R, R.Elonw —H R

Figura 1.11: Converge para xo (dentro do intervalo de convergéncia) mas diverge para x|
(fora do intervalo de convergéncia).

= Exemplo 1.19 Dada a série de poténcias ) ;° ¥ = l—ix o seu raio de convergéncia é
r =1 e o intervalo de convergéncia é I =] — 1, 1]. .
— Derivacao de séries de poténcias. Se I =] —r,r[ é o intervalo de

convergéncia de uma série de poténcias ) ;” ;a;x', entdo

Z iaix ' = ay +2apx+ 3azx* + ...
i=0
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admite o mesmo intervalo de convergéncia /.

= Exemplo 1.20 Resolva a equagdo diferencial f'(x) = f(x) com a condigao inicial
f(0) = 1 usando séries de poténcias Seja f(x) = Y.~ ga;x'. Derivando termo a termo
obtemos f'(x) = Y5, ia;x'~!. Tgualando fica:

fx)=rfx) < Ziaixi_l = Zaixi S a4+ 2amx+3a3x* +=ag+ax+ax’ +...,
i=1 i=0

—_

igualando os coeficientes obtemos: ayg = a1, a| = 2az, ay = 3as,..., a; = (i+ 1)a;y+1. Como
f(0) =1 concluimos que ap = 1. Logo ap = 1, a; = 1, ay = ;, a3 = 55, 04

ajv1 = ll, A solucdo é portanto

’ (o)

Y

it

Temos assim a representacdo em séries de poténcias para a fungdo exponencial f(x) = e*.
Ja sabemos que o intervalo de convergéncia desta série de poténcias € R. .

« Exemplo 1.21 Resolva a equagdo diferencial f/(x) = —xf(x) com a condic@o inicial
f(0) = 1 usando séries de poténcias Seja f(x) = Y= ya;x'. Derivando termo a termo
obtemos f’(x) = Y., ia;x'~!. Tgualando fica:

fl(x)=—xf(x) & Zza X = —xiaixi & iiaixi = i—aixiH,
i=0 i=1 i=0

logo

ay +2arx+ 3a3x2 —|—4a4x3 4+ = —apgx— apc2 — a2x3 +...,
donde sai a; = 0. Como f(0) =1 temos ap = 1. Igualando os coeficientes obtemos:
2a; = —ap = —1 logo ar = —%. 3a3 = —a; = 0 logo a3z = 0, de facto temos as;+; = 0.
day = —ar = % logo a4 = 2—i4. 6ag = —ay = —2—i4 logo ag = —m. Em geral temos

I 0 O
@2 = 557 6%+ Yamos agora notar que

2XAX6X - x2=2x1)x(2x2)x(2x3)x---x (2xi)=2"x1!

A solucdo é portanto

= i <_.1)1x2i. (1.27)

[
= 24!

Podiamos ter resolvido a equacgdo diferencial do exemplo anterior de uma outra

forma. Como f'(x) = —xf(x) e y = f(x) temos que y = —xy ou seja, notagdo de
Leibniz, Zy = —xy. Temos portanto %dy = —xdx. Integrando em ambos os lado fica

J ;dy = — [xdx ou seja lny = —% +C. Como temos a condi¢do inicial f(0) =1
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ou seja y = 1 quando x = 0 obtemos In1 = —%2 +C, C = 0. Finalmente obtemos
2
y=e" 2. Notemos que:

- X
17
= 21!

ou seja a solug@o € a mesma obtida em (1.28) usando a técnica de séries de poténcias.

« Exemplo 1.22 Resolva a equagdo diferencial f”(x) = xf(x) com a condicdo inicial
f(0)=1e f'(0) =2 usando séries de poténcias. Seja f(x) = Y7 a; x'. Derivando termo
a termo obtemos f’(x) = Y ia;x' e f(x) = Y2, i(i — 1)a;x' 2. Tgualando fica:

(o]

f"(x):xf(x)@z (i —1)a;x —xZa,x <:>Z (i—1)aix iaix”“l
i=0

i=2
logo

)

Y (i+2)i+ Daj2x' = Za,-_lxi S2a+ ) (i+2)(i+ Dajox' = Zai_lxi,
i=0 i=1 i=1 i=1

€ assim

2a; + Z[(H—Z)(H— Dajio —a;_1]x' =0.
i=1

Consequentemente, os termos terdo que se anular obtendo

a =0 e a: _ 41
2 )i+ 1)
ou seja
a;
:0 : =\
@=T A T T8 (i1 2)

Usando as condi¢des iniciais ag = 1 e a; = 2 obtemos a3 = %, ag = %, as=0,a6 = 155 €
por ai fora. A solucdo € portanto

1 I 4 1
f(>—1+2x+6x +6x “f‘@x—f— (1.28)

Transformadas de Laplace na resolu¢do de EDOs

‘E costume em disciplinas de matemdtica em engenharias explicar que o professor nunca
confiaria em sua vida a um avido cujo comportamento dependesse do cdlculo integral.
Talvez fosse bastante imprudente voar num avido projetado por um engenheiro que acredi-
tava que a aplicagdo do livro de receitas da transformada de Laplace revelava tudo o que
se sabia sobre sua estabilidade.’ T.W. Korner maemtico)
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Transformada de Laplace

Seja f(t), t > 0, uma fungdo. Definimos pelo seguinte
integral de Riemann impréprio®:

F(s) = /0 " f)e dr, (1.29)

onde os valores de s considerados no dominio de F sdo todos os valores para os quais o
integral (1.29) converge. Para os valores em que este integral diverge a transformada de
Laplace ndo esta definida.

Figura 1.12: A esquerda temos a fungdo /() = > e a fungéo ft) =127, A direita temos
a fungdo f(r) = e a fungdo f(r) = e". E notério o efeito de ‘puxar para o eixo dos
x" que a fungdo e~ possui concretamente na formagéo, via produto, duma fungdo com
chance de ter integral impréprio convergente.

Pode ser desmoralizador ter que lidar com um integral impréprio. Contudo, o 0 no
limite inferior de integragdo deverd sempre ajudar nas contas. Além do mais, 0 o no
limite superior de integracdo também facilita bastante a nossa vida. De facto, e grosso
modo, a fung¢do e (s > 0) que aparece como fator no integrando é uma fungdo tal
que:

o lime ¥
f——oo
lhido outra fung@o que ndo necessariamente exponencial;

. tlir+n f(t)e™*" = 0 para imensas fun¢des, pois ndo é qualquer funcéo f(¢) que
—>+o0

= 0 mas isso nao é nada de extraordindrio pois poderiamos ter esco-

cresce o suficiente para impedir que o produto com e~* deixe de ir para 0;
. Mlim fé” f(t)e*" dt < o para uma grande variedade de fungdes, pois ndo é
—+too

qualquer fungdo f(r) (apesar de ser mais facil encontrar tal fun¢éo aqui do que

SRecorde que [y f(t)e " dt = Mlim JY f(r)e*"dr e este integral foi estudado com pormenor em
—oo

Cdlculo 1. De forma mais rigorosa o integral de Riemann é féw f(t)e " dt pois o integral de Riemann esté
definido em fun¢des com dominios limitados, o ‘integral de Riemann impréprio’ é quando Mlim do integral
oo

de Riemann [})! f(t)e™* dt existe.
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no ponto anterior) que cresce o suficiente para impedir que o produto com e~

garanta um integral impréprio divergente (ver Figura 1.12).

Figura 1.13: Temos as fungdes f(1) =12, t>¢~', 12~ e t’¢~>'. A medida que vamos
considerando %~ com s cada vez maior a garantia de convergéncia do integral impréprio
aumenta. Visto de outra forma se F (s) existe para um determinado valor de s, entdo deverd
existir para valores maiores do que s.

A ‘grande variedade de func¢des’ que nos referimos no dltimo ponto da nota anterior sdo as
funcdes de ordem exponencial. Dizemos que uma fungdo f(¢) é de

se existem constantes ¢ > 0, K > 0 e T > 0 de forma a que tenhamos |f(f)| < Ke“ para
todoot > 7.

Chamamos transformada de Laplace unilateral a (1.29). Se considerarmos [~ em
(1.29) teremos a transformada de Laplace bilateral.

Usaremos a notagdo Z{f (1)} = F(s).

Dadas duas fungdes f(7) e g(¢) cujas transformadas de Laplace sdo,
respetivamente F(s) e G(s) e o, B € R. Mostre:

a) que .Z é linear, i.e.,

L{of(1)+Be(t)} = aZ{f(t)} +BL{s(1)} = aF (s) + BG(s).

b) a e, se Z{f(t)} =F(s), entdo L{e” f(t)} = F(s—a).
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c)a Jie,se Z{f(t)} =F(s)eg(t)=f(t—a)set >ae
g(t)=0set <a,entdo L{g(t)} = e “F(s).

« Exemplo 1.23 Vamos mostrar que .#{1} = 1. Temos para s > 0:

© 1 © 1]
Z{1} = / le_Stdt:—e_“O =-.
0 —s s

Para s < 0 o integral vai divergir.

« Exemplo 1.24 Vamos agora calcular a transformada de Laplace ‘mais importante do
mundo’ © mostrando que .#{e?} = L. De facto,

L} = /m e dt = /w ela g — 1 a7 _ ]
0 0 a—s 0o s—a
desde que 5 > a. Assim .Z{e'} = L coms > 1 e L{e ¥} = Sﬁ com s > —4 por
exemplo.
« Exemplo 1.25 Mostremos que
s+2

3{8_21 COS31’} = m

no seu dominio de defini¢do. Usando a 1¢ propriedade de translagdo Z{e“ f(t)} = F (s—c¢)
com ¢ = —2 obtemos .#{e~% cos3t} = F(s+2) onde F é a transformada de Laplace de

cos3t. Mas Z{cos3t} = 2255 Logo L{e cos3t) = (Sf2+)5+9- .

« Exemplo 1.26 — Propriedade do reescalonamento temporal. Mostremos que se
Z{f(t)} =F(s), entdo L{f(at)} = éF (g)

Consideremos a mudanca de varidvel r = at onde dr = adt:

L{f(ar)} = /Ooof(at)es’dt:/omf(r)eﬁ—dr:—/ooof(r)eﬁdr:éF(—).

a a



1.6 Transformadas de Laplace na resolu¢cdo de EDOs 39

O nome ‘Laplace’ em ‘transformadas de Laplace’ deve-se ao matemdtico francés
Pierre-Simon Laplace que nos séculos XVIII e XIX usou a formulagdo (1.29) no
seu estudo em teoria das probabilidades. O préprio Laplace refere no seu trabalho
Théorie analytique des probabilités datado de 1812, que se inspirou nos trabalhos de
Léonard Euler na década de 60 do século XVIII e nas suas transformagdes integrais
criadas para resolver EDO’s lineares de segunda ordem.

Contudo, o estudo destas transformadas ter-se-a reavivado numa primeira fase por um
interesse meramente da matemadtica pura com Riemann e a sua famosa fungéo zeta
e, numa fase seguinte durante a segunda guerra mundial, com a sua multifuncional
aplicacdo a problemas da engenharia.

A func¢do f na varidvel ¢ (nas aplicacdes em geral ¢ € o tempo) passa a ser a funcdo F
na varidvel s (nas aplicagcdes em geral s € a frequéncia). Uma vez que na ‘méiquina’
transformada de Laplace as varidveis mudam chamamos transformada. Quando a
‘mdquina’ modifica uma fun¢ao noutra fungdo mas a varidvel mantém-se chamamos
operador (e.g. operador de diferenciacdo, operador de integracio, etc). Derivamos a
fungédo f(¢) e f'() continua a ser fun¢@o de t mas quando ‘transformamos’ passa a
ser fungao de s.

Mostre que dada uma fung¢@o derivavel f(z) com ¢ > 0 e sempre que faca
sentido calcular os integrais temos:

ZL{f'(t)} = sF(s) — £(0). (1.30)

Integrando por partes fazendo u(t) = e, dv = f', v = f, du = —se™* e abu-
sando um pouco na nota¢do temos:

20} = [ o= e |- [T =sfoear
— £(0)+s /0 " f()e " di = sF(s) — £(0).

[

Mostre que dada uma fungao duas vezes derivavel f(z) com 7 > 0 e sempre
que faca sentido calcular os integrais temos:

Z{f" (1)} = s*F(s) —s£(0) — £(0). (1.31)

Integrando por partes fazendo u(t) = e, dv=f", v=f, du = —se " ¢
abusando um pouco na notag¢ao temos:

20} = [ S0t a=roe| - [Cosrvera
= PO+ [ W d =~ 0+ 527 (0}
= —f(0)+s[sF(s) — f(0)] = s*F (s) — sf(0) — f(0).

(o)
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Este é aquele momento em que pensamos... tu queres ver que a transformada de
Laplace da terceira derivada vai dar um polinémio de grau 3 na varidvel s? E assim
por diante ...

Mostre que dada uma fungéo trés vezes derivavel f(z) com¢ > 0 e sempre
que faca sentido calcular os integrais temos:

L{f" (1)} = 5F(s) = s> £(0) — s (0) = f"(0). (1.32)

Transformadas de Laplace Uteis

1) F(s) f(0) F(s)
af(r)+bg(r) aF(s) +bG(s) sinh(at) Pl
éf (L) F(as) (a>0) cosh(ar) R
e £(t) F(s—a) tcos(ar) iy
f'(0) sF(s) = £ (0) t cosh(ar) et
f'(t) S°F (s )—sf(O) —f(0) = -
(@) FE(S) 7 (0) 2 (0) o £ (0) e\/ﬁ sl —
(1) F'(s) 2\/% G
(-1)""f(0) FO(s) a [ F(r)dr
1 : fo £(r)dr =
t %z o f(r)glt=rydr — F(s)G(s)
at 1 T 1
¢ —a n=1)! ¥
sin(at) P Int —1“5%’ Y=constante Euler
cos(ar) P —(In7 +7) e
(1+at)e” (s_“a)z % sin(at) arctan (9)

« Exemplo 1.27 — A abordagem de Bateman ... ndo confundir com Batman!. Em
1910 Bateman na resolucdo da EDO de Rutherford representando o decaimento radioativo

f(t) = A f(t) (vamos considerar a c.i. f(0) = 1) usou a transformada de Laplace respetiva
considerando

LUOY=F©) = [ fedre {7 0)} =sF(5) - 1.
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Depois, usou a ‘transformada de Laplace’ em ambos os lados da equagdo, notando que:

fO=40 e 20} =2A50)
Exercic<1:0>1.183) j{f’(t)} =AZ{f(t)}
Exercgol.w sF(S) — 1= F(S)
& (s=1F(s)=1
1
s—1°

& F(s)=

Finalmente, Bateman era bom aluno e ja conhecia o Exemplo 1.24, i.e. Z{e'} = ﬁ
Pensou entao se a solucdo da equacdo algébrica afetada da transformada de Laplace €
F(s)= s_l tu queres ver que a solu¢do da EDO original é o f(¢) tal que Z{f(t)} = Ll !

Substituiu f(r) = €' em f'(t) = A f(t) e viu que resultava!

Podemos resumir a ideia do método da transformada de Laplace da seguinte forma:

Consideraramos a EDO na incdgnita f(¢)
!
Aplicamos . a EDO
!

Obtemos uma equag@o algébrica na incgnita F (s)

!

Resolvemos a equagdo algébrica obtendo a solucéo F(s)

1

Voltamos para trds via %!

!

Obtemos a solugdo f(z) da EDO.

J4 na proxima sec¢do vamos entender como se inverte a transformada de Laplace, ou seja
vamos aprender a determinar .2~ !. Por agora ficamos com outro exemplo de resolugio de
uma EDO de 2¢ ordem mas ainda com alguma falta de rigor pois ndo sabemos (ainda) se
(que) .Z € injetiva.

« Exemplo 1.28 Vamos usar a receita anterior para calcular as solu¢cdes da EDO
f—af+3f=é"

dada com c.i. £(0) =0e f(0) = 1. Aplicamos .# a EDO obtendo, usando linearidade de
Z
L[y —4L{f} +32{f} = Z{"}
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Recordando os Exercicios , e temos:
—4( )+3F(s) =

Usando as c.i. £(0) =0e f(0) = 1 simplificamos para

PF(s) ~ 1 —4F () +3F(5) = - ! -
ou seja para
F(s)(s* —45+3) = 5T 1,
ou ainda para |
§—
F(s)(s=3)(s—1)= 5

Considerando s > 3 temos:

1 1 1

LU =F()= (s—2)(s—3) s—3 s—2

Recordando novamente o Exercicio 1.24 sabemos que L {e¥'} = s e Z{e*} = ﬁ
Usando agora a linearidade de .Z temos:

1 1

s—3 s=2’

g{e&_eZt} _

donde obtemos a solugio f(t) = e* — e?. .

Mostre que f(t) = 3 — e* é solucdo da EDO
f—af+3f=é"
comc.i. f(0)=0¢e f(0) = 1.

Transformada de Laplace inversa

Comecemos por considerar o seguinte:

« Exemplo 1.29 Calculemos .Z{sin(at)}. Podemos resolver este problema usando a defi-
ni¢do mas vamos optar por outra estratégia menos natural mas mais simples. Recordemos

que por temos Z{f"(t)} = . Além do mais, f’(r) = acos(ar),
f"(t) = —a*sin(at), f(0) =0e f'(0) = a. Assim,

L{—d*sin(ar)} = = s> Z{sin(ar)} —a.
Logo

—a*Z{sin(at)} = s>ZL{sin(ar)} —a,
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ou seja

a = s*Z{sin(at)}+a> L {sin(ar)} = (s* +a*).L{sin(ar)}

donde obtemos

: a
ZA{sin(at)} = pompr

Mostre que Z{cos(ar)} = 5.

Ser4 que existe outra fungio g(t) # sin(at) tal que £ ! {sﬁal} =g(1)?

Mas nem tudo estd perdido de acordo com o:

— Teorema de Lerch. Se f(r) # g(¢) onde ¢ > 0 sdo fung¢des continuas
e de ordem exponencial, entdo Z{f(¢)} # £L{g(t)}.

Consequentemente, tendo em conta a injetividade no universo das fun¢des continuas, faz
sentido pensar na inversa da transformada de Laplace .2~ {F(s)} = f(1).

Vamos centrar as nossas atengdes em fungdes continuas e suas transformadas de
Laplace uma vez que nas aplicagdes as resolugdes de EDO’s que vamos considerar as
fungdes que surgem sdo continuas.

Dadas duas fungdes f(7) e g(t) cujas transformadas de Laplace sdo,
respetivamente F(s) e G(s) e o, B € R. Mostre:

a) que 1 ¢ linear, i.e.,

L HaF (s)+BG(s)} = aL 7 HF(s)} + BL{G(s)} = auf (1) + Bg(r).

b) a ,ie., se L HF(s)} = f(t), entio L {F(s—a)} =
e f ().
c)a Jie,se Z7HF(s)} =f(t)eg(t)=f(t—a)set >ae

g(t) =0set <a,entio L {e ®F(s)} = g(t).
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=« Exemplo 1.30 Como ! {SZLI} = sint, usamos a 2¢ propriedade de translacdo e

~Zs sin (I—E) set > =%
obtemos: ¥ 10 &2} — 2 2
{S2+1 0 set < 7.

« Exemplo 1.31 Mostremos que .~ {F’'(s)} = —tf(t). Comecemos por mostrar que

LA{1f(t)} =—F'(s).

d d

!/ _ . “ —St _ « d —st
Fl(s) = aﬂﬂ—aéezf@m—[;aef@w

= [t oydi =~ [ p@yd = -2 {tr(),
0 0

logo L~V {F'(s)} = —tf(1).

1

« Exemplo 1.32 Mostremos que .2~ {m

o quadrado

} = e’ sinh(3t). Completemos primeiro

I 1 B 3

1
2—2s—8 (s—1)2—9 (s—1)2-32 3(s—1)2-32

Usando as propriedades da transformada de Laplace inversa obtemos

1 3 1 3 1
U R G a1 DS G
Z {3 (S_1)2_32} 3.;2” {(S_1)2_32} 3¢ sinh(37).

Equacdes diferenciais com coeficientes constantes

» Exemplo 1.33 Calculemos a solucio da equagdo diferencial

'+ r=t
com c.i. f(0)=1¢e f/(0) = —1. Consideremos a transformada de Laplace em toda a
equagao diferencial obtendo:

+2{f}=

Usando as propriedades ja bem conhecidas obtemos:
+F(s)=
Agora usamos as c.i. simplificando para:

+F(s)= & F(s)(s°+1) = Slz+s—l.



1.6 Transformadas de Laplace na resolu¢cdo de EDOs 45

Resolvendo em ordem a F(s) fica:

1 _I_s—l_l 1+s 1 2+s
s2(s24+1) 241 s 241 241 241 s2 0 2410 241

F(s) =

Agora resta aplicar a transformada de Laplace inversa a equacao algébrica e usar as
propriedades bem conhecidas:

R e e e

1 1 Ry
_ -1) -\ _ -1 -1
S E R b S e

= ¢ —2sint 4+ cost.

Confirme a soluc¢do do exemplo anterior.

« Exemplo 1.34 Vamos resolver a equacao diferencial
F(t)+4f(t) = cost
com c.i. f(0)=0.
Temos Z{f} = sF(s) — f(0), L{4f} = 4F(s) e L{cost} = 27 Logo

s S A Bs+C
F(s)+4F(s) = 5— & F(s) = =
sF(5) +4F (s) s2+1 (5 (s> +1)(s+4) s14 7 2x1

Ficamos com s = As®> + A + Bs? +4Bs +Cs +4C = (A+ B)s? + (4B+C)s+A +4C. Logo
0=A+B,1=4B+Ce0=A+4C. B=4C.C= 5, B={ e A= —7. Assim,
4 4 1
F(s):_ﬁ ﬁs—l-ﬁ:_i 1 +i s +i 1
s+4 s241 17s+4 17s>4+1 17s2+1

Finalmente, aplicando . —1 obtemos:

4 4 1
f(t)= —ﬁe_4t + ﬁcosH— 7 sint.

Confirme a solu¢@o do exemplo anterior.

« Exemplo 1.35 Vamos resolver a equacao diferencial de 2¢ ordem dada por:
f//_2f/+f:3et
e com condig¢des iniciais f(0) =1e f/(0) = 1.

Comegamos por observar que:
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« Z{f"(1)} =57F(s) —s—1,

o L{2f (1)} = 2.2{f' (1)} = —2[sF(s) — 1] = —25F (s5) + 2,
« Z{ft)} =F(s)e

o Z{3e'} =32{} =31

Logo

st(s)—s—l—ZsF(s)+2+F(s) =

3 ) 3
p— < F(s)(s —25—}—1)—5—1—%5_1

Logo
s 1 3 1 3

A} Fo y A ) ey S P

Assim, £ {1} =€ e 327! {(5_11)3} =3/ 7! {%%} = 3el.7! {%} = 3¢t

Finalmente,

flt)=¢é+ %ettz.

Confirme a solu¢@o do exemplo anterior.

Equacdes diferenciais com coeficientes varidveis

Como veremos nos proximos exemplos a moral da histéria é usar a transformada de
Laplace e reduzir a uma equacao diferencial j4 estudada anteriormente em 1.4.1 e
que € resolvida usando o método da variagdo do parametro.

« Exemplo 1.36 Vamos resolver a equagdo diferencial de 2¢ ordem com coeficientes
varidveis dada por:
ff+2af —4f=1

e com condigdes iniciais f(0) =0 e f/(0) = 0. Neste caso a dificuldade surge por termos
um coeficiente nao constante 2¢ no termo de ordem 1. Aplicamos a transformada de
Laplace:

LU+ LIuf Y+ L{-41) = 2{1) & L{ 42201} 4L f) = -

S

Notemos que:

« Z2{f"(1)} =57F(s)—sf(0) — f'(0) e
« L{1f(0)} = —5F(s) = — 52{f (1)}, logo:

LUF W)} = 5 LU 1)) =~ 5 (5F () ~ £(0)) = —F(5) — 5F(s).
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Logo obtemos
s?F(s) —sf(0)— f'(0)+2(—F(s)—sF'(s)) —4F (s) = % & —25F'(5)+ (s —6)F(s) = %

Dividindo tudo por —2s fica:

s2—6
—2s

3 1

F/(s)+ F(s)z—ZLSZ@F/(s)—I— <_%+E) Fs) =55

que é uma equacgao diferencial de 1 ordem na incégnita F(s). Podemos usar as ideias
elaboradas em §1.4.1. Recordemos que em (1.20) tinhamos a equagdo F' = p(s)F +¢(s)

que no nosso caso verifica p(s) = 5 — % eq(s)= —2—12. Como o fator integrante é i(s) =

eI P(s)ds fcq i(s) = e 3-3ds oy seja:

. 2 2
i(S) _ e—f%—;ds _ e—%—&-?&ln(s) _ e—LS3

Multiplicando a equacdo diferencial pelo fator integrante fica:

2

2
; 2 3 —r s
e TSF (s)+e 15 (—%4— ) F(s)= e ,

A

e usando a génese do fator integrante fica:

a(F(s) T8 = —Ee_Ts,
ou seja:
.32 1 32 S2
F(s)e 7s° = —/§e4sds =e 74+C
Consequentemente
$2 2
7 C I Ce#
Fs)= -t —— =g+
e 753 e 753 S §
Agora estd na hora de voltar para trds usando .2~ !:
1 52 2 S
_ o1 _ o1 —1)er (1 —1) et
~ Z 2
como f(0) = 0 teremos C =0 e a solugdo é f(r) = 5. .

Confirme a solu¢@o do exemplo anterior.
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« Exemplo 1.37 Vamos resolver a equacao diferencial de 2¢ ordem com coeficientes
varidveis dada por:

tf —tf + f =2

e com condigdes iniciais f(0) =2 e f/(0) = 7. Neste caso a dificuldade surge por termos
um coeficiente ndo constante # nos termos de ordem 1 e 2. Aplicamos a transformada de
Laplace:

LU - LU} + L =22 & L0}~ Luf Y+ 24 =

Notemos que:

« Z2{f"(1)} =5’F(s)—sf(0) — f'(0) e
« L{1f(0)} = —5F(s) = — 5 2{f(1)}. logo:

LU0} =~ LU O =~ (5F ()~ £(0)) = —F(5) —5F'(5).

* De igual forma temos

LU 1)) =~ L O} =~ (PF () =57 (0) — £/(0) = ~25F(5) = F'(5) 42

Logo obtemos

1—s
o

—25F(s) —5°F'(s)+24F(s)+sF'(s)+ F(s) = % & s(1—s)F'(s)+2(1—5)F(s) =2

Dividindo tudo por s(1 — ) fica:

F'(s) +§F(s) = s%

que é uma equacdo diferencial de 1¢ ordem na incégnita F (s) escrita na sua forma candnica.

Podemos usar novamente as ideias elaboradas em §1.4.1. Neste caso teremos p(s) = —% e

q(s) = s% Como o fator integrante é i(s) = e~/ P(8)45 fica i(s) = el 345 ou seja:

i(s) = ol 3ds — 2.

Multiplicando a equacdo diferencial pelo fator integrante fica:
2 2 2
sF'(s)+s"=F(s) =2,
s

e usando a génese do fator integrante fica:

d

S (F)) =2,

ou seja:
F(s)s* = /2ds =25+C.
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Consequentemente

2 C
F(s)=—-—+4+—5.
(5)=~++
Agora estd na hora de voltar para trds usando .2~
~1 12 af1
fty=2"{F(s}) =% - +CZ — ¢ =2+,
s s

como f’(0) =7 teremos C = 7 e a solugdo é f(t) =7t +2. .

Confirme a soluc¢do do exemplo anterior.

Sistemas de equacoes diferenciais

Nas aplicagdes podemos ter que estudar sistemas de equagdes diferenciais com varias
varidveis. Num paralelismo com os sistemas de equacdes lineares a varias incognitas que
surgiam como uma generalizacdo das equagdes lineares com uma incégnita temos agora
um panorama semelhante mas, como podemos adivinhar, mais complicado. De facto, s6 a
laia de introdugdo, as vérias incégnitas sdo fungdes em vez de nimeros e a derivagdo nao
costuma entrar na festa para ajudar. Comecemos com um exemplo dos mais simples:

« Exemplo 1.38 Resolvamos o sistema linear de equagdes diferenciais dado por

xX= 2x-—3y
y= —2x+y
e com c.i. x(0) =4 e y(0) = —5. Pretendemos determinar duas fun¢des x(¢) e y(t) tais

que:

A taxa de variagdo de x em ordem at é o dobro da fun¢do x(t) subtraido do triplo duma fung¢do
y(t). Além do mais essa fungdo y(t) ndo pode ser qualquer pois a sua taxa de variagdo em ordem a
t é dada pela propria funcdo y(t) subtraida do dobro da fungdo x(t).

Podemos representar as solugdes x(t), y(¢) no plano R? definindo, por conseguinte, uma curva
c(t) = (x(2),y(t)). Uma vez que as c.i. sdo x(0) =4 e y(0) = —5 sabemos que a solucdo que
procuramos passa no ponto (4,—5) quando ¢ = 0, ou seja ¢(0) = (4,—5).

Passando a transformada de Laplace no sistema obtemos:

{ L{x} = L{2x} - Z{3y}
L} = {2+ Z{y}

ou seja

{ sL{x}—x(0) = 2.2{x}-32{y}
sL{y}—y(0)= 22{x}+2{y}

Escrevendo .Z{x} = X (s) e Z{y} =Y (s) e considerando as c.i. dadas fica:

sX —4= 2X-3Y
sY+5= =-2X+Y
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que é um sistema linear de duas equacdes a duas incégnitas passivel de ser resolvido por argumentos
rudimentares de Algebra Linear. Simplificando o sistema obtemos:

{ (s—2)X+3Y = 4

2X+(s— 1)Y= -5
4 3
P e B 0 S D e £ S —g+ Z
Cls—2 3| $2-3s—4 (s+1)(s—4) s+1 s—4
2 s—1
e
s—2 4
yo 12 5 5s+10-8 5542 | 5542 ~1 +—%
s—2 3‘ s2—3s+2—-6 s2-3s—4 (s+1)(s—4) s+1 s—4
2 s—1

Finalmente, temos

Vector Field < 22 —3y,—2xz+y >

VX(x,y)= 2x - 3y
Vy(xy)= -2x +y
Xmin = -5 xmax =5
® e
ymin = -5 ymax =5
xn=8 yn=8
L L
v=0.05 vh=0.16
L

Figura 1.14: Campo de vetores associado ao sistema de equacdes diferenciais do Exem-
plo 1.38.

Confirme a solu¢@o do exemplo anterior.
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Temos #(t) = Le '+ 18e¥ e (1) = Ze~' — Ze™. Por outro lado:

7 27 7 18
2x—3y=2 (——e_’ + —e4l> -3 (——e_l — —e4t>

7 1
! : ot 4 108

5 s x(t)v

Temos também:

7 27 7 18 7 72
—2x+y=-2 <— e+ —64’) + (——e_t - —e4’) =—el— e = y(t)v

5 5 5 5 5 5
Em relacdo as c.i. temos x(0) = —%e*O + 25—7e0 = —% + 25—7 =4V e, finalmente temos
y(0)=-Ze 0 BO=_ T 18- 5/

O sistema de equagdes diferenciais estudado no exemplo anterior tem uma interpretagao
geométrica muito interessante e semelhante ao ja estudado em §1.3. Podemos olhar para o
sistema como um campo de vetores dado por (x,y) = (2x — 3y, —2x+y) onde, por exemplo,
no ponto (4,—5) temos o vetor (2 x4 —3 x (=5),—2 x4+ (=5)) = (23,—13). Aqui os
campos de vetores (ou campos de dire¢des) sdo mais gerais do que os estudado em §1.3
que se resumiam a forma (1,y’(¢)) que néo é mais do que assumir x(r) =t e y(t) = y(x(¢))
¢ qualquer.

A solucdo
7 27 7 18
R )
ndo é mais do que a que passaem (4,—5) emt =0.

O estudo de campos vetoriais como modelos do eletromagnetismo, da mecénica clds-
sica, da biologia, da quimica, da economia, etc e suas respetivas solucdes analiticas,
numéricas e qualitativas € um assunto central em ciéncia. Modelos lineares como o
do Exemplo 1.38 sdo facilmente resoldveis. Ja os modelos nao lineares, muito mais
interessantes e comuns na modelacdo de problemas, podem trazer dificuldades vdrias.
Um exemplo célebre é o famoso modelo de Lorenz dado pelo sistema ndo linear:

= 10(y—7z)
y= x(28—z)—y
= xy—%z

Este modelo foi criado por Edward Lorenz no estudo de fendmenos meteorolégicos
e revela comportamento cadtico: pequenos erros nas c.i. geram comportamentos
totalmente distintos a longo prazo. Este fendmeno é geralmente conhecido pelo efeito
borboleta eventualmente pela fusdo da ideia pictérica da Figura 1.15 com a fabula
que diz que o bater das asas de uma borboleta na china pode causar, a longo prazo,
um tornado nos EUA revelador do comportamento cadtico.



52 Capitulo 1. Equacoes diferenciais ordindrias

Figura 1.15: Algumas 6rbitas do campo de vetores de Lorenz.

Métodos Numéricos nas Equacdes Diferenciais

Método de Euler

Quando nio for possivel resolver uma EDO por métodos conhecidos podemos tentar uma
abordagem numérica e assim obter uma solug¢do aproximada. O permite
efetuar essa abordagem.

Vamos considerar um exemplo extremamente simples sé com o objetivo de introduzir o
método. Consideremos a EDO

dv

A

a7
que traduz a variacao do volume de uma determinada célula em fun¢do do tempo. Vamos
assumir que v(0) = 10, i.e. que no inicio da contagem do tempo a célula tinha volume 10.
Como usar esta informacao para determinar um valor aproximado para t = 1?7 Usamos
uma aproximacao linear (i.e. uma aproximacao de primeira ordem) e obtemos:

V(0+Ar) = v(0)+V'(0)Ar

= 10+2xAr
10+ 2A¢,

(1.33)

ouseja V(1) =10+2 = 12. Agora, de igual forma,
V1+A) = v(1)+V (1At
~ V(1) +V(1)At
= 1242A¢
14,

logo* V(2) = 14 e podemos continuar o processo indefinidamente’. Vejamos entdo qual é
o algoritmo do método de Euler:

#Aqui ha um abuso de notagio pois acima consideramos V (1 +At) & 14 e agora definimos V (1+At) = 14.
Dito de outra forma ~ e = acabam por ser considerados a mesma coisa. Como procuramos solucdes
aproximadas ndo serd pois um pecado assim tdo grande.

SE claro que a solucdo é v(t) = 10+ 2¢ e as ‘aproximagdes’ dadas por V sdo de fato valores exatos de v.
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1. Escolha um determinado ‘passo’ para At (no exemplo anterior foi Ar = 1);

2. Use a c.i. e a EDO para determinar a aproximacao linear em ¢ = 0 e use essa
informacao para estimar o valor da fungdo em At;

3. Use a estimacgdo da funcao para Ar e a EDO para determinar a aproximacao linear
emt = A e use essa informacao para estimar o valor da fungdo em 2A¢;

4. Repita o processo quantas vezes necessario.

De forma sucinta, considerando o (PVI) e mantendo a notacdo
escolhida atras escrevemos:
Y (%) = f(x,y(x)), yo = y(x0)- (1.34)

O método de Euler € um processo iterativo que consiste em considerar:

Yn+1 ZYn+Axf(xnayn)> (1.35)

comegando por tomar xp € yo = y(xo) e escolhendo um determinado ‘passo’ Ax.

« Exemplo 1.39 Aplique o método de Euler 8 EDO y = ¢ * com a c.i. y(0)=0¢e
escolhendo Ax = 1.

Y(0+Ax) =y(0) +yY(0)Ax=0+1xAx=Ax <Y (1) =1,
Y(14+Ax) =y(1)+y (DAx~Y (1) +y (1)Ax~ 1+0.367Ax = Y (2) = 1+0.367 x 1 = 1.367,

Y(2+Ax) = y(2) +y (2)Ax ~ ¥ (2) +y (2)Ax = 1.367 + ¢ 2Ax ~ 1.367 +0.135Ax,
donde Y (3) = 1.502.

Y(3+Ax) =y(3) +Y (3)Ax~ ¥Y(3) +y (3)Ax = 1.502 + ¢ Ax ~ 1.502 + 0.05Ax,

donde Y (4) = 1.552.

« Exemplo 1.40 No exemplo anterior ndo foi obtida uma solu¢do aproximada ‘boa’.

Vamos entdao diminuir o Ax por forma a melhorar a solucdo numérica. Escolhemos
Ax=0.5.
X Y (x+ Ax) x+Ax Y(x+Ax)
0 y(0) +y(0)Ax = 0+ ¢ OAx 0.5 0.5
05| (0.5)4+(0.5)Ax=0.5+e " Ax 1 0.803
1 y(1)+y (1)Ax = 0.803 + e 'Ax 1.5 0.987
1.5 | y(1.5)+y (1.5 Ax =0.987 + e 9Ax 2 1.098
2 ¥(2) +Y'(2)Ax = 1.098 + e 2Ax 2.5 1.166
2.5 | y(2.5)+y'(2.5)Ax = 1.166+e 2 Ax 3 1.207
3 y(3) +y (3)Ax = 1.207 + e 3Ax 3.5 1.232
35| y(3.5) 4+ (3.5)Ax=1.2324¢3Ax 4 1.247
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0 04

H08 +08

Figura 1.16: No lado esquerdo da figura e a vermelho temos a solu¢do numérica obtida e a
negro a solucdo y(x) = —e~*+ 1. No lado direito da figura e a vermelho temos a solucdo
numérica obtida com Ax = 1, a azul a solucdo numérica obtida com Ax = 0.5 e a negro a
solugdo y(x) = —e *+ 1.

Método de Taylor

O método de Euler tem por base uma aproximacao de 1 ordem. Vamos agora avangar
um pouco mais e escolher a aproximagao dada pelo polindmio de Taylor de 2¢ ordem
relembrando que:

YO+AY) & ¥(0) 4y (0)Ax+ 5y (0)(Ax),

e para Ax ‘pequeno’.
Assim, considerando o PVI escrevemos:

Y (x) = f(x,y(x)), yo = y(x0)- (1.36)

O método de Taylor de 2¢ ordem consiste em considerar:

1
Yn+1 ZYn+Axf(xnaYn)+Ef/(xnvyn)(Ax)27 (1.37)

comegando por tomar xp € yo = y(xo) e escolhendo um determinado passo’Ax.

Determine a expressao para (1.37) se a ordem do método de Taylor for 4.

« Exemplo 1.41 Aplique o método de Taylor de 2 ordem a EDO y’ = ¢~ com a c.i.
y(0) =0 e escolhendo Ax = 1.

Y (0+ Ax) = y(0) +y'(0)Ax + %y"(O)(Ax)Z =04+1xAx— %(Ax)z = %
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logo consideramos ¥ (1) = 1.
Y(1+Ax) = y(1)+y(1)Ax+

V(1) +y' (1) + 2(1)

1 1
~ 3 +0.367 — 50.367 ~ (0.684.

logo consideramos Y (2) = 0.684.

Q

YO4A) = y(2)+Y Q)M+ ) (2)(Ax)

Y2)+y(2)+ 2 (2)

1
~ 0.684+0.135— 50.135 ~0.752.

Q

logo consideramos Y (3) = 0.752.

YEHA) = y(3)+Y ()Mt 2 (3)(Ax)

Y3)+y(3)+ 23)

1
~ 0.752+0.05— 50.05 ~0.777.

Q

logo consideramos Y (4) = 0.777.

0:5

0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

0.5

Figura 1.17: A preto temos a solugcdo numérica obtida e a vermelho a solugdo y(x) =
—e "+ 1. Compare com a Figura 1.16 (lado esquerdo).

Consegue adivinhar se, usando o método de Taylor de 3¢ ordem, a curva
poligonal de aproximacao vai estar acima ou abaixo do grafico? Teste a sua intuigao.



56 Capitulo 1. Equacoes diferenciais ordindrias

« Exemplo 1.42 Vamos agora determinar uma aproximagao para os valores de y(0.1)
e y(0.2) onde y é uma fungdo que verifica a equac@o diferencial y = xy+ 1 com a c.i.
¥(0) = 1 usando o método de Taylor de 3¢ ordem.

Derivando implicitamente, notamos que y' =y+xy' e " =y +y +x/ =2y + x".
Escolhemos y(0) = 1 e o passo Ax = 0.1. Assim teremos:

¢ Y(0)=0xy(0)+1=0x1+1=1;
" V(0 =y(0) +0xY(0) =14+0x1=1L
¢ y"(0)=2y'(0)+0xy"(0)=2x1+0x1=2.

Recordamos que a férmula de Taylor de 3¢ ordem € dada por:

YO+AY) & 3(0) 4y (0)Av+ 3 (0)(A)? + 5y (0) (&)’

Substituindo y(0) =1, y'(0) =1, y"(0) = 1, y"’(0) = 2 e Ax = 0.1 obtemos:
1 1
y(O0.1) & 141x0.1+2x1x (0.1)2+5 x 2(0.1)% &~ 1.1053,
obtendo y(0.1) = 1.1053. Finalmente, vamos determinar y(0.2). Agora temos y(0.1) =

1.1053 e o passo Ax = 0.1. Assim teremos:

« y/(0.1)=0.1 x y(0.1) 4+ 1 = 1.1105;
¢ y"(0.1) = y(0.1) +0.1 x y/(0.1) = 1.1053 +0.1 x 1.1053 = 1.2158;
e y7(0.1) =2y/(0.1) +0.1 x y”(0.1) =2 x 1.1053 4 0.1 x 1.2158 = 2.3322.

Substituindo y(0.1) = 1.1053, y’(O.l) =1.1105, y”(O) =1.2158, y’”(O) =2.3322e Ax =
0.1 obtemos:

y(0.14+Ax) =~ y(O.l)+y’(0.1)Ax+%y"(0.1)(Ax)2+%y’”(O.l)(Ax)?’

1 1
= 11053+ 11105 x 0.1+ 5 x 12158 x (0.1)2+§ % 2.3322(0.1)3
— 1.2228. '

Resolva o problema anterior considerando o método de Taylor de 4¢ ordem
implementando um algoritmo na linguagem da sua preferéncia.



2. Geometria e topologia do R”

‘Na realidade o universo ndo tem geometria.’
Kedal’ JOShi, (Astrélogo)

O R"” como espaco vetorial com um produto escalar

Vamos fixar n > 1. O espaco euclidiano R" é descrito como um produto cartesiano de n
fatores iguais ao R, ou seja R X R x --- x R. Cada elemento é representado por um n-plo!
~—_————

n
ordenado (xp,x2,...,X,). Os exemplos mais simples e usuais sdo a reta R (caso n = 1),
o plano R? (cason=2)e o espaco R3 (caso n = 3). Nestes casos correntes escolhemos
respetivamente x, (x,y) e (x,y,z) em vez de x, (x1,x2) € (x1,x2,x3), mas quando n é grande
convém usar etiquetas.

Dimensao 1, 2 e 3 ainda vé 14. Mas qual a razdo de estudarmos espacos em dimensao
4 ou maior?

Sabemos que o R” tem estrutura de espaco vetorial e, em particular, sendo (x1,xp,...,x,),
(¥1,¥2,---,yn) elementos de R" e a, B € R temos:

o (x1,x2, .-y xn) + (1,2, -, 9n) = (X1 +Y1,%2+ Y2, .., X, +¥,) sendo + uma opera-
¢do comutativa e associativa;
o o(xy,x2,...,%,) = (0xy,0x2,...,0x,) onde o é um escalar;

'Duplo, tri , quadruplo, quintuplo, etc, ...
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* Aorigem (0,0,...,0) é o elemento neutro de + ou seja é vélida a seguinte igualdade
(x1,%2,...,%x,) +(0,0,...,0) = (x1,X2,---,Xn);
o (—x1,—x2,...,—Xx,) é simétrico de (x1,x2,...,X,) ou seja é vélida a seguinte igual-

dade (x1,x2,...,X,) + (—x1,—x2,...,—x,) = (0,0,...,0);
(aB)(x1,x2,...,x,) = &t(Bx1,Bx2,. .., Bxn);

((X+B)(X1,X2, - ,xn) = OC()C],)Cz,...,xn) —|—[3(x1,x2,. .. ,xn) e

o of(x1,x2, X)) F (V1,25 Vn)] = Q(x1,X2, - X0) + AV, Y2, -5 Vn)-

Notemos que é didbia a representacdo (xy,xz,...,x,). Por vezes olhamos para o objeto
(x1,%x2,...,X,) como um ponto e outras como um vetor de origem na origem (0,0,...,0)
e extremidade no ponto (x1,x2,...,x,). Mesmo a representagdo (xj,xz,...,X,) envolve
ambiguidade pois depende da base do espaco vetorial que estamos a considerar. Isso foi
visto com detalhe em Algebra Linear e Geometria Analitica. Para ndo andarmos a confundir
alhos com bugalhos vamos desde ja considerar que o contexto nos ajudard sempre a olhar

para (x1,x2,...,X,) COMO UM ponto ou como um vetor e que a base que vamos usar serd
sempre a base canénica e; = (1,0,...,0), e, = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1). Nesta
base o ponto (x1,x3,...,X,) terd coordenadas (x,x2,...,x,) pois

(x1,X2,...,%,) = X161 + X202+ -+ +Xpey,

o que €, convenhamos, simpdtico. Além do mais esta base é adequada a chamarmos
as coordenadas (xy,x2,...,x,) de . De facto, a
projecdo de (x1,x2,...,x,) eme; é x; ou seja o comprimento do i-ésimo lado do n-retdngulo.
Uma forma elegante de exprimir projecdes? é usando o produto escalar, denotado por -,
que se define algebricamente por:

n
(X1,22, -« oy X0) - (V15,225 -+ s Yn) = X101 FX2y2 + -+ Xy = inyi. (2.1)

i=1

« Exemplo 2.1 Temos (1,1)-(2,0) = 2. Temos também que (1,2,3)-(0,—2,1) = —4+
3=-1e(1,1,2)-(0,—2,1) = 0. Estes dltimos vetores sdo perpendiculares. .

Dados x = (x1,X2,--+,Xn), ¥y = (V1,25 --+»¥n) € 2= (21,22, --,24) O produto escalar
satisfaz:
e x-x>0;
* x-x=0se e somente se x = (0,0,...,0);
coax-y=a(x-y)ex-[y+z=xy+x-z
3 xy:yx

Mostre que x- (ay) = a(x-y) e [x+y]-z=x-z+y-z

x-(ay)=(ay)-x=a(x-y). x+y|-z=z-[x+y|=z-x+z-y=x-z+y-zv

2Aqui estamos a discutir a projecio de (x1,X2,...,X,) em (y1,X2,...,¥,), logo pensamos em vetores e
ndo em pontos. Proje¢do de um vetor noutro faz sentido, agora de um ponto noutro fica esquisito certo?
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Seja dado um vetor x = (x,x2,...,x,) # (0,0,...,0). Mostre que qualquer
que sejay = (y1,Y2,...,yn) Ovetor =y — j%x € perpendicular a x. Basta mostrar
que x -z = 0. Entdo:

Do Exercicio 2.2 concluimos que dado um vetor ndo nulo x € R” temos que qualquer que
seja o vetor y € R" ele escreve-se sempre como

y=2z+—x, 2.2)

i.e. como soma de um vetor perpendicular a x e um multiplo de x.

Mostre que a escrita (2.2) € unica.

« Exemplo 2.2 Fixemos o vetor x = (2,0) e vamos escolher um outro vetor qualquer, por
exemplo, y = (1, 1). Definimos o vetor z por

M(z,m =(1,1)— %(2,0) = (1,1) = (1,0) = (0,1).

~—

x-y
=y——x=(1,1)—
YT (L,1) (2,0)-(2,0

O fator com que vamos multiplicar x é % e o vetor perpendicular a x é z= (0, 1). Finalmente

Xy 1
I,1)=y= —x=(0,1)+=(2,0).
(1L1) =y =2+ 2= (0,1)+5(2,0)

A ilustragdo deste exemplo estd feita na Figura 2.1. .

0.5

0.5 0

-0.5 1

. Xy C . . . .
Figura 2.1: 1-x € a projec@o de y no espago vetorial 1-dimensional que contém x. Neste

caso o fator 22 = 1
XX 2
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Produto vetorial

O produto vetorial® tem muito interesse em R>. Podemos definir este tipo de produto em
espacos euclidianos de dimensdo alta mas em R cai como uma luva. Sejam entio dados
dois vetores u = (u1,us,u3) e v = (v1,v2,v3) em R3 o produto vetorial entre eles é:

uX v = (uav3 —u3va, U3V — U3, uva — tavy). (2.3)

O vetor u x v € um vetor perpendicular ao plano gerado por u e v se ndo forem colineares
caso em que dd 0. A norma de u x v € igual a area do paralelogramo gerado por u e v.
Temos também que u X v = —v X u (ver Figura 2.2). A é4rea do paralelogramo formado
pelos vetores ue vé A = |jul| ||v|| sina = ||u x v|| onde & é o dngulo formado pelos vetores
uev. Temos u x v = (||u||||v|] sinc)n, onde n é o vetor normal unitério perpendicular ao
plano gerado por u e v e sentido obtido pela ‘regra da mao direita’ ®. Nesta regra vamos
usar a mao direita: etiquetamos o dedo indicador por u e o dedo ‘pai de todos’ por v. Na
figura rodamos a mao no sentido de u para v e o dedo polegar aponta para onde? Para
cimal... e temos o vetor u X v. Se decidirmos rodar v para u o dedo indicador passa a ser v
e o dedo ‘pai de todos’ passa a ser u € o dedo polegar aponta para onde? Para baixo!... e
vamos ter o vetor —u X v ou seja v X u.

« Exemplo 2.3

(1,2,3) % (4,5,6) = (12— 15,12—6,5—8) = (—3,6,—3).

Vamos ter que decorar a férmula (2.3)?

Mostre que a férmula (2.3) € obtida via (2.4).

Coordenadas polares

Dado o ponto (x,y) em coordenadas retangulares podemos considerar a distancia r > 0
de (x,y) a origem que € dada, pelo teorema de Pitdgoras, por r = /x2 +y2. Além disso,
se considerarmos o angulo 6 €] — 7w, ] que o eixo dos x faz com o segmento que liga
(0,0) ao ponto (x,y) podemos relacionar as coordenadas (x,y) com as coordenadas (r,0)
da seguinte forma: (x,y) = (rcos6,rsin@) e (r,0) = (/x%+y%,0(x,y)) onde O(x,y) é
definida por:

3Chamar produto vetorial é intuitivo pois este produto de dois vetores é um vetor. Ja o produto escalar
transforma o produto de dois vetores num escalar.
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Figura 2.2: A édrea do paralelogramo formado pelos vetores u e v é dada por ||u x v||.

rcos@ (@

= (rcosb, rsiné)

/' rsinfd

Figura 2.3: Coordenadas retangulares versus coordenadas polares.

O(x,y) x |y
arctan ()XC) >0
arctan (}XC) <0|>0
arctan ()XC) — <0| <0
5 =0|>0
—7 =0|<0
! —0 =0

Temos portanto o diciondrio coordenadas polares/coordenadas retangulares dado por:

{

Note que (1,0) =

x=rcos0
y=rsin6.

(—r,0 £ m) e assim podemos representar em coordenadas polares

e de infinitas formas o mesmo ponto do plano. A origem, escrita em coordenadas
retangulares de forma tnica por (0,0), pode ser escrita em coordenadas polares por

(0,0) onde 6 € R.

Determine em coordenadas retangulares os seguintes pontos definidos em
coordenadas polares por: (1,7), (1,0), (2,

1) (10,8) e (10,=3).



62 Capitulo 2. Geometria e topologia do R”

,);x=rcos@ =1cosmt=—1,y=rsinf =0.
,0);x=rcos0=1,y=rsin0=0.

(1
(1
-(2,%),x—rcos4—2f \fy—rsm4 {:\ﬁ
(10,Z); x=10cos £ = 102 =5 /3, x= 10sin £ = 104 = 5.
(10,—%); x=10cos — ¢ = 10‘[ =53,x= 10sin = 10% =5V

Determine em coordenadas polares os seguintes pontos definidos em coor-
denadas retangulares por: (1,1), (—=1,1), (=2,-2), (0,1) e (0,—6).

L) m—\f G—arctan(l/l)_arctan(l):%

(
s (=L1)r= /(- +12—f 2. 0 =arctan(—1/1)+w =arctan(—1) + 7= — £ + 7 = 3.
. (—27—2 sr= /(- —2)2=/8=2+2. 0 =arctan(—2/—2)—mw=arctan(1)—w=F -7 =

(0,1) r—\/02—|—1 =Vi=16=2%
. (0, = ,/02+(-6)2=36=6.0

Coordenadas cilindricas
As coordenadas cilindricas sdo a versio de coordenadas polares mas em R3. O diciondrio

coordenadas cilindricas/coordenadas retangulares* é dado por:
x=rcosH
y=rsin0
=2

Note-se que € em tudo semelhante as coordenadas polares sendo que a coordenada ‘altura’
¢ definida trivialmente. O diciondrio coordenadas cartesianas/coordenadas cilindricas é
dado por:

r= \/x2+y?
6 = 0(x,y)
7=12

Em https://www.geogebra.org/m/dc5bGwBV podemos encontrar uma atividade interativa
com um seletor para r, 0 e z onde podemos ir mudando o ponto e as coordenadas
coordenadas cilindricas e cartesianas sao representadas.

Descreva a superficie que em coordenadas cilindricas é representada por
P+z2=9

4Chamamos ‘retangulares’ mas devia ser ‘paralelepipedulares’ pois em R temos paralelepipedos e nio
retangulos. Fica mais simples chamarmos de coordenadas cartesianas.
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Coordenadas esféricas

As coordenadas esféricas vivem em R? e sdo mais elaboradas do que as coordenadas
cilindricas. Dado o ponto p = (x,y,z) em coordenadas cartesianas temos que r > 0 é a
distancia de p a origem, ¢ €]0, | é o Angulo que o vetor (0,0, 1) faz com o vetor (x,y,z)
e 6 €]0,2x[ é o angulo que o vetor (1,0,0) faz com o vetor (x,y,0) (ver Figura 2.4).
Comecemos por notar que estamos em presenca de dois tridngulos retangulos: um com
catetos x e y e hipotenusa w e outro de catetos w € z e hipotenusa r.

Figura 2.4: Coordenadas esféricas.

Como w = rsin ¢ e z=rcos ¢ temos entdo que o diciondrio coordenadas esféricas/coordenadas
cartesianas € dado por:

x=wcos0 = rsin¢cos 0
y=wsin0 =rsin@sin 0
Z=rcos@

onder >0, 6 € [0,2xn[ e ¢ € [0,7].

Esta escolha para o dominio das coordenadas (r,0,¢) admite pontos com varias
representagdes. De facto, por exemplo (0,1,1) e (0,2,2) representam o0 mesmo ponto
(0,0,0) em coordenadas cartesianas. Contudo para os nossos interesses isso nao serd
problemético.

Em https://www.geogebra.org/m/HAPMJKC9 podemos encontrar uma atividade inte-
rativa com um seletor para ¢, p (o r) e 8 onde podemos ir mudando o ponto e as
coordenadas coordenadas esféricas sdo representadas. Temos também a variacio do

angulo 6.

Temos também que:

rP=w+2=x*+y"+7
x2+y2
Z

tan ¢ =
tan0 =

=len =
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« Exemplo 2.4 Vejamos alguns exemplos de expressdes em coordenadas esféricas:

* r =2 em coordenadas esféricas representa a esfera centrada na origem e de raio 2.

* ¢ = % em coordenadas esféricas representa um cone em z > 0 com vértice na origem
e cuja geratriz faz um angulo de § com o vetor (0,0,1).

* rsin¢ =4 em coordenadas esféricas, recordando como vimos acima que w = rsin ¢,
representa w = 4 que € um cilindro infinito com eixo no eixo dos z € com raio 4.

* rcos ¢ =4 em coordenadas esféricas, recordando como vimos acima que z = rcos @,
representa z = 4 que € um plano.

Diga quais as coordenadas esféricas dos seguintes pontos representados em
coordenadas cartesianas:

* (1,0,0).
. (2,2,16).
. (1,1,1).

Diga quais as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos representados em coordenadas
esféricas:

¢ (255,
. (1,%,%).
- 249,

= Exemplo 2.5 Dado o elipsoide x> + y*> + 2z%> = 5 (em coordenadas cartesianas) vejamos
qual a expressdo do mesmo em coordenadas esféricas.

x2_|_y2—|—2Z2: —+ 2: +( )2272(1+COS¢).

Logo a representagio serd 2(1 +cos¢) = 5. .

O espaco métrico R”
O tamanho de um vetor pode ser determinado a custa do produto escalar da seguinte forma:

[x]| = vx-x, 2.5)

ao que chamamos de de x.
Calcule a norma dos seguintes vetores (1,0), (1,1,1) e (1,2,3,4).

Quando ||x|| = 1 dizemos que x € um

Mostre que dado x # 0 o vetor ﬁ € unitdrio.

X
(Xl

X X 1 1 1 1 1
= T T = A M ToX X = X x=grvxx=prlx]| =1V
i = Vim Vi ER ikl
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— Teorema de Pitadgoras. Dados dois vetores perpendiculares x,y € R”
temos a seguinte igualdade:

e+ 11 = flel* + Iy 1> (2.6)
Demonstragdo.
eyl = V+y) (Hy)’ = (0 +y) - (rhy) =x-xtxyy-atyey
=[xl + Iy,
pois a perpendicularidade de x e y garante que x-y =y -x = 0. [

— Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Dados dois vetores quaisquer
x,y € R" temos a seguinte desigualdade:

ey < el Iy ]- (2.7)

Demonstracdo. Supomos que x # (0,0, ...,0) pois caso contrdrio é facil ver que (2.7) vale.
Usamos o Teorema 2.2 e escrevemos:

x.
y:Z+_yx7
XX

onde z € perpendicular a x. Como x e z sdo perpendiculares podemos usar o Teorema 2.0.1
e concluir que

Xy
Il = [l 2 = e 52 = el (22) e

Assim teremos que ||y|* > (%)2 |lx]|* donde ||y||* = (%)2 || x||* se e somente se y = 2x.

Contudo, )
2o (x-y)? (x-y)
Il > (2 )H I? = S Il =S

(x:y)?
]2

donde se conclui que ||y[|> > ou seja que ||x||?[[y||> > (x-y)? e (2.7) segue. |

Alguma vez vamos ter |x-y| = ||x|| |[y]|?

Em resumo uma norma satisfaz os seguintes quesitos:

X[} = 0;

||x|| = O se e somente se x = (0,0,...,0);
|ax|| = |a|||x|| onde ¢ € R;

[+l < [lxl[+ vl € ).
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Mostre que ||x —y|| = ||y —x||- Vamos usar a terceira propriedade
y=xl=l=1x=yl=[=1}lx =yl = =l

acima. Assim,

Mostre a desigualdade triangular.

lx+y[I> = (x+y)-(x+y)=x-x+x-y+y-x+y-y
2 2 2 2 2
= [lxlI"+2x-y+[y[I7 < {lxll”+2{x [ ][ + |17 = el + lly D7

uma vez que estamos a considerar nimero positivos provar ||x+ y|| < [[x||+ ||| é igual a
provar ||x+y|[* < ([Jxl| + ly]]).

Mostre a desigualdade triangular inversa,

[lxll = 1Y 11T < {lx =yl (2.8)

Notemos que ||x[| = [|(x —y) +y[| < [lx = y[| 4 [ly[| logo lx]| = [Iy]| < [lx = ]-

Analogamente, [|y|| = [|(y —x) + x| < [[y —xI[ + |[x[| Togo [lx[| = [ly]| = —[lx— || (aqui
usamos o Exercicio 2.11). Finalmente —||x — y|| < ||x|| — ||yl < ||x— || e assim |||x|| —
Y[ < fle =yl

« Exemplo 2.6 — Produto escalar revisitado. Em Fisica é muito usada a seguinte forma
para o produto escalar de dois vetores u e v:

u-v=|ulll[v] cos8, (2.9)

onde 6 = «£(u,v) é o angulo formado por u e v. Se forem perpendiculares temos 6 = 7
e u-v=0. Temos também que u - u = ||u||> que é a férmula (2.5). Vejamos que as duas
defini¢cdes para produto escalar sdo concordantes. A formulagado (2.9) depende apenas da
norma dos vetores e do angulo por eles formado, logo ndo surgem coordenadas como na
representacdo em (2.1). Uma vez que os dois vetores u e v definem um plano vamos, para
facilitar, assumir que eles estdo em R?, tém coordenadas u = (uy,uy) e v = (v1,v3), sdo
ambos # (0,0) sendo ndo haveria nada a provar e, finalmente, que u-v = ujvy + upvs.

(i) u L v: Por um lado ja vimos que quando 6 = Z teremos que (2.2) fica u-v = 0. Por
outro lado ||u+v||?> = (u+v) - (u+v) =u-u42u-v+v-v=|[ul|>+||v|>+2u-ve
pelo Teorema 2.6 ||u+v||? = ||u/|*> + ||v||?, logo u- v = O também.

(ii) [|u|]| = ||v|| = 1: Por um lado usando (2.9) teremos u - v = cos 6. Por outro lado,
considerando u- o vetor unitdrio perpendicular a u resultante de rodar  um angulo
de %, podemos escrever v na base (u, ul) como v = cos Qu + sin Qut. Assim,

u-v=u-(cosOu+sinOu’) = cos Ou-u+sin Qu-u* @COSQHMH =cos 6.

(iii) u e v quaisquer: Escrevemos as trivialidades u = ||u|| H_ZII ev=I|y H_:H e temos:

u v u v (i)
wv= () (Wi ) =l (i) - () & el vleose.
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L2

Figura 2.5: Produto escalar do vetor v pelo vetor u com a projecao de v em u designada
por w. O valor |v-u| é representado pela drea do retingulo salmdo. Quando v e u ‘apontam
para o mesmo lado’ (trés primeiros casos) o produto escalar € positivo. Quando v e u
‘apontam para lados diferentes’ (ultimo caso) o produto escalar € negativo. O produto
escalar serd 0 se v e u forem perpendiculares.

Dada uma norma podemos definir uma (usualmente também chamada de
dai o nome de ) da seguinte forma:
d(x,y) = [lx=yl; (2.10)

para dois quaisquer pontos x,y € R”".

Claro que d(x,y) = |[[x—y|| = +/(x—y)- (x—y). Logo o produto escalar induz uma
norma que, por sua vez, induz uma distancia. Em R a distancia entre dois pontos x e

y era dada pelo médulo, i.e. por |x —y|.

Uma satisfaz os seguintes itens:
* d(x,y) > 0;
* d(x,y) =0 se e somente se x = y;
* d(x,y) =d(y,x);
* d(x,z) <d(x,y) +d(y2).
A centrada em a € R" e de raio r > 0 € definida da seguinte forma
B(a,r) ={xeR": d(x,a) <r}.
A centrada em a € R" e de raio r > 0 € definida da seguinte forma

B(a,r) ={xeR": d(x,a) <r}.

O conceito de bola aberta é fundamental para estabelecer conceitos de limites e continui-
dade em fungdes de vdrias varidveis e definir limites de sucessdes em R". Estes conceitos
serdo fundamentais pois a derivada serd definida em , 1.e. conjuntos em
que todo o ponto € centro de uma bola aberta toda contida nesse conjunto e eventualmente
com raio muito pequeno. Um € um conjunto cujo complementar é aberto.
E claro que conjuntos podem nem ser abertos nem fechados e.g. [0,1) x [0, 1].
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Um conjunto € aberto se e s6 se for uma unido de bolas abertas.
(=) SejaA C R um conjunto aberto e a € A. Logo B(a,r,) C A paraum r, suficientemente
pequeno. Logo A = UyeaB(a,r,). (<=) Supomos que A = U;erB(a;, i) e seja x € A. Logo
existe i € I tal que x € B(a;,r;). Além disso B(a;,r;) C A.

Um conjunto A C R" diz-se se existir r > 0 tal que A C B(0,r), ou seja, se
conseguirmos ‘meter’ o conjunto A dentro de uma bola centrada na origem, nem que para
isso se tenha que escolher um raio r muito grande.

Um conjunto C C R" diz-se se C for fechado e limitado.
— Teorema de Bolzano-Weierstrass. Seja {a; }icn uma sucessdo con-

tida no conjunto compacto C C R”. Entdo existe uma subsucessao {aj }xen convergente
parax € C.



3. Funcoes, limites e continuidade

‘Accept no limits. Just do it!’

Nike

Generalidades sobre funcoes

As funcdes que estudamos em Célculo I dependiam de uma variavel independente x.
Contudo, a dependéncia de um s6 pardmetro parece ser demasiadamente redutor e por
isso o estudo de funcdes de mais do que uma varidvel parece ser um caminho promissor
em multiplas aplicacdes. Genericamente, podemos considerar funcdes reais de vdrias
varidveis reais, digamos n varidveis com n > 1. Vamos considerar ,
i.e. a varidvel independente estd em R” e é designada por (xj,xp,...,x,) e a varidvel
dependente habita em R e sera designada por y. Sdo chamadas de funcdes escalares porque
o varidvel dependente € um escalar (um niimero real). Esta notacdo, como j4 referimos, é
violada constantemente pois muitas vezes consideramos fungdes f: R? — R e escrevemos

< :f<x7y)'

Uma funcao é um objeto onde mediante um input obtemos exatamente um sé output.
Vejamos o seguinte glossario rapido sobre funcdes e depois partimos para alguns exemplos.

* [Conjunto de partida‘ E o conjunto candidato a inputs (em geral consideramos
R™).

* | Conjunto de chegada ‘ E o conjunto candidato a outputs (em geral consideramos
R).

* | (x1,x2,...,%,) | Varidvel independente que habita no conjunto de partida.

. E Varidvel dependente que habita no conjunto de chegada.
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o | f((x1,x2,...,x,)) |Expressio designatéria! que relaciona y com (x1,x2,...,X,), i.e.

y=f((x1,x2,...,%n)).
Valores de x para os quais f((xy,x2,...,x,)) faz sentido, i.e. de inputs.
Esta sempre contido (ou € igual) ao conjunto de partida.

. ’ Contradominio ou imagem ‘ Valores que y toma quando (x1,x3,...,X,) evolui no
dominio todo, i.e. de outputs. Esta sempre contido (ou € igual) ao conjunto de
chegada.

’ Zeros da funcio ‘ Valores do dominio para os quais temos f((x1,x2,...,%,)) = 0.

Grafico de f | Subconjunto do R”" definido pelos pontos (x, f(x)) onde o ponto

x = (x1,X2,...,X,) estd no dominio.

. ’ Conjunto de nivel c de f ‘ Subconjunto do R” definido pelos pontos (xj,x2,...,X,)
onde (xp,xp,...,x,) estd no dominio tais que f((x1,x2,...,%,)) = c € ¢ estd na
imagem?.

Nao vamos estudar injetividade, sobrejetividade e bijetividade?

Na determinagdo de dominios de fung¢des recordamos trés mandamentos fundamentais @:

Determina os dominios das seguintes fungdes: (a) f(x,y) = v/x*+y?, (b)
. +y . .
g(x.y) = x+y. (¢) h(x,y) = In(lx| = [y). (d) i(x,y) = <5 e () j(x.y) = sin(x* +In(y)).

« Exemplo 3.1 Consideremos a fungdo:

f: R* — R
(xy) = x4y
Quais os conjuntos de nivel de f? Neste caso até chamamos de de f. No

caso de termos uma funcio f: R> — R chamamos aos conjuntos de nivel, superficies de
nivel. Na Figura 3.1 temos representadas N (f), Na(f) e No(f). Este exercicio de calcular

'Aqui geralmente abusamos na linguagem pois dizemos ‘a fungio f((xi,x2,...,%,))” e ‘quanto é
f((x1,x2,...,%,))? tendo f((x1,x2,...,%,)) dois significados diferentes, no primeiro pretendemos saber
a expressdo designatéria de f((x1,x2,...,X,)), no segundo pretendemos saber f((x,x2,...,X,)) para um
determinado (x1,x7,...,X,).

2Claro que se ¢ ndo pertence a imagem a superficie de nivel é o conjunto vazio.



3.1 Generalidades sobre funcdes 71

fle,y) =22+ =1

fley) =" +y" =4

Figura 3.1: Representagdo grafica das curvas de nivel de f.

as curvas de nivel é muito ttil para esbocar o grafico de f uma vez que, por defini¢ao,
todos os elementos de uma dada curva de nivel vao ter igual ‘altura’ uma vez colocando
um eixo perpendicular ao plano do dominio (onde estdo as curvas de nivel) para fazer o
papel de conjunto de chegada. Isto ndo € muito diferente do que ja faziamos em func¢des
de uma varidvel onde as ‘curvas de nivel’ eram pontos com igual imagem. .

As curvas de nivel sdo um conceito bem presente nas nossas vidas como é o exemplo
descrito pela Figura 3.2. Sdo uma forma eficaz de representar trés coordenadas (latitude,
longitude e altitude) apenas com duas varidveis (latitude e longitude) e uma curva que
induz qual serd a altura e, consequentemente, as caracteristicas do relevo.

P4

Figul‘a 3 .2: Carta '[Opogl‘flﬁca da COVllhﬁ. © Centro de Informagdo Geoespacial do Exército.

Primeiros exemplos

Comecemos com alguns exemplos.

« Exemplo 3.2 — Area do retangulo. Quando aprendemos a calcular a drea de um
retangulo de base b e altura 4 usamos a férmula bh. Temos portanto definida a funcao:

A ]0,400[x]0, +oo|
(b,h)

0, 4o

_>
— bh
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« Exemplo 3.3 — Transformacdes lineares. Aprendemos em Algebra Linear e Geometria

induz uma transformacio linear no plano R.

Analitica que uma matriz A = (1 1

De facto, aplicando a matrix A ao vetor (x,y) vamos obter o vetor (% i) . (;C> —

(2x+y,x+y). Temos portanto:

A: RZ o R2
(x,y) = (2x+y,x+y)

« Exemplo 3.4 — Norma de um vetor. Aprendemos em Algebra Linear e Geometria
Analitica também que dado um vetor v = (x,y) o seu comprimento é dado, pelo Teorema

de Pitagoras, por ||(x,y)|| = 1/x%+ y%. Temos portanto a fun¢do ‘norma’:
N: R? — R
(6y) = VX+y
definindo uma fungio de duas variaveis independentes. Em R3 serd N(x,y,z) = || (x,y,2) || =

VX2 +y2 4+ 22 Em R setd N((x1,. .., xn)) = |[(X1,- -, xn) | = /X3 + - +x2. .

« Exemplo 3.5 — Fungoes de varias varidveis em problemas da Economia. A
Xiko criou uma linha de dois produtos; carrinhos de bebé (com a quantidade designada
por x) e alcofas (com a quantidade designada por y). As funcdes procura por esses
produtos sdo dadas por P, =92 —2x e P, = 176 — 5y e o custo total conjunto € dado por
TC(x,y) = 3x% 4+ xy + 2y + 424. Determine as quantidades otimais para obter o lucro
maximo. Se fosse gestor da Xiko qual o preco que escolheria para o carrinho de bebé? E
para a alcofa? Justifique. .

« Exemplo 3.6 — Funcoes de vdrias varidveis em problemas de Fisica. A Lei de
gravitagdo universal de Newton afirma que a forca de atracdo F entre dois corpos de massa
mj e my € diretamente proporcional (com constante de proporcionalidade G designada por
constante’ de gravitacdo universal) 2 massa dos dois corpos e inversamente proporcional
ao quadrado da distancia r entre eles. De forma sucinta temos:

F(my,my,r) = Gmlm2

I’27

que € uma funcdo de trés varidveis. .

« Exemplo 3.7 — Funcdes de vdrias varidveis em problemas de Probabilidades. A
famosa curva normal de Gauss tem a seguinte expressao:

Flo,0) = ——e () 3.1)
cV2n

ol —

onde u € a média e ¢ o desvio-padrdo. Quando consideramos a curva normal de Gauss

normalizada (U = 0 e 6 = 1) obtemos a fun¢éo de uma varidvel real definida por f(x) =

1,2 R o
\/Lz—ﬂe’fx . Contudo, a fung¢do (3.1) tem trés varidveis independentes x, L € O. .

3G =6,67408 x 10~ mlkg~'s72.
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« Exemplo 3.8 — Funcodes de vdrias varidveis em problemas de Biologia. Quando
pretendemos modelar a interacao entre duas espécies, uma presa x e um predador y, onde
o é a taxa de reproducido da espécie x e B € a taxa de capacidade predatéria de y sobre x,
em geral obtemos expressdes do tipo:

(1) = ax(r) — Bx(r)y(1), (3.2)

onde a derivada x’(¢) da fung¢@o x(z) (ndmero de presas no instante 7) indica a varia¢do do
numero de presas no instante ¢. Duas palavras sobre como se chegou a expressao (3.2):

* a primeira parcela ax(¢) indica como varia o nimero de presas caso ndo haja
predadores e elas vivam felizes num mundo cheio de comida e espago para elas.
Claro que o o de humanos é menor do que o & de caes pois os humanos t€m em
geral 1 filho em 9 meses de gestagdo e os caes t€ém em geral 7 filhotes em 2 meses
de gestagdo. Assim, x'(¢) = oux(r) tem solugdo x(7) = x(0)e® onde x(0) é o nimero
de presas no inicio da contagem dos tempos.

* asegunda parcela —Bx(¢)y(¢) faz o acerto no mundo maravilhoso da presa e o sinal
negativo para x’(¢) d contribui¢io para que a funcio x() decresca. E proporcional
a x e y por uma razao simples: com poucos predadores e poucas presas ha pouca
acdo, muitos predadores e poucas presas ou vice-versa também nao serd assim tao
engracado, agora muitos predadores e muitas presas € motivo para videos no youtube
com um grande numero de likes pois as presas vao diminuir drasticamente.

Aqui existem dependéncias de varios niveis: dependéncia de x na varidvel temporal 7,
dependéncia de x na fung¢do y(r), dependéncia de x em & e em .

llustracdo visual de funcdes de vdrias varidveis

« Exemplo 3.9 — Funcgoes de R? em R. Uma vez que a dimensdo do dominio é 2, a
do conjunto de chegada é 1, 2+ 1 = 3, nds vivemos em dimensdo 3 e conseguimos fazer
uns desenhos bem representativos da dimensao 3 € possivel ter uma ideia geométrica bem
clara da acdo da funcdo. Consideremos as trés fungoes:

f: R = R g: R = R h: R — R

(xy) = 224y () = x*—y? (x,y) — —x2—y>

Funcdes f: R — R tém grificos em R?, funcdes f: R? — R tém grificos em R3,
fungdes f: R? — R tém graficos em R* ... quando temos uma funcio f: R” — R" o
‘gréfico’ vive em R""?
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Figura 3.3: Representagdo grafica das funcOes f, g e h respetivamente.

= Exemplo 3.10 — Fungcées de R? em R?. Uma vez que a dimensdo do dominio € 2,
a do conjunto de chegada é também 2 e 2 42 = 4 vamos ter problemas em visualizar o
gréafico deste tipo de fun¢des. No caso das funcdes serem lineares podemos ter uma ideia
geométrica da a¢ao da fungdo. Consideremos as trés funcoes:

f: R* — R? gt R — R? h: R — R2
(x,y) = (%) (x,y) = (2x,3) (x,y) = (3x+y,—x+y)

Por exemplo, o recurso ao determinante indica se a figura aumenta (determinante > 1),
diminui (determinante < 1) ou fica com igual drea (determinante = 1), ter determinante
negativo indica que a figura vai ficar revertida, os valores proprios sdo também um utensilio
para ter ideia da acdo da func¢do e, o Geogebra pode ser sempre usado para fazer figuras
bem intuitivas como a Figura 3.4. .

Figura 3.4: Transformacgdo da foto da Mona Lisa pelas funcdes lineares f (Mona Lisa), g
(Mona Achatada) e & (Mona Empolada) respetivamente.

« Exemplo 3.11 Consideremos a fungao:

f: R* — R
(x,y) = sin(xy)

claro que o dominio é R? e que a imagem est4 contida no intervalo [—1, 1]. Na Figura 3.5
temos o esboco do grifico de f e na Figura 3.6 podemos ver o aspeto das curvas de nivel. «
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Figura 3.5: Representacdo grafica da fungdo f(x,y) = sin(xy).

Z :

1
Noolf)

| .
Figura 3.6: Curvas de nivel, No(f), Noo(f) e N_oo(f), de f(x,y) = sin(xy).

Exercicio 3.2 Esboce as curvas de nivel No(f), N1 (f) e N4(f) da fungdo f(x,y) = x> —y.
Esboce também o grafico de f?

Exercicio 3.3 Determine quais as superficies de nivel No(f), Ni(f) e Na(f) da fungdo
f(x,v,z) = x> +y*> +z>. Consegue imaginar o que poderd ser o gréfico de f?

Formas quadrdticas

No estudo de pontos extremais feito em Célculo I para fungdes reais f de uma varidvel real
x a segunda derivada f” tinha um papel muito importante. Iremos estudar como determinar
extremos em fungdes reais de mais de uma varidvel real e, igualmente, a segunda derivada
ird ter grande utilidade. Uma vez que a segunda derivada tem uma estrutura mais elaborada
iremos agora estudar as formas quadraticas que vao servir de apoio a esse estudo.

+ Uma forma quadritica em R é uma fungio f(x) = ax”> onde a,x € R.

+ Uma forma quadrética em R? é uma funcéo f (x,y) = ax®+bxy+cy* onde a,b,c,x,y €
R. Estas s@o das fun¢des de duas varidveis mais simples que podemos considerar.
De facto sdo polinémios de grau 2 mas, desta feita, com duas varidveis e sem termos
independentes ou termos de grau 1.

* Uma forma quadrdtica em R” é uma funcdo f(x1,x2,...,x,) = Y1, Yy aijxix;
onde a;j,x;,x; € Rparai,j=1,...,n.
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As formas quadraticas podem ser escritas a custa de uma matriz cujas entradas se re-
lacionam com os coeficientes a;; da forma quadratica como podemos ver no proximo
exemplo.

« Exemplo 3.12 — Forma quadrdtica em R? via matriz 2 x 2. Dada uma matriz A =

(_12 2) e um vetor (x,y) € R? definimos a seguinte funcdo de duas varidveis:

1
ga(x,y) = (x y) . (_2 2) . (ﬁ) = (x—2y 8x+3y) . (;C) = x> +6xy+3y%. (3.3)

Podemos ver o vetor (x,y) como a matrix coluna 2 x 1 dada por X = (;c) ou pela sua

transposta X’ = (x y). Assim (3.3) pode ser comprimida sob a escrita ga(x,y) =X"-A-X.

Seréd que uma forma quadratica € obtida a custa de uma tnica matriz?

Mostre que se A for uma matriz n X n e X for uma matrix n x 1, entao
— _ A+AT
ga = qp onde B = =5~

Comegamos por recordar que (A-B)' = B'-A’. Logo X' -A-X = (X"-A-X) =
X'-AT- (X" =X"-A"- X donde a primeira igualdade resulta de X*-A-X € R. Assim,

XA X+X-A-X , A+A

X'AX= =X X=X"-B-X.
2 2
Assim, dada uma forma quadrética g4 com A eventualmente ndo simétrica podemos sempre
1 z . . s, . t
escolher uma escrita de g4 como gp = g4 onde B € uma matriz simétrica dada por B = ’%.
Isto fornece uma possibilidade de diagonalizar as formas quadréticas.
Seja A uma matriz n X n simétrica, ga(x1,x,...,x%,) =X -A-X a
respetiva forma quadrdtica e M a matriz n X n ortogonal® de mudanga de base que
opb 0 ... O
: : : . o 0 oo ... 0
diagonaliza A, i.e. D= M"-A-M onde D é a matriz diagonal | . . . | onde
0 0 ... oy

0s 0;’s sdo os valores préprios de A (repetidos com a sua multiplicidade algébrica).
Sendo Y = M" - X e com escrita vetorial ¥ = (y1,y2,...,y,) temos

n
Y'DY=X"A-X=Y oy} (3.4)
i=1

1=

“Recorde que uma matriz quadrada M é ortogonal quando as suas linhas (ou colunas) forem vetores
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ortogonais. Traduzimos esta condigdo por M' - M = I.

Demonstracdo. Comegamos por notar que sendo M ortogonal temos M’ = M~ logo
M'-M = 1. Assim,

Y'-DY = (M -X)-(M-A-M)- M -X)=X"-(M")-(M"-A-M)-M-X
= X'M-M-AM-M -X=X"-(M-M)-A-(M-M)-X
= X'"I'-A-I.X=X"-A-X.

Determine os valores proprios e os vetores proprios associados a matriz
2 1 ( o
A= (1 2) . Encontre M ortogonal tal que D = M’ -A-M onde D é a matriz diagonal
cujas entradas sao os valores préprios de A.

2—0 1

1 2—-o0
62 —40 +3. Os zeros de p(c) sio 6 =3 e 6 = 1. Vamos determinar o vetor préprio
associado ao valor préprio ¢ = 3. Para isso determinamos (a,b) que satisfaz a relaggo:

21_a_3a<:>2a—|—b_3a

1 2 b) T~ \b a+2b) \3b)’
i.e. a = b obtendo o vetor préprio (1,1). Vamos agpra determinar o vetor préprio associado
ao valor préprio ¢ = 1. Para isso determinamos (a,b) que satisfaz a relagao:

(2) () =1() = ()= 6)

i.e. a = —b obtendo o vetor préprio (1,—1). Definindo a matriz M =

O polinémio caracteristico é p(c) = det ( ) =4—40+0>—1=

1
1 —1 que tem
colunas os vetores préprios (1,1) e (1,—1) obtemos uma matriz de mudanga de base onde
A=M"1-A-M. Contudo M nio é ortogonal. Para isso consideramos a nova matriz M

v2 \1

30\ 11 1Y (2 1\ (1 1\ _1/3 3\ (1 1\ _ (30
0 1) 2\1 -1 1 2 1 -1/ 2\1 -1 1 -1/ \0o 1)°
« Exemplo 3.13 Seja ga(x1,xp) = 2x% + 2x1x2 + 2x% a forma quadrdtica associada a

e (21 B 0 o 1 .
matriz simétrica A = (1 2). Temos D = (0 1) eM = 73 < _1) pois temos

o valor préprio 07 = 3 associado ao vetor proprio %, \/LE e temos o valor proprio

definida por M = -~ (1 _11> . Assim temos a relagdo D = M" - A - M cumprida pois

0> = 1 associado ao vetor proprio (\%, —\%) Usamos o Teorema 3.1.1 e obtemos a
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Xi+x X1—Xx

forma quadrdtica simplificada nas incdgnitas (y;,y2) = (T’ 7 > dada por g(y1,y2) =
3y% + y%. De facto:

t X1tX2 X=X 30 XIJ/—%Q 2 2
Y DY:< V2 V2 ) 0 1 N o x1—x :3y2+y2
V2

ecomoX =M-Y ie. (x1,x) = <y‘%,y‘%> teremos

2 1
X'AX = (X1 XQ) . (1 2) . (;C;) = (2x1 R | —|—2)Q) . (i;)

= 2x% +x1x2 +x1x0 + 2x% = 2x% +2x1x + 2x%

() ) () ()

= Y42+ HyT =Yyt — 2012 +3 = 3y3 + 3.

Em resumo olhamos para a forma quadratica 2x% +2x1x3 + 2x% nas coordenadas candénicas
(x1,x) escrita numas outras coordenadas (y1,yz) (rodando 90° o referencial canénico)
obtendo uma representacdo ‘diagonal’ 3y% + y% que € muito mais simples. .

Consideremos as formas quadraticas definidas por ¢ (x,y) = x>+, ¢2(x,y) =x* —y* e
q3(x,y) = —x> —y” cuja representacdo grafica estd na Figura 3.3 respetivamente. Neste
caso temos 2 valores préprios positivos (minimo), um positivo e outro negativo e, fi-
nalmente, dois valores proprios negativos (maximo). Recorde o teste da segunda deri-
vada na determinagdo de extremos em Célculo I. Notamos que ¢;(x,y) > 0 para todo o
(x,y) € R\ {(0,0)} e g3(x,y) < 0 para todo o (x,y) € R\ {(0,0)}. J4 g>(x,y) tem sinal
indefinido pois pode assumir tanto valores positivos como negativos.

Resumindo, dizemos que uma forma quadratica g4 (ou a matriz A) é:

. se ga(x) > 0 para todooxeR“\{Q};

. se ga(x) < 0 paratodo o x € R"\ {0};

. se ga(x) > 0 para todo o x € R"\ {0};

. se ga(x) < 0 para todo o x € R"\ {0};

. se ga(x) > 0 e ga(y) < 0 para alguns x,y € R"\ {0}.

Na seguinte classificacdo simples a custa dos valores proprios usamos fortemente o Teo-
rema 3.1.1.

Uma forma quadratica g4 onde A € uma matriz simétrica € definida
positiva (respetivamente semidefinida positiva, definida negativa, semidefinida negativa)
se e somente se tem todos os valores proprios > 0 (respetivamente > 0, < 0, < 0). Sera
indefinida quando possuir valores proprios de sinal contrério.

Demonstragdo. Pela condicdo (3.4) do Teorema 3.1.1 e definicdo de forma quadratica
teremos que g4(x) = X' -A-X > 0 (€ definida positiva) se e somente se todos os valores
proprios o; forem positivos. As restantes condi¢des sao semelhantes trocando > por > e
notando que A € definida positiva se e somente se —A € definida negativa. [
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Mostre que se A for definida positiva entio A% e A~ também o sio.

Sendo o; os valores proprios de A entdo Gl-z serdo os valores proprios de A

Como A ¢é definida positiva pelo Teorema 3.1.2 temos o; > 0 e logo Gl-z > 0 sendo A2
também definida positiva. Sendo o; # 0 os valores préprios de A entdao % serdo os valores

préprios de A~!. Como A é definida positiva pelo Teorema 3.1.2 temos o; > 0 e logo
cl,- > 0 sendo A~! também definida positiva.

Limites e continuidade

Limites

Sem estarmos com grandes rodeios vamos ter que estudar limites pois temos como objetivo
estudar as variagcdes das fungdes de vdrias varidveis e sem derivadas ndo conseguimos esse

designio, e sem limites nao ha derivadas. Recordamos que em Calculo I o limite de uma
fun¢d@o num determinado ponto de acumula¢do a do dominio foi definido por:

Ve>030>0sexeXe0<|x—a|l <9, entdo [f(x)—L|<e (3.5)

E abreviadamente escrevemos lim f(x) = L. No caso de termos uma funcéo de varias
X—a

varidveis reais f: X C R" — R apenas temos que trocar a distancia em R definida pelo
mdédulo |- | pela distdncia em R” definida pela norma, i.e.

d((x1 ) (@1, o)) = (1) = (@)l = (/G =) (o — )2,

Obtemos assim analogamente:

Definicdo 3.2.1 Dado um ponto de acumulagio a = (ay,...,a,) do dominio de f
dizemos que L € o se:
Ve>030>0sexecXe0<|x—al <9, entdo [f(x)—L| <€ (3.6)

« Exemplo 3.14 Mostremos que

lim 2x+44y=0.
(x.y)—(0,0)

Claro que da logo vontade de substituir x por 0 e y por O fazer a conta e ver que d4 0. Mas
a ideia aqui € mostrar que absorvemos bem a Definicao 3.2.1. Vejamos,

Ve>036>0se peXelO<|p—al <0, entdo |f(p) —L| <&,
mas como p = (x,y) e a = (0,0) isso implica que
Ve>036>0se peX e0< \/x2+y? <9, entdo |[2x+4y—0| < €.

Vamos fazer umas contas agora. Primeiro seja dado um qualquer € > 0, para ganharmos
0 jogo temos que mostrar que existe um & > 0 tal que |2x + 4y| < € sempre que 0 <
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VX2 +y? < 8. Notemos que ter 0 < +/x%+y? < § implica que temos tanto |x| < § como
ly| < 8. Depois de pensarmos um pouco vemos que & = €/6 funciona! Vejamos porqué:

[2x+4y] < [2x] + |4y =2[x| +4]y| <65 = €. 3.7

Para ser sincero primeiro fazemos a conta sem ter ideia de qual é o valor que vamos dar ao
0 ¢ depois de vermos que deu 69 e queriamos que desse €, vamos 14 atrds e escolhemos

6 - 8/6 u
« Exemplo 3.15 Mostremos que

lim Y _o.

() =(00) /X2 +y2

Primeiro notamos que substituindo x por O e y por 0 dd uma indeterminagao 8. Logo usar
a Definicdo 3.2.1 ndo € propriamente um capricho. Vejamos se,

Xy
Ay

Um passarinho disse-nos que |x| < +/x% +y? e pensando bem isso é mesmo trivial, mas
serd que nos vai ser util agora? Efetivamente

Ve>036>0se peXelO< /x2+y?< 4§, entdo —0| <e.

<yl (3.8)

0 — =

sendo esta tltima desigualdade consequéncia imediata de |x| < /x%2+y%. Vimos no
Exemplo 3.14 que ter 0 < /x2 +y? < & implica que temos |y| < 8. Logo basta escolher

xy ‘: xy ol

0 = € e garantimos | —2— — 0| < €. .
x24y?

O que fazemos se ndo aparecer um passarinho a dar uma dica esperta como no
exemplo anterior?

A prova do seguinte resultado € deixada como exercicio.

— Teorema da unicidade do limite. Seja f: X C R” — R e xp um

ponto de acumulagdo de X. Se lim f(x) =L; e lim f(x) = Ly, entdo L; = L.
X—X0 X—rX0

Vejamos de seguida algumas propriedade tteis no célculo de limites de funcoes.

Sejam f,g: X C R” — R, xo um ponto de acumulagéo de X, li)m flx)=
X—X(
F e lim g(x) = G. Entao:

X—X(

@ lim (f4)(x) = lim (£(x) £¢(x)) = lim () lim g(x) = F£G,

X—X0 X—X0

(b) lim (f-g)(x) = lim (f(x) g(x)) = lim f(x)- lim g(x) =F -G.

X—X(
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) lim f(x F

. _ X—=X0 _

(© JHm @ = Tmaw — 656 #0
X—=X(0)

Técnica dos caminhos diferentes

Enquanto que em fungdes de uma sé varidvel os problemas de existéncia de limite se
limitavam a aproximacoes ‘a direita’ e ‘a esquerda’ agora as aproximagdes podem vir de
muitos lados. Se o dominio estiver em R? temos que analisar a aproximagio de pontos ora
vindos da direita, ora da esquerda, ora qualquer lado como se estivéssemos num tabuleiro
de xadrez. Se o dominio estiver em R? temos que analisar a aproximacio de pontos vindos
até de cima e de baixo! Se o dominio estiver em R” temos que analisar a aproximacao de
pontos de lugares que nem sequer conseguimos imaginar ... @

« Exemplo 3.16 Veremos que o limite seguinte ndo existe:
: X2
lim E
(¢y)=(0,0)x +y
Usando substitui¢do dd uma indeterminagao (9). Vamos entdo considerar aproximacoes de
pontos (x,y) para (0,0) ao longo de retas y = mx ou seja (x,mx) — (0,0). Substituimos y
por mx e obtemos um limite de uma fun¢do de apenas uma varidvel x:
2 $2 2 1

x x
li — =1 =1 =
(x,mx)IT(O,O) x% + (mx)? 202 + (mx)? xi%xz(l +m?)  1+m?’

que depende da direcdo que escolhemos, ou seja do declive m. Assim, quando nos
aproximamos ao longo da reta y = x temos que o limite é %, ao longo da reta y = 2x temos
que o limite é %, etc. Veja a Figura 3.7. .

sy =3x y=ux

lim = —

| =

lim =

—

lim =

b =

Figura 3.7: Diferentes dire¢des levam a diferentes valores do ‘limite direcional’. Como,
pelo Teorema 3.2.1, o limite € tnico concluimos que o limite ndo existe.

« Exemplo 3.17 Veremos que o limite seguinte ndo existe:

. y
lim ——.
(x)—(0,0)x% + y?
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Usando substituicao d4 uma indeterminagao 8. Comecamos por substituir y por mx e
obtemos um limite de uma fun¢do de apenas uma varidvel x:

lim o lim——  —jim—
(2x,mx)—(0,0) X%+ (mx)2 C xo0x2 + (mx)2 N anxz(l + m2) x—>0x(1 + m2)

Y

logo o limite em questdo ndo poderd existir. .

Notemos que nem sempre chegamos a conclusdes usando aproximacdes simples ao
longo de retas. Em diversas situa¢des temos que explorar outro tipo de aproximagdes
como € o caso do exemplo seguinte.

« Exemplo 3.18 Veremos que o limite seguinte ndo existe:

3
(x,y)—(0,0)X° +y

Usando substituicdo d4 uma indeterminacao 8. Comecamos por substituir y por mx e
obtemos um limite de uma fun¢do de apenas uma varidvel x:

x3 (mx) mx* , mx* . omx? 0

Iim ———=lm————— =Ilim——F—— =Ilim = =
(emx)—(0,0)x0 + (mx)%  x=0x0 +m2x2 x—0x2(x*+m?)  x=0xt+m?2 0+ m?

... pequeno momento de desilusao (ao som de um piano triste) por nao depender de m e ndo podermos concluir nada. Recuperando energias vamos
tentar outros caminhos possiveis como y = x2. Substituindo fica:

X2 X x X 0

li ——— =lim— = lim—————= = li =——=0
(x,x2)121(o,o)x6 + (x2)2 5016 + x4 xg%x“(xz +1) 502 +1 0+1

... segundo momento de desilusdo (a0 som do mesmo piano triste entram as cordas num addgio tristissimo) por dar 0 como acima e ndo podermos concluir nada. Re—
cuperando energias vamos tentar outros caminhos possiveis como y = x>. Substituindo
fica:
) X3 ) x® S 1

lim ﬁzllmﬁzllm7:—¢0,
(2300 X° + (x3)2  x=0x0+x0  x—02x0 2

e provamos assim que o limite em causa ndo existe. .

Serd que podemos estar vérias horas a substituir y por todas as fun¢des e mais algumas
e ndo chegar a nenhuma conclusao?

Sera que s6 se calculam limites no (0,0)? 5]

Teorema da Sanduiche

Vimos em Caélculo I que valia o Teorema da Sanduiche I (sucessdes enquadradas) e o
Teorema da Sanduiche II (fungdes enquadradas). Tal resultado também € vélido para
funcdes de vdrias varidveis.
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— Teorema da Sanduiche lll. Vamos denotar x = (xy,...,x,) ea =
(ay,...,an). Se li_r>n fix)=Le li_r>n h(x) = L onde a é um ponto de acumulagido de um
X—a X—a
conjunto X que contém o dominio de g (perto de a) e onde f e & estdo também definidas
e f(x) < g(x) < h(x) para todo o x € X, entdo li_r>n g(x) =L.
X—a

Apesar de ja termos usado implicitamente este resultado em Exemplos anteriores vamos
ver um outro exemplo de aplicacao.

« Exemplo 3.19 Sejam i, j,k € N. Veremos que o limite seguinte existe desde que
i+j>2k: o
x'y/
lim ————.
(x)=(0.0) (x> +y2)¥

Usando substituicdo dd uma indeterminagéo (9). J& sabemos que |x|,|y| < y/x2+y2. Note-
mos agora que

_ R VR VR (P 4y _ (2 12k
R (212 TRk Y :

xly!
(2 +y2)k

0<

g iy
c

Tomando f(x,y) =0, h(x,y) = (x> +y?) 2 g(x,y) = # como:

lim  f(ry)= lim h(xy)=0,

(x.y)—(0,0) (x.y)=(0,0)
pelo Teorema 3.2.3 obtemos  lim  g(x,y) = 0. .
(x.y)—(0,0)

Limites iterados

Dada uma fungio f(x,y) e um ponto de acumulag@o (a,b) do dominio de f dizemos que
os seguintes limites:

lim Qgrlgﬂx,y)) e lim (lim/(x.y)) .

sdo os limites iterados de f em (a,b). Um problema interessante é determinar como se
relacionam os limites iterados com o limite

lim X,y).
(x7y)—>(a7b)f( )

Ora, o problema pode até parecer interessante e bastante tentador de abordar mas é uma
grande desilusdo como iremos ver.

Se € uma grande desilusdo porque razao vamos falar deste assunto?

E féacil de encontrar exemplos onde o limite ndo existe e apesar de tudo:
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« Exemplo 3.20 — Os limites iterados diferem. Os limites iterados de f(x,y) = xzi

+y?
em (0,0) sdo:
2
lim (lim%) — im0 =0,
y—0 \x—=0x°+Yy y—0
e
52
x—0 \y—0x-+Yy x—0
=« Exemplo 3.21 — Os limites iterados coincidem. Os limites iterados de f(x,y) = )#yyz
em (0,0) sdo:
lim (lim %) — im0 =0,
y—=0 \x—=0x~+Yy y—0
€

lim ( im == ) = 1im0 = 0.
x—0 \y—0 X2+ y2 x—0

Assim, ter coincidéncia de limites iterados ndo € garantia de existéncia de limite (recorde o
Exemplo 3.19). .

Este proximo exemplo € mais engracado. O limite existe e um dos limites iterados ndo.

« Exemplo 3.22 Seja dada a fung@o g(x,y) = xsin (1) sin G) definida em:
R2\ {(x,0),(0,y): x,y € R}. Temos:

fx,y) =0<|g(x,y)| < |x[ = h(x,y).

Como lim f(x,y)= 1lim h(x,y) =0, pelo Teorema 3.2.3 temos que:
(x.y)—(0,0) (x3) (x,y)—(0,0) (x3)

lim g(x,y)=0.
(xy)»(ovo)g( Y)

Fixemos agora um valor de x # 0 tal que sin ()lc) # (. Claramente o limite

. . ( 1 ) . ( 1 )
limxsin| — |sin| — |,
y—0 X y

nao existe. .

Continuidade

A continuidade em funcdes de vdrias varidveis € definida de forma semelhante ao caso de
funcdes de uma s6 varidvel.

Definicdo 3.2.2 Dada a fun¢do f: X -+ R onde X CR" é o dominio de f e a € X.
Dizemos que f € quando:

Ve>03d0>0sexeX e |x—a| <0, entdo |f(x)—fla)| <& (3.9
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Abreviadamente continuidade em a implica que:

lim f(x) = f(a) (3.10)

x—a

sempre que seja possivel calcular o limite acima, em particular quando se tem pelo
menos a como ponto de acumulacao de X.

De forma simplificada (3.9) afirma que podemos obter f(x) arbitrariamente perto de f(a)
desde que a priori se escolha x arbitrariamente perto de a, ou seja dado qualquer bola
aberta B(f(a),€) podemos encontrar uma bola aberta B(a,8) C X que é toda enviada
dentro de B(f(a),¢€) por f. Dizemos que se for continua em todo o
ponto a € X.

« Exemplo 3.23 Polinémios, exponenciais e logaritmos sao exemplos de fun¢des continuas.
Por exemplo, f(x,y) = x* +4xy* e g(x,y,2) = et 4 In(xy) sdo exemplos de funcdes
continuas no seu dominio. J4 fung¢des racionais como A(x,y) = )ﬁyz podem dar problemas
quando o denominador se anula. .

O resultado seguinte permite produzir uma quantidade infindavel de exemplos de funcdes
continuas.

Sejam f,g: X — R continuasema € X CR". Entdo f+g, f—g. f g
e (quando g(a) # 0) Jé sdo continuas em a.

» Exemplo 3.24 Serd a funcdo

Yy) = % se (x,y) # (0,0)
f( 7_)7) { O+y o (x7y):<0’0)

continua? A resposta é ndo. De facto, pelo Teorema 3.2.4 f é continua em a # (0,0). O
problema mesmo € no ponto @ = (0,0) onde falha a continuidade. Isso pode ser provado
com recurso ao Exemplo 3.18 .

» Exemplo 3.25 Serd a funcdo

xy
ry) =4 Ve (x,) # (0,0
f(x,y) { YR e (00)

continua? A resposta € sim. Basta rever o Exemplo 3.15. .

x+y
x2+y?
extensdo continua a todo o R>? Vamos considerar o limite ao longo do caminho (x,mx).
Assim,

« Exemplo 3.26 Sera que a fungdo f(x,y) = definida para (x,y) # (0,0) admite uma

: x+y , X+ mx . x(1+m) . 14+m
lim S = lim ——=lim——— % =lim————— =
(x,mx)—(0,0) xZ+y? (x,mx)—(0,0) X2+ (mx)2 erxz(l + mz) x—0x(1+ m2)

Logo qualquer tentativa de estender continuamente serd fracassada. .
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Figura 3.8: Quando nos aproximamos de (0,0) ao longo de y = x ou y = x> temos que f
se aproxima de 0. Contudo, quando essa aproximagio é fazendo a curvinha y = x* temos
que f se aproxima de 0, 5.

Serd que a fungdo f(x,y) = \/% definida para (x,y) # (0,0) admite uma extensdo
? Pty

continua a todo o R?? Pelo Exemplo 3.15 definindo f((0,0)) = 0 obtemos que a
fungdo f é continua em R



4. Cdlculo Diferencial em R”

‘Nos meus tempos livres eu estudo Cdlculo Diferencial!’

Karl Marx

Um comeco timido

Dada uma fungdo f(x) sabemos do Cdlculo I e até do tempo do secundario que

oy e St h) = fx)
f(x) = lim === - @.1)

Mas, se tivermos por exemplo f(x,y) = x*> +xy+y* qual serd a derivada? Em primeiro
lugar temos que estabelecer em relacdo a que varidvel é que estamos a considerar as
variagdes pois derivadas sdo variagdes infinitesimais da fun¢do. Em (4.1) ndo ha muito a
decidir pois sé existe uma varidvel, mas para f(x,y) temos que escolher a varidvel. Vamos
pensar da forma mais naive possivel, derivemos em relacao a x assumindo que y € constante

e depois derivemos em relagdo a y assumindo que x € constante. Denotamos por % a
af

primeira derivacdo e por Jy @ segunda derivacdo. A nota¢do ndo € assim tdo estranha e até
2 . ~ . . d ~ . .

¢ parecida com a notacdo de Leibniz d—{ apenas 0s d’s sa0 mais curvos. Se vamos assumir
no calculo de % que y € constante entdo as derivadas de expressdes com y em ordem a
varidvel x s@o nulas. Nao confundamos com derivacdo implicita pois agora ninguém estd a
dizer que y depende de x ok?! Vamos proceder formalmente usando diretamente as regras

do Calculo I:

{

il

(P +xy+y°) = L) + 2 2(¥) =2x+y+0=2x+y
O Foy 7)) = 5 02) + 5 () + $,07) = 04243y = x4 3y

X

L

Q|

Y
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A derivacdo de fungdes de varias variaveis € assim tdo facil?

De facto, usando a férmula (4.1) € natural que

af .. fla+h,b)—f(a,b)

dx (a,5) = }lzlg(l) h @2
e

af .. fla,b+h)—f(a,b)

dy (a,) = Jim, h ' @3

Confirmemos o célculo de %C(a,b) e %(a, b):

0 h.b) — b h)? Wb+b3— (a*>+ab+b3
_f(a’b) _ limf(a+ ,b) — f(a, ):hm(a+ )”+(a+h)b+ (a“+ab+b°)
dx h—0 h h—0 h
i a?+2ah+h*+ab+hb+b3—a*>—ab—b3
= 1m
h—0 h
. 2ah+h%+hb
= hm—
h—0 h
= lim2a+h+b=2a+b v
h—0

_ 2 3.2 3
a—f(a,b) B limf(a,b—l—h) f(a’b):lima +a(b+h)+ (b+h)’—(a”+ab+D)
dy h—0 h h—0 h

B hma2+ab+ah+b3+3b2h+3bh2+h3—a2—ab—b3
 hs0 h
ah+3b*h +3bh* + 3
= 1m
h—0 h
= lima+3b>+3bh+h =a+3b* /
h—0

« Exemplo 4.1 Calculemos % e g—§ para f(x,y) = e +x?y +In(xy). Podemos usar as
formulas (4.2) e (4.3) contudo vamos proceder com a derivacio de uma varidvel assumindo
a outra constante que € mais direto. Vamos aplicar sem pudor as regras da derivada da
soma, a regra da cadeia, as regras de derivacdo de fun¢des polinomiais, exponenciais,
logaritmo e tudo o que for preciso:

5 9 9 9 9
Lo @Ry In) = £ () + 56 + ()
9 R P 1C2)
— ax(x—ky)e +ax(x )y+ Xy
= 1 4 2y
xy

1
= ¢V 2y+-.
X



4.1 Um comeco timido 89

af_ax+y 2 _ax+y 82 J —
o B_y(e +xy+ln(xy))—a—y(e )—I—a—y(xy)—Fa—y(ln(x)’))—
d
9 ey 20 3y (%)
— ay()H—y)e +x ay(y)—i— .
— 1 4P+
Xy
S R
y

« Exemplo 4.2 Dada a fungio f(x,y) = x*> +y? na Figura 4.1 temos fixada a varidvel
y que passa a ser considerada constante fixando o plano y = yg e a varidvel x estd livre.
Comecamos por fixar o plano y = 0 donde se vé g—ﬁ quando x = 1, logo teremos que

g—ic(l,()) determina o declive da tangente ao grifico de f(x,0) = x*> em x = 1. Temos

também fixado o plano y = 1 donde se vé g—f: quando x = 1, logo teremos que %(1, 1)

determina o declive da tangente ao grafico de f(x,1) = x*> + 12 em x = 1. Em ambos os
casos o declive € 2. Na Figura 4.2 temos fixada a varidvel x que passa a ser considerada
constante fixando o plano x = x( e a varidvel y estd livre. Comecamos por fixar o plano

x =0 donde se vé % quando y = —1, logo teremos que ‘3—f(0, —1) determina o declive da
y X
tangente ao grifico de £(0,y) =y*> em y = —1 que é —2. Temos também fixado o plano

x= % donde se vé ‘3—]; quando y = 0, logo teremos que % (%,0) determina o declive da

tangente ao grafico de f (%,y) = (%)2 +y% em y = 0 ou seja o declive igual a 0.

Figura 4.1: A varidvel é x e y € constante. Para cada escolha de yy vamos ter o corte pelo
plano y = yg e uma funcdo de x dada por f(x,yo).
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Figura 4.2: A variavel € y e x é constante. Para cada escolha de xp vamos ter o corte pelo
plano x = xy e uma fung¢do de y dada por f(xo,y).

Derivadas parciais e Derivabilidade

Derivadas parciais de funcoes escalares

Estamos agora em condi¢des de definir derivadas parciais para fungdes f: X C R” — R
onde X é um conjunto aberto.

Fixando k=1,...,nea = (aj,ay,...,a,) € X, se o limite seguinte existir
llmf(a+hek) _f(a) — limf(a17a27'"7ak+h7"'>an) _f(a17a27"'7ak7“'7an)
h—0 h h—0 h

dizemos que ele representa a /-csima derivada parcial de / no ponto (a.a, .. .. a,) e

d
denotamos por a—;;(a).

Note Como habitualmente em dimensdes baixas escrevemos g—fz e ‘3—}; (cason=2)e %,
g—§ e 3—{ (cason =3).
» Exemplo 4.3 Consideremos a funcdo
fxyz) =2 +y* + 2
Mostremos que f satisfaz a igualdade:
af of df
—, =, = |- (x,y,2) =2f. 4.4

Como 3—£ =2x, % =2ye ‘3—{ = 2z aigualdade (4.4) segue de imediato.
« Exemplo 4.4 Consideremos a funcio
F(x1,x0,X3,%4) = X120 + x4 sin(x%x3) + 12,

Determinemos as suas derivadas parciais:
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o I _

XIXQ.
ax1 X2 +xpe

. f = x1 + 2x0x3X4 COS()CZ)C3) +x1€17%2;

. % = x3x4c0s(X3x3) €

. g){ = sin(x3x3).
O seguinte exemplo é extremamente perturbador.

» Exemplo 4.5 J4 sabemos pelo Exemplo 3.19 que a funcdo:

-2 se (x,y) # (0,0)

) :{ 07 e lny)=(0.0).

ndo é continua em (0,0). Contudo,

Af o fO+R0)=F£0,0) . f(h0)=0 &

500 = Jim h = T amy, =0
© 0

3y (00 = lim h SR Ty =0

donde se conclui que as derivadas parciais existem! Na moral a existéncia das derivadas
parciais apenas garante continuidade ao longo das dire¢des (1,0) e (0, 1) mas ja sabemos
que isso nada garante sobre a continuidade em (0,0). .

Derivabilidade de funcoes escalares

Em R a existéncia da derivada implicava a continuidade! Entao para qué estudar as
derivadas parciais se afinal nem sequer garantem a continuidade da func¢do no ponto?
Mas, serd que ‘ser derivavel’ em R"” com n > 1 é mais exigente do que ter derivadas
parciais? @

A resposta a primeira pergunta € um ‘calma ...’ até ao final desta sec¢do. A resposta a
segunda pergunta € um claro Sim!... ser derivdvel em x é admitir uma aproximacao linear
‘boa’ da fun¢do f no ponto x e isso é bem mais do que ter derivadas parciais. Em R a
‘boa’ aproximacao era dada pela reta tangente ao grafico cujo declive era precisamente o
limite (4.1). Ora, numa fun¢do f(x,y), por exemplo, estamos a espera que a aproximagio
linear em (xg,yo) seja um plano tangente ao grafico no ponto (xo,yo, f(x0,¥0)). Tendo
derivadas parciais isso garante dois vetores (recorde as linhas a preto nas Figuras 4.1 € 4.2)
ndo colineares o que claramente gera um plano. O problema € que esse plano pode nao ser
uma ‘boa’ aproximag@o linear da fun¢éo f em (xp,yo). Vamos 1 ver o que se entende por
aproximagdo ‘boa’. Em Célculo I vimos que uma funcao f € derivdvel em x se existe um
nimero f’(x) e uma fungdo & (h), tal que }lzg% & (h) = 0, satisfazendo a igualdade seguinte:

flx+h)=fx)+ f'(x)h+h&(h) 4.5)
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onde escolhemos & pequeno por forma a ndo sair do dominio de f. Assim &(h) fica
definida por:

f(x+h)— /
&(h) = — — f(x) sehiO
0 seh=0

Observamos que a existéncia de derivada em x é equivalente a ter &'(h) continua em
h=0.

A igualdade (4.5) indica que, ignorando um pequeno erro hé&'(h), temos f(x+h) ~
f(x) + f'(x)h definindo portanto uma aplicagdo linear F(x+ h) = f(x) + f'(x)h que ndo
s6 aproxima f como € a melhor aproximacao linear de f que se pode obter ‘passando’ em
(x, f(x)). Isto é o que nés chamamos de uma ‘boa’ aproximacao linear.

Como queremos que o erro seja 0 mais pequeno possivel é satisfatdrio observar que h& (h)
tende para 0 ainda mais rapidamente do que A tende para 0, ou seja 111r(1) h( ) = hm &(h) =

0. Vejamos qual a versao n-dimensional deste conceito.

Definicdo 4.2.1 Seja dada uma fungdo f: X C R" — R onde X é um conjunto aberto.
Dizemos que f é em X se:

(i) Existirem todas as derivadas parciais 9f , a2t ey 9f emxe
ox1° 9xp° Oxn

(ii) Dado um vetor h = (hy,hy, ..., h,) tal quex+h € X temos:
fx+h) = flx)+Vf(x)-h+|h]|&(h) (4.6)

onde V f(x) = (g;x ),g)g;(@,...,g_;n(x)) e 6(h) € al que. lim £(h) =0,

Fazemos uma pausa para um momento de contemplacdo e comparagdo de (4.5) e (4.6).

A alma da derivabilidade reside do detalhe do resto r(h) = ||h||& (h) satisfazer a condi¢ao

||ilzhm0 % = 0. Notemos que a parte f(x+h) = f(x) 4+ Vf(x) - h de (4.6) pode ser definida
%

bastando para isso termos todas as derivadas parciais, mas F(x+h) = f(x) + Vf(x)-h
s6 garante ser uma aproximacdo linear de f(x+%). O que permite afirmar que essa

aproximagao linear é é precisamente o resto ir para 0 mais rapidamente do que ||A||

vai para 0.

Dado x = (x1,...,x,) € h = (hy,...,h,) ao polinémio nas variaveis hj,..., h, dado por:
fx+h)=fx)+Vfx)-h (4.7)

chamamos de . Em §4.6.1 iremos explorar

o Polinémio de Taylor de ordens superiores.
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« Exemplo 4.6 Vamos considerar f(x,y) = x> +xy +4y?, x = (1,0) e h = (£,5). Temos

_1 % = ’ _o o _ _ 3
1,0) =1, 5 =(2 =2, 3 = 8 =1. T t
f£(1,0) o (1.0 (2x+y) o 7 10) (x+8y) 0o emos entdo o
polinémio de Taylor de ordem 1 nas varidveis X e y dado por:

fx+h) = f(x)+Vf(x)-h=14+(2,1)-(£,9) =1+28+7.

A funcdo f: X CR" — R onde X é um conjunto aberto ndo vazio é dita se
for derivavel em todo o ponto x € X.

Mostre que se f for derivdvel em x, entdo f € continua em x.

Quer dizer,... na condicdo (i) da Defini¢do 4.2.1 vamos precisar de todas as derivadas
parciais para depois usar em (ii) mas afinal de contas como vamos nds descobrir o
misterioso & (h)?

2

— Teorema da derivabilidade. Seja dada uma fungdo f: X CR" — R
onde X € um conjunto aberto e x € X. Se todas as derivadas parciais de f em x existem e
sdo continuas em B(x,r) (eventualmente com um r bem pequenino), entdo f é derivavel
em Xx.

Lamentavelmente, no resultado anterior a ‘volta’ nem sempre € verdade pois existem
fungdes derivdveis num ponto x mas com derivadas parciais ndo necessariamente
continuas. A boa noticia é que é preciso ralar muito para construir um exemplo de
uma func¢io dessas, mas elas andam por af ...

Derivadas parciais de funcdes ndo escalares
Considerando uma funcao f: X C R" — R"

f: R" - R
(x1,%0, .., %0) = (fi(x1, %0,y %0), fa(X1,X05 s Xn) s e e vy frn (X1, X2, 3 X))

onde X é um conjunto aberto e fixando k= 1,...,ne a = (aj,az,...,a,) € X, se o limite
seguinte existir

h—0 h h—0 h

dizemos que ele representa a e
denotamos por g—)f;(a). Claro que neste caso %(a) ¢ um vetor do R ou seja
af _(dfi,  9fa 3 fm

(a) = ( (a)

= —\a),=—\a),..., =—
axk 8xk ’8xk ’ ’8xk
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« Exemplo 4.7 Recordando o Exemplo 3.10
h: R — R?
(xay) = (%X—f—y, _x+y) = (hl(x7y>7h2(x7Y))

Oh _ (Ol dha (3 4\ o 9h_ (M dha) _
ox \ax'ox) 2 ‘o oy ey ) "W

Notemos que
3
5 1\ (x
— 2
h(x,y) (_1 1) (y)
dh . dh

e que 5+ e 5. sdo as colunas desta matriz. .
dx ~ dy

temos

Derivabilidade de funcdes ndo escalares
Definicdo 4.2.2 Seja dada uma fun¢do f: X C R" — R™ onde X é um conjunto aberto.
Dizemos que f é em x se f1, f2, ..., fn forem todas funcdes derivdveis em x
no sentido da Defini¢cdo 4.2.1, ou seja se para todos os j=1,...,m:

. .. . .. df; df; ofi
(1) Existirem todas as derivadas parciais i, ﬁ, 9J; emxe
dxy’ dx, 0xy

(ii) Dado um vetor h = (hy,hy, ..., h,) tal que x+ h € X temos:

[ile+h) = fij(x) +V[j(x) - h+||h]|&(h) (4.8)
af; af; af; . .
onde V f;(x) = (TQ(X),TQ(x), .- (x)) e () ¢ al que. lim, () =0.
A matriz, cuja linha j é o vetor V f;(x), representada por
d d d d
g—Q(X) g—Q(X) g—Q(X) 3’{1 (x)
pr |20 P P . P
SR LIRS G T
() G G2 oL (x)
¢ chamada de de f em x.
« Exemplo 4.8 Consideremos a funcio
f: R* — R?
(xy) = (FPysin(xy))
temos
d
8_§ = (%,%) = (2xy,ycos(xy)) e % = <%—];l,aa—];2> = (xz,xcos(xy)).

A matriz cujas colunas sdo 9 e 9 ¢ consequentemente definida por:
dx 7 dy

B 2xy X
Df(xy) = (yCOS(xy) XCOS(X)’)) ,

¢ a jacobiana de f. .
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« Exemplo 4.9 Recordemos o diciondrio que transporta coordenadas polares para coorde-
nadas cartesianas:

f: [0,00[x[0,27] — R?
(r,0) — (rcos,rsin@)
A matrix jacobiana é

cosO —rsinf
Dfr0) = (sin@ rcos 0 ) ’

sendo o valor absoluto do seu determinante igual a  que € o tal fator de distorcdo do
elemento de area dA = dxdy = rdrd@. Sera coincidéncia?

« Exemplo 4.10 Recordemos o diciondrio que transporta coordenadas cilindricas para
coordenadas cartesianas:

f: [0,00[x[0,27[xR — R3
(r,0,z) — (rcos@,rsin@,z)

A matrix jacobiana é
cos® —rsinf 0
Df9)= | sin® rcos® 0],
0 0 1

sendo o valor absoluto do seu determinante igual a  que € o tal fator de distorcdo do
elemento de volume dV = dxdydz = rdrd0dz. Dois pontos de coincidéncia isso revela
um padrio!

« Exemplo 4.11 Recordemos o diciondrio que transporta coordenadas esféricas para
coordenadas cartesianas:

fi o [0,0[x[0,27[x[0,7] — R3
(r,0,90) — (rsingcos@,rsin@sin@,rcos @)

A matrix jacobiana é

singcos® —rsin¢gsin@ rcos@cosO
Df(r0,0)= | sin¢sin® rsingcos® rcos¢sind

cos @ 0 —rsin@
sendo o valor absoluto do seu determinante igual a que € o tal fator de distor¢ao
do elemento de volume dV = dxdydz = r?sin ¢drdOd¢. Trés pontos de coincidéncia isso
revela uma teoria! .

» Exemplo 4.12 Calculemos a jacobiana da fungdo

S: [0,27[xR — R3
(u,v)  +— (cosu,sinu,v)
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temos
—sinu 0O
DSy = | cosu 0
0 1

Em resumo a derivabilidade em x permite a escrita
fx+h) = f(x)+Dfy-h+ ||| E(h), (4.9)

onde lim &(h)=(0,0,...,0).
1]l =0

Mais uma vez o seguinte resultado € de uma utilidade prética formidavel.

— Teorema da derivabilidade Il. Seja dada uma fungdo f: X C
R" — R" onde X é um conjunto aberto e x € X. Se as derivadas parciais de f em x que
figuram na jacobiana existem e sdo continuas em B(x,r) (eventualmente com um r bem
pequenino), entdo f € derivavel em x.

A fungdo f: X C R" — R" onde X € um conjunto aberto nio vazio € dita
se for derivdvel em todo o ponto x € X.

Aproximacoes lineares

« Exemplo 4.13 Consideremos a fung¢ao

RZ
(o +y,0* +x)

f: R?
(x,y)

2x 1
o= (% 1),

Escolhendo o ponto (0,0) teremos

_>
|_>

cuja jacobiana é

01
Df(O,O) = (1 O) :

Usando a féormula (4.29) obteremos
0 1 h
70,0+ i) = 100+ (7 o) (31) + Il

= (0,0)+ (ha,h1)+ ||| & (h).

O célculo de f(0,0) é bastante simples mas o célculo de f(0,1;—0,2) ji ndo serd to-
talmente imediato. Notemos que teremos um acréscimo de 0,1 na coordenada x e um
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decréscimo de 0,2 na coordenada y. Teremos portanto & = (hy,hy) = (0,1;—0,2). Sendo
||h|| ‘pequeno’ podemos negligenciar o resto ||||& (k) obtendo finalmente que:

f(oa 1;_0=2> = f((0,0) + (h17h2)) ~ (070) + (h27h1)
= (070> + <_O72;07 1)
(_072;07 1)
Notemos que £(0,1;—0,2) = ((0,1)> +(—0,2);(—0,2)*> +0,1) = (—0,19;0, 14) donde

obtemos uma aproximag¢do de uma centésima na primeira coordenada e de quatro centési-
mas na segunda. .

Em conclusdo, dada uma funcdo derivavel f: X C R” — R™ onde X é um conjunto aberto,
x € X e h € R" é um vetor tal que x+ A € X, sem abusar muito no tamanho de || || podemos
obter um valor F(x + h) aproximado de f(x+ h) usando a férmula:

F(x+h) = f(x)+Df,-h. (4.10)

« Exemplo 4.14 — Exemplo frivial. Consideremos a funcao

f: R = R?2
(x,y) = (x+2y,—x+4y)

I 2
Df(xy = (_1 4) :

Em qualquer ponto (x,y) a jacobiana é sempre a mesma. Usando a férmula (4.10) obtere-
mos

cuja jacobiana é

F((x,y)+ (h,h2)) = f(x7y)+(—11 421)(2;)

f(X,y) + (/’ll +2hy, —h —|—4h2)

(x+2y, —x+4y) + (h1 +2h2, —hy +4hy)
= (x+2y+h+2hy,—x+4y—hy+4hy)
= (x+h+2(y+h),—(x+h)+4(+h))
= F(x+h1,y+h2)

F((x,y) + (h1,h2)),

que é uma pescadinha de rabo na boca! A razdo é simples, se f € linear a melhor
aproximacao linear é ela mesma. .

Diferenciais totais

Dada uma funcgdo derivavel f: X C R" — R onde X é um conjunto aberto nao vazio
dizemos que

dfzﬁdxl—kﬁd)@—i—---—i—ﬁdxn, (4.11)
8x1 8x2 a)Cn
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€o de f. Este objeto é precisamente a parte linear V f(x) - h da aproximagdo
dada em (4.6) uma vez considerando o vetor dos infinitesimais & = (dxy,...,dx,).

« Exemplo 4.15 Calculemos alguns diferenciais totais:
+ O diferencial de f(x) =x*>+xédf = (2x+ 1)dx;
» O diferencial de f(x,y) = x> +)? é df = 9Ldx+ 9Ldy = 2xdx +2ydy.
* O diferencial de f(x,y,z) = xyz* é df = a—fdx%— %dy + %—ﬁdz = yZ2dx+xz*dy +
2xyzdz.

Na prética o diferencial total representa uma nova roupagem para o conceito de aproxima-
cdo linear tratado antes. De facto, na férmula (4.10) com m = 1 obtivemos a aproximagao
linear de f(x+ h) dada por:

F(x+h)= f(x)+Vf(x)-h,

considerando & = (Axy,...,Ax,) teremos
F(xi+Axy,...,xp+Ax,) = f(x1,..., %) +VF(xr,...,xn) - (Axy, ..., Axy)
af  Idf
= yeees ..., (Axy, ..., Ax
T A RIS

= f(x1 yees ,xn) +Af,
que na moral representa o acréscimo que teremos que dar a f(xi,...,x,) por forma a
determinar uma boa aproximagdo para f(x; + Axy,...,x, + Ax,). Esse acréscimo Af tem

precisamente como versdo ‘infinitesimal’ o diferencial d f, ou seja Af ~ d f. Nos exemplos,
e como j4 foi referido, usamos este conceito para efetuar aproximacdes de primeira ordem,
i.e. aproximacdes lineares como no Exemplo 4.13.

« Exemplo 4.16 Dada a fungdo A(c,¢) = cf que determina a drea de um retangulo de
comprimento ¢ e largura ¢, determinemos o diferencial total de A quando ¢ = 10, ¢ = 8§,
Ac=1e Al =0,5. Temos:

dA = a—AAc+ a—AAE = (Ac+cAl =8(1)+10(0,5) = 13.
dc al
Isto quer dizer que a drea do retangulo de comprimento ¢ +Ac = 10+ 1 =11 e largura
{+Al=8+0,5=38,5¢é aproximadamente c/ + dA = 80+ 13 = 93. Claro que estamos
a cometer um erro pois a area mesmo € 11 x 8,5 = 93,5 mas o erro € apenas de 0,5 (ver
Figura 4.3).

Neste caso a conta fica bem redonda pois:

(c+Ac)(l+Al) = cl+LAc+ cAl+AcAl = ¢/ +dA+ AcAL .
——

‘lixinho’
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Al Al -

¢ cl

C Ac

Figura 4.3: O diferencial total € 13 (retangulos azul e salmao). O ‘lixinho’ que varremos
para de baixo do tapete € o pequeno retangulo castanho de area 0, 5.

Plano tangente e reta normal

Funcoes escalares

Dado um ponto a = (a1,az,a3) € R? e um vetor n = (ny,n2,n3) a equacgio do plano que
passa em a e € perpendicular a n € obtida de forma muito simples. De facto, qualquer
ponto (x,y,z) no plano em causa e diferente de a gera um vetor v = (x,y,z) — (aj,a2,a3) e
claramente que v L n, logo n-v = 0. Assim teremos

(n1,n2,n3) - (vi,va,v3) = (ny,n2,n3)-(x—ay,y—az,z—az)
= nl(x—al)—|—n2(y—a2)—l—n3(z—a3):O

Vejamos um exemplo simples:

» Exemplo 4.17 Determinemos a equagdo do plano que passa em e ¢ perpendi-
cular ao vetor . A equagdo sera:

(k=143 1) 1(z=7)=0.

Ver Figura 4.4. .

Dado um plano a(x —xo) +b(y —yo) +c(z —z0) = 0 0 seu vetor normal é n = (a,b,c).
Obviamente que dado A € R\ {0}, o vetor A n é ainda perpendicular ao plano em
causa.

« Exemplo 4.18 Dado um ponto a = (ay,a;) € R? e um vetor n = (n1,n,) a equagio da reta
que passa em a e € perpendicular a n € também obtida de forma muito simples. De facto,
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(1, -

Figura 4.4: Ilustracdo ao Exemplo 4.17.

qualquer ponto (x,y) na reta em causa e diferente de a gera um vetor v = (x,y) — (aj,a2) e
claramente que v | n, logo n-v = 0. Assim teremos

(n1,m)-(vi,v2) = (n1,m)-(x—ay,y—az) =ni(x—ay)+ny(y—az) =0.

Por exemplo, paraa = (1,2) en=(1,—1) teremos areta I(x— 1)+ (—1)(y—2) =0ou
sejay =x-+ 1. Ver Figura 4.5 .

Figura 4.5: Tlustracdo ao Exemplo 4.18.

Aproveitando de novo a férmula (4.10) com m = 1 temos a aproximagdo linear de f(x+ h)
dada por:

F(x+h) = f(x)+Vf(x)-h.
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Considerando um y = (yy,...,y,) perto de x = (xi,...,x,) podemos tomar h =y —x e
teremos

F(yla"'vyn) = f(x17"'7-xn)+Vf(x1v"'7xn)'(yl_xla"'7yn_xn)

_ af af
= flxr,...,x)+ (a—x](x),...,axn x) (V1 = X1, Y0 — Xn)
"~ J
S (CRREARS J A )
j=1 xj X
determinando um hiperplano:
Yni1 = F(X1, - Xn) + Z ax, —x;), (4.12)

que € tangente ao grafico de f no ponto x.

Notemos que € essencial supor que f é derivavel pois s6 assim a aproximacao linear
em (4.12) serd interessante. Reparemos que (4.12) pode ser definido bastando para
isso que existam as derivadas parciais mas ndo sendo derivdvel a aproximagao por
um plano ndo é boa.

Os casos simples em dimensdo 1, 2 e 3 respetivamente sdo:

y= f(x0) + f(x0)(x — x0). (4.13)
3f af
_ N ). 4.14
2= f(x0,y0) + 9% o) (x xo) + Iy (XMO)(y Yo) (4.14)
af af af
= £(x0,y0,20) + 2~ —x)+ 2L o)+ 2L “). (@15
W= fx0,30,20) + dx (xoyyoyzo)(x x0)+ dy (Xoyyo-,m)(y yo) + dz (x07)’0710)(z %) ( )

O primeiro caso em dimensao 1 € a nossa velha conhecida equacgao da reta tangente ao
gréfico de f no ponto (xg, f(xp)). Em dimensdo 2 temos a equagio do plano tangente
ao grafico de f(x,y) no ponto (xo,Yo0, f(x0,y0)). Em dimensdo 3 temos a equagdo do
hiperplano tangente ao grafico de f(x,y,z) no ponto (xo, 0,20, f (X0,Y0,20))-

Um hiperplano de equacdo
ar(y1 —x1) +ax(y2 —x2) + - +an(Yn — Xn) = ynr1 = =B, (4.16)

tem como (ou perpendicular) o vetor n = (ay,ay,...,a,,—1).

Demonstragcdo. Temos que (4.16) € equivalente a

ar(yr —x1) +ax(y2 —x2) + - +an(yn — xn) — Ony1 —B) =0,
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e podemos reescrever esta igualdade da seguinte forma:

(al;"'7an7_1> ’ (yl —Xly-oyYn —Xny Ynt1 _B) :07 (417)
Além disso como o ponto (xi,...,x,,3) pertence ao hiperplano, dado qualquer outro ponto
(V15 sYn,Yn+1) diferente de (xy,...,x,, B) do mesmo hiperplano o vetor (y; —xi,...,y, —
Xn,Yn+1 — B) € tangente ao plano. A igualdade (4.17) garante que (ay,...,an,—1) L
(yl —x17~-~;)’n—xn7)’n+l_ﬁ)- u

Os casos simples em dimensdo 1, 2 e 3 respetivamente sao:

a(x—x9)—y=—B com n=(a,—1). (4.18)
a(x—xp)+b(y—yo) —z=—B com n=(a,b,—1). 4.19)
a(x—x0)+b(y—yo)+c(z—z0)—w=—-B com n=(a,b,c,—1). (4.20)

Mostre que a reta de equacdo 2(x — 1) —y = 2 tem como vetor normal o
vetorn = (2,—1).

De facto, y =2(x — 1) — 2 tem declive m = 2 logo tem vetor diretor v = (1,2).
Basta escolhermos um vetor n tal que v-n = 0, por exemplo o vetor n = (2,—1)./

Mostre que o plano tangente a superficie definida por z = f(x,y) no ponto
(x0,¥0, f(x0,¥0)) tem vetor normal
- 1) |
(x0.Y0)

n—(a—f
~ \ ox

« Exemplo 4.19 No caso de dimensao 2 colocamos x| = xp, Xo =Yg, Y1 =X, y2 =y €
y3 =z = f(x,y) ficando com:

of

(x0.v0) Oy

af af
— , + a _ _|_ —_— - R 421
z= f(x0,y0) x| om0 (x —xo) Iy | coso) (y—>0) (4.21)

que é a equagdo do plano tangente ao gréfico de f no ponto ((xo,yo0),f(x0,v0)). Por
exemplo para a fungdo f(x,y) = x?> +y* e no ponto (1,1) teremos

(9 — oy
§r
oy =
of
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Usando a féormula (4.21) teremos:

<x—xo>+f)—’; (= y0) =24 2(x— 1) +2(y— 1),

af
— , + -
= floyo) + 52 (v0.30)

(x0.0)

logo o plano em causa é o plano 2x+ 2y — (z+2) = 0 (Figura 4.6). O vetor normal ao
plano é n = (2,2, —1) e a reta normal serd equacionada para metricamente com A € R por:

(t,3,2) = (1,1,2) + A (2,2, 1).

2e+2y—(242)=0

Figura 4.6: Esbogo do gréfico da funcdo f(x,y) = x*> +y? e do plano tangente z = 2x +
2y —2no ponto (1,1,2).

« Exemplo 4.20 Seja dada a fungdo f(x,y) = x> +xy e no ponto (1,—1). Notemos que
xo=1,y0=—1¢e f(xp,y0) = 0 e facamos os célculos auxiliares para determinar o plano
tangente a f em (1,—1):

¢ Of
g—fc—Zx-l-y
gy ¥
§ U =2(1)+(-1)=1
ot =20+
af -1
L D (1,-1)

Usando a féormula (4.21) teremos:

Z—f(x07)’0)+ 9x | (x0,30) (x XO) + a)’ (x0,y0)

logo o plano em causa € o plano z = x+y (Figura 4.7). O vetor normal serd n = (1,1,—1).

(V=y0) =0+1(x=1)+1(y—(=1)) =x+y,
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Figura 4.7: Esboco do grifico da funcio f(x,y) = x* +xy e do plano tangente z = x +y no
ponto (1,—1).

« Exemplo 4.21 Seja dada a funcio f(x,y) = x> +x?y +y* e no ponto (0, 1). Notemos
que xo =0, yo =1¢ f(x0,y0) = 1 e fagamos os cdlculos auxiliares para determinar o plano
tangente a f em (0, 1):

( Of _
oy =X +4y
 9f -0
9%1(0,1)
9 —4
C Do

Usando a féormula (4.21) teremos:

2= f(x0,y0) + %

(x—xo) (y=y0) =1+0+4(y—1) =4y-3,

_|_ —_—
(X0.y0) dy | (xo.0)

logo o plano em causa € o plano z = 4y — 3 (Figura 4.8). O vetor normal sera n = (0,4, —1).

« Exemplo 4.22 Mostremos que numa superficie definida por z = xg (’5‘), onde g € uma
funcdo real de uma varidvel real derivavel, todos os seus planos tangentes t€m o ponto
(0,0,0) em comum. De facto, o vetor normal a superficie ¢ dado por

= (551) = (C) ) )~ 0) () )
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flz,y) = 2>+ 2%y + ¢

Figura 4.8: Esboco do grifico da fungio f(x,y) = x*> +x?y +y* e do plano tangente
z=4y—3 no ponto (0,1).

Logo o plano tangente em (xo, yo,z0) sera:

() () Gl [ () G oo

que passa na origem. .

« Exemplo 4.23 Seja dada a fungdo f(x,y,z) = xyz e no ponto (0, 1,2). Notemos que
x0=0,y0=1,z0=2¢ f(x0,Y0,20) = 0 e facamos os cdlculos auxiliares para determinar
o plano tangente a f em (0, 1,2):

(of
g
oy =X
f _
o
9f )
9x1(0,1,2)
8_]" _
% 1(0,12)
af —
921(0,12)
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Usando a féormula (4.12) teremos:

of of of
= » Y0 + - + B T -
W S (0,0, 20) dx (xo7yo,zo)(x x0) dy (xwo,zo)(y o) dz ()Co7yo,20)(Z «)
04+2(x—0)+0(y—1)+0(z—2)

= 2x

logo o plano em causa € o hiperplano w = 2x. O vetor normal serd n = (2,0,0,—1). Néo
temos figura pois este plano estd em R* e a visualizacdo fica dificil. Este grifico é uma
hipersuperficie 3-dimensional e o hiperplano w = 2x, também 3-dimensional, € tangente a
essa hipersuperficie em (0, 1,2,0). .

Visualizar objetos em 4-dimensdes pode ser dificil. Um cubo 3-dimensional pode
ser facilmente representado no plano. De facto, fazemos desenhos de cubos no papel
desde tenra idade e neste caso o algoritmo € simples - desenhamos dois quadrados que
se intersetam e depois unimos os vértices com quatro segmentos. Temos a facilidade
de ver objetos semelhantes todos os dias (caixas, pacotes de leite, etc) logo um bom
desenho intui de imediato o objeto na nossa mente. Podemos fazer um esfor¢o para
desenhar um hipercubo 4-dimensional (Figura 4.9) e neste caso o algoritmo € andlogo
e simples - desenhamos dois cubos que se intersetam e depois unimos os vértices
com oito segmentos.

Figura 4.9: Hipercubo 4-dimensional. A deformagao desde o cubo castanho ao cubo azul
¢ formada por infinitos frames onde cada um representa um cubo. Na verdade as faces t€m
volume pois sdo cubos. Dito de outra forma um corte axial no hipercubo resulta num cubo
3-dimensional. A dire¢do da deformacgdo pode ser vista como o eixo onde estd a imagem
da fungdo f(x,y,z) e um desses cortes axiais € um bom modelo para o hiperplano tangente.
=
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Regra da cadeia

Vamos agora considerar a regra da cadeia em vdrias varidveis. Seja f: X C R” — R* uma
funcdo derivdavel onde X € um conjunto aberto ndo vazio e seja g: ¥ C R” — R uma
fungdo também derivdvel onde Y é um conjunto aberto ndo vazio com g(¥) = X. Vamos ver
no Teorema 4.3.1 que f o g é uma fungdo derivavel em Y e que (fog)'(x) = f'(g(x)) - &' (x)
paratodoox €Y.

Claro que f o g é uma funcdo de R” em R¥ logo a jacobiana de f o g serd uma matriz
k x n. Notamos também que a jacobiana de f € uma matriz k X m e a jacobiana de
g é uma matriz m x n. A luz da férmula (fog)’(x) = f'(g(x)) - ¢'(x) teremos que a
jacobiana de f o g é o produto de duas jacobianas; a de f no ponto g(x) e a de g em x.
Formalmente faz todo o sentido uma vez que teremos que a matriz k X n é o produto
de uma matrix k X m por uma m X n.

A prova da regra da cadeia multidimensional € decalcada da prova que fizemos em Calculo
L

— Regra da cadeia. Se a funcdo g € derivavel no ponto x e se f é
derivdvel em g(x) entdo f o g é derivdvel em x e temos

(fog)'(x)=f(g(x)) &' ). (4.22)

Demonstracdo. Queremos mostrar! que f o g é derivdvel em x e que a derivada é dada por
(4.22) ou seja que:

(Fog)(x+h) = f(g(x))+f(8(x)-g'(x) =+ &(R) |l (4.23)
onde H}llﬁmoé" (h) = 0. Como g é derivavel em x temos:

g(x+h) =g(x)+g'(x)-h+&(h) |l

onde Hlﬁm &4(h) =0. Como f € derivavel em g(x) temos:
h||—0

F(g(x) +h) = f(g(x)) + f'(8(x)) - h+ & (h) |||,

onde lim & (/) = 0. Colocando, i = g(x+h) — g(x) = g'(x) - h + &(h) ||A||, obtemos
12| —0

(Fog)x+h) = flgle+h)=flglx)+h) = F(g(x)+f () h+&(h) ||l
= f(8(x) +£(g(x)- (8'(x) - htE(R) 1)) + Ep(h) g (x) - hr+ & () |||
= (8(x))

onde

'Nesta prova surgem virios pontos -, vdrias somas + e vérias normas || || sem distingo, serd extrema-
mente didético ir analisando o que € - (se o produto de matrizes, se o produto de matrizes por vetores), o que
é + (se uma soma de matrizes ou uma soma de vetores) e o que é || || (uma norma em R”, R ou R¥).
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Assim, apenas resta verificar que

h

fim ) = 1 (80 k) + 65(R) | (8) -+ ()| =0
0 que se obtém pois g’ (x) - ﬁ ¢ limitada e o teorema estd provado. [

De forma recursiva temos se a fungdo £ é derivavel no ponto x, se g € derivdvel em
h(x) e se a fungdo f é derivdvel em g(h(x)) entdo f o goh é derivdavel em x e temos

(fogoh) (x) = f'(g(h(x))) & (h(x)) K (x). (4.24)

« Exemplo 4.24 Seja f(x,y) = x> +y%, x(t) = sint e y(t) = t*. Vejamos como determinar
%. Temos as fungdes:

R? f: R* = R

c: R .
t (sint,t?) (x,y) = x>+y?

_>
'_>
donde se pretende a fun¢do

foc(t) = f(x(t),y(r)) = sin’t + (1?)* = sin2¢ +r*

derivar em ordem 2 variavel ¢. Usando a Célculo I obtemos 2sintcosz + 4¢3. Podemos
resolver este problema usando diretamente o Teorema 4.3.1. Como ? = 2x, 3—J; =2y,

X
(1) = (4.%) = (cost,20).

(Foc)(t) = f(c(t)-c(t) = VF(x(t)y(1)- (‘é_’;%)
(2x(1),2y(1)) - (cost,2t) = (2sint, 1) - (cost, 2t)
— 2sintcost+ 4¢3,

No exemplo anterior parece que ligdmos o complicémetro! Nao era mais ficil resolver
estes problemas com os velhos e simples métodos do Calculo I?

« Exemplo 4.25 — Derivada total. Quando temos uma fungéo f(x(¢),...,x,(¢)) onde
cada uma das coordenadas x;(¢) depende de ¢ a expressdo:

df dfdxi | df dx,

_ ) .. o 4.25
dt  dx; dt ox, dt’ (4.25)

¢ chamada de em contraste com derivada parcial. .
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O raio de um cilindro aumenta numa razdo de 4 cm/s e a altura diminui
numa razdo de 1 cm/s. Determine a taxa de variagdo do volume do cilindro quando o raio
€ 100 cm e a altura é 58 cm.

O Volume do cilindro é dado por V(r,h) = mr’h. A taxa de variagio do volume

3(; longo do tempo é dada pela derivada total <~ dV . Como céV = 27rh, ‘C% = 1r?, iz 4e

Vi — —1 teremos:
awv oV ar dV oh
@ oroi Tonar

= 2mrhd+ mr? (—1) = 2m100(58)(4) + w100 (—1) = 828007 cm’ /s,

o que implica que o volume aumenta na razio aproximada de 260123 cm? /s. v/

Numa determinada empresa foi determinada a formula para a produtividade
X
P(x,y,z) = xy+ o vz

onde x,y,z sdo varidveis (como por exemplo, tecnologia, formagdo, competitividade).
Sabendo que x aumenta numa razdo de 4, y diminui numa razao de 5 e z aumenta numa
razdo de 1. Determine a taxa de varia¢do da produtividade quando (x,y,z) = (1,2,3).

_ 1 dP dP . _x 1 dx _ 4 dy _ dz_
Como =y+, o =N T T T G =45 ="Se 1 teremos:

Z
dP  JPJdx JPdy 0PIz 1 X 1
7 " matmat o (y+z)4+x<‘5>+(‘;z‘z—ﬁ)“>

1 1 1
= |24=|4+1(-5 -
(+3> i H( 32 2\/5)’
o que implica que a produtividade aumenta na razio aproximada de 4./

» Exemplo 4.26 Seja dada f uma funcdo real de uma varidvel real derivavel e com
derivada continua. Mostre que g(x,y) = f o h onde h(x,y) = x> —y? é solugdo da equacio
em derivadas parciais:

dg = dg
yax+xa—y 0.

Pela regra da cadeia temos a = f'(h(x, ))W =f (x> —y*)(2x) e ‘;—‘;’ = f’(h(x,y))% =
f'(x* —y?)(—2y) donde substituindo teremos:

d d
yai +xa_§_yf (8 = ¥%)(20) +xf' (" =37) (=2y) = 0.



110 Capitulo 4. Cdlculo Diferencial em R”

« Exemplo 4.27 Sejam f(x,y,z) = (x+y,x%), g(t,w) = (t>,wt) e h(u,v) = sinv. Vamos
determinar (hogo f)'(x,y,z). Comecemos por determinar as respetivas jacobianas:

f’(x,y,z)z(zlx h 8) g’(t,w):(i}t ?) ()= (0 cosv).

Pela regra da cadeia e como go f(x,y,z) = g(x +y,x?) = ((x+y)?, (x +y)x?) temos
(hogof)(x,3,2) = H(gof) &' (f)-f(x..2)

— o s (30 0 ) (410

= (0 cos(x®+yx?)) - (31(2xj2)})3y 2(xx—;y) 8)

:( ’ 7)7

e temos um vetor o que faz todo o sentido pois (hogo f)(x,y,z) é uma fungdo escalar em
R3 sendo a sua derivada o vetor V.

Facamos agora a conta de outra forma:

(hogof)(x,y,2) = (hog)(x+yx") =h((x+y)*,x*(x+y)) = sinx*(x+y).
isinxz(x%—y) = 9 sin(x® 4 yx?) = ,

ox ox

d )
—sinx?(x+y) = — sin(x> + yx?) = ,

dy dy
d . ,
—sinx“(x+y)=
7z (x+y) =1,
e da exatamente o mesmo vetor calculado anteriormente. .

« Exemplo 4.28 — Um exemplo abstrato. Vamos agora refazer o exemplo anterior mas
em abstrato: Sejam £(x,y,2) = (1(x,3,2), w(x,7,2)), g(t.w) = (u(t,w),v(t,w)) © h(u,v).
As respetivas jacobianas sao:

f’(x,y,z):<aj§ S af&) g'(f,W):(_é ‘33”) h’(u,v):(% %).

9x dy 0z
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Pela regra da cadeia temos

./ /
I(x,y,2) (hogo f) (x,,2)
/ / /
= HW(gof)-&(f) f(xy2)
du Jdu dt  dt ot
_ oh oh\. [ 3r qw |.[ 9x Jdy Iz
= (w m) o N ow ow ow
ot w dx dy Jz
dudt L dudw dudi | dudw dudi  dudw
_ dh oh\_ [ dtdx " dwdx dtdy ' dwdy dtdz ' Jdw Iz
— \du v @ﬂ+ﬂa_w Q&_i_@&_w &ﬁ_i_ﬂa_w
dt dx wox dtdy ' dwdy dtdz ' dw dz
_(di di di
 \ox’ 9y’ 9z
onde:

o 9i _ 9h (Judt | dudw oh (dvdt | dvow\ _ dhdudt | dhdudw | Jhdv It
Bx_8u<8tax+8w8x>+3v<3t8x+3w8x)_3u8t8x+9u3w3x+8v8t8x+
dh v dw
Jdv dw dx
di _ Jh (Jdudt | Jdudw oh (dvdt | dvow\ _ dhdudt | dhdudw | Jdhdvot

i 8u(8t8y+3way> +av(azay+away) = 9udtdy T ouoway T avaray T
dh dv Iw
dv dw dy
di __ Jdh ( du ot Jdu dw oh [ dv dt dvow) _ dhdudt | dhdudw | dhdvdt | dh dv dw

) a—z—w(a—ta—ﬁma—z)ﬂ—v(a—za—ﬁ%a—z)—a—ua—ta—ﬁa—uma—ﬁma—za—ﬁmma—z

« Exemplo 4.29 — Diagrama em drvore. Consideramos o diagrama em &rvore seguinte

relativo ao Exemplo 4.28:

h

T

u
/\
t
PN

Xy z X

y

A derivada parcial %
X

9h Ju

du dt
h

oJt .
h — u —t — x que gera e
w

Y
Y
U

u

h — u — w — x que gera
d

QY
< Q)
s

t

133
o =

h—v—t— xque gera

Q<
Q_)N
= QY

Q)lm*
=

h

v w dx

h — v — w — x que gera

dh

dy

dh

As derivadas parciais 5 e 52
Z

w
T

sdo obtidas analogamente.

1%
/\
t
T
Xy z

w
T
Z X y z

¢ obtida considerando todos os caminhos possiveis de 4 até x. Temos

2

« Exemplo 4.30 Seja z(u,w) = u®> +w? e u(w) = e". Determinemos 3—; pelo diagrama de

arvore:
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4

P
w

u
|
w
Temos portanto 7 dz = a—zg— + gfv = 2ue" + 2w = 2e%e" + 2w = 2e2¥ +2w.

Resolvendo a la Célculo T temos z(u,w) = u® +w? = (e")? +w? = > + w? e entio
z(w) = e®¥ +w?. Logo 7/ (w) = 2> +2w.

» Exemplo 4.31 Consideremos fungdes z(u,v,w), u(x,y,w), v(x,y,w) e w(x,y). Pretende-
mos determmar . Uma forma sistemadtica de obter o resultado €, como vimos, desenhar
um diagrama em arvore como abaixo indicando as dependéncias. Depois consideramos
todos os caminhos que comegam em z e acabam em x. Deixamos ao cuidado do leitor veri-
ficar que existem cinco caminhos diferentes. No caminho que liga z — u — x escrevemos
% ‘3“ No caminho que liga z — u — w — x escrevemos gz g“ %W e assim sucessivamente.

No final do dia obtemos:

9 _0su dzoudw a:dv dzovaw 2w
dx Judx Judwdx 9dvdx Idvowdx JIwIx’

z(u,v,w)
u w
/’\ P
Xy w Xy
P P
Xy Xy
De outra forma a composicao é:
(x,y) — —

Derivando obtemos o produto das jacobianas:

N
QJlQJ
I
Sy
[}
N——
|

du | du dw du Iw
8X+WW 8y+8w Jy

_ dz dz Oz dv | dv Iw dv dw
- (E v W) Ix + dw dx + dw dy
aw w
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Teremos entdo:

o 92 _ 9zdu 9dzJudw | 9z9v 4 9z 9vow | dzow
dx ~ dudx ' Judwdx ' dvdx ' Jdvdwdx ' Idw Idx°
o 92 _9zdu_ 9z 9dudw 4 9z9v 4 9z 9dvdw 4 dz Jw
dy ~ dudy ' dudwdy ' dvdy ' dvdwdy ' dw dy"’
Para determinar g—fv consideramos a composicao:
W —
Derivando obtemos o produto das jacobianas:
Jz _8z8u+8z8v+8z
ow ~ dudw  dvow Idw’

Use um diagrama de drvore e determine g—g onde f(x,y,z,w), x(a,b), y(a,c),
z(a,b,c) e w(a).

« Exemplo 4.32 — Expoentes de Lyapunov. Seja

f: R — R?
(x,y) = (2x4x%,x* 43y +xy)

Dado um n > 1 qualquer vamos determinar D(f") em (0,0). Notemos que,

fH(x)=fo-0fof(x)
~—_———

n vezes

a pela regra da cadeia teremos

Df"(x)=D(fo---0fof(x))=Df(f"'(x)) (...) Df(f(x))-Df(x).

~~
n vezes n vezes

Comegamos por observar que f(0,0) = (0,0) logo a origem é um ponto fixo para f. Assim,
serd necessario apenas determinar a jacobiana em (0,0).

242x 0
Df(xuy)_ (2x+y 3—|—.X),

DF(0,0) = (3 2)

(63 -0 2)

logo

donde D(f™) em (0,0) serd

Notemos que:
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.1 " | 0
Jm -~ log||Df"-e]| = lim - log2" =log2,

.1 " | n
Jm -~ log||Df"-e]| = lim —log3" = log3,

sendo estes nimeros denominados de

Derivadas direcionais e vetor gradiente

Estamos agora em condi¢des de definir derivadas direcionais para fungdes f: X C R” — R
onde X é um conjunto aberto.

Fixando um vetor v = (vi,va,...,v,) e a = (ay,az,...,a,) € X, se o limite seguinte existir

fla+hv)—f(a) flar +hvi,ap+hvy, ... an+hvy) — f(ay,az,. .. ,a,)

lim = lim

h—0 h h—0 h
dizemos que ele representa a de f no ponto a e na dire¢@o v e denotamos
por V,f(a).

Numa fungio escalar f(x,y) temos % =Vao/fe % = V(o,1)f- Numa fung@o escalar
d d d
fxy,2) temos % =V 00)f. 5 = Vio10f ¢ 5 =Yoo/

« Exemplo 4.33 Consideremos a fungio f(x,y) = x> +y? e o vetor v = (1,2). Determine-
mos V, f(3,-2).

Vo f(3,—2) = LmlCHM=24h2)=f(.=2)

h—0 h
B hm(3+h)2+(—2+2h)2—(32+(—2)2)
=) h

94 6h+hr+4—8h+4h*—9—4
= lim

h—0 h

. —2h+5K?
= hm—

h—0 h
= lim —24+5h= 2.

h—0

A derivada direcional indica a taxa de crescimento na dire¢dao do vetor v como as
derivadas parciais indicavam?
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O vetor Vf(x) = (%(x), g—)é(x), ey g—;l(x)> presente na Defini¢do 4.2.1 é chamado de
de f em x. Ele serd muito util na prética para evitar cdlculos trabalhosos de
derivadas direcionais como o préximo resultado determina.

V,f(a) = Vf(a)-v.

Demonstracdo. Dados a = (ay,...,a,) e v = (vy,...,v,) por defini¢ao de derivada direci-
onal temos:

V1, an+hvn) — flat,...,an
va(alw--,an):limf(al+ Vis -y nthvn) — flan a).

h—0 h
Definimos a func@o real de uma varidvel real g(r) = f(a; +tvy,...,a, +1v,). Temos entdo
que:
t+h)—gl(t h)—g(0
g )= limM e em particular g’'(0) = lim‘M.
h—0 h h—0 h

Donde obtemos:

g(h)—g(()) f(al+hV1,...,an+hVn)_f(al,-.-,an)

'(0) = li = i =Vif(a).
g(0) o h P h wf(a)
Por outro lado temos g(t) = f(aj +1tvy,...,an +1tv,) = f(x1,...,x,) considerando que

xj=aj+tv;. Pelaregra da cadeia obtemos:
dg Jdf dx df dx af af
"y==2 =L 7724 ... n_ 2J e 2
g ) dt  Odx; dt ox, dt 8x1v1 oot 8xnvn’
onde as derivadas parciais ng sdo calculadas no ponto (aj +1vy,...,a, +tv,). Conside-
J
rando ¢ = (0 teremos as derivadas parciais % calculadas no ponto (ay,...,a,) logo:
J
0 af
Vif(a) =8'(0) = 5= (a)vi+-+ 5 (a)vn = Vf(a)-v.
X1 ox,
[

« Exemplo 4.34 Vamos resolver de novo o Exemplo 4.33. Temos V f(x,y) = (2x,2y) e
Vf(3,-2)=(6,—4). Agora é s6 calcular:

V,f(3,-2) =VF£(3,-2)-(1,2) = (6,—4)-(1,2) =6 —8 = —2.

Sera que existindo as derivadas direcionais em todas as dire¢des e mais alguma num
dado ponto, podemos concluir que a fung¢ado € derivavel nesse ponto?
g



116 Capitulo 4. Cdlculo Diferencial em R”

« Exemplo 4.35 Consideremos a fung¢ao:

2
) x sey#x
f(x,y)—{o se y # x2

que ndo é derivdvel em (0,0) no entanto as derivadas parciais em (0,0) existem bem como
as derivadas direcionais. .

Os préximos resultados sdo consequéncia direta da defini¢do de vetor gradiente.

Seja dada uma funcdo derivavel f: X C R" — R onde X € um conjunto
aberto ndo vazio. Se Vf(x) # (0,0,...,0), entdo Vf(x) aponta na direcdo de maior
crescimento de f.

Demonstracdo. Seja v um vetor unitario que aponta na direcdo de maior crescimento
de f. Pelo Teorema 4.4.1 teremos que V, f(x) = Vf(x)-v. Pela defini¢do de produto
escalar (2.2) teremos que Vf(x)-v = ||Vf(x)| ||v||cos® = ||Vf(x)|/cosO. Claramente
que ||Vf(x)||cos6 atingird um valor maximal quando 6 = 0, ou seja quando v tiver
precisamente a mesma direcdo de V f(x). |

Seja dada uma fung¢do derivdvel f: X C R” — R onde X € um conjunto
aberto ndo vazio. Se V f(x) # (0,0,...,0), entdo V f(x) é perpendicular a curva de nivel
de f que passa em x.

Demonstragcdo. Ao longo da curva de nivel I" contendo x a funcdo f é constante. Logo,
dado um vetor v tangente a I" em x teremos que ter V, f(x) = 0 que pelo Teorema 4.4.1
garante que V, f(x) = Vf(x)-v = 0. Mas sendo o produto interno dos vetores V f(x) e v
nulo, isso implica que os vetores sdo perpendiculares. Como v é tangente a I' V f(x) terd
que ser perpendicular a curva de nivel de f que passa em x. [

« Exemplo 4.36 Seja f(x,y) = x> +y%. O seu gradiente é Vf(x,y) = (2x,2y) e podemos
ver que (2x9,2y0) é um vetor perpendicular a curva de nivel x> 4y = x(z) + y(z) no ponto
(x0,¥0). Ver Figura 4.10.

« Exemplo 4.37 — O plano tangente via gradiente I. Seja dado cilindro com re-
presentacio em coordenadas cartesianas x> 4+ y> = 4. Podemos ver o cilindro como
uma superficie de nivel Ny(f) onde f(x,y,,z) = x> +y?. Pelo Teorema 4.4.3 sabemos
que Vf(x,y,z) = (2x,2y,0) é perpendicular ao cilindro (superficie de nivel) no ponto
(x,v,z). Como Vf(—2,0,1) = (—4,0,0) teremos n = (—4,0,0) donde o plano tangente
em (—2,0,1) serd —4(x—(—2))+0(r—0)+0(z—0) =01i.e. x = —2. .

« Exemplo 4.38 — O plano tangente via gradiente Il. Dada uma fungéo f(x,y) pode-
mos usar o gradiente para obter o plano tangente ao gréfico de f num ponto (xo, yo, f(x0,¥0))-
Vamos considerar uma funcdo de trés varidveis g(x,y,z) = z— f(x,y). Claro que a super-

ficie de nivel 0 de g, Np(g), € definida por z = f(x,y). Temos Vg(x,y,z) = (—%, %, 1)
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Sl y) =a* +4°

Ne(f) =22+ =c
—3

Figura 4.10: Representacdo de alguns vetores gradientes V /(x.v) — (2x.2y) relativos a
funcdo f. Empiricamente vemos que V f aponta na dire¢cao de maior crescimento de f.
af af

_ZL == 1.
9x |(x0.50)” Y | (x0.70) )

Sabemos que o plano que passa em (xg, Yo, f (x0,y0)) e tem vetor perpendicular n € definido
por

donde
n=Vg(x,y0,20) = (

of (x—xo)—g—;c

(y—y0) +1(z—z20) =0,

 ox (x0.y0) (x0.0)

que € equivalente a

of

2= f(x0,y0) + I

ou seja, a formula obtida em (4.14).

af
—_ +_ —_ ,
o005 T By g 0 70

« Exemplo 4.39 — O gradiente na Fisica. Vamos considerar o potencial newtoniano
V(x,y,z) = —Gﬁ onde ||r|| = \/x*+y*+z% sendo r = (x,,z). Temos

VvV __ G 2x 1 _ X
DY —_GCGmM —=2— . = GmM
dx 2 /2y 22 Il GE
AV __ G 2y 1 _ Yy
& — GmM —=2——x= —> = GmM 2=
dy 2 /22422 lIrl? GE
VvV __ G 2z 1 Z
o = GmM —=2——+—- = GmM =~
dz 24/ 2y Il GE
Logo
GmM GmM r GmM

A\VA%4 = - _ "
@23 = &2 = T T e
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onde n = H_:H € o vetor normal a superficie. Essas superficies terdo que ser esferas centradas
na origem. O campo newtoniano € definido por F(x,y,z) = —VV(x,y,2). .
2. 2.0

Derivadas parciais de ordem superior
Definicdo de derivadas parciais de ordem superior
« Exemplo 4.40 Dada a fungio f(x,y) = x> +xy 4+ y* temos f =3x2+ye af =x+4y>.

Como as derivadas parciais sdo ainda fungdes de x e y podemos neste caso, derivar
novamente. Teremos:

d

'ai<f>:$(3x2+y):6x

g( )zai(x+4y):1

ai< )Za%( P ty) =1

c 5 (%) = 50+4) =12y

Jy =9 X+ )’)— y

d 92 d 92 d d d

Abreviamos a notacio para ai (a—f> = #( % (a—]yc> = ax({y, a% (a—f:> = e a% (a_§> =
I f
ayz. ]

Definicdo 4.5.1 Seja X C R” um aberto ndo vazio e f: X — R uma fun¢cdo com

f com j=1,...,nparatodo o x € X. A derivada parcial da funcdo
2

g){] X - Rem relagao a i-ésima varidvel em x € X € denotada por - af (x) e é

precisamente igual a aa (gf ) (x). Quando estas derivadas parciais de segunda ordem
Xj

d
derivadas parciais o

existem sdo em niimero igual a n>. Temos também que a derivada parcial da fungio

’f . N1 e . < f .
Txox; X — R em relagdo a k-ésima varidvel em x € X € denotada por m(x) eé

. . 9 9 (df . .. .
precisamente igual a I <a_x, (Tx,)) (x). Quando estas derivadas parciais de terceira
ordem existem sdo em nimero igual a n>. E por af vai ...

. 3 3 ~ .
« Exemplo 4.41 Determinemos % e % para a fungdo sin(xy).

O cdlculo de =21 ¢
dxdydx

« 9L =ycos(xy);
. i 5 (yeos(xy)) = cos(xy) — xysin(xy);
. % (cos(xy) —xysin(xy)) = —ysin(xy) — ysin(xy) —xy* cos(xy) = —2ysin(xy) —xy* cos(xy).

O calculo de 9 é:
dydxodx

= ycos(xy);
(yCOS(xy)) = —y?sin(xy);
( —y?sin(xy)) = —2ysin(xy) — xy* cos(xy).

%w%w%&
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. Af _ _Pf .
No exemplo anterior Tz = Fyaudx Serd que a ordem pela qual efetuamos as

derivacdes ndo interessa desde que se derive em ordem a uma varidvel o mesmo
nimero de vezes? @

« Exemplo 4.42 Consideremos a fungdo

[P el 00
Fxy) = { 0" e (o) = (0.0)

H

Temos que
J 0,y) +h(1,0)) — £(0 h,y) — £(0
_J”(()’y) _ i FU0) +A(1,0) — £(0,y) _ . f(R,y) = £(0.3)
ax h—0 h h—0 h
hy(R*—y*)
I e m? =)
h—0 h h—0 h%+y? ’
logo 5 g —1 e teremos %‘(0,0) = —1. Analogamente,
J 0) +h(0,1)) — f(x,0 B — f(x.0
_‘f(x,()) — hmf((x, )+ ( ) )) f(-x, ):hmf(x, ) f(x’ )
dy h—0 h h—0 h
xh(x>—h?)
= lm-2H2 0 umx—(xz_hz) —1
h—0 h h—0 x24+h? ’
logo fxaf = 1 e teremos 88 ({x(O 0) = 1, consequentemente (;9 gx(O 0) # f (0 0). .

Regra da cadeia em derivadas parciais de ordem superior

= Exemplo 4.43 Seja f(x,y) uma fungdo derivavel e sejam x(r,0) = rcos6 e y(r,0) =

rsin @ a mudanga de coordenadas polares/cartesianas. Vamos determinar 3 eé Comecemos
por determinar:

df dfdx df dy af of
%_Z%—Fa—y% —rsmea—krcosea—y (4.26)

Agora derivando de novo em ordem a varidvel 6 obtemos:

’f 0 of of
362" 78 (—rsmGa +rcos Ga—y)
~ . 0%f . . af . ndf - af
claro que nédo podemos deduzir que =57 € igual a —rcos635; — rsm@a—y pois tanto 5
como % sdo fungdes de x e y que pode sua vez dependem de ...0! Logo o resultado sera:

—rcosGa—f—rsmG —rsm@a—f—i—rcose

ox dy
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Reescrevemos a expressado (4.26) fazendo f <+ af

B af af\ 9 f o f
——rsmea ($> Oa_y (a) ——rsmeﬁ—i-rcoseayax.

Agora reescrevemos a expressao (4.26) fazendo f <> af

d (d d 02 02
:—rsmea <8§> +rcos€a—y (8_§) —rsmeax&fy—f—rcoseﬁc.
Juntando tudo e simplificando obteremos:

2 2 92 2
orf = —rcos0 == —rsm@a—f—kr sin? Gﬂ—2r 25in @ cos @ —=— rf +r c0526a /

002 Ox dy 0x2 dyox 0y2

« Exemplo 4.44 Seja f(x,y) uma fungio derivavel e sejam x(r,8) = r?0 e y(r,0) = r+26.

. 2 2 .
Vamos determinar g 9]; e aa 8j9 Comecemos por determinar:

df dfdx df dy 28f+2_f (4.27)

96 0x96 Jyae | ox a9y

Agora derivando de novo em ordem a varidvel 6 obtemos:

’f 9 f f za of d [(df
W‘%( ax“a—y> a6 <$>“%<a—y>’

Reescrevemos a expressado (4.27) fazendo f <+ 3—?:

_f 82 f 82 f
8x ox 8y8x'
Agora reescrevemos a expressao (4.27) fazendo f <+ ?

f 232f 82f
8x< ) (8_) 8x8y 8 )

Juntando tudo e simplificando obteremos:

2r L, |
0062 dx2 dydx  dy*?

2 n
Calculemos agora aar_8j9' Agora derivando de novo (4.27) em ordem a varidvel r obtemos:

’f 9 (P 422} 2%

990~ ar o +2

De igual forma temos:

of _afdx dfdy . af df
ar ~axar Tavar 0%t oy (29
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Reescrevemos a expressao (4.28) fazendo f <+ %:

9 (AFN 9 (If\ ., 92 IS

Agora reescrevemos a expressao (4.28) fazendo f <> '3—’;:

B d [(df d (df\ 0%f  9%*f
=205 (50)+ 55 (3) =205+ 5

Juntando tudo e simplificando obteremos:

2 f af -
990~ “oxt’ 2
Of 3 P L Bf L Pf S
27’5‘1’2}” QW‘FV ayax+4reaxay+2a—yz
_,of 3,0°f 9%f  0%f
= 2r$+2r GW—F(r +4r9)ayax+2a—yz.

« Exemplo 4.45 Refaremos agora o Exemplo 4.44 usando diagramas em arvore. Para

calcularmos % vamos derivar as funcdes g—ic e ‘3—1; em ordem a varidvel 8. Vimos atrés
que:

’f 9 (,9f of 2

262 36 (r ox T2y ) T +

Claro que g—f e % dependem de x e y, que dependem por sua vez de r e 6. Os diagramas

seguintes estabelecem essas relagdes de dependéncia:

) . : of If .z
Logo, na arvore, vamos seguir todos os caminhos de a—£ e a—JyC até 0 e dessa forma:

9% f
37 = ° +2
= 7 +2
= 7 +2
d%f I2f  I*f
L 2 o]
AT A 8y8x+48y2'
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2
Para calcularmos -2 vamos derivar a funcao of
drdb d

5 em ordem a varidvel r. Vimos atrds que:

2r—=— 2
8x+ +

*f 9 (,9f of af
9rd0 _ ar (r )

. ) . p) .
Logo, na arvore, vamos seguir todos os caminhos de % até r e dessa forma:

2
Jof = 2ra—f—|—2

906 — “ox 2
= 2ra—f—|—r +2
= Zra—f—f—r +2
ox
L 9f f P 9%f  0%f
= 2r $+2r 9a +(r +4r9)8y8 +2W.

Teorema de Clairaut-Schwarz

Seguidamente apresentamos um resultado que oferece condi¢des suficientes para que se
possa trocar a ordem de derivagdo das varidveis. Apresentamos o caso de fungdes f(x,y)
mas o caso geral € andlogo e fica como exercicio.

— Teorema de Clairaut-Schwarz. Seja f: X C R> — R uma funcio

tal que as derivadas parciais de segunda ordem sdo todas continuas nos pontos do aberto

X. Entao
azf( )= 82f( )
dxdy B = dydx h

paratodoo p € X.

Demonstracdo. Para facilitar escolhemos X como o interior do retdngulo [a,b] X [c,d|.
Dado yy €]c,d| o Teorema Fundamental do Calculo para fun¢des de uma varidvel real
garante que dado qualquer (x,y) € X temos
yaf
1) = £y + [ Fwnar
0o 9Y

y
Derivemos em ordem a variavel x:

af _df af [Yof L of v 9% f
x(xay) - E(XJ)O)_’_ ox /yo ay( t)dt_ a(xuy())_f— Y 8X8y(x,t)dt'

Agora derivamos em ordem a varidvel y:

9%f of d ([ I*f _ 9
ayax(x7y> ay (8 )( y) 0+a_y( - axay(x7t)dt) - axay(x7y>7

onde nesta ultima igualdade usamos novamente o Teorema Fundamental do Célculo para

~ iy . % f ) P
fungdes de uma varidvel e a hipétese de que m(x, t) é continua. [
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Na passagem da prova acima assinalada com * usamos o facto de que a derivada
parcial pode ‘passar para dentro do integral’ desde que a funcdo integranda resultante

. -~ ) . 2 z z
seja uma funcdo continua. Assim usamos, na passagem *, que ;xa’; (x,1) é continua.
Este resultado, enunciado a seguir, ndo € ébvio e requer uma prova (ver e.g. [10]).

Continuando a designar por X o interior do retangulo [a,b] X [c,d] temos:

Seja g: X C R* — R uma fungio continua tal que % (x,y) existe para

todo o (x,y) € X e € continua. Seja também G(x) = [ Cd g(x,y)dy. Entdo G € derivavel
em todo o ponto x €]a,b[ e G'(x) = [¢ 2 (x,y)dy.

c ox

Na prova do Teorema 4.5.3 estamos a considerar %’; = g onde a g estd descrita no
Teorema 4.5.2.

04 94
Mostre que axaygxay = axzafyz para f(x,y) = ev.

af _ . xy 9*f _ XY Xy Pf Xy 23,65 If 4 xy
dy — xew, dxdy +xye™’, dydxdy 2xe” +x y € dxdydxdy ~— 2V +
V220 9 2 oxy f Y | 320X A Hxy Y L 4242 5K
4xye™ + x“y“e". o =X e g5 = 2xe™ + x“ye e prerri 2¢" + dxye™ + x“y“e.

v

Aproximacodes quadraticas
Polindmio de Taylor de ordem 2

Vimos na Defini¢do 4.2.1 que dada uma funcdo f: X C R” — R ela é derivdavel no aberto
X se:

(1) Existirem todas as derivadas parciais a—f, &—f, - 9 emxe
ox’ dxy 0xp

(ii) Dado um vetor h = (hy,hy,...,h,) tal que x+h € X temos:
fx+h)=f(x)+Vf(x)-h+|h]&(h) (4.29)
_ (9f af af p : _
de V = 5(x), 5= (x),..., 5+ & (h) é tal lim &(h)=0.
onde Vf(x) = (30, 3L (.- 51 () e S 6wl que lim 5(h)

Em Calculo I aprendemos que uma func¢ao real de uma varidvel real f é duas vezes
derivdvel se podemos obter uma representacao:

flx+h) = + , (4.30)

onde & (h) é tal que IIflj\

somado com um ajudava muito nas aproximagdes pois permitia duas
coisas:

m & (h) = 0. Esta representacéo, determina um
—0
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e Por um lado, por IIflzﬁ

pelo menos para valores pequenos de 4 e

* por outro lado podemos melhorar as aproximagdes pois introduzimos um termo qua-
drético % f"(x)h? o que afina a aproximacio. Este € designado
de

motf (h) = 0, podemos sensatamente eliminar o erro h%& (h)
%

Vamos agora generalizar essa no¢do para fungdes de vérias varidveis. A funcédo f: X C

R*" —-RE no aberto X se:
(1) Existirem todas as derivadas parciais primeiras a—f (j=1,...,n) e derivadas parciais
p p ox P
J
92 -
segundas ngl (j,i=1,....n)emxe

(ii) Dado um vetor h = (hy,hy,...,h,) tal que x+h € X temos:

fx+h)= + ; (4.31)

onde V£(x) = (2£(), 2 (1), 2£.(x))

0 20 . 5w
H(x) = : P : :
Fodi ) Ted() o FHW
¢ a chamada matriz e &(h) é tal que Wllﬁrgoéa (h) =0. Este
¢ designado de e é o resto de

ordem 2. Este polinémio terd n varidveis e ndo somente uma como (4.30).

Existe somente um polindmio de grau 2 cujo resto satisfaz a propriedade mencionada?

Podemos definir o polinémio de Taylor de grau 2 mesmo que a func¢do nao seja duas
vezes derivéavel?

« Exemplo 4.46 — Um exempilo trivial. Vamos considerar um dos exemplos mais faceis
do mundo. O caso em que f(x,y) = x> +xy +4y*. Neste caso a expressio (4.32) terd
que ter &(h) = 0 pois a prépria fungdo ja é quadritica, i.e. um polinémio de grau 2 nas
varidveis x e y. Mas vamos fazer de conta que ndo sabemos isso € vamos proceder ao roteiro

f _ 9%f _ le
> dxdy ~ dydx

2
de aproximacdo quadratica. Temos % =2x+Yy, ‘3—1; =x+8y, ‘37]; =2
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giy{ = 8. Escolhemos x = (0,0) e teremos para & = (£, ¥):

fa+h) = f)+VFik) -h+%h- (H -h)+||1|[*& (h)

= 04000 +569-((7 5)- (5)) + e

| o a o

= §(x,y)-(2x+y,x+8y)+||h||25(h)
| e n om

= §(x>y)~(2x+y,x+8y)+Hh||2f5"(h)

1
= 5(2)22—#)?)?—#)7)?—%8?2)—%Hh||2<9@(h)
— R4 29 +49 4 ||h|PE (),
mas f(x+h) = f(£,9) = £2 4+ 19+ 49* donde & (h) = 0. .

« Exemplo 4.47 Seja f(x,y) = ¢?. Sabemos que f(0,0) = 1 e pretendemos obter uma
aproximagdo quadrdtica para f(0,1;—0,2). Claro que f(0,1;—0,2) ~ f(0,0) pois a
funcdo é continua mas usando as derivadas primeira e segunda podemos melhorar (e muito!)
essa a imacio. T U _ oy Of gy P 2,y Pf _ P xy Xy
proximagdo. Temos 5 = ye®, 55 = xe™, 55 = y“e?, oo = oo = €V +xye e

giy{ = x%¢™. Escolhemos x = (0,0) e teremos para h = (£,%) = (0,1;—0,2):

f(0,1:-0,2) = f((0,0)+(0,1;-0,2))
_ f(0,0)+(0,0)~(0,1;—0,2)—|—;(0,1;—072)-(((1) é).<06}2)>+||h||2<§(h)
= 1+%(O,1;—0,2)~(—0,2;0,1)+||h|\2<5"(h)
= 1+%(—0,02—0,02)+||h||2<§(h)
= 0,98+ ||h|[*€(h).

Como ||(0,1; —0,2)]| é sensatamente perto de (0,0) vamos omitir o erro ||4||>& (h) obtendo
uma aproximagdo f(0,1;—0,2) = 0,98. O valor obtido na calculadora foi 0,9801986733.
Ver Figura 4.11. .

« Exemplo 4.48 Seja f(x,y,z) = x? 4+ xyz. Pretendemos obter uma aproximagcio quadratica

0 0 0 22 02 22
quando p = (0,1,—1). Temos 3—;: =2x+yz, a—§ = X7, 37 =Xy, a—szr =2, Wgy =z Wgz =y,
2 2 2
% =X, ‘37]; =0e ‘37{ = 0. Teremos para h = (£,7,%):
1 2 -1 1 £
1 0 O Z

1
= 0—£+§()2,y22)-(2)e—y+2,—)e,)e)
e 1M+1M 1M+1£A
= —X+X—ZXy+XZ— = =
P I A R
= R+ -p+R2
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Sz, y) =e™

z=14zy

Figura 4.11: Temos o gréfico da funcdo f(x,y) = ¢* e o grafico da sua aproximagéo local
perto de (0,0) dado pela quadratica z = 1 + xy.

4.6.2 Polinémio de Taylor de ordens superiores

Podemos melhorar as aproximagdes usando derivadas de ordem superior e obtendo o
polinémio de Taylor correspondente.

A fungdo f: X CR" — R € & vezes derivavel no aberto X se:

(i) Existirem todas as derivadas parciais em x de todas as ordens entre 1 e k e
(ii) Dado um vetor h = (hy,hy,...,h,) tal que x+h € X temos:

‘ | — | 2 | v -
fx+h)=f(x)+Df(x) h+ ;Dﬂ/‘(.\') -h” + ;Df/‘(.\‘) h A4 l'—‘l)/‘./'(,\f) A H/zH/‘(ﬂ‘(/z‘),
(4.32)

onde &(h) é tal que ”}llﬁmog(h) = 0. Este polinomio de grau k é designado de
ﬁ

polindmio de Taylor de ordem ke |[2]/*¢ (/1) é o resto de ordem k. Este polinémio
terd n variaveis.

Noto A escrita D f(x) - B, ..., DX f(x) - h* é uma notagdo pois estes objetos tém detalhes
intrinsecos sofisticados. Basta pensar que Df(x) é um vetor e D*f(x) é uma matriz e
ficamos por aqui.

4.7 Teorema da Funcdo Implicita

4.7.1 Motivacdo e exemplos simples

Um problema classico em Algebra Linear consiste em descobrir se um determinado sistema
de equagdes lineares tem solugdo tinica. Nesse contexto reduzimos o problema a determinar
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se a matriz associada ao sistema linear em causa tem determinante ndo nulo. Quando
temos m equacdes e n incognitas (n > m) a presenca de infinitas solugdes e a possibilidade
de escrever umas incégnitas em funcio das restante € real. O teorema da fungdo implicita
estd imbuido do mesmo espirito mas num contexto mais alargado de sistemas ndo lineares.
Nesse caso olhamos (muito) de perto o local onde vamos proceder a esse estudo e, como
de costume, substituimos a fun¢do nao linear pela sua aproximagao de primeira ordem a la
Taylor de ordem 1. Aqui o jacobiano ird tomar o papel que a matriz assumiu no caso linear.

= Exemplo 4.49 — Caso linear I. Dada a fun¢éo linear f(x,y) = 3x+ 2y e a equagéo
linear associada a duas incdgnitas x e y definida por f(x,y) = 3x+ 2y = 0 é claro que

podemos definir y em fungdo de x ou x em fungéo de y. De facto y(x) = — %x oux(y)= —_%y.
Notemos que foi possivel definir y em func¢do de x pois g—f; = 2 e foi possivel definir x em
funcao de y pois % =3. .

« Exemplo 4.50 — Caso linear Il. Sejam dadas duas funcdes lineares definidas por
file,yu,v) =x+y+u+ve fo(x,y,u,v) =x+3y+u—v que podemos ver como a fungio:

f: R* — R?
(x,y,u,v) — (x+y+u+vx+3y+u—v)

Consideramos as respetivas equagdes lineares fi(x,y,u,v) =0e fo(x,y,u,v) = 0 definindo
o sistema linear:

x+y+u+v=0
x+3y4+u—v=0.

Neste caso temos duas equacgdes e quatro incdgnitas e podemos tentar definir uma incégnita
em funcdo das outras duas como no Exemplo 4.50. Assim, podemos considerar as fungdes
u(x,y) = —x—2y e v(x,y) = y definindo as varidveis u e v em funcdo das varidveis x e y
(sendo que v s6 depende de y). Notemos que a matriz jacobiana seguinte tem determinante
nao nulo:

o oh 11
detDf, ) = det % & =det <1 _1) =-2+0.
dv

Serd que no Exemplo 4.50 podemos definir as varidveis x e u em fungdo de y e v?

Se considerarmos a fungio f(x,y) = x> +y? j4 sabemos que as suas curvas de nivel sdo
circunferéncias (ver Figura 3.1). De facto, dada uma fungdo f(x,y) a condigdo f(x,y) =c
(¢ > 0) determina uma curva em R? mas tal curva podera eventualmente nao espelhar
o grifico de uma funcio real de uma varidvel real no referencial cartesiano R?, por
exemplo, podemos ndo conseguir escrever y em funcao de x (ou vice-versa) € mantermos a
relagdo f(x,y) = c. Fixemos Ni(f) para f(x,y) = x> 4 y* ou equivalentemente Ny(g) para
g(x,y) = x> +y*> — 1 uma vez que temos representada a mesma curva. Claro que esta curva
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ndo representa o grafico de uma fung@o y(x) ou x(y), mas podemos restringir esta curva de
forma a ter efetivamente y em funcio de x (ou vice-versa). Para termos uma regido onde y
surge em fun¢do de x basta considerar:

v+ L1 — R y—: [-11] — R
X > 1 —x? X = —V1—x2
ver Figura 4.12. Notemos que dado (x, o) # (£1,0) em Ny(g) teremos x> + (/1 —x2)? = 1
seyo >0ex”+(—V1—-x2)>=1seyy<0.

Para termos uma regido onde x surge em funcio de y consideramos:

xi: L1 — R x_: [-1,1] — R
y = y1=)y? y = =1y

N
|
Yy 05 A 0.5 '
i
1
1
|
) 05 1 -05 0

Figura 4.12: A esquerda a representacdo das funcdes y, e y.. A direita a indicacdo de
uma vizinhanga de 0.5 onde se consegue escrever y em funcao de x (e vice-versa).

Unindo o grifico de y; e y_ obtemos Ny(g) mas se tivermos o capricho de querer que os
dominios das fun¢des sejam intervalos abertos entdo iremos precisar de unir os graficos de
Y+, Y—, X4 € x_ para obter Ny(g).

Um problema totalmente relacionado é o de determinar a tangente a curva Ny(g) relativa a
funcio g(x,y) = x> +y? — 1 num certo ponto (xg,yo). Notemos que a inclinagio em (1,0)
é vertical (declive ‘infinito’) se pensarmos em y(x) claro (se pensdssemos em x(y) o declive
era 0). E claro que o declive ‘infinito’ acaba por ser um contributo para o impedimento de
se poder escrever y em funcao de x.

Considere a fungdo f(x,y) = x —y> e a curva No(f). Determine a reta
tangente a curva em (0,0). Escreva x em funcdo de y e vice-versa.

Vimos em (4.7) que o polinémio de Taylor de ordem 1 associado a funcio g é dado por
g(x+h) = g(x)+ Vg(x) - h. Assim escolhendo (xg,yo) € No(g) e variando x = xp + Ax e
y = Yo + Ay, mantendo (x,y) € Ny(g), teremos:

g

dg
9 = 9 + V ) ‘ AX,A = O + Ax+ . A = 0'
8(x,y) = g(x0,y0) + Vg (x0,y0) - (Ax, Ay) x o) Iy ltrose)
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O declive seré portanto:

98
Ay _ (x0.50)
Ax o ’
M1 (x0.30)
donde g—i = (0 podera causar problemas.

(x0.0)

O enunciado do teorema

O enunciado do teorema da fun¢@o implicita quando temos em jogo apenas duas varidveis
(onde uma delas vird definida a custa da outra) € o seguinte:

Seja U C R? um conjunto aberto e ndo vazio e f: U — R tal que 3—£ e

g—§ sdo fungdes continuas em U. Seja (xg,yo) € U tal que f(xg,y0) =0e g—]; - #0.

Entdo JA > 0 e uma fungio Y : Jxg — A,xp + A[— R tal que:

1. f(x,Y(x)) =0 paratodoox €|xg—A,xo+Al e
2. Y € derivavel no seu dominio satisfazendo

af

X))
of )
dy

Y'(x) =

(%Y (x))

=« Exemplo 4.51 Vamos usar o Teorema 4.7.1 e mostrar que x> + y> — 20 = 0 define y
como fung¢do derivdvel de x numa vizinhanga do ponto (4,2) sendo que essa vizinhanga
ndo poderd intersetar o eixo das abcissas e vamos encontrar a derivada de Y (a funcdo
que define y) em (4,2). Comecemos por observar que se definirmos f(x,y) = x> 4y> — 20

teremos f(4,2) = 0. Além disso temos % =2xe % = 2y que sdo fun¢des continuas com

‘3—f =4 #0. Pelo Teorema 4.7.1 e como Y (4) = 2 temos
Y1(4,2)
of
dx 2
Y’(4):_M:__x —
9f 2yl(2)
@)

Dada a expressio f(x,y) = y> +xy — 10 = 0 determine Z_)YC_
af

Solugdo: Temos % =ye ‘;—’: =2y+x. Logo % = —gj = —ﬁ.
!
« Exemplo 4.52 Consideremos a fungdo
f: R* — R

(x,y) — ¥y —x(x—1)?



130 Capitulo 4. Cdlculo Diferencial em R”

cuja representacdo no plano de Ny(f) estd esbogcada na Figura 4.13. Temos que af =

—(x—=1)2=2x(x—1)e 3f = 2y. Além do mais teremos f(x,y) =0 e = 0 nos pontos
(0,0) e (1,0). Usando o Teorema 4.7.1 podemos escrever y como fungao de x numa
vizinhanga de qualquer ponto exceto nos pontos (0,0) e (1,0). Por outro lado teremos
flx,y)=0e g—f = 0 no ponto (1,0) e teremos f(x,y) =0e g—j: = —1# 0 no ponto (0,0).
Pelo Teorema 4.7.1 podemos escrever y como fungéo de x numa vizinhanga de (0,0). O
ponto (1,0) ¢ mau em ambas as perspetivas porque o gradiente é nulo. .

0.4

- —
) /
0.2 04 0.6
\
- \\

Figura 4.13: Pela figura compreende-se que (1,0) é um ponto irremediavelmente conde-
nado a ndo se poder escrever uma varidvel em fungéo da outra. Jd o (0,0) admite escrever
x em funcdo de y. Quais os pontos onde também nao se pode escrever x em func¢do de y
numa vizinhanca deles?

Quando entra em jogo mais uma varidvel temos o seguinte:

Seja U C R? um conjunto aberto e nio vazio e f: U — R tal que 5 af

af e %f sdo fungdes continuas em U. Seja (xo,Y0,20) € U tal que f(xo,y0,20) = 0 e
ﬂ # 0. Entdo JA > 0 e uma fungdo Z: |xo — A,xo +A[X]yo — A, yo +A[— R

“ 1 (x0,0,20)
tal que:
L. f(X,y,Z(X,y)) =0 para todo o (xay) E]XO - A,X() +A[X])’O _A;y() +A[ €
2. Z é derivavel no seu dominio satisfazendo

9f af
8_Z _ 9| (xy.Z(x)) e B_Z _ Y | (xy,2(x)
aZ (x,y,Z(x,y)) az (x,y,Z(x,y))

Dada a expressdo f(x,y,z) = x> +4xy — 2y* + 5xz 4z = 0 determine le
e dz
dy’
Solucdo: Temos % =3x> +4y+ 5z, ‘3—]; 4x —4y e =s5x12z Logo

d
%(x )= gﬁ(x,y,z)_73x2+4y+5z dz zﬁ_74x—4y
ox V)= gf N 5x+2z dy %7 5x+2z
Z Z

(x,,2)
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Em geral temos o seguinte resultado:

Seja U C R" um conjunto aberto e ndo vazio e f: U — R™ (com
n > m) uma funcdo derivavel e com derivada continua. Consideramos também as
coordenadas (x,y) € R” com x € R" ™ ey € R™. Seja (x1,...,Xp—m,V1,---,Vm) € U tal

m—vezes

que f(x1,- s Xn—m,V15---,¥Ym) = (0,...,0) e tal que a matriz jacobiana

ny(xl,...,xn,m,yl,...,ym)

€ invertivel.
Entdo JA > 0 e uma fungdo Y : B((x1,...,X—m),A) — R™ tal que:

* V1o Vm) =Y (X150 Xp—m) €
* V(X1,...,8n—m) € B((x1,...,X—m),A) temos

m—vezes
. . . . ——
(R, ®nmm), Y (R, .. %0mm)) = (0,...,0).
* As derivadas parciais de Y em B((xy,...,X,—m),A) sdo dadas por

37};()21""')?"*’”):7[D/‘,.V((21""j'l*m)vY()?lv~-4v2n7m))]m!<m' {%;((fb--wﬁHM):Y(flv---J?n—m))} . (4.33)

mx1

« Exemplo 4.53 Seja

f: R* - R?
(xX,y,u,v) > (xy+sin(u—v),x+y>+u—2v)

e notemos que (x,y) € R*2 =R2, (u,v) € R? ¢ (0,0,0,0) é solugio do sistema nio linear
de duas equagdes a quatro incognitas:

xy+sin(u—v) =0
x+y>+u—2v=0.

Serd que o sistema anterior determina implicitamente as variaveis (u,v) como func¢io
das varidveis (x,y), ou seja, existird uma fungio ®: R? — R? tal que ®(0,0) = (0,0)
e ®(x,y) = (u,v) para (x,y) perto de (0,0)? A resposta é sim e é consequéncia do
Teorema 4.7.3.

De facto comecemos por definir fi(x,y,u,v) = xy +sin(u—v) e fr(x,y,u,v) = x+y* +
u—2v. Assim, a matriz jacobiana sera:

oh  oh cos(u—v) —cos(u—v)
Df(w):<¥ %):( ; s )

Assim teremos Df, ) (0,0,0,0) = (1 B ) que € claramente invertivel pois do seu

1 =2
determinante é —1 # 0.
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Jd agora vamos calcular %q)(O 0) ou seja de a”(O 0) e aX(O 0) uma vez que ®(x,y) =
(u(x,y),v(x,y)). Comecemos por derivar implicitamente o sistema acima em ordem a
varidvel x tendo em consideragio que ®(x,y) = (u,v). Assim, u e v dependem de x mas y

nao depende, logo % =0).

y+3 cos(u—v)—%cos( —v)=0
149829

Em (x,y,u,v) = (0,0,0,0) teremos

du _ dv
u_ v _
{ﬁ_%v__l

ox 3x -

donde teremos que resolver o sistema

() (E)- ()

. I -1\ /(2 -1
como a matriz inversa de é teremos:

1 -2 1 -1
(#)-G 2 (5)-0),
ou seja 24(0,0) = 1 ¢ 22(0,0) = 1. .

Vamos aqui esmiugar a férmula ‘pesada’ (4.33) no ambiente do Exemplo anterior
por forma a vermos que ndo é assim uma coisa do outro mundo. Na notacdo do
Exemplo 4.53 teremos que ver que as férmulas

aa(f(xvy):_[l)f(u,v)(xvyvq)( y))]2><2 |:g£(x7yvq)(x7y)):|

2x1

P d
Ty(xvy) = _[Df(u,v)(xvyaq)(x y))]2><2 |:a§(x7y7q)(x7y)):|

sdo verdadeiras. Seja entdo dada a seguinte funcao

2x1

f R* = R?
(X,yau,V) = (fl(x,y,mv),fg(x,y,u,v))

e o sistema nao linear associado

{ filx,y,u,v) = 0
2(x,y,u,v) =

e como (u,v) = ®(x,y) = (P (x,y), P, (x,y)) obtemos:

{ fi (x,y,CD(x,y)) =0 N h (x,y,CD](x,y),CDz(x,y)) =0
f2(x7yaq)(xay)) =0. f2(x>yvq)1 (x,y),@z(x,y)) =0.
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Derivamos f; em ordem a x usando a regra da cadeia obtendo:

2D,
91f1 +32f1 +93f1 +94f1 —91f1+3%f1 +34f1 =0.
Derivamos f> em ordem a x usando a regra da cadeia obtendo:
20D,
(91f2 +32f2 +33f2 +84f2 —91f2+33f2 +34f2 3 =

Colocando na notag¢ao matricial obtemos:

afi Afi) [T __<31f1> 0D = —
<a3f2 a4f2> (‘9;;2 - ohfo & Df(u,) - P = —0,f,

e como o cdlculo é efetuado em (x,y, P (x,y), P (x,y)) fica:

Df(u,v)(xay7<b1(xvy)vq)2(x7y)) ’ axq)(xay) - = Xf(x7y7q)1(xay)aq>2(x7y)>-

Usando

o facto da matriz jacobiana D, ) (x,y,®1(x,y), P2 (x,y)) ser invertivel fica-

mos com:

P

9% (5:3) = D 5.3 01 5 3), ol )5 | 2 (e ), @ale)|

2x1

que expressa a férmula (4.33) relativamente a varidvel x. O célculo relativo a varidvel
y € inteiramente andlogo.

Estudo de maximos e minimos

Teste da hessiana

No Cilculo I quando estuddmos os maximos e minimos de uma func¢do derivavel co-
meg¢avamos por determinar os zeros da derivada que eram os candidatos a maximos ou
minimos. Depois em cada um dos candidatos calculdvamos o valor da segunda derivada:
se fosse positiva teriamos um minimo, se fosse negativa terlamos um maximo, se fosse
nula o teste era inconclusivo. Em fun¢des de vérias varidveis o procedimento é semelhante.
Comecamos por calcular o gradiente (primeira derivada) e vemos quando se anula obtendo
os candidatos a maximo ou minimo. Os pontos onde o gradiente se anula chamam-se

. Depois analisamos a hessiana (segunda derivada). Para funcdes reais

f(x,y) o teste é simples. Denotamos por detH(p) o determinante da hessiana no ponto
critico p;

(x,

y) =

Se detH

Se detH
Se detH
Se detH

(0,0).

H(0

(p)>0e <0 entdo p é um :

(p)>0e 92>0 entdo p é um :

(p) < 0, entdo p é um ponto de €

(p) =0, entdo o teste € inconclusivo podendo p ser qualquer coisa.

Determine a Hessiana da forma quadrética g4 (x,y) = ax® 4 bxy +cy* em

0-(3 1)
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« Exemplo 4.54 Para f(x,y) = x>+ y* temos Vf(x,y) = (2x,2y) e o tnico candidato é o
ponto (0,0). A hessiana é H(0,0) = ((2) (2)) Logo detH(p) >0e z—i{ =

p é um minimo (Figura 4.14). Para g(x,y) = —x> — y? temos Vg(x,y) = (—2x,—2y) e o

2 > 0, entdo

tinico candidato é o ponto (0,0). A hessiana é H(0,0) = _02 _02) Logo detH(p) >0
e 3—?5 = —2 <0, entdo p € um maximo (Figura 4.14). .

glx,y) = —a*—y°

Figura 4.14: A origem é um minimo para f(x,y) = x> +y> mas é um mdximo para
g(x,y) = —x* =y~

« Exemplo 4.55 Para f(x,y) = x> —y? temos Vf(x,y) = (2x, —2y) e o tinico candidato é

o ponto (0,0). A hessiana é H(0,0) = ((2) _02) . Logo detH(p) < 0 e p é um ponto de

sela (Figura 4.15). .

« Exemplo 4.56 Para f(x,y) = x* +y* temos V£ (x,y) = (4x>,4y*) e o tinico candidato
2

12 0 ) . Logo detH(0,0) = 0 o teste da

0 12y?
hessiana € inconclusivo (Figura 4.16). .

é o ponto (0,0). A hessiana é H(x,y) =

O que fazer quando o teste da hessiana é inconclusivo?

« Exemplo 4.57 Vamos classificar os pontos criticos da funggo f(x,y) = x4 y3 = 3xy.
Temos Vf(x,y) = (3x> — 3y,3y> — 3x) e os candidatos sdo os pontos (0,0) e (1,1). A
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Figura 4.15: A origem é um ponto de sela para f(x,y) = x> —y>. O nome ‘sela’ é porque
o grafico faz lembrar a sela de um cavalo.

=% o)

Como detH(0,0) < 0e (0,0) é um ponto de sela. Como detH(1,1) >0e 6 >0 (0,0) é
um ponto de minimo. (Figura 4.17). .

hessiana é

=« Exemplo 4.58 A funcéo f(x,y) = sinx+ cosy tem infinitos maximos, infinitos minimos
e infinitos pontos de sela (ver Figura 4.18 ). Confirme. .

Funcdes reais com mais de duas varidveis reais

Para funcgdes reais f(x1,x2,...,%,) com n > 2 o teste também é simples. Denotamos por
detH(p) o determinante da hessiana no ponto critico p. Assumindo que H(p) é uma
matriz invertivel teremos:

* Se os valores préprios de H(p) forem todos negativos, entdo p é um ;
* Se os valores préprios de H(p) forem todos positivos, entdo p é um ;
* Se os valores préprios de H(p) forem positivos e negativos, entdo p é um

e
* 0 teste é inconclusivo nos casos omisos.

« Exemplo 4.59 Classifiquemos os pontos criticos da fungdo f(x,y,z) = x> +2y? 4 62> 4 xz.
Temos ‘3—{ =2x+z, ‘3—5 =4y, ‘;—’Zc = 12z+x. Resolvendo V f(x,y,z) = (0,0,0) temos que o

Unico candidato € a origem. A matriz hessiana é constante e igual a:

1
0

2
H(x,y,z)= {0
1 12

S B~ O
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fla,y) =o' +4*

Figura 4.16: A origem é um ponto de minimo para f(x,y) = x* +y* mas tal ndo pode ser
deduzido do teste da hessiana.

sendo os valores préprios iguais a 7+ /26, 7— /26 e 4, logo todos positivos. Portanto, a
origem € um minimo. .

Extremos condicionados - Multiplicadores de Lagrange

» Exemplo 4.60 Vamos considerar um problema muito simples. Temos uma funcdo linear
f(x,y) = x—y e pretendemos maximizar o valor de f, i.e. determinar o valor maximo que
f atinge, quando s6 podemos escolher x e y tais que x> +y> = 1. Como y = + /1 —x2
para resolver o problema consideramos z = x — /1 —x? e z=x+ /1 —x2. Estas duas
condic¢des definem uma elipse (Ver Figura 4.19). Vamos entdo determinar o z maximo

usando técnicas do Célculo I: z—fc =14 -=E =1- #xz =z 0, logo V1—x2=xe

2V1-a2 V-
1 — x> = x? donde teremos x = :I:%. O méaximo ¢ atingido em x = % sendo que teremos
y= :I:% mas como f(x,y) =x—y ficardy = —%E e 0 maximo € atingido em <§, —?)

Agora vamos considerar um ponto de vista geométrico na resolug¢do deste problema. As
curvas de nivel de f sdo retas N.(f) definidas por y = x+c¢. As curvas de nivel vdo
intersetar a restricio x> +y> = 1 em 0, 1 ou 2 pontos conforme a Figura 4.20. Uma coisa
teremos que concordar... as curvas de nivel que ndo intersetam a restricao sao totalmente
desinteressantes. Restam as curvas que intersetam 1 ou 2 vezes. As duas curvas de nivel
que sdo tangentes a restricdo merecem a nossa atencao pois definem um momento de clara
mudanca (reflita sobre isto uns 2 minutos...). Estas curvas de nivel tém declive 1 e as
tangentes a circunferéncia x> +y> = 1 que t8m declive 1 passam precisamente nos pontos

(—%i, %) e <%§, —%) . Estes sdo respetivamente os pontos de minimo e méaximo da

funcdo f na restri¢do considerada! Nao serd preciso ser um rocket scientist para formular
a seguinte conjetura:
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flayy) =2 +9* — 3y

Figura 4.17: Os pontos (0,0,0) e (1,1, —1) sdo respectivamente um ponto de sela e um
minimo para f(x,y) = x> +y* — 3xy.

Serd que nos extremos as curvas de nivel de f sdo tangentes a curva que define a restricdo?

Dito de outra forma, e como sabemos pelo Teorema 4.4.3 que V f € perpendicular a curva
de nivel, podemos tentar obter a direcdo perpendicular a tangente da curva que define a
restricdo e ver quando tem a mesma dire¢do de V f. Isso intui a busca por essa dire¢do
seguindo a abordagem:

<

...e se eu conseguir ver a restricdo como uma curva de nivel de uma outra fungdo g, ...
nesse caso a direcdo que eu procuro serd Vg, certo?’

Neste exemplo, a g esperta serd g(x,y) = x> +y*> — 1 uma vez que a restricio é Ny(g).
Entdo teremos apenas que resolver a equagio

Vf(xy) =AVg(x.y), (4.34)
onde A € R. Entdo (1,—1) = A(2x,2y) onde x,y satisfazem x* +y* = 1. Assim, A = 5- =
—2iy e teremos x = —y e x> 4 (—x)? = 1. E ja sabemos o que vai dar. .

A equagdo (4.34) chama-se e A é chamado de

« Exemplo 4.61 Vamos considerar o seguinte problema. De todas as caixas cuja drea da
superficie é 750dm? qual a caixa que tem maior volume? A fungfio a maximizar é a funcio
volume que chamamos de funcio f. Claro que, sendo uma caixa, o volume é dado por lado
(varidvel x), vezes largura (varidvel y), vezes altura (varidvel z). Assim teremos a funcao de
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Figura 4.18: A fungdo f(x,y) = sinx+cosy ‘caixa de ovos’.

trés varidveis f(x,y,z) = xyz. A restricdo que estamos a impor € na superficie da drea da
caixa. Claro que essa superficie € formada por seis retangulos: dois de base x e largura y,
dois de base x e largura z e dois de base y e largura z. Assim a funcdo ‘restricdo’ designada
por fungdo g serd definida por g(x,y,z) = 2xy + 2xz+ 2yz. A restri¢do serd g = 750 ou seja
xy +xz+yz = 375. Temos Vf = (yz,xz,xy) e Vg = (y+z,x+z,x+ ), logo a equagio
lagrangiana (4.34) com a condi¢do xy + xz + yz = 375 € dada por:

(vz,xz,xy) = A(y+z,x+2,x+Y),

logo,
yz=A(y+2)
xz=A(x+2z)
xy =A(x+y)

Multiplicando a primeira igualdade por x, a segunda por y e a terceira por z obtemos:

xyz = Ax(y+2)
xyz = Ay(x+72) -
xyz = Az(x+y)

Estas igualdades resultam em x = y = z onde, por xy+xz+yz = 375, teremos x> +x% +x> =
375 ou seja x*> = 125 donde x = /125 ~ 11.18dm.
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fay)=z—y

Figura 4.19: A fungio linear f(x,y) = x — y estd restrita  condi¢do x* + y* = 1. A imagem
dos valores na restri¢do define uma elipse. E facil de ver que existe um maximo e um

minimo apenas.

Porque razdo nao podemos concluir que a solug@o encontrada no exemplo anterior

nao € uma minimizac¢ao do volume?

=« Exemplo 4.62 Determinemos os pontos na esfera x> + y> +z> = 14 onde 3x — 2y +z
atinge o méximo. Neste exemplo pretendemos maximizar a fungio f(x,y,z) =3x—2y+z
restrita a condicdo g(x,y,z) = 0 onde g(x,y,z) = x> +y? + 7> — 14. A equacio lagrangiana

(4.34) com a condiciio x* +y? + 7> = 14 é dada por:
(3,-2,1) = A(2x,2y,2z),

onde A € R. Assim teremos:

3:21x<:)x=%
—2=2Ay<y=—1
1=2Az&z2=75;

Logo, substituindo x, y e z na restricao a2+ y2 + 72 = 14 obtemos:

3\? 1\? 1\? 9 1 1 14 1
(ﬁ) —|—(—I> +(ﬁ> —14¢>m+ﬁ+m—14¢>4—k2—14®}t—ﬂ:5

e Parad =Jtemosx=3,y=—2ez=1le f(3,-2,1) = 14;

e Paradl =—1temosx=—3,y=2ez=—1le f(-3,2,—1) = —14.

O maximo € obtido em (3,—2,1). Ver Figura 4.21.
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34

crescimento d

Figura 4.21: Representacgdo das curvas de nivel de f e g com o gradiente V (3, —2,1).

Acurvay = i—? descreve uma estrada e a origem (0,0) a localiza¢do de um
restaurante. Determine onde devera ser o parque de estacionamento de modo as pessoas
andarem o minimo possivel desde o parque até ao restaurante.

Pretendemos minimizar a distancia® f(x,y) = 1/x2+y2, restrito a condigio
g(x,y) = yx*> — 16 = 0. Por facilidade de contas substitufmos f(x,y) = +/x2+y? por
f(x,y) = x> +y? uma vez que nio afeta a minimizacdo em questdo. A equagio lagrangiana
(4.34) com a condigdo yx> = 16 é dada por:

(2x,2y) = A (2xy, xz),

onde A € R. Assim teremos 2x = 2Axy < 1 = Ay e 2y = Ax2, donde 2y* = x? e assim

x = 4 /2y. Substituindo x = 4 /2y na restricdo yx*> — 16 = 0 obtemos y( v/2y)?> — 16 =

ZRecorde (2.10), onde definimos d(x,y) = ||x — y||. Neste caso d((x,y),(0,0)) = ||(x,y) — (0,0)|| =

(e, 0) |l = V/x2+y2
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02y’ =16<y> =8« y=2. Assim, x =2 /2 e o ponto procurado para o restaurante
serd (x,y) = (21/2,2). A distancia serd ||(2 v/2,2)|| = v/12. Ver Figura 4.22. /

Figura 4.22: A curva de nivel de g tangente ao grafico de f define o ponto solugao.






5. Cdlculo integral em R”

‘God does not care about our mathematical difficulties. He integrates empirically.

Albert Einstein

Integral de Riemann em R? - Integrais duplos

Infroducédo

Vimos em Célculo I como definir o integral de Riemann em R. Agora vamos proceder
ao estudo do Riemann em R? aumentando assim o espectro do conhecimento em teoria
de integracao a Riemann. O processo de construcdo é em tudo semelhante ao visto em
Cilculo 1. O pulo iterativo interessante é precisamente de R para R? uma vez que passar
de R? para R3 e assim por diante & facil. O resultado que permite passar uma integracio
em R" para n integragdes em R é o Teorema de Fubini. Este resultado prevé também a
troca da ordem pela qual comegamos por integrar. Esta troca pode simplificar bastante o
processo de integracao. A util integracdo por substitui¢do continua a ser ainda um método
altamente eficaz na hora de integrar pois permite, como sempre, reduzir uma integracao
dificil a uma integracio menos dificil! bastando para isso escolher a mudanca de varidveis
conveniente. O teorema que permite colocar em prética este procedimento € o Teorema
de mudanca de varidveis que serd estudado em §5.4.4 e §5.5.2. Optamos por provar os
resultados em R? pois a generaliza¢io para R” (n > 2) ndo passa de um exercicio simples
de transporte de indices para a frente e para tras.

I'Também permite trocar varidveis e dificultar a resolu¢io mas ndo estamos interessados em ligar o
complicometro sé para mostrar que sabemos substituir varidveis no integral miltiplo pois nao?
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Definicdo

Vamos generalizar o conceito de integral de Riemann de R para R?. Seja dado um
retdngulo? [a,b] x [c,d] e um conjunto {(#;,s;) fo<i<no<j<m tal que a =1f) <t} < ... <
th=bec=sy<s <..<s,=d, os retangulos P, j = [t;_1,t;] X [sj_1,s;] com i =

1,...,n, j=1,...,m, definem uma P =Uj<i<n,1<j<mP,j doretangulo [a,b] x [c,d].
Definimos também &, denotando por ||| ao valor do maior
lado de um retangulo P, ;, ou seja, || Z||=  max  {|t;i—ti_1],|sj—s;—1|}. Finalmente,

1<i<n,1<j<m
uma parti¢do &, é escolher em cada retdngulo P, ; um representante &; ;. Dadas
duas particdes & ¢ & dizemos que & (ou ydo que 2 se P C L.
Se & = P x &, onde & € uma partigdo de [a,b] e &7, € uma parti¢do de [c,d] e
P = P x P, onde P é uma particdo de [a,b] e P, é uma particio de [c,d], entio &
refina 2 se e somente se &, refina ) e &, refina P,.

= Exemplo 5.1 Dado o retangulo R = [0,2] x [—1, 1] e um conjunto {(#;, ;) }o<i<30< j<2 tal

quety =0, = %, h=1,13=2,50=—1,s51 =0e s, =1. Definimos assim seis retangulos
que formam uma particdo: Ry = [0, 3] x [—1,0], R, =[5, 1] x [-1,0], Rs = [1,2] x [-1,0],
Ry =10,7] x [0,1], Rs = [3,1] x [0,1] e Rg = [1,2] x [0,1]. Para pontilhar a parti¢do
escolhemos 5171 = (%,—%), 52,1 = (%,_%)’ 53,1 = (%7_ ) 51 2= ( 10° 2) 52 (37 4)
66372: (%7%) "
1.5
12
51 2 053"2
05| @
&
[
st Y &b t
-05 o130 2 ) 1.5 %3 255
&11 o1 31
-0.5 ® ] ®
S,

Figura 5.1: Os seis retangulos pontilhados da parti¢do do retdngulo R do Exemplo 5.1.

O volume bidimensional dum retdngulo definido por R = [a,b] X [c,d], vulgarmente cha-
mado de drea, é dado por vol(R) = (b —a) X (d — c). Dado um retangulo R = [a,b] X [c,d]
dizemos que a fungdo &: R — R € uma se existe uma parti¢do & =

>Também chamado de 2-retangulo por ser formado a custa de dois segmentos. Por exemplo, um
paralelepipedo em R3 é também chamado de 3-retangulo.
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Ut<i<n,1<j<mP; j do retdngulo R tal que & € constante no interior de cada um dos retangu-
lozinhos P; ;. E fécil definir o integral de fungdes em escada. Se &: [a,b] x [c,d] — R é
uma fun¢do em escada com particdo & = Uj<;<p 1< j<mP; j do retdngulo [a,b] x [c,d] e
& (P,j) = e;,j temos:

/ 5 //éa ZZe,]xvol ) ZZeidx(ti—ti,l)(sj—sj,l).

i=1j= i=1j=1

No exemplo seguinte formamos uma parti¢cdo bidimensional gerada por duas particdes
unidimensionais. Tal processo nao € obrigatério mas € bastante sistemdtico, logo computa-
cionalmente funcional.

« Exemplo 5.2 SejaR=0,1] x[0,3], & = U1<,<3Pi uma parti¢do de [0, 1] onde P| =
[0,3], P} =[3,5] e P} = [3,1] e 2, = Uj<j<»P) uma parti¢do de [0 3] onde P} = [0,2]
e P} = [2,3]. Com a notagio antes usada abreviamos &; = {0, 1 3 2, 1} e 7, =4{0,2,3}.
Estas duas parti¢des induzem uma parti¢do & em [0, 1] x [0,3] onde P, ; = P! x P2] . Seja
&1 [0,1] x [0,3] — R uma fungdo em escada associada a particdo & e tal que e; j = i+ ;.
Determinemos [jg 1,03 ¢ -

/ &
0,1]%[0,3]

2
Z,jxvol > J) ZZ@,I ti—ti1)(sj—sj-1)

i=1j=
e11 X (t1—19)(s1—s0) +e21 X (2 —11)(s1 —50) +e31 X (13 —12)(s1 — 50)
+ eax(ti—1n)(s2—s1)+erax(ta—1t1)(s2—51)+ez2 x (3 —12)(s2—51)

1 1 1 1 1 1 17
2X§X2+3X6X2+4X§X2+3X§X]+4X6X1+5X§X1:7'

I
T Mw

Dé um exemplo de uma parti¢do em [0, 1] x [0, 1] que ndo provenha de duas
particdes unidimensionais.

Consideremos uma funcdo real f: R — R limitada, e ndo necessariamente continua,
definida no retdngulo R = [a,b] X [c,d]. Definimos:

. in:sup{fR@@: &(x) < f(x)paratodo o x € Re & é fungdo em escada} e
o [pf=Inf{[p&: E(x) >

f(x)paratodo o x € Re & ¢é funcdo em escada}.

Dizemos que f € integravel a Riemann quando i R f= 7 rf e denotamos? este nimero por
Jg f(x,y) dxdy. Pontilhar uma parti¢io seguindo este critério implica escolher &; ; como o
menor valor de P, j levando a fungdes em escada que ajudam a definir [ R f e escolher & ;

como o maior valor de P; j conduz a fungdes em escada que ajudam a definir [ f.

3Aqui podfamos ter denotado também por |, o f(x,y) dydx. Veremos em §5 3 este pormenor com detalhe.
Por agora pensemos na troca inocente mas intuitiva em (5.1) de Y1, Z']” o F(Eirr 1)t — 1) (541 —55)

por Zj:o Zi=o f(§l+1,j+1)(sj+l 7SJ)(IH“1 l)~
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Seja dado um retingulo [a,b] X [c,d], uma fun¢do continua f: [a,b] X [c,d] — R, uma
particdo & de [a,b] X [c,d] com n x m elementos e pontilhada por {&; j}i<i<ni1<j<m-
Definimos por

- Z Z (Git1, 1) (fis1 = 1) (Sj1 = 55)- 6.1

Se considerarmos particdes cada vez mais finas obtemos o que designamos por
ou seja

/ ’ / ! fay) dxdy = Jim o(f, 7). (5.2)

Salientamos que a definicdo (5.2) € independente da particao escolhida e do conjunto que
pontilha a mesma. Isso é uma propriedade muito boa do integral de Riemann. Sempre que
o limite (5.2) existe dizemos que a fungao é

Na expressao, chamada de integral duplo:

b opd
7 () doxdy (5.3)
designamos , b,d por limites superiores de integra-
cao, , X, y por varidveis de integracdo e dx, dy por diferenciais.

Na moral, estamos a somar paralelepipedos de base dxdy e altura f(x,y), logo de drea igual
a base x altura, ou seja a f(x,y)dxdy. O simbolo [ [ s@o dois S estilizados representam
duas somas infinitas, ou seja a forma matematica de exprimir a passagem de duas somas
finitas XX para duas somas infinitas f f .

The 5

|0 a tharguie pises

Th s o voamap of rectanguiar Tho s of vetumoh o rectanguinr Tha s of velumed o rectanguiss
e J 3
1 [ —— 1

prra il e o ek s I s i o o s

Figura 5.2: Subdivisdo da regido de integracdo numa parti¢do mais fina usando o Geogebra
(atividade interativa em https://www.geogebra.org/m/mWVGZmNP) &.
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« Exemplo 5.3 — Um integral duplo simples. Seja R = [a,D] X [c,d)].

d rb
ffldxdy = //1dxdy
R

= o)

—1m—1

= lim Z Z f ét+1,]+1)<tz+l_ll)(sj+l )

|7]-0 & &

n—1lm—1

= lim L(tiv1 — 1) (sj+1— ;)
\9’\|—>0,Z() ,Z ’ !

= (b-a)ld—c)
= vol(R).

— Teorema do valor médio para o integral duplo. Se f é uma
fun¢do continua em R = [a,b] X [c,d], entdo existe ¢ € R tal que

f(c) xvol(R f f(x,y)dxdy.
Demonstragdo. Sendo m = min, g f(x,y) € M = max y y)cg f(*,y), entdo temos
m X vol (R f f(x,y)dxdy <M x vol(R).

Seja C € R tal que C x vol(R) = f fR f(x,y)dxdy. Usando novamente que f é continua
temos, pelo Teorema do valor intermédio de Bolzano®, que existe pelo menos um ¢ € R tal
que f(c) =C. |

Critérios de integrabilidade do integral duplo

Veremos em seguida generalizacOes mais ou menos triviais dos resultados vistos em
Célculo I para o integral de Riemann em R. O primeiro € a versao para integrais duplos do
Critério de Integrabilidade de Riemann cuja prova segue as mesmas linhas do caso em R.

— Ciritério de Integrabilidade de Riemann para o integral duplo.
Seja f: [a,b] X [c,d] — R uma fun¢@o limitada. Temos

f € Riemann integravel < (Ve > 0)(3.2): ou(f, L) —on(f, ) < €.
Demonstragdo. Exercicio. [

De igual forma obtemos uma consequéncia importante:

4Estamos a considerar que o dominio é um retdngulo R mas poderia ser um conjunto (grosso
modo uma pega Unica) e o resultado continuaria vélido.
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Coroldrio 5.2.2 Se f: [a,b] X [c,d] — R é uma fun¢do continua, entdo f é integravel.

Propriedades do integral duplo
O integral de Riemann duplo goza das seguintes propriedades:

o [4P x,y)dxdy = d b z,w)dzdw, i.e. ndo interessa o0 nome que damos as
c Ja c Ja
varidveis de integracao.

o [11P f(x,y)dxdy = — [¢ 2 f(x,y)dxdy = — [$ [ f(x,y)dxdy, i.e. estamos a inte-
grar num determinado ‘sentido’. Se trocarmos esse ‘sentido’ temos que colocar um
sinal —.

e drea(%)= f f% 1dA onde dA é o elemento de area em coordenadas cartesianas e
Z um conjunto (regido de integracdo) para o qual seja possivel calcular a area (o
integral de Riemann). Veja Exemplo 5.3.

o 909 F(x,y)dxdy = [€ [P f(x,y)dxdy = 0, i.e. o volume da superficie f(a,y) X
[c,d] (v € [c,d]) e f(x,¢) X [a,b] (x € [a,b]) é nulo. Mais geralmente se area(Z)= 0
teremos f[@fdA =0.

. Dadas f e g duas fun¢des Riemann integraveis em %

e &, € R temos
ff%af%—ﬁgdA:af\[@fdA%—ﬁfl;gdA.

Se f(x,y) < g(x,y) para todo o (x,y) € Z, entdo [, f(x,y)dxdy <
J728(x,y) dxdy.

* |f(x,y)| é integravel e temos | [, f(x,y)dxdy| < [, |f(x,y)|dxdy.
* Se |f(x,y)| <M paratodo o (x,y) € Z, entdo | [, f(x,y) dxdy| <M x vol(Z%).

Teorema de Fubini

Uma vez que em todos os integrais duplos que surgiram até agora surge uma integragao
em relagdo a varidvel x e, posteriormente, uma integragdo em relagdo a variavel y, i.e. o
produto dos diferenciais dxdy, a pergunta seguinte é bem natural.

E se fizermos ao contrario? Se por um capricho desejarmos efetuar primeiro uma
integracdo em relacdo a variavel y e, posteriormente, uma integracio em relacéo a
varidvel x. Dito por outras palavras se trocarmos dxdy por dydx o que acontece?

O préximo resultado elucida a resposta a esta questao.

— Teorema de Fubini. Seja f: [a,b] X [c,d] — R uma fungdo integra-
vel. Suponhamos que qualquer que seja oy € [c,d] o integral || f f(x,y)dx existe e, além
disso, y — f:f(x,y) dx é integravel em [c,d]. Entdo

d rb
dA = ,y) dxdy. 5.4
ff[a’b]x[cmf /C /a f(x,y)dxdy (5.4)
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No Teorema 5.3.1 podemos trocar x por y e obter enunciado andlogo. De facto, se
acrescentarmos a hipétese de que qualquer que seja o x € [a, b] o integral | (fi f(x,y)dy
existe e, além disso, x — fcd f(x,y)dy é integravel em [a,b]. Entdo

ffwx[ad]f"f‘:/cd/jf(x,y)dxdyz/ab/cdf(x,y)dydx. (5.5)

Coroldrio 5.3.2 Seja 7 C R? a regido definida pelos pontos (x,y) tais que x € [a, D]
ey € [yi1(x),y2(x)] onde yi,y>: [a,b] — R sdo duas fun¢des continuas tais que y; (x) <
y2(x) para todo o x € [a,b]. Seja f: &/ — R uma funcdo continua. Entao

b rya(x)
fodA:/a /yl(x) f(x,y)dydx. (5.6)

No exemplo que se segue aplicamos o coroldrio anterior mas também consideramos a sua
variante mutatis mutandis de fungdes x; (y) e x2(y).

= Exemplo 5.4 — Troca da ordem de integragdo. Seja dada a fungéo f(x,y) =xy+ 1
e a regido de integracio % C [0, 1] definida por y < x*. Temos que:

1,1 1
ff fdA:/ / xy+1dxdy:/ / xy+ ldydx.
4 0 Jyy 0 Jo

Por um lado temos:
1

1 rl 1x2y 1y y2
xy+ldxdy = /——i—x’ d :/ 21— — fvd
/O/Wy Y 0 2 s 2 >~V
Y
4

Por outro lado temos:

1 2 1 y2
// xy+ldydx = /x—+y
0 Jo 0o 2
x6

« Exemplo 5.5 — Principio de Cavalieri. Este principio é bastante comum e aparece
desde cedo. Por exemplo, tridngulos com a mesma base e a mesma altura, apesar de
poderem ter formatos diferentes, tém igual drea. E como se fatidssemos os tridngulos
por fatias paralelas a base sendo que cada fatia correspondente a igual altura nos dois
tridngulos teria igual comprimento. Formalmente, se F for uma figura geométrica e ry,
com a < x < b, for uma familia de retas paralelas tais que: F situa-se entre as retas r, € rp
e o comprimento da ‘fatia’ de F em x, designada por F; é igual a ¢(x). Entdo a drea de F
¢ igual ao integral | ab ¢(x) dx. Este principio é um caso particular do Teorema de Fubini
onde a drea de F' € dada por um integral duplo.
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A

y X

Figura 5.3: jol f\lﬁxy + ldxdy = fol fo"zxy + ldydx.

Figura 5.4: Principio de Cavalieri em R3. Foto © de Khan Academy.

https://www.khanacademy.org/math/geometry/hs-geo-solids/xff63fac4:hs-geo-cavalieri-s-principle/a/cavalieri-s-principle-in-2d

A férmula de Leibniz tem bastante uso pratico e permite trocar a integragdo com a derivagao
que, por definicdo de integral de Riemann e de derivada parcial, mais ndo é do que a troca
da ordem de dois limites. A prova usa diretamente o Teorema 5.3.1 e as duas versdes do
Teorema Fundamental do Calculo.

— Formula de Leibniz. Se as fungdes f(x,y) e %(x,y) sao continuas

em R = [a,b] X [c,d], entdo fcdf(x,y) dy é derivavel para todo o x € (a,b) e vale a
férmula:

(5.7)

Demonstragdo. Usando o Teorema Fundamental do Célculo e o Teorema de Fubini temos:

[rwnay = ([ Fanaresen) a
= /:(/cd%(t,y)dy)dt+/cdf(a,y)dy-
dof

Notando que [ 5-(#,y)dy € continua como fungdo de y obtemos, por uso direto do
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Teorema Fundamental do Calculo, que:

S([rana) = ([ ([ Lena)as [ rana)

d g
= /Ca—j:(x,y)dy-

O seguinte exemplo mostra uma fungio f: R x [0,00) — R que peca por ndo ser continua
em todo o dominio e onde a férmula de Leibniz ndo se aplica.

« Exemplo 5.6 Definimos f: R x [0,00) — R tal que f(x,y) = "—26 B ey>0ef( y)=0

se y = 0. Fixando x e y respetivamente temos que as fung¢des y — f(x,y) e x — f(x,y) sdo
continuas. No entanto, a fun¢do f é descontinua em (0,0) pois:

30 02 -1 30 0 302

X L e x 2 X _x

lim —e v =0#c= Ilim — = lim 6¢ 2= lim —e

(0.y)—(0,0)y (x.x2)—=(0,0) X (x.x?)—(0,0)X (xx?)—=(0,0)Y
Fazendo a substituigdo u(x) = % temos du = —= dx e assim
1,3 2 1 1
/ flx,y)dy = “vdy= —/ Be ™M dy = xe ™V 0= xe*xz,
y 0

para todo o x € R. Note-se que temos % fol flx,y)dy = e —2x2e ™ = e_xz(l —2x?)
para todo o x € R. Vejamos que fol %(O,y} dy = 0. De facto:

B
af 2 FO+hy) —fO0y) 7T e
ox (0,5) = B0 h o h hlir(l)yze ’
Finalmente,

o ! taf
a/o f(O,y)dyzl;éO:/O 5(07)’)‘1)’-

Seguidamente apresentamos um resultado que oferece condi¢des suficientes para que se
possa trocar a ordem de derivacao das varidveis. Aqui o Teorema de Clairaut-Schwarz das
derivadas cruzadas iguais aparece como consequéncia da Férmula de Leibniz, consequen-
temente do Teorema de Fubini. De facto, o Teorema de Clairaut-Schwarz € o homélogo na
derivacdo do Teorema de Fubini na integra¢do nao fossem ambos resultados de permutacio
de ordem dx <+ dy.

— Teorema de Clairaut-Schwarz. Seja f: X C R?> — R uma funcio
tal que as derivadas parciais de segunda ordem sdo todas continuas nos pontos do aberto
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X. Entdo, para todo o p € X vale

Demonstragdo. Para facilitar escolhnemos X como o interior do retangulo [a,b] X [c,d)].
Dado yg €]c,d[ o Teorema Fundamental do Célculo garante que dado qualquer (x,y) € X
temos
Y d f
1) = flxy0) + [ Snar
yo 9Y
Derivemos parcialmente em ordem a varidvel x e usemos o Teorema 5.3.3:

of of of [¥of of 9% f
— = + == x,t)dt = = + t)dt.
Ox (x,y) Ox (X,y()) Ox Y 8y( ) Ox (X,yo) " a a ( )
Agora derivamos em ordem a varidvel y, usemos o Teorema Fundamental do Célculo e a

2
hipétese de que gx—gy (x,t) € continua para completar a prova:

9% f of o [ [V d*f _0%f
) =5 () =04 3 ([ 55 wnar) = 54w

Calculo com integrais duplos
Exemplos vdarios

« Exemplo 5.7 Vamos calcular o seguinte integral duplo fol f02 x?ydxdy. Estamos nas
condi¢des do Teorema 5.3.1. Note-se que comegamos por integrar em relacdo a varidvel
x. Nessa altura a ¢ tida como uma constante. Procedemos como em Calculo
I relativamente a . Aplicamos o Teorema Fundamental do Célculo e obtemos
uma func¢do que dependera somente de y. Seguimos com a integracdo em relacdo a esta
varidvel.

Calcule os seguintes integrais onde dA representa a medida de area dxdy:
a) f f xdA onde Z é a regido limitada por y =xe y = x>. b) f f y?dA onde Z é a regido
X x

limitada pory =2x,y=5xex=1.¢) f f x — ydA onde Z é a regido limitada por y> = 3x,
4
y? =4 —x e acima do eixo dos xx. d) f f f(x,y)dA onde Z é a regido limitada por y = /x

ey:x,ef(x7y)—smyseyiOef(xO)—l a) 5. b) 3,0 FV3-
1 —sin(1).
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Mostre que [, [y xe” dydx = [y [, xe” dxdy. Por um lado

1 rl 1 1 -1 -1 2 2 1 —1
/ / xe¥dydx = / xey‘ dx = / xe! —xeodx:/ xe—xdx=[eX - L v
0 Jo 0 0 Jo 0 2 2)1o 2

por outro lado
Yl -1
/—ey’ dx—/ Ee)——e)dy /— y—e— —62 ~

1/l
/ / xe” dxdy
0 Jo

- Exemplo 5.8 Vamos mostrar que [, Ji? y*sinxdxdy = [ sinxdx Jo 2 dy. Note-se que
estamos nas condi¢des do Teorema 5.3.1.

Por um lado

Ed 1 3.1 1

2 2 y‘
d: d:— = —
Y /Oyy 30 3’

1,z 1
/ /2 y?sinxdxdy = / —y?cosx
0 JO 0 0

por outro lado

(S|

1 31 1
Yy
e/oy Y73 3

T
2,
/ sinxdx = —cosx
0 0 0

No caso da fung@o integranda f(x,y) poder ser fatorizada como um produto de uma
func¢do de x por uma func¢do de y como no exemplo anterior podemos transformar
o integral duplo no produto de integrais simples do Célculo I? 9

« Exemplo 5.9 Vamos calcular o integral seguinte:

RS T
/ / e dxdy.
0 Jy

Estamos nas condi¢des do Teorema 5.3.1 contudo neste caso se decidirmos comecar a
integrar relativamente a varidvel x vamos ter um problema enorme pois ¢ ¢ das tais
funcdes em que ndo d4 para obter a primitiva como soma finita de fung¢des elementares. A
ideia esperta aqui € trocar a ordem de integracdo e o problema deixa de existir pois teremos

. 2 . P .
que integrar ¢* em relagd@o a varidvel y o que € trivial. Teremos assim:

TIPS T 1o, 1, 1,
/ / e dxdy = / / e’ a’ydx:/ e’y dx:/ e xdx
0 Jy 0 Jo 0 0 0

1 /1 1 /1 —1
= 5/0 ex22xdx:§/0 ewa’wze2 ;

onde efetuamos mudanga de varidvel simples w = x. .
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-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

-0.2

Figura 5.5: Regido de integracao associada a fol fyl dxdy € igual a regido de integracao

associada a [ [ dydx.

Mesmo ndo sendo possivel primitivar uma determinada funcio é possivel ainda
determinar o integral definido! Nem sempre € assim tao redondinho mas desta vez
correu bem @.

A temperatura nos pontos do quadrado [—1,1] x [—1, 1] é proporcional ao
quadrado da distancia a origem. a) Qual € a temperatura média? b) Quais os pontos do
quadrado cuja temperatura € igual a temperatura média? a) Como T (x,y) =
K(x>+y%) e Area([—1,1] x [1,1])=4, temos T},cq = %K b) Circunferéncia centrada na

origem e de raio %

« Exemplo 5.10 — Troca da ordem de integracdo. Considere a regido de integracdo
Z no plano definida pela regido delimitada pelos grificos da fun¢io y = x e y = x°
(Ver Figura 5.6). Mostremos que a drea pode ser calculada por duas maneiras distintas
consoante se escolhe primeiro integrar em ordem a x e depois a y ou vice-versa. Primeiro
vamos recordar que a drea de & é f f ., 1 dA onde dA € o elemento de drea em coordenadas
cartesianas. Aqui temos as duas escolhas candnicas para dA: dxdy e dydx. Vejamos que:

ff ldxdy:ff ldydx.
X 4

Por um lado temos:

X

1 ,x 1 1
ff 1dA = ff ldydx:/ / dydx:/y dx:/x—xzdx
4 R 0 Jx2 0 " Ix? 0
_ xz_x3‘1_1_1_
2 3l 2 3 6
1y 1 1
ff 1dA = ff ldxdy:// dxdy:/x’ﬁdy: VY —ydy
74 74 0 Jy 0 ly 0
SN
% 210 3 2
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0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 T 12 14

Figura 5.6: Regido de integracdo associada a fol [ dydx é igual a regido de integragdo
associada a fol fy\/y dxdy.

Mostre que f f 7 )#y dxdy é convergente onde Z € a regido abaixo do grafico

de f(x) =1 comx>1ley>0.

X

Temos:

1 © i o
dxdy = //—d a’x:/ In|x+
ff%xﬂ y e e ® : x+ |
bl 1 i x+1
= / In x+—’—ln|x+0|dx:/ ln< x)dx
1 X 1 X
il 1 < 1
= / ln(1+—2) dxg/ —Za’x<00.
1 X 1 x

Logo o integral em causa € convergente. Na penultima desigualdade usamos que para
u>0temos 0 <In(l+4+u) <u. v

1
Y dx
0

Integrais duplos com coordenadas polares

O célculo da area de um retangulo em coordenadas cartesianas € simplesmente efetuar
o produto base x altura (Figura 5.7). Contudo, ‘retdngulos’ em coordenadas polares
sdo setores circulares (Figura 5.7) que claramente variam com a distancia a origem r.
Quanto mais distanciados estamos mais drea terd o retangulo de ‘base’ Ar e ‘altura’ Af.
Recordando que a area do ‘fatia’ circular de angulo 0 e raio r é dada por eTrZ’ podemos
comparar como varia infinitesimalmente a razao entre as areas em questdo. Como:

2_Ap2
—A(-)(r+Ar2) A9 AB(2rAr+ (Ar)?)  2rAr+ (Ar)? Ar
f— e e }’+ — — s
AOAr 2A0Ar 2Ar 2 Ar—0
obtemos que essa variacao € afetada de um fator r. O elemento de drea em coordenadas
cartesianas € dA = dxdy mas o é:

dA = rdrd0. (5.8)
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Ah AA 3 ad

A
Ab -~ Ar

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

6 7
r r =+ Ar

Figura 5.7: O elemento drea em coordenadas cartesianas e em coordenadas polares.

- Exemplo 5.11 Vamos calcular os integrais seguintes [ [o" d@dre [y [3 rd@dr:

4 om 4 4 on 4 214
/ der:/ dmdr =87 e // rd@dr/ onrdr=21—| = 167,
0 Jo 0 0 Jo 0 210

Notemos que, em coordenadas polares, r € [0,4] e 6 € [0,27] representa uma circunferén-
cia de raio 4 logo de area 167. Recorde (5.8). .

« Exemplo 5.12 — Area em coordenadas polares.

B r(6)
drea(%) — f f 1 dxdy = f f rdrdd = / / rdrd®
K74 4 o JO
B 2 r(6) ﬁr(@)2 1 (B )
_ /azo de_/(x—z de_z/ar(e) 6.

Que tal? Soa familiar? Esta foi a formula que vimos em Calculo I para a area em
coordenadas polares dada a expressdo r(60) varrida entre em os dngulos o e f3. .

Use coordenadas polares para calcular os seguintes integrais:

V2
a) [ T2y dydx b 7 LYY /A2y dydx. a) 3, b)

Sl

Determine a regido % do plano cuja drea € descrita pelo integral
2 1
/ / rdrd®.
T 14-sin 6

r(0) = 1 define uma circunferéncia centrada na origem e de raio 1 e r(6) = 1+ sin 6 define uma
cardioide (ver Figura 5.8). Notemos que 6 € [r,27] logo a regido vive no semiplano y < 0. Temos também
que r € [1+sin 8, 1] logo a regido vive dentro da circunferéncia centrada na origem e de raio 1 e fora da
cardidide. v/

Determine a area da regido % relativa ao Exercicio 5.7.
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r(0) =1 +sind

a/\ 0.5 A1 15 2

() =1

Figura 5.8: Determinagdo da regido &% do Exercicio 5.7.

2l 21 42 2] (1+sin0)?
/ / rdrd® — / _ (7L (+sin6)” g
T 1+sin 0 1+sm9 r 2 2
T 1 21
= 35 : (1—|—sm9) de
T 1 21
= 575 i 1+42sin 6 +sin”0d0
27
- 2sin6 +sin® 0 dO

T

27 1 27 5
_ —/ sin9——/ sin2 0 d6
T 2 b9

2
= cosbB

T

1/2
_ 2__(1

(Integral gaussiana) Mostre que [

1 9_sin29 2n
2\2 4

T

sindt T sin2n’)

e dx = V.
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(/ e_xzdx> = / e_xzdx/ e_yzdy:/ / e_xz_y2dxdy

2T ptoo 2
= / / e "rdrd0
0 0
1 21 B

—+oo

2

= —= T
2 Jo ¢ 0
1 21
= ) —1d6 =rn.v
0

Na passagem ~ fizemos a mudanca de coordenadas cartesianas para coordenadas polares. O
elemento de drea passou de dxdy para rdrd®, as varidveis x,y €] — oo, +oo[ em coordenadas
cartesianas correspondem a r € [0, +oo[ e 6 € [0,27] em coordenadas polares.

Integrais duplos com coordenadas cilindricas

O elemento de volume em coordenadas cartesianas é dV = dxdydz mas o
é:

dV = rdrd0dz. (5.9)

Veremos no Exemplo 5.27 como se chegou a (5.9).

= Exemplo 5.13 Pretendemos determinar o volume da regidio do espagco R? compreendida
entre o cilindro x> +y?> = 1 e z > 0 e os planos z = y e x = 0 conforme a Figura 5.9. Para
isso usaremos coordenadas cilindricas. O volume é dado por f f% f(x,y)dxdy onde % é
o quarto de circulo no dominio e f(x,y) = z =y pois teremos a nossa regido abaixo do
grafico, i.e. do plano z =y. O volume serd entdo:

[semasar = [ 7]

3, 1, 1 /3.
= / s1n9/rdrd6:—/ sin6do
0 0 3Jo

1 701
= g(—cose) g

3

Na igualdade * fizemos a passagem de coordenadas cartesianas para coordenadas cilindri-
cas.
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Figura 5.9: Esboco da regido &% do Exemplo 5.13.

5.4.4 Distorcao da area - Teorema de Mudanca de Varidveis
A Jacobiana

Seja dada uma fun¢do f: X C R" — R™ onde X € um conjunto aberto. Dizemos que f é
derivavel em x se f1, fa, ..., fn forem todas fungdes derivaveis em x, ou seja se para todos

osj=1,...,m:
(i) Existirem todas as derivadas parciais %, %, ey % emuxe
1 X2 Xn
(ii) Dado um vetor h = (hy,hy, ..., h,) tal que x+h € X temos:
file+h) = fi(x) + Vfj(x)-h+|[h]|&(h) (5.10)

af; af; af; £ .
onde Vfj(x) = (a—){;(x), a—g(x), ey ()—Q(x)) e &j(h) é tal que Wllhgoéaj(h) =0.

A matriz, cuja linha j € o vetor V f;(x), representada por

dJ d dJ dJ
§—Q<x> 3—Q<x> 3—£;<x> 3£;<x>
pf— | MW B@ O . EE
s S
Sn(x) Shn(x) Gl (x) n (1)

€ chamada de matriz jacobiana de f em x. O seu determinante detD f, € designado de
jacobiano.

« Exemplo 5.14 Consideremos a fungdo
f: R* = R?
(x,y) = (Pysin(xy))
temos

If <% df2

d afi o
5 = 52 ,§> = (2xy,ycos(xy)) e 8_ij = < Ji fz) = (*

a—y,a—y X ,XCOS(X)/)) .
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A matriz cujas colunas sdo 9 ¢ 9 ¢ consequentemente definida por:
dx 7 dy

Dfxy) = (ycos(xy) xCOS(X)’)) ,

é a jacobiana de f e 2x>ycos(xy) —x?ycos(xy) o jacobiano. .

« Exemplo 5.15 Calculemos a jacobiana da fungdo

S: [0,27[xR — R3
(u,v)  +— (cosu,sinu,v)
temos
—sinu 0O
DSy, = | cosu O
0 1

Sabemos que a area de uma elipse & de equagido Z—i + ¥ — | ¢ mab onde (u,v) sdo

b2
coordenadas canodnicas cartesianas.

Naéo da para escolher x em vez de u e y em vez de v como habitualmente para ndo
confundir?
g

« Exemplo 5.16 — Circulos e elipses. Consideremos a transformacao:

p: R> — R?
(x,y) = (ax,by)

Dada a circunferéncia % de equacio x> +y?> = 1 teremos que ¢ (%) = &. Podemos escrever

o(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) onde u(x,y) = ax e v(x,y) = by. Os dois elementos de drea dxdy
e dudyv relacionam-se da seguinte forma:

ff dudv = ff detD@ dxdy. (5.11)
o(%) 4

Figura 5.10: Transformacdo de coordenadas ¢.

Como D¢ = (g 2) e det D@ = ab, no nosso exemplo teremos
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ff dudv = ff dudv:ff detD(pdxdysz abdxdy
& 0(%) G “

= abff dxdy = abarea(¢’) = abm.
[

Existe claramente alguma coisa estranha no momento em que fazemos uma mudanca de
varidvel. Tal foi o caso no elemento drea em coordenadas polares (5.8), no elemento de
volume tanto em coordenadas cilindricas (5.9) em R3 e no exemplo linear anterior. De
facto ja vimos no Teorema da mudanca de veridveis que existia um acerto a ser feito.

— Teorema de Mudanca de Variaveis para o integral duplo. Dada
uma funcgdo f(x,y) continua , uma mudanga de coordenadas ¢ com derivada continua e
bijetiva e um conjunto % C R? em que se possa calcular a drea, temos:

ffq,(%)f(”’v)d”dv: fL/f(‘P(x,y))|detD(p|dxdy. (5.12)

A férmula (5.12) faz lembrar o Teorema 5.4.1

/abf(u) du = /aﬁf((p(x))(p’(x) d,

onde a= () e b= @(f). De facto, é a sua generaliza¢do para fungdes f(x,y). Salta
a vista a auséncia do valor absoluto no caso 1-dimensional ¢’(x) e ndo |¢’(x)|. Na
realidade, se @'(x) < 0 a fungdo ¢ serd decrescente e, consequentemente, a = @(¢t) >

o(B) = b. O acerto é feito recordando a convengio que _[ub fu)du=— [} f(u)du.

No caso visto anteriormente o jacobiano era constante mas em situagdes gerais isso ja pode
nao acontecer.

« Exemplo 5.17 — Elemento de drea em coordenadas polares. Recordemos o
dicionédrio que transporta coordenadas polares para coordenadas cartesianas:

f: o [0,00[x[0,27] — R?2
(r,0) — (rcos@,rsin®)

A matrix jacobiana é
cos@ —rsinf
Dfire) = (sin@ rcos @ ) ’

sendo o valor absoluto do seu determinante igual a  que € o tal fator de distorcdo do
elemento de drea dA = dxdy = rdrd0 de acordo com o Teorema 5.4.1 e o visto em (5.8). =
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« Exemplo 5.18 Determinemos a area da regido % definida como na Figura 5.11. A ideia
seré transformar, via mudanca de coordenadas, num integral simples sobre uma regidao
retangular. Um passarinho disse-nos que a imagem de % por:

: R*> — R?
(X,y) — ()%’y%>,

¢ um retangulo (ver Figura 5.11). Temos ¢(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) = (%, %)

Assim
- 4 2y2x 1 3 2 2
detDg =det| ¢ 5, | =555 =5 =3 <12> (12) =3
¥l Xy yeooxay X Yy
e detD@ = 3u*v?, sendo também det D¢~ ! =3 — . Assim, usando (5.11) reescrito como:

ff o) dxdy = ||, detD@ " dudv obtemos:

area(¢) = ﬂdxdy ffdetD(p Ydudv = = //szzdudv
1 /3
_ -2 ) _ _ 71 _ 1 -2
= 3/ / dudv = / ( u 1)alv 6/1 v “dv

Figura 5.11: Transformagao de coordenadas ¢ que transforma a regido curvilinea 4’ num
retangulo de drea 2.

Aplicacoes do integral duplo

=« Exemplo 5.19 — Momento de inércia. Dada uma regidio Z C R? o
de Z relativamente ao eixo dos x é dado por

Ix:ff yzdxdy,
X
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o momento de inércia de Z relativamente ao eixo dos y é dado por

Iy:ff x? dxdy,
X

e o momento de inércia de Z relativamente a origem é dado por
Ip= ff x? +y2dxdy.
X

Determine o momento de inércia do disco 2 = B((0,0),R) relativamente

a origem.
Iy= ffgxz +y*dxdy = f02” Rr2rdrd6 = 71'%4,

Determine o momento de inércia do disco 2 = B((0,0),R) relativamente
a origem admitindo que a densidade p do disco € inversamente proporcional ao quadrado
da distancia a origem.

A densidade em coordenadas polares é p(r,0) = riz Assim,

2r R
Ih= ff (x2+y2)p(x,y)dxdy:/ / rzr—2 rdrd6 = TR* ./
7% 0 0

Dada uma densidade p(x,y) numa regido do plano %, o
(relacionado com a "dificuldade"de rodar o objecto) de uma regido do plano
com densidade p é dado por I, = [ [y?p(x,y)dA (relativamente aos eixo dos x) e por
X

L=[][ x?p(x,y)dA (relativamente aos eixo dos y). Calcule I, e I, nos seguintes casos: a)

X
Z é o tridngulo limitado por 3x+4y =24, x=0e y =0. Considere p(x,y) = 1. b) Z é o

tridngulo limitado por 0 <x < 1e0 <y < —x-+ 1. Considere p(x,y) = y2.

a) I, = 144, 1, =256, b) I, = — 55, I, = 155

Dada uma regido % C R? com uma densidade p (x,y) as coordenadas do
de Z sao:

(Xe,ye) = (f[@l’(x,y)xdxdy f[@p(x,y)ydxdy>
Ve ff%p(xay)dxdy’ ff%p(x7y)dxdy

Determine o centro de massa do disco Z = B((0,0),R) admitindo que a
densidade p do disco € constante.

A densidade em coordenadas polares é p(r,0) = k € R. Assim,

 Jpey)xdxdy 27 [RircosOrdrdd R [FTcos6d6

[, pGx.y)dxdy — [2® [Rirdrde R2

c
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_ JlepGyydxdy _ f5F i krsin@rdrdg _ R® [57sin6do
I, 0 (x,y) dxdy & (R krdrd6 3nR? ,

c

que era o que estdvamos a espera uma vez que a densidade € uniforme. v/

Integral de Riemann em R? - Integrais triplos

Integral de Riemann em R3

Vamos generalizar o conceito de integral de Riemann de R? para R3. Seja dado um
paralelepipedo [a,b] X [c,d] X [e, f] € um conjunto {(#;,5;,7k) }1<i<n,1<j<m,1<k<o tal que
a=th<h<---<tgh=b,c=s50<s51<--<sp=dee=rpg<r <---<ro,=f, 08

paralelepipedos P, jx = [ti—1,t;] X [sj—1,5;] X [e—1,m] comi=1,....n, j=1,..,m, k=
1,...,0, definem uma P = Ul<i<n,1<j<m,1<k<oP,, jx do paralelepipedo [a,b] x
[c,d] X [e, f]. Definimos também &, denotando por || Z| ao

valor do maior lado de um paralelepipedo P, j x, ou seja,

HSZH 1§k§m12¥§ihlﬁk§0{‘l i 1%’51 S 1L’rk Tk l|}

Finalmente, uma parti¢do &2, € escolher em cada paralelepipedo P, ;  um repre-
sentante &; ; .

O volume tridimensional de I = [a,b] X [c,d] X [e, f], usualmente designado simplesmente
por volume, é dado por vol(I) = (b—a) x (d —c) x (f —e).

Seja dado um paralelepipedo [a,b] X [c,d] X [e, f], uma fung¢do continua g: [a,b] X [c,d] X
le, f] — R, uma particdo & de [a,b] X [c,d] X [e, f] com n X m X o elementos e pontilhada

por {&; i kb i<i<n,1<j<m,1<k<o- Definimos por
n—1m—1o0—1
(g, 2):=Y Y Y (&1 jrrart) (it — 1) (sjt1 —8;) (Fer1 — i) (5.13)
i=0 j=0 k=0

Se considerarmos particdes cada vez mais finas obtemos o que designamos por
ou seja

b ord of
/ / / g(x,y,z)dxdydz= lim o(g, ). (5.14)
a Jc Je |2]|—0

A definicdo (5.14) € independente da particao escolhida e do conjunto que pontilha a
mesma. Sempre que o limite (5.14) existe dizemos que a funcao é

Na expressao, chamada de integral triplo:

7SS e(x,y,2) dxdydz (5.15)

designamos ,
, , X, ¥, Z por varidveis de integracao e dx, dy, dz por
diferenciais.
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Grosso modo, estamos a somar hiper-retingulos de base o paralelepipedo dxdydz e altura
g(x,y,z), logo de volume igual a base X altura, ou seja a g(x,y,z) dxdydz. O simbolo f f f
sdo trés S estilizados que representam trés somas infinitas, ou seja a forma matemadtica de
exprimir a passagem de trés somas finitas XXX para trés somas infinitas f f f .

Podemos definir integrais miltiplos em qualquer dimensdo. A ideia segue de perto as
desenvolvidas aqui e as generalizacdes sdo simples.

Calcular: a) [“, [, [€ 1+ 2x—3y dzdydx. b) [§ [ [ xyz dzdydx. )
[ [ [x*+y* dxdydz onde Z é o cubo 0 < x,y,z< 1. d) [ [ [,sin(my>) dV onde Z é a
piramide com vértices (0,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (1,1,1) e (0,1,1). a) 8abc. b) %. c)
2 2
z.d) =.
3 3n

O Teorema de Fubini tem uma versdo para integrais triplos. A prova segue de perto a dada

no Teorema 5.3.1 e deixamos como exercicio.

— Teorema de Fubini. Seja g: [a,b] X [c,d] X [e, f] — R uma fungéo
integrdvel. Suponhamos que qualquer que seja o z € [e, f] temos a existéncia do integral
duplo fcd f:g(x,y, z)dxdy e, além disso, z — fcd ffg(x,y, z)dxdy € integravel em e, f].
Entdo

f rd b
fff gdV :/ / / g(x,y,z)dxdydz. (5.16)
[a,b]x[c,d]x[e,f] e Jc Ja

= Exemplo 5.20 Vamos determinar o valor de fol | 12 f23 x—+yzdxdydz. A integracdo iterada
via Teorema de Fubini pode ser feita.

1 2 /3 12 /52
///x+yzdxdydz = // (——Hcyz)
0o J1 )2 0o J1 \ 2
1 2 /132 22
= — 4+ 3yz— — —2yz | dyd
/0/1 (2+ yZ > yz) yaz
L7s ¥\ p=2
= — — d
/0(2y”2)‘y—1 ¢
Lrs. 22 50 12
= 24z——=1—z—|d
/0(2 +z2 5 z2) z

B 5+3z2
- \2* 722

13

1

Xx=

3ald
, Yz

X=

z=1

z=0
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Nota A regido de integragdo no exemplo anterior é o paralelepipedo [2,3] x [1,2] x [0, 1].

« Exemplo 5.21 — Volume dum sélido. Dada uma regidio % C R> o seu volume é dado
por vol(Z) = f f f |, 1dxdydz. Considere a regido & entre os planos z=0e z =2, e entre
os planos y = 2x, y = 1 e x = 0. Vamos determinar o volume de %.

1

Lo » ; Lo
///ldzdydx _ / 2dydx:/ 2(1—2x)dx = (2x—22)|* = =
0 JaxJo 0 Jox 0 0o 2

Figura 5.12: A regido # é o ‘paliteiro’ delimitado pelos planos considerados.

« Exemplo 5.22 — Troca da ordem de integracdo. Vejamos que

/Ol/yl/ozf(x,y,Z)dxdzdyZ /Ol/xl/ozf(x,y,z)dydzdx,

A regido de integragdo %, ilustrada na Figura 5.13, pode ser traduzida de diferentes formas:

* % esta compreendida entre (i) o planoy=0e o planoy=1 (ii)oplanoz=yeo
plano z =1 e (ii1) o plano x = 0 e o plano x = z.

* % esta compreendida entre (i) o plano x =0 e o plano x =1 (ii) o planoz=xe o
plano z =1 e (iii) o plano y =0 e o plano y = z.

Exercicio 5.15 Nos seguintes integrais triplos faca o esbog¢o no espaco da regido de
integracdo e troque a ordem de integracéo para dzdydx: a) fol fol w fol f(x,y,2) dxdydz. b)
Jo FX T f(x,y,2) dxdydz.
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——

Figura 5.13: Esbogo da regidao # do Exemplo 5.22.

Solugdo:

o xppzp (240 L 9 I O (q, < xplpzp (2 C0) f O (e

(ro'n
(r'o'ny

z

Exercicio 5.16 Descreva o sélido cujo volume é dado pelo integral: a) f02 i fol dzdydx.
b) [3 37 0T dzdydx. )

x (BOON0Y

*(q

= Exemplo 5.23 — Volume do cilindro de raio R e altura A. Seja € C R? o cilindro
com eixo o eixo dos z, de raio R e com z € [0,A]. O seu volume é dado por vol(%) =
f f f(g 1 dxdydz. Vamos considerar coordenadas cilindricas e o respetivo elemento volume
nestas coordenadas. Teremos:

A 21 R
vol(¢) = fffla’xdydz:/ / / 1rdrd6dz
&€ 0 Jo 0

A 21 R2 RZ
= / / — dOdz =2nA— = TR’A,
o Jo 2 2
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que € uma forma alternativa a vista em Célculo I usando volumes de sélidos de revolugdo.

« Exemplo 5.24 Seja ¢ C R? a regidio delimitada pelos cilindros com eixo o eixo dos
Z, de raios 2 e 3 e pelos planos com z =0, z =2, x = 0 e y = x. Pretendemos calcular
f f f(g \/x2 +y%dxdydz. Vamos considerar coordenadas cilindricas e o respetivo elemento

volume nestas coordenadas. Como em coordenadas cilindricas 1/x? 4 y? = r teremos:

2 pZ 3
fff /x2 +y2dxdydz = / /2/ rl‘dl‘(/@(/:
v 0oJz Ja

2 1533 575
= "l dodr=22% =2z
/0/4 T, 00 =2 =57

—

Figura 5.14: Esbogo da ‘parte do queijinho’ do Exemplo 5.24.

Exercicio 5.17 Determine o volume: a) do sélido definido pelo interior do cilindro
r =4 acima do plano z = 0 e abaixo do plano 2z =y. b) da esfera centrada na origem
e raio 1. ¢) do cone de equagdo z = +/x%+y? abaixo do plano z = 2. d) do sélido
definido pelo interior do cilindro x> +y? = 25 entre os planos z =2 e x+z = 8. a)

rsen 0)

ST rdzdrd9—64 b) [Z7 [T [ 2sen(@) drded® = *E. ¢) [ |2 [ rdrdzd6 =
8z q) 27 f3 [3-reos9) . gzdra = 150m,

Integracdo usando coordenadas esféricas

O elemento de volume em coordenadas cartesianas € dV = dxdydz mas o clemento de
volume em coordenadas esféricas é:

dV = rrsing drd0d¢ = " <in ¢ drd0d¢. (5.17)
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No elemento de volume dV = r?sin ¢ drd0d¢ o dr é em todo semelhante ao obtido
nas coordenadas cilindricas, o 7d0 também, mas o d¢ é um pouco mais ela-
borado. A dependéncia do r, i.e. aparecer um rd¢, até pelo mesmo motivo do 7d8
mas o sin ¢ € mais sofisticado. Quem nunca notou que o gomo da laranja afunila nos
‘polos’? O pdlo norte € precisamente o ¢ = 0 e o pélo sul é o ¢ = . Mais a frente no
Exemplo 5.28 veremos como determinar dV = r*sin ¢ drd0d¢.

= Exemplo 5.25 — Volume da esfera de raio R. Seja & C R3 a esfera centrada na
origem e de raio R seu volume € dado por vol(&’) = f f f » 1dxdydz. Vamos considerar
coordenadas esféricas e o respetivo elemento volume nestas coordenadas. Teremos:

vol(&) = fffg1 _/Zn//1

_ [T —s1n¢d¢d9—27tR— s1n¢)d¢——7rR3
bl b

que ¢ uma forma alternativa a vista em Célculo I usando volumes de sélidos de revolugao.

« Exemplo 5.26 — Massa de um sélido. O sélido % C R representa metade de uma
esfera de raio R e tem densidade dada por p(r) = 2R — r onde r é a distancia a origem.
Vamos determinar a massa de % sendo esta grandeza definida pela primeira igualdade
seguinte:

2n % (R
massa(#) = [[[ peyaiiic= [7 [* [Fer—n

2n % (R
- / / / IR — P sin g drdodo

0 0 0

2 3 r r R
- /O /O( g—z)‘osm(l)dgbde

7

3 pd
_ (2R%—%) /Osmpdq)

RY I R4
= 1012 s1n¢d¢—5€7t

Distorcdo do volume - Teorema de Mudanca de Variéveis

2
Veremos que o volume de um elipséide & de equagdo 2 + 7 +% T=1¢ 7rabc onde
(u,v,w) sdo coordenadas candnicas cartesianas. Para isso vamos considerar a transforma—
¢do:

Q: R = R3
(x,y,2) = (ax,by,cz)

Dada a esfera ¢’ de equacio x> +y? + 7> = 1 teremos que ¢(%’) = &. Podemos escrever

¢o(x,y,2) = (u(x,y,2),v(x,y,z),w(x,y,z)) onde u(x,y,z) = ax, v(x,y,z) = by e w(x,y,2) =
cZ.
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Os dois elementos de drea dxdydz e dudvdw relacionam-se da seguinte forma:

fff dudvdw = fff det D@ dxdydz. (5.18)
o(%) ¢

Como

Do =

S O Q
oS O
o O O

e det D@ = abc, no nosso exemplo teremos

fff dudvdw = fff dudvdw = fff detDodxdydz = fff abcdxdydz
& (%) @ @
4
= abcfff dxdydz = abcvol(€) = gnabc.
¢

— Teorema de Mudanca de Varidaveis para o integral triplo. Dada
uma fungéo f(x,y,z) continua , uma mudanga de coordenadas ¢ com derivada continua
e bijetiva e um conjunto ¢ C R3 em que se possa calcular a drea, temos:

fff f(u,v,w) dudvdw = fff f(o(x,y,z))detDo dxdydz. (5.19)
¢(?) ¢

« Exemplo 5.27 — Elemento de volume em coordenadas cilindricas. Recordemos o
diciondrio que transporta coordenadas cilindricas para coordenadas cartesianas:

f: [0,00[x[0,27[xR — R3
(r,0,z) — (rcos@,rsin@,z)

A matrix jacobiana é
cos® —rsinf 0
Df9,) = | sin® rcos® 0],
0 0 1

sendo o valor absoluto do seu determinante igual a  que € o tal fator de distorcdo do
elemento de volume dV = dxdydz = rdrd0dz de acordo com o Teorema 5.5.2 € (5.9).

« Exemplo 5.28 — Elemento de volume em coordenadas esféricas. Recordemos o
diciondrio que transporta coordenadas esféricas para coordenadas cartesianas:

R3
(rsing cosB,rsin@sinB,rcos @)

f+ [0,00[x[0,27[x ][0, 7]
(r.0,9)

-
—
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A matrix jacobiana é

singcos® —rsin¢gsin® rcos@sing
Df(10,0)= | sin¢sin® rsingcos® rcos¢sin6
cos ¢ 0 —rsin¢

sendo o valor absoluto do seu determinante igual a que € o tal fator de distor¢ao
do elemento de volume dV = dxdydz = r*sin ¢drd0d¢ de acordo com o Teorema 5.5.2 e
(5.17). .
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