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i CONTEUDO

Acronimos e Notac¢ao

C(I") Espago das fungdes continuas em I
C*(T') Espaco das fungoes k-vezes diferencidveis em I'

C*(T") Espago das fun¢des de Holder k-vezes diferencidveis com expoente o
em [’

CNN redes neuronais de convolugdo, em inglés, convolutional neural networks

FCNN redes neuronais totalmente conectadas, em inglés, fully-connected neural
networks

2, Superficie esférica em R™

MFS método das solugdes fundamentais
OCE elastografia de coeréncia 6tica
OCT tomografia de coeréncia 6tica

PINN redes neuronais com informagao fisica, em inglés, physics-informed neural
networks



Preambulo

Os meus interesses de investigacdo centram-se em anélise e simulagdo numé-
rica de problemas diretos e inversos de difracdo de ondas harménicas no tempo
e em métodos de processamento, andlise e classificacdo de imagem biomédica.
Desta forma, neste documento, procurarei fazer uma revisdo das ideias base dos
métodos numéricos para problemas inversos de difracdo e explorar a sua aplica-
¢do a aquisicdo de imagem biomédica, em particular, em elastografia. Por outro
lado, atualmente existem variadas aplicagdes de métodos baseados em apren-
dizagem automatica (machine learning) a imagem biomédica, para resolver pro-
blemas inversos relacionados com a sua aquisi¢do, para além da aplicacdo mais
transversal e usual para obter classificacdo ou segmentacdo de imagens médicas.
Assim, procurarei estabelecer possiveis sinergias entre as abordagens de simula-
¢do numérica e aprendizagem automatica, como perspetiva de investigacdo fu-
tura, estabelecendo como estas podem ser conectadas no contexto de problemas
inversos de difracdo, tirando proveito das vantagens de cada uma delas.






Capitulo 1

Introducao

Neste texto, vamos explorar abordagens de simulagdo numérica para problemas
diretos e inversos de difracdo de ondas e as suas aplica¢des, em particular, em
imagem médica. Comecamos assim por introduzir a relacdo entre problemas
diretos e inversos.

Dois problemas dizem se inversos entre si se na formulagdo de um dos pro-
blemas ¢ utilizada a solug¢do do outro problema. Alguns exemplos sdo as ope-
ragdes de adigdo e subtracdo de niimeros inteiros ou a diferenciagao e integragdo
de funcgdes reais de varidvel real. Dado um par de problemas inversos, ao mais
intuitivo ou de resolu¢do mais simples chama-se problema direto, sendo domi-
nado por problema inverso o problema do par que tem uma resolugdo mais com-
plicada. Voltando aos exemplos anteriores, a soma é, por norma, considerada o
problema direto por ter uma resolu¢do mais intuitiva e por isso ser ensinado em
primeiro lugar aos alunos do ensino bésico, sendo a diferenca o respetivo pro-
blema inverso. Quanto ao segundo exemplo, em andlise matemdtica o calculo
diferencial é, por norma, o problema direto (dai ser lecionada em primeiro lugar
aos estudantes do ensino secundario) e o cédlculo integral é o problema inverso.
Por outro lado, no contexto de calculo numérico, a classificacdo costuma ser a
oposta, isto é, o problema direto é o calculo integral, sendo o calculo diferen-
cial considerado o problema inverso. Isto deve-se ao facto de, do ponto de vista
numérico, o cdlculo de um integral definido de uma fungao real (que pode ser
visto como o célculo da area sob a curva do gréfico) ser melhor condicionado
numericamente que o cdlculo da derivada de uma fungdo num ponto. Este as-
peto torna-se evidente se pensarmos que a fungdo original é afetada por uma
pequena quantidade de ruido, resultante, por exemplo, de medi¢des. Enquanto
que a drea abaixo da curva do grafico de uma funcéao real, e logo o integral defi-
nido dessa fungdo, é pouco afetada pela presenca de pequenas perturbagdes no



valor da fungdo, o declive da reta tangente a curva num ponto (e logo o valor da
derivada nesse ponto) pode ser muito alterado devido a pequenas perturbacdes
nos valores medidos da fungéo.

No paragrafo anterior ja antecipdmos o conceito de condicionamento, que é
um conceito muito importante do ponto de vista da cdlculo e andlise numérica.
Um problema diz-se bem condicionado se a solug¢do do problema depende con-
tinuamente dos dados, ou seja, se pequenas perturbagdes nos dados implicam
pequenas perturbagdes na solugdo. Caso contrario, o problema diz-se mal con-
dicionado. Este conceito de condicionamento é importante para estabelecer a
defini¢do de problema bem posto, segundo Hadamard [29], que se baseia nos
trés pressupostos seguintes:

(a) A solugdo do problema existe;
(b) A solugdo do problema é tnica;
(c) O problema é bem condicionado;

Quando um problema satisfaz estes trés pressupostos diz-se bem posto no sen-
tido de Hadamard. Por outro lado, se falhar pelo menos um destes pressupostos,
diz-se um problema mal posto no sentido de Hadamard. Os problemas inversos
de difragdo sdo, por norma, mal postos, uma vez que falham geralmente o ter-
ceiro pressuposto e, em alguns casos, o segundo. Desta forma, além de encontrar
métodos numéricos com regulariza¢do para lidar com o mau condicionamento,
em alguns casos é necessdrio impor condi¢des adicionais para lidar com a falta
de unicidade, como por exemplo procurar a solucdo de norma minima. Assim,
a resolucdo numérica de problemas inversos de difragdo é, por norma, muito
desafiante, tornando-se um problema matematico interessante, por um lado, e
complexo, por outro

De uma forma generalista, num problema de difracdo, determinada onda in-
cidente conhecida é difratada por um obstdculo ou por uma perturbag¢des ao
meio onde esta se propaga. Por norma, conhecem-se as propriedades da onda
incidente e difratada podendo estas ser modeladas (dependendo do contexto)
como ondas actsticas, eldsticas ou eletromagnéticas, entre outras. Considera-
mos que estamos perante um problema direto de difracdo no caso de se preten-
der aproximar a onda difratada a partir do conhecimento da onda incidente e
das caracteristicas do obstdculo ou da perturbac¢do ao meio de propagacdo. Por
outro lado, o problema inverso de difracdo consiste em recuperar caracteristicas
do obstdculo ou da perturbagdo ao meio, a partir do conhecimento da onda inci-
dente e da medigdo da onda difratada. E por isso evidente que as aplicagdes da
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resolucdo numérica de problemas diretos e inversos sdo vdrias e variadas, desde
imagiologia médica, a radar ou sonar, passando por testagem nao destrutiva de
pecas ou materiais. Do ponto de vista matemaético, a formulagdo do problema
assenta geralmente numa equagdo diferencial que modela a propagagdo da onda
no meio considerado. Se considerarmos propagac¢do num meio ndo homogéneo,
assume-se que os parametros dessa equacdo podem variar localmente no espaco
ou no tempo. Por outro lado, quando na presenca de um obstdculo num meio
homogéneo, este é modelado pela introdugdo de uma condicdo de fronteira que
modela a forma como a onda interage com o obstdculo. De uma forma geral, esta
ultima serd a configuracdo que vamos adotar ao longo do documento. Nado é am-
bigdo deste texto dar uma panoramica geral sobre todas as possiveis formas de
resolucdo de problemas diretos e inversos de difracdo de ondas nem de todas as
suas aplicagdes, mas ilustrar e detalhar alguns casos particulares representativos
e que sdo do nosso interesse.

Desta forma, o documento organiza-se da seguinte forma. No capitulo 2, es-
tabeleceremos as bases da propagacdo de ondas actsticas. Particularizaremos
para o caso de propagacdo de ondas actisticas harmoénicas no tempo, isto €, com
apenas uma frequéncia de oscilacdo. Neste contexto, definiremos os problemas
direto e inverso de difracdo actistica. No capitulo 3, introduziremos alguns méto-
dos numéricos cldssicos para o problema direto que servirdo como representagdo
do campo difratado na resolu¢do do problema inverso. Apresentaremos também
uma pandéplia de métodos cldssicos para o problema inverso. No capitulo 4, de-
talharemos como estes métodos podem ser generalizados para o caso de ondas
vetoriais, em particular, ilustando o seu uso no modelo simples de uma apli-
cagdo a imagem médica: a elastografia. No capitulo 5, faremos um resumo de
novas abordagens para resolver o problema de difracdo, nomeadamente através
de aprendizagem automatica e redes neuronais. Finalmente, no dltimo capitulo
resumiremos as linhas orientadoras do texto, a0 mesmo tempo que damos algu-
mas perspetivas futuras de simbiose entre métodos numéricos e aprendizagem
automaética por redes neuronais, no contexto da resoluc¢do de problemas inversos
de difracao.






Capitulo 2

Modelos de propagacao de ondas

Neste capitulo, vamos fazer uma introducdo breve aos modelos considerados,
por forma a conseguirmos formular os problemas direto e inverso de difragao.

2.1 Ondas acusticas harmodnicas no tempo

Por norma os modelos de propagacdo de ondas tém como base a equacdo das

ondas definida por

U LU

o~ a2
em que a onda U = U(z,t), que depende da varidvel espacial = e temporal ¢, se
propaga com velocidade c.

No contexto que nos interessa, queremos estudar como a presenca de um
obstaculo influencia a propagacdo da onda. Desta forma, num contexto geral,
queremos determinar como uma dada onda incidente U’, soluc¢do da equagdo
das ondas no espago livre, é afetada pela presenga do obstaculo. Dito de outra
forma, queremos determinar a onda difratada' U* que é originada pela presenca
do obstéculo D, como a diferenga entre a onda U’ no espaco livre e a onda total
U definida como U = U* + U*.

Num meio homogéneo, consideramos como onda incidente uma fonte pon-
tual em y harmoénica no tempo da forma

Ullx,t) = &(x)e™ 2 € R™ ¢t >0 (2.1)

em que m = 2,3, w é a frequéncia de oscilagdo da fonte e ¢ é uma funcdo ade-
quada com uma singularidade em y tal que U" é solugdo da equagdo das ondas

10 uso da notagdo U* para onda difratada é justificada pelo inglés scattered wave.
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para x # y, sendo portanto uma solugdo no espago livre para x # y com fonte
pontual y. Ao introduzir-se um obstaculo D, pretendemos que sejam satisfeitas
as condicoes

277s 277s
aag (x,t) 20288U2 (x,t), x€R™\ D, t>0 (2.2)
x

BU(xz,t) =0 r€dD, t>0 (2.3)

em que U = U’ 4+ U* é a onda total e B é um operador diferencial que define a
condicdo de fronteira, determinando a forma como a onda interage com o obsta-
culo. As estas duas condi¢des adiciona-se, por norma, uma condi¢do de radiagdo
para a onda difratada U®, que force um decaimento apropriado de U® quando
Nessas condi¢des, consegue demonstrar-se que temos o comportamento as-
simptotico
Us(z,t) = u(z)e™, x € RY, t = oo,

pelo que substituindo a expressdo anterior na equacdo das ondas se obtém que o
campo difratado u® satisfaz a equagdo de Helmholtz? dada por

Au+ K*u =0 (2.4)

com ndmero de onda k = w/c real. Desta forma, a equacdo de Helmholtz é
um modelo para a propagagdo de ondas actsticas harmonicas no tempo em R?
e R3, sendo que a fun¢do ® adequada a estas condi¢des em (2.1) é a solugéo
fundamental da equagdo de Helmholtz dada por

3 1
HM (R)2]), m=2

ik|z|

O(x) = , v#0 (2.5)

a

m=3

em que H(gl) é a fungdo de Hankel de tipo um e ordem zero dada
HV (1) = Jo(t) + iYo(t), t>0,

em que a fungdo de Bessel .J de ordem zero é analitica e a fungdo de Neumann Yj
de ordem zero tem uma singulatidade logaritmica em ¢ = 0 (ver [20, Chap. 3.4.]).
Desta forma, é importante reter que em qualquer dos casos a solu¢do fundamen-
tal tem uma singularidade na origem, o que é necessério ter em atencdo para

2A equagdo de Helmholtz é também denominada por equagédo das ondas reduzida.
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a abordagem numérica adiante. Mais ainda e por simplicidade, adotaremos a
notacao
O(z,y) := Oz —yl),

Da mesma forma, assume-se também que o campo difratado u* se comporta
como um campo radiante, ou seja, satisfaz a condi¢do de radiagdo de Sommerfeld
(ver [47, 66])

m—1

lim 72 (%u - mus) =0, 7=z (2.6)

r—00 T

O significado fisico desta condicdo é que ndo existem fontes de energia e excita-
¢do no infinito (ver o trabalho classico de Sommerfeld [66]). Finalmente, sabe-se
que uma solugdo radiante da equagdo de Helmholtz tem o comportamento as-
simtético (ver [20, Sec. 3.4.])

ik|z|
u’(x) = % <uoo(:%) +0 (i)) ;o x] = o0 (2.7)

|

uniformemente em todas as dire¢oes & = x/|z| € Q,,, == {x € R™ : || =1} eem
que a fungdo u,, é denominada por campo longinquo ou, mais comummente,
através do termo inglés far-field pattern do campo difratado u°.

Definic¢do 2.1 (Problema direto exterior).
Dado o dominio D limitado e aberto de classe C? e uma onda incidente u‘,
determine a onda difratada v* tal que

Au’ + £*u® = 0 em R™\D, (2.8)

Bu=0emTI :=0D, (2.9)

lim r™7 (881; — i/ﬁus) =0, r=]|z, (2.10)
r—00

onde u = u' 4+ u* é o campo total e B é um operador associado a uma das condi-
¢Oes de fronteira seguintes:

Bpu=u |r (Dirichlet); (2.11)
Byu = (2%) |r (Neumann); (2.12)
Bru = (%% + i\u) [ (Robin ou impedancia). (2.13)

A solugdo do problema direto exterior estd bem estabelecida [48]. Existem de-
mostragdes de unicidade e existéncia de solugdes, assim como de dependéncia
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continua dos dados de fronteira, sob algumas condi¢des de regularidade depen-
dendo da condicdo de fronteira (ver, por exemplo [20] para Dirichlet e Neumann
e [43] para a condigdo de impedancia).

Um outro problema interessante é o problema com condig¢des de transmissao,
em que se assume (ao contrdrio dos anteriores) que o obstaculo é penetravel.
Nesse caso, considera-se que a onda se propaga também no interior do obsta-
culo D, com condi¢des de propagacdo (leia-se, nimero de onda) diferentes do
exterior. Temos entdo o seguinte problema:

Definic¢do 2.2 (Problema direto de transmissao).
Dado o dominio D limitado e aberto de classe C? e uma onda incidente ¢,
determine a onda difratada «* e o campo interior up tal que

Au® + k*uf = 0 em R™\D, (2.14)
Aup + kpup = 0em D, (2.15)
U= \up, (2.16)
ou Oup
= oy (2.17)
lim r"2 <8u5 - ZRU,S> =0, r=]|zl, (2.18)
r—00 or

onde u = v’ + u* é o campo difratado e ) é o parametro de acoplamento.

Ambos os modelos anteriores sio modelos simples para problemas de dete-
¢do ndo destrutiva de obstaculos, em particular, quando consideramos os proble-
mas inversos associados, que definimos de seguida.

Defini¢ao 2.3 (Problema inverso exterior).

Nas condic¢des da defini¢do 2.1 considerando as condi¢des de Dirichlet ou
Neumann, o problema inverso exterior de dete¢cdo de obstaculos consiste em
determinar a posicdo e forma do obstaculo D a partir do conhecimento do far-field
pattern gerado por um conjunto finito ou infinito de ondas incidentes.

Definicdo 2.4 (Problema inverso exterior de impedéancia).

Nas condic¢des da defini¢do 2.1 considerando as condi¢des de Robin, o pro-
blema inverso exterior de detecdo de obstaculos consiste em determinar a posi-
¢do e forma do obstaculo D e a fun¢do de impedancia A a partir do conhecimento
do far-field pattern gerado por um conjunto finito ou infinito de ondas incidentes.
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Defini¢ao 2.5 (Problema inverso de transmissao).

Nas condi¢des da defini¢do 2.2, o problema inverso exterior de detecdo de
obstdculos consiste em determinar a posi¢do e forma do obstaculo D a partir do
conhecimento do far-field pattern gerado por um conjunto finito ou infinito de
ondas incidentes.

2.1.1 Unicidade para o problema inverso

Por norma, num problema matematico, procura-se estabelecer uma teoria que
comprove a existéncia e unicidade de solugdo do mesmo sob determinadas con-
di¢des. No entanto, no caso de um problema inverso de difragdo por obstaculos,
a questdo da existéncia de solugdo ndo faz grande sentido do ponto de vista da
aplicacdo de métodos numéricos a problemas reais. Por um lado, para deter-
minar a existéncia de solu¢do para um dado far-field, seria necessario conseguir
determinar se existe um obstaculo que gerasse esse mesmo far-field pattern, o que
extravasa as capacidades de andlise matematica no momento. Por outro lado e
tendo em vista as aplicagdes, o far-field pattern é medido e, consequentemente, é
afetado por erros, pelo que nesse caso estard certamente fora do espago de far-
field patterns gerados por obstdculos. Assim, no caso de problemas inversos de
difracdo, a relevancia deve ser dada a prova de unicidade de solugdo e ndo a
de existéncia, uma vez que se pretende aplicar resolu¢des numéricas estédveis,
mesmo no caso de ndo existir solu¢do devido a presenca de ruido nos dados
medidos.

Quanto a unicidade de solugdo para o problema inverso de difra¢do por obs-
taculos, o caso geral para um ntimero finito de ondas incidentes é ainda um pro-
blema em aberto. No entanto, ha alguns resultados ja publicados, que listaremos
de seguida de forma ndo exaustiva mas abarcando diferentes tiplogias de pro-
blemas e de dados.

A unicidade para o problema inverso de Dirichlet com um ntimero infinito
de ondas incidentes for estabelecido em [47]. Também no caso de Dirichlet, em
[21] foi estabelecida a unicidade para um ndmero finito de ondas incidentes para
dominios com restri¢do de tamanho. Este resultado foi melhorado por [25] para
dominios com restricdo de drea no caso de uma tnica onda incidente. Entre ou-
tros resultado mais recentes temos, por exemplo, unicidade para obstaculos com
superficies ndo suaves e para bolas em R? com apenas duas ondas incidentes [49]
ou unicidade para dominios poligonais com no maximo duas ondas incidentes
[16]. Em [51] é considerada a unicidade no caso de obstaculos impenetrédveis
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imersos num meio homogéneo por partes com um nimero infinito de ondas in-
cidentes. Em [41, 42] é mostrada a unicidade (a menos de uma translagdo) no
caso de dados de far-field pattern sem fase. Em [57] é explorada a nogdo de ¢-
unicidade, em que se relaciona a variabilidade do suporte do dominio com o
nuamero de dire¢des de incidéncia que é necessario considerar.

Em [36] foram estabelecidos resultados de unicidade para um ntamero infi-
nito de ondas para os casos de Neumann e de impedéncia, usando uma nova
abordagem. Em [32, 36] é estabelecida a unicidade para o problema de transmis-
sdo. Em [38] é feita uma revisdo dos principais resultados de unicidade até 2006,
com uma pequena atualiza¢do em 2018 em [19].



Capitulo 3

Métodos numéricos classicos para
difracao actistica harmonica e suas
generalizacoes

Neste capitulo apresentaremos os métodos cldssicos e as suas mais recentes ex-
tensdes para a solugdo numérica do problema inverso de difracdo. Vamo-nos
centrar no problema de detecdo da posi¢do e forma do obstaculo impenetravel
descrito no problema 2.3 no caso de condi¢des de fronteira de Dirichlet. Os méto-
dos classicos aqui apresentados serdo depois extendidos para o caso de imagem
por elastografia, no capitulo seguinte.

De uma forma geral, vamos assumir que o obstaculo é representado pelo do-
minio D limitado, aberto, conexo e com fronteira I' := 9D suave de classe C?.
Comegamos por nos centrar em representa¢des para o campo difratado que per-
mitem resolver o problema direto 2.1, pelo que comecamos por introduzir os
potenciais de camada. Dada uma densidade ¢ € C(I') (e logo integravel), defini-
mos o potencial de camada simples como

w@) = [ Blep)e)ds). 0T @)
r
e o potencial de camada dupla como
_ [ 9%(z,y) . .
o) = | ) W), &l (3.2)

em que v(y) é anormal unitdria exterior ao dominio D no ponto y e  é a solugao
fundamental da equagdo de Helmholtz em R™ dada em (2.5). Com base no teo-
rema de Green (ver [20]), consegue-se mostrar que o campo difratado v° relativo
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ao problema direto 2.1 pode ser representado na forma de uma combinacgdo de
potenciais de camada simples e dupla como

u’(x) = /F <3§EI;) (x,y) + in@(:c,y)) o(x)dSz, x€R™\D, (3.3)

em que 7 € R é um parametro fixo. De facto, devido as propriedades da so-
lugdo fundamental, clculos diretos mostram que o campo difratado (3.3) satis-
tfaz a condicdo de radiacdo de Sommerfeld assim como a equagdo de Helmholtz
em R™ \ D, pelo que apenas serd necessdrio encontrar a densidade ¢ € C(I") de
forma a que o campo difratado satisfaga a condig¢do de fronteira. Desta forma,
para obter uma aproximacado, é usual determinar uma aproximacdo da densi-
dade ¢ por colocac¢do da condigdo de fronteira sobre pontos na fronteira .

De notar que a solugdo na representacdo (3.3) tem saltos quando =z — I', tanto
na fun¢do como na sua derivada normal. Para introduzir os resultados classicos
dos saltos dos potenciais de camada na fronteira, comecamos por introduzir o
operador de camada simples S dado por

(519)) == [ P.)plo)dsty), weT n

T

e o operador de camada dupla K dado por

(kr)(a) = [ G otitsto). e, 5)

assim como os operadores de camada relativos as derivadas normais
(Krp)(x) = F%w(y)dsw), zel (3.6)
(1)) = s [T ledsty). aer. 67)

com as seguintes propriedades [18, thm. 2.31]
(@) Sr, Kr e K} sdo limitados de C/(T') para C%(T"),
(b) Sr e Kr sdo também limitados de C**(T") para C**(T"),

(c) Tr élimitado de C**(T") para C**(I").
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Do anterior, é claro que, em particular, os operadores S e K tém propriedades
suavizantes.

Temos entdo os seguintes resultados para densidades ¢ € C(I') (para as pro-
vas referimos os teoremas 2.12, 2.16, 2.17 e 2.23 em [18]), que mostram que a
aplicacdo destes operadores é bem condicionada. Para resultados para densida-
des em espagos de Sobolev, remetemos para [34].

Teorema 3.1. Seja I um fronteira limitada e fechada de classe C* e p € C(T'). En-
tdo o potencial de camada simples (3.1) é continuo em R™ e depende continuamente da
densidade p com a estimativa

[wlloo e < Clleploor

para alguma constante C' que depende de I'. Na fronteira, podemos extender o potencial
de camada simples com trago

we) = (Sre)@), el

aw:l: o 90<x) *
=) = Foo+ (K)@), vel
em que a derivada normal deve ser entendida como
Owy T
5 (x) := hli>r(r)1+ v(z)-gradw(x + hv(x)), =z €T.

O potencial de camada dupla (3.2) pode ser extendido continuamente para a fronteira
com trago
()

vy(z) = j:T + <Kpg0> (x), zel,

em que
ve(z) := lim v(x + hv(z)), =z €T.

h—0t

Temos ainda a estimativa

0]l < Cllellser,  [[tllocrmp < Cllellser,

para alguma constante C' que depende de I'. A derivada normal satisfaz

lim (ﬁ(x + i) - P - hy@;))) =0, zel,

h—0+ \ Ov v
uniformemente em I, pelo que ndo tem salto. Além disso, pode ser dada por

aa“;i(@ — (T(p)(x), verl.
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Assim, dado um campo incidente u' e aplicando um método de colocagdo da
condicdo de fronteira de Dirichlet nos pontos z;, € I', k = 1,2,...,n,., o resultado
anterior diz-nos que a solu¢do do problema direto para uma representa¢do por
portencial de camada combinado (3.3) passaria por resolver o sistema de equa-
¢coes

(I +2K7 +2inSr)e) (z1) = —2u'(zy), k=1,2,...,n,, (3.8)

em ordem a ¢ € C(I'), em particular, de uma sua versao aproximada e discreti-
zada. Tanto em R? como em R? serd necessério encontrar regras de quadratura
para lidar com as singularidades da solugdo fundamental. Com regras de qua-
dratura apropriadas sobre curvas em R? e aplicando o método de Nystrom (ver,
por exemplo, [20, Sec. 3.5]) pode-se tirar vantagem da convergéncia exponencial
da regra dos trapézios para fungdes suaves e periddicas para obter convergéncia
exponencial desse método.

E ainda relevante introduzir os operadores de far-field relativos a cada um dos
potenciais de camada definidos por

(Sroeo)(®) = om /F e M Vo(y)ds(y), &€ Qn (3.9)

(Krap)d) = o [ Gooisn). d €9, (3.10)

em que €, é a superficie esférica unitdria em R™ e g,, é dado por

eiﬂ'/4 m— 2
Om = { Vamh? ’ (3.11)
1
m = 3.

A0

Assim, os far-field pattern dos potenciais de camada simples (3.1) e dupla (3.2) sdo
dados, respetivamente, por

Woo (L) = (Sec)(£), & € iy,
Uso(2) = (Koop) (), & € O,

pelo que o far-field pattern do campo difratado (3.3) é dado por
Uoo(Z) = (Koo +1S0)p) (Z), T € Q.

Uma outra forma de representacdo do campo difratado comummente usada
para a sua aproximagdo numérica é o método das solugdes fundamentais (MFS).
Neste caso, para o problema exterior, considera-se uma curva auxiliar I' C D e
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um conjunto de pontos s; € [,j=1,2,...n, denominados pontos fonte. Desta
forma considera-se uma aproximacgdo do campo difratado na forma

i (r) = iaj@(\x —s;]), xe€R™D (3.12)

para alguns pesos o; € C, j = 1,2,...,ng. De forma semelhante, e devido as
propriedades da solugdo fundamental, uma representacdo da forma (3.12) sati-
faz a equacdo de Helmholtz em R™\D assim como a condi¢do de radiagdo de
Sommerfeld (2.6). Ndo é garantido que exista uma representagdo do campo di-
fratado u® na forma (3.12), mas existem resultados de densidade de aproximacdes
da forma (3.12) em L*(I") [65]. Desta forma, os pesos «; podem ser determinados
por colocacdo da condicdo de fronteira, por forma a satisfazer todas as condig¢oes
do problema direto exterior 2.1. Da mesma forma, sabe-se que o far-field pattern
de um campo difratado com a representacdo (3.12) é dado por

Uoo(T) = Om Z&je’imsj, x € R™\D. (3.13)
j=1

Nesta fase é importante comparar estas duas abordagens. O método das so-
lugdes fundamentais (3.12) pode ser visto como uma discretiza¢do do integral do
potencial de camada simples (3.1) sobre uma curva auxiliar I em que os pesos
de quadratura sdo absorvidos pelos pesos «;. Desta forma, sdo necessérias con-
dic¢des adicionais para a aplicagdo do MFS em relacédo a abordagem por potencial
de camada combinado (3.3). Tal como para a representagdo por potencial de ca-
mada simples (3.1), a unicidade do campo com a representacdo (3.12) s6 é garan-
tida se x? real ndo for um valor préprio do dominio interior para o operador de
Laplace com as condi¢des de fronteira consideradas, enquanto que esta restri¢do
ndo é necessdria para a representagdo por potencial de camada combinado (3.3).
Adicionalmente, é necessdrio assumir que o campo difratado pode ser estendido
analiticamente para o interior de D até a fronteira interior . Além disso, no caso
do problema direto, o sistema linear gerado pela colocagdo da condic¢do de fron-
teira pela representacdo (3.12) gera um sistema mal condicionado, da mesma
forma que a representacdo por potencial de camada simples (3.1), dado que o
operador integral é fracamente singular e logo o operador respetivo é compacto.
Por outro lado, o operador de potencial de camada combinado para colocagdo na
fronteira (3.8) é da forma (/ + K') com K compacto, e € invertivel na sua imagem
pela Teoria de Fredholm-Riesz. Desta forma, a abordagem por MFS necessita
de regularizacdo para a resolugdo do problema direto, enquanto que a aborda-
gem por potencial de camada combinado ndo. Uma hipétese bastante comum
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para regularizar o sistema é utilizar a regularizacdo de Tikhonov, que adiciona
um termo de regulariza¢do baseado na norma da solugdo a recuperar. Assim,
em vez de obter a solucdo da equagdo Aa = b, em que A é a matriz do MFS
com entradas A, ; = ®(xy,s;), k = 1,2,...,n.,j = 1,2,...,ns e b é o vetor de
segundo membro com entradas b, = —u'(xy), k = 1,2,...,n,, procura a solugdo
do problema de minimizacdo

min ||Aa — b|| + B||«| (3.14)

em que 3 > 0 é o parametro de regularizacdo. Desta forma, pretende-se penalizar
a norma da solugdo o € C™s, por forma a obter uma solugédo estavel do sistema.

No entanto, a implementacdo computacional da equagdo de colocagdo na
fronteira por MFS é mais simples que para a representa¢do por potencial de ca-
mada combinado (3.3), uma vez que neste Gltimo caso é necessario considerar
regras de quadratura do integral que levem em consideracédo as singularidades
dos nucleos integrais. Finalmente, e como ja referido, em R? e com regularidade
suficiente da fronteira e onda incidente, a abordagem por potenciais de camada
tém convergéncia exponencial no caso do problema direto, tirando partido da
convergeéncia exponencial da regra dos trapézios para fungdes peridédicas sua-
ves [20, sec. 3.5]. Quanto ao MFS a convergéncia exponencial pode ser demons-
trada apenas para o disco, e também apenas em R? [7].

A escolha dos pontos fonte é ainda um problema interessante e que tem in-
fluéncia na qualidade da reconstrugdo [2]. Por exemplo, em [5] é ilustrado que
a escolha de pontos fonte para a resolugdo direta pelo método das solugdes fun-
damentais influencia o condicionamento do sistema a resolver e é proposta uma
forma de encontrar pontos quasi-uniformemente distribuidos na bola. Em [3, 4]
é proposta uma mudanca de fun¢des de base apropriada para o MFS em R? apli-
cado as equagdes de Laplace e de Helmholtz, respetivamente, mantendo o espago
de aproximagdo mas melhorando o condicionamento.

3.1 Resolucao numérica do problema inverso

Para resolver o problema inverso pretende-se essencialmente inverter o opera-
dor F que, dado um conjunto de ondas incidentes (u},u}, ..., u}) e os respetivos
far-field patterns (uq o, U200, - - - , Un,0o), Mapeia a fronteira I' do obstaculo que os
originou, para eles préprios, isto é,

Foo(Tyul b, ul) = (U0, U - - - Unioo)-
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Considerando por simplicidade o caso de uma tnica onda incidente u’ fixa, o
operador anterior pode ser denotado por F': I' — u, e logo pretendemos resol-
ver a equagao

F(I') = u (3.15)

num conjunto de fronteiras admissiveis I'. Dado que o operador F' é ndo linear
e a sua inversdo mal condicionada, a solu¢do numérica deste problema devera
tomar em consideracdo ambos estes aspetos. Uma forma de ultrapassar a ndo li-
nearidade é utilizar uma abordagem por um método tipo Newton, ou seja, iterar
0s seguintes passos

(3.16)

Fl(%))hp = Uoo — F(7p>
Yor1 = Vp + Ny

onde v, é a aproximacgéo da fronteira I' e h,, a atualiza¢do, ambas na iteragdo p. No
contexto anterior, é necessdrio caracterizar o operador da derivada Fréchét F'(I)
de F'numa curva v, o que pode ser feito através da resolucdo de uma série de pro-
blemas diretos a cada iteragao [40, 52], gerando um custo computacional elevado.
Além disso, serd necessdrio utilizar regularizacdo para resolver o sistema (3.16)
em cada iteracdo, por exemplo, por regulariza¢do de Tikhonov ou decomposicdo
em valores singulares. A convergéncia do método de Newton em problemas mal
condicionados relacionados foi obtida em [31, 46, 58, 72], sob algumas condi¢des
de regularidade ou tipo de ndo-linearidade. Outras aplicagdes deste método em
problemas similares podem ser encontradas, por exemplo, em [50, 70].

Outra hipétese de resolugdo do problema inverso é partir de uma represen-
tacdo do campo difratado por potencial de camada (3.3) sobre uma curva v € R?
(ou superficie v € R?) e considerar a equagao de far-field e de fronteira, em fungéo
dos respetivos operadores de potencial

(Kqyoo NSy 00) = Uso €m £, (3.17)
(I 4+2K%+2inS,)¢ = —2u’'emT. (3.18)

A expressdo (3.17) ilustra o mau condicionamento do problema inverso, nome-
adamente como a passagem de um dado far-field pattern u,, para o respetivo
campo difratado u°, que embora tnica pela Lemma de Rellich (e.g. [20]), é mal
condicionada. Na realidade, os operadores (3.9) e (3.10) sdo operadores integrais
com nucleo integral continuo, pelo que sdo compactos de C*(v) para C*(,,,) e
de C*(v) para C**(Q,,), com a > 0. Desta forma, é esperado que a sua inver-
sdo seja numericamente mal condicionada, dada a acumulacdo dos seus valores
singulares em zero.
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De notar que o mau condicionamento estd concentrado em (3.17) enquanto
que a ndo linearidade estd concentrada em (3.18). Desta forma, em [35] é suge-
rido o método de decomposicdo para a resolugdo do problema inverso. Num
primeiro passo mal condicionado resolve-se a equagéo (regularizada) de far-field
pattern (3.17) com respeito a densidade ¢ a partir dos dados de far-field pattern me-
didos uo(24),¢ = 1,2,...,ny. Tendo recuperado a densidade ¢, temos a recons-
trucdo do campo difratado u®, pelo que se pode procurar a localiza¢do da fron-
teira I' como a localizagdo da curva de nivel © = 0 onde a condicdo de fronteira é
satisfeita, num passo ndo linear.

Existem vérias outras versdes (ver, por exemplo, [33]) da forma como se aborda
a resolucdo numérica das equagdes (3.17)-(3.18), nomeadamente usando méto-
dos iterativos baseados em linearizagdo. Estendendo os principios do método de
Newton, pode-se, por exemplo, linearizar ambas as equa¢des a0 mesmo tempo
na aproximacdo v ou pode-se também linearizar apenas a equagédo (3.17). No
mesmo sentido, pode-se estender o método de Newton para uma aproximagdo
de 2% ordem [39] do operador de potencial de far-field em (3.17).

Outra hipétese passa por combinar a ideia do método de decomposi¢do com
métodos iterativos linearizados, numa ideia que foi primeiro explorada por [37]
e que mais tarde deu origem a um método hibrido [44, 45, 61, 62]. Esta combina-
¢do permite também ultrapassar algumas desvantagens do método de decompo-
si¢do, no qual é necessdrio que a aproximacdo inicial v da solucdo I esteja dentro
do obstdculo D. Este conhecimento a priori deve-se simplesmente ao facto do
campo difratado v’ ter de estar definido sobre a fronteira exata I', por forma a que
se possa encontrar a curva de nivel v = 0. Assim, além de se ter que ter algum
conhecimento a priori da localiza¢do do osbtédculo, é preciso assumir que o campo
u® pode ser analiticamente estendido até a fronteira  sobre a qual se representa
o potencial de camada. Por forma a eliminar estes dois constrangimentos, uma
hipétese é iterar os dois passos do método de decomposicdo. Numa iterada n
resolve-se primeiro o passo mal condicionado (3.17) para obter a densidade ¢,
sobre a aproximagdo atual da fronteira v,. Num segundo passo, atualiza-se a
posicdo da fronteira para uma nova aproximacdo 7,+; por uma iteracdo de mé-
todo de Newton para aproximar a posi¢do sobre a qual a condi¢do de fronteira
é satisfeita, partindo da reconstrugdo do campo difratado obtida no passo ante-
rior [45]. Desta forma, considerando a aproximagdo do campo difratado obtida
no primeiro passo dada por

o) = [ (oo + (e eaisSe. sgn, (19

define-se o operador G : v — 4, |, com base na aproximagdo do campo total @,, =
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u’ + 4, fixo, e procuramos a fronteira I' tal que G(T') = 0, ou seja, a localizagdo
onde a condicdo de fronteira de Dirichlet seria satisfeita. Assim, resolvemos a
equagdo linearizada

G'(yn)h = =G(w)

em que se consegue mostrar [45] que a derivada de Fréchét de G' é dada por

G'(yn)h = h - grad u,,

Tn

e obtemos a nova aproximacdo para a fronteira dada por v,+1 = v, + h, com
algum abuso de notacdo. Esta ideia pode ser adaptada a outras condi¢oes de
fronteira como Neumann [61] ou impedancia ou Robin [62], assim como para a
reconstrucdo de fissuras [44]. E também possivel adaptar este método hibrido a
obstaculos penetrdveis com condigdes de transmissdo, trabalho que estd atual-
mente em curso no ambito de uma tese de doutoramento.

Finalmente, uma tltima classe relevante de métodos numéricos para o pro-
blema inverso de difra¢do sdo os métodos de sampling [12, 59]. Estes métodos
baseiam-se na defini¢do de um critério (geralmente suportado por uma relacdo
de reciprocidade baseada na aplicacdo do teorema de Green) que permite definir
se cada ponto do espago pertence ou ndo ao dominio. Por norma, este critério
esta relacionado com a continuidade analitica da solugdo até ao ponto em causa,
e é definido como a imagem de um operador aplicado ao ponto, sendo esta li-
mitada para pontos dentro do dominio e ilimitada para pontos no exterior do
dominio, ou vice-versa. Desta forma, aplicando esse critério a uma grelha de
pontos no espago, obtém-se uma imagem aproximada da posigdo do obstaculo.
Ao contrario dos métodos anteriores de decomposi¢do, Newton ou hibrido, os
métodos de sampling ndo necessitam de uma iterada inicial para aproximar o
obstadculo. Por outro lado, por norma estes métodos necessitam de dados para
varias dire¢des de incidéncia, ndo conseguindo obter resultados com dados de
far-field pattern para apenas uma.






Capitulo 4

Aplicacdes a Elastografia

A elastografia é uma modalidade de imagiologia médica que permite obter ma-
pas de elasticidade do tecido biolégico [8, 17, 23]. Em particular, a elastografia
de coeréncia 6tica (OCE)! baseia-se na estimagdo do mapa de deslocamento do
tecido a partir do uso de tomografia de coeréncia 6tica (OCT)? e da alteragdo da
tase da luz refletida [11, 60, 75], ap6s uma excitagdo conhecida do tecido através,
por exemplo, da emissdo de uma onda acustica.

Por outro lado, a retina é a tnica parte do sistema nervoso central visivel
de forma direta, tendo sido mostrado que a retina apresenta alteragdes que po-
dem servir como biomarcadores para a presenca de doengas neurodegenerativas
em modelos animais [9, 10]. Desta forma, a OCE assume particular importan-
cia quando aplicada a retina [60]. Na figura 4.1 é apresentado o esquema desta
modalidade. Uma fonte externa emite excitagdo através de uma onda actstica
que se propaga pelo interior do olho até a sua parte traseira, onde se encontra a
retina. Esta excitagdo provoca deslocamento eldstico da retina. Nesse momento,
sdo medidos pelo OCT a diferenga de fase da luz refletida por dois raios num
curto espago de tempo e a partir dai é estimado o campo elastico difratado [11].

Neste capitulo vamos ilustrar como ideias de métodos cldssicos para proble-
mas diretos e inversos apresentados no capitulo anterior podem ser adaptados
ao contexto (ainda que simplificado) deste problema de imagiologia médica.

Um modelo simplificado para problema direto foi tratado em [6] baseado
numa aproximagdo por MFS em camadas sucessivas do olho humano, simu-
lando a propagacdo da onda actstica de excitacdo até a retina, onde é simulada
o acoplamento entre a onda actstica e eldstica e a propagagdo desta tiltima na re-
tina, para ondas harmonicas no tempo. O modelo para o método direto com de-

Do inglés, optical coherence elastography.
Do ingleés, optical coherence tomography.
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Figura 4.1: Esquema do sistema de aquisi¢do de imagem por elastografia de co-
eréncia Otica.

pendéncia no tempo foi também resolvido numericamente para a retina usando
o método dos elementos finitos em [22].

No caso da elastografia, o problema inverso de interesse é tentar estimar os
parametros elasticos do tecido a partir do mapa de deslocamentos obtido no te-
cido, de forma estavel e pouco sensivel a ruido. Nesta seccdo vamos apresentar
algumas ideias de como a representacdo por MFS e uma abordagem por método
tipo Newton pode ser aplicada com esse fim, seguindo os passos de [63].

4.1 Resolucao numérica para ondas elasticas harmé-
nicas no tempo

No caso de propagacdo de ondas elédticas harmoénicas no tempo, o modelo a con-
siderar para o campo eldstico u é a equagdo de Lamé

pAu 4 (A + p) grad Divu 4 w?pu = 0 em D. 4.1)
com as contantes de Lamé
E E

2(1+v)’ (1+v)(1—2v)
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em que E é o médulo de Young e v o récio de Poisson. A solugdo fundamental
da equagdo de Lamé é dada por

2 e'ms\:ﬂ 1 ems|:p\ 6mp|z|
O (2 s I dgradl (S— & 42
ot t) = i T gy edesed] (- E) 62

com
2 2
o Wi 5 W

ﬁp_/\-I—QM? K; = L

O numero de onda &, é relativo a onda-p ou longitudinal, enquanto que o nu-
P 14

mero de onda k; é relativo a onda-s ou transversal®, sendo que o campo elético u

pode ser dividido nas duas componentes [14, 74], isto é, u = u,, + u; com

1 1
Up =15 grad divu, wus = k:2 gradt divtu.

Dado um dominio D limitado, o campo eldstico u pode ser representado pelo
MEFS na forma de

W(z; ks, Kp) Zfl) — Sk s, Kp)Q, QT € D, s, & D. 4.3)

De notar que a solugdo fundamental ¢ é agora um tensor e que os pesos oy, sdo
vetores coluna.

Neste contexto, o problema inverso de elastografia pode ser definido como
encontrar os coeficientes ;1 e A ou, em alternativa, «; e x,, dado o valor do campo
elastico medido nos pontos z; € D,j =1,2,...,ny,.

Vamos adaptar uma abordagem iterativa com base no método hibrido apre-
sentado na seccdo anterior para o problema inverso de determinacdo do obsta-
culo a partir do far-field. Desta forma, para resolver o problema consideramos
que na iteracdo n temos as aproximacdes ", x\" para os valores exatos dos pa-
rametros. Definimos também os operadores definidos por

Gt (Ks, kp) > W(Xj; Ky Kp) — U, J = 1,2, 00 Ny,
em que u; é o valor do campo eldstico medido no ponto z; € D e u(z;; ks, kp) €

o campo eldstico aproximado por MFS considerando x, e x,. Queremos deter-
minar (ks, kp) tais que G;(ks, k) = 0 para todoo j = 1,2,...N,,. Desta forma,

3Denominada de shear-wave, em inglés.
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consideramos uma abordagem tipo Newton, linearizando a equacdo anterior.
Assim resolvemos

G,
Ok

) (n 0G;
(lig )”{I(? )) h, + 8/{]

S p

(,i(n)7 ,{(n)) h, = —Gj(m(”), k)

S

e atualizamos os pardmetros para a iterada seguinte como

Kgn+1) — Hgn) + hs; H;nJrl) — K}()n) + hp7
iterando ambos os passos até que o critério de paragem seja atingido. De notar
que as derivadas de G nos parametros podem ser obtidas de forma direta por
derivagdo da ansatz para o campo eldstico (4.3). Neste caso, usimos como critério
de paragem que ||G™||,» < ||G™V||;2, em que

N 9
16 e = | 3G (6757
j=1

Vamos agora ilustrar o desempenho do método, considerando ainda assim
um modelo simples, com valores de pardmetros relativamente reduzidos (ver
também [63]). Consideramos assim o médulo de Young F = 2 x 10'Pa e o
racio de Poisson v = 0.2 do material, a frequéncia w = 10*Hz, a densidade p =
1Kg/(™!, que originam os numeros de onda k, = 1.09544511501033...m ' e k, =
0.67082039324993 ... m~! pelas defini¢des anteriores. Desta forma, consideramos
também o campo na fronteira

u(z) = exp(—ird - z))(cos(x - v),sin(z - v))T;

comd = (—1,-1)/v/2,v = (1,0), kK = w/c, a velocidade do som ¢ = 343m/s,
e o dominio D como sendo o disco unitdrio. Obtemos os valores medidos u;
numa grelha uniformemente espacada por MFS com n. = 800 pontos de coloca-
¢do na fronteira e n, = 400 pontos fonte, conforme ilustrado na figura 4.2. Para
o problema inverso consideramos uma representagdo com MFS com n, = 300
pontos de colocacdo e n, = 150 pontos fonte. Os resultados da aplicagdo do mé-
todo proposto sdo apresentados nas tabelas 4.1 e 4.2 para dados exatos e com
1% de ruido considerando as iteradas iniciais «\” = 1.2 e /@SO) = 0.5. Os erros
das reconstruc¢des dos campos medidos sdo apresentados na figura 4.3. Podemos
ver que o método consegue boas aproximagdes, mesmo considerando ruido. No
entanto, ha algum trabalho ainda a fazer quanto a otmizacado do critério de para-
gem e do coeficiente de regularizagdo de Tikhnov, que foi escolhido por tentativa
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Figura 4.2: Valores sintéticos medidos u; em 305 pontos interiores obtidos a partir
dos dados fronteira por MFS para problema direto com n. = 800 (vermelho)
pontos de colocagdo e ny = 400 pontos fonte (azul).

Tabela 4.1: Resultados para dados exatos.

ol w0 Lo | e [ At [ I6Wle
0 1.2 0.5 0.105 0.171 0.047557
5 || 1.1769 | 0.53084 || 0.081857 | 0.14016 0.039478
10 || 1.1564 | 0.56004 | 0.06139 0.11096 0.031532
20 || 1.1251 | 0.60799 | 0.030069 | 0.063012 0.017958
40 || 1.0968 | 0.65543 | 0.0017883 | 0.015565 | 0.0041236
75 || 1.0911 | 0.66979 || 0.0039317 | 0.0012097 | 0.00060936
76 | 1.0911 | 0.66987 || 0.0039014 | 0.0011333 | 0.00060948

e erro. Além disso, como é préprio dos métodos tipo Newton, a performance
do método depende fortemente da iterada inicial, que deve ser suficientemente
proxima da solucgdo exata para se obter convergéncia.

Este exemplo simples ilustra como um método tipo Newton pode ser apli-
cado numa modalidade de imagiologia como a elastografia, embora ainda num
contexto simplificado e longe de uma aplicagdo real. Existem, portanto, va-
rias possibilidades de extensdes deste trabalho. Por um lado, podemos consi-
derar uma onda dependente do tempo, uma vez que muitas vezes a excitagdo
considerada na instrumentacdo de elastografia ndo é harmoénica no tempo. Ha
outras abordagens para modelos de elastografia resolvidos por elementos fini-
tos [22, 53], sendo que a dependéncia no tempo ndo é possivel modelar com
aplicacdo direta de uma abordagem por MFS. No entanto, é possivel conside-
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Tabela 4.2: Resultados para dados com 1% de ruido.
I I T N A -7
0 1.2 0.5 0.105 0.171 0.047605
5 || 1.177 | 0.53089 | 0.081968 | 0.14011 0.039548
10 || 1.1566 | 0.5601 | 0.061623 0.1109 0.031648
20 | 1.1256 | 0.60801 | 0.030564 | 0.062987 | 0.018259
40 || 1.0978 | 0.65536 || 0.0027501 | 0.01564 | 0.0055012
79 | 1.0927 | 0.66998 || 0.0022685 | 0.0010209 | 0.0037017
80 | 1.0928 | 0.67004 | 0.0022184 | 0.00096442 || 0.0037017

rar métodos tipo-Kansa em que a dependéncia do tempo pode ser obtida por
diferengas finitas e a representacdo do campo em cada instante pode ser obtida
por combinagdes lineares de solugdes fundamentais com diferentes frequéncias
(leia-se, k, e k). Por outro lado, uma vez que a instrumentagdo ndo permite ex-
citar e medir o campo eldstico num mesmo plano, é necessario um modelo 3D
para elastografia para poder ser aplicdvel na pratica. Finalmente, o passo de
linearizagdo considerado pode ser substituido por algo mais eficiente. Uma pos-
sibilidade é considerar aprendizagem automadtica para otimizar a localiza¢do da
solugdo 6tima de forma mais eficiente. Esta é uma direcdo que também parece
ser muito interessante de perseguir em investigagdo futura. As sinergias entre
métodos numéricos standard e aprendizagem automadtica estdo ainda pouco ex-
ploradas. Na préxima sec¢do faremos uma introdugao a aprendizagem automa-
tica e aplicagdes em problemas inversos e/ou mal condicionados, em particular,
relacionados com imagiologia médica.






Capitulo 5

Abordagens por Redes Neuronais

O aumento da capacidade computacional tornaram o machine learning (ou a apren-
dizagem automadtica, em portugués) uma ferramenta bastante versatil e flexivel,
além da sua grande capacidade de aprender a partir de grandes quantidades de
dados. Neste particular, as redes neuronais tém assumido um papel de destaque.

De uma forma simples, uma rede neuronal é definida por neurénios dispos-
tos em camadas e pelas liga¢oes entre os neurénios das diferentes camadas. Cada
neurénio tem associada uma fungdo de ativagdo, que faz disparar (ou ndo) o
valor que chega a esse neurénio. A disposi¢cdo das camadas e as ligagdes en-
tre estas definem diferentes arquiteturas de rede. Entre estas, temos por exem-
plo as redes neuronais totalmente conectadas, em inglés, fully-connected neural
networks (FCNN), em que todos os neurénios de uma camada estdo ligados a
todos os neurénios da camada seguinte, ou as redes neuronais de convolugao,
em inglés, convolutional neural networks (CNN), em que uma camada é obtida
por convolucdo da anterior. Uma mesma arquitetura de rede neuronal pode va-
riar quanto a largura (mais ou menos neurénios por camada) ou a profundidade
(mais ou menos camadas) [13]. O facto de cada rede ter bastantes parametros
livres, como os pesos de cada ligacdo e os parametros das fung¢des de ativacao,
torna as redes neuronais muito flexiveis e com grande capacidade de adaptagao.
Por outro lado, dada a larga dimensdo de parametros a estimar, estas necessi-
tam de uma grande quantidade de dados para treino, sendo a sua otimizagdo
bastante complexa [13]. Além da arquitetura de rede e da otimizagdo utilizada,
outros aspetos que constituem o treino da rede sdo o nimero de épocas de treino,
a dimensao dos batch de treino e a divisdo do conjunto de dados em conjuntos de
treino, validagao e teste de forma adequada.

Outra classe relevante de redes neuronais para problemas modelados por
equagdes diferenciais e, em particular, problemas de difracdo, sdo as redes neu-
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ronais com informacdo fisica, em inglés, physics-informed neural networks (PINN).
Nestas, as tltimas camadas da rede neuronal sdo fixas e impdem as condic¢oes
para que o modelo fisico seja satisfeito, deixando as camadas iniciais livres para
a otimizac¢do dos parametros da solugdo. Em particular, no que se refere a pro-
blemas diretos de difragdo, as dltimas camadas fixas asseguram que a equagao
diferencial que modela a propagacgdo da onda é satisfeita, enquanto que as cama-
das iniciais sdo otimizadas em termos dos parametros da solugdo. Desta forma,
e dada a flexibilidade das redes neuronais, consegue-se, por norma, uma repre-
sentacdo mais flexivel da solugdo do que nos casos em que esta é representada
por uma combinagdo linear de fun¢des de base, como usualmente considerado
em métodos numéricos.

Em [68] sdo propostas redes neuronais baseadas em fung¢des de custo espe-
cialmente adaptadas para eliminar a diferenca entre os valores da condigdo de
fronteira, partindo de um método tipo Ritz. Esta abordagem assume particular
importancia para PINN, em particular quando o modelo fisico depende da re-
solugdo de equagdes diferenciais com derivadas parciais e problemas de valores
fronteira. Desta forma, a fun¢do de custo da rede neuronal centra-se apenas no
residuo em pontos interiores relativo a equacdo diferencial a ser satisfeita.

5.1 Redes neuronais para problemas inversos mal con-
dicionados

As redes neuronais para problemas mal condicionados, e em particular proble-
mas inversos, devem considerar algum tipo de regularizacdo, seja na definicdo
da funcdo de custo, seja na arquitetura de rede. Desta forma, esta abordagem
permite construir uma solu¢do com a grande adaptabilidade prépria das redes
neuronais, a0 mesmo tempo que permite encontrar solugdes estaveis para um
problema mal condicionado. O uso de redes neuronais para resolver problemas
de difracdo inversa foi ja aplicado em varias vertentes [15]. Por exemplo, em [24]
é discutida a utilizacdo de uma rede totalmente conectada para problemas inver-
sos de difracéo.

As redes neuronais para problemas inversos de detecdo de obstaculos ou
inhomogeneidades sdo por norma baseados no principio de aproximacdo dos
métodos de sampling, no sentido que a reconstrugdo consiste numa imagem que
atribui diferentes intensidades de cor a cada pixel consoante o parametro de ho-
mogeneidade a recuperar ou, no caso de obstdculo, consoante o pixel esteja no
interior ou exterior do obstaculo desconhecido. Desta forma, a rede neuronal
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constréi um modelo que, dados os dados de entrada tem como resultado uma
imagem com a aproximacdo da heterogeneidade ou posi¢do do obstaculo.

Um exemplo recente é o trabalho [56], em que redes neuronais sdo utilizadas
para estabelecer o critério de sampling a partir do direct sampling method (DSL)
para recuperar o indice de refracdo em meios ndo homogéneos. A fungdo de
custo considerada para treinar o modelo inclui uma funcdo de estrutura similar
entre a solucdo da rede e a solu¢do por DSL, como forma de regulariza¢do da so-
lugdo. De notar que como usualmente nos métodos de sampling para problemas
inversos de difracdo, os resultados melhoram significativamente com o aumento
de onda incidentes consideradas.

Em [73] sdo usadas e comparadas trés arquiteturas de redes neuronais com
base em CNN para resolver o problema inverso de difragio com dados totais
sem fase. Neste caso é proposto que seja introduzido um termo de regularizacao
na funcdo de custo da rede, para tornar o mesmo estavel.

Redes neuronais adversédrias também sdo uma hipétese para problemas in-
versos de difragdo [67]. Neste caso, a partir de dados totais para o problema
inverso de eletromagnetismo é proposta uma rede generativa adversaria em que
a rede geradora usa camadas da rede discriminadora como forma de regulariza-
¢do do problema.

Em [54] é proposta o uso de CNN para previsdo das propriedades eldsticas a
partir de imagens de OCE, desta forma, utilizando redes neuronais para melho-
rar as estimativas usuais destas a partir da velocidade da onda transversal. Esta
proposta é melhorada em [55], onde é utilizada uma CNN 4D que lida com in-
formacao temporal e espacial para o mesmo fim de resolver o problema inverso
de elastografia de coeréncia 6tica.

A incorporagdo de informagdo a priori em problemas que sdo abordados por
redes neuronais permite melhorar a sua performance e, a0 mesmo tempo, mi-
norar o custo computacional. Em [1] sdo sugeridas trés formas para introduzir
informacao a priori no contexto de problemas inversos com microondas, sendo
que em todos os casos o treino da rede é mais eficaz e mais rdpido. Entre as
sugestdes de informacdo a priori incluem-se usar fronteiras provaveis para o obs-
tdculo ou um factor para forcar suavidade da reconstrugao.

Uma outra forma de introduzir informagdo a priori e assim reduzir o custo
computacional e aumentar a eficiéncia é através do uso das ja referidas PINN.
Em [27] é utilizada uma PINN para resolver o problema direto que é embebida
na rede neuronal de inversdo, sendo incorporado o residuo da reconstru¢do na
funcdo de custo. Esta abordagem é interessante no sentido que permite uma
abordagem iterativa para o uso de redes neuronais em problemas inversos, subs-
tituindo o forward solver de, por exemplo, um método de Newton por uma rede
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e a linearizacdo por outra.

5.2 Redes neuronais para imagiologia médica

Terminamos este capitulo com a apresentacdo breve do uso de redes neuro-
nais para imagiologia médica. Apresentaremos alguns exemplos, ndo sendo de
todo exaustivos em relacdo as vérias aplicagdes deste tipo de metodologia neste
campo. Pretendemos, no entanto, assinalar algumas hipé6teses de aplicagdo com
sucesso e a0 mesmo tempo, estabelecer a importancia que os métodos numéricos
podem ter na criacdo de bases de dados sintéticas para treino de redes neuronais
em imagiologia médica, essencialmente com vista a classificacdo automatica de
imagens médicas, por exemplo, por patologia.

As redes neuronais em imagiologia médica podem ser treinadas de duas for-
mas. No caso de haver uma base de dados de grande dimensdo, devidamente
classificada e com alguma maturidade, esta pode ser utilizada para treino, va-
lidagdo e teste da rede. Por outro lado, caso a base de dados tenha dimenséo
reduzida, uma hipétese é guardar os dados reais para o teste da rede e treinar a
rede com dados sintéticos. A grande dificuldade desta abordagem esta patente
no facto dos dados sintéticos e, em particular, o ruido considerado, dever ter as
mesmas caracteristicas dos dados reais, para que a rede possa aprender as ca-
racteristicas reais da imagem. Esta abordagem tem duas vertentes: a) por um
lado mostra a utilidade de métodos e simulagdo numérica para criar uma base
de dados com dimensao suficientemente grande para o treino; b) por outro lado,
é dificil ter um método totalmente sintético que permita obter as caracteristicas
exatas da imagem médica real [64]. Em [71] esta questdo é abordada e é suge-
rida uma abordagem com dados semi-experimentais para métodos inversos em
imagem biomédica do corpo humano. E sugerido utilizar permitividades e con-
dutividades reais do tecido biol6gico humano, enquanto o ruido é introduzido
através de simulagdo da onda total do sistema de imagiologia considerado, base-
ado em ruido real de antenas. O uso de uma CNN (U-net) a partir destes dados
consegue bons resultados na reconstru¢do dos mapas de permitividade a partir
de dados reais.

Por outro lado, se a base de dados tiver dimensédo suficientemente grande,
esta pode ser usada para treinar a rede diretamente. Por exemplo, em [26] é trei-
nada uma CNN para dados de Tomografia Multifotdo. Tirando partido da infor-
magao metabdlica e morfoldgica das imagens foi possivel criar um classificador
para diagnoéstico de dermatite atépica com um F-score de cerca de 96%.

Em [69] é utilizada uma CNN piramidal para melhor lidar com as informa-
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¢Oes de frequéncia na gama dos ultrassom, para estimagao de deslocamento elés-
tico no contexto de elastografia por ultrassom. Enquanto que em visdo por com-
putador é comum usar uma arquitetura de CNN em U-net que consegue, por
norma, decompor os elementos de uma imagem de forma suficiente para a sua
caracterizagdo, esta ndo é suficiente para a estimagdo de deslocamento elastico
por ultrassom, devido a sua elevada gama de frequéncias altas. Desta forma,
esta abordagem por CNN piramidal consegue uma melhor performance quando
aplicada a dados de elastografia por ultrassom.






Capitulo 6

Discussao e Perspetivas

De forma sumaria, neste texto procurdmos dar uma visdo abrangente, ainda que
ndo exaustiva, das principais dificuldades presentes na resolu¢do de problemas
inversos e, em particular, de problemas inversos de difracdo, explorando a sua
aplicacdo a imagiologia médica. Aborddmos alguns métodos numéricos clas-
sicos, que permitem resolver de forma precisa e eficiente o problema direto e
de como estes podem ser utilizados na resolu¢do do problema inverso. Ilustra-
mos de seguida como podemos adaptar estas ideias para o problema inverso de
elastografia, com exemplos numéricos ainda que com uma geometria simples.
Finalmente, enumeramos algumas aplica¢des de redes neuronais a problemas
inversos e imagiologia médica.

A sinergia entre métodos numéricos e redes neuronais no contexto de proble-
mas inversos de difragdo tem ainda bastantes pontas soltas e possibilidades para
investigacdo futura. Por um lado, os métodos numéricos podem servir para criar
bases de dados de grande dimensao, para treinar redes neuronais para resolver o
problema inverso. Neste aspeto, é fundamental criar bases de dados com elevada
precisdo nos dados e que tenham capacidade de simular dados reais (incluindo
modelos adequados de ruido), dado que o problema é mal-condicionado. Ou-
tro aspeto a ter em conta é a eventual inclusdo de regularizacdo da solugdo na
funcao de custo considerada na rede neuronal [28, 30]. Por outro lado, a flexibili-
dade e eficiéncia das redes neuronais em tarefas de otimizagao pode ser utilizada
em métodos numéricos iterativos, substiuindo, por exemplo, a lineariza¢do do
método de Newton por otimizagdo por rede neuronal. Outra hipétese é o uso
de aprendizagem automadtica para a definicdo de parametros livres em métodos
numéricos, em particular, quando estes sdo escolhidos por tentativa e erro. A
aplicagdo de redes neuronais para otimizagdo destes pardmetros é um possibili-
dade, em particular, do parametro de regularizacdo de Tikhonov, cuja estimagdo
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é um problema ainda em aberto.

Desta forma, esta area cientifica permanece bastante vibrante e as possiveis
sinergias de métodos numéricos cldssicos com redes neuronais abrem novas por-
tas e possibilidades de investigacdo na area.
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