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1.1

(1. Sucessoes e funcoes

‘He climbed, he climbed and he climbed... Then he climbed a little further ... and a little
further ... and then just a little further’ Winnie-the-Pooh

NUmeros

Vamos estabelecer o cendrio onde se ird desenvolver o Cdlculo. O conjunto de nimeros
que consideraremos serd o conjunto dos nimeros reais R que satisfaz um certo nimero
de regras algébricas, possui uma ordenagdo, operacdes compativeis com essa ordenacao,
tem uma estrutura métrica e € completo. Grosso modo vamos ver como se fazem contas e
comparam elementos: um maior do que outro, um perto do outro, etc.

NUmeros naturais

O conjunto de nimeros mais simples e que estd presente na nossa vida desde criangas
€ o conjunto dos nimeros naturais denotado por N. Este conjunto é definido por N =
{1,2,3,...} onde cada um destes elementos, por exemplo o 3, é uma entidade abstrata
que € no fundo o que ha em comum no conjunto de 3 canetas, 3 planetas, 3 fanecas, 3
avionetas, 3 borboletas, 3 camisetas, etc. E comum considerar o 0 € N. Podemos definir
formalmente N usando os Axiomas de Peano:
P:0eN;
P, : Todo o nimero em N tem sucessor
P; : 0 nao é sucessor de nenhum nimero natural;
Py : Se o sucessor de x € N € igual ao sucessorde y € N, entdiox =y e
Ps : (Principio de indugdo) Se uma propriedade P(n) for verdadeira paran =0e se, a
veracidade de P(n) implicar a veracidade de P(n+ 1), entdo P(n) é verdadeiro para
todoon € N.

1.

"Para quem esté familiarizado com linguagem C o sucessor é basicamente o operador incremento ++.



10 Capitulo 1. Sucessoes e funcoes

= Exemplo 1.1 Vamos exemplificar o axioma Ps. Se P(n) for a propriedade seguinte: a
soma dos primeiros n nimeros naturais ¢ dada por:

P(n): ii:@. (1.1)

Esta propriedade € verdadeira para n = 0. Agora, assumindo que (1.1) € verdadeira, vamos

mostrar que P(n+ 1) também se verifica, i.e. Z?;Lol i = MZMH) Vejamos entdo
ntl ! (n+1)n (n+1)n+2(n+1)
Yi= Yitnth)="5—tn+1) 5
_ ?43n+2  (n+2)(n+1)
N 2 B 2 '
« Exemplo 1.2 Mostre que para todo n € N temos % < % Para n = 1 temos que

ﬁ < 21—1,1 € verdadeiro. Supondo que % < zn—l,l vale para n vejamos que —L_ < 2n+—1H é

(n+1)! =
verdadeiro. De facto,

1 1 I 1 1 1 11 1

= = — <= < —.
(n+1)!  (n+1)n! n+ln! = n+127-1 " 2201 = 9n

E possivel definir os nimeros naturais a custa da teoria de conjuntos da seguinte forma:
* 0= {} (conjunto vazio);

1 ={{}} (conjunto com um elemento, o 0);

2={{},{{}}} (conjunto com dois elementos, 0 0 € 0 1);

3={{}L{{}},{{},{{}}}} (conjunto com trés elementos, 0 0, 1 e 2);

NUmeros inteiros

Os nimeros inteiros sdo obtidos considerando pares ordenados de nimeros naturais (x,y) e
uma operagdo de subtracdo —. Assim (x,y) representa o nimero x —y. Claro que existem
infinitas maneiras de representar um dado nimero, por exemplo, —3 € obtido a custa de
(0,3), (1,4), (2,5), etc,... O conjunto dos nimeros inteiros é denotado por Z e permite
resolver equagdes simples como x + 1 = 2 (equagdes que ndo tinham solugdo em N). E
um conjunto com infinitos elementos. Serd que Z tem ‘mais’ elementos do que N? Como
comparar conjuntos com infinitos elementos?

« Exemplo 1.3 O conjunto A = {1,7,10} tem o mesmo nimero de elementos que o
conjunto B = {a,b,c}. A forma de comparar o niimero de elementos destes conjuntos
¢ atribuir a cada elemento de A um e um s6 elemento de B. Se no final desta atribui¢cao
ndo sobrar nenhum elemento de A e de B dizemos que estes conjuntos t€ém a mesma
cardinalidade ou o mesmo nimero de elementos. Existem vdrias formas de fazer essa
atribuicdo 1 <+ a, 7 <+ b e 10 > ¢ € uma delas. Em conjuntos infinitos a ideia € basicamente
a mesma. .
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Teorema 1.1.1 N e Z tém a mesma cardinalidade.

Demonstracdo. A atribuicao que fazemos €, por exemplo, esta 0 <+ 0, 1 <+ 1, 2 <> —1,
32,44 -2,5<3,6 -3,7<4... [

NUmeros racionais

Os nimeros racionais sdo obtidos considerando pares ordenados de nimeros inteiros (x,y)
(com y # 0) e uma operagdo de divisdo +. Assim (x,y) representa o nimero x = y. Claro
que existem infinitas maneiras de representar um dado nimero, por exemplo, 0,5 € obtido
acustade (1,2), (2,4), (—2,—4), etc,... O conjunto dos nimeros racionais é denotado por
Q e permite resolver equacgdes simples como 2x = 1 (equacdes que ndo tinham solu¢do em
7). E um conjunto com infinitos elementos. Serd que Q tem ‘mais’ elementos do que Z?

Teorema 1.1.2 Z e Q tém a mesma cardinalidade.

Demonstracdo. Ver Figura 1.1. [
1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 51 6

2 2
5 6
3 3
51 6
4 4
5 6
5 5
51 6

Figura 1.1: Tlustracao da prova do Teorema 1.1.2.

Escdlio
(Prova por reducgéo ao absurdo) Vamos usar esta técnica de prova vdrias vezes. Antes
de mais recordemos as tabelas de verdade para a conjunc¢do (A) e para a implicagdo

(=)
Pl4q|pNg P19 |P=49
VIiV]|] V V|V v
V| F F V| F F
F|V| F F|V \Y
F | F F F|F \Y%

Para a negagdo temos que: ~V = F e ~ F = V. Basicamente se queremos provar
uma implicacdo p = g onde p € a hipétese e g a tese, vamos assumir que pA ~ g é
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verdadeira, ou seja que a hipétese € verdadeira e a tese € falsal Numa sequéncia de
argumentos chegamos a um disparate, concluindo que afinal pA ~ g é falsa. Mas a
hipétese p é verdadeira, logo para pA ~ g ser falsa, ~ g tem que ser falsa, i.e. g tem
que ser verdadeira. Na prova do Teorema 1.1.3 temos que a hipétese p € ‘x € solucio
dex’—2=0"eateseqé ‘x¢ Q. Assumimos por reducio ao absurdo que pA ~ g
é verdadeira, ou seja que ‘x é solu¢iio de x> —2 =0’ e ‘x € Q’. Numa sequéncia de
argumentos chegamos a uma contradi¢ao, concluindo que afinal pA ~ g € falsa e que
a contradi¢@o adveio de ter assumido x € Q, logo x ¢ Q.

Teorema 1.1.3 A equagdo x> — 2 = 0 ndo tem solucdo em Q.

Demonstragdo. O que queremos mostrar € que ndo existe x = 7 com a,b € ZT (inteiros

positivos), ou seja que (%)2 —2 = 0 ndo tem solu¢do com a,b € Z", ou ainda que
a* =2b%. (1.2)

ndo tem solug¢do com a,b € Z*. A prova serd por reduciio ao absurdo, vamos supor que
(1.2) vale para a,b € Z". No fundo isto é o mesmo que dizer que existem dois quadrados:
um de lado a € Z" e outro de lado b € Z" sendo (1.2) vélido, i.e. a drea do quadrado
de lado a € o dobro da drea do quadrado de lado b. Colocamos duas cépias do quadrado
menor dentro do quadrado maior em vértices opostos como na Figura 1.2. O quadradinho
central tem lado igual a a —2(a — b) = 2b — a logo tem area

(1.2)

(2b —a)* = 4b* —4ab +a* =’ 6b* — 4ab. (1.3)

Os dois quadradinhos vermelhos nos cantos tém area

2a—b)? = 2(a® —2ab+b?) = 2a* — dab +26* "2 6% — dab. (1.4)
Logo, por (1.3) e (1.4) o quadradinho central tem 4rea igual aos dois quadradinhos
vermelhos nos cantos. Contudo, é facil de observar que cada quadradinho vermelho t€m
lado a —b € Z™, logo tem lado menor do que o quadrado original de lado a.

Agora vamos comecar tudo de novo mas em vez de considerarmos dois quadrados de
lado a e b vamos considerar um quadrado de lado a — b (que € um nimero em Z™) e outro
de lado b tais que

(a—b)* =2b°.

com a— b,b € Z". Vamos iterando este processo diminuindo sempre os lados dos quadra-

dos, mas mantendo os lados sempre em Z* 0 que é manifestamente absurdo pois chegara o

dia em que os lados serdo menores do que 1 e isso ndo pode acontecer pois eles pertencem
+

azZv. [

Escdlio
O ultimo teorema de Fermat garante que a equagdo x" +y" = 7" ndo tem solucdes
em N para n > 3. Para n = 1 é claramente um problema trivial. Para n = 2 temos os
famosos ternos pitagdricos e.g. x =3, y =4 e z = 5. Este foi um dos problemas mais
dificeis na Matemadtica sendo conjeturado por Pierre de Fermat em 1637 e resolvido
por Andrew Wiles em 1994, apenas 357 anos depois... Wiles recebeu o Prémio Abel
em 2016 devido a este titinico feito.
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a

a (26 — a)*

(a—b)?

Figura 1.2: Tlustraco da prova do Teorema 1.1.3 com os quadrados de drea a” e de 4rea b°.

O resultado seguinte generaliza o Teorema 1.1.3 que mostrou que v/2 € R \ Q. Claro
que a prova que iremos apresentar € como matar uma mosca com um missil balistico mas
tem a sua piada.

Teorema 1.1.4 Sen > 3, entio v2 € R\ Q.

Demonstragdo. Vamos supor por contradi¢io que +v/2 € Q. Entdo podemos escrever
V2= § onde p,q € N. Logo

n

\"/522:>2:p

7 ?:>2q”:p”.

Como p,q # 0 concluimos que ¢" + ¢" = p" o que contraria o tltimo teorema de Fermat.
[ ]

Provavelmente a prova mais simples da irracionalidade de um nimero € a seguinte:

« Exemplo 1.4 log;;3 € R\ Q. De facto, se por contradigdo tivéssemos log;,3 = ’q;’ onde

. ~ . z B
D,q € Z, entdo por defini¢do de logaritmo terifamos 104 = 3. Elevando a ¢ ambos os lados
da igualdade teriamos 107 = 37 0 que é manifestamente absurdo pois o lado esquerdo é
um numero par e o lado direito € um nimero impar. Ver detalhes sobre logaritmos em

§1.3.3. .

Os nimeros racionais podem ser representados na forma decimal, por exemplo, % =0,5

ou % = 0,333... e quando a parte decimal se repete ou € finita temos a certeza que o
numero pertence a Q. Colocamos entre paréntesis o grupo de digitos que se repete, por
exemplo, % =0,333---=0,(3) ou 1,678678678678--- = 1,(678).

« Exemplo 1.5 1 =0,99999--- =0, (9). De facto, sendo x = 0, (9) temos:
10x=9,9) < 10x—x=9,9) —x=Nx=9<x=1.

A formalizagdo destas contas € estabelecida ja na préxima seccao. .
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NUmeros reais

Regras do jogo: comegcamos com um conjunto R, dois elementos célebres de R o 0 (zero)
e o 1 (um), duas operacdes, a adi¢ao:

+: RR) - R
(x,y) — x+y

e a multiplicagdo
x: (RRR) - R
(6,y) = xxy

a, finalmente, com uma relacio bindria < definida em R. Vamos assumir que sao satisfeitas
as propriedades que ja usamos ha imenso tempo:
(I (R,+, x) é um corpo, i.e.,
e | ¢ associativa;
e + ¢é comutativa;
* X ¢ distributiva em relacdo a +;
¢ 0 é elemento neutro de +;
e 1 é elemento neutrode x (e 0 # 1);
e —x ésimétricode x e
 x~! é inverso de x desde que x # 0.
(I) (R,<) ¢é um conjunto totalmente ordenado, i.e., para todo x,y,z € R temos:
* X< X
* Sex<yey<uxentdox=y;
e Sex<yey<gzentdox <z
e x<youy<ux
(IIT) As operagdes +, x sdo compativeis com a relacdo de ordem <, i.e., para todo
X,¥,z € R temos:

e Sex<y,entiox+z<y+z;
* Se0<xeO0<yentdo 0 <xXxy;

(IV) A relagdo de ordem < é completa, i.e.
« Todo o conjunto B C R nfo vazio e limitado? tem supremo®.

Nota Os nimeros naturais N ndo verificam (I) pois falha, por exemplo, a existéncia de
simétricos. Nem os nimeros inteiros Z verificam (I) pois falha, por exemplo, a
existéncia de inversos. Os ndmeros racionais Q até verificam (I), (II) e (III) mas
nio (IV). De facto, o conjunto B dos racionais positivos r tais que > < 2 nio tem
supremo (pois ndo existe nenhum nidmero racional cujo quadrado € igual a 2 pelo
Teorema 1.1.3). Este elemento é /2 e é um nimero real.

E comum representar os niimeros reais numa reta (ver Figura 1.3). Se 14 colocssemos
apenas os racionais a reta ia ficar toda ‘furada’. A maneira de ‘taparmos’ os buracos todos
e assim‘completar’ a reta € precisamente considerando os nimeros reais. Dado x € R
definimos |x| por x se x > 0 e por —x se x < 0. Dizemos que |x| € o médulo de x. Assim

2Um conjunto A C R diz-se limitado se existe K € R tal que —K < x < K para todo o x € A.

30 supremo de um conjunto é o menor dos majorantes. Um majorante M € R de um conjunto B é um
nimero tal que x < M para todo o x € B. Quando o supremo pertence a B diz-se maximo. Nog¢des duais de
infimo, minorante e minimo podem ser definidas.
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temos |6| =6, | —9| =9 e |0] = 0. O médulo é muito util para definir distancias entre
elementos de R. Por exemplo, |x — 3| < 2 define o intervalo de niimeros reais |1,5[ que é o
conjunto de nimeros que estdo a uma distancia de 3 menor do que 2 (ver Figura 1.3).

aDados x,y € R temos [x| >0, x| =0 x =0, | |x[—[y|| < |x+y| < |x[+]y] e
ey =[xl - [yl

Figura 1.3: A condic@o |x — 3| < 2 define a condi¢@o d(x,3) < 2 i.e. o conjunto dos
nimeros que estdo a uma distancia de 3 menor do que 2.

Exercicio 1.1 Mostre que dado qualquer x € Q e € > 0 existe y ¢ Q tal que |x —y| < €.
Mostre também que dado qualquer x ¢ Q e € > 0 existe y € Q tal que |x —y| < €. Por
outras palavras tanto os racionais como os irracionais sdo densos em R.

Teorema 1.1.5 — Teorema de Cantor. N e R ndo tém a mesma cardinalidade. ‘

Demonstragcdo. A prova € por absurdo. Vamos entdo supor que conseguimos enumerar
os nuimeros reais todos numa lista, o primeiro, o segundo, o terceiro, etc,... como, por
exemplo, optando pela enumeragdo da lista 1.

lista 1 lista 2
[1°] 8,27541... | [1°] 8,37541...
[2°] 8,83219... | [2°] 8,84219...
[3°] 8,12922... || [3°] 8,12022...
[4°] 8,67121... | [4°] 8,67131...
[
[

5°1 8,41427... || [5°] 8,41428...
6°] [6°]

Afirmamos que a lista 1 ndo podera conter todo o R. De facto, vamos aos digitos
coloridos e acrescentamos uma unidade obtendo a lista 2. Agora, formamos um niimero
com estes digitos modificados, i.e. o nimero 8,34038 ... e este nimero nao aparece na
nossa lista original pois difere do 1° pelo menos no 1° digito, difere do 2° pelo menos no 2°
digito, difere do 3° pelo menos no 3° digito, etc... [

Sucessoes
Definicdo de sucessoes

Vimos no Teorema 1.1.3 que v/2 ¢ Q. Logo ndo podemos escrever v/2 como uma dizima
infinita periddica, ou equivalentemente, a expansdo em dizima nunca se repete. Contudo,
podemos considerar aproximacdes melhores e melhores de /2 como na Tabela 1.1:
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[1°] 1

[2°] 1.4
[3°] 1,41
[4°] | 1,4142
[5°] | 1,41421
[6°] | 1,414213
[7°] | 1,4142135
[8°]

Tabela 1.1: Aproximacdes de /2.

Claro que, sendo dizimas finitas, todos os nimeros considerados nesta lista estdo em Q.
Entdo temos uma sequéncia de nimeros em Q que se aproximam de um elemento que nao
estd em Q falhando aqui a ‘completude’ de Q.

Dizemos que a, € uma sucessio e representamos por

a: N — R
n — a

A cada n fazemos corresponder um elemento de R como, por exemplo, fizemos atrds na
escolha de aproximacoes de \/E; 0 1° termo da sucessao foi o 1; 0 2° foi 1,4; o0 3° fo1 1,41
e por ai fora.

« Exemplo 1.6 Temos os seguintes exemplos de sucessoes:
* a, = 1 (sucessdo constante igual a 1);

¢ bn:rll;

co={141)'

. dnz\/%fr?r;

cep=—1+(=1)"L

* fu=2"%

cgi=1,g=1+1, g3=1+2+%, g4=1+ﬁ,g5=1+2++,86=1+
2 243 2+ﬁ

1
T
T
2+

2+

2+

1.2.2 Limites de sucessoes
Vamos formalizar a noc@o de ‘aproxima-se’ que ja foi referida algumas vezes. Aqui o
modulo vai ser usado para medir a distancia entre pontos.
Definicdo 1.2.1 Dizemos que a sucessdo a, converge para L € R se qualquer que seja
0 € > 0 existe N € N tal que para todo n > N temos |a, — L| < €. Abreviadamente
temos:

Ve >0 3dN €N se n> N entio |a,—L| < €|, (1.5)
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€ €SCrevemos

lim a, =L (1.6)

n——+-oo

Exercicio 1.2 Mostre que as primeiras quatro sucessdes do Exemplo 1.6 convergem para 1,

0, e, w e —1 respetivamente. A sucessdo f,, = 2" diverge para infinito pois os valores de 2"

ficam arbitrariamente grandes quando n aumenta. E possivel mostrar que lirJrrl gn = V2.
n—s—-oo

Teorema 1.2.1 Se lim a, =a, lim b, =be A € R entdo;
n— o0 n—r -0

¢ O limite de uma sucessio € tnico;
e lim (a,£b,) =a=+b;
n—r4-oo
e lim Aa, = Aa;
n—r—+oo
* lim (a,-b,) =a-b;
n—r4-oo

. gl}rl ot = desde que b # 0;
n oo n

« Exemplo 1.7 Podemos também definir sucessdes por uma lei de recursividade como por
exemplo

1
Cl():l € an+1:an+ﬁ,
_ g _ 1_3 ., _ 1,1_7
paran =0,... daqui tiramos que a; =1+ 5 =5, a0 = 1 +5 + 7 = 7, etc... .

Definicdo 1.2.2 Uma sucessao a, é limitada se existe K > 0 tal que |a,| < K para todo
on.

Definicdo 1.2.3 Uma sucessio a, é mondtona crescente (decrescente) se a, > a,—1
(a, < a,—1) para todo o n.

Teorema 1.2.2 — Teorema(zinho) da convergéncia monétona. Em R uma suces-
sdo limitada e mond6tona é convergente.

Demonstragdo. Seja a, uma sucessao limitada e mondtona crescente (0 caso em que €
decrescente é andlogo). Como € limitada o conjunto dos seus termos A = {a,: n € N}
¢ um conjunto nao vazio e limitado. Logo por (IV) temos que A tem supremo s € R.
Assim, para qualquer € > 0 existe um termo da sucessio a,, tal que a,, € [s — &,s|. Como
€ monotona crescente temos que para qualquer € > 0 existe k € N tal que para todo n > k

temos s — € < a; < a, < s 0 que mostra que lir£ a, =S. [ ]
n——oo
Escélio
Podiamos ter colocado o Teorema 1.2.2 como o Axioma de completude substituindo
av).

« Exemplo 1.8 Consideremos:

0,110100100010000100000...
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ou seja, a sucessao a; = 0,1, ap = 0,110, a3 = 0,110100 e por ai fora. Como é uma
sucessao limitada (claramente estd entre O e 1) e ¢ mondtona (crescente), pelo Teorema 1.2.2
serd convergente para um nimero em que a dizima nunca se repete, logo um nimero
irracional. .

Py . ~ n
« Exemplo 1.9 — Numero de Neper. Vejamos que a sucessdo a, = (1 + ,ll) é con-
vergente. Para isso vamos usar o Teorema 1.2.2. Comecemos por ver que ¢ mondtona
crescente recordando a férmula do binémio de Newton: (a +b)" = Z?:o C'a"'b'. Entdo

N & 1 < L 1n n—i+1
— 14— :zc’ﬂ__zz E——
‘in < +n) b S ( 'l'n’ Siln n n

i=0

n 1 i—1
- Z_—(l——)...(l—l >
i:Ol! n n
e temos
ntl g 1 i—1 ntl 1 i—1
— — (1= 1= >Y —(1=-=2)... (1= > a,.
n+1 lg’)i!( n+1) ( n—|—1) lgai!( n) < n) n

Vejamos agora que a, é limitada por cima (pois € claramente nao negativa, logo limitada
por baixo). Temos

1 lnn—l n—i+1

a, = 5
Siln n n
n lnn—1 lnn—1n-2 lnn—1n-2 n—n+1
= 1_|_ 4+ —— — 4o —— =
2'n n 3'n n n n'n n n n"

Recordando o Exemplo 1.2 temos ll, < 2,—1,1 e claramente temos 57172 ”*}f—nﬂ <1
logo obtemos

11 1 -5
1 1+-4+— =1 =1 3.
* < +(+2+2_2 +2n]> +Z + z<
Finalmente, como a, é mondtona e limitada serd convergente. Designamos por e o limite
lirE (1 + %)n e chamamos de ntimero de Neper. Mostra-se que e ¢ Q. .
n— o0

Nota E possivel mostrar que as sucessdes ( 1+ %)n e Z?:o% convergem para 0 mesmo
limite, o nimero de Neper. Veja Exemplo 5.43.

Definicdo 1.2.4 Dizemos que a, € uma sucessido de Cauchy se para todo o € > 0,
existe N € N, tal que para todos os n,m > N temos que |a, — a,| < €.

Se uma sucessao a, for convergente, entio a, é uma sucessao de Cauchy. J4 o reciproco
ndo se verifica conforme o:

» Exemplo 1.10 A sucessdo a, = rl; definida no intervalo |0, 1[ € uma sucessdo de Cauchy.
Contudo esta sucessdo ndo é convergente em |0, 1[ uma vez que o candidato a limite
(neste caso o 0) ndo pertence ao intervalo. A sucessdo b, = (1 + %)n definida em Q é
uma sucessao de Cauchy. Contudo esta sucessdo ndo € convergente em Q uma vez que o
candidato a limite ndo pertence a Q. .
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Escdlio
Um conjunto C C R diz-se completo quando qualquer sucessdo de Cauchy for con-
vergente para um elemento em C. De facto, podemos considerar sucessdes de Cauchy
em Q e quando o limite ndo estiver em Q vamos juntando esses pontos ao conjunto Q
completando-o evitando, claro, repetirmos sucessdes de Cauchy que convergem para
o mesmo nimero. O resultado final serd o conjunto R. Este método poderd ser uma
alternativa ao uso do Axioma (IV).

Teorema 1.2.3 — Teorema de Bolzano-Weierstrass. Uma sucessdo limitada admite
pelo menos uma subsucessdo convergente.

Demonstracdo. Seja a, uma sucessao limitada e vamos mostrar que a, possui uma sub-
sucessdo a,,; convergente. Comecamos por definir a,, = a;. Como a, € limitada os seus
termos estdo contidos em [cy,d;]|. Escolhemos o ponto médio do intervalo [c,d,], i.e.
m; = dl—;cl e claramente um dos intervalos (ou até os dois) [c1,m;] ou [m,d}] contém infi-
nitos elementos da sucessdo a,. Escolhemos um desses intervalos e tomamos ay,, 14 dentro
para um ny > nj. Se o intervalo escolhido foi [c1,m] fazemos ¢; = c¢| e dy = mj. Se o
intervalo escolhido foi [m,d;| fazemos c; = m| e dy = d;. Neste processo o comprimento
do intervalo foi reduzido para metade, i.e. |d, —c3| = %|d1 — c1]. Repetindo este algoritmo
vamos obter intervalos [c;,d;] e pontos ay,., tais que:

. an; iy S [Cj,dj];

* |dj—cjl = gldi —cl;

® dj1 < dj €Cjr1 > Cj.
A sucessdo d; € limitada e mondétona decrescente e a sucessao c; € limitada e mondtona

crescente, logo pelo Teorema 1.2.2 lim ¢, =ce lim d,=d. Como |[d; —c;| = 2}—,1|d1 —
ci| — Oea,. , €lc;i d;| resta-nos concluir que lim a,.,, =c=d. [ |
|j%°° Mj+1 [ Jo J] q oo Mjt1

Definicdo 1.2.5 Dizemos que x € R é um ponto de acumulacdo de uma sucessao a, se
jETooanj =x, i.e. se possui alguma subsucessdo convergente para x.

O Teorema 1.2.3 afirma que toda a sucessdo limitada admite algum ponto de acumula-
cdo. No fundo afirma que estando confinada a uma certa regido terd que ter um conjunto
infinito de termos a acumularem num certo ponto. Esta nocdo de ‘confinado/limitado’,
ou seja existir K > 0 tal que |a,| < K para todo o n, é muito importante em matematica
e a sua generalizacao noutros contextos mais amplos requer alguma sofisticagdo. Esse
conceito € o de conjunto compacto.

« Exemplo 1.11 A sucessio a, = (—1)" ndo converge pois ap, = 1 é uma subsucessao
convergente para 1 € ax,+1 = —1 € uma subsucessdo convergente para —1. Uma sucessao
¢ convergente se e somente se qualquer sua subsucessao € convergente. .

Exercicio 1.3 Sera que existem sucessdes com infinitas subsucessdes convergentes?

Nos seguintes exemplos recordamos como se calcula, de forma pratica, o limite de
certas sucessoes.
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n+1

« Exemplo 1.12 Mostre que ,,ETM - = 0. Temos
2
2 oy 1 1,1
. on 41 . 3+ 3 . 5 0+0
ngrfwn3+n :ngrﬂwz3 ’; :ngTwT ”1 - 1+0:
P oz
355 5
« Exemplo 1.13 Mostre que lim M = 0. Temos
n—too  NF1
3/nS  n2 | 7 11,7
n —n24+7 . S5t 3ﬁ_n_4+n_6 vY0—0+0
lim 3 = li T = lim ] = =
n—+e  pc 41 n—r+o0 2_24_? n—s+o0 1+n_2 140

Teorema 1.2.4 — Teorema da Sanduiche I. Se as sucessoes a, € ¢, convergem ambas
para L € R e se existe N € N tal que temos a,, < b, < ¢, para todo o n > N, entdo b,
converge para L também.

Demonstragdo. Queremos mostrar que
Ve>0dN,eNsen>N,entdo L—€ <b,<L+E¢€. (1.7)
Sabemos, por hipétese, que
Ny, N.€Nsen>N,,N.entio L—e<a,<L+€eelL—e<c,<L+E.
Escolhemos, N, = max{N,N,,N.}, logo para todo o n > N, temos a, < b, < ¢, logo

L—e<a,<b,<c,<L+Eg,

e (1.7) segue de imediato.

S =

« Exemplo 1.14 Vejamos que lirJIrl % =0. Como —1 <sinn < 1 temos —% < % <
n—s—+o0
1

n

Como tanto —% como - convergem para 0 basta usar o Teorema 1.2.4.

Funcoes
Generalidades sobre funcoes

Uma sucessao a, € um exemplo de uma funcdo. A atribuicdao que fazemos ao a;, € para
todo o 7, € unica e um nimero em R. De forma mais geral podemos considerar funcdes
reais de uma varidvel real f: R — R. Uma funcdo é um objeto onde mediante um input
obtemos exatamente um s6 output. Vejamos o seguinte glossdrio rapido sobre funcdes e
depois partimos para alguns exemplos.

Conjunto de partida ‘ E o conjunto candidato a inputs (em geral consideramos R).

* |Conjunto de chegada ‘ E o conjunto candidato a outputs (em geral consideramos
R).

. Variavel independente que habita no conjunto de partida.

* |y | Varidvel dependente que habita no conjunto de chegada.
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. Expressio designatéria* que relaciona y com x, i.e. y = f (x).

. Valores de x para os quais f(x) faz sentido, i.e. de inputs. Estd sempre
contido (ou é igual) ao conjunto de partida.

’ Contradominio ou imagem ‘ Valores que y toma quando x evolui no dominio todo,
1.e. de outputs. Esta sempre contido (ou € igual) ao conjunto de chegada.

’Fun(;?lo injetiva ‘ Dados x,y no dominio de f se f(x) = f(y), entdo x = y.

’Fungﬁo sobrejetiva ‘ Para todo y no conjunto de chegada, existe x no dominio tal

que f(x) =y. Por outras palavras o conjunto de chegada é igual a imagem.
’Fun(;ﬁo bijetiva ‘ E simultaneamente injetiva e sobrejetiva.

’ Zeros da funcio ‘ Valores do dominio para os quais temos f(x) = 0.

. Para todo o x no dominio temos f(x) = f(—x) .

’Fungﬁo impar ‘ Para todo o x no dominio temos f(x) = —f(—x).

’Fun(;ﬁo crescente ‘ Para todo o x,y no dominio com x >y temos f(x) > f(y).

’Fungﬁo decrescente ‘ Para todo o x,y no dominio com x >y temos f(x) < f(y).

* |Funcdo periodica | Existe p > 0 tal que f(x+ p) = f(x) para todo o x no dominio
de f.

Grifico de f | Subconjunto do R? definido pelos pontos (x, f(x)) onde x estd no

dominio.

Na determinaciio de dominios de fungdes’ relembramos trés mandamentos fundamen-
tais:

« Exemplo 1.15 Consideremos a fungdo

fi ]—=14oe] — ]—=2,40
X — Vx oo

o conjunto de partida é o ] — 1, +oo[, 0 conjunto de chegada é 0 | — 2, 40|, f(x) = \/xéa
expressdo designatéria, o dominio é [0, 4oo[ pois a raiz quadrada de niimeros negativos
ndo faz sentido em R, a imagem é [0, +oo[, é injetiva, néo é sobrejetiva6, ndo € bijetiva, tem
apenas um zero que € o x = 0, nem € par nem impar e € crescente. .

4Aqui geralmente abusamos na linguagem pois dizemos ‘a fungio f(x)’ e ‘quanto é f(x)?’ tendo f(x)
dois significados diferentes, no primeiro pretendemos saber a expressdo designatéria de f(x), no segundo
pretendemos saber f(x) para um determinado x.

>Veremos mais 2 frente em §1.3.3 a funcio exponencial e a fungio logaritmica.

%e.g. ndo existe nenhum x € [0, +oof tal que f(x) = —1.
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Figura 1.4: Grafico de /|x| e de ﬁ

« Exemplo 1.16 Consideremos a fun¢do

f: R - R
x — x| 7

conjunto de partida é o R, o conjunto de chegada é o R, f(x) = \/m ¢ a expressao
designatéria, o dominio é R, a imagem é [0, +oo[, ndo & injetiva’, tem apenas um zero que é
o x =0, é par pois |x| = | — x| e nem € crescente nem decrescente. O grifico estd esbogado
na Figura 1.4. .

« Exemplo 1.17 Consideremos a fungao

f: R R
X

1
x—1

_>
%

o conjunto de partida é o R, o conjunto de chegada é o R, f(x) = L ¢ a expressio

 ox—1
designatéria, o dominio é R\ {1}, a imagem é R\ {0}, € injetiva, ndo é sobrejetiva (falta ir
sobre o 0), ndo tem zeros, nem € par nem impar, € nem € crescente nem decrescente. O

gréfico estd esbogado na Figura 1.4. .

« Exemplo 1.18 Consideremos a fungdo

fi R R
x

_>
— X

o conjunto de partida é o R, o conjunto de chegada é o R, f(x) = x> é a expressio

designatdria, o dominio € R, a imagem € R, € injetiva, € sobrejetiva, o zero é x = 0, € impar,
é crescente. .

A funcdo composta e a funcdo inversa
Dadas as fungdes f: X — R com dominio X CR e g: Y — R com dominio ¥ C R tais

que Y € igual a imagem de f. Definimos a fun¢do
gof: X — R
x = g(flx)

Teg f(1)= V/I1]= V- 1] = f(-1).
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dita funcdo composta por
(gof)(x) =g(f(x)).

A expressdo go f indica que fazemos ‘g ap6s f°.

gof: X —» fX)=Y — R
x o= fl) = g(f¥)

« Exemplo 1.19 Dadas f(x) =x+ 1 e g(x) = x* temos (fog)(x) = f(g(x)) = f(x?) =
¥ +le(gof)(x)=g(f(x)) = f(x+1)=(x+1)2=x>+2x+1. Aqui ndo devemos
confundir a estrada da beira com a beira da estrada! A composicdo de fung¢des ndo €
comutativa em geral. .

Dada uma fun¢do f dizemos que g € a funcio inversa de f se (fog)(x) =xe (go
f)(x) = x para todo o x onde faca sentido fazer cdlculos. Dois pormenores saltam logo a
vista:
1° Para inverter uma fun¢do f: X — Y onde X,Y C R a fun¢do f tem que ser injetiva.
Ora, se ndo fosse existiria pelo menos um elemento y € Y tal que, pelos menos
dois elementos x1,x; € X, satisfaziam f(x;) = f(x2) = y. Se isso acontecesse para
‘inverter’ f teria que existir uma funcdo g tal que g(y) = x; e g(y) = x, contradizendo
o facto de g ser funcgdo.

2° Para inverter uma funcéo injetiva f: X — Y obtendo a inversa f~!: ¥ — X a fungéo
[ terd que ser sobrejetiva. De facto, se a func¢do f ndo enviar X ‘sobre’ o conjunto Y
todo vio ficar a existir elementos y € ¥ sem nenhum x € X tal que f(x) =y. Mas
isso acontecendo f~!(y) ndo seria possivel sequer definir.

« Exemplo 1.20 A funcao

x sex#{—-1,1}
f=4¢ -1 sex=1
I sex=-1.

tem inversa ela propria. De facto,
e Sex#{—1,1}temos (fof 1) (x)= (
e Sex=1temos (fof N()=f(-)=1le(flof)(1)=f1(-1)=
) =

« Exemplo 1.21 Dada a fungio f(x) = x>+ 1 a sua inversa é obtida resolvendo a equacio
y=x>+1 em ordem a x. Assim,

y=x+ley-l1=xa /y—1=x,

e a funcdo inversa é f~!(y) = 3/y — I. Como as func¢es em geral sio representadas com
a varidvel independente x e a varidvel dependente y escrevemos a inversa de f como

f~!(x) = ¥/x—1. Ver Figura 1.5. .

Na Figural.6 ilustramos como se obtém o grifico de f~! a partir do grifico de f. Fica
evidente a necessidade de f ser injetiva.
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flo) =2% +1

(d.e)

(b, a)

‘ ed flx)

{a.b)

o 0.5 1 15 2

0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 1.6: Inverter uma funcio e a reflexdo dos graficos de f e f~! em relagio a reta
y=ux.

Funcoes exponencial e logaritmo
Se a €]0,+00[\{1} e n € N definimos

d'=ax---Xa
N——

nvezes

z . — m
e é claro que @ x @™ = a"" e (a")" = a™*". Consideramos a’ = 1, a " = (%, an = +/am
onde m € Z e n € N. Fica entdo definida a funcdo exponencial de base a f(x) = a* para

xe€Q.
E possivel estender f(x) = a* para x € R por um processo de limite de a’» onde r,, € Q
e r, — x obtendo a funcdo
fi R — ]0,4o
x — a

Vejamos algumas propriedades de f(x) = a*:
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*é

* se a > 1 temos que f(x) = a* é crescente e se a €]0,1[ temos que f(x) =a
decrescente;

¢ ¢ nao limitada;

* ¢ injetiva;

» & sobrejetiva.

Como f(x) = a* é injetiva e sobrejetiva, entdo admite funcéo inversa

' )0+ — R
X — log,x

que denominamos por logaritmo de base a.

Nota Recordamos que dados a €]0, +oo[\{1} e x € R temos y = a* < log,y = x. Dizemos
que x é o logaritmo de y na base a. Temos vdlidas as propriedades log,(x-y) =
log,x+log,y, log, (f) =log,x—log,y, log,x" =nlog,xelog, {/x= %logax. Por
exemplo, x =log;, 11 é um nimero tal que 10* = 11 que é certamente irracional.
De facto, se x € Q poderiamos escrever x = g com p,q € Z donde 107 = 11 ou seja

107 = 117 o que € impossivel pois a esquerda temos um nimero par e a direita um
nimero impar!

« Exemplo 1.22 Um caso bastante importante é a chamada funcdo exponencial natural
f(x) =€ i.e. quando a base é o nimero de Neper visto no Exemplo 1.9. A funcdo
f(x) = &' é provavelmente a fun¢do mais importante do Célculo. Na altura definimos
0 numero e como limite da sucessao (1 + %)n mas podiamos ter sido um pouco mais

ambiciosos e ter definido f(x) = lirJrrl (1+2)" onde f(1) =e. .
n—s—+oo

Inx

Figura 1.7: Gréficos de ¢ e a sua inversa Inx.

Notq Em geral as médquinas de calcular efetuam logaritmos na base decimal ou na base
neperiana. Por forma a podermos calcular logaritmos em qualquer base a fazemos

mudanca de base da seguinte forma: log, x = log; alog, x. Assim, tendo os valores
log, x

dos logaritmos de a e x na base 10 (log;,a e log;(x), obtemos log, x fazendo loga’
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1.3.4 Funcoes trigonométricas e suas inversas

Dado um tridngulo retangulo de catetos a e b e hipotenusa ¢ sabemos, pelo teorema de
Pitagoras, que a® + b* = ¢>. Contemple a Figura 1.8 por breves momentos.

b

b
(a+b)2:4x%+c2

a®+b2=¢?

Figura 1.8: Prova do teorema de Pitdgoras.

Dado um tridngulo retangulo como o da Figura 1.8 definimos o dngulo & como o
angulo interno com lados a e c. O seno de & é lg e representa-se por sin @, o coseno de o €

4 e representa-se por cos o e tangente de ot é 2% = b e representa-se por tan o. Define-se

cos o a
cotangente de o por talll o € representa-se por coto. Notemos que cos @ = sin (% — a) pois
T — o é precisamente o outro angulo ndo reto do tridngulo.

Consideramos uma circunferéncia ¢ de raio 1, centrada na origem (0,0) e sejaz € %
Seja o o angulo que o eixo dos x faz com a semireta que passa na origem e em z (ver
Figura 1.9). Sejam x e y as coordenadas do ponto z. Temos o tridngulo retangulo de
vértices x, y e (0,0) que é tal que sinot =y, cosa =xetana = % Notemos que a drea da
regido a magenta é 5. Temos também sin o = —sin(—ot) e cos & = cos(—ot). A seguinte
relacdo segue diretamente?:

cos2 o +sin® o = 1 (1.8)

Notq /Temos as seguinte férmulas tteis:

(i) 1+tan’a = COS]2 2 (basta em (1.8) dividir tudo por cos?q).

(ii) sin(x—y) =sinxcosy — sinycosx (ver Figura 1.10).
(iii) cos(x+y) = cosxcosy —sinysinux.

. (T . T
cos(x+y) = sin (5 —x—y) = sm([a —x} —y)
sin (7[ ) cosy—sinycos (n )
= ——x — ——x
2 YIRS
= CO0sxcosy—sinysinx.

(iv) sin(2x) = 2sinxcosx (segue de (ii) fazendo y = —x).
(V) cos(2x) = cos?x —sin’x (segue de (iii) fazendo y = x).
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sine

COS

Figura 1.9: Circulo trigonométrico x> +y? = 1.

a asinx

bsiny

beosy acosx
sin(x — y) = sinzcosy — sinycosx

Figura 1.10: Comparando areas temos que a drea do tridngulo pequenino mais a esquerda
21 . 1 . 1 . .

é sasinx-bcosy — 5bsiny-acosx = sab(sinxcosy —sinycosx) por um lado. Por outro
lado a sua drea também € igual a ah onde h = bsin(x —y).

Exercicio 1.4 Podemos definir as fung¢des sinx, cosx, tanx e cotx. Faca o estudo exaustivo
das mesmas indicando, dominio, imagem, zeros, intervalos de monotonia, periodo, etc (ver
Figura 1.11).

Da andlise dos gréficos na Figura 1.11 concluimos que a ndo injetividade destas
fungdes nos impede de inverter as mesmas. Contudo, podemos restringir-nos a uma parte
do dominio onde sejam injetivas. Claro que, uma vez que as funcdes sdo periddicas,
podemos escolher uma infinidade de restrigdes. As restricdes que vamos considerar sao
chamadas de restricdes principais das respetivas fungdes. Comecemos pelo seno.

sin: [-3,5] — [-1,1]
x

—  sinx ’

2

8 Aqui cos” & representa (cos &)?. Nio confundir com cos &> que representa cos(a?).
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Figura 1.11: Esbogo das funcdes sinx, cosx, tanx e cotx.

sine sin(2x)  2sine

Figura 1.12: Esbocgo das fungdes sinx, sin(2x) (aumento da frequéncia) e 2 sin.x (aumento
da amplitude).

tem inversa dada por

arcsin:  [-1,1] — [-3,5]
X — arcsinx

e esta fungdo chama-se arco seno. O nome € sugestivo pois escolhendo, por exem-
plo % que estd no dominio de arcsin temos que arcsin (%) = 0 ¢é equivalente a
sin <arcsin <4>) = sin B, e como sin € inversa de arcsin fica # =sinf. O angulo
ou arco’ cujo seno é % no dominio considerado ¢ o arco de §. Assim quando escrevemos
0 = arcsinx queremos dizer que 6 € o arco cujo seno € x.
Para o coseno temos:
cos: [0,m] — [—1,1]
X — cosx

)

20 arco associado ao Angulo de & radianos tem comprimento ¢ e por isso arco e Angulo confundem-se.
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Figura 1.13: Esbogo das fungdes sinx e arcsinx.

que tem inversa dada por

arccos: [—1,1] — [0,7]
X — arccosx

Y

e esta fung¢do chama-se arco coseno.

Figura 1.14: Esboco das fungdes cosx e arccosx.

Notaq Temos arccosx = 7 —arcsinx. De facto, como —arcsinx = arcsin(—x) na Figura 1.13
podemos refletir o grafico no eixo dos y. Depois somando 7 obtemos um grafico
igual ao da Figura 1.14 ou seja obtemos arccosx. Outra forma de ver é:

. T
arccosx =y < cosy =x < sin (5 —y) =X
& arcsinsin (5 —y) = arcsinx < 5 —y=arcsinyx,

donde se obtém arccosx = % — arcsinx.
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Para a tangente temos:

que tem inversa dada por

arctan: R — |-%7]
X — arctanx

b

e esta fungdo chama-se arco tangente.

Figura 1.15: Esbogo das fungdes tanx e arctan.x.

« Exemplo 1.23 Determinemos sin (arccos %) Pomos arccos% = x, logo cosx = teo

5
que queremos € determinar sinx. Usando (1.8) temos:

2
) ) ) 4
coszx—l—smzx =1 & sin’x=1—cos’x < sin‘x=1— (§>

16 9
& sinx==£4/1——&sinx==£1/—
sinx 55 € sinx 25
& sin j:3
xX==+—
57
como cosx > 0 teremos que ter sinx = % .

« Exemplo 1.24 Determine x onde sin (% — arctan%) = x. Facamos arctan%‘ =y logo
% = tany. Pela férmula do seno da soma de angulos vista atrds temos:

. (T 4 . (T 4 . 4 b1
S (g — arctan g) = Sin (§> COS (arCtan g) —Ssin <arCtan g) Ccos (g)
= ﬁ COS (arCtan i) —sin (arCtan i) 1
2 5 5)2

= _x’
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restando por isso calcular cos (arctan %‘) e sin (arctan %) ou seja, calcular cosy e siny. Mas
sabendo que % = tany podemos recorrer a férmulas trigonométricas simples e obter:

1 +tan’y = ! & 1+(£—l)2: ! @1+(E)= :
cos?y 5 cosZy 25 cos?y
41 1 5
<g> = cos?y & Ccosy = iﬁ’
mas cosy = \/iﬂ = %‘ﬁ pois tany > O (i.e. y estd no 1° quadrante). Agora, tendo o coseno

de y podemos obter o seno via (1.8). Logo siny = %‘H. Finalmente,

_ V35V41 4411
YT T4 41 2

Funcdes hiperbdlicas e suas inversas

Consideramos uma hipérbole .7 de equacdo x> —y> = 1 e seja z € 5. O ponto z tem
coordenadas (x,y) (ver Figura 1.16). A coordenada x define o coseno hiperbdlico de o,

¢ igual a % e denotamos por cosha. A coordenada y define o seno hiperbdlico de
o, éigual a # e denotamos por sinh . Notemos que a drea da regido a magenta é
. Temos também sinh o = — sinh(—a) e cosh o = cosh(—ot). A tangente hiperbélica é
definida por tanh @ = % e a cotangente hiperbolica € definida por coth o = %. A
seguinte relacdo segue diretamente:
2 oh2 y
cosh“a —sinh“ o =1 (1.9)

y

sinh e
05

Figura 1.16: Hipérbole trigonométrica x> — y* = 1.

Estas representacdes apresentam semelhanga com as representagdes complexas do seno
(,L e i eiZ (,7/'\
bl

e do cosseno dadas por sinz =~ e cosz =
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Figura 1.17: Esboco das fungdes sinhx, cosh.x e tanhx.

Notq | Temos as seguinte férmulas Uteis:

(i) 1—tanh’>a = 0051112 - (basta em (1.9) dividir tudo por cosh? o).
(ii) sinh(x—y) = sinhxcoshy — sinhycosh.x.

(iii) cos(x+y) = cosxcosy+ sinysinx.

(iv) sin(2x) = 2sinxcosx.
(v) cos(2x) = cos®x +sin®x.

Uma vez que sinh: R — R € uma bijecao podemos inverter a funcdo sinh em todo o R.
A funcdo inversa de sinh é designada por argumento do seno hiperbdlico e representa-se
por argsinh. Vejamos como determinar esta fun¢ao:

y=argsinhx < sinhy=x<¢ — —xee —e V=2
K oY1= ¥ 2 — 1 =0 () —2x — 1 =0,

e temos uma equacao do segundo grau na varidvel ¢'. Usando a férmula resolvente
obtemos:

2+ /(202 —4(—1) 1 |
o= (xz) ( ):xﬂii 4x2+4:xﬂ:§ 42 +1)=x+ Va2 +1,

e como v x2+ 1> x e ¢’ ndo pode ser negativo teremos que excluir o sinal — ficando com

=x+ Vx2+1.
Finalmente, obtemos y = In(x+ v/x? + 1) ficando definida a inversa de sinh como a fun¢fo:

argsinh: R — R

x = In(x+ Vx2+1)
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Exercicio 1.5 Mostre que

argtanh: |—1,1] — R
1 1+x
x = oghn(f)

Uma vez que cosh: R — R nao € injetiva (nem sobrejetiva) ndo podemos inverter a
fun¢do cosh em todo o R. Vamos restringir o dominio de invertibilidade ao intervalo x > 0.
A funcdo inversa de cosh € designada por argumento do coseno hiperbdlico e representa-se
por argcosh. Vejamos como determinar esta funcao:

e +e” _
=xseéte =2

y =argcoshx & coshy=x&
xe¥

L Prl=ud P -l +1=0s () -2’ +1=0,

e temos uma equacdo do segundo grau na varidvel ¢'. Usando a férmula resolvente
obtemos:

2t /2?41 1 !
o (Zx) ():’CiE B2 d =k A2 1) =k VT,

donde por escolha do dominio de injetividade o sinal — cai ficando com

& =x+ Vx2—1.

Finalmente, obtemos y = In(x+ v/x?> — 1) definindo a inversa de cosh por:

argcosh: [1,4o[ — [0, oo

X = In(x+ vVxZ—1)

Figura 1.18: Com dominio de injetividade x < 0 o sinal + cai ficando com y =

In (x — V- 1) (grafico a direita). Iremos usar sempre dominio de injetividade x > 0.
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(2. Limites de funcoes e continuidade

‘Limits, like fear, is often an illusion!’ Michael Jordan

Limites

Na sec¢ao §1.2.2 definimos x como ponto de acumulacio de uma sucessao a,, se .hT an; =
Jtee

X, 1.e. se possui alguma subsucessao convergente para x. De forma mais ampla x € um
ponto de acumula¢do de um conjunto X C R (podendo X ser um conjunto bem mais geral
do que os elementos de uma sucessdao em R) se:

e lim a, =xonde a, € X e os elementos de a, sdo dois a dois distintos ou de outra
jore
forma;

* para todo o intervalo aberto contendo x termos uma infinidade de elementos de X ou
de outra forma;

* paratodoo &> 0, existey € X talque 0 < [x—y| < €.

« Exemplo 2.1 Vejamos alguns exemplos:
1. 0 é ponto de acumulacdo do conjunto X = {a,: a, = %},
2. O conjunto dos pontos de acumulag@o de qualquer intervalo |a,b|, [a, D], ]a,b] ou
[a, D] é o intervalo [a,b];
O conjunto dos pontos de acumulagdo do conjunto Q € o conjunto R;
O conjunto dos pontos de acumulag@o do conjunto R\ Q € o conjunto R;
5. O conjunto dos pontos de acumulagdo do conjunto Z € o conjunto vazio.

W

Dada a fun¢do f: X — R onde X C R e um ponto de acumulacgao xy do conjunto X.

I Definicdo 2.1.1 Dizemos que L € R € o limite de f(x) quando x tende para xy se:
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Ve>030>0sexeX e0<|x—xp <96, entdo |f(x)—L| <€ (2.1)

Abreviadamente escrevemos:

lim f(x)=L 2.2)

X—X(

De forma simplificada (2.1) afirma que podemos obter f(x) arbitrariamente perto de L
desde que a priori se escolha x arbitrariamente perto de xo mas diferente de xj.

« Exemplo 2.2 Vejamos os seguintes exemplos:
(i) Seja f: R — R definida por f(x) = x*. Temos lir%f(x) =4. Veja a Figura 2.1.
X—
(ii) Seja f:]—1,1[\{0} — R a funcdo definida por f(x) = 0. Entdo lirr(l)f(x) =0e¢
X—
notemos que a funcio f nem estd definida no 0 e nem precisa de estar para podermos

calcular o limite.
(ii1) Seja g uma pequena variacao da funcio f no exemplo (i1)

g(x):{ 0 sex#{0}

1 sex=0.

Neste caso continuamos a ter lir% g(x) = 0 mas temos ling) g(x) =0# 1 o que indica
X—r X—

que o limite de uma fun¢do num ponto nao devera ter nada a ver, em principio, com
o valor da fun¢do nesse ponto, quando existe.

[~
i)
~
[§

1 1

e, .

o 1 3 o 1 3

Figura 2.1: Na luta do ladrdo € e do policia 6 o policia ganha. Por mais fininha que seja a
banda 2¢ que o ladrdo escolha em torno do ponto limite L = 4, vem o policia e escolhe
uma banda de tamanho 29 em torno de xo = 2 por forma a que a fungdo f envia todos os
pontos d-perto de x( para €-perto de L.
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Teorema 2.1.1 — Teorema da unicidade do limite. Seja f: X — R e xo um ponto
de acumulag@o de X. Se lim f(x) =L; e lim f(x) = Ly, entdo L; = L.
X—X0 X—rX0

Demonstragdo. Exercicio. [

Teorema 2.1.2 — Teorema de Heine-Cauchy I. Seja f: X — R e xo um ponto de
acumulacdo de X. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(a) lim f(x) =L.
X—X(0

(b) lgn f(x,) = L para toda a sucessao x, C X \ {xo} que satisfaz lgn Xp = X0.
n—oo n—c0

Demonstragdo.
(a)=-(b) Assumimos que liﬁm f(x)=Leque lgn X, = xop onde x, C X \ {xo} e queremos
X—X0 n—oo

mostrar que li_r)n f(x,) = L. Usando (2.1) temos que:
n—roo

Ve>030>0sexecXe0<|x—xg| <&, entdo |f(x)—L|<e. (2.3)

Como lgn X, = X temos também, por (1.5) e por x, C X \ {xo}, que:
n—oo

V6 >0 3N €N sen>N entio 0 < |x, —xp| < 9. (2.4)

Juntando (2.4) a (2.3) obtemos |f(x,) — L| < € concluindo (b).

(b)=-(a) A prova serd por absurdo assumindo que (a) ndo ocorre. Entdo existe € > 0 tal que
para todo n € N podemos ter x,, € X com 0 < |x, — xp| < % e no entanto | f(x,) —L| >
€ 0 que contradiz ’}glgo f(x,) =L.

[

« Exemplo 2.3 Consideremos a funcio

f+ R\{0} — R
X — sin ()l—c)
Uma vez que 0 € ponto de acumulacao do dominio de f podemos questionar a existéncia
do limite de f(x) quando x tende para 0. Serd que existe? Vamos considerar as sucessdes

Xp = n]—n ey, = m ambas convergentes para 0. Por um lado temos
2

nlgl}of(xn) = nlgrolo sin(nw) =0,

por outro temos
Jim 7y = Jim sin (20743 ) = 1.

logo pelo Teorema 2.1.2 concluimos que ndo existe o limite de f(x) quando x tende para 0.

Vejamos de seguida algumas propriedade tteis no calculo de limites de fungdes.



38 Capitulo 2. Limites de funcdes e continuidade

Teorema 2.1.3 Sejam f,g: X — R, xo um ponto de acumulagéo de X, li)m f(x)=Fe
X—XQ

lim g(x) = G. Entéo:
0

X—> X

(a) lim (f£g)(x) = lim (f(x) £g(x)) = lim f(x) + lim g(x) = F£G.
(b) lim (f-g)(x) = lim (f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x) =F-G.

(0 lim f(x) F

. _ X—X() o

(© im0 = Tmew — G #0.
X—=X0

De facto temos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.4 — Teorema da Sanduiche Il. Se lim f(x) = Le lim A(x) = L onde
X—rX0 X—rX0

Xo € um ponto de acumulagdo de um conjunto X que contém o dominio de g (perto de
Xo) e onde f e h estdo também definidas e f(x) < g(x) < h(x) para todo o x € X, entdo
lim g(x) = L.

X—X0

Demonstracdo. Seja x, € X uma sucessdo convergente para xp (com x, # xp). Vamos
aplicar o Teorema 1.2.4 as sucessdes a, = f(x,), ¢y = h(x,) e b, = g(x,). Pelo Teo-
rema 2.1.2 e por lim f(x) =Le lim h(x) = L, temos que a, e ¢, convergem para L. Como
X—rX0 X—rX0
f(x) <g(x) < h(x) para todo o x € X temos que a, < b, < ¢, para todo o n > N, entio
pelo Teorema 1.2.4, b, converge para L também. De novo pelo Teorema 2.1.2 concluimos
que lim g(x) =L. |
X—rX(

« Exemplo 2.4 Consideremos a funcao
f+ R\{0} — R

X —  xsin ()1—6)
Uma vez que o —1 < sin% < 1 teremos —x < xsin% <x. Como limx = lim —x = 0.
x—0 x—0
Usando o Teorema 2.1.4 vamos ter liII(l) xsin ()—IC) = 0 (ver Figura 2.2).
X—

De forma mais geral temos que, lim f(x)-g(x)=0se ling) f(x) =0e g é uma fungio
X—X0 x—
limitada. Notemos que ILm g(x) pode nem sequer existir. De facto vimos no Exemplo 2.3
X—X(0

que lim sin (1) ndo existe no entanto temos lim xsin (1) = 0. .

X—X0 X—X0

O seguinte limite € muito util em aplicacdes. Na Figura 2.3 intuimos a prova desta
igualdade.

lim % =1 (2.5)
x—0 -~
- Exemplo 2.5 Calculemos lim ®>2=1.
x—0
. cosx—1 . cosx—1(cosx+1) . cos?x—1 . —sin’x
lim——— = lim =lim——— = lim—
=0 X x—0 x  (cosx+1) x-0x(cosx+1) x—0x(cosx+1)
sinx 1 1

= —lim sinx =—1-0-—=0.
=0 X cosx+1 2
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Figura 2.2: Ilustracao da aplica¢do do Teorema da Sanduiche II.

I . ' sin o
o cosa < <1
: o
\“ \ X
N | sin o sin «
€ COS (O ‘\,‘ .smn.\l llln = ].
o | | a—p @

A

Figura 2.3: Prova de (2.5).

2.1.1 Limites laterais

acosa <sina < a

Definimos atrds ponto de acumulagdo x de um conjunto X requerendo que para todo o
€>0,existeye X talque 0 < [x—y| < €ousejaye [x— ¢ x Ulx,x+el. Um ponto de
acumulacdo a esquerda x de um conjunto X € um ponto tal que, para todo o € > 0, existe
y€eXtalquey € x— ¢, x[. Um ponto de acumulacio a direita x de um conjunto X é um

ponto tal que, para todo o € >0, existey € X tal que y € |x,x+ /.

Definicdo 2.1.2 Seja f: X — R uma funcio e xp um ponto de acumulagdo a esquerda
de X. Dizemos que L € R é o limite a esquerda de f(x) quando x tende para xy se:

Ve>030>0sexeX exe€ |xyg— d.x, entdo |f(x)—

Li<eg (2.6)

representando por lim f(x).
X=X

I Definicdo 2.1.3 Seja f: X — R uma funcdo e xy um ponto de acumulacdo a direita de
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X. Dizemos que L € R é o limite a direita de f(x) quando x tende para xy se:

Ve>030>0sexeX exe€ |xgx+ 06|, entdo |f(x)—L| <& 2.7

representando por lim f(x).
x—>x0

« Exemplo 2.6 Consideremos a funcio

—x—1 sex<0
fx)=4¢ 0 sex=0
—x+1 sex>0.

Temos que:

lim f(x) = lim —x—1=—1, e lim f(x) = lim —x+1=1.

— — + —
X%XO xﬂxo X*)XO )C‘)XO

Notq Os teoremas que vimos antes para limites valem com adaptagdes triviais para limites
a esquerda e a direita.

« Exemplo 2.7 Seja f(x) = e~x. Temos lim f(x) =0, contudo lim f(x) ndo existe uma
x—0t x—0~
vez que a fun¢@o f ndo € limitada.

Limites com infinitos

Considerando, por exemplo, uma fungdo f: [0,4oo[— R podemos questionar-nos se
existird limite de f(x) quando x se torna arbitrariamente grande. Por exemplo, para a
fungdo f(x) = e™* temos que f(x) fica arbitrariamente perto de 0 quando x se aproxima
de +o0. Vejamos entdo agora o caso quando XETW flx)e xl_iffloo f(x). A primeira expressao

determina se

¥e>03A>0sexeX ex € |A +oo|, entdo |f(x) —L| <&] (2.8)

a segunda expressao determina se

Ve>03JA>0sexeXexe€| o, —Al entdo [f(x)—L| <& (2.9)

Em resumo o limite no 40 ndo é mais do que um limite a esquerda e o limite no —eo nao
¢ mais do que um limite a direita.

« Exemplo 2.8 Vejamos alguns exemplos de limites no infinito:

(a) lim %:Oe lim é:o.

X—r—+oo X—r—0o0
(b) lim ¢* ndo existe mas lim ¢*=0.
X—>+-o0 X—p—00

(c) lim Inx nao existe.
X—>+oo
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(d) nem lim cosxnem lim cosx existem.

X—+o0 X—r—o0
(e) nem lim coshxnem lim coshx existem.
X—>r—+oo X—r—0o0

« Exemplo 2.9 Consideremos de novo a funcio

f: R\{0} — R

X —  xsin (%)

Temos lim xsm( ) = 1. De facto, fazendo a mudanca de varidvel y = 1 L temos lim y=
x~)+oo X—>r+o0

lim - =0=1Imyl
Jlim 5 =0= iy logo

lim xsin
X—>+o0

m I = lmm = 11'11—:17
Xopoo x—+eo y(x) y=0 y

I 5 sin (%) 5 siny(x) . siny
- =
por (2.5). .

Definicdo 2.1.4 Seja f: X — R e xo um ponto de acumulacdo de X. Dizemos que
lim f(x) = 4oo se

X—>X(

V&€ >030>0sexeX e0<|x—xp| <9, entdo f(x) > & (2.10)
Definicdo 2.1.5 Seja f: X — R e xo um ponto de acumulacdo de X. Dizemos que
lim f(x) = —ocose
X—>X(

V&€ >030>0sexeX e0<|x—xp <9, entdo f(x) < —& (2.11)

« Exemplo 2.10 Vejamos alguns exemplos:
lim ! = +oe lim 1 = —c;
@ lim § = e lim |
(b) hm m =4oe xhr(l)l— m = —o0;
1 |
© Ji%i G2 = M e

Indeterminacdes

« Exemplo 2.11 Vejamos alguns exemplos:

2
+

xx x—0

(a) Comecando por calcular o limite hrr(l) 24x=0e hrr(l) x4+

x = 0 obtendo 2 o
. ‘
(b) Para o limite lim 24 temos também 2.
x—0 X ) 0
. . . X , 0
(c) Finalmente para o limite )1(1_1;% e temos também .
2
X

’ ~ Faxe
), 0 ndo pertence ao dominio

Na Figura 2.4 temos esbocados os gréficos de f(x) = "zf‘ g(x) = ’%‘ e h(x)
Observe que, apesar de parecer definida no grafico f(0) e A(
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de nenhuma das fun¢des consideradas. Em resumo, 8 nao da nenhuma indicacao acerca
do que se estd a passar em termos de limites! Chamamos por isso uma indeterminacio e €
necessdria uma andélise mais cuidada do limite. .

2
Figura 2.4: Par 11m X _ e lim
gura arece que im e lim x4+_
existir pois lim xx—J{x = +tocoe lim "x—J{x = —oo,
x—07F x—0~

Nota E ficil de notar que situagio semelhante acontece quando temos = e quando temos

00 — 00,

« Exemplo 2.12 Para ‘levantar a indetermina¢do’ no Exemplo 2.11 procedemos da seguinte
forma:

(a)
(b)

(©

limx+1
lim K 4x _ lim Al lim 2tL — x=0 — 0+l
ey e SR ) B FEER 1i1%x3+1 0 :
3
341
hm 1 +x = 1 (xx; ) = l1rr(1) ! )‘CH onde esta ltima passagem devera estar entre
X—

aspas deV1do a um dos mandamentos atrds! Grosso modo sabemos que (—) devera
dar oo pois dividir 1 por um nimero cada vez menor deverd dar um nimero cada
vez maior. Contudo a aproximagdo de 0 € feita a direita (por nimeros positivos)
e a esquerda (por ndmero negativos). Assim, como a direita temos uma divisao
de nimeros positivos teremos a aproximacdo a +oo sugerida pela Figura 2.4. J4
a esquerda, temos uma divisdo de nimeros de sinal contrdrio, logo teremos a
aproximagéo a —oo sugerida também pela Figura 2.4.

mx

l1m 4 = lim —3*—~ = lim *~ = —2=5— = 2 e este quociente ja ndo precisa de
1 FT = Tmaigd = 1
S0 X S x(C D) T ol T limad

aspas pois € 0. Note que este valor € sugerido pela Figura 2.4.
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« Exemplo 2.13 Mostremos que

lim ao+aix+ayx® + -+ apx" _n
x—+e0 by + b1 X+ byx2 + - - + b, x" B by

Para isso dividimos todos os monémios pelo monémio de maior grau que é x"* obtendo:

) a_0+allf+a2x—|— _,_a,,x . a0—|—,,1+,,2+ -+ay an
lim < ’ lj‘ b = lim = — 5 =—.
X—r—+oo O + lx 4 22X 2X 4o ot nx X——+o0 Y0 0 + o 11 bn
« Exemplo 2.14 Calculemos h im 0.
Assim 5
—4 -2 2
lim™— = limw — limx+2=4.
x—=2x—2 x—2 x—2 x—2
» Exemplo 2.15 Calculemos }lir% w onde 8 € R. E ficil de ver que temos uma
*>
indeterminagdo 8. Assim
. sin(h+6)—sin6 . sinhcos 0 +sin6cosh —sin0
lim = lim
h—0 h h—0 h
B msinhcos@—i—(cosh—l)sin@
=0 h
sinhicos® . (cosh—1)sin®
= lim———— 4 lim
h—0 h h—0 h
inh h—1
= cosO limﬂ +sinf limL
h—0 h h—0
= cos0,
tendo usando (2.5) e o limite do Exemplo 2.5. .
« Exemplo 2.16 Temos lim tanhx=1e lim tanhx = —1. Vejamos:
X—>+o0 X—y—0o0
, sinhx . e —et . (l—e ) . 1=
lim tanhx = Ilim = lim = lim ——— = = lim =
x—too x—+tecoshx  x—twel +e ™ aoteoet(14e ) xote] e
E também temos:
, . sinhx . ef—et e (e -1 —1
lim tanhx = Ilim = lim = lim ————== im =—
X—y—oo x——eocOshx  x——wwe¥ e ¥ am—we (] X))  ao—w 1 Fex

Continuidade
Definicdo de funcdo continua, exemplos e propriedades
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Definicdo 2.2.1 Dada a fun¢do f: X — R onde X C R € o dominio de f e xg € X.
Dizemos que f € continua em xy quando:

Ve>038>0sexeX e |x—xp| <9, entdo |f(x) — f(xo)| < € (2.12)

Abreviadamente continuidade em xp implica que:

lim f(x) = f(x0) (2.13)

X—X(

sempre que seja possivel calcular o limite acima, em particular quando se tem pelo
menos xo como ponto de acumulacao de X.

De forma simplificada (2.12) afirma que podemos obter f(x) arbitrariamente perto de
f(x0) desde que a priori se escolha x arbitrariamente perto de xg, ou seja dado qualquer
intervalo | f(xp) — €, f(x0) + €] podemos encontrar um intervalo |xo — &,xp + 6[C X que é
todo enviado dentro de | f(xp) — €, f(x0) + €[ por f. Dizemos que f € continua em X se
for continua em todo o ponto xp € X.

* Na definicao de limite o xy bastava ser ponto de acumulag¢do de X. Na continuidade

requeremos que xq pertenga ao dominio de f;

* Quando xp ndo é ponto de acumulagdo de X, ou seja quando xg é um ponto isolado,

entdo qualquer fun¢do f é sempre continua em xy.

« Exemplo 2.17 Consideremos os seguintes exemplos:
(a) Fungdes constantes f(x) = ¢ (¢ € R) sdo continuas;
(b) Qualquer polinémio € uma fun¢io continua em todo o R;

(c)

1 sex<O
f(x):{ 0 sex>0

¢ descontinua no 0;

(d) Uma sucessao é sempre uma fung¢io continua uma vez que os pontos do dominio
sdo todos isolados;

(e) A fungdo g: [0,00[— R definida por f(x) = 0 é continua em todo o seu dominio,
contudo a extensdo de g a R fornecida em (c) acima define um funcio f que é
descontinua;

(f) As fungdes racionais, exponencial, logaritmo, trigonométricas e suas inversas, trigo-
nométricas hiperbdlicas e suas inversas sdo exemplos de fun¢des continuas no seu
dominio.

Notq /Continuidade a esquerda e continuidade a direita definem-se se forma 6bvia.

« Exemplo 2.18 Na fun¢io f: [-5,5] — R cujo grafico estd esbogado na Figura 2.5
temos os seguintes pontos de descontinuidade: x = {—3,0,2}. Notemos que lir(r)l+ flx)=
X—
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liI(I)l f(x) =0 mas f(0) = 2. Contudo, a descontinuidade no ponto x = 0 pode ser fa-
x—0—

cilmente removida redefinindo f(0) = 0 em vez de f(0) = 2. J4 ndo podemos fazer o
mesmo com as outras duas descontinuidades pois lim f(x) # lim f(x)e lim f(x) #
3t x——3" x—2+

x——
lim f(x). .
x—2
4 0
.‘ n/ °
6 s 4 3 2 1 /D&I} 1 H 3 2 A 13
: ///
P .
o
Figura 2.5: Grifico de f: [-5,5] — R.
Escolio

Quando temos uma descontinuidade da funcdo f num ponto x¢ a igualdade (2.13)
falha. Essa falha podera ocorrer por varios motivos:

* O limite em (2.13) existe e é igual a L # f(xp). Neste caso temos uma des-
continuidade removivel pois bastava redefinir a fungdo como f(xg) = L. No
Exemplo 2.18 é o caso do xp = 0.

¢ O limite em (2.13) ndo existe pois os limites laterais sdo distintos. Neste caso
temos uma descontinuidade do tipo salto. No Exemplo 2.18 é o caso do xg = —3
ou do xg = 2.

* O limite em (2.13) ndo existe pois um dos limites laterais diverge para co. Neste
caso temos uma descontinuidade do tipo explosio. E o caso xo = 0 em

{ 1 sex#0

X
0 sex=0

fx) =

Exercicio 2.1 Qualquer fungéo
fo {L,3,.%...} - R
x = f(x)

é continua. Considerando X = {0} U {1,1,,1,...} e f(0) = a, diga quando é que uma

fungdo g: X — R € continua.

——

Os dois resultados seguintes permitem produzir uma quantidade infindavel de exemplos
de funcdes continuas.
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Teorema 2.2.1 Sejam f,g: X — R continuas em xp € X. Entdao f+g, f—g, f-ge
(quando g(xp) # 0) JEC sdo continuas em x.

Teorema 2.2.2 Sejam f: X — R continuaem xp € X, g: ¥ — R continua em f(xg) € Y
e f(X) C Y. Entdo, go f é continua em xj.

Teorema 2.2.3 — Teorema da limitagdo. Se f: [a,b] — R € continua, entdo f é
limitada.

Demonstracdo. A prova serd por absurdo. Vamos assumir que f ndo € limitada no intervalo
[a,b]. Logo para qualquer n € N, existe a, € [a,b] tal que f(a,) > n definindo assim a
sucessdo a,. Pelo Teorema 1.2.3 existe uma subsucessdo a,; convergente para a € [a, b].
Como f € continua sabemos que }glolo f(an;) = f(a). Mas, por outro lado, f(ay;) >n; > j

o que faz com que f (anj) convirja para +oo e isto € um absurdo, logo f € limitada no
intervalo [a, D). |

Teorema 2.2.4 — Teorema de Heine-Cauchy Il. Seja f: X - Re xp € X. As
seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(a) f € continua em Xxy.

(b) '}1_{130 f(xn) = f(x0) para toda a sucessdo x, C X que satisfaz r}l_{rolo S = 3

Teoremas classicos para funcoes continuas em intervalos fechados

Teorema 2.2.5 — Teorema da fung¢do inversa . Se f: [a,b] — R é uma funcdo
continua e estritamente crescente, entdo a sua fungio inversa : [c,d] — R onde ¢ = f(a)
e d = f(b) pode ser definida por

y=h(x) com x € [c,d] &y € [a,b] e f(y) =x. (2.14)

Nestas condicdes a fungao inversa & é continua e estritamente crescente em [c,d].

Demonstragdo. Comecamos pela continuidade de 4. Vamos mostrar que dada uma suces-
sdo x, € [c,d] tal que limx, = x, entdo y, = h(x,) é uma sucessdo tal que limy, =ye
n—so0 n—oo
y = h(x) em [a,b]. Provaremos que:
(1) Se x;, é convergente, entdo y, também é convergente.
(ii) Se limx, =xe limy, =y, entdo y = h(x).
n—oo Nn—yo0
Para provar (ii) usamos a continuidade de f e o Teorema 2.2.4 para concluir que lim f(y,) =
n—yoo
f(y). Como limx, =xe f(y,) = x, obtemos que f(y) = x, ou seja y = h(x). Para provar
n—yoo
(i) notemos que y, = h(x,) é uma sucessdo limitada, logo pelo Teorema 1.2.3, y,, admite
uma subsucessao yj, ; convergente. Os correspondentes Xp; 30 uma subsucessao de x, €
terdo de convergir para x donde limy,; =y e y = h(x). Temos portanto que y = h(x) é
Jreo
o unico ponto de acumulacao da sucessdo y, logo limy, =y e a continuidade de 4 fica
Nn—yoo
provada.
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Vejamos agora que h é estritamente crescente em [c,d]. Sejam xj,x, tais que ¢ <
x1 < xp <d e sejam y; = h(x1) e y» = h(xz). Se h(x;) =y1 > y» = h(xz) como por
hipétese f € estritamente crescente x; = f(y;) > f(y2) = x2 0 que contradiz x; < x,. Logo
h(x1) < h(xy) provando que & é estritamente crescente.

[ ]

Notq Prova-se um resultado dual ao Teorema 2.2.5 para fungdes estritamente decrescentes.

Teorema 2.2.6 — Teorema (dos valores extremos) de Weierstrass. Se f: [a,b] = R
¢ continua, entdo existe pelo menos um m € [a,b] tal que f(m) < f(x) para todo o
X € [a,b] e existe pelo menos um M € [a,b] tal que f(M) > f(x) para todo o x € [a,b].

Demonstragdo. A imagem de [a,b] por f definida por/ = {y € R: y= f(x)} € um conjunto
ndo vazio e limitado. Logo I tem supremo que serd denotado por M. Se ndo existir nenhum
elemento x em [a,b| que realize este supremo, i.e. tal que f(x) = M entdo certamente
que f(x) < M para todo o x € [a,b]. Consequentemente, podemos garantir que a fungéo

g(x) = M+f(x) ¢ continua em [a, b]. Por defini¢do de supremo, dado qualquer € > 0 existe

algum x € [a,b] tal que M — f(x) < €. Logo g(x) > % 0 que mostra que g ndo podera ser
limitada. Mas pelo Teorema 2.2.3 a fun¢@o g sendo continua teria que ser limitada o que
¢ um absurdo. Logo terd que existir x € [a,b] tal que f(x) = M. A demonstrac¢do para o
minimo € obtida da anterior bastando considerar — f. [ |

Nota No Teorema 2.2.6 ao ponto m chamamos de ponto de minimo e ao ponto M chamamos
de ponto de miximo.

Teorema 2.2.7 — Teorema (do valor intermédio) de Bolzano. Se f: [a,b] — R é
continua, f(a)- f(b) < 0, entdo existe pelo menos um ¢ €]a, b| tal que f(c) = 0.

Demonstragdo. Seja N C [a,b] onde f(x) < 0 para todo x € N. Este conjunto é nio vazio
pois se ndo contiver o a conterd o b de certeza. Como N € também limitado, usando o
Axioma (IV) concluimos que N tem um supremo c. Veremos que f(c) = 0. Para isso
mostraremos que nem f(c) < 0 nem f(c) > 0 podem ocorrer. Se f(c) < 0 fosse verdade,
entdo como a fungdo f é continua f(x) < 0 acontecia num pequeno intervalo / C N centrado
em c. Como esse intervalo teria que conter elementos a direita de ¢ isso contradizia o
facto de ¢ ser supremo de N, logo f(c) < 0 ndo pode ser verdade. Supondo finalmente
que f(c) > 0 entdo como a fungdo f € continua f(x) > 0 acontecia num pequeno intervalo
J centrado em c. Como esse intervalo J teria que conter elementos a esquerda de ¢ que
teriam que ser majorantes de N pois JNN = (. Mas isto contradiz o facto de ¢ ser o
supremo de N (i.e. o menor dos majorantes). [

Exercicio 2.2 Use o Teorema 2.2.7 e conclua que se f: [a,b] — R é continua e y €
[f(a),f(b)] (ouy € [f(b),f(a)] caso f(a) > f(D)), entdo existe pelo menos um ¢ € [a,b]
tal que f(c) =y.
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Notaq Se uma fungdo f: [a,b] — R tiver a propriedade de dado qualquer y € [f(a), f(b)] (ou
y € [f(b),f(a)] caso f(a) > f(b)) existir ¢ € [a,b] tal que f(c) =y, entdo dizemos
que f tem a propriedade do valor intermédio. Neste caso f € dita funcio de Darboux.
O Exercicio 2.2 garante que toda a funcdo continua é uma funcdo de Darboux.
Acredite ou ndo, existe uma fun¢do de Darboux que é descontinua em todo o ponto
do dominio! Este exemplo foi engendrado por John Conway', e que foi Professor em
Princeton, e a funcio chama-se Funcao base 13 de... Conway.

Exercicio 2.3 Mostre que a fungéo
1

_ [ sin(3) sex#0
f(x)_{o sex=0

¢ uma func¢do de Darboux mas é descontinua em x = 0.

Teorema 2.2.8 — Teorema do ponto fixo. Se f: [a,b] — [a,b] é continua, entdo
existe pelo menos um c¢ € [a,b] tal que f(c) =c.

Demonstrag¢do. Definimos a fungdo g: [a,b] — |a,b] por g(x) = f(x) —x. Claro que g
¢ continua pois é diferenca de fungdes continuas. Além disso g(a) = f(a) —a>0e
g(b) = f(b) — b <0, pois caso contrdrio f ndo enviava |a,b| em [a,b]. Vamos assumir que
g(a) = f(a) —a < 0eg(b) = f(b) —b > 0 pois caso contrdrio o ponto c tal que f(c) =c
era a ou b (ou ambos) e o teorema estava provado. Entdo temos g(a) < 0 e g(b) > 0, logo
g(a)- < 0 e pelo Teorema 2.2.7 existe pelo menos um ¢ €la, b tal que g(c) = 0 ou seja
fle)—c=0,ie. f(c)=c.

0.8
0.6
0.4

0.2

o 02 0.4 0.6 0F:3 1 12 14 l“& 18

Figura 2.6: A funcio f: [O, %] — [0, %} definida por f(x) = cosx tem um ponto fixo nesse
intervalo. Esse ponto fixo pode ser visto como a intersecao dos grificos de f(x) = cosx
com a fun¢@o identidade h(x) = x.

No préximo teorema seguimos uma prova recente devida a Palais (ver [12]).

!Considerado em 2015 como o Matemdtico mais carismaético (seja 14 o que isso for!) do mundo pelo
jornal britnico The Guardian.
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Teorema 2.2.9 — Teorema do ponto fixo para contracdes. Seja f: [a,b] — [a,b]
uma funcdo continua. Se f for uma contrago, i.e., existir L €]0, 1] tal que para todo
x,y € Rtemos |f(x) — f(y)| < L|x—y|, entdo f admite um tnico ponto fixo.

Demonstragdo. Para todos os x,y € |a,b] temos

=y < e = fO)|+ 1) = fWI+ ) =y S fe = fFO)[+Llx—y[+[f(¥) =yl
e assim obtemos
=)+ 1) =y
17 (2.15)

De (2.15) obtemos que se x e y s@o pontos fixos de f, entdo x = y provando a unicidade.
No que diz respeito a existéncia seja dado um qualquer xy € X e comecaremos por provar
que {f"(x0) }nen € uma sucessdo de Cauchy. Se em (2.15) trocarmos x e y por f"(xg) e
f™(x0) respetivamente, obtemos, uma vez que L € (0,1), que

|f"(x0) — fM(x0)] < " (x0) = f(f" (x0))[ + [£(f™ (x0)) — ™ (x0)]

x—y| <

1—-L

_"x0) = S (F o)+ 1" (f (o)) — ™ (x0)
1—-L

< L'lxo—f(xo)[+L"[f(x0) = X0

- 1—-L

(LML) [xo — f(x0)] =0

N 1-L n,m—soo

Como { f"*(x0) }nen é uma sucessdo de Cauchy e [a, b] é completo, obtemos que { " (xp) } nen
converge para ¢ € [a,b]. Falta confirmar que f(c) = ¢. Como f é continua temos:
(

f(e) = f(lim f"(x0)) = lim £(/"

%)) = lim /" (x0) = c.

Escdlio
Se em (2.15) trocarmos x e y por f"(xp) e ¢ respetivamente, obtemos, uma vez que
Le (0,1), que:

' " (0) ~ (£ )| + LA () — | _ 1f"(x0) = £(£ (o)
() el < ) — o

L"|xo—f(xo0)] L"

< = —_—
< 1L [ o= fxo)l,

o que nos fornece uma taxa a que { /" (xo) }nen converge para c.

Exercicio 2.4 Use uma calculadora e itere cosx para uma escolha de x € [O, %} . Tente
descrever o que se estd a passar.

Exercicio 2.5 Notemos que podemos trocar o intervalo [a,b] por qualquer conjunto
completo de R. Mostre que o Teorema 2.2.9 falha se (a) o espago ndo € completo (b)
Le(0,1].
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(3. Cdlculo Diferencial

‘The rate of increase of inflation is decreasing'!’ Richard Nixon

Definicdo e propriedades bdsicas

Definicdo de derivada
Definicdo 3.1.1 Uma fungdo f: [a,b] — R € derivavel em xq €]a, b| se o limite

lim £Goh) —f(x0) 1
P h 3.1

existe. Quando o limite existe, designamos esse nimero por f'(xp), e dizemos que esse
numero representa a derivada de f em x.

A notagdo f’(x) ou y’ (pois y = f(x)) € devida a Lagrange. Uma notac@o bastante
pratica € a notacao de Leibniz Z,—f (ou %) para representar a derivada de f em relacdo
a variavel x. Outra notac¢ao, devida a Newton, representa a derivada por y. De (3.1)
deduzimos que:

limf(xo +h) — f(x0) = f'(x0)h _
h—0 h

0. (3.2)

Vejamos que (3.1) determina o limite de secantes ao grafico de f passando nos pontos
(x0,f(x0)) e (xo+h, f(xo+h)) (Figura 3.1). Esse limite é precisamente a tangente ao
grifico de f em (xp, f(x0)). Essa tangente é uma reta que passa em (xo, f(xp)) e tem
inclinagdo f’(xp). A equacdo dessa reta é portanto y — f(xo) = f'(x0)(x —x0) & y —

f(xo0) = f'(x0)h.

!Primeira vez na histéria da humanidade em que foi usada a terceira derivada num discurso politico.
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Figura 3.1: A tangente ao grafico em (xg, f(xp)) como limite de secantes.

Escélio
Poderiamos tentar generalizar um pouco mas uma vez que (3.1) envolve um limite
a escolha de um ponto de acumulacido do dominio é condicdo indispensdvel. Para
ficarmos o mais confortavel possivel vamos considerar casos em que o ponto x em
que se calcula (3.1) € um ponto interior ao dominio da funcio considerada, i.e., é
sempre possivel escolher um intervalo aberto contendo x e totalmente contido no
dominio de f.

« Exemplo 3.1 Calculemos usando (3.1) f'(x) quando f(x) = x°.
h)? —x2 24+ 2hx+ h? —x? h(2x+h
Pl = im SR =8 A o ROYER) e hm o
h—0 h h—0 h h—0  h h—0

Estabelecemos que, por exemplo, f/(0) =0, /(1) =2, f/(2) =4, f/(3) =6, f'(—1) = -2,
f'(=2) = —4 e f'(—3) = —6. Ou seja a tangente ao gréfico de f no ponto (0, £(0)) tem
declive 0, a tangente ao grafico de f no ponto (1, f(1)) tem declive 1, a tangente ao gréfico
de f no ponto (2, f(2)) tem declive 4, a tangente ao grafico de f no ponto (3, f(3)) tem
declive 6, a tangente ao grafico de f no ponto (—1, f(—1)) tem declive —1, a tangente ao
grafico de f no ponto (—2, f(—2)) tem declive —4 e a tangente ao grafico de f no ponto
(=3, f(—=3)) tem declive —6.

Escdlio
No Exemplo 3.1 dizer que f’(x) = 2x indica para cada xo qual o declive da reta
tangente ao gréafico no ponto de abcissa xp. Podemos interpretar a derivada como a
funcao seguinte:

v R — Z(R,R)
X . f/ (XO) : R — R
0 x = 2xpx

onde .Z(R,R) denota as aplicacdes lineares de R em R. No fundo f’ é um ‘gerador
automdtico’ de aplicacdes lineares que aproximam a fungdo num ponto escolhido
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xo || y— f(x0) = f'(x0)h
-3 y=—6x—9
-2 y=—4x—4

-1 y=-2x—1
0 y=20

1 y=2x—1
2 y=4x—4
3 y=6x—9

Tabela 3.1: Equacdes das retas tangentes ao grifico de f(x) = x?

considerada.

nos pontos de abcissa

VW

Figura 3.2: Retas tangentes ao grafico de f(x) = x? seguindo a Tabela 3.1.

xo. Como sdo aplicagdes lineares ndo passam no ponto (xo, f(xo)) (s6 se esse ponto
fosse (0,0)), mas basta acertar esse pormenor para termos a funggo afim (cujo grafico
é uma reta) que melhor aproxima a funco f(x) = x> no ponto (xo, f(xo)).

Notq  Vamos estabelecer” a seguinte igualdade:

lime=1l =1 (3.3)

x—=0 ¥

« Exemplo 3.2 Calculemos a derivada de f(x) = ¢ em x = 0. Pela defini¢do (3.1):

, 0+h)—f(0) . =¥ -1
"(0)=1 S =lim——— =1 =1
FO= = M A |
usando diretamente (3.3). Num ponto qualquer teriamos:
: +h)—flx) | &Th—er eh—1
() = 1 flx = lim——— —1 x =~
A ‘

2Veremos mais 2 frente (Exemplo 5.49) que (¢*)’ = ¢*, logo a derivada de ¢* em x = 0 é igual a 1 o que
garante (3.3). A descricdo serd feita no Exemplo 5.50.
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« Exemplo 3.3 Calculemos a derivada de f(x) = sinx em x = 0. Pela defini¢do (3.1):
sinh —sin0 I sinh

e 1o JO+R) = F(0)
f(0) = Jim h =i Tam =

usando diretamente (2.5). Num ponto qualquer teriamos:

fx+h) = f(x)

— Lm sin(x+ h) — sinx

f(x) = lim

h—0 h h—0 h
sinxcosh + sinfcosx — sinx
= lim
h—0 h
... (cosh—1) . sinhcosx
= sinxlim— +lim——
h—0 h h—0 h

= sinx-0+1-cosx = cosx,
recordando o Exemplo 2.5 onde vimos que }lir% % =0. .
4)

« Exemplo 3.4 Vamos ver que a fung@o f(x) = |x| ndo € derivavel em 0.

o fO+R)—F0) . h—0
fO0) = i = =i =t
€
o fO+R)—fO0) . —h=0
A )—hlggi h =, =

Comol#-—1o }llirr(l) ndo existe e consequentemente f(x) = |x| ndo é derivivel em 0. &
%

= Exemplo 3.5 (Exemplo 2.5 revisitado) Calculemos a derivada de f(x) = cosx pela
defini¢do. Para isso vamos usar a férmula do coseno da soma de dngulos.

, cos(x+h) —cosx . cosxcosh—sinxsinh—cosx
(cosx)” = lim = lim
h—0 h h—0 h
y cosx(cosh— 1) —sinxsinh
= lim
h—0 h
. _cosh—1 . sinh
= cosxlim———— —sinxlim——
h—0 h—0
= 0—sinx] = —sinx.

« Exemplo 3.6 Consideremos a fungdo:

f(x):{ xsin(1), sex#0

0, sex=0

Esta funcdo € continua em R, de facto, em x # 0 € claramente continua pois € o produto de
funcdes continuas. Em x = 0, usando o facto do seno ser uma funcao limitada, temos:

lim £(x) = lim xsin (1> — 0= f(0).

x—0 x—0 X
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Vejamos agora como ¢ a sua derivada. Dado x # 0, temos que:

-2 (o) () o).

Se x = 0 podemos calcular a derivada nesse ponto usando a defini¢do:

hsin(3)—0 1
SO s )
e este limite simplesmente nao existe! -

Propriedades
Exercicio 3.1 Mostre que se f e g sdo derivaveis em x entdo:

(@) (f£g)'(x) =f'(x)£g(x).
(b) (f-8)'(x) = f(x) g(x) + f(x)g' (x).

« Exemplo 3.7 Vejamos que

() () = 2f ()£ (x). (3.4)
De facto
roy o PPt =) (et h) = f))(f(xHh) + f(x)
(fz) (x) = %lg(l) P —%gr(l) ;

= 2f(x)f (x).

« Exemplo 3.8 Vejamos que

1\’ !
(5) 0= e
De facto
Y o~ 7 fehns S
(}) L e TE)

« Exemplo 3.9 Vejamos que

()58

Combinando (3.4) e (3.5) obtemos:

1Y o~ P O T (%)
T X+ Jfex I X+ X _
(72) () = Jim —— ) h 2B

Em [4] foi obtida uma abordagem alternativa a regra da derivacao do produto (Exercicio
3.1 (b)), evitando o argumento clédssico de adicionar e subtrair a mesma quantidade.
Acontece que truques como esse podem ser bastante contra-intuitivos para estudantes.
Argumentos similares sd@o usados para provar a regra da derivada do quociente. Vamos
entdo esticar as ideias de Josevich e deduzir a regra da derivada do quociente.
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Teorema 3.1.1 Se f e g sdo derivédveis em x e g(x) # 0, entéo:
(J_”)'(x) _ () -g(x) — f0)g'(x)
g 8*(x)

Demonstragdo. A prova segue [2] e foi engendrada numa aula de Célculo 1 de Engenharia
Informatica 2017/2018. Usando (3.4) e (3.5) obtemos:

2] 1 1y N/, ¢
(reg) | =2l (o) () (r-5) o9
g g g g g

(3.7)

/ / /
8 8 8
Usando (3.4) e (3.6) obtemos:
/
1 2 1 / l 1 l
(o2)] - [rosod] - 3)
8 8§ & 8 8
/ /
(o ()-5)
8 8
Por observacgdo direta de (3.8) e da igualdade anterior obtemos (3.7). [
Notq |Outra forma de obter (3.7) € usar a regra da derivada do produto (Exercicio 3.1 (b)),
usar (3.5) e finalmente observar que:
' ny 1 ny 1 " fle—fg
(0~ () -rios QY -2
8 8 8 8 8 8 8
Exercicio 3.2 Mostre que se f e g sdo derivdveis em x e g(x) # 0, entdo:
1/ f ! / f "
A =2(L) e - () @'
(—) (x) = . (3.10)
g 8(x)

Podemos reformular a definicao de derivada em x dizendo que uma funcdo f € derivavel
em x se existe um nimero f’(x) e uma fungdo & (h), tal que }lirr(l) &(h) = 0, satisfazendo a
H

igualdade seguinte:

fix+h)=f(x)+f (x)h+ hé& (h) (3.11)

onde escolhemos & pequeno por forma a ndo sair do dominio de f. Assim &(h) fica
definida por:

flx+h)—f(x
seh=20
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Notq Observamos que a existéncia de derivada em x € equivalente a ter &(h) continua em

A igualdade (3.11) indica que, ignorando um pequeno erro hé&’(h), temos f(x+h) ~
f(x)+ f'(x)h definindo portanto uma aplicagdo linear F(x+ h) = f(x) + f'(x)h que ndo
s6 aproxima f como € a melhor aproximacao linear de f que se pode obter ‘passando’ em
(%, f (x))-

Como queremos que o erro seja o mais pequeno possivel € satisfatorio observar que
hé& (h) tende para 0 ainda mais rapidamente do que 4 tende para 0, ou seja

hé& (h
tim ") _ i &(h) =0.
h—0 h h—0
« Exemplo 3.10 Mostremos que a aproximacao linear, em xo = 0, de sin(0,2) é igual a
0,2. Notemos que (sinx)’ = cosx. A aproximagdo linear de sinx em 0 é L(x) = sin(0) +
cos(0)(x —0) = x. Logo L(0,2) =0,2. .

Teorema 3.1.2 Se f for derivdavel em x, entdo f € continua em Xx.

Demonstragdo. Se f € derivavel em x ento existe f/(x) e &(h), tal que ;lling) &(h) =0,
_)
satisfazendo a igualdade seguinte:

flxth) = fx)+f (x)h+hé(h),

logo
lim f(x+ 1) = lim [f (x) + ' (x)h+ h& ()] = £ (x),

concluindo que f € continua em x. [

Teorema 3.1.3 Se f: R — R for derivdvel em todo o x € R e for uma func¢do par
(respetivamente {mpar), entdo f’ € uma fungio impar (respetivamente par).

Demonstragdo.
/ _ f=x+h) = f(=x) —hon . f(=x—h) — f(—x)
flmo = I h N —1;11130 —h
fé:Par 11m f(x+ljl)~_f(x) — 1~ f(x+il2_f(x) ——f/(X),
—h—0 —h —h—0 h

logo f’ é impar.

Sxth) = f(=x) reimpa . —f(x—h)+ /(2)

lim

f(=x) = lim

h—0 h h—0 h
—h)— e . i:l — y
) e, S P 1)_

logo f é par. [ |
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« Exemplo 3.11 Existem fun¢des derivdaveis num ponto mas cuja derivada ndo € continua
nesse ponto. De facto, consideremos a fung¢ao:

xzsin(%) sex#0

f(x):{o sex=0

Dado x # 0, temos que f'(x) = 2xsin (1) —x? (é) cos (1) =2xsin () —cos (1). Se

X x X
x = 0 podemos calcular a derivada nesse ponto usando a definicao:

h*sin (3) —0 1
'(0) = lim——"— — limhsin | - | =
£10) ho0 h oo\ 0

uma vez que ‘hsin (%) ‘ < |h| (relembre o Exemplo 2.4). Em conclusdo obtemos que a
derivada de f definida por

1N 2xsin(%)—cos()lc) sex#0
f(x)—{O se x =0

tem dominio R mas nio é continua em x = 0. Dizemos que uma fungio f é de classe C!
se for derivavel e a derivada for continua. A fun¢do f deste exemplo mostra que existem
fungdes derivdveis que ndo sdo de classe C'. .

« Exemplo 3.12 Determine se a fungdo

x sexeQ

ro={ 5 i

é derivavel em x = 0. Como

F0+8)-70)=s ={ ¢ TS
obtemos

fO+h)—=f0) f(h) [ 1 sex€eQ

h  h 10 sex¢Q

mas como sabemos que existem y ¢ Q arbitrariamente perto de 0 concluimos que f ndo é
derivavel no 0. .

Aproximacoes de 1¢ e 2¢ ordem

Aproximacgoes por diferenciais

Seja f: [a,b] — R uma fungdo derivével e x €|a, b[. Consideremos um pequeno acréscimo
(ou decréscimo se for negativo) Ax a x, resultando em x + Ax, mas de forma que ainda
estejamos em |a,b[. Mediante este acréscimo Ax na varidvel independente, a varidvel
dependente sofre uma modifica¢do, digamos Ay = f(x + Ax) — f(x). O principio de
aproximacoes via diferenciais € baseado em (3.11) e afirma que

Ay =~ f'(x)Ax (3.12)




3.2 Aproximacodes de 1¢ e 2¢ ordem 59

desde que Ax seja suficientemente pequeno. De facto a aproximacao de primeira ordem €
dada por:

P(x)=f{x0) + f'(x0)(x — x0) (3.13)

A expressao (3.12) relembra a notacdo de Leibniz e a notacdo de Lagrange juntas, ou
seja, dy = f'(x)dx. Na moral, % converge para % quando Ax se aproxima de 0. Mas isto
nao € mais do que a definicdo de funcdo derivdvel em x pois

Ay Sl AY) — f()

Ax—0AX  Ax—0 Ax

— 1(x).

« Exemplo 3.13 Calculemos um valor aproximado de v/50. Claro que sabemos que
V49 = 7 logo /50 ndo andard muito longe de 7 baseando o nosso raciocinio no facto
de f(x) = \/x ser uma fungio continua que implica que como 50 estd perto de 49, /50
estard perto de v/49 = 7. Até podemos afirmar que o valor pedido é maior do que 7 pois
f(x) é crescente. Mas a andlise da func@o f baseada na continuidade e monotonia pouco
mais informa! Vamos usar entdo a derivada de f (que é f'(x) = ﬁ) e a formula (3.12)

comx =49 e Ax =1 (pois x + Ax = 50).

1
Ay~ f(x)Ax & 50— V49 ~ ———
y~ f(x) % Vv W/
1 1
& V0= V494 —— =T+ — =~ 7,07142857.
2+/49 14

Recorrendo a méquina de calcular temos /50 ~ 7,0710678119, ... nada mau! .

» Exemplo 3.14 Calculemos um valor aproximado de cos59°. Claro que sabemos que
cos60° = 0,5 logo cos59° ndo andard muito longe de 0,5 baseando o nosso raciocinio
no facto de f(x) = cosx ser uma fung@o continua que implica que, como 59 estd perto de
60, cos 59° estard perto de cos60°. Até podemos afirmar que o valor pedido € maior do

que 0,5 pois f(x) é decrescente nessa vizinhanga. Vamos usar f’(x) = —sinx e a férmula
(3.12) com x = 60° e Ax = —1° (pois x + Ax = 59°).
Ay = f'(x)Ax < c0s 59° — cos 60° &~ — sin60° - & c0859° =~ cos60° 4 sin60° - %,

pois 1° representa % radianos. Temos portanto

V3 1

59°~0,5+— —.
cosVR=0.5% 7 1o
Claro que, para completar o cilculo, precisamos de saber o valor de /3 e 7 que ninguém
tem obrigacdo de saber com alguma precisdo. Vamos fazer aproximagdes grosseiras e ver
no que d. Sabemos que 7w ~ 3,14 ¢ que /3 ~ 1,73. Fazendo a conta obtemos 0, 5150894
Recorrendo a mdquina de calcular temos cos 59° ~ 0,5150381, ... nada mau! .

Nota Nos dois exercicios anteriores obtivemos um upgrade enorme passando de argumentos
de continuidade para argumentos de derivabilidade. O uso da derivada da funcio
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permitiu obter aproximagdes na ordem das milésimas. Aqui, convém referir, que ter
derivadas pequenas no ponto em causa garante melhores aproximagdes. Derivadas
muito agressivas i.e. declives muito grandes, podem estragar as aproximacdes uma
vez que pequenos Ax quando multiplicados por grandes f(x) originam, bastando
olhar para a relacdo (3.12), grandes Ay. Um grande Ay é péssimo para a aproximacao.

« Exemplo 3.15 Dada uma aproximacdo xo de um valor exato x o erro relativo da apro-
ximacao € dado por |% ‘ Vamos ver que o erro relativo na n-ésima potenciacdao de um
nimero é aproximadamente n vezes o erro relativo do niimero. Temos f(x) = x", logo
f'(x) = nx"~1. Usando (3.12) temos

Ay Ay 1 1 Ay Ax Ay Ax

Ay%nx”_lA)H:)—l R - mniM- s —Rn— &
X" X" x X x" X y X

Aproximacoes de 2° ordem

Dado um ponto x = a onde a funcdo f seja duas vezes derivdvel a aproximacio quadratica
(ou aproximagdo de segunda ordem) de f em x = x( € dada por:

Q(x) =f(x0) + f'(x0) (x — x0) + 3 1 (x0) (x — x0)? (3.14)

« Exemplo 3.16 A aproximagao quadratica de cos (%) centrada em xy = 0 € dada por
%. De facto, consideramos f(x) = cos(x), f'(x) = —sin(x), f”(x) = —cos(x), xo = 0,

x=0,1ex—x9=0,1. Por (3.14) temos que

1199
200 200°

F06) % F(30) + £ (30) (¢ —x0) + 5.7 (o) (v 30)* = 1= 21(0, 1) =

= Exemplo 3.17 Determinemos a pardbola que melhor aproxima a fungio f(x) = ¢ no
ponto x = 1. Usando (3.14) temos:

Ox)=f(1)+f(1)(x—1) —l—%f”(l)(x— 1)2 =e+e(x—1) +%e(x— 1)2.

Regra da cadeia

Teorema 3.3.1 Se a fun¢@o g é derivdvel no ponto x e se f é derivavel em g(x) entdo
fogéderivavel em x e temos

(fog)(x)=f"(g(x))- & x). (3.15)

Demonstragcdo. Queremos mostrar que f o g é derivdvel em x e que a derivada é dada por
(3.15) ou seja que:

(fog)x+h) = f(g(x))+f (g(x)g' (x)h+& (M), (3.16)
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Figura 3.3: O polinémio do 2° grau Q(x) = e+e(x— 1)+ %e(x —1)? aproxima a fungio
f(x) = ¢* numa vizinhanca do ponto x = 1. Repare que a aproximagdo comega a ficar
ruim longe do x = 1.

onde }lirr(l) &(h) = 0. Como g é derivavel em x temos:
H

glx+h) =g(x) +&' (x)h+ & (h)h,

onde }llln?) &4(h) = 0. Como f ¢é derivavel em g(x) temos:
_)

f(g(x)+h) = f(g(x) + f'(8(x))h+ Ep(h)h,

onde lim &(h) = 0. Colocando, & = g(x + ) — g(x) = g'(x)h + & (h)h, obtemos
h—0

(fog)(x+h) = flglx+h))=f(glx)+h)=f(g(x))+f (g(x))h+&E(h)h
= f(8(x)) + £ (8(x)) (&' (0)h+Eg(h)h) + Ep () (8 (x)h+ E(h)h)
= f(8(x)) + ' (8(x))g (x)h+ f'(g(x))Ee(Mh+ Ef(h)(8' (x)h+ Eg(h)h)
= f(g(x)+ [ (8(x)g (x)h+ & (h)h,

donde apenas resta verificar que }ll _r>r(1) & (h) = 0. Notemos que

E(h = f'(8(x)E(h)h+Ef(h)g (x)h+ Ef(h)Eg(h)h
= f(8(x)E(Mh+ Ep(g(x+h) —g(x))g (x)h+ Ef(g(x+ h) — g(x)) g (h)h.
como }llig(l)g(x-l—h) = g(x), pois g é continua em x e lim &7(h) = 0 resulta que }llli%é"(h) =0
]

h—0
€ o0 teorema esta provado.

De forma recursiva temos se a funcdo /s € derivdvel no ponto x, se g € derivavel em
h(x) e se a fungdo f € derivavel em g(h(x)) entdo fogoh é derivavel em x e temos

(fogoh) (x) =f(g(h(x))) &' (h(x)) - I (x). (3.17)
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Na notagdo de Leibniz (3.15), se y = f(z) e z = g(x), temos

dy dy dz
- =-=. = 3.18
dx dz dx ( )

« Exemplo 3.18 Calcule (cose*)’. Aqui fagamos g(x) = ¢* e f(x) = cosx. Temos portanto
h(x) = cose* = fog(x). Como g'(x) = e* e f'(x) = —sinx usando (3.15) fica

(cose™)’ =h'(x) = (fog)'(x) = f'(g(x)) - &'(x) = (—sine’)e’ = —e"sine".

« Exemplo 3.19 Calcule (cos?e*)’. Aqui fagamos h(x) = e*, g(x) = cosx e f(x) = x>

h
x o & coser (cose¥)?.

Temos portanto i(x) = cos?e* = fogoh(x). Como /' (x) = €*, g'(x) = —sinx e f'(x) = 2x
usando (3.17) fica

(cos’e®) = i'(x)=(fogoh) (x)=f(g(h(x))-& (h(x))- K (x)
= 2cose’(—sine’)e’ = —2¢' cose’ sine’.

« Exemplo 3.20 Sejam dadas as fungdes derivdveis f,g e h. Sabendo que /(1) = 2,
g(3)=4,h(1)=3, f'(5) =6 ¢ g(3) =5. Mostremos que (fogoh)’(1) =48. De facto,
usando a regra da cadeia temos:

(fogoh)' (1) = f'(goh(1)) x g (h(1)) x K (1) = f'(g(3)) xg'(3) x 2
= fl(5)x4x2=6x4x2=148.

=« Exemplo 3.21 Sabendo que z é um ponto fixo de f(x) e que f’(z) = 2 determine

lim l1n( ().

n—-+eon
Pela regra da cadeia temos
PR =f(fof0f@) x f(fofof(2)
n—1 n—2

< ...Xf/(fofof(z))Xf/(fof(Z>)xf/(f(z))

Mas para qualquer n temos f"(z) = z pois z € ponto fixo. Logo

FU@) = @) % (@) x o x f12) x () x @) = (F1(@)" = 2"

- -

n

Finalmente,
. 1 (n) . 1 n . n
lim —In(f"(z)) = lim —In2" = lim —1n2 =1n2.

n—-+ooqp n—-+oop n—-4oop

Este nimero chama-se expoente de Lyapunov. .
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Nota Seja g a fungdo inversa de f onde f e g sdo fungdes derivdveis e vamos assumir
que " #0. Entdo (go f)(x) = x. Derivando pela regra da cadeia e escolhendo

y = f(x) < g(y) = x temos

(gof)()=x & () fx)=1<g0) f(sb)
/ _ 1 —1y/ _
& g(y)—if,(g(y))@(f )'(»)

1
FF71O)

ou seja
(3.19)

Veremos mais a frente no Teorema 3.8.1 um upgrade desta argumentacao.

3.4 Derivacdo implicita

Vamos considerar agora o caso em que temos uma fun¢ao nas varidveis x e y dada por
F(x,y) e aigualdade F(x,y) = 0.

« Exemplo 3.22 Vejamos alguns exemplos:
(a) Consideramos F(x,y) = x*>+y> — 1 e F(x,y) = 0 define, no plano, uma circunferén-
cia centrada na origem e de raio 1.
(b) Consideramos F(x,y) = x> —y e F(x,y) = 0 define, no plano, a pardbola y = x°.
(c) Consideramos F (x,y) = y*> —x e F(x,y) = 0 define, no plano, a parabola x = y?.

Nestes casos nem sempre obtemos uma fungio f(x) =y (caso (c) do Exemplo 3.22)
nem mesmo uma fungdo f(y) = x (caso (a) do Exemplo 3.22). Mesmo assim, e com
recurso a regra da cadeia, podemos assumir que y(x) (y é fun¢@o de x) e derivar y e x
em relacdo a varidvel x. Claro que a derivada de x em relacdo a varidvel x serd igual a
1. Chamamos a este procedimento derivacdo implicita i.e. derivamos y mesmo sem ter a
expressdo designatdria de y = f(x) explicitamente descrita.

« Exemplo 3.23 Vejamos uns exemplos simples:
(a) Derivemos implicitamente x> 4 y*> — 1 = 0. Fazemos

a4
dx

d d dx dy dy X
2 2

) 1 =082 42y —0 =0 2+ 2y =0 — = —-.
(x)-l—dx(y) o 0 xdx-i- Y 0=0<2x+ Y O@dx :

Mesmo sem termos explicitado® a varidvel y em fungdo da varidvel x fomos capazes
de determinar a derivada de y em relacdo a x que € apenas o simétrico da divisao da

V2

coordenada x pela coordenada y. Vamos calcular y'(0), y/ (T) ey (1):

* Neste caso temos x = (. Para determinarmos o valor de y (quando x = 0)
basta resolver F(0,y) = 0 ou seja F(0,y) = 0> +y?> — 1 =0 donde y = +1.
Ficamos a saber que %(O, 1)=0e %(0, —1) =0. Logo determinar y'(0) é
uma abreviatura para determinar y'(0,1) e y'(0, —1) pois existem dois valores
de y para o valor x = 0.

3Neste caso seriay = V1 —x2ey=—v1—x2.
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e Neste caso temos x = %2

o

. Para determinarmos o valor de y (quando x = #)
2
basta resolver F <§,y> =0ousejaF (%,y) = <¥> +y>—1 =0 donde
y= j:%. Ficamos a saber que % 4% =1le % #,—% =—1.
* Neste caso temos x = 1. Para determinarmos o valor de y (quando x = 1) basta
resolver F(1,y) =0 ou seja F(1,y) = 12 +y?> — 1 = 0 donde y = 0. Contudo a

expressao para % = —§ nao faz sentido para y = 0. Veja a Figura 3.4.
\.‘2 V2 | |
W(0,1)=0 Y
L L) 1y
0.5
o
15 il 0.5 \\

-0.5 4
w0, 1) =0 )

2 L) =

Figura 3.4: Com a expressao % = —f conseguimos calcular logo o declive da tangente a

curva definida por F(x,y) = 0. E certamente mais simples do que tentar obter f(x) =y
explicitamente e depois derivar como faziamos até agora.

(b) Derivemos implicitamente X2 — y = 0. Fazemos
d

dx

Mesmo sem termos explicitado a varidvel y em fun¢do da varidvel x fomos capazes

de determinar a derivada de y em relagcdo a x que € apenas o dobro da coordenada x

(xz)——(y):O<:>2x———:O<:>

(e nem depende da varidvel y). Vamos calcular y'(0), y’ (%) ey (1):

* Neste caso temos x = (. Para determinarmos o valor de y (quando x = 0) basta
resolver F (0,y) = 0 ou seja F(0,y) = 0> —y = 0 donde y = 0. Ficamos a saber
que %(0,0) =0.

* Neste caso temos x = %é Para determinarmos o valor de y (quando x = %ﬁ)

2
basta resolver F (%i,y> =0ousejaF (%,y) = <#) —y=0donde y = %

. dy (V2 1) _
Ficamos a saber que (7, 5) = V2.

* Neste caso temos x = 1. Para determinarmos o valor de y (quando x = 1) basta
resolver F(1,y) =0 ou seja F(1,y) = 1> —y = 0 donde y = 1. Ficamos a saber
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que dx(l 1) = 2. Veja a Figura 3.5.

0.5

0.5

i
ﬂ (0,0) =0

Figura 3.5: O caso F(x,y) = x> —y = 0.
(c) Derivemos implicitamente y> —x = 0. Fazemos

S0P -2 =

Mesmo sem termos explicitado a varidvel y em fun¢do da varidvel x fomos capazes
de determinar a derivada de y em relagcdo a x que € apenas o inverso do dobro da
coordenada y (e nem depende da varidvel x). Vamos calcular y'(0), y/ (}1) ey (1):

* Neste caso temos x = (. Para determinarmos o valor de y (quando x = 0) basta
resolver F(0,y) = 0 ou seja F(0,y) = y> —0 = 0 donde y = 0. Ficamos a saber
que Z}yc (0,0) = o (ndo existe!).

* Neste caso temos x = %. Para determinarmos o valor de y (quando x = %) basta
resolver F (i,y) =0ou seja F (z—lt,y) =2 — % =0donde y = j:%. Ficamos a
saberque (4,2)—1 QL -H=-1

* Neste caso temos x=1. Para determinarmos o valor de y (quando x = 1) basta
resolver F(l,y) =0 ou seja F(1,y) =y>—1=0donde y = #1. Ficamos a
saber que 2(1,1) = 2 e d Y (1,—1) = —3. Veja a Figura 3.6.

« Exemplo 3.24 Calculemos y' em xy = 1. Podemos fazer y — % e temos y = f(x) logo
y =— é Contudo podemos avangar com derivagdo implicita pois temos a fun¢do F (x,y) =
xy — 1 e a condi¢do dada € afinal F(x,y) = 0. Assim temos

d d dx d dx  d oy
T =t1e D18 20Dy xSy =0e — 0oy =
dx( ) p o y-l—xd y= o y-l—xd y= y+xy y = -

1
como y — subst1tu1ndo obtemos y' = —< = —. Neste caso parece que complicamos
mas nem sempre se pode determinar a expressao de y = f(x) explicitamente. .

« Exemplo 3.25 Dado xy —x — 3y —4 = 0 vejamos que temos Z}yc = 1—. Derivando a

expressao xy —x — 3y —4 = 0 implicitamente (em ordem a x) obtemos y +xy’ —1-3y =0.
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Figura 3.6: O caso F(x,y) = y> —x =0.

Resolvendo a equagdo em ordem a y’ fica: y— 14+ (x—3)y =0 (x—3)y =1—-y &
r_ 1—y

Y =33 .

= Exemplo 3.26 Dada a expressio 1y + y” = | determinemos y’ e y”. Temos a funcio

F(x,y) =xy+y*— 1 e a condicdo dada é F(x,y) = 0. Vamos usar notagio de Lagrange

pois sabemos perfeitamente que estamos a derivar em ordem a varidvel x.

) +0%) =1 & Xy+xy+20 =0 y+x'+2y =0 y+) (x+2y) =0
y

& Ya+2y)=—ye)= T2y

Notemos que y depende de y que desconhecemos explicitamente. Agora para obter y”
vamos usar a derivada do quociente:

Y= ()= (= LY aH2y) v +2Y) Y (a+2y) —y(14+2y)

’ x+2y (x+2y)? (x+2y)2
e A x<_x+\72\> Y =y 2y) 200 0y) 2
Tt w)? T Gt ()’ )P )

notemos de novo que y” depende de y que desconhecemos explicitamente. .

« Exemplo 3.27 Vamos usar derivacdo implicita e determinar o declive da reta tangente a
curva definida por y = x+sin(xy) + % no ponto de abcissa x = 0. Derivando implicitamente
y = x+sin(xy) + % obtemos y' = 1+ (y +xy’) cos(xy). O ponto de abcissa x = 0 tem
ordenada y = 0+ sin(0) + 5 = Z. Substituindo obtemos y’ = 1+ (5 +0 x ') cos(0) =
1+%.Odecliveém=1+7. .

« Exemplo 3.28 Sabendo que a curva siny = x> — x> passa no ponto (1,0) determinemos

y' e y" no ponto (1,0). Derivando implicitamente obtemos:

(siny) = (x* —x°) & y'cosy=3x*—5x*
N ;35 3.12-5-1% 5
Y= cosy I(0  cosO 7
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Derivando de novo a expressio y' cosy = 3x> — 5x* obtemos:

(y cosy) = (3x* —=5x*)" < y'cosy—y'siny = 6x—20x>

PN y'siny + 6x — 20x°

cosy
_(—2)0+6-1-20-1°

(1,0) cos0

i

y —14.

Derivadas de (mais) funcoes transcendentes

Ja vimos qual a derivada de fun¢des como sinx (Exemplo 3.3), cosx (Exemplo 3.5) ou e*
(Exemplo 3.2). Vamos agora determinar mais casos.

= Exemplo 3.29 Calculemos (Inx) pela defini¢ao.

1 h)—1 In (X4 In(1+2% h
(lnx)’ = 1imm:hmM:hmM:hmiln 1+—
h—0 h =0 h h—0 h h—0xh X
1 A A NG 1
= lim-1In <1—|——) = —lim In <1—|——) = —1lim In (14—7) = —Ine
h—0Xx X X h—0 X X h—0 7 X
1
T ox

/

» Exemplo 3.30 Calculemos (log,x)’.
Inx

lOga)C = na

(log, v)' = (1—)— !

Ina/) xlna’

Recordemos a mudanca de base no logaritmo

=« Exemplo 3.31 Calculemos (a*)’. Notemos que sendo y = a* temos Iny = Ina* = xIna.
Temos pela regra da cadeia e pelo Exemplo 3.29 que (Iny)’ = yy Por outro lado (Iny)’ =
(xIna)’ =1na. Logo y = Inay = Inada”. .

=« Exemplo 3.32 Calculemos (arcsinx)’, (arccosx)’ e (arctanx)’. Notemos que y = arcsinx

equivale a siny = x. Derivando implicitamente obtemos y' cosy = 1, donde y' = S Ols 5=

ﬁ (o sinal — caiu porqué? Veja Figura 1.13). Agora notemos que y = arccosx equivale
1 1

a cosy = x. Derivando implicitamente obtemos —y'siny = 1, donde y/ = —

siny 1—x2
(o sinal — caiu porqué? Veja Figura 1.14.) Finalmente calculemos (arctanx)’. Temos
y = arctanx o que equivale a tany = x. Derivando implicitamente obtemos y’ @ =1,

S, S B
donde y' = cos“y = Tan?y = 102

« Exemplo 3.33 Mostremos que a equagio da reta tangente ao grafico da fungdo f(x) =

arcsinx no ponto (0,0) é y = x. Sabemos que f’(x) = (arcsinx)’ = ﬁ, logo f/(0) = 1.

A reta tangente tem equagdo y — f(0) = f/(0)(x—0) < y=f(0O)x & y=x. .
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« Exemplo 3.34 Vamos calcular (sinhx)’ e (coshx)’. Estas derivadas sdo basicamente
derivadas de funcdes exponenciais.

F—e ™\ - —e e
i h /: = =
(sinhx) < 5 > 5 5

= coshux,

= sinhx.

Fte ™\ e
r_ _
(coshx)’ = ( 5 ) =—

=« Exemplo 3.35 Calculemos (argsinh)’, (argcosh)’ e (argtanh)’. Notemos que y = argsinhx

equlvale a sinhy = x. Derivando implicitamente obtemos y’'coshy = 1, donde y' =

= 1 — —L_ onde como sabemos x € R. Agora tendo y = argcoshx

coshy \/1+smh2 V1+a2
equivale a coshy = x. Derivando implicitamente obtemos y'sinhy = 1, donde y' =
1

. = = onde como sabemos x > 1. Finalmente y = argtanhx equi-
sinhy V/coshZy—1 Vie—1 > y g q

vale a tanhy = x. Derivando implicitamente obtemos y’ COSL2y =1, donde y/ = cosh?y =
lftalnhzy = 1_1x2 onde como sabemos x €] — 1,1]. .
Escdlio

Para motivar termos definido estas funcdes ‘esquisitas’ como arco seno, ou coseno
hiperbdlico ou argumento da tangente hiperbdlica trabalharemos mais a frente com
a questao de saber qual a func¢do cuja derivada é uma fun¢do dada. Ora, se essa
~ 1 1 ~ . ~
funcdo dada fosse por exemplo e OU e entdo podemos dizer que a solucdo do

problema seria respetivamente arcsinx e argtanh x.

Derivacdo logaritmica

Usando a regra da cadeia e o Exemplo 3.29 podemos desenvolver um método bem eficaz
para calcular derivadas de certas fungdes. Dado y = f(x) > 0 temos a férmula

d Sy

—Iny= —lnf( )= —. (3.20)
Sy
Uma vez que logaritmos transformam poténcias em produtos e produtos em somas o uso
de (3.20) poderad ser bastante util na derivagdo de certas funcoes.

« Exemplo 3.36 Assumindo que u(x),v(x) > 0 ey = u(x)v(x) podemos obter a férmula
da derivada do produto via (3.20). Primeiro escrevemos Iny = In(u(x)v(x)) e derivamos
implicitamente:

%lny:%(ln(u(x)v(x))) o 2o Y _ W) V)
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Exercicio 3.3 Obtenha a férmula para a derivada do quociente de duas fungdes u(x), v(x) >
0 usando derivacao logaritmica.

= Exemplo 3.37 Derivemos a fun¢do f(x) = x* onde x > 0. Primeiro escrevemos Iny =
Inx* e derivamos implicitamente:

"od ! 1
s L= —(xlnx) & Y~ Inx 4 x-

y dx y X
& Y =y(nx+1) &y =x"(Inx+1).

d d
—Iny = —(Inx*
dxny dx(n )

. < (B4
« Exemplo 3.38 Derivemos a fungio f(x) = [

as regras conhecidas mas os célculos sao bastante trabalhosos. Primeiro escrevemos

Claro que podemos derivar usando

(x3 + 1)7

@—x12)" —In(x*+1)" —In(x> —x+2)* = 7In(x* + 1) —35In(x> —x+2).
X“—X

Iny=1In

e derivamos implicitamente:

Y 1(3x%)  35(2x—1)

d d 3 >
—Iny=—(7In(x’+1)—=35In(x*—x+2)) < R S . i

dx dx

;o (P41 21x>  70x—35
(2 —x+2)35 B+ 2—x+2)

« Exemplo 3.39 Derivemos a funcio f(x) = (1 — 2x)*"*. Primeiro escrevemos
Iny = In(1 — 2x)*"* = sinxIn(1 — 2x).

e derivamos implicitamente:

d In d (sinxIn(1—-2x)) < Y cosxIn(1 —2x)
— Iny = —(sinxIn(1 —2x — =cosxIn(1—2x) —
dx Y dx y 1—2x

2 )
1mn .
1oy

sinx,

logo

y' = (1 —2x)sins (cosxln(l —2x) —

Teoremas do Cdilculo Diferencial
Definicdo 3.7.1 Seja f: [a,b] — R uma fung@o continua. Dizemos que m €|a, b[ é um
minimo local de f se existe € > 0 tal que f(x) > f(m) para todo o x €]m —&,m+€|.
De forma dual dizemos que M €|a,b| é um maximo local de f se existe € > 0 tal que
f(x) < f(m) paratodoox €)m—¢e,m+e|.
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Teorema 3.7.1 — Teorema de Fermat. Se f: [a,b] — R for derivdvel em |a,b[ e
possuir um maximo ou um minimo local no ponto ¢, entdo f'(c) = 0.

Demonstracdo. Como f € derivavel em c, recordando (3.11), teremos que

flet+h) = f(c)+ f(c)h+hé&(h),

com }lirr(l) & (h) = 0. Assumimos, por absurdo que f’(c) # 0. Precisamente por termos
_)

}llin(l) &(h) = 0 é possivel garantir que |&(h)| < ’@’ para h suficientemente perto de 0.
4)

Assim teremos

et = 1(0) = £ @ = e ) < i1
desde que & seja bem pequeno.
*h>0ef'(c)>0
D < tem—pe)- em<n L w1 < plevm - pey <3nl,

logo f(c+h) > f(c).
s h<0ef'(c)>0

oo 1©) 4 1e)

< fleth)=fle) = fOh < —h— 5 < fleth) = fle) <h—

logo f(c+h) < f(c). O que contradiz o facto de ¢ ser mdximo ou minimo local.
*h>0ef'(c)<0

W1 < pleny -0 - fom< -1 3D < e — ey <O
logo f(c-+h) < f(c)
s h<0ef'(c)<0
D < perny ) rem <D w1 < e ny - piey <an 1,

logo f(c+h) > f(c). O que contradiz novamente o facto de ¢ ser maximo ou
minimo local.

Logo f'(c) =
n

Teorema 3.7.2 — Teorema de Rolle. Se f: [a,b] — R é continua em [a, b], é derivavel
em |a,b| e f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um ¢ €]a, b| tal que f'(c) =0.

Demonstragdo. Pelo Teorema dos valores extremos de Weierstrass (Teorem 2.2.6) f tem
um maximo M e um minimo m em [a,b]. Se estes valores sdo atingidos nos extremos
de [a,b], entdo como f(a) = f(b) teriamos m = M e a fungdo f seria constante, logo
f'(x) =0 para todo o x €]a,b[ e o teorema estava provado. No caso de ndo ser constante
teremos m, M €|a,b| e pelo Teorema 3.7.1 teremos que a derivada num méximo local ou
num minimo local tem que ser nula. [
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« Exemplo 3.40 Dada a fungdo f(x) = x*> — 3x*> +x + 1 definida no intervalo [1,1+ /2]
¢ facil de ver que o Teorema de Rolle pode ser aplicado para garantir um zero da derivada
nesse intervalo. De facto, sendo um polinémio € derivavel até em R. Além disso f(1) =0
e

FA+V2) = 1+ V2> =301+ V2> +1+V2+1
(14+ V2)[(1+ V2)* =31+ V2) + 1] +1
(1+V2)[142V2+2-3+-3V2+1]+1
( )

1+ V2)(1-V2)+1=0,

logo existe pelo menos um ¢ €]1, 14 /2] tal que f'(c) = 0. Neste caso, e como a derivada

3+6

é f'(x) = 3x> — 6x+ 1 que tem zeros x = 5Y0. .

24

; . = _ 3 2 4 3EvV6 )
Figura 3.7: A funcgdo f(x) =x° —3x~+x+ 1 é tal que f’< 3 ) =0.

« Exemplo 3.41 Mostre que o polinémio p(x) = 8x*> — 6x> —2x+ 1 tem pelo menos um
zero no intervalo [0, 1]. Note-se que o Teorema 2.2.7 ndo pode ser usado pois p(0) =1>0
e p(1) =1> 0. O polinémio P(x) = 2x* — 2x> — x> +x é tal que P'(x) = p(x). Além
disso, P(0) =0e P(1) =0, logo pelo Teorema de Rolle temos que existe ¢ €]0, 1] tal que
P'(c) =0. Mas P'(x) = p(x), logo p(c) = 0.

Teorema 3.7.3 — Teorema do valor médio de Lagrange. Se f: [a,b] — R é con-
tinua em [a,b] e é derivdvel em |a,b[, entdo existe pelo menos um ¢ €|a,b] tal que

(3.21)
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Demonstragdo. Sejam = W o declive da reta que une (a, f(a)) a (b, f(b)). Defini-
mos a fungao

8(x) = f(x) —m(x—a),
e temos que g: [a,b] — R é continua em [a,b] e é derivavel em |a,b[. Além do mais
g (x) = f'(x) —m. A fungdo g estd nas condi¢des do Teorema 3.7.2 pois g(a) = f(a)
e g(b)=f(b)—m(b—a)=f(b)—(f(b)— f(a)) = f(a). Logo existe pelo menos um
¢ € [a,b] tal que g'(c) = 0 ou seja que g’'(c) = f'(¢) —m = 0 donde obtemos (3.21). =

« Exemplo 3.42 Seja f uma fungéo continua em [0, 1] e derivdvel em |0, 1[. Suponha que
f(0) =1eque f'(x) <5 para todo x € [0, 1]. Mostremos que f(1) < 6. Podemos usar o
Teorema 3.7.3 e obter que existe ¢ €]0, 1] tal que f(1)— f(0) = f'(c)(1-0) < f(1)—1=
flle)ye f()=Ffa)+1<flx)+1<5+1=6. .
« Exemplo 3.43 O teorema de Rolle ndo podera ser aplicado a fungdo f(x) = |x| no
intervalo [—1, 1]. De facto, a fun¢@o néo é derivdvel em todo o ponto do intervalo | — 1, 1],
logo ndo se pode aplicar nem o teorema de Rolle nem o de Lagrange. Notemos que ndo
existe mesmo nenhum ponto em | — 1, 1] onde a derivada se anula, i.e. iguala o quociente
incremental % =0. .

=« Exemplo 3.44 Seja f uma fung¢do continua e derivavel em [—a, a|. Suponha que f(0) =0
e que | f(x)| < 1 para todo x €] —a,a[. Mostremos que | f(x)| < 4 |x| para todo 0 x € [—a,d].
Supomos por absurdo que existe x € [—a,a] tal que |f(x)| > %|x] Agora aplicamos o
Teorema 3.7.3 no intervalo [0,x] (estamos a supor x > 0 mas o caso x < 0 é andlogo).
Temos entdo que existe pelo menos um ¢ €]0, x| tal que

7= [P0

contradizendo o facto de | f'(x)| < 5 para todo x €] —a,a].

Teorema 3.7.4 — Teorema de Darboux. Se f: [a, B] — R for derivdavel em |a, B[ e
a,b €]a, B[ com a < b, entdo f’ é uma fungdo de Darboux em [a, b].

Demonstragdo. Para termos alguma coisa para provar vamos assumir que y €|/ (b), f'(a)|
(o casoy €]f'(a), f'(b)] é andlogo e deixado para exercicio).

Definimos g: [ot, B] — R por g(¢) = f(¢t) —yt. Como g: [a,b] — R é continua sabemos
pelo Teorema de Weierstrass (Teorem 2.2.6) que g tem um mdaximo em [a,b]. Como
g'(a) = f'(a) —y > 0 sabemos que g ndo poderd atingir o maximo em ¢ = a. De igual
forma como g’'(b) = f'(b) — y < 0 sabemos que g ndo podera atingir o maximo em 7 = b.
Portanto, o valor méximo de g terd que ser atingido em x €]a, b|. Pelo Teorema de Fermat
(Teorema 3.7.1) teremos que g’ (x) = 0 ou seja f/(x) = y. [ |

Notq Note-se que se no Teorema 3.7.4 colocarmos a hipétese de f: [o, 8] — R ser derivdvel
em o, B[ e além disso a hipétese de f” ser continua, entdo segue do Teorema 2.2.7
que f’ é uma fungdo de Darboux em [a,b]. A piada do Teorema de Darboux é que
f' ndo precisa necessariamente de ser continua, e.g. podemos aplicar o Teorema de
Darboux a fun¢do definida no Exemplo 3.11.
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O préximo resultado, apesar de timido, € muito importante para o que iremos estudar
no proximo capitulo. De facto, se f = F' para alguma fung¢do F, entdo f terd que ser de
Darboux. Assim teremos:

Coroldrio 3.7.5 Toda a fun¢édo que € obtida pela derivag¢do de outras fun¢des € uma
fun¢do de Darboux.

Teorema 3.7.6 Se f: [a,b] — R é continua em [a, b], € derivavel em |a,b[ e f/(x) >0
para todo o x €]a, b], entdo f & estritamente crescente em |a, b|.

Demonstra¢do. Dados x,y € |a,b] com y > x, pelo Teorema 3.7.3 temos que existe pelo

menos um ¢ €]x,y[ tal que f'(c) = % ie. f'(c)(y—x) = f(y)— f(x). Como
f'(¢) > 0ey > xconcluimos que f(y) — f(x) > 0ouseja f(y) > f(x) sendo f estritamente

crescente em |a, b|. |

« Exemplo 3.45 A fungio f(x) = x> +x tem derivada f’(x) = 3x> 4+ 1 > 0, logo pelo
Teorema 3.7.6 € estritamente crescente. Em particular podemos concluir que € injetiva
e, consequentemente invertivel. Claro que apenas concluimos que € invertivel e ndo
obtivemos a sua inversa. Na Figura 3.8 temos uma expressao para a inversa de f calculada
usando o Wolfram-Alpha. .

o 2 D e
v VvIV27rat+a —ox

o — 1 : ¥z 322
YVIVa27ataa —9x

Figura 3.8: Determinacio da inversa de f(x) = x> +x.

Teorema 3.7.7 — Teste da 1¢ derivada. Se f: [a,b] — R € continua em |a,b], é
derivavel em |a, b e existe ¢ €]a,b| e € > 0 tais que

* f(c)=0;

e f/(x) >0 paratodo x €]c —€,c[ e

* f'(x) <0 paratodo x €]c,c+ €|,
entdo ¢ € maximo local para f.
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Demonstragdo. Podemos encolher € > 0 até termos |¢ — €, ¢ + €[Cla,b]. Agora aplica-
mos o Teorema 3.7.6 a |c — €, ¢[ concluindo que f € estritamente crescente em |¢c — €, c|.
Aplicamos novamente o Teorema 3.7.6 a |¢,c + €[ e a fungdo — f concluindo que —f é
estritamente crescente em |c,c+ €|, i.e., f € estritamente decrescente em |c,c+ €. Logo ¢
¢ maximo local para f. u

Nota Deduz-se facilmente o dual do teorema anterior para determinag@o de minimos locais.

« Exemplo 3.46 Determine os extremos da fungdo f(x) = x> —2x+ 1. Como f'(x) =
2x —2 =0 temos que o candidato é x = 1. Como f’(x) < 0 paratodox < 1 e f'(x) >0
para todo x > 1 temos, pelo dual do Teorema 3.7.7, que x = 1 € minimo local. .

Teorema 3.7.8 — Teste da 2¢ derivada. Se f: [a,b] — R é continua em [a,b], é
derivavel em |a, b e existe ¢ €]a, b| tal que

* fi(c)=0;

 f/(x) é derivavel em c e

« () <0

entdo ¢ € maximo local para f.

Demonstragdo. Como f é derivavel em c e f’(c) = 0, recordando (3.11), teremos que
flleth)=f(c)+ f"(c)h+hE(h) = f"(c)h+h& (h),

com }lir% & (h) = 0. Precisamente por termos %ir% & (h) = 0 ¢é possivel garantir que |&(h)| <
— -

1)
2

e on < p1).
desde que & seja bem pequeno.
Para h < 0 e como f”(c¢) < 0 teremos
logo f’(c+h) > 0.
Para 1 > 0 e como f”(c¢) < 0 teremos

logo f’(c+h) <0.
Finalmente, usamos o Teorema 3.7.7 concluindo que ¢ € maximo local.

Nota Deduz-se facilmente o dual do teorema anterior para determinag@o de minimos locais.
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Nota |Usando a aproximagdo de segunda ordem vista em (3.14) podemos deduzir o Teo-
rema 3.7.8.

« Exemplo 3.47 Determine os madximos e minimos locais da fungdo f(x) = x* — 5x> —
8x+3. Temos f’(x) = 3x*> — 10x — 8 = (3x+2)(x —4). Assim os candidatos a extremos
sdox=—3ex=4. Como f"(x) =6x—10e f"(—3) =6(—3) — 10 = —14 <0, temos

que x = —% é mdximo. Como f”(4) =6-4 — 10 =24 > 0, temos que x = 4 é minimo. =

Teorema 3.7.9 — Teorema do valor médio de Cauchy. Se f,g: [a,b] — R sdo
continuas em |[a, b] e sdo derivdveis em |a, b[, entdo existe pelo menos um ¢ €|a, b| tal
que

f'(c)(g(b) —g(a)) = &'(c)(f(b) — f(a))- (3.22)
Demonstra¢do. Comegamos por assumir que g(b) # g(a) e definimos a fungédo
o SO -f@)

que ¢ continua em |a, b e derivdvel em |a,b|. Logo pelo Teorema 3.7.2 existe pelo menos
um ¢ €la, b| tal que #'(c) = 0. Mas

0=H(0) = f'te) =L =

donde se obtém imediatamente (3.22).

Resta ver o caso em que g(b) = g(a). Neste caso aplicamos o Teorema 3.7.2 a g e
concluimos que existe pelo menos um ¢ €la, b| tal que g’(c) = 0 e (3.22) trivialmente serd
verdadeira. [ |

Figura 3.9: Dada a curva no plano y: [a,b] — R? definida por y(x) = (f(x),g(x)) temos
sempre pelo menos um ¢ €|a, b| cuja tangente a Y em x = ¢ tem a mesma inclinag@o que o

segmento que une (f(a), g(a)) a (£(b), g(b))-
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» Exemplo 3.48 Consideramos agora um caso especial das condi¢des do Teorema 3.7.9: o
caso quando f(a) = g(a) = 0. Substituimos b pela varidvel x por simples conveniéncia
de notagdo. Assumimos também que, para um € > 0, g’ # 0 em |a — €,a + €[ excetuando
eventualmente o préprio ponto a. Por (3.22) existe c(x) €]a, x| tal que )lcgrfllc(x) =ae

fe())(8(x) —g(a)) = &' (c(x) (f(x) — f(a)). (3.23)
Supomos agora que lim % = L. Logo lim § :EE&;; = L e obtemos
im? ) — L ) (3.24)

Wagle) xhag(n)’

A igualdade (3.24) ¢é bastante util no calculo de limites e pode ser generalizada no
seguinte:

Teorema 3.7.10 — Regra de Cauchy-L’'Hopital. Se f,g: [a,b] — R sdo derivaveis
em |a, b, excetuando eventualmente num ponto ¢ €la,b|, e se
* limf(x) = limg(x) = 0 (ou = %o0);
X—C X—C
 g'(x) # 0 paratodo o x €]a,b[\{c} e

e limZ ,,(x) existe.
x—c& (%)
Entao:
/
im? &) _ i L ™ (3.25)

x—eg(x)  x—=egl(x) ’

=« Exemplo 3.49 Seja f(x) = sinx e g(x) = x a fungdo h(x) = % = % ndo estd definida
em x = 0. Contudo,
* limf(x) = limg(x) = 0;
x—0 x—0
* ¢/(x) #0paratodoox €Re
o lim5B) — fimeosy — .
x—08 (x) x—0
Entdo, pela Regra de Cauchy-L’Hopital, temos lim £ = 1im h(x) = 1. Logo podemos
x—08 (x) x—0

completar a fungio 4 definindo #(0) = 1 e obtendo uma fungdo continua.

Escolio
Consideremos que, nas condi¢des do Teorema 3.7.10, temos adicionalmente que:
(i) f’ e g sdo continuas em c;
(i) que g'(c)#0e
(iii) que f(c) = g(c) =0.
Entéo (3.25) vale. De facto,

e e P F(C)

w0 —fle) . S G IR e w, R
lim = lim = lim = = = lim .
e g(x) weg(x) = fle)  xme8W=S) i gW=f) glc)  xeg(x)
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« Exemplo 3.50 Vamos considerar um cédlculo simples mas enganador. Com o objetivo de
determinar o limite lirr(l) 52+ (que gera uma indeterminagdo g) usamos a regra de L”Hopital
X—

obtendo ]
. sinx . cosx cosO
lIim—=lim—— = — = 1.
x—0 X x—0 1 1

Contudo esta aplicacdo da regra de L’Hopital € escorregadia pois, se por um lado usamos o
conhecimento que temos da derivada do seno ser o coseno, por outro lado a questio € essa
mesmo! Sendo vejamos,

sin(0 4+ x) —sin0 I sinx

(sin0)’ = lim = lim——.
x—0 X x—0 X

De qualquer maneira podemos fazer de conta que este ¢ um exemplo de aplicacdo da
regra de L' Hopital e esquecermos questdes do tipo ‘o que nasceu primeiro foi o ovo ou
a galinha...” outra coisa interessante para fazer neste momento € contemplar de novo a
Figura 2.3. .

» Exemplo 3.51 Determinemos o limite 1im+xlnx. Temos uma indeterminacdo do tipo
x—0

0 x co. Vamos reescrever de forma a obter uma indeterminagdo = e depois aplicaremos a
regra de L’ Hopital:

1
) . Inx ) = )
lim xInx = lim — = lim Ll = lim —x=0.
x—0t x—0t 1 x—0t -2 x—0t

= Exemplo 3.52 Determinemos o limite lim x*. Temos uma indeterminacéo do tipo 0°.

x—0t
Vamos primeiro logaritmizar obtendo:

lim In(x") = lim xInx =0,

x—0t x—0t

usando o Exemplo 3.51. Logo, usando a continuidade de e* e Inx, obtemos:

ln( lim x") lim In(x¥) lim xIn(x)
lim x* =e \0" / =0t = g0t = =1.
x—0t

=« Exemplo 3.53 Determinemos o limite lirf (1+2)" onde o é uma constante. Temos
x—+oo

uma indeterminacao do tipo 1%°. Vamos primeiro logaritmizar obtendo:

o X o In(1+% _axta
lim ln<l—|——> — lim xln<1+—) N L1 U ) 2 x g

X—o0 X X—r+o0 X X—>-o0 )—IC X—roo —iz

X

Logo, usando a continuidade de ¢* e Inx, obtemos:
a X
lim <1 + —) =e%,
X—>4-o00 X

legitimando a abordagem no Exemplo 1.22 e clarificando também o Exemplo 3.29. .
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Figura 3.10: Griéfico da funcgdo f(x) = x".

3.8 Derivada da funcdo inversa

Inverter fun¢gdes ndo tem nada a ver com derivabilidade (ver Teorema 2.2.5), nem sequer
com continuidade. No Exemplo 1.20 invertemos uma fun¢do descontinua e no Exem-
plo 1.21 a inversa nao era derivavel em x = 1 (ver Figura 1.5). O problema da ndo
derivabilidade em x = 1 vinha do facto de f'(f~!(1)) = f'(0) = 0. Geometricamente &
f4cil de ver que quando temos f”(xg) = 0 vamos obter ‘(f~1)’(f(xp)) = o’. De facto, esta
formulagio é geral pois o declive da reta tangente ao grifico da inversa f~! em f(xo) é
precisamente o inverso algébrico do declive da reta tangente ao grafico de f em xg. Este
principio estéd descrito no item (3) do Teorema 3.8.1.

Nota E um erro comum os alunos pensarem que a inversa de uma fungdo f € obtida
calculando o inverso algébrico da expressao designatéria da mesma, i.e.

RTINS O

Este erro estd no Top 10 dos que irrita mais um professor na hora de corrigir um
exame. Contudo, no que diz respeito ao declive das retas tangentes de f e f~! em
pontos correspondentes tal principio € verdadeiro (Teorema 3.8.1 (3)).

Teorema 3.8.1 — Teorema da funcdo inversa ll. Seja f: R — R uma funcao deri-
véavel, com derivada continua e f(xg) # 0 para algum xo € R. Entdo existem intervalos
abertos X contendo x( e Y contendo f(xp) tais que

1. f(X)=Yef:X—Y éinjetiva, logo invertivel com inversa A,

2. h é continua, derivavel e com derivada continua e

3. W(f(x)) = % para todo o x € X.

Demonstra¢do. Vamos assumir, sem perder generalidade, que (xg, f(xp)) = (0,0) e que
f(x0) = 1. Seja g(x) = x — f(x) que é certamente uma fun¢do derivavel e com derivada
continua. Além do mais g'(x) = 1 — f/(x), logo g'(x0) = 0. Assim existe € > 0 tal que
temos |g'(x)| < 4 para todo o x €] — 2¢,2¢[. Definimos Y =] — €, €[ que é um intervalo
aberto contendo f(xg) e definimos X = {x €] —2¢,2¢[: f(x) € Y} que é um intervalo
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aberto* contendo xy. Agora que ja definimos X e Y provemos entdo as conclusdes do
teorema:
(1) Claro que f(X) =Y. Vejamos que f: X — Y é injetiva. Para isso vamos considerar
y € Y e mostrar que existe um tinico x € X tal que f(x) = y. A estratégia’ serd via
o Teorema 2.2.9. Para y € Y definimos a funcdo g,(x) = y+ g(x) que é derivavel
com “Lg\(x) = g'(x) e tem derivada continua. Assim, para todo o x €] —2¢,2¢]
temos |%gy(x)‘ =g (x)] < % 0 que mostra que g, ¢ uma contracdo em [—2¢,2¢].
Para podermos aplicar o Teorema 2.2.9 € preciso mostrar que g, € uma contragao
de [—2¢,2¢] em [—2¢,2¢€] ou seja que gy (x) € [—2¢€,2¢€] quando x € [—2¢,2¢]. Seja
entdo x € [—2¢,2¢]. Primeiro recordamos que:
(i) Pory €Y temos |y| < ee
(i) |g(x)| < 3|x| para todo o x € [—2¢,2¢] (ver Exemplo 3.44).
Consequentemente,

(0) (ii) 1 1
lgy(@)] = [y+ex)| <yl +]gx)] <e+]gx)] < e+ EIXI <e+52e=12e,

donde se conclui que gy(x) € [—2¢,2¢€] e estamos finalmente nas condi¢des do
Teorema 2.2.9. Assim concluimos que existe um tnico x € [—2¢,2¢] tal que g,(x) =
xousejay+ g(x) =xousejay+x— f(x) =x o que garante f(y) = x para um tnico
x € [—2¢,2¢] para cada y € Y. Definimos h: Y —| —2¢,2¢] considerando A(y) o
tinico ponto fixo da fungdo g,. A unicidade de /(y) garante que f ¢ injetiva quando
restrita ao intervalo | —2¢€,2¢€[ e como X C| —2¢,2¢[ temos que f € injetiva quando
restrita a X. Sendo injetiva € invertivel sendo £ a sua inversa.

(2) e (3) Vamos agora ver que & € continua, derivavel com derivada em cada x € X dada
por W' (f(x)) = % e, consequentemente, com derivada continua. Comecemos
por mostrar que & é continua. Dados yj,y, € Y sejam x; = h(y;) e xp = h(y2).
Recordando que x = f(x) + g(x) temos que

(i)
xr —xa| = [f(x1) = f(x2) +g(x1) —g(x2)| < [f(x1) — f(x2)] +%|x1 — X2,

logo 1 —x2| < 2|(x1) — £(x2)] ou sefa [h(31) — h(y2)] < 2ly1 — 3| 0 que garante
que h € continua. Vejamos agora que h € derivavel usando a defini¢do. Primeiro
notemos que, para x €] —2¢,2¢[, f/(x) = 1 —g'(x) logo por |g/(x)| < 5 temos
1f/(x)| = [1—g'(x)] > 1—|g'(x)| > 5 e certamente que f'(h(y)) # 0. Vejamos entdo

que 7' (f(x)) = % para todo o x € X ou seja que, paray €] — €, €[ temos

_ [106) = 1(0) = gy 0 o)
lim ' =0
Y0 |y = yol

4X é a imagem reciproca de Y por f intercetada com o intervalo | —2€,2€[. Como f é continuae Y é
aberto, segue que X é um intervalo aberto por ser a intersecio de dois intervalos abertos.

>Notemos que a grande diferenca entre o Teorema 2.2.8 e o Teorema 2.2.9 é que este tltimo garante
condigdes para determinar um dnico ponto fixo x que € a tinica solugdo de f(x) =y. Como estamos a provar
a injetividade a unicidade serd crucial.
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Sejam x,xp €] — 2¢,2¢[, h(y) = x e h(yo) = xo. Aplicando o Teorema 3.7.3 temos
que existe ¢ €]x,xp| tal que f'(c)(x—xp) = f(x) — f(x0) logo.

1(3) = h(30) = s 0 =v0)| =0 = 7 (£ — £ (x0))|
=l N 00— /(o)
X —Xx0— %(x—xo)’

|f'(c)(x—x0)]|
(x —xp) (1 — f//((;)))> ‘
|f(e)(x —x0)|

|-

f'(e) f'(x0)

/
< 2 ‘ EACRY
f'(xo)
Assim:
(iii) pela continuidade de & provada acima temos lim x —xp = lim i(x) —h(xp) = 0.
Y=o Y=o

(iv) pelo facto de ¢ €]x,xo[ e f’ ser continua temos que f’(c) tende para f’(xp)
quando x tende para xo.

Logo,
h(y) — h(yo) — w—= (¥ — yo) /
lim (h(0)) < tim2i- 4 (c)
Y=¥0 v — ol Y=¥0 f(x0)
(iii) . [0 | @)
= lim2|1— = 0.
xigclo f/ (_XO)

Temos portanto o teorema provado no caso particular considerado.

* Supusemos no inicio que f/(0) = 1 mas a hipdtese deveria ser f/(0) # 0. Se
£(0) = m # 0 definimos f(x) = f (%) e temos, pela regra da cadeia que,
F(0) = % £'(0) = 1. Logo reprovamos o teorema considerando f em vez de f.

* Supomos que isto estd feito e assumimos que f'(0) # 0. Para remover a
hipétese facilitadora que f(0) = 0, no caso de f(0) = m # 0 basta definirmos
f(x) = f(x) — £(0) e teremos f(0) = f(0) —m = 0.

Teorema 3.8.2 — Teorema da fun¢do implicita. Seja F(x,y) = 0 uma curva C!
nas varidveis x e y e (xo,yp) um ponto tal que F(xp,yp) =0 e j—yF (x0,y) # 0 quando
calculado em y = y¢. Entdo existem intervalos abertos X contendo xp € Y contendo y tais
que a varidvel y pode ser definida a custa da varidvel x via uma expressao designatdria
y = p(x) verificando F (x,p(x)) = 0.

=« Exemplo 3.54 Seja F(x,y) = xy* —xy> — yx*> + 1 e consideremos a curva definida pelos
pontos (x,y) € R? tais que F(x,y) = 0. Consideramos (1,1), um ponto dessa curva, que
verifica F(1,1) = 0. Derivando implicitamente temos:

Sxtyt 4493y 0 — v — 5ty — X2 —2xy+0=0,
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0.5

-0.5

Figura 3.11: Perto do ponto (1, 1) é possivel definir y em fungdo de x.

substituindo x = 1 e y = 1 obtemos:
544y —1-5y -y -2=0 -2y =2y =1,

que indica a tangente a vermelho na Figura 3.11.

Além disso temos F(1,y) = y* —y°> —y+ 1 donde %F(l,y) =4y — 5yt —1 =
y=
—2 # 0, logo, pelo Corolério 3.8.2 existem intervalos abertos X contendo 1 e Y contendo

1 tais que a varidvel y pode ser definida a custa da varidvel x via uma expressao designa-
téria y = f(x) verificando F'(x,p(x)) = 0. Contudo, estender p(x) a um dominio total é
impossivel pois nem se trata de uma funcao sequer (ver Figura 3.11). .

» Exemplo 3.55 No Exemplo 3.23 no caso (a) vemos que nos pontos (—1,0) e (1,0)
temos F(1,y) = F(—1,y) =y* =0e S F(+1,y) =2ye £F(1,0) = £F(~1,0) =0 que
sdo precisamente os pontos onde ndo € possivel definir y como fun¢do de x (veja de novo a
Figura 3.4). Notemos que estes sdo os Unicos pontos onde este processo corre mal. No
Exemplo 3.23 no caso (c) vemos que no ponto (0,0) temos F(0,y) = y* e %F(O,y) =2y
e din (0,0) = 0 que é precisamente o ponto onde ndo € possivel definir y como fungao de
x (veja de novo a Figura 3.6). .
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4.1.1

(4. Cadiculo Integral

‘Mankind has always feared what it doesn’t understand!’ Magneto (X-men)

Antiderivadas
Calculando dreas |

Assim, de repente, s6 estamos em condi¢des de determinar areas de certas figuras curvas
como por exemplo a drea abaixo do grafico de f(x) = vr2 —x2, acima do eixo dos x e
entre as retas x = —r e x = r ou algumas variantes deste caso. Isto porque sabemos que a
4rea do circulo de raio r é dada pela expressio 77> conforme a Figura 4.1.

fla)=4-a?

Figura 4.1: A drea da regido abaixo do grafico de f(x) = V4 —x2, acima do eixo dos x e
entre asretas x = —2 e x =2 é 27.

Consideramos entio a fungio f(x) = x>. Pretendemos calcular a drea abaixo do gréfico
de f, acima do eixo dos x e entre as retas x = 0 e x = 2. Vejamos a ilustra¢do da Figura 4.2
onde se pretendem fazer aproximagdes da mesma drea, ora por excesso, ora por

Na Tabela 4.1.1 podemos ver os valores de aproximacdes por retangulos contendo a
regido e contidos na regido e respetiva diferencga. Serd que procedendo com subdivisdes
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0 1 2 3o 1 2 30 1 2 30

Figura 4.2: Aproximacdes de dreas de superficies curvas por retangulos.

nimero de divisdes || por excesso diferenca
1 8 0 8
2 5 1 4
3 4,1481 1,4815 2,6666
4 3,75 1,75 2
5 3,52 1,92 1,6
100 2,7068 2,6268 0,08

vamos chegar ao valor correto da drea pretendida? Serd que este processo de limite é
realizavel? Como formalizar isto?

Exercicio 4.1 Vamos dividir o intervalo [0,2] em n subintervalos iguais de tamanho
%, ou seja, consideramos uma parti¢do 0 = fy,t1,2,...,t, =2 onde t; = % Definimos
At;=t;—t; 1 parai=1,...,n e escolhemos & como o ponto médio do intervalo A; ou seja

&= % — rll = 2’,1;1 Consideramos a soma:

Z no2i—1\%*2 1 {
}: 2 _}: _ }: : 2
i:1€i Ati— < n ) ]Tl = n3 i:12(2l—1)

i=1

4.1

Elabore um programa no computador por forma a calcular a soma em (4.1) com n grande.

. Exemplo 4.1 No Exercicio anterior temos:

ot ="2 =pAn =2.
Tomando &; = ¢; e usando (4.1) obtemos:

Z EXAL; = Zzzml = Z (iAt))*An = Zz (An)?

2 3
=[12 422437+ 417 (Z) . (4.2)
i=1 i=1

Vamos fazer uma pequena pausa para determinar o valor de 12 +22 +32 +... 4+ n2. A
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soma dos primeiros quadrados € um caso particular de uma férmula mais geral (férmula de
Faulhaber) que determina ) | i” com p € N. No caso particular de termos p = 2 obtemos
os denominados nimeros piramidais uma vez que Zil:l iP=1, Z%: 1 > =5, Z?:l > =14,

. e deixamos ao cuidado do aluno deduzir porque se chamam piramidais. Primeiro
recordamos que:

n(n+1)‘

> 4.3)

n
Yi=14+2+3+--4n=
i=1

Esta formula foi deduzida por Gauss quando ele estava na escola primdria e a ideia é
muito simples mas muito esperta! Ele comecou por ordenar os nimeros em duas formas:
ordem crescente e ordem decrescente. Depois somou obtendo n + 1 em todas as parcelas
conforme a tabela abaixo. Como tinha n vezes n+ 1 obteve n(n+ 1) como soma das duas

ordenacdes. Agora sé tinha que dividir por 2 pois tinha comecado com duas ordenacdes
obtendo (4.3).

P 1 2 3 4 |...|n=1| n
i n n—1|n—-2|n-31|... 2 1
| ln+1|n+1][n+1|n+1]... [n+1]|n+1]

Agora vamos usar um método inspirado na ideia de Gauss. Comecamos por notar que:
e 12=1

o 22=143

o 3¥=1+34+5

o A2=1+43+5+7

2 =14+3+5+7+9

(mn—1)2=1+3+5+7+9+---+2n-3,

© P =143454+7+9+ - 4+2n—34+2n—1.

Podemos reagrupar os numeros impares de forma diferente mas mesmo assim formando
‘triangulos’ iguais ao anterior da seguinte forma:

e 2n—1

*2n—-32n-3

°
ISRV IS IV
<

e ] ... 1
e ainda de outra forma,
e ]

.
O 3 DN W
N DN W =
DN W =

W =
f—

*2n—-3 1
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e 2n—1 2n-3 1
Colocando estes trés ‘tridngulos’ uns em cima dos outros exatamente como estdo e somando
os trés ndmeros em cada entrada obtemos 2n + 1. Mas quantas entradas temos em cada
‘triangulo’? Precisamente 1 +2 43+ --- 4+ n que, por (4.3), € igual a @ Temos

portanto @ vezes a parcela 2n+ 1, logo —”(”“)2(2”“)

‘tridngulos’ temos que dividir por 3 obtendo no final:

. Mas como come¢amos com 3

D(2n+1
242243 MO )6("+ ),

Voltando a (4.1) temos:

3 3
12422132 4o (g) n(n+1)(2n+1) (z) _8(2n* +n? 4207+ 1)

n 6 n 6n3
8n3+%n2+n2+%n
3 n3 '
Como
X n3—|—%n2—|—n2+%n
lim 3 =1,
n—oo n

obtemos finalmente que:

3,12, .2 1
ié-zAr—limn +antni4an 8
1 L -
i=1

n—oo n3 3’
o que deverd ser a drea abaixo do grifico de f(x) = x?, acima do eixo dos x e entre as retas
x=0ex=2. .

Calculando dreas |l

Vamos agora intuir que o uso do Calculo Diferencial, em vez da aritmética e limites bésicos,
pode ser a abordagem certa para este tipo de problemas. Vamos considerar a funcao drea
A(x) que em x = x( determina a drea abaixo do grifico de f(x) = x?, acima do eixo dos x
e entre as retas x = 0 e x = xg. Claro que a 4rea abaixo do grafico de f(x) = x?, acima do
eixo dos x e entre as retas x = xo € x = xo + h € dada por A(xp+h) —A(xp). Além disso
temos:

hf(xo) <A(xo+h) —A(xo) < hf(xo+h).

Dividindo por /& obtemos:

A(X() —i—h) —A(X())
h

flxo) < < f(xo+h).

Tomando o limite quando 2 — 0 fica:

Flxo) < limA(x() +h) —A(xo)

h—0 h = ;llig})ﬂxo +h) = fx0).

Assim, e como A’ (xp) = limw obtemos A’(xo) = f(xo) e surge a questdo:

h—0
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Qual é a func¢do A(x) cuja derivada é f(x)?

Claramente que qualquer fungdo A(x) = "; + C onde C € R serve como resposta.
Contudo, estamos  espera que A(0) = 0 pois a drea abaixo do gréfico de f(x) = x?, acima
do eixo dos x e entre as retas x = 0 e x = 0 terd que ser nula. Logo a solu¢do dnica do
problema é A(x) = %3 e A(2) = § ~2.6666 que é o valor que determindmos no Exemplo 4.1
e que é aproximado com o obtido no Exercicio 4.1. Esta abordagem € mais efetiva do
que a desenvolvida no Exemplo 4.1 pois em indmeras circunstincias cdlculos como os
elaborados nesse exemplo podem ficar tremendamente dificeis ao ponto de nem o vosso
professor nem mesmo o préprio Gauss vos poder valer!

Antiderivadas bdsicas
A seccido §4.1.2 foi suficientemente motivadora para que a busca, por fungdes cuja derivada
seja uma certa funcido que temos em maos, se torne uma tarefa interessante. Por exemplo,
F(x)= %3 +C é uma fungio cuja derivada é f(x) = x%,i.e. F'(x) = f(x).
Definicdo 4.1.1 Dado C € R, um intervalo / C R e f: I — R dizemos que a fung¢do
derivdvel F(x) + C é uma antiderivada, ou uma primitiva de f se (F(x) +C)" = f(x)
para todo o x € I. Denotamos por

[f(x)dx=F(x)+C

A familia de fungdes F (x) +C onde C € R, i.e. & familia de antiderivadas (ou primitivas),
chamamos de integral indefinido“.

“Muitas vezes dizemos que vamos calcular a antiderivada de uma fun¢@o mas na realidade vamos
determinar a familia de antiderivadas, i.e. o seu integral indefinido, e isso fica claro no contexto.

Vejamos alguns exemplos bem simples para aumentar a nossa autoestima mas sem gerar
falsas expectativas pois vao ficar mais dificeis daqui a umas paginas.

« Exemplo 4.2 Temos as seguintes antiderivadas imediatas:
(a) [0dx=C;
(b) [ldx=x+C;
(©) [xdx=%5+C;
(d) ou mais geralmente, paran € N, [x"dx = % +C;
(e) [cosxdx=sinx+C;
() [sinxdx = —cosx+C;
(2) [coshxdx = sinhx+C;
(h) [ 1—:y2 dy = arctany+ C;
(i) [efdz=¢e"+C;
. 1 _ . )
G [ \/1—_7dx = arcsinx + C;

Notq |Pelo Coroldrio 3.7.5 sendo f uma fungéo obtida pela derivag@o de F teremos que
f terd que ser de Darboux. Assim, uma funcio bastante simples como a funcdo em
escada
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0 sexe [0,%[
1 sexe |1,1]

0=

ndo poder4 ter antiderivada em [0, 1] uma vez f ndo satisfaz a propriedade do valor
intermédio.

Como vimos o integral indefinido de uma fung¢éo f(x) ndo é uma funcio mas sim uma
familia de funcoes conforme Figura 4.3.

Figura 4.3: Temos as fun¢des =2, x—1,x, ¥+ 1ex>+2 todas elas antiderivadas de

flx) =3x%.

Seja F(x) uma antiderivada de f(x). Entao:

| roax| = s, @.4)

de facto,

% [/f(x)dx} = %[F(x)+C] =F'(x) +C' = f(x).

Teorema 4.1.1 — Linearidade. Dadas as fungdes f e g com antiderivadas respetiva-
mente F(x) +C e G(x) +CeA,B € R. Temos:

/Af(x)iBg(x)dx:A/f(x)dxj:B/g(x)dx. 4.5)

Demonstracdo. Usando (4.4) obtemos

% { / Af(x) + Bg(x) dx] = Af(x)£Bg(x)
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e usando (4.4) novamente obtemos usando a linearidade da derivada que:

% {A/f(x)dxiB/g(x)dx} _ A% [/f(x)dx} 13% [/g(x)dx}
— AF() £ Be(x).

Como ambos os lados de (4.5) t€ém derivadas iguais logo tém que diferir de uma constante.
[ ]

« Exemplo 4.3 Vejamos mais alguns exemplos:
(a) [2cosx—Te*dx =2 [cosxdx—T [e“dx=2sinx—T7e"+C;

(b) f\/;—i%dx = —marcsinx +C;

(¢) [1dx=1In|x|+C. Notemos que o dominio de f(x) = 1 é R\ {0}, logo estamos a
espera de ndo perder informacgdo no célculo do seu integral indefinido. Notemos que
para x < 0 temos F(x) = In|x| +C = In(—x) +C. Assim, [In(—x) +C]’ = :—l = % =
f(x) e temos claramente que F ¢é antiderivada de f (ver Figura 4.4).

) = In|x|

Figura 4.4: Antiderivada de f(x) = %

= Exemplo 4.4 Calculemos [ sin(2x)dx. Uma boa tentativa para obter a antiderivada de
sin(2x) € considerar — cos(2x) pois sabemos que a derivada de — cos(x) € sin(x). Contudo
ndo nos podemos esquecer da regra da cadeia que faz aparecer ainda, como produto, a
derivada do angulo 2x, i.e. 2. Assim,

[—cos(2x)]" = sin(2x) x (2x)" = sin(2x) x 2.

Portanto, teremos que fazer um acerto dividindo por 2:

{—co;@x)]' _ sin(2x)2>< (2x) _ sin(2;c) x2 sin(2x).
sendo M a antiderivada de sin(2x). .

« Exemplo 4.5 Mostre que a equagdo da curva que passa no ponto (4,2) e cuja reta
tangente em (x,y) tem declive )§ é a hipérbole x*> — y?> = 12. Como o declive é f temos
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2
j—)yc = )y—‘ ou seja xdx = ydy i.e. "72 = yj + K ou equivalentemente x> = y*> +C. Se passa
em (4,2) substituimos em x> =y*4+C, x=4ey=2obtendo C = 12. Logo a curva é
2_\2
xT—y - =12. .

Integracdo por partes
Sejam u(x),v(x) duas fungdes derivaveis. Entéo, pela regra da derivada do produto temos:

d du dv
— =— —. 4.6
dx ] dxv * udx (4.6
Reescrevendo (4.6) numa versao usando somente diferenciais obtemos:
d[uv] = vdu + udv, 4.7)

integrando (4.7) temos:

dluv] = [ vdu+ [ udv<uv= [ vdu+ [ udv, (4.8)
et = [ | fran |

donde se obtém:

/udv- uv/vdu, 4.9)

que € chamada de formula de integracdo por partes.

Nota E aliciante aplicar esta regra quando temos um integral de um produto.

« Exemplo 4.6 Calculemos [ xsinxdx. Vamos escolher u(x) = x logo ‘dl—z =1 e assim
du = dx. Sobra dv = sin(x)dx logo v(x) = —cosx. Usando a férmula (4.9) temos:

/xsinxdx = —XCOSX — /(—cosx) dx = —xcosx+/cosxdx = —xcosx+sinx+C.

Confirmemos a solucio:
[—xcosx+sinx+C] = —cosx +xsinx + cosx + 0 = xsinx.

« Exemplo 4.7 Calculemos [ x¢' dx. Vamos escolher u(x) = x logo Z—Z =1 e assim du = dx.
Sobra dv = ¢"dx logo v(x) = ¢*. Usando a férmula (4.9) temos:

/xexdx:xex—/exdx:xex—ex—f—c.
Confirmemos a solucao:

[xe* — "+ C)' = " +xe* — " +0 =xe".
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Nota Note que no integral [ x%e*dx devera aplicar a integracio por partes duas vezes.
Resolva esse e também [ x" ¢*dx com n > 3.

« Exemplo 4.8 Calculemos fcoszxdx = [cosxcosxdx. Vamos escolher u(x) = cosx
logo ZI—Z = —sinx e assim du = — sinxdx. Sobra dv = cosxdx logo v(x) = sinx. Usando a
férmula (4.9) temos:

/cosx cosxdx = cosxsinx— / —sinxsinxdx = cosxsinx — / —sin®xdx
= cosxsinx — /coszx — ldx.
Enviamos — [ cos?xdx para o membro do lado direito da igualdade obtendo:
2/coszxdx = cosxsinx+ / 1dx = cosxsinx +x,
logo

/coszxdx = —cosxs;nx—kx +C.

Confirmemos a solucio:

cosxsinx +x '’ —sinxsinx+cosxcosx+1  cos®x—1+cos?x+ 1 ’
— C| = 5 = 7 = Ccos”x.

Daqui também deduzimos que:

/sinzxdx = /—coszx—l—ldx:/—coszxdx+/ldx: —cosx;1nx—x+x+c

—cosxsin
_ x21 x+x+c.

Nota As vezes usamos integracio por partes mesmo nio tendo um produto explicito. Por
exemplo, Inx = Inx x 1 e podemos fazer a brincadeira do u e do dv com Inx e 1dx
assim como no exemplo seguinte.

« Exemplo 4.9 Calculemos [ arcsinxdx = [ arcsinx 1 dx. Vamos escolher u(x) = arcsin x

logo Z—Z = 1_x2 e assim du = ﬁdx. Sobra dv = dx logo v(x) = x. Usando a férmula
(4.9) temos:
/arcsinxdx = xarcsinx — /x; dx = xarcsinx + 1 /(—Zx); dx =
ieo 2 e
—x2+C

= xarcsinx+ 1 .

Confirmemos a solugio:
1 —2x

+ = arcsinx.
V1Ii—x2 2V1—x2

/
[xarcsinx—f— V1—x2 +C} = arcsinx +x
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Nota ) Mnemonica LIATE - Em geral na integragdo por partes o mel € a escolha do u (pois
vai ser derivado e derivar € f4cil) mas o fel € a escolha de dv (pois vai ser integrado e
integrar é mais complicado). Assim, o critério LIATE permite aconselhar a prioridade
na escolha do u ordenando as fungdes, da mais prioritaria para a menos prioritdria,
pela seguinte forma:

1° Logaritmicas;

2° Inversas (de fungdes trigonométricas);
3° Algébricas;

4° Trigonométricas;

5° Exponenciais;

« Exemplo 4.10 Calculemos [ e*cosxdx. Como cosx (T) tem prioridade em relagdo a
¢* (E) na mnemonica LIATE escolhemos [ cosxe* dx. Vamos escolher u(x) = cosx logo

% = —sinx e assim du = —sinxdx. Sobra dv = ¢"dx logo v(x) = ¢*. Usando a férmula
(4.9) temos:
/ex cosxdx = e'cosx— /ex(— sinx) dx = e*cosx + / e sinxdx, (4.10)

e vamos proceder analogamente. Como sinx (T) tem prioridade em relacio a ¢* (E) na
mnemonica LIATE escolhemos [ sinx e’ dx. Vamos escolher u(x) = sinx logo % = CcosXx
e assim du = cosxdx. Sobra dv = ¢"dx logo v(x) = ¢*. Usando a férmula (4.9) temos:

/e"sinxdx = exsinx—/excosxdx. 4.11)

Agora, substituindo em (4.10) o integral calculado em (4.11) obtemos:

/excosxdx = ecosx+ /e“‘sinxdx:excosx+exsinx—/excosxdx,
ou seja,
) e*cosx+ e*sinx
2/excosxdx:excosx+exsmx<:> /excosxdx: > +C.

Confirmemos a solugdo:

X
= = e COosX.
2

. ! . .
[excosx—l—exsmx C} e“cosx — e*sinx + e*sinx + e cosx
2

Exercicio 4.2 Calcule:
(a) [x*cosxdx;
(b) [2xe *dx;
(c) [xcosxsinxdx;
(d) [Inxdx;

= Exemplo 4.11 Calculemos [ sinxIn(cosx)dx. Como Inx (L) tem prioridade em re-
lacdo a sinx (T) na mnemdnica LIATE escolhemos [In(cosx)sinxdx. Vamos esco-

_ du __ _ sinx : __ __ sinx R I
lher u(x) = In(cosx) logo ¢ = — 0= e assim du = — 2 = dx. Sobra dv = sinxdx logo
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v(x) = —cosx. Usando a férmula (4.9) temos:

/sinxln(cosx)dx = —cosxln(cosx)—/—%(—Cosx)dx

COSX

= —cosxln(cosx)—/sinxdx
= —cosxIn(cosx)+cosx+C

Confirmemos a solucdo:

—sinx

[—cosxIn(cosx) +cosx+C]’ = sinxIn(cosx) — cosx — sinx = sinxIn(cosx).

COSXx

Integracédo por substituicdo

Vejamos o seguinte integral que vamos analisar e tentar resolver formalmente:

/ 2xe® dx.

e a sua derivada Z—x = 2x, substituindo obtemos:

d
/er dx—/d(p e? dx —/%e‘pdﬁz/eq’d(p:eq’—FC:exz—kC‘

Aqui a palavra chave € substituicdo e este € um método bastante eficaz para calcular
antiderivadas.

Aqui surge uma funcio @ (x) = x?

« Exemplo 4.12 Calculemos [ — sinxsin(cosx)dx. Note-se que estamos em presenca de
um seno de uma fungdo @(x) = cosx e que, esse seno, aparece a multiplicar pela derivada

de ¢ (¢'(x) = —sinx). Logo

d
/—sinxsin(cosx)dx = /—sm dx:/g(p sin(pdae:/sinq)dq)
= —cos@+C = —cos(cosx)+C.

Confirmemos a solucio:

[—cos(cosx) +C]’ = sin(cosx)(— sinx) = —sinxsin(cosx).

De forma geral temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.2 — Integracdo por substituicdo. Dada uma fungéo continua f(y) com
antiderivada F (y) + C e uma fung¢@o derivavel y = @(x) temos:

/ f(y)dy = / f(o x)dx. 4.12)




94 Capitulo 4. Cdlculo Integral

Demonstragdo. Vejamos primeiro que F(¢(x)) -+ C é uma antiderivada de f(@(x)) ¢’(x).
De facto, usando a regra da cadeia,

d

S F(9(x) +C] = Fl(9(x)) ¢'(x) = f(9(x)) ¢/ (x).

[0 ¢ wdr = Flpl)+C=F)+C= [ f()dy

» Exemplo 4.13 Calculemos [ ; j > dx. Consideramos a fungio y(x) — | + x” cuja deri-

vada é Z = 2x ou seja ldy = xdx. Temos entdo:

|
X B) 1 1 1 1 N 1 ~
dx = ldr:—/—d — _In|y|+C==In|l + |+C==In(1 +)+C
/lJr,\‘2 * /A\’ ) 2/ y Y an—i— 2n| o+ 2n( ) +C,

uma vez que, sendo 1+ x? sempre positivo, nido necessita de médulo. Confirmemos a
solugdo:
1 "1 2 X
~In|l+x*|+C| == — _
{2 njl ]+ ] 21442 142

« Exemplo 4.14 Calculemos f dx Consideramos a fung@o y(x) = Inx cuja derivada
é Zi = l ousejady = L dx. Temos entao:
Inx 3 4 Inx 4
/—( n) dx:/,\jdy: = (In-) +C.
X 4 4

Confirmemos a solucdo:

(Inx)* c " 4(nx?1 (Inx)*
4 4 x X
. Exemplo 4.15 Calculemos [ de Consideramos a funcdo y(x) = sin(3x) cuja

3x)

derivada é dx = 3cos(3x) ou seja d} = 3cos(3x) dx. Temos entdo:

cos(3x) 3COS 3)( 5 ly
dx = —dy= d =370
/Sin2(3x) g 3/ (sin( 2 3/ T3 /y Y73 )

- _§+C 3s1n( \)

Confirmemos a solugio:

{_; C}/ _ (9cos(3x) cos(3x)

3sin(3x) | 35in(3x))2  sin?(3x)”
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« Exemplo 4.16 Calculemos [ mdy. Consideramos a fung@o y(x) = tan(x) cuja

<dy 1

derivada € = = ou seja dy = —— dx. Temos entdo:

cosZx cosZx

1 1 1 1 1 )
/(1—#_\2)2 dy = /(1+(l,‘1[]_\,)2)2 Coszxdx—/ 1 >2COS2xdx—/cos xdx.

cos2x

Recordando o Exemplo 4.8 e notando que x — arctany temos:

C= C.
2 2 *

Com auxilio da Figura 4.5 obtemos:

cosxsin cos(arctany) sin(arctan arctan
/coszxdx:x_m+ __ cos(arctany) sin(arctany) + (arctany)

Y

1
1 cosxsinx +x \/@\/Tyz-l-arctany
T = — 7 tCs : ve

2

y 1
———— + zarct C.
21 —I—y2) + 2arc any +

arctany = x

tanz =y

B Y
sinx =

Y V1+y?

1
cosT =

] V1+y?

V31+y?

Figura 4.5: Tlustracdo suporte ao Exemplo 4.16.

« Exemplo 4.17 Calcule [ cosx — cos® xdx.
Solucao 1:

/cosx—cos3xdx = /cosxdx—/cos3xdx: sinx—/cos3xdx
= sinx—/cos3xdx: sinx—/cosxcoszxdx
= sinx—/cosx(l —sin®x) dx

Fazendo a substituicao y = sinx fica dy = cosxdx logo

3
sinx—/cosx(l —sin’x)dx = sinx—/(l —)dy = sinx—y—f—y——kC

3
in3 x LC— sir;3x LC

= sinx—sinx+
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Solucao 2:

sin> x

C.
3+

/cosx—cos3xdx: /cosx(l —cos?x)dx = /cosx(sinzx) dx =

Integracdo de funcgdes algébricas

Fungdes algébricas sdo funcdes com um numero finito de termos e obtidas usando apenas
operagdes algébricas (adi¢do, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e exponenciagdo com
expoente racional).

Integracdo de funcodes racionais

O integral do Exemplo 4.16 € um exemplo de um integral de uma fung¢do racional. Estas
funcdes definem-se como o quociente de dois polindmios e sdo um tipo simples de funcdes
algébricas (exponenciacdo de expoente inteiro positivo). Vamos seguidamente tratar do
calculo dos seus integrais.

« Exemplo 4.18 Dos exemplos mais simples de integrais de fun¢des racionais € quando o
numerador € a derivada (ou quase) do denominador. Vejamos alguns casos que se resolvem
facilmente pelo método de substituicao:

(@) [Lldx=In|x|+C.

(b) fl =In|1+x*|+C=1In(1+x*)+C.

(© [ 1Srdx={n[1+2+C.

(d) Em geral se p(x) for um polinémio temos f VA dx =In|p(x)|+C.
dx = LIn|ax+b|+C.

(e) Em geral se a,b € R (a # 0 para ter graca) temos f prr

« Exemplo 4.19 Vamos considerar casos quando temos numeradores de grau 0 e denomi-
nadores de grau 2:

(a) Sea R (a+0 para ter graca) temos:

1 1 1 1
dx = /—dx: —/—dx
[ewe = amay =l

1 1
= —aqaarctan ( ) +C = —arctan <—) +C.
a

Clz a

(b) Se a € R (a # 0 para ter graca) temos:

/xziazdx:/Wl(x—ka)dx:/

« Exemplo 4.20 No Exemplo 4.19 (b) desenrolamos o produto 2 < + <.
Essa manipulacdo acabou por ser util pois permitiu reduzir a um caso ja conhemdo

[x—a

+C.
[+ a

dx+/ % dx——l




4.1 Antiderivadas Q7

Vejamos o procedimento num outro caso:

1 1 A B Ax+3A+Bx—2B
T 6 = = T3 =
x> +x—06 (x—=2)(x+3) x—2xux13) X+3xx-2) (x—2)(x+3)
 (A+B)x+3A-2B
 (x=2)(x+3)
Logo teremos a igualdade
1  (A+B)x+3A-2B
(x—2)(x+3) (x—=2)(x+3) ’

que, como temos fracdes iguais e com igual denominador, os numeradores t€m que ser
igual. Assim,
1=0x+1=(A+B)x+3A—2B,

donde igualando os coeficientes se obtém

0=A+B
1=3A-2B
Este sistema linear de duas equacdes e duas incdgnitas € facilmente resolvido obtendo

A= % eB= —%. Em resumo

1 1 _1
(x—=2)(x+3) x—2 x+3

logo
1 5 [x —2|
L =[5 4 / _L .
/(x—Z)(x—l—3) * / S P L L T

Nota Sempre que numa integragdo de uma fungo racional surgir um numerador com grau
maior ou igual ao denominador teremos que efetuar divisdo de polindmios conforme
0s proximos.

= Exemplo 4.21 Calculemos [ 5+ dx. Primeiro notemos que fazendo divisdo 1nte1ra de
polinémios temos o dividendo i gual a x, o divisor igual a 2x — 1, o quociente igual a 7 eo
resto igual a % Logo D =dxq+r.

logo

e assim

dx = —+—1n|2x—1|+C

1 5 X 1
+ dx _+_/2x—1 2" 4

2x—1 2 2x—1 2 2
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3 2 . . e e .
=« Exemplo 4.22 Calculemos [ % dx. Primeiro notemos que fazendo divisdo inteira de
polinémios temos o dividendo igual a x* - 3x, o divisor igual a x> + 1, o quociente igual a
x+3eorestoiguala —x—3. Logo D =d x g+r.

3 = (P4 1) (x+3)—x — 3,

logo
3
x3 +3x? —x—3
3
2r1 TR
e assim E ,
+3x -3 X x_|_3
dx = 3 dx=—+3x— dx.
/x2+1x/++ NN 2+x/x2+1x
Fazendo y = x> + 1 temos dy = 2xdx e entio
3 1 /1 1
/;zildx: x2+1dxzE/Edy—k?)arctanx:Eln|y|+3arctanx.

Finalmente temos:

3 3 2 1
/xxz—:_)lc dx:%+3X—Eln(1+x2)—3arctanx+C.

= Exemplo 4.23 Calculemos [ x2f+4 dx.

S5x+6
x+4 B x+4 A B
—5x+6 (x—2)(x—3)_x—ZX(x,3)+x—3><(x72)
 Ax—3A+Bx—2B (A+B)x—3A-2B
 (x=2)(x+3) (x—2)(x+3)

Logo teremos a igualdade
x+4 _(A+B)x—3A-2B
(x—2)(x—3) (x—=2)(x+3) '’

que, como temos fracdes iguais e com igual denominador, os numeradores t€ém que ser
igual. Assim,

x+4=I1x+4=(A+B)x+—-3A—-2B,

donde igualando os coeficientes se obtém

l1=A+B

4=-3A-2B
Este sistema linear de duas equacdes e duas incdgnitas € facilmente resolvido obtendo
A= —6¢eB=7. Emresumo

x+4 =6 n 7
(x—2)(x—3) x—2 x-3

logo

x+4
" dx= d = —61 2[+71
/(x—2)(x—3) g / H/x 3 6lnjx=2[+7ln|x—3|+C.
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3 . . e M. .
=« Exemplo 4.24 Calculemos [ );3—:% dx. Primeiro notemos que fazendo divisdo inteira de

polinémios temos o dividendo igual a x* + 2, o divisor igual a x> — x, o quociente igual a 1
eorestoigual ax+2. Logo D =d X q+r.

2= —x)(1)+x+2,

logo

B 42 x+2
— 1+
X3 —x x3—x

342 2
/x—l— dx—/1+ )C—)H—/x+
x3—x 3 —x x3—x

Resta agora calcular este ultimo integral.

x+2 x+2 A B C
3 = + +
X —x x(x=1)(x+1)  xx2-1) x—luxer1) X+ 1xx—1)
Ax? — A+ Bx+Bx> + Cx* — Cx
x(x—1)(x+1)
(A+B+C)x*+(B—C)x—A
x(x—=1)(x+1)

)

€ assim

Logo teremos a igualdade

x+2 (A+B+CO)x*+(B—C)x—A
B-x x(x—1)(x+1) ’

que, como temos fracdes iguais e com igual denominador, os numeradores tém que ser
igual. Assim,

x4+2=0°+1x+2=(A+B+C)x* +(B—C)x+ —A,

donde igualando os coeficientes se obtém

0=A+B+C
1=B-C
2=-A

Este sistema linear de duas equacdes e duas incégnitas € facilmente resolvido obtendo
A=-2,B= % eC= % Em resumo

x+2 =2 3 3

-1 x+1

B—-x x x

o) 3 1
/x+ dx = /—dx+/ 2 dx+/ 2
X3 —x x—1 x+1

= —2ln|x|+—ln|x—1|+—1n|x+1|+C

logo
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e finalmente,

342 3 1
/x Ty —x—2Infx|+ 2Inr— 1|+ = In|x+ 1| +C.
x3—x 2 2

« Exemplo 4.25 Vamos agora considerar os casos em que surgem em denominadores

polinémios do segundo graus irredutiveis em R. Calculemos [ * +3+x+1 dx. Temos

X,

/ 2+3x+1 _/ x> +3x+1
x34x (x2+1)

e x2 + 1 é irredutivel.

X 43x+1 A Bx+C
x(x2+1) ;x(x2+1)+mxx
Ax® + A+ Bx* +Cx
x(x2+1)
(A+B)x* +Cx+A
x(x2+1)

Obtemos A =1,C =3 e B=0 donde:

2
+3x+1 3
T k= —1
/ D) dx /+2 ldx n |x| + 3arctan(x) + C.

Existem imensos softwares online onde se pode calcular integrais. Por exemplo, na
Figura 4.6 vemos o procedimento neste caso. .

% Wolfram

integrate (x*2+3x+1)/(x*34x) B

x4+ 3x+1 1
Il dx =logix)+ 3tan” (x)
r+XxX

Figura 4.6: Uso do software Wolfram-Alpha disponivel online para resolver o integral do
Exemplo 4.25.
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« Exemplo 4.26 Calculemos fmdx.
1 1 A B Cx+D
ar = | ax= [ d
/(x2—2x+1)(x2+1) * TR T Rl A R P SR I i
A B Cx+D AxX —AxX* +Ax—A Bx*+B
+ + = + -
x—1 (x—1)2  x2+1 (x—1)2(x2+1) (x—1)2(x2+1)

Cx*+ (D —2C)x*+ (C—2D)x+D
(x—1)2(x*+1)
(A+C)x*+(B—A+D—-2C)x* +(A+C—2D)x—A+B+D
(x=1)2(*+1)
Temos A = —0,5,B=0,5,C=0,5e¢e D=0. Logo:
/A n B +Cx+Ddx _ /—0,5Jr 0,5 Jr0,5x
x—1 (x=1)2 x2+1 x—1 (x=1)2 x2+1

dx

1 1
= Injx—1|—

1 1
_E T+Zln|x2+1|+K.

2x—1

» Exemplo 4.27 Vamos analisar o caso quando certos polindmios irredutiveis que apare-
cem em denominador estdo ‘repetidos’ e sdo de grau 1, como o caso de:

1
/x(x—1)2 dx.
Escrevemos
1 A B C
x(x—1)2 ;X(x—l)z—i_mxx(x—l)—'_(x_l)zxx
_ Ax* —2Ax+A+Bx’ —Bx+Cx
B x(x—1)2

(A+B)x*+(—2A—B+C)x+A
x(x—1)32 ’

donde setiraA =1, B= —1 e C = 1. Finalmente,

1 1 -1 1 1
 dx= - dx=In|x|—Inlx—1|— —— +C.
/x(x—1)2 * /x+(x—1)+(x—l)2 *=Inj|~Injx—1] x—1+

« Exemplo 4.28 Continuamos com o caso quando certos polinémios irredutiveis que
aparecem em denominador estdo ‘repetidos’ e sdo de grau 2, como € o caso de:

1
—dx.
/x(x2+1)2 *
Escrevemos
1 B A Bx+C Dx+E
x(24+1)2 xx(2r1) (x2+1)xx(x2+1) (2 +1)2,,

A(x* +1)2 + (Bx+C)x(x* + 1) + (Dx+ E)x
x(x2+1)?
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donde se obttm A =1,B=—-1,C=0,D=—1¢e E =0. Logo

1 1
dx =1 ——1 1 .
/(x2+1 = [t T e = g D g

Integracdo de fungdes irracionais

As fungdes anteriores sdo representadas como quocientes de polinémios. E se pretendermos
integrar fungdes que sdo quocientes de expressdes envolvendo poténcias de x mas com
expoentes ndo inteiros? Vejamos um:

« Exemplo 4.29

X
/ # dx
Vx3+1
A ideia € usar o método de substituicio para passar a ter apenas expoentes inteiros positivos
e depois resolver a integracdo de fungdes racionais resultante. Escolhemos x = r*, logo
dx = 413 dt e assim:

Primeiro notemos que fazendo divisdo inteira de polinémios temos o dividendo igual a 1,
o divisor igual a > + 1, o quociente igual a > e o resto igual a —1>. Logo D =d x g +r.

= (P + D) (D) + -1,

logo

Assim obtemos,

12 4 4 4
4 [ ?— dt = = ln|t +1|+C=+ Vi ——ln|\/4x3+1|—|—C.
B+1 3 3 3

« Exemplo 4.30 Calculemos [ —”;'4 dx. Escolhemos x 44 = 12, logo dx = 2t dt e assim:

vVx+4 Vi?
v = /t2
x J—

. . e oM e . ., . .. . o)
Primeiro notemos que fazendo divisao inteira de polindmios temos o dividendo igual a 77,
o divisor igual a t*> — 4, o quociente igual a 1 e o resto igual a 4. Assim,

=7 —4)(1) +4,

logo
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Assim obtemos,
t2
2 dt =
/ 2 —4

= 2t+8

=248 | ———————dt
* /t— )(t+2)

1
4 4
—dt —=dt
/t—2 +/t+2

= 2t 42Injt—2|—2In|r+2[+C
= 2Vx+4+2In|Vx+4-2|-2In|vVx+4+2|+C.

« Exemplo 4.31 Vamos considerar agora o seguinte integral [ v/1+ e*dx.. Fazemos a

substituicio 1 +e* =12 ie. t = /1 +e", 10g0 2\/%_ 12_,1 donde dx:tzz_lldt'

Assim sendo:

212 2
/\/1—|—exdx = d:/t2 1dt:/ I dt

= 2t+Injt—1|=Inft+1]+C
2V1i+e+In|vV1i+er—1|—In|VI+e +1|+C.

Integral de funcdoes trigonométricas

Vamos agora considerar fun¢des transcendentes (ou seja, ndo algébricas) e que podem ser
representadas por um nimero infinito de termos. Tal processo vai ser tornado ébvio mais a
frente no estudo de séries de funcdes. Contrariamente as funcdes algébricas as funcdes
transcendentes podem ter um nimero infinito de zeros de forma nao trivial. Exemplos
destas fung¢des sdo as fungdes trigonométricas.

: _ _ dx __ _
Consideremos tanx =y, logo arctany = x, dy = 1 +y2 edx =3 + ——=dy. Além disso
2. 1 _ 1 e a2 1)
COS™X = [y = 73,7 €SNy = I —cos“x=1 IR e Em resumo,
Nota
tanx =1y || dx= —5dy || cos?x= —5 || sin®x = >
Y l+y Y 14y? 14y?

Na presenca de integrais de funcgdes trigonométricas envolvendo poténcias pares de senos
e cosenos podemos recorrer a tabela anterior.

» Exemplo 4.32 Calculemos f dx Recorrendo a tabela anterior temos

1 1 1
———dx = / d :/—d :/ d
/2—Sin2x 2_%1%—)72 y 21222 2+y2

) /2(1+<L)2) " E/Wdy

V2

1 y V2 tanx
= —2 t — C=— t e C.
2\/_alrcan )+ 5 arcan(\@)—i—
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3 e~ .
« Exemplo 4.33 Calculemos [ %dx. Neste caso a substituicdo sinx = y resolve o
problema. De facto, dy = cosxdx e assim

3 2 1 —si 2
/cos X /cos xcosxdx:/( sin x)cosxdx

sin* x sin* x sin* x

1 —y? 1 1
/ » » »?
= /y_4dy—/y_2dy

-3 -1
y y 1 1

= - 4 (C=——+—-—+C
3 _1+ 3y3+y+

1 1

3sin®x  sinx

» Exemplo 4.34 Por vezes é possivel usar formulas trigonométricas para simplificar
0 nosso problema. Calculemos [sin*xdx. Recordando as férmulas trigonométricas

cos(2x) = cos?x —sin’x = 2cos’x — 1,

1 1
2
$°x = —+ —cos(2
cos”x 2+2COS( X)
e
. 9 1 1 ;
sin“x = — — —cos(2x)
obtemos:

/sin4xdx = /(%—%cos(Zx))zdx: ;1/(1—cos,(2x))2 dx

1
= Z/l—Zcos(Zx)+cosz(2x)dx

1
= </1dx—2/cos(2x) dx+/cosz(2x) dx)
. I 1
(x—s1n(2x)—|—/§+§cos(4x) dx)
sin(2 )—I—x+ ! sin(4x) +C
VTR
1. 1 .
1 ( )—i—ﬁsm(4x)—l—C.

Bl —

N
=

0| Wbl x A= b
|

[

2

=

« Exemplo 4.35 Calculemos [ %dx. Recorrendo a tabela no inicio desta secc¢do
obtemos:
/Sinzxd /tanzxd / 2(1 42— g / 2(1+y2)d / 2 4 y4d
X = X = = fd
cos®x cos*x Y Y 1+y? Y Y Yy yoryay
3 5 3 5
y y tan"x tan"x
— —_— —_— C —
3 * 5 - 3 * 5

+C.




4.1 Antiderivadas 105

Existe uma certa limitacao na substitui¢do proposta na tabela anterior pois funciona
bem quando surgem poténcias de quadrados de senos ou cosenos. Por vezes ndo € esse o

caso e a substitui¢ao seguinte estd mais adequada a esse problerna

X dx _ 2edx—

Consideremos tan 5 =y, logo arctany = 3, = dy. Temos cos(20) =

14y H— 1+?

cos” @ —sin® @ e sin(26) = 2sin O cos O, donde se obtém:

Sinx:2s1n2cos2 _ 2sin35cos 3 Feos” 3 2tan; _ 2y
1 cos? 5 + sin? 3 l+tan?5 142
e
cos?3 — smz’—z‘ 0052’2‘ — sz%c seos?y 1—tan?§ 1 —y?
Ccosx = = =
1 ~ cos? £ +sin’ % 1+tan?5 142
. . 2
Além disso cosZx = m = # e sinfx=1—cos’x=1— —1+1y2 = _1Jyry2' Em
resumo,
Nota
x dx=—25d > | i 2y
tang =y | dx= g dy | cosx =13 | sinx= 35

« Exemplo 4.36 Calculemos f dx. Facamos a substitui¢do da tabela anterior.

sinx
1 1 1+y /1
— dx = = d = [ —-dy=1 C
/Sinx X / zy 1+y y= e nly|+
. ‘t —‘ C.
n an2 +
Super facil nao?! .

=« Exemplo 4.37 Calculemos [ Smhxdx. Seja tanh (%) =1, logo x = 2argtanh? e consequen-
temente dx = ma’t. Como sinh(2x) = 2sinhx coshx e cosh?x — sinh?x = 1 deduzimos
que

C m@eos(d)  2m(eos(s) oot (3
Sinx = =
cos? (%) —sin? (3)  cosh? (%) —sinh? (%) +cos? (%)
~ 2mnh(3) 2
~ l-tanh®(3) 1-72

Assim temos:

1 1 2 1 B
/smh(x) * /Ll_tz /t nft|+ ntanh {5 +
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« Exemplo 4.38 Estamos fartos de saber que
/cosxdx =sinx+C, 4.13)

contudo, s6 pelo lazer, vamos calcular usando a substitui¢ao da tabela anterior.

1— 2
/cosxdx = 1+y2 1+y2 dy,
como em denominador temos polinémios do 2° grau irredutiveis temos que fazer:
2—2y? Ay+B Cy+D Ay+B Cy+D
(22 112 (1022 11y ><(l+y2)+ (1+y2)2
_ AV+AP+B+BY?+Cy+D AP +By*+(A+C)y+B+D
(1+)2)? (1+)2)? ’

donde A =0,B=—-2,C=0e D =4. Logo,

2-22 -2 L4
(I+y2)> 14+y> (142>

Pelo Exemplo 4.16

4 2y
/ L dy = 1192 +2arctany+C,

€ assim

2—2y? 2y
dy = —2arct
/‘ Zy L/1+y 1+y) Y arctan(y) 142

Logo, o integral pretendido serd

X 2tan; X X 2tany X
—2arctan (tan —) + ——=— +2arctantan S +C = 25+ —5-+2-+4C
2 1+ (tan$) 2 2 l+tan*5 2
X
_ 2tan 5
1 +tan? 5
X X
= 2tan=cos’ =
2 2
X X
= 2sin-cos -
2 2
= sinx+C,
e depois deste esfor¢o tremendo chegamos a mesma conclusdo que em (4.13). Moral
da historia: ‘“Todos os caminhos vao dar a Roma’ ... mas nem sempre o caminho que
escolhemos é o mais curto! .

Notq A substitui¢cdo da tabela € mais adequada quando os senos ou cosenos aparecem
em denominador uma vez que o ‘fator de distor¢@o’ do diferencial dado por ;= dy
cancela com os denominadores dos senos e cosenos.
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« Exemplo 4.39 Calculemos [ —

dx. Facamos a substitui¢ao da tabela anterior.

1—sinx
1 1 2 2 1
dx = dy= | ————dy=2 | ———d
/1—Sinx x /1_&_)’21_*_),2 y /1+y2_2y Yy /(y—1)2 y
y
2 2
= _—+C:—X—+C
y—1 tany — 1

Integral de Riemann

Dado um intervalo [a,b] e um conjunto {#;}! | tal que a =19 <t; < ... <t, =b, 08
intervalos P; = [t;_1,#;] com i = 1,...,n, definem uma particio & = U}, P; do intervalo
[a,b]. Definimos também tamanho de uma particao &, denotando por || Z?|| ao valor do
seu maior intervalo P, ou seja, || Z|| = 1r1<1l;1<xn|z‘,- —t;—1|. Finalmente, pontilhar uma particao

P, é escolher em cada intervalo P, um representante &;.

Consideremos uma funcio real, que podemos assumir continua', f: [a,b] — R. Seja
dado um intervalo [a,b], uma fungdo f: [a,b] — R, uma parti¢do & de [a,b] com n
elementos e pontilhada por {&;}"" . Definimos soma de Riemann por

n—1

o(f,2):= Y f(&1)(tir1 —1). (4.14)

i=0

Se considerarmos parti¢cdes cada vez mais finas obtemos o que designamos por integral de
Riemann ou seja

b
/a fWdx= i o(f, 7). (4.15)

Salientamos que a defini¢do (4.15) € independente da particdo escolhida e do conjunto que
pontilha a mesma. Isso é uma propriedade muito boa do integral de Riemann. Sempre que
o limite (4.15) existe dizemos que a fun¢do € integravel a Riemann.

Na expressao:

J7 f(x)dx (4.16)

designamos , b por limite superior de integracdo, f por
funcdo integranda, x por varidvel de integracdo e dx por diferencial.

Na moral, estamos a somar retdngulos de base dx e altura f(x), logo de drea igual a
base x altura, ou seja a f(x)dx. O simbolo [ que é um S estilizado representa uma soma
infinita, ou seja a forma matemaética de exprimir a passagem de uma soma finita ¥ para
uma soma infinita |.

'Podemos enfraquecer a condic¢io de continuidade e ainda conseguir obter os mesmos resultados.
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Nota
. [ ab fx)dx= | ab f(t)dt, i.e. ndo interessa o nome que damos a varidvel de
integracao.
. [ f f(x)dx = — [} f(x)dx, i.e. estamos a integrar numa determinado ‘sentido’.

Se trocarmos esse ‘sentido’ temos que colocar um sinal —
o [7f(x)dx=0,i.e. adreado segmento f(a) X a é nula.

Exercicio 4.3 Mostre que se f for uma fungdo continua temos 3x° —96 = [5" f(¢) dt.

« Exemplo 4.40

b
ldx = lim o(f,Z)= li Ytiv1—t)= 1 L(tip1 —1;)
/a X i (f W;ﬁn Zféw i1 W}ﬁgoi i1

= lim (t,—t,—1)+ (tnq —tn_z) +(tho—ty3)+-+(—11)+ (t1 — o)
| 2||—0

« Exemplo 4.41 — Fungcdo de Dirichlet. A funcio de Dirichlet € uma fungdo f: R -+ R
definida por f(x) = 1sex € Qe f(x) =0 se x ¢ Q. Esta funcdo é descontinua em todo o
ponto de R (mostre!). Além disso dados quaisquer a,b € R (a < b) o integral de Riemann
/ : f(x)dx nio existe pois, grosso modo, podemos sempre escolher representantes &; ¢ Q
obtendo uma soma nula, ou entdo escolher representantes &; € Q obtendo uma soma igual
a 1. Existe um integral mais apurado (designado por integral de Lebesgue) onde, a funcdo
de Dirichlet passa a ser integravel (a Lebesgue) sendo o seu integral igual a 0. .

« Exemplo 4.42 Calculemos fé’ xdx via integral de Riemann. Claro que estamos a con-
siderar uma drea de um tridngulo de base b e altura b, consequentemente de drea %2 mas
o objetivo € aplicar a definicdo de integral de Riemann e por isso vamos ao trabalho:
dividimos o intervalo [a,b] em n intervalos iguais de comprimento %. Temos a particao
P, definidaporO0=1y<t; <---<t,=bondet; = %. Em cada intervalo [t;_1,1;] (para

i=1,...,n)escolhemos & =1t; = %. Agora a soma parcial S, é

b nn+1) b* b

p2 =
”_Zfél-H tl+1_tl = __ZZ —2 ?4_%

Logo, fazendo n — oo temos que || Z2,|| — 0 e assim

p:  b? b?
li —lim | =—+— ) ==
imS, m (2 + 2n> o

n—soo n—soo

obtendo o resultado ja esperado. .
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4.3 O Teorema Fundamental do Cdlculo

Dadas as fung¢des continuas f e g definidas no intervalo [a,b] e A, B € R. Temos:
(I) Sec € [a,b], entdo [ f(x)dx= [ f(x)dx+ [’ f(x)dx (ver Figura 4.7);
(I) (Linearidade) [*Af(x)£Bg(x)dx =A [’ f(x)dx+B [’ g(x)dx;

(ITIT) (Monotonia) Se f(x) < g(x) parax € [a,b], entdo [ f fx)dx< [ f g(x)dx;

(IV) Se m = min,c[y ) f(x) € M = max,c|,p) f(x), entdo

b
m(b—a) < / Fx)dx < M(b—a).
a
De facto, como m < f(x) < M por (IIT) obtemos

m(b—a):/abmdxg/abf(x)dxg/abde:M(b—a).

: /15 flx)dz

1 %1 5 .
f flx) da f ) da
1 3
2

(c. f(c),

Figura 4.8: Ilustragdo do Teorema do valor médio para o integral.
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Teorema 4.3.1 — Teorema do valor médio para o integral. Se f é uma fungio
continua em [a, b], entdo existe ¢ € [a,b] tal que

fe)p—a) = [ rtx)ax

Demonstragdo. Sendo m = min,e(, p f(x) € M = max,c[, ) f(x), entdo por (IV) acima
temos

m(b—a) < /abf(x)dx <M(b—a).

Seja C € [m,M] tal que C(b—a) = | ab f(x)dx. Usando novamente que f é continua temos
que existe pelo menos um c € [a,b] tal que f(c) =C. |

Teorema 4.3.2 — Teorema Fundamental do Cdlculo I. Seja f é uma fungio continua
em [a,b]. Definimos F(x) = [q f(t)dt. Entdo temos

F'(x) = f(x).
Demonstragdo.
AF F(x+Ax)—F(x)  [5™ f(e)dr— [3 f(e)dt
Ax Ax - Ax
W Jo f@)ydi+ [ fe)di - 3 £(1)dt
N Ax
S f@)ar

Ax

Pelo Teorema do valor médio para o integral existe ¢ € [x,x + Ax| tal que:

[N f(e)ar fle)(x+Ax—x)  f(c)(Ax)

Ax Ax =A@
Logo,
AF
F'(x) = lim — = i =
() = lim —— = lim f(c) = f(x),
e o teorema esta provado. [

I Coroldrio 4.3.3 Toda a funcédo continua admite antiderivada.

Demonstragdo. Dada a fungdo continua f a fung@o definida por F (x) = [y f(¢)dt é uma
sua antiderivada. [ ]

Notq A antiderivada de f(x) = ¢ nio é possivel de determinar,?

contudo pelo Corola-
rio 4.3.3 sabemos que, sendo f(x) = e~ continua, a sua antiderivada é dada por

F(x)= (')xe’2 dt.

ZNeste contexto ‘determinar’ quer dizer, usando os métodos ja estudados encontrar uma fungéo explicita-
mente onde aparecem operacdes aritméticas finitas de composicdes daquelas funcdes que nds adoramos, tipo
funcdes algébricas, funcdes trigonométricas, exponenciais, logaritmos, etc,...
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« Exemplo 4.43 SejaA € (0,1) e f: [0,1] — R uma fungdo derivdvel e com média nula,
ie. fol f(x)dx = 0. Vamos mostrar que existe ¢ € (0, 1) tal que

, 2
f(C)—Fm/O f(x)dx:O.

De facto, definindo F (x) = [; f(¢)dt teremos F(0) = F(1) = 0. Logo a fungdo
B x(1—x)
o(3) = F() = =)
é tal que @(0) = @(A) = ¢(1) = 0. Notamos que
I —x X 2

o' (x) :F’@)-mF(sz—_l)F(z) e ¢"(x) :F"(x)+mzr(/1).

Pelo Teorema 3.7.2 aplicado no intervalo [0,A] e [A,1] temos que existem ¢; € (0,1)
e cy € (A,1) tais que ¢'(c1) = ¢'(c2) = 0. Novamente pelo Teorema 3.7.2 aplicado no
intervalo [cy, c;] temos que existe ¢ € (c1,¢7) tal que @”(c) = 0. Assim teremos

2

2 A
0=9"(c)= F"(e)+ g7 =gy F ) = 1)+ =g |, S

Teorema 4.3.4 — Teorema Fundamental do Calculo Il - Férmula de Barrow. Seja
F uma antiderivada de f, entdao

/abf(x)dx:F(b) _F(a). 4.17)

Demonstragcdo. Seja F(x) uma antiderivada de f(x). Pelo Teorema Fundamental do
Célculo I temos F'(x) = [ f(¢)dt também é uma antiderivada de f(x). Logo F(x) —
F(x) = C onde C € R. Tomando x = a temos F(a) = C. Tomando x = b obtemos
F(b)— [P f(t)dt = C e logo (4.17) vale. »

« Exemplo 4.44 Vejamos alguns exemplos de aplicagao:

1
1.2 3 B0 _1
@ Jprdi=7%| =3-5=3

T
(b) Jo sinxdx = —cos’0 = —cosT——cos0=1+1=2.

2

(©) foaniHde:—cos 0 =—cos2mt——cosO0=—14+1=0.

« Exemplo 4.45 — Lei de Coulomb. Uma particula de carga elétrica positiva +¢q €
largada a uma distincia d de uma carga imovel positiva +Q. Qual o trabalho exercido na
particula enquanto a distancia aumenta até 2d? Pela Lei de Coulomb a forca repulsora na
particula quando a distinciaé d+xé F =K —2¢_ (onde K é uma constante universal).

(d+x)?
Assim o trabalho € dado por:

W /dK 24— ko /d U = —kog- 1|
= X = —_—axX = —
0o (d+x)? )y (d+x)? Ta+xlo

1 1 1
= —KQQQ - —KQCIE = KQf]ﬁJ-
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« Exemplo 4.46 — Dia do Pi. E sabido que a fragao aproxima melhor 7 do que 3, 14.
Dessa forma existe um movimento que pretende mudar 0 dia do Pi de més 3 dia 14 para dia
22 do més 7. Vejamos a propdsito, e usando cdlculo integral, que a aproximacgado diofantina
22 ¢ maior do que 7. Comecemos por mostrar que

T
1401 4
/x(l X) dx:g—
0o 1+x2 7

De facto,
/1 (1 —x)* dr — /1 xt —4x0 +6x% —4x7 28 i
0o 1+x? 0 1+x2
1
= / x84’ 453 — A 14— dx
0 1 4 x?
) 4 1
= x7 — % +x°— % +4x — 4 arctanx
1 2 4
= =—=+1—z+4-—-7m
7 3 * 3 +
22 .
= 5 .
4 4
Finalmente, observando que fol z 514;2() dx > 0 (porqué?) obtemos o pretendido. .

4.3.1 Integracdo por substituicdo no integral definido

Teorema 4.3.5 — Teorema de mudanc¢a de varidveis. Dada uma fung¢io continua
f(y) definida em [a, b] escolhemos uma nova varidvel x definida por y = ¢(x) tal que:
(i) ¢(a) =aep(B)=0
(i) @ e ¢’ sdo continuas em [, 3] e
(iii) f(@(x)) estd bem definida e é continua em [, f3].
Entao, temos

b B
/a FO)dy = /a F(0(x)0 (x)dx (4.18)

Demonstragdo. Seja F uma antiderivada de f que existe pois f € continua. Entio
[ f(y)dy = F(y) +C. Logo, pelo teorema fundamental do Calculo, temos || f fy)dy=

F y)‘i — F(b)— Fla).

Vejamos agora que F o ¢(x) uma antiderivada de f(@(x))¢’(x). De facto, é s6 apelar
para a regra da cadeia: (Fo @) (x) =F'(¢(x))@'(x) = f(¢(x))@'(x). Logo, uma vez mais
pelo teorema fundamental do Célculo, temos

B , (it)+ (i) B ()
/f(fp(X))q’(X)dx = FleW)| =F(e(B)) —F(e(a))=F(b)—F(a)

e (4.18) é verdadeiro. [ |
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« Exemplo 4.47 Calculemos fol \/1—y%dy. Fazendo a mudanca de varidvel y = sinx
(aqui consideramos ¢(x) = sinx), obtemos o diferencial dy = cosxdx e os limites de
integragdioy =0 <> x=0ey =1 <> x = §. Assim obtemos:

1 x E .
/ V1-yldy = /2 vl —sinzxcosxdx:/2 Vcos?xcosxdx = /2 cos® xdx
0 0 0 0

711 x 1 3
= — 4+ —cos(2 ==+ —sin(2
/0 2+2cos( X) dx (2+4s1n( x)) .
n
2
2

« Exemplo 4.48 Calculemos f(f cos? xsinxdx. Fazendo a mudanca de varidvel y = cosx

(aqui consideramos ¢ (x) = cosx), obtemos o diferencial dy = —sinxdx e os limites de
integragdoy = 1 <> x=0ey =0 <> x = 7. Neste caso f(y) = y? e assim obtemos:

(SR

/0 cos®xsinxdx = —/ng(cosx)(—sinx)dx: —/lof(y)dyz /Olf()’)dy

1 3.1 1

2 y
g d:—’:—.
/()y YT 31T 3

A 3rea abaixo da vermelha entre [D. ﬁ] i A drea abaixo da azul entre [0, 1]

£

0.8 4

0.6 4

0.4 \
\

\
0.2 ‘

) 02 0.4 06 08 1 12 14 16 1

T
Figura 4.9: [/ cos? xsinxdx = fol y?dy sendo que o integral a azul é muito mais facil de
calcular!

4.3.2 Integracdao por partes no integral definido
Vimos atrds que a férmula de integracdo por partes era dada por:

/udv:uv—/vdu. 4.19)

Em presenca de um integral definido a férmula de integracdo por parte fica:
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b
/ udv =uv
a

= Exemplo 4.49 Calculemos | 12 Inxdx. Fazendo integracdo por partes com u = Inx,
du = %dx, dv = 1dx e v = x obtemos:

b b
—/ vdu. (4.20)
a

a

2 2 2 2
/ lnxdx:xlnx‘1 —/ x—dx=2In2—1Inl1— | ldx=2In2—(2—1)=2In2—-1.
1 1 1

X

« Exemplo 4.50 Calculemos fl ¢Inx 7y Fazendo integracdo por partes com u = Inx,
du = )lcdx, dv= )lcdx ev=Inx obtemos.

e el el
/ﬂdx_(lnx) e—/ LN 2/ MY = (Ine)? = (In1)2 = 1.
1

X 1

Logo

Exercicio 4.4 No integral do Exemplo 4.50 use o método de integracéo por substitui¢éo.
« Exemplo 4.51 — Courant. Vamos reescrever (4.20) da seguinte forma

b b
- [ stor s

a a

[ g @ax = st
= 1000)~ f(@gla) - [ s W),

onde, para facilitar, admitimos que ambas as fun¢des f e g sdo crescentes, f estd expressa
no eixo horizontal e g estd expressa no eixo vertical.
* Note que a drea colorida (regido azul, retangulo vermelho e regido magenta) € igual

a f(b)g(b) (area total);

* desta drea subtraimos a drea do retingulo vermelho i.e. f(b)g(b) — f(a)g(a);
* agora subtraimos a drea azul que é dada por | f gx)f'(x)dx= [ ]{ (®) vdu;

* 0 que sobra é a regido magenta que é dada por | : f(x)g (x)dx = f ) uay.
Em resumo temos:

b b
| 108 W= 1(®)s) = F(@)sta) = | sof W

Integrais improprios
1

Colocamos agora a seguinte questdo: Qual a drea abaixo do grafico da fungéo f(x) = o
acima do eixo dos x e com x > 1?7 Como a regido nao € limitada podemos ser levados a
pensar que a ‘area’ € infinita. Contudo aqui a nossa intuicdo engana. De facto, a medida
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fla) ) 1

Figura 4.10: Ideia figurada da férmula de integracdo por partes do integral definido.

que vamos aumentando o x o valor de )% € cada vez menor e o contributo dos segmentinhos

de tamanho é acaba por contribuir para a drea de forma controlada. Na moral, somamos
uma quantidade infinita de pequenos segmentos mas como esses segmentos sao cada vez
de menor comprimento, no final do dia a area acaba por ser finita.

Vamos formalizar este principio usando integrais definidos. Claro que os limites
inferior e superior num integral definido foram por ndés considerados como sendo nimeros
reais. Assim, oo e —oo terdo que ter um tratamento diferenciado e recorremos por isso
ao conceito de limite para ultrapassarmos este problema. Definimos o integral impréprio
e é dx por Mliniw M é dx. Se este limite do integral definido existir e for < oo dizemos

que o integral converge, caso contrario dizemos que diverge. Vamos entdo calcular este
valor:

teo ] M 1 1M 1 1
/ —dx = Ilim —dx= lim —-| = lim —— ——-— =1.
1 x2 M=+ )1 X2 M—+o x|l Mot M 1

Somos levados a pensar agora no que acontece a area da regido abaixo do grafico da
fungdo f(x) = )% com x entre 0 e 1. Serd que ainda assim serd um valor finito? Aqui
temos um problema no limite inferior de integracdo. A fun¢@o nao estd definida em 0. Na
realidade temos uma assintota vertical em x = 0. Aqui o conceito de limite volta a dar uma
ajuda.

1 | 1! 1 1
/ —dx = lim —dx=lim ——| = lim ————— = oo,
0 X e—0tJe x e—0t  xle e—0t 1 €

e neste caso o integral impréprio diverge.

« Exemplo 4.52 Qual a drea da regido abaixo do grifico da funcdo f(x) = #7 comxa
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variar em todo o R? Para solucionar este problema recorremos a um integral impréprio.

+eo p 0 1 p +oo ] 4
/<><> 1+x2 v /oo1+x2 x+/o 1+x2 o

0 1 M ]
= lim / dx—|— lim dx
M——o Jpr 1422 M=+ Jo  14x2

M
= lim arctan(x )‘ + 11151_ arctan(x )‘0

M——o0
= 1 t —arct li tan(M) — arctan(0
Mggooarcan() arctan(M )—I—erﬂmarc an(M) — arctan(0)
B __7t+7t_7r
B 2 2 7

Exercicio 4.5 Estude a convergéncia de f 1
para x > 1 temos

Ty + 2(1e dx. Notemos em primeiro lugar que

1 1

0< 57— <.
X(1+e) " x2

Como jd foi visto [}~ é dx =1, logo

* 1 =1
0< ———dx < —dx=1.
/1 x%(1+€¥) * /1 2

Como s6 nos pediram para avaliar se convergia ou ndo, o exercicio estd acabado.

Exercicio 4.6 Estude a convergéncia de [;° % dx. Notemos em primeiro lugar que para
X

x > 1 temos
1+x x 1
VRN RN
Como
+o ] M
e = [ fim 2R = i V- ST e

temos que | 1+°° \/L;C dx diverge e, por comparacdo, [;” % dx também diverge.
X

Exercicio 4.7 Estude a convergéncia de [|” S;%C dx. Notemos em primeiro lugar que, por
|sinx| < 1 temos

sinx < 1
s
Em segundo lugar notemos que:
T ] M ] 1 M 1 1 1
—dx = i —dx= lim ——| = lim ————==—.
fooar = i [ i im = oo = i -5 =5

. 0o oo | sin £
Finalmente, observamos que como | 1+ )% dx converge, [, % dx também converge e,
consequentemente [, =¥ dx também converge.
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« Exemplo 4.53 Vejamos o que acontece quando nos distraimos no célculo de um integral

definido. Por exemplo, uma vez que —l € uma antiderivada de > aplicamos o teorema

fundamental do Calculo e obtemos:

e ficamos logo desconfiados como uma fun¢do positiva tem integral negativo! O erro foi
nao termos notado que este integral € impréprio no x = 0. De facto,

1
/ —zdx—/ 2dx+/ dx—2/ —dx
1X 1X

sendo este ultimo integral divergente. .

« Exemplo 4.54 Calculemos fol xInxdx. Estamos em presenca de um integral impréprio

no limite inferior de integracdo. Assim, procedendo por integragao por partes com u = Inx,
2

du = %dx, dv = xdxev =" temos

1 1 x|l 121
/ xlnxdx = lim xlnxdx = lim Inx—| — ——dx
0 =0t Jge =0t € e 2 x
12
= lim lnl——lns——/ —dx
£—0t 2
— lim et %
st 2 4 |¢
—Ine 12 g2 1

onde usamos que

lim = lim —%f— = lim — =0.
e—0t 2€~ 2e2 e0t —4e3 g0t 4

. Ayl 1 1
Exercicio 4.8 Estude a convergéncia de fo W dx. Neste caso temos problemas no
0. Contudo, € facil de ver que 0 < ——— < — ~ € como dx é convergente, por

comparacao obtemos que fol m dx tambem é convergente (Ver Figura 4.11).
Exercicio 4.9 Confirme a seguinte tabela:

integral impréprio | 0 <p <1 | p=1 p>1
0] é dx converge | diverge | diverge
I )%dx diverge | diverge | converge

n+1 1+ _
» Exemplo 4.55 Mostremos que nLnE Jnpdx=0.
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1 —

0 \\“—*—
Figura 4.11: Por comparacgdo temos 0 < \/+4ﬁ < \/.
n+l 1 1
ngTw ) xzj—)cl dx = ngTwi In(x? + 1) 4 arctan(x) 7=

1 1

= ET —In((n+1)2+1)— Eln(n2 + 1) +arctan(n + 1) — arctan(n)

1)?

= ngr—rklwi In ( n +2 ) ) +arctan(n + 1) — arctan(n)
1, (n*+2n+

= HETMZ ( P ) +arctan(n + 1) — arctan(n)

T T
> In(1)+ 5

4.5 Aplicacoes do integral definido

4.5.1 Cadlculo de dreas em coordenadas retangulares

Dada uma fung¢@o continua f(x) > 0 o integral definido |, f f(x)dx determina um nimero
real ndo negativo que indica o valor da drea abaixo do grifico de f, acima do eixo dos
x e entre as retas x = a e x = b. Dada uma fungio continua f(x) < 0 o integral definido
/ f f(x)dx determina um ndmero real ndo positivo que indica o valor da drea (mas afetada
de sinal —) acima do gréfico de f, abaixo do eixo dos x e entre as retas x =a e x = b.
Quando a fungdo f(x) troca de sinais no intervalo [a,b] temos que o integral definido
/ f f(x)dx determina um ndmero real que resulta de ‘somar e subtrair dreas’ consoante a
funcgao estd acima do eixo dos x ou abaixo do eixo dos x.

=« Exemplo 4.56 Qual a drea da regido delimitada pelos gréficos das fungdes f(x) = y/xe
g(x) = x*? Basta determinar fol V/x — x?dx (ver Figura 4.13). Vejamos:

1
1 1 1/24+1 3 2 1 1
2 5 12 2, [ X X _ _
—xldx = —xdx = ) =2 o=
/oﬁ v /ox ra (1/2+1 3)0 33 3
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T ) T ) ] U 7 8 3 1'0 )
1

-2

-3

Figura 4.12: Dada a fungdo f(x) = sin(x) temos [3"sinxdx = 0 pois [Fsinxdx =2 e

2 . < -~ ~ - . £ ~
x sinxdx = —2. De facto, as dreas destas duas regides (+ ¢ —) sdo iguais s6 que sdo

afetadas de sinais diferentes.

0.5

S

5 o 05 15

Figura 4.13: A area € dada por fol VX —x?dx.

« Exemplo 4.57 Qual a drea da regido delimitada pelos graficos das fungdes f(x) = sinx
e g(x) = x— m? Notemos que aqui ninguém nos pede para calcular fozn sinx — (x — ) dx
(ver Figura 4.14). Temos sim que obter a drea da regido pedida tendo o cuidado de verificar
como se deve subtrair as funcdes na integracdo. Notemos primeiro que a abcissa do ponto
de intersecdo dos graficos € solucdo de sinx = x — 7 ou seja x = . Logo fazemos:

T 2n
/ sinx — (x—m)dx + / X — 7 —sinxdx
0

T

)C2 T X2 21
= —COSX— — +Ttx + | ——7mx+4cosx
(moma=g ) o+ (5 et oos)

T

2 2 2
T ¥ T
= (1—7+n2+1)+(T—2n2+1—7+n2+1)

= 4+7°
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Figura 4.14: A drea ¢ dada por [ sinx— (x — 7)dx+ fi”x — T —sinxdx.

4.5.2 Revisitando as fungoes Inx e ¢ e alguns limites importantes

Dado x > 0, fazemos uso do facto duma func¢@o continua ser integravel a Riemann e
definimos func¢do logaritmo neperiano por:

1
lnx:/ ;dt. (4.21)
1

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos (Inx)’ = % que € sempre positiva logo Inx é

. / . B
estritamente crescente. Como (Inx)” = (%) = —é < 0 logo a concavidade do grafico de
Inx € voltada para baixo. Temos também In1 = 11 %dt =0.

Teorema 4.5.1 Dados a,b > 0 temos In(a-b) =1Ina+Inb.

Demonstracdo. Consideremos as fungdes f(b) = In(ab) e g(b) = In(b). Pela regra da
cadeia temos %(ln(ab)) = L4 (ab) = 4 =1 = LInb, logo as fungdes In(ab) e Inb,
por terem igual derivada, diferem de uma constante. Assim, para todo o b > 0 temos
In(ab) =1Inb+C com C constante. Considerando » = 1 temos In(a) =In1+C=0+C=C.
Logo In(ab) = Ina+1nb. |

Exercicio 4.10 Obtenha de forma andloga as propriedades In (%) =Ina—Inbelna’ =

plna. Mostre também que lim Inx = +coe lim Inx = —oo.
X—>+-o00 x—0t

Teorema 4.5.2 A imagem da funcdo definida em (4.21) é R.

Demonstragdo. Usando o facto de lim Inx = +ooe lim Inx = —oo dado qualquer y € R
X—r o0 X%OJ'_

existe a perto de 0 e b perto de +oo tal que Ina < y < Inb. Usando o Teorema 2.2.7
obtemos que existe x € [a, b] tal que Inx = y. |

Definimos a fun¢do exponencial como sendo a inversa da fun¢do definida em (4.21).

Teorema 4.5.3 A derivada da inversa da funcdo em (4.21) € igual a ela prépria.
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Demonstracdo. Seja g(x) inversa da fungdo em (4.21), entdo y = g(x) e logo Iny =

Ing(x) = x. Logo, como (Iny)" = % usando a regra da cadeia temos

d d ldy dy
dxx dx ny yvdx  dx y=8x)

Exercicio 4.11 Deduza as propriedades ja conhecidas de e*.

« Exemplo 4.58 (i) Observando a figura e a sua legenda temos 1 — )1—6 <Inx<x-1.

’ 1
Hfla) = — = S
x

[ H 3 T 4 5

Figura 4.15: Se x > 0 temos dois retangulos um com drea (1 —Xx) e outro com drea x — 1.
Alémdisso 1(1—x) < [{1dt <x—1<41—1 <Inx<x—1. O casox €]0, 1 é andlogo.

(i1)) Mostremos que lnx < % De facto, por (i) temos Inx < x — 1 < x, substituindo

X 4> 4/x temos In \/’g Vx—1< y/x, logo 3Inx < /x. Dividindo por x (x > 0)
fica Inx < 2v¥ _ 2
X — X

7}.
1ii) Provemos que lim Inx — 0. Por (ii) temos lim ™ < lim -2 =0.
( ) q X ( ) X—r oo X X—r oo f
(iv) Provemos que hm xInx = 0. Consideramos a mudanca de varidvel y = 1 donde
x—0t
temos lim y = +oco. Assim temos:
x—0t
. . —Inx In In
lim xlnx = — lim = lim T:—hm —y(ﬂ)O
x—0t x—0t 1 x—0t 1 y—too y

(v) Provemos que xl_1>r£w( —1Inx) = oo

1 iii
lim (x—Inx)= lim x(l —ﬂc) @ | .

X— o0 X—> o0 X

4.5.3 Cadlculo de dreas em coordenadas polares
Fundamentos de coordenadas polares
Dado o ponto (x,y) em coordenadas retangulares podemos considerar a distancia r > 0
de (x,y) a origem que € dada, pelo teorema de Pitdgoras, por r = /x2 + y2. Além disso,
se considerarmos o angulo 8 €] — 7, ] que o eixo dos x faz com o segmento que liga
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(2, y) = (recosf, rsind)

O(x,y) x |y
arctan () >0
arctan (}XC) +m| <0 >0
arctan () — 7w [ <0 | <0
5 =0|>0
—— =0|<0
! =0 =0

(0,0) ao ponto (x,y) podemos relacionar as coordenadas (x,y) com as coordenadas (r,0)
da seguinte forma: (x,y) = (rcos8,rsin0) = (/x2+y2,0(x,y)) onde O(x,y) é
definida por:

Notq Note que (r,0) = (—r, 8 & 1) e assim podemos representar em coordenadas polares
e de infinitas formas o mesmo ponto do plano. A origem, escrita em coordenadas
retangulares de forma unica por (0,0), pode ser escrita em coordenadas polares por
(0,0) onde 6 € R.

« Exemplo 4.59 Determine em coordenadas retangulares os seguintes pontos definidos
em coordenadas polares por: (1,7), (1,0), (2,7%), (10,%) e (10,—%).
* (1,m);x=rcos® =1cost=—1,y=rsin6 =0.
* (1,0);x=rcos0=1, y-rsmO 0.
2,%);x=rcosy = T_ \/_,y—rsin% :24 = 2.
10,Z); x = 10cos £ = 1022 =5 /3, x = 10sin £ = 101 = 5.
10,—Z); x = 10cos —% = 102 =5 /3, x = 10sin £ = —101 = —5.

(1
* (
* (
* (

« Exemplo 4.60 Determine em coordenadas polares os seguintes pontos definidos em
coordenadas retangulares por: (1,1), (—1,1), (=2,-2), (0,1) e (0,—6).
« (1,1);r=V12+12= V2. 6 = arctan(1/1) = arctan(1) = Z.
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e (=1,1);r=+/(=1)2+12= V2. 9:arctan(—1/1)+7r:arctan(_1)+7p:_%4_
n=3Z

s (= ,12),r: \3/(—2)2—|—(—2)2: V8=2+/2. 6 =arctan(—2/ —2) — & = arctan(1) —
n=1 T

( :;: _\/0_2312: Vi=1.60=1%
(0,—6): r= /02 +(—6)2= /36 =6. 0 = —Z.

» Exemplo 4.61 Dada uma funcdo r(6) = sin(26) onde a varidvel independente é a
varidvel angular e a varidvel dependente é a varidvel radial podemos representar no
plano os pontos (6,sin(26)). Com o auxilio da func¢do r(0) = sin(26) representada em
coordenadas retangulares na Figura 4.17 a direita (eixo dos x a varidvel 0 e eixo dos y
varidvel r) vamos completando a representacdo da fungéo r(0) = sin(20) em coordenadas
polares (Figura 4.17 a esquerda). A medida que 6 varia entre 0 e 27 vai sendo formada a
‘flor de quatro pétalas’. .

Figura 4.17: Representagdo grafica de r(0) = sin(26).

= Exemplo 4.62 Dada a fun¢do r(6) = 2cos 6 podemos escrever, multiplicando ambos
os lados da igualdade por r, r? = 2rcos @ mas como vimos atrds r> = x>+ y? e x = rcos 0
logo

P =rcosf s x> +yP=2x s (x—1)2+y* =1,
e concluimos que a representacdo no plano da curva r(0) = 2cos 6 é uma circunferéncia
centrada em (1,0) (em coordenadas retangulares claro!) e de raio 1. .

Exercicio 4.12 Na Figura 4.18 temos a representagio grafica da curva definida em coorde-
nadas polares por (6) = |In(6)|. Faca uma descri¢do dessa representagdo e indique uma
boa razdo para que apareca o pontilhado.

Exercicio 4.13 Na Figura 4.19 temos a representacio grafica da curva definida em co-
ordenadas polares por r(0) = 1+ cos 6. Faca uma tabela com diferentes valores de 0 e
correspondentes valores de r(0) e verifique que o esbogo coincide com o elaborado na
Figura 4.19.
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1.56:271.77)
i

1
0.23; 219.56%)

Figura 4.19: Representacgdo grafica de r(60) = 1+ cos 6.

Cdlculo de dreas em coordenadas polares
Dado um circulo de raio r a drea de um setor circular de angulo 0 € dado por A = %r29

(ver Figura 4.20).
I

Figura 4.20: Area do setor circular.

Para determinar a 4rea de um setor definido, ndo por um circulo, mas sim por uma
expressdo em coordenadas polares r(6) entre os dngulos 6 = a e 6 = b procedemos como
habitualmente dividindo em pequenos setores circulares de angulo A6; e raio r; (onde
AB; = 6;,1 — 6;). Somamos tudo e considerando AB; — 0 e, consequentemente, a soma
com o numero de parcelas n — oo € possivel mostrar que:

J21r(0)%a0 (4.22)
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(0,0)

r(6)

Figura 4.21: Area do setor circular.

« Exemplo 4.63 Vamos determinar a drea da circunferéncia de raio r. A expressdao em
coordenadas polares que define uma circunferéncia de raio r é r(6) = r com 6 variando
de 0 a2m. Assim,

/2”1 (0)>d6 /znl 240 r20|2" rt
—r ot —r = — = r.
0o 2 0o 2 2 10

« Exemplo 4.64 Vamos determinar a drea de cada pétala na Figura 4.17.
/2 1 /2] ™1 1 /™1 200
/ 10)2d6 — / ~(sin26)%d6 :/ ~sin*ada = —/ Z_ 0820
0 o 2 0o 4 0

2 4 )y 2 2
1 (o sin2a\" 7
T4\ 2 4 )y 8

Volumes de sélidos de revolucdo

Vamos agora considerar duas fun¢des f(x),g(x) continuas num intervalo [a,b]. Podemos
imaginar que solido seria gerado pela rotacdo da regido compreendida entre os gréficos de
f e g emtorno de um eixo y = yp com x € |a, b] (ver Figura 4.22).

Como sempre vamos imaginar que o s6lido € composto por inimeras coroas cilindricas
com altura muito pequena. Claro que cada coroa cilindrica € diferente pois a sua grossura
depende do x € [a,b] que se considere sendo determinada por f(x) — g(x). Cada coroa
cilindrica € pois definida por uma diferenga de dois cilindros; ambos com altura Ax;, o
exterior com raio f(x) e o interior com raio g(x). Resumindo a coroa cilindrica tem volume
Tf(x)*Ax; — mg(x)>Ax; = w(f(x)?> — g(x)?)Ax;. Somamos tudo e considerando Ax; — O e,
consequentemente, a soma com o nimero de parcelas n — oo é possivel mostrar que:

m(f(x)? —g(x))Ax; — |7 [P(f(x)*—g(x)?)dx (4.23)

n—oo

i=1
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Figura 4.22: Sélido de revolucdo gerado pela rotagcdo da regido compreendida entre os
gréaficos de f(x) = sinx e g(x) = 0 em torno do eixo dos x e entre dois valores.

« Exemplo 4.65 Vamos determinar o volume do cone de altura & e raio r. Podemos
definir este cone como o sélido de revolucao em torno do eixo dos x do gréafico da fungao
f(x) = 7x e x variando de 0 a h. Assim,

h rr N2 r2 [h 2 3\" rr (3 1
2 2
7], () dv= hZ/de:ﬁ(?)ozﬂﬁ(?):?W &

Figura 4.23: O cone € o sélido de revolugdo gerado pela rotagdo do gréfico de f(x) = 7x
em torno do eixo dos x entre O e A.

« Exemplo 4.66 Determinemos o volume do sélido gerado pela rotacdo em torno do eixo
dos x do gréfico da fungdo f(x) = y/x entre 0 e 1. Usando a férmula (4.23) obtemos:

n/()l(\/)_c)zdxz / xa’x—n—‘

« Exemplo 4.67 — Corneta infinita. Pretendemos calcular o volume do sélido de revolu-
¢do obtido pela rotagdo em torno do eixo dos x com x > 1 do grifico de f(x) = % Usando
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Figura 4.24: Uma figura vale mais do que 1000 palavras na hora de explicar o principio
que rege a obtencdo de (4.23).

a férmula (4.23) obtemos:

© /1) M 1\?2 M | 1 M
7r/ <—> dx = lim 7r/ (—) dx=mn lim —zdx:ﬂ lim -
1 X M—+e Jo X M—+e Jo X M—+o Xx=11

M-+ M? 12

Neste exemplo, apesar de termos uma regido nao limitada o seu volume € finito e igual a 7.

Exercicio 4.14 Suponha que tem um recipiente que leva uma quantidade 7 de dgua e
comeca a verter enchendo a corneta infinita. Serd que consegue encher totalmente a corneta
num minuto?

Figura 4.25: O cone € o s6lido de revolucao gerado pela rotagcdo da regido compreendida
entre f(x) =x+1 e g(x) = 1 em torno do eixo dos x entre O e 1.
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« Exemplo 4.68 Calculemos o volume do sélido de revolucao obtido pela rotacao em
torno do eixo dos x com x € [0, 1] da regido compreendida entre o gréifico de f(x) =x+ 1
e o grafico de g(x) = 1 (Figura 4.25). Usando a férmula (4.23) obtemos:

I 1 1
71:/ (x+1)2—1%dx = ﬂ:/ x2+2x+1—1dx:7r/ X%+ 2xdx
0 0 0

= pi x—3+x2 ll—é—tn
- P 3 0o 37"

Comprimento de arco em coordenadas retangulares

Vamos agora resolver o problema de determinar o comprimento do grifico de uma fungdo
continua f entre os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).

6

Figura 4.26: Comprimento do arco definido por um gréfico.

Pelo teorema de Pitdgoras temos As; = 4 /A)cl.2 + Ayl.2 (ver Figura 4.26). Procedemos

como habitualmente dividindo em pequenos intervalinhos Ax; e comprimento x;;1 — X;.
Somamos tudo e considerando Ax; — 0 e, consequentemente, a soma com o nimero de
parcelas n — oo € possivel mostrar que:

n n 5 n Ain ) n Ay; 2
Y As; Z\/Ax +AZ =Y 1+ )AF =Y \[1+|— ) A
i=1 Ax ' Axi

i=1 i=1

e tomando limites obtemos:

nlggz 1+ (iﬁ’) Axi=| [P /14 (f'(x)2dx (4.24)

« Exemplo 4.69 Vamos determinar o perimetro da circunferéncia de raio r. Consideremos
a fungdo f(x) = vr? — x2. Integrando com x € [—r, r| obtemos metade da circunferéncia.
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Integrando com x € [0, r] obtemos um quarto da circunferéncia. Usando a formula (4.24)
obtemos:

4 [ Vi+rra = 4/\/ —fxz dx—“/ R

= 4 A r2—x2dx
r r r r
= 4| ——=dx=4 dx
0 Vr?—x? 0 2( xz)
T2
r 1
= 4 | ————=dx=4rarcsin <)—C> '
" VI-6) v

= 4rarcsinl = 4r§ = 27r.

« Exemplo 4.70 Determinemos o perimetro da curva definida pelo grafico da funcao
f(x) = coshx entre 0 e 1. Usando a férmula (4.24) obtemos:

1 1 1 1
/ A 14+ (f'(x))?dx = / V' 1+sinh?xdx = / vV cosh?xdx = / coshxdx
0 0 0 0

1
= sinhx)O =sinh 1.

Exercicio 4.15 Pretendemos fazer um corte numa placa metalica por forma a colocar
numa prensa e obter aquelas placas sinusoidais usadas nas construcdes de casas. A placa
deverd ter comprimento 2m e de largura 5 m sendo que € precisamente na largura que temos
que ter em conta que o ‘enrrugado’ ird retirar comprimento. O ‘enrrugado’ sinusoidal
deverad ter 5 cm de amplitude (maximo da fun¢do) e periodo 20 cm.

0.1 1
fla) = — sin(107x)
' =50 _

~0.05 1

-0.14

Figura 4.27: Funcao sinusoidal que se adequa ao problema.



130 Capitulo 4. Cdlculo Integral

Precisamos de ter 25 vezes o periodo por forma a obter Sm de largura no final (pois
25 x 20cm = m). Logo o valor a encontrar seré:

2

02 02 !
25/ 1+ (f'(x))2dx = 25/ \/ —s1n 107rx)) dx
@) )
02 2
= 25 / \/ cos 107rx)> dx
0,2 n
= 25/ 1+—cos2(107rx)dx
2 2
= 10%/ \/H——cos

7,32m

Q

4.5.6 Curvas parametrizadas

Uma curva derivavel ¢(¢) no plano é uma fungdo com dominio num subconjunto de R e
conjunto de chegada um subconjunto do plano, ou seja:

c: la,b] — R?
t = (x(0),y())
onde x,y: [a,b] — R sdo fungdes derivaveis. Podemos definir curvas em qualquer espago
R™ (n > 3) de forma andloga.

« Exemplo 4.71 Uma circunferéncia de raio r e centrada na origem € definida por

c: [0,2n] — R?
t — (rcost,rsint)

Na Figura 4.28 podemos ver os graficos das curvas:
c(t) = (2cost,sint), c(t) = (3cost,sint), c(t) = (4cost,sint) e c(t) = (Scost,sint) quando
t variade O a 27. .

Figura 4.28: Elipses como curvas parametrizadas.

E qtil visualizar uma curva como o movimento de uma particula no plano no intervalo
de tempo ¢ € [, B] e que a curva seja derivdvel nesse intervalo. A velocidade da curva é,
como sempre, a razdo entre o espago e o tempo logo a velocidade v(¢) é a derivada de ¢(t)
em relagdo ao tempo 7, i.e. v(¢) = ¢/(¢t) = (¥'(¢),)'(r)). A velocidade € pois um vetor que



4.5 Aplicacdes do infegral definido 131

indica a direcao e o sentido da particula. A magnitude desse vetor ¢ um nimero real a que
chamamos velocidade escalar (em t) sendo determinado por ||v()|| = +/(x/(¢))2 + (y/(¢))2.

Para determinar o comprimento de curva duma curva derivavel c(¢) entre os tempos
t = oo e t = f3 basta calcular

/ ()|l dr = / Ve (1))2dr. (4.25)

Provemos (4.25) num caso simples quando a curva c¢(t) = (x(¢),y(t)), para t € [a, B],

define uma funcdo y = f(x) e dt > 0. O caso geral pode ser provado sem grande esforco.
Temos entdo que quando ¢ € [o, B] a varidvel x pertence a [x(ct),x(B)] ou seja x € [a,b].
Recordemos (4.24), ou seja, que o comprimento de curva definida por um gréfico de f
entre x(¢t) = a e x(P) = b é dado por

[ urra

Fazendo uma mudanca de varidveis (Teorema 4.3.5) obtemos que o comprimento da
curva c(t) no intervalo de tempo 7 € [ot, B] é

/ocﬁ V0?2 + (Y 0Pdr =

« Exemplo 4.72 Vamos determinar novamente o perimetro da circunferéncia de raio r
revisitando o Exemplo 4.69 mas desta vez usando curvas. Consideremos a curva c(x) =
(rcost,rsint) com ¢ € [0,27]. Usando a férmula (4.25) obtemos:

/Oanv(t)Hdt - /02” \/(x’(t))2+(y’(t))2dt:/()2n VJ(=rsing)? + (reost)? di
= /Oznr\/sinzt)Jrcosztdt:r/oznldt:rt in

bem mais fécil do que no Exemplo 4.69! .

=27,

« Exemplo 4.73 — Cicléide. Sejam C um circulo de raio r, sumaretae P € C. A cicldide
€ a curva descrita pelo ponto P quando C rola sobre a reta s, sem deslizar (ver Figura 4.29).
Determinemos agora o comprimento de um arco de cicloéide. Como a cicldide € definida
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pela curva ¢(x) = (t —sinz, 1 —cost) com ¢ € [0,27] usando a férmula (4.25) obtemos:

/02”||v(t)||dt — /02” \/(x’(t))z—l—(y’(t))zdt:/ozn /(1 —cost)? + (sint)2dr
— /27r V 1+ cos2t —2cost +sin’t dt = /ZE V2(1 —cost)dt

_ f/ V1—costdt = f/ \/dez Z/M\/Slni—dt

21
= 2/ sin — dt —4cos—
210

= —4cosmt— —4cos0 =8.

Figura 4.29: O circulo vai rolando sobre a reta (sem deslizar). Fixamos um ponto no
circulo e a cicléide € descrita pelo movimento desse ponto enquanto o circulo vai rolando.
Podemos imaginar um ciclista com uma luz na roda a pedalar numa estrada e nds a
observarmos o seu movimento lateralmente.

Comprimento de curvas definidas em coordenadas polares

Quando atras definimos fun¢des em coordenadas polares considerdvamos a distancia
a origem r(0) definida a custa do dngulo 8. Além do mais sabemos, pelo diciondrio
que transporta coordenadas polares para coordenadas retangulares, que x = r(6)cos 6 e
y = r(0)sin 6. Derivando em ordem a variavel 6 obtemos:

dx
do

ds\? dx\? dy 2

() = (i) + ()
= (F(8)cos® —r(0)sin0)>+ (+'(0)sinO + r(0)cos H)?
(¥'(6)cos 0)* — 2/ () cos Or(0) sin 6 + (r(0) sin H)?
+((0)sin0)* +2r'(0)sin0r(0) cos O + (r(8) cos 0)?

= r(6)°+(7(6))%,

=7 (0)cosO —r(0)sin0 e 5—)9} =7'(0)sin@ +r(0)cos 6.

Logo,

Logo,




4.5.8

4.5 Aplicacdes do infegral definido 133

concluindo que o comprimento de arco € dado por:

s=[F /r(6)2+(r(6))2d6 (4.26)

» Exemplo 4.74 Vamos determinar novamente o perimetro da circunferéncia de raio r
revisitando os Exemplos 4.69 e 4.72 mas desta vez usando coordenadas polares. Conside-
remos a curva em coordenadas polares r(0) = r com ¢ € [0,2x]. Usando a férmula (4.26)
obtemos:

/aﬁ V(02 +(r(0)2d0 = /027r \/(T—FerQ:/OZErdezr/oznldO

2n
= rB| =2mr,
0

bem mais facil do que no Exemplo 4.72! .

« Exemplo 4.75 — Cardidide. Pretendemos, neste exemplo, calcular o perimetro da
cardiéide definida por r(0) = 1 + cos 8. Usando a férmula (4.26) obtemos:

/ \/ ))?de = /Ozjr\/(1+c0s9)2+(_sin9)2d9

21
= \/1+20059+00529—|—sin29d9
0

21
= V2 V1-+cos0do,
0

e este integral € igual ao do Exemplo 4.73 que deu 8. .

Areas de supefficies de sélidos de revolugéo

Ao considerar um sélido de revolucdo gerado pela rotacdo do grafico da funcdo f em torno
do eixo dos x quando x € [a, b] surge a questdo: Qual a drea da superficie desse s6lido? De
forma andloga com os procedimentos anteriores vamos ‘recortar’ a superficie do sélido
em tirinhas muito finas. Cada uma dessas tiras pode ser vista de forma aproximada como
um retangulo de base o perimetro da circunferéncia no ponto considerado (ou seja 27 f(x)
se estivermos em x € [a,b]) e altura o comprimento de arco que ja vimos ser dado por
V14 (f"(x))? (ver Figura 4.30). Nao serd de admirar que a superficie seja dada pela
férmula:

S= 277:f Fx) /14 (f(x))2dx (4.27)

« Exemplo 4.76 — Area da superficie da terra. Qual a superficie da esfera de raio r?
Uma forma imediata de gerar uma esfera de raio r € pela rotagdo em torno do eixo dos x
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Figura 4.30: Temos uma aproximagdo a um retingulo de base 27 f(x) e altura

T+ (f'(x))2.

do grafico da fun¢do f(x) = V/r? —x2? para x € [—r,r]. Usando a férmula (4.27) obtemos:

27r/ F0) 1+ (F)Pdx = 2n/rrm\/1+<(M)/)zdx
G R =S
- o f VAR
] M/_rmr

= / rdx = 27r rx
—r

(rr—r(—r)) = 4mr’.

-r
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(5. Séries numeéricas e séries funcionais

2

‘Je suis incapable de concevoir I’infini, et pourtant, je n’accepte pas d’étre limité.’
Simone de Beauvoir

Séries numéricas

Consideramos uma sucessao a,, i.e.

a: N — R
n — a,

O objetivo agora € somar todos os elementos de a,. Serd que é sempre possivel somar
uma soma infinita de parcelas? Serd que se pode trocar a ordem das parcelas mantendo
a mesma soma? Serd que se a, convergir para zero a soma € sempre finita? Bem, antes
de tentarmos responder a estas e outras questdes vamos definir os objetos de estudo com
algum detalhe.

Definicdo 5.1.1 Chamamos a soma infinita

Yiojai=a +ay+az+... 5.1

uma série numeérica.

Assim como fizemos nos integrais impréprios a série (5.1) € definida via limites e da
seguinte forma:

Yo 4y = lim ¥ a;= limS, (5.2)
n—oo n—o0

onde a S, = Y | a; chamamos de soma parcial. Quando };* ;a, =L € R (i.e. o limite
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existe) dizemos que a série € convergente ou somavel. Caso contrario dizemos que a série
€ divergente.

= Exemplo 5.1 Asérie),” ;1 =1+1+41+... ndo € somdvel, i.e. € divergente. -

« Exemplo 5.2 Estude a série Y5, ¥ para r > 0. Temos

Sp=r+r+r+ - +r"e(1-rS=0-=r(r+r+r+ -+ =r—r*,

_ontl .
logo S, = "7~ e temos 0s seguintes casos:
~ . P . . _ 1
* Ser<l,entdo y;7 | ' = lim S, = lim 7~ = ~.
= n—oo n—soo 17T -r
- oo . . . _ 1 L. .
* Ser>l,entdo ;7| r' = lim S, = lim =~~~ = +oo ¢ a série diverge.
n—yoo n—yoo
* Ser=1,entdo )}, ;7' = lim §, = lim n = oo.
n—yoo n—yoo

1/ 1/64|_--|-_E
1/ 16 1/32
i 1

8

%

Figura 5.1: Ilustragdo do comportamento da série geométrica )~ ; (%)l =1.

Notg Ja vimos que 0, (9) =0,9999999--- = 1 (Exemplo 1.5). Usando séries geométricas
podemos concluir que

oo 1 i ) 1 i % %
i= 10

i=1 10

= Exemplo 5.3 Estude a série } \/Lﬁ Temos as somas parciais S, = % + %ﬁ + \/Lg +

x> Ut L v = o
LIV =iy sy by S Hy ey —\/ﬁnjwoologoestaserlenumerlca
¢ divergente. .
» Exemplo 5.4 — Série telescopica (de Mengoli). Estude a série )7 ﬁ Temos
Yo ﬁ =Y, % — nlﬁ sendo a série em questao formada por um termo geral em que
temos a diferenca entre termos consecutivos de uma sucessao, no caso x, = % Consequen-
1
temente, P = Xn— Xnt1 €
Sp=1 : + + . +-F : : 1 ! 1
-1 = — I e - =1 — —
" 2 3 4 n n+l n+1 n—e

logo a série numérica em questdo converge para 1. .
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« Exemplo 5.5 Estude a série Y, (—1)’. Temos as somas parciais Sy, = —1+1—1+
l—-—14+41=0eS%p41=—-1+1-14+1—---—1+1—-1=—1. Logo
0= lim Sy, # lim Sy, = —1
n—yoo n—soo
e esta série ndo podera ser convergente. .

Teorema 5.1.1 — Linearidade. Dadas as séries convergentes } > ;a; e Y.~ 1 bie A,B €
R. Temos:

* Y ,(Aa; £ Bb;) é convergente e

® ZT:] (Aai SE Bbi) = AZ?:] a; SE BZ?:] bl'.

Demonstragdo. SejaA, =Y ,a;eB, =Y/ | b;as somas parciais das séries consideradas
e =Y a;eP =Y b;assuas somas. Entdo AA, + BB, é a soma parcial n-ésima da
série Y;° | (Aa; + Bb;). Como

lim AA,, + BB, =Aa+ Bf3,
n—soo
temos os resultados pretendidos. [ |

Séries de termos positivos

Vamos considerar por agora, e até a seccdo §5.1.2, séries de termos positivos. Como vimos
a semelhanga com integrais improprios é bem evidente. Por exemplo, o integral [ }C dx
determina a drea abaixo do gréfico da fungdo f(x) = )—16 acima do eixo dos x e com x > 1.
Observando a Figura 5.2 € facil de ver que a soma de todos os retangulos castanhos é
igual a série } % Além do mais a soma de todos os retdngulos castanhos € claramente
maior do que [|” )—IC dx. Como ji sabemos que [ %dx diverge a série } ;- % vai certamente
divergir.

Nota A série Y17 % chama-se série harmonica e as somas parciais S, = Y/ ; % tomam
valores t3o grandes quanto se queira.

Figura 5.2: A série harménica ) ;” % diverge por comparag@o com o integral [ )_1( dx.

O exposto anteriormente pode ser generalizado da seguinte forma:



138 Capitulo 5. Séries numéricas e séries funcionais

Teorema 5.1.2 — Ciritério do Integral. Se Y~ | a; é uma série numérica com a; = f (i)
onde f(x) é uma fun¢do ndo negativa, continua, ndo crescente em [N, +oo| para algum
N € N suficientemente grande, entdo: Y a; e [y f(x)dx sdo ambos convergentes ou
sdo ambos divergentes.

« Exemplo 5.6 Estude a convergéncia da série numérica ) ;° llz Como [ é dx € conver-
gente podemos concluir pelo critério do integral que ) ; llz também converge. .

= Exemplo 5.7 Estude a convergéncia da série numérica ) ;~ 1 l\/ Como | 1°° de é

divergente podemos concluir pelo critério do integral que )~ \/ também dlverge .

Exercicio 5.1 Confirme a seguinte tabela:

sérienumérica | O<p <1 | p=1 p>1
Y llp diverge | diverge | converge

« Exemplo 5.8 Estude a convergéncia da série numérica ) ;- , hl” Como o integral

=1 " 1 n 1
/ ax= lim [ dr= lim ~(Inx)?| = lim S(Inn)? = +eo
1

X n—+eo J1 X n—r+o0? 1 n—eo

€ divergente podemos concluir pelo critério do integral que )~ ; hl‘—’ também diverge. =

Nota /A divergéncia da série harmonica pode ser vista de outra forma. De facto,

Zn“l S PTEIE SVUL SLVEIR SPI L
=L 2 3 45 6 7 8 9 10
SO PPIE SIE U L ELILL L
2 4 4 8 8 8 8 16 16
— 14y +1 + 1+ i) ()
N 2 8 8 8 16 16
1 1 1 1
= 14+-+2(-]+4 8
2afl)s <s>+ ()~
SR LI
2 2 2 2 .
ou seja, temos que
S §:I>1+n
2)1 i:1i 27
€
()01 2)‘1
Y = lims = fim sz = im 3 > fim (143 ==

i=1
Na realidade estd subjacente uma comparagio entre a soma parcial Sy = Zl T -
série harménica e a soma parcial Sy = 1+ 5 de uma outra série que ndo podera ser
convergente pois ,}g{}o (1 + %) = oo, Neste caso vimos que Sy > Sy, logo se a menor

nao converge, muito menos converge a maior.

O exposto anteriormente pode ser generalizado da seguinte forma:
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Teorema 5.1.3 — Critério de comparacdo. * Se }Y° | a; converge € a; > b; (a
partir de certa ordem), entdo ) ;° | b; também converge.
* Se Y7, a; diverge e a; < b; (a partir de certa ordem), entdo ) | b; também

diverge.
» Exemplo 5.9 Estude a convergéncia da série numérica };° | 75 +21 Como 12i21 < llz e
Yo llz ¢ convergente podemos concluir por comparagao que },;” | -5 +2 também converge.

Teorema 5.1.4 — Ciritério assintético. Dadas as sucessdes a, > 0 e b, > 0 tais que

nlEE‘oZ" = L €]0,4o[. Entdo };2 ,a; e Y7, b; sdo ambas convergentes ou sdo ambas

divergentes.
« Exemplo 5.10 Estude a convergéncia da série numérica } ;° ; sin - 2 Como hrr(l) sinx _
X—
temos que
) sinl2
lim —" =1 €]0, +oo
n—eo
n

e, pelo Exemplo 5.6, )" ; llz converge. Assim podemos concluir pelo critério assint6tico

que ).;” sinl.l2 também converge. .
« Exemplo 5.11 Estude a convergéncia da série numérica } - 5 —_— e Como,
-3
P A
i 1
llm 21 +1 _ 1 _

j—o0 % 1%0021 +1 27

e sabemos que a série harmonica diverge, a série ) também diverge.

i=1 24+1

Teorema 5.1.5 — Condi¢cdo necessdria para a convergéncia de uma série. Se
Y/~ a; converge, entdo lima, = 0.
n—oo

Nota O reciproco do Teorema 5.1.5 pode ndo ser verdade como se pode confirmar recor-
dando a série harmoénica.

» Exemplo 5.12 Estude a convergéncia da série numérica }° | 52. Como
i 1
li =-#0
i‘i?o 2itl 27"
pelo Teorema 5.1.5 a série Y17 | 57 +1 diverge. .

Teorema 5.1.6 — Critério da razdo ou D’Alembert. Se a série numérica )7 ; a; onde

an > 0 é tal que lim “*=L = L. Entdo:
n—soo dn

» Se L < 1, entdo } ;| a; converge,
e Se L > 1,entdo ) ° | a; diverge e
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* Se L = 1, entdo nada podemos concluir sobre a convergéncia de ) ;° ; ;.

« Exemplo 5.13 Estude a convergéncia da série numérica } -, ll, Como
1 | !
. 0! . n!
lim (nt ) = lim = lim =0<1,
n—soo - n—>oo(n—|—l)! n—oop 4+ 1
logo a série € convergente. .

=) 1 _
Nota \Xizo 7 =e-

A . yon] pon (o] i
= Exemplo 5.14 Estude a convergéncia da série numérica ) ;” 27 Como

2n+1 2
. , n
lim ”;;] = lim =2>1,
n—soo = n—oon 4+ 1

logo a série € divergente. Outra forma de resolver este problema € usar o Teorema 5.1.5 e

. n

observar que lim 2~ # 0. .
n—yoo 1
» Exemplo 5.15 Estude a convergéncia da série numérica ;7 | 7. Como
n+1 2
. 2 . n“+2n+1
lim ":2 = lim ———— =1,
o critério da razdo € inconclusivo. Contudo, e uma vez que lim ;%7 = 1, sabemos que a
n—yoo

série terd que divergir. .

Nota /A s€rie harmonica também € inconclusiva com respeito ao critério da razao.

oo 99"

= Exemplo 5.16 Estude a convergéncia da série numérica } ,” ; 2+. Como

o 991! 99
fim 0 — fim " — fim —0<1,

logo a série € convergente pelo critério da razao. .

Teorema 5.1.7 — Critério da raiz ou de Cauchy. Se a série numérica ).~ | ; onde
an, > 0 é tal que lim {/a, = L. Entdo:
n—soo
» Se L < 1, entdo } ;| a; converge,
e Se L > 1, entdo };” , a; diverge e
* Se L = 1, entdo nada podemos concluir sobre a convergéncia de ) ;° ; a;.

= Exemplo 5.17 Estude a convergéncia da série numérica } ", (T’il)n Como

lim
n—oo

n N\ i " L'
= lim =
2n—+1 n—e2n+1 2 ’

logo a série € convergente pelo critério da raiz. .
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« Exemplo 5.18 Estude a convergéncia da série numérica ), n,, Como
. oafl !
limy{/—=1lm-=0<1,
n—oo \l plt n—oop
logo a série € convergente pelo critério da raiz. .
« Exemplo 5.19 Estude a convergéncia da série numérica ), (%)n Como
. 3n+1\" .. 3n+1
lim ( = lim =3>1,
n—oo n n—yoo n
logo a série € divergente pelo critério da raiz. .

« Exemplo 5.20 Estude a convergéncia da série numérica Y (1+ %)" Como

n—oo n—oo

. " 1
lim 1+- —11m1+—:1
n

logo o critério da raiz é inconclusivo. Contudo sabemos que lim (l + %)n =e #0epelo
n—oo

Teorema 5.1.5 a série diverge. .

Séries numéricas alternadas

Uma série alternada € uma série em que os termos sao alternadamente ora positivos ora
negativos.

« Exemplo 5.21 A série numérica
i — 14 1 B 1 n 1 _ 1 n
o V2 V3 VA5

€ uma série alternada .

§\

Teorema 5.1.8 — Critério da série alternada ou de Leibniz. Se Y ,(—1)'a; onde

an >0 é tal que a;1; < a; (monGtona decrescente) e lima, =0, entdo asérie Y- | (—1)'a;
—>00

converge. "

. Exemplo 5.22 Estude a convergéncia da série numérica ) ;(— 1)"%2 Como +1 7 < nlz

e lim & = 0 entfo a série Y™, (—1)”’%2 converge.
n—yoolt

Nota O erro de aproximagdo quando se trunca a série Y.;° | (— 1)!a; numa determinada soma
parcial S, =Y | (—1)'a; satisfaz |S, —L| < a,41.

« Exemplo 5.23 Determine uma estimativa para o erro do truncamento da série numérica
Yo (= 1)”% quando se considera a soma parcial §7 e qual o valor dessa aproximagdo. O

€1ro Seéra menor do que 5 ~ U, . valor da aproximacao é 7~ —U, . =
i do que 1 ~0,142857. O valor da aproximagio & S7 ~ —0,7595238095



5.1.3

142 Capitulo 5. Séries numéricas e séries funcionais

« Exemplo 5.24 Determine uma estimativa para o erro do truncamento da série numérica
Yo (= 1)”% quando se considera a soma parcial S7 e qual o valor dessa aproximagao. O

erro serd menor do que 7% ~ (0,020408. O valor da aproximacao € S7 ~ —0,810833333. «

« Exemplo 5.25 Vimos atrés na série geométrica que para |x| < 1 temos:

1
= l4x+2 0+ (5.3)
1—x
ou seja
1 = ;s
—l—x4+xX—X+...,= —1)x. 54
g ,-Zo( ) (5.4)

Vamos supor que podemos integrar ambos os lados da igualdade anterior da seguinte forma:

1n(1+x):/Oxl%tdt:/oxi(—l)"tidr / )it dt = w( 1)~ lx . (5.5)
i=0

=1

Vamos entdo tentar calcular uma aproximacdo de In X E com erro inferior a 0,000005. Para

isso fazemos x = % em (5.5) e calculamos a soma parcial S4 pois 5% =0,000002 <

105
0,000005.

X1 1 1 1

S = =70 200 73000 40000

M-

(=1)

- ~ 0,09530833333.
1 i

Como In % ~ 0,0953101798 o nosso calculo (meramente formal) deu uma diferenca de
menos de 0,0000019 que € menor do que 0,000005. Mas serd que podemos fazer estas
contas? .

Séries numéricas de termos quaisquer
Definicdo 5.1.2 Dada uma sucessdo a; € R dizemos que a série ) ° | a; converge
absolutamente se Y~ | |a;| é convergente. Também se diz que a série Y~ | a; converge
simplesmente se Y-~ | a; € convergente. Uma série diz-se semi-convergente se converge
simplesmente mas ndo converge absolutamente.

Teorema 5.1.9 Se uma série converge absolutamente, entdo converge simplesmente.

Nota Uma série pode convergir s1mplesmente e nio converglr absolutamente A série
al converge simplesmente mas = ! ndo converge.
i=1 -1 ll g pl t ll l 1 g
« Exemplo 5.26 Estude a convergéncia da série

= sin(n@)  sin(0) sin(26) sin(30)
Z] 2 12 T Tt
=

Como

)3 <)
n=1 n=1

e esta série € convergente (Exemplo 5.6) pelo Teorema 5.1.9 a série em questdo converge.

n2

sin(n0) ‘ =1
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« Exemplo 5.27 Estude a convergéncia da série

i cos ((2n— 1)%)

Como
7'C
2n—1) Z

[e] [e] 1

L= <Ly
e esta série € convergente (Exemplo 5.2) logo, pelo Teorema 5.1.9, a série em questao
converge. .

A série Y2, (— 1 € semi-convergente, contudo a série ¥ - ;(—1 i1 34 converge
Nota i=1 g i=1 il g
absolutamente.

Escélio
A série de Flint Hills definida por

(5.6)

ndo € sabida ser convergente ou ndo! Sabemos sim que o comportamento das somas
parciais desta série esta relacionado com a qualidade da aproximagdo do ndmero 7
por nimeros racionais também chamada de medida da irracionalidade de um nimero
(neste caso do 7). Dado x €]0, 40 a irracionadidade de x, que denotamos por i (x),
¢ definida pelo infimo dos nimeros m € N tais que a desigualdade:

p 1

x—— | < )

q q
¢ satisfeita somente para um conjunto finito de pares de nimeros p,g € N tais que
o mdc(p,q) = 1. Quando tal m ndo existe assumimos que U (x) = oo. Por exemplo,

0<

quando x € Q, temos p(x) = 1. Temos também u (H‘[) = 2 (este é o famoso

nimero de ouro ¢ = ”Tﬁ). Foi provado por Salikhov em 2008 que u(7) < 7,6063.
Se provarmos que (5.6) é convergente isso ird implicar que p(m) < 2,5 o que serd
um avanco extraordindrio a estimativa dada por Salikhov.

Teorema 5.1.10 — Teorema do rearranjo de Riemann. Se a série } - | a; € semi-
convergente, entdo podemos rearranjar as parcelas por forma que a nova série convirja
para qualquer nimero que nos apeteca ou que até divirja.

» Exemplo 5.28 Podemos rearranjar os termos da série Zj":l(—l)i % por forma a que
convirja para qualquer nimero que nos apeteca ou que até divirja. .

Nota /A ideia chave da prova do Teorema 5.1.10 € simples. Dividimos os termos da série
original em dois grupos: os positivos e os negativos. A série formada pelos positivos é
divergente assim como a série formada pelos negativos (porqué?). Agora escolhemos
0 nosso nimero favorito L e vamos escolher do grupo dos positivos termos suficientes
até ultrapassar L. Agora escolhemos do grupo dos negativos termos suficientes até
ficarmos aquém de L, continuamos o processo...
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Teorema 5.1.11 — Estimativa do erro usando integrais. Supomos que foi provado
que a série Y | a; converge usando o critério do integral. Como de costume temos que
Ji" f(x)dx < oo onde, conforme o Teorema 5.1.2, f é uma fun¢do ndo negativa, continua,
ndo crescente em [N, 4-oo[ para algum N € N suficientemente grande e tal que (i) = a;.
Vamos truncar a série pela sua n-€sima soma parcial S, (n > N) da seguinte forma:

Zai = Z(I,‘-}-Rn =S +Ry=S+ant1+ant2+...,
i=1 /

i=1

entao

(=)
n

/oo f(x)dx <R, < / f(x)dx. (5.7)
n+1

Demonstragdo. A Figura 5.3 dd uma boa ideia desta estimativa. De facto,

n+1 n—+2 o
Rn</n f(X)dX+/n+l f(X)dX+---=/n F(x)dx,

por outro lado

n n+1

Figura 5.3: Ilustragdo do Teorema 5.1.11.

« Exemplo 5.29 Quanto termos s@o necessdrios considerar para obter uma aproximacgao
da soma da série ), n% com trés casas decimais? Por (5.7) temos

R, < / "L tim [ Lae= L ! P _1
i —dx=lim —dx= lim ——| =—5———— = —.
n X3 o m—s—+oo J, X3 o m—too  2x2|n 2m? 2n?  2n?

Como queremos obter R,, < 0,005 teremos # < 0,005 i.e. # < ﬁ, logo n? > 100 ou

seja n > 10. Basta escolher portanto S1; = 2,111:1 n% .
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& m = -
Séries funcionais
Definicdo
Na sec¢d@o anterior vimos as séries numéricas (séries cujos termos sdo nimeros) Y -~ | a;
agora vamos estudar as séries funcionais (séries cujos termos sao fungoes).

Definicdo 5.2.1 Seja fi(x) uma sucessdo de fungdes reais de uma varidvel real. A
expressao

Yoy filx) (5.8)

define uma série funcional.

Claro que, fixando em (5.8) um determinado ¥ a série numérica ) ;- | f;(X) poderd convergir
mas para certos valores de X a série numérica ) | f;(¥) poderd divergir. Por exemplo, a
série geométrica: ;> | x' converge para t*= se |x| < 1 mas diverge para |x| > 1. Como um
dos nossos grandes objetivos agora € poder escrever uma determinada fungio (que pode
ser complicada) a custa de uma soma infinita de fungdes simples (mondmios), saber quais
os valores de x nos quais tal escrita € possivel € pois crucial. Por exemplo, sabemos que
para x €] — 1, 1] temos:

Y= (5.9)

mas para x ¢| — 1, 1] esta escrita é totalmente descabida!
Temos portanto:

Yo filx) =8S(x) =5, (x) +Ru(x) (5.10)

onde a 5, (x) chamamos de soma parcial da série de fungdes e a R, (x) chamamos de resto
de ordem 7 da série de fungdes.

« Exemplo 5.30 Na série (5.9) temos
n

Sn(x) = Z)Ci = 1—}—x—|—x2_|_..._|_xn—1+xn
i=0

Ry(x) = Z = et

i=n+1
Claro que parax €| — 1, 1], i.e. x dentro do intervalo de convergéncia, temos que lim S,,(x) =
n—so0
S(x) e, consequentemente lim R, (x) = 0. .
n—soo

5.2.2 Séries funcionais majordveis

Definicdo 5.2.2 A série funcional (5.8) diz-se majordvel (num certo dominio de
convergéncia) se existir uma série numérica de termos positivos ) > ; M; convergente tal
que, para todo o x do dominio de convergéncia de (5.8) temos | f;(x)| < M; para todo o i.
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« Exemplo 5.31 A série

sinlx sin2x sin3x sin4x
12 22 + 32 42

¢ majordvel. De facto, para todo o x € R temos, para todo o i, que

sinix 1
2| T
sendo ) > [ M; =Y, %2 uma série numérica convergente. .

Teorema 5.2.1 Se Y72 | fi(x) for uma série funcional majoravel e f;: [a,b] — R forem
continuas para todo o i, entdo Y ;- | fi(x) = S(x) € uma func@o continua em [a, b].

Demonstragdo. A fungdo S(x) é continua em [a, b] se para todo o xg € [a,b] temos:
Ve>036 >0: [x—xp| <0 =1[S(x)—S(x)| <e.

Fixemos um € > 0 qualquer. Sabemos, por majorabilidade, que |R,(x)| < &, para todo o
X € [a,b], onde li_r>n €, = 0. Logo existe ng € N tal que para todo o n > ng e todo o x € [a, D],
n—oo
temos
€

[Ru(x)| < 3 5.11)

Além disso, como a soma de um ntiimero finito de fun¢des continuas € uma fungao continua,
teremos que para todo o n > ny, existe 0 > 0 tal que, se |x — xp| < J, entdo:

152(6) = Sa0)] < 5. (5.12)

Finalmente notamos que:

(5.10)
[S() =S(xo)[ =" ISu(*) +Ru(x) = Su(x0) = Ru(x0)]
< [8a(x) = Su(x0) [+ [Ra(x)| + [Ra(x0)|
(5.12) ¢
< 3 + |Rn(x)[ + |Rn(x0)|
(521) e € &
> 5 + § + 5 =E.
|
=« Exemplo 5.32 Considerarmos as fungdes continuas fi(x) = )ﬁ definidas [a,b] C R.
Temos que ) ;” xz## ¢ majoravel. De facto,
1 1
|fi(x)| = A S A

sendo a série numérica 2;0:1%4 convergente. Pelo Teorema 5.2.1 temos que S(x) =
o 1 ~ ,
Y2 sz ¢ uma funcdo continua em [a,b]. .
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« Exemplo 5.33 Se considerarmos as fungdes continuas f;(x) = x' definidas num intervalo
[a,b] C] —1,1] temos que Y=, x' é majordvel (mostre!). Assim, pelo Teorema 5.2.1 temos
que S(x) = Y ,x é uma fungdo continua em [a, b]. De facto essa fungdo é, como sabemos,
S(x) = ﬁ que é claramente continua em [a, b). .

« Exemplo 5.34 Consideramos a série funcional

[}

Y VR YR (V) + (= R+ (VR Y0+ (V= D)+

n=1

cuja soma parcial € S, (x) = *"*y/x —x. Notemos que é continua f,(x) = *{/x— *"/x
em R. A soma total serd dada por:

I—x, sex>0
S(x) = limS,(x) = lim */x—x=1{ 0, sex=0
e e —1—x, sex<O0

2n+

Figura 5.4: Vdrias somas parciais S, (x) = *{/x — x a aproximarem-se da fung@o limite

4 z Lot 00 2n+1 2n—1 A A
que é descontinua. Pelo Teorema 5.2.1 obtemos que a série Y.~ ; *\/x — */x ndo é
majoravel.

O resultado seguinte diz-nos quando ‘o integral da série € a série dos integrais’.

Teorema 5.2.2 Seja ). | fi(x) uma série funcional majoravel, f;: [a,b] — R fungdes
continuas para todo o i e S(x) = Y7 | fi(x) a sua soma. Entdo para x € [a, b] temos:

/foi(t)dt = Z/xfi(t)dt- (5.13)
¢ i=1 i=174
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Demonstrag¢do. Conforme (5.10) temos S(t) = S,,(¢) + R, (¢). Logo
/XS(t)dt _ /xSn(t)dt+/an(t)dt
_ /xfl(t)dt+/xf2(t)dt+~--+/xfn(t)dt+/an(t)dt
= xita’H— antdt,
3 | sar+ [

ou seja

/:Rn(t)dt:/:S(t)dt—lg/axﬁ(t)dt. (5.14)

Sabemos que |R,(t)| < &, onde lgn g =0et € [a,x] logo:
n—oo

X
=¢g((x—a) — 0.
a n—oo

/Rn(t)dt < /|Rn(t)|dt</ €, dt = gpt

Assim, fazendo n — o0 em (5.14) temos

X
0 = lim | Ry(t)dt

n—oo J,

_ /aS(t)dt—’}gEo (l;/a f,-(t)dt)

_ /azﬁ(t)dt—ggo (l;/a f,-(t)dt)

i=1
_ / lfi(t)dt—izzi/a filt)dt,

e o teorema esta provado. [

<] 1 z ~ g
i—1 yy € uma fungdo continua

« Exemplo 5.35 — Exemplo 5.32 revisitado. S(x) =Y
em [0, 1]. Logo pelo Teorema 5.2.2 teremos:

/OIS(t)dt = /01_ 1

i ! dt—i/l ! dt—ilarctan<x)‘
it S 24t A2 i2/ 1o
1 1

i=1
= Z 3 arctan (—2) .
1 1

i=1

= Exemplo 5.36 — Exemplo 5.25 revisitado. Considerando as fungdes continuas f;(x) =
x' definidas num intervalo [a,b] C] — 1,1] temos que Y3, x' é majordvel. Assim, pelo
Teorema 5.2.2 temos o integral da série € a série dos integrais legitimando assim a conta
que tinha sido deixada em aberto no Exemplo 5.25. .

« Exemplo 5.37 Como

1

— 1 4x+X24++. ..,
1—x
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2

considerando —x“~ em vez de x ficamos com

1
—1—x2+x4—x6+...,:

= —1)ix?, 1
72 (=1 (5.15)

™

0

Integrando ambos os lados da igualdade anterior num certo intervalo adequado |a,b]
contido em | — 1, 1] obtemos:

oo 2t
tanx= ) (—1) C 5.16
arctanx ;6( ) 2Tl +C, (5.16)

mas C = 0 pois arctan) = 0. Logo

¥ X X

t =xX——=+—=———=+4... 5.17
arctanx = x 3—|—5 7—|— ( )

Usando (5.17) obtemos uma aproximagao de

T I 1 1

i arctan(l) ~ 1 — 3 + 5 5= 0,72380952381
donde temos uma aproximacao de 7 ~ 2,89523809524 (bem ruim!). Note na Figura 5.5
que é precisamente no x = 1 que a fungfo f(x) = arctanx e a fungdo g(x) = x— %3 + %5 —
"77 + %9 comecam a diferir. .

arctan r
r— (3425 — 2T+ /9

Figura 5.5: Note como g(x) = x — %3 + %5 — "77 + %9 aproxima bem f(x) = arctan.x numa

determinada regido perto do x = 0. O que acha que acontece se considerar ainda mais
termos da série?

« Exemplo 5.38 Usando (5.17) obtemos uma aproximagao de arctan (%) ~ % — 2—14 + ﬁ ~

0,46 donde temos uma aproximag¢do com pelo menos duas casas decimais. Observando
novamente a Figura 5.5 € possivel entender qual a razdo para esta aproximagdo ‘boa’.

O resultado seguinte diz-nos quando ‘a derivada da série € a série das derivadas’.
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Teorema 5.2.3 Seja Y77 | fi(x) uma série funcional tal que:
(a) converge para S(x) em [a,b];
(b) f; é derivéavel e com derivada continua em todo o ponto x € [a,b];
(c) Y2, f/(x) é majordvel em [a,b].

Entao

(iﬁ(x)) = ifi’(X) (5.18)
i=1 i=1

Demonstragdo. Seja F(x) =Y. | f/(x). Por (b) e (c) temos pelo Teorema 5.2.2:

B
=
A
\_/
C/J
—
N}
N—r

| Fd- Z/f, ("L [ﬁ Zﬁ Z a) =

=1

(5.19)
Logo
! X / oo
(Zf, ) — §'(x) L (/ F(t)dt—i—S(a)) =F(x)=Y fl(x)
a i=1
[
« Exemplo 5.39 Consideremos a série:
Z s1n(31x) (5.20)
=1 !

que € majoravel. De facto, para todo o x € R temos, para todo o i, que

sin(ix)
i3

_i37

sendo )= M; =Y ", 113 uma série numérica convergente. Pelo Teorema 5.2.1 como €

sm(zx)

uma série funcional majorével e f;: [a,b] — R definidas por f;(x) = sdo continuas

sm(lx)

para todo o i, entdo Y | converge para S(x) e S(x) é uma fungdo contlnua em [a, D).

Temos f](x) = COS(”) que, por |f}(x)| < % para todo o i e para todo x € [a,b], é majordvel.
Finalmente, a serle (5.20) podemos aplicar o Teorema 5.2.3 obtendo que:

!
;i [vx=sin(ix) |\  coslx cos2x cos3x
S(x)_<2 3 )‘ Tt T

i=1

« Exemplo 5.40 Consideremos a série:

o)

sin(%x)
Y (5.21)

i=1
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que € majordvel. De facto, para todo o x € R temos, para todo o i, que

sini?x

i2

_i27

sendo )= M; =Y ° llz uma série numérica convergente. Pelo Teorema 5.2.1 como €

03
pon . . 2 . smf(r'x ~ z
uma série funcional majordvel e f;: R — R definidas por fi(x) = % sdo continuas

P
para todo o i, entdo ) ;" Smf—éx) = S(x) é uma funcéo continua em R. Notemos que

sin(3x) ! _ Bcos(Bx) . 3 ~ oravel. L ~ d 1i
—nr— ) = —3— =icos(i°x) que ndo € majordvel. Logo ndo podemos aplicar o

Teorema 5.2.3 a série (5.21). Note-se que derivando termo a termo a série (5.21) obtemos:

coslx 23cos2x n 33 cos3x

1 + » 32 + -+ = cosx+2cos(2x) +3cos(3x) +...,

que, por exemplo, para x = 0 dd a série numérica ) ; ; i que diverge.

Séries de poténcias
Uma classe bem simples de séries funcionais sdo as chamadas séries de poténcias.

Definicdo 5.2.3 Uma série de poténcias centrada em xy = 0 é definida por

flx)=Y7", aix' = ag+ a1x + ax* + a3 + ... (5.22)

onde os numeros reais ¢; chamam-se coeficientes (de ordem i).

Grosso modo séries de poténcias sdo séries funcionais onde cada fungdo f;(x) é um
monomio, dito de outra forma, séries de poténcias sdo um ‘polindmio infinito’.

Uma série de poténcias ndo tem necessariamente que estar centrada no 0. De facto
temos a seguinte:

Definicdo 5.2.4 Uma série de poténcias centrada em xy = a é definida por

fix)=Y2 gai(x—a) =ag+ai(x—a)+ay(x—a)* +az(x—a)*+... (5.23)

Teorema 5.2.4 — Teorema Fundamental das séries de poténcias. * Se uma sé
rie de poténcias ) -~ a;x' converge para um dado valor x = xy, entdo converge
absolutamente para qualquer valor x = x; tal que |x;| < |xo];

» Se uma série de poténcias ) ;" a;x' diverge para um dado valor x = xo, entdo
diverge para qualquer valor x = x; tal que |x;| > |xp].

= Exemplo 5.41 Dada a série de poténcias ) ;” X = l_ix o seu raio de convergéncia é

r =1 e o intervalo de convergéncia é I =] — 1, 1]. .

Notq Para determinarmos o raio de convergéncia de uma série de poténcias fazemos o
seguinte. Primeiro, ‘modulizamos’ a série original tornando-a numa série de termos
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raio de convergéncia = r

- — — — == ——— — — ——— - - — —

intervalo de convergéncia
[-R,R),] — R, R,)— R.R[ou [-R, R|

Figura 5.6: Converge para x( (dentro do intervalo de convergéncia) mas diverge para x|
(fora do intervalo de convergéncia).

positivos Y |aix!| = ¥ |ai| |x|'. Depois aplicamos o critério D’ Alembert, ou seja:

i1
a1 x't Ay

ai

ai+1
a;

lim

i—yoo

= lim

i—>o0

= lim
i—yo0

x A3

a;x'

supondo agora que existe o limite lim |“=L | e é igual a L temos
i—o0
. dit]
lim |x| = L|x|.
i—eo | a;

Aplicando o critério da razao temos:

T T T
<z [ [>7 | K=1
converge | diverge ?

. A : oo [ 1 : 1
= Exemplo 5.42 Dada a série de poténcias },” yx' = = temos llgg ‘ T} =1,logor=1.a

» Exemplo 5.43 Dada a série de poténcias ) %, temos

logo r = oo e a série converge para todo x € R. Definimos a funcdo exponencial (pela
terceira vez!) por

ex:Z?D:OJiL!’ (5.24)

e o nimero de Neper é precisamente:

| 1 1 1
=Y o 5.25
e ;6“ tlbs+eto T (5.25)
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= Exemplo 5.44 Dada a série de poténcias ) ;” ix! temos

41
lim ik 1,
[—o0 l
logo r = 1. Para x = 1 temos ) ;” ;i que diverge. Para x = —1 temos Z;;O(—l)ii que
diverge também. Em resumo o intervalo de convergéncia é | — 1, 1]. .

» Exemplo 5.45 Dada a série de poténcias ) ;- %(x +2)! temos

2
:limM—|\/_:|x—|—2| <1.

i
[—vo0 |XT/2|i i—eo /11

Logo [x+2| <1< —1<x+2< 1< -3 <x< —1.Parax=—1 temos Z?:o%(—l +
2) =Y%, \Lﬁli que sabemos que diverge. Para x = —3 temos Y, \%(—3 +2) =
Yo \Lﬁ (—1)? que sabemos que converge pelo critério de Leibniz. Em conclusio o intervalo
de convergéncia é [—3, —1][. .

Notq Para determinarmos o raio de convergéncia de uma série de poténcias também po-
demos fazer o seguinte. Novamente comegamos por ‘modulizar’ a série original
tornando-a numa série de termos positivos Y~ |aix'| = Y.~ |ai| |x|'. Depois aplica-
mos o critério de Cauchy, ou seja:

lim \/[a;| [x]" = lim /] |x],
1—yoo 1—>00
supondo agora que existe o limite lim+/|a;| e é igual a L temos
1—00

lim {/Jar] x| = L.
i—yoo

Agora pelo critério da raiz temos:

<i [>7[Rl=1
converge | diverge ?

« Exemplo 5.46 Dada a série de poténcias Y7, i'x' temos

lim v/ ail x| = lim {/][|x| = limi]x| = o,
1— 1—ro0 1—oo

logo r = 0 e a série converge apenas para x = 0. .

Teorema 5.2.5 — Derivacao de séries de poténcias. Se I =] —r,r[ é o intervalo de
convergéncia de uma série de poténcias ) ;” ;a;x', entdo

Z iaix! = ay 4+ 2ax + 3a3x2 +...
i=0
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‘ admite o mesmo intervalo de convergéncia /. ‘

« Exemplo 5.47 Encontre a representagdo em série de poténcias da funcdo f(x) =
1_ 1

l (lfx)z . | |

. Exemplo 5.48 Encontre a representagdo em série de poténcias da fungdo f(x) =

W Como ) ;2 ixi—l = (1 1 = multiplicando por x ambos os lados da igualdade fica

xzizltx —21 1lx 0 x) .

-7

Como Y2 o x' = L usando o Teorema 5.2.5 e derivando obtemos ) ;° | ix

» Exemplo 5.49 Grosso modo uma equacdo diferencial € uma equacgdo onde a incognita €
uma funcdo f e na expressdo que define a equagdo aparece f e as suas derivadas. Resolva
a equacdo diferencial f'(x) = f(x) com a condigdo inicial f(0) =1 usando séries de
poténcias. Seja f(x) = Y. ya;x'. Derivando termo a termo obtemos f'(x) = ¥, ia;x'!.
Igualando fica:

ffx)=fx) < Ziaixi_l = Za,-xi S ay +2ax+3a3x> + - =ap+ayx+ax + ...,
= i=0

igualando os coeficientes obtemos: ag = ay, a; = 2a,, ay = 3as,..., a; = (i+ 1)a;+1. Como
1

f(0) =1 concluimos que ap = 1. Logo ap = 1, a; = 1, ay = %, az = ﬁ A4 = 553570 o0

ajy] = ll, A solugdo é portanto
oo 1 .
) =) %
]!
i=0
Temos assim a representacdo em séries de poténcias para a fungdo exponencial f(x) = e*.
Ja vimos no Exemplo 5.43 que o intervalo de convergéncia desta série de poténcias é R. «

« Exemplo 5.50 — Limite notavel. Estabelecemos em 3.3 que
Lo —1
lim
x—0 X

=1. (5.26)
Comoe*=)7", l.l—!xi temos:

1 1 1 1
e’ —1+x—|——x —|——x—|— e e —1—x+—x +—x+

21 31 21 3|
ef—1 _1 1 1
T + Ex + yx +..
donde, tomando il_l’)l(l) em ambos os lados se obtém (5.26).

« Exemplo 5.51 Encontre a representagdo em série de poténcias da fungdo f(x) = e,
(7x2)1 B Zoo (71)1)(21
i T Li=0" il

oo 2 [ee]
Como e =Y "% - temos e ¥ = Yo

. Recorde que no célculo
2 S 2

de [je " dt tinhamos o problema de calcular a antlderlvada de e, Usando a sua

representagﬁo em série de poténcias podemos calcular, pelo menos, um valor aproximado

de x 71‘ dt. n
. Exemplo 5.52 Simplifique f(x) = Y52 (i +4)x!

flx) = i(i—l—4)xi = i ix' 4+ 4x' = iixi+4ixi
i=0 i=0 i=0 i=0

X 4 +4—4x  4-3
_ 4 X X X

(1—x2 1-x (1-x2 (1—-x)?
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= Exemplo 5.53 Resolva a equagdo diferencial f'(x) = —xf(x) com a condigéo inicial
f(0) = 1 usando séries de poténcias Seja f(x) =Y.~ ya;x'. Derivando termo a termo
obtemos f'(x) = Y5 yia;x' 1. Tgualando fica:

fl(x)=—xf(x) & Zza Xl = —xiaixi & iiaixi = i —a; X't
i=0 i=0 i=0

logo
2 3 _ 2 3
a1+ 2axx+3a3x" +4agx” +--- = —apx — a1 x” —axx” +...,
donde sai a; = 0. Como f(0) =1 temos ap = 1. Igualando os coeficientes obtemos:
2a; = —ap = —1 logo ar = —%. 3a3 = —a; = 0 logo a3z = 0, de facto temos as;+; = 0.
day = —ar = % logo aq = 2—i4. 6ag = —ay = —2—i4 logo ag = —m. Em geral temos

I 0 O
@2 = 557 6x o+ Yamos agora notar que

2XAX6x--x2=2x1)x(2x2)x(2x3)x---x(2xi)=2"xi!

A solucdo é portanto

=Y CL (5.27)
= 2!
i=0
Podiamos ter resolvido esta equac@o diferencial de uma outra forma. Como f’(x) = —xf(x)
e y = f(x) temos que y = —xy ou seja, nota¢do de Leibniz, Z = —xy. Temos portanto
%dy = —xdx. Integrando em ambos os lado fica f 3 dy = — [xdxousejalny = —% +C.

Como temos a condicdo inicial f(0) = 1 ou seja y = 1 quando x = 0 obtemos lnl =
2

—% + C, C = 0. Finalmente obtemos y = e~ 7. Notemos que:

ou seja a solugdo € a mesma obtida em (5.27) usando a técnica de séries de poténcias. =

Notg Mostremos que f(x) = Y2 21+1))'le+1

Derivemos termo a termo obtendo:

é tal que f(x) = sinx. Notemos que f(0) =0.

1 _ - (_l)i i—1 _ - (_1>i+1 i __oo (_l)i i+1
f(x)_;(zi—l)!x2 1_;)(murl)!xz“_ l.;o(Zi-i-])!xz-H_ F@)-
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Vejamos agora que uma fungdo f(x) que verifica f”(x) = —f(x), £(0 ) Oef(0
tem que ser a fungdo f(x) =sinx. Seja f(x) =yez= d— . Temos y” dz = g—

@_
dx
j—;z. Logo, como f” = —f vem

2

dZ_ o Zz_ y 2_ 2 2_ 2
zyz——y@ zdz=— ydy@z——5+C(:>z =y +20e7=—y"+1,

pois f/(0) = listo é z =1 quando y = 0. Assim,

dy\> d
Z=1-y"& il =1—y* I 1—y?
dx dx

e assim integrando obtemos
1 . ~
/\/ﬁd’y = :l:/dx<:> aI'CSlny == :l:x“‘C,
-y
mas como f(0) = 0 temos que y = 0 quando x = 0 e assim C = 0. Logo

Z x'arcsiny = 4-x < y = sin(+x) < y = +£sinx,
i=0

e o sinal — terd que cair. De facto, se y = —sinx, entdo f'(x) =)y = —cosx e
f(0) = —cos0 = —1 contrariando a condi¢@o inicial f'(0) = 1.
« Exemplo 5.54 Determine a série de poténcias relativa a fungdo f(x) = ﬁ.
4x 4x
Notemos que f(x) = — T T Assim,
4x 1 1 1 1

fx) = (1—x)(1+3x) - 1—x_1—|—3x: 1—x_1—(—3x)

x ;xi LY (3 = Yl (-3)

i=0 i=0

*

Quando fizemos a passagem ~ tal valia se |x| < 1 e | —3x| < 1, logo a escrita acima vale
para |x| < 1. .

A série de Taylor

O objetivo agora é encontrar um polinémio P,(x), de grau n, que aproxime uma dada
fungdo derivavel f(x) num certo ponto x = a. Vamos entdo determinar os coeficientes
desse polinémio. Ele pode ser escrito como

P,(x)= zn:ai(x—a)i —aptaj(x—a)+ay(x—a)* +az(x—a)’ +-- -+ a,(x—a)", (5.28)
i=0

nas incdgnitas g; a determinar seguidamente. Claro que P,(a) = ag. Derivando obtemos:

n .
= Z ia,-(x—a)’_l,
i=1
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donde P, (a) = a;. Derivando de novo obtemos:

n

Pl(x) = Zi(i— Daj(x—a)' ™2,

donde P/ (a) = 2 x lay. Derivando de novo obtemos:

n

PY(x) = Y ili— 1)(i ~ 2ay(x—a) 3,

i=3
" (i) : . P (a)
donde B, (a) = 3 x 2 x laz. Em geral teremos P, (a) = i!a; ou seja "= = a;. Agora,
se queremos que P, aproxime bem f numa vizinhanca de x = a € natural exigirmos que,
em x = a, P, e f tenham as mesmas derivadas até a ordem n, i.e.

(i)
o 1)
i!
paratodo oi=0,...,n. O polinémio de Taylor de ordem n de f em x = a € pois:
n (i) .
P,(x) = f .(a) (x—a)'
- 1
" (3) (n)
= @)+ f @ —a)+ D g LD S @

2! 3!

Definicdo 5.2.5 A série de Taylor de f em x = a € definida por:

=) (@) a i
Yool -,( }(x—a) (5.29)

Notq Notemos que Py (x) ndo € mais do que a velha conhecida aproximagao linear P (x) =
fla)+ f'(a)(x—a).
Notq |Quando consideramos a série de Taylor em x = 0 chamamos de série de Maclaurin.

» Exemplo 5.55 Determine o polinémio de Taylor de ordem n de f(x) = e* em x = 0.
Temos [ (x) = ¢* logo

n (i) , 0 0 0
Pa(x) = Zf .(a)xl:eo+eOX+e—x2+Mx3+~--+e(a)
= 2! 3! n!
1 1 1
= 1+x+5x2+§x3+~--+’7x".

Recorde o Exemplo 5.49. .

x"
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Figura 5.7: A funcdo ¢* é bem aproximada pelo polindmio 1 + x + %2 + ’g + % + 1‘—250 numa
vizinhanca do x = 0. Claro que ‘longe’ de x = 0, por exemplo em x = —3, ndo podemos
garantir proximidade. Das duas uma, ou aumentamos a ordem do polinémio de Taylor, ou
mudamos o ‘centro’ considerando a = —3.

= Exemplo 5.56 Determinemos a série de Taylor da fungéo f(x) = sinx em x = 7. Temos
que f(x) = sinx, f'(x) = cosx, f”(x) = —sinx, fO)(x) = —cosxe f®(x) = f(x). Logo

T T sin% TN 2 cos% T\ 3 sin% T\ 4
f(x)_HCOSE(x_E)_ 2! (x_§> Y (X_E) T a (x_i) T

obtendo

Exercicio 5.2 Mostre que a série de Taylor da fungdo f(x) = sinxem x =0 ¢

i (_l)i x2i+1'
& 2it1)!

Escdlio
Um problema interessante € pensar no polinémio de Taylor ‘ao contrério’ ou seja,
dadas condigdes iniciais de uma fungdo em certos pontos x = a’s, i.e. fixar f(a),
f'(a), f"(a),..., f*)(a), extender a uma fungdo f(x) em todo o R.

Teorema 5.2.6 — Férmula de Lagrange para o resto de ordem . Definimos resto
de ordem n por R,(x) = f(x) — P,(x). Existe 0 €]0, 1| tal que

fr(a+6(x—a))

Rulx) = (nt1)!

(x—a)"!. (5.30)
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Figura 5.8: A fungdo sinx é bem aproximada, numa vizinhanga do x = 7, pelo polinémio

de Taylor 1 — 5; (x— %)2 + 47 (x— %)4. Claro que ‘longe’ de x = %, por exemplo em

x = —2, ndo podemos garantir proximidade. Das duas uma, ou aumentamos a ordem do
polinémio de Taylor, ou mudamos o ‘centro’ considerando a = —2.

Nota No Teorema 5.2.6 se considerarmos n = 0 temos que (5.30) fica Ro(x) = f'(a+ 60 (x —
a))(x—a) onde 6 €]0,1[. Logo ¢ = a+ 6(x —a) é um nimero em ]a,a + x[. Como
Ro(x) = £(x) — Ro(x) = £(x) — f(a) obtemos que

f(x) — fla)

X—a

fle)x—a)=f(x) = fla) = f'(c) =

)

que € precisamente a conclusio do teorema do valor médio de... Lagrange.

« Exemplo 5.57 Usando a férmula de Taylor é possivel mostrar que

= (=) 5
cosx =y —x"
i;) (2i)!

daqui deduzimos que

cos(x?) = i ((;l_l)zlx“". (5.31)
i=0 :

Calculemos o integral
1

2 2
cosx”dx,
0

com precisao de trés casas decimais. Usando (5.31) e integrando termo a termo obtemos

1 )4i+1

! N G PR Y o A LI G VA €
/0 cosx’dx = /o i—Zo (2i)!X4 dX—i;) ( /0 ¥ dx—z (2i)! Zi—i—l
1 1

i=0
B 151+11
2 21\2) 5 41\2

2i)!
°1 1 /1 131+
9 6'\2) 13"
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Como esta série € alternada teremos que encontrar o primeiro termo que € menor do
91 , 5

que 0,0005. O termo 4; (1)” § é menor do que 0,0005 logo basta usar 3 — 4, ()" 1 =

1 — 335 = 0,496875.

% Wolfram

integrate cos x*2 from 0 te 0.5 [=]

s,
{ cos{x’) dx = 0.496884

Figura 5.9: Fazendo a integragdao no Wolfram-Alpha obtemos 0,496884.

« Exemplo 5.58 Mostremos agora que

Sabemos queex:Z;f;O’I.L; :1+x+’£—2!+...,0u seja

ex—l:oo)'ii ex_lzooxtlzi .xl ,
b1 X =i = (i+1)!
derivando obtemos
xe* —1(e* —1 >yl xe* —e+1 o il
x = (i+1)! X =(i+1)!

Agora consideramos x = 1 obtendo

le! —el +1

» Exemplo 5.59 Determinemos a série de Taylor para f(x) = 2*. Como 2* = N2 e
ef = Z;"ZO% obtemos:
2° =Y (In2) EE

i=0
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