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Resumo

Este texto foi elaborado para apoio a uma agao de formacao de
seis horas sobre temas de modelacao matematica dirigida a professores
de matemaética do ensino secundério, integrada no Encontro Nacional
da Sociedade Portuguesa de Matematica de 2018 e registada com o
nimero CCPFC/ACC-100749/18.

A agéo foi programada para consistir em quatro partes de noventa
minutos cada, as primeiras trés das quais correspondem as trés secgoes
deste texto (a tultima parte da acdo corresponde a trabalho dos for-
mandos com o objetivo de produzir materiais ou projetos para os seus
alunos envolvendo os tépicos estudados e tendo em conta os Progra-
mas e Metas Curriculares vigentes).

As trés seccoes do presente texto abordam introdugtes a Anélise
Dimensional, aos modelos de primeira ordem (nomeadamente o mo-
delo exponencial de Malthus e o modelo logistico de Verhulst) e a
modelos de segunda ordem (nomeadamente modelos baseados na se-
gunda lei de Newton).

As secgoes e subsecgoes (ou partes destas) assinaladas por x ou
por * sao inteiramente constituidas por assuntos que nao fazem parte
da matéria abordada no Ensino Secundario.
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1 Introducao

A modelacao matematica é um assunto dificil de ensinar mas é, no fundo,
uma parte fundamental daquilo em que consiste a matematica dita aplicada.
A dificuldade reside na nao existéncia de um conjunto claro de regras, o
que faz com que a maneira <certa> de modelar sé possa ser atingida pela
familiaridade com muitos exemplos distintos.

Como o presente texto pretende constituir uma muito breve introducgao a
modelagao matematica dirigido em especial a professores de Matematica do
ensino secundario, convém comegarmos por recordar o que a este propésito
vem escrito no Programa de Matemética A [3, pag. 5]:

<(...) ¢ importante referir que a modelacdo matemética nao
consiste em associar de forma arbitraria — e sem qualquer critério
ou justificacao razoavel — uma dada funcao matemaética a uma
dada grandeza. Proceder dessa forma é transmitir aos alunos
uma visao deturpada de como se pode, de facto, aplicar correta-
mente a Matemédtica ao mundo real. Por exemplo, a fungao expo-
nencial é especialmente indicada para modelar o decaimento de
uma substancia radioativa ou o crescimento de uma populacao de
bactérias porque, em ambas as situagoes, a analise do fenémeno
em estudo permite concluir que a taxa de variagao da grandeza
observada pode ser considerada, dentro de certas condicoes, pro-
porcional a quantidade que estd num dado momento presente
numa amostra, o que se traduz, ao utilizar-se um modelo ba-
seado em funcgoes diferenciaveis, pela proporcionalidade entre a
funcao que representa o fenémeno e a respetiva derivada. Uma
tal justificacao encontra-se explicitamente prevista no Programa
do Ensino Secundario.>

Este trecho deixa transparecer claramente a importancia da interdiscipli-
naridade (inerente a <anélise do fenémenos, a qual, usualmente, nao é algo
que esteja acometido a matemédticos!) na modelagdo matemética. Tipica-
mente, e apesar da grande variedade de situagoes de modelagao, podem-se
abstrair algumas caracteristicas comuns a grande maioria dos casos e, as-
sim, conseguir uma descri¢ao geral das etapas constitutivas do processo de
modela¢ao matematica. O texto seguinte é extraido de [I, pag. viii]:

<Deve, primeiro, existir um fenémeno de interesse que se pretenda
descrever ou, melhor ainda, explicar e prever. A observacao desse
fenémeno leva a fazer hipdteses sobre as quantidades que serao
mais relevantes para o problema, bem como a estabelecer relacoes
entre elas, de modo a que possa ser conjeturado um mecanismo



hipotético que permita explicar o fenémeno. Nessa fase, é ne-
cessario decidir como quantificar ou atribuir valores numéricos as
observagoes, por exemplo sobre se o problema deve ser colocado
no espaco-tempo absoluto ou num contexto relativista, sobre se o
tempo deve ser discreto ou continuo, etc. A escolha nem sempre
¢ Obvia, ou unica, mas é necessario decidir por uma abordagem
particular antes de se comecar a construir um modelo. O ob-
jetivo de construir um modelo é o de formular uma descrigao,
em termos quantitativos, do mecanismo que rege o fenémeno de
interesse, ou seja, com equagoes matematicas que possam ser ana-
lisadas matematicamente. Depois disso, é necessario interpretar
a solucao, ou qualquer outra informacao extraida das equacoes,
como afirmacoes acerca do problema original, de modo a poderem
ser comparadas com observacoes. Idealmente o modelo também
leva a previsoes que, se confirmadas, servem de validacoes adi-
cionais do préprio modelo. E importante ter consciéncia de que
a modelagao é, usualmente, um processo iterativo e que ¢ muito
dificil obter um balango equilibrado entre a simplicidade e a signi-
ficancia do modelo. Frequentemente o modelo é demasiado com-
plexo para ser passivel de andlise, ou é demasiado simplificado,
dando lugar a um ajuste insuficiente entre as experiéncias reais
e os resultados por ele previstos. Em ambos os casos tem de se
regressar a primeira etapa do processo de modelacao para tentar
solucionar o problema. A primeira etapa da modelacao é a mais
criativa mas também a mais dificil, envolvendo frequentemente
um esforco concertado de especialistas de muitas disciplinas dife-
rentes.>

Dada a vastidao do tema e os fins a que se destina este texto, limitar-nos-
emos a abordar os modelos que sao objeto de estudo no Programa e Metas
Curriculares de Matemética A do Ensino Secundario: alguns modelos que sao
oriundos de estudos de dinamica de populacoes ou de juros de empréstimos
bancarios (secgao |3) e de movimentos em campos graviticos uniformes e de
oscilagoes de sistemas massa-mola (secgao . No entanto, comecaremos por
abordar um assunto que, nao sendo diretamente um tema tratado no En-
sino Secundério, é de particular relevancia para a modelagao matematica: a
Anélise Dimensional.

2 Breves notas de analise dimensional**

Anadlise Dimensional é um instrumento intelectual de enorme importancia
em variadissimas disciplinas cientificas, tais como a Matematica Aplicada
[20, 21], a Fisica [18,131], as Engenharias [17], 27, [34], 35, [36], e até a Economia
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[10, 19]. As referéncias que acompanharam este elenco de disciplinas foram
meramente indicativas, pois a literatura sobre este assunto é imensa.

Apesar da importancia da Analise Dimensional, tanto tedrica como pra-
tica, é algo paradoxal que seja raro o curso de Matemaética em que o assunto
seja tratado, ao contrario do que sucede em cursos de Engenharia. As razoes
de ser desta lacuna podem ser varias, desde logo porque o assunto é muitas
vezes visto como um tema de Fisica ou de Engenharia, e nao propriamente
de Matematica.

A lamentavel consequéncia deste estado de coisas é que, dada a genera-
lizada e infeliz auséncia de uma formacao sélida em Fisica na maior parte
das licenciaturas em Matematica, um licenciado em Matematica termina o
curso sem um instrumento fundamental para conseguir dialogar profiqua-
mente com Fisicos e Engenheiros, ou para conseguir ler alguma da literatura
cientifica dessas areas. Para além disto, sendo a Analise Dimensional de
primordial importancia para investigar, ou até apenas s6 para compreen-
der, qualquer atividade envolvendo modelagao matematica, esta lacuna de
formacao, quando afeta futuros professores, compromete a sua capacidade
de ensinar convenientemente temas de modelagao.

A presente seccao é nao mais do que uma primeira e muito breve in-
troducao a Analise Dimensional, nao se pressupondo nenhum contacto prévio
com o assunto. Sera baseada, de modo essencial, na anélise de diversos exem-
plos ilustrativos.

2.1 Analise dimensional através de exemplos*

Embora a Anélise Dimensional possa ter desenvolvimentos e aplicagoes de
grande sofisticacao, o principio basico que preside ao assunto pode resumir-se
a velha maxima que todos aprendemos no primeiro ciclo do Ensino Basico:

<Nao podes somar bananas com laranjas!s, (1)

ou
<Nao podes igualar bananas a laranjas!>. (2)

Um pouco mais tarde, esta proibicao toma um carater mais cientifico
quando em Fisica aprendemos que sé se podem somar algebricamente gran-
dezas fisicas do mesmo <tipo>, caso em que a grandeza resultante sera do
<tipo> das iniciais, nao se podendo somar algebricamente, ou estabelecer
igualdades entre, grandezas fisicas de <tipo> diferente (e.g.: massa e tempo,
ou comprimento e area, ou velocidade e intensidade de corrente elétrica, etc.).

A Analise Dimensional permite sistematizar este tipo de argumentos e
utiliza-los de modo simultaneamente mais formal e extraordinariamente mais
proficuo. A Analise Dimensional permite reduzir a complexidade de um dado



problema fisico (digamos) identificando rela¢oes necessérias entre as varidveis
que o descrevem e, desse modo, reduzindo o numero de variaveis indepen-
dentes e estabelecendo a forma geral da relacao funcional entre as varias
variaveis. Um dos aspetos mais notaveis e importantes da Analise Dimen-
sional é exatamente a sua capacidade de fornecer informacoes importantes
sobre agrupamentos de varidaveis fisicamente relevantes.

Vejamos de seguida um exemplo elucidativo que ilustra, numa situacgao
particularmente simples, o tipo de argumentos e as potencialidades (e também
as limitagoes) da Andlise Dimensional.

Exemplo 1 Consideremos um péndulo gravitico simpleaﬂ sem atrito, como
esquematizado na Figura[1]

Figura 1: Péndulo gravitico simples.

Seja O(t) e x(t) = € x0(t), respetivamente, o angulo entre o fio e a vertical
(em radianos), e a posi¢ao radial do péndulo (em metros), no instante t.
Suponhamos que o periodo T das oscilagoes do péndulo é uma funcao das
restantes varidveis e parametros do problema, ou seja,

T = f(¢,0,9,m), (3)

onde g = ||g||. O que é que podemos afirmar sobre esta dependéncia, ou
seja, sobre a funcdao f? Comecemos por ter presente a imposicao de ndao se
poderem igualar grandezas fisicas de <tiposs diferentes. Como o periodo T é
uma variavel de <tipos (ou com a <dimensao fisica>) de tempo, a funcao f
terd também de ser deste <tipo> e para tornar o argumento que se seque mais

Ou seja: uma massa pontual m num campo gravitico uniforme com aceleracdo da
gravidade g, ligada a um pivot por um fio de comprimento ¢, inextensivel e retilineo, e
que pode oscilar apenas em um tnico plano.



claro € conveniente comecar por clarificar quais os <tiposs das varidveis e
parametros de que f depende, e por introduzir alguma notagcao apropriada.

Para denotar o <tipo> (ou <dimensao>) de uma varidvel usaremos pa-
rentesis retos ou uma letra apropriada; para este exemplo do péndulo temos:
a dimensao fisica do periodo é <tempos e escreveremoﬂ [T =T, a dimensdo
fisica do comprimento do péndulo { é <comprimentos> e escrevemos [{] = L,
a dimensao fisica da massa do péndulo m é [m| = M e a dimensao fisica
da aceleragio da gravidade g ¢ [g] = LT 2, pois uma aceleragio € razio de
uma alteragio de velocidade (cujas unidades sao LT™") pelo tempo em que
a alteragao teve lugar (com unidades T'). Relembremos que a unidade de
<radianos> para a medi¢cdo dos angulos nao tem dimensao fisica: 0 € o que
se chama uma varidvel adimensional (a adimensionalidade da medi¢ao de
angulos em radianos provém de se tratar, numa circunferéncia, da razao en-
tre o comprimento de um dado arco e o raio) e quando tal sucede escrevemos

0] = 1.

Agora, tendo presente que € sempre possivel multiplicar, dividir, ou le-
vantar a alguma poténcia varidveis de tipos (dimensoes) diferente, mas ndo
adiciond-las ou subtrai-las, podemos determinar as dimensoes do resultado
dessas operacoes sobre as varidveis ou parametros representando grandezas
fisicas, fazendo essas mesmas operacoes das varidveis representando as res-
petivas dimensoes, no presente exemplo T,L, M. A inica combinacdo possivel
das varidveis de que depende f de modo a obtermos uma varidvel com as di-

. . , . . . .. ¢
mensoes fisicas T € considerar a combinacdo de varidveis [\/g] = w/% =

FL_Q = T. Como nao hda mais nenhuma variavel fisica do sistema que tenha
a dimensao massa, M, para além da massa do péndulo m, a qual so aparece
no membro direito de (3|), a funcdo f nao pode depender de m. Isto signi-
fica que, usando apenas o conhecimento sobre as dimensoes das varidveis e

parametros em causa, concluimos que pode ser escrita como

T =] =p(0), (4)

onde ¢ € uma funcao apenas da varidvel 0, que, nesta altura, é desconhecida.

No presente caso foi muito simples concluir qual a combinacdo das va-
riaqveis de [ que resultavam numa varidvel com a dimensao tempo, T, a
mesma do periodo T'. Em casos menos obvios o resultado pode ser obtido por

2 A notagdo [z] para indicar a <dimensdaos da varidvel z é usual em Anélise Dimen-
sional. Por vezes abrevia-se esta notagao nao escrevendo os parentesis retos; para evitar
confusoes entre uma variavel e uma dimensao manteremos os paréntesis ou usaremos tipos
de letra diferentes, por exemplo x para a variavel e X para a dimens&o.



um calculo algébrico simples: pretendendo que uma combinagdo (produto e
quociente) de €,0, g, m tenha a dimensao de T, teremos de ter

T = (7] = [(°6°g"m’] = [4°16)°]g][m]® = LO1°(LT2) MP = L7727,

pelo que =2y =1ANa+v=0A0 =0, ou seja, o = —%,’y = —%,(5 =0ef in-
determinado. FEste foi exatamente o resultado que obtivemos anteriormente,
apenas por inspec¢ao. [ ]

No exemplo anterior, embora nao o tenhamos explicitado, nao tratdmos
as variaveis e os parametros que ai surgiram todos os mesmo modo, dimen-
sionalmente falando. Algumas foram assumidas como mais <bésicass, por
exemplo o comprimento, a massa, e o tempo (respetivamente L, M, e T), e ou-
tras tiveram dimensoes <derivadas> dessas, como a velocidade e a aceleracao
(com dimensoes de comprimento por unidade de tempo, LT, e de velocidade
por unidade de tempo, LT™!/T = LT 2, respetivamente). Esta distingao é
largamente arbitrériaﬁ e, em alguns casos, depende da area cientifica. No
entanto, tipicamente, as quantidades béasicas em Anadlise Dimensional sao as
indicadas na Tabela

’ Quantidade \ Dimensao \ Unidade e simbolo SI ‘

Comprimento L metro, m

Tempo T segundo, s

Massa M quilograma, kg
Temperatura © Kelvin, K

Intensidade de corrente elétrica I Ampére, A

Ntumero de particulas mole, mol

Intensidade luminosa J candela, cd

Tabela 1: Variaveis basicas e unidades SI.

Note-se, no entanto, que em certos casos algumas quantidades que sao
usualmente consideradas como bésicas podem ser mais corretamente con-
sideradas como derivadas. Por exemplo, a temperatura, que para muitos
efeitos é considerada uma quantidade bésica, é em Mecanica Estatistica uma
medida da energia cinética média das particulas constituintes da matéria.

3Matematicamente é o mesmo considerar o comprimento L e o tempo T varidveis bésicas
e a velocidade como uma quantidade derivada com dimensdo LT~!, ou considerar o com-
primento e a velocidade como bésicas, com dimensées L e V, respetivamente, e considerar
o tempo como quantidade derivada com dimensdes LV 1.



Isto mostra que a escolha do que é <basico> e do que nao é, nem sempre é
simples e cada situacao podera conter subtilezas que tém de ser analisadas
com cuidadd]

Vejamos agora um segundo exemplo de movimentos oscilatérios.

Exemplo 2 Consideremos a situagdo ilustrada na Figura[J, em que temos
uma mola com uma das extremidades fixas e a outra ligada a um corpo de
massa m e suponha-se que a mola pode oscilar sem atm’tcﬂ

o} S
B E

mg

Figura 2: Um oscilador massa-mola.

Sendo deizada em repouso, a mola fica numa posicao de equilibrio. Se
agora deslocarmos o corpo dessa posi¢ao de equilibrio para uma nova posi¢ao
a uma distancia |z| da posi¢do de equilibrio, observamos que ocorre um mo-
vimento vibratorio em torno da posicao de equilibrio cujo periodo T deverd,
em principio, ser uma fun¢ao da massa m, do deslocamento |z| e das carac-
teristicas fisicas da mola. Na situacao de pequenos alongamentos verifica-se
experimentalmente que a mola reage ao deslocamento exercendo uma forga,
F, que ¢ diretamente proporcional ao afastamento da posicao de equilibrio e
a constante de proporcionalidade k = |F|/|x| é uma caracteristica de cada
mola (designada por constante de Hooke).

Tal como no Exemplo[d, pretendemos deduzir uma relagdo entre o periodo
das oscilacoes, T', e as caracteristicas do sistema, neste caso k, x e m. FEs-
peETAmos que

T = f(k,z,m), (5)

4Um caso historicamente interessante é exatamente a discussio do estatuto da tempe-
ratura, vd. [31] pp. 40-43].

5Esta hipétese serd relativamente boa se a mola estiver num meio pouco viscoso, como
o ar, e o tempo de observagao do fenémeno nao for muito grande.



Sequindo o tipo de argumento que usamos anteriormente, pretendemos que
uma combinagao (produto e quociente) de k,x e m tenha a dimensdio de T.
Temos entad

T = (7] = [k"2"m] = (K[ [m]? = (MT2)°LM7 = Mo T 202,

pelo que a +7=0AN-2a=1A 03 =0, ou seja, a = —%,ﬁ =0,v= % Isto
quer dizer que o periodo das oscilacoes da mola deve verificar a relacdo

T= 5\/%, (6)

onde & € uma constante cujo valor a Andlise Dimensional nao conseque espe-
cificar. Voltaremos a este problema mais adiante, na sec¢ao [{.3, onde vere-
mos como & pode ser determinado por uma andlise mais fina da situag¢do. No
entanto, € interessante observar que podemos ter um valor aprorimado de §
efetuando uma série de experiéncias controladas: se tivermos uma mola com
um valor conhecido da constante de Hookd') entio utilizando diversas mas-
sas m e medindo o correspondente periodo T teremos um conjunto de pontos
(m,T). Se representarmos geometricamente no plano os pontos (/m,T) a
eTpressao @ diz-nos que o resultado serd uma reta passando pela origem
e com declive igual a 6/\k. Portanto, aplicando aos pontos (/m,T) expe-
rimentalmente obtidos o método dos minimos quadrados [3, Meta EST11-1]
consequimos uma estimativa do declive a qual, sabendo o valor de k, permite-
nos obter 6. Vem a propdsito referir que poderd ser preferivel utilizar o
método dos minimos quadrados de um modo um pouco diferente: aplicando
logaritmo (Neperiano, ou de qualquer outra base) a @ obtemos

log T = log(8/Vk) + %logm (7)

pelo que a aplicacao do método dos minimos quadrados aos pontos experimen-
tais (logm,logT) permite-nos determinar o valor de § a partir da ordenada
na origem da reta . A opcao por uma ou outra abordagem estd dependente
de estimativas de erro que saem claramente fora do ambito destas notas.

Analisemos agora um problema distinto: a queda de um corpo num campo
gravitico uniforme.

6Pela definicdo da constante de Hooke tem-se [k] = [F]/[z] = MLT 2L~ = MT 2,
onde as dimensoes da forca F' sao, pela lei de Newton, as dimensoes de massax aceleracao,
ou seja, M x LT—2,

"Fornecido pelo fabricante ou determinado experimentalmente por uma procedimento
laboratorial adequado.
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Exemplo 3 Considere-se o arremesso de uma pedra, aprorimadamente na
vertical, como ilustrado na Figura[3,

- o W =

v_0

Figura 3: Uma pedra arremessada (quase) verticalmente com velocidade
inicial vyg.

Supondo que a pedra € suficientemente pesada e a velocidade inicial com
que € lancada nao demasiado grande, podemos assumir sem grande erro que
a resisténcia exercida pelo ar € negligencidvel. Suponhamos que estamos
interessados em estudar a altura mdzima atingida pela pedra, xp;. Claro que
a previsao da posi¢ao da pedra ao longo do tempo, e portanto também de qual
o valor de xyy, terd de resultar de um modelo que tenha em conta a Fisica

do problema (vd. sec¢ao . No entanto, a Andlise Dimensional revela-se,
mais uma vez, surpreendentemente util.

Atendendo as leis de Newton, € expectdvel que 0s unicos parametros fisicos
de que depende xp; sejam a aceleragao da gravidade, g, a velocidade inicial
vo € a massa da pedra m. Assim, assumimos que

LM :f(g7v()7m>‘ (8)
Aplicando de novo o argumento dos exemplos anteriores podemos escrever
L = [zu] = [g*vgm"] = [g]*[vo)’[m]” = (LT72)OC(LT71>BM’Y — LotAT 208\

donde se conclui que o« + 5 =1N =2a— B =0A~y =0, ou seja (a, 5,7) =
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(—1,2,0), obtendo-se, finalmente,

2

g
onde § € uma constante adimensional. Claramente a Andlise Dimensional,
mais uma vez, nao € capaz de firar o valor desta constante 6. Para tal, como
nos casos anteriores, hd que escrever e resolver as equagoes do movimento, no
que constitui uma outra etapa da modelagio do problema (vd. Exemplo @,
mas a erpressao @D permite determinar o valor de 6 através do resultado
de uma unica experiéncia: atendendo a que § = gz /v basta determinar
experimentalmente qual a altura mdrima atingida por uma pedra disparada
com uma determinada velocidade vy para determinar o valor de §, o qual serd
vdlido para qualquer outra velocidade inicial. Em situacoes reais, devido a
erros e incertezas nas medigoes € sempre preferivel fazer um conjunto de
medicoes experimentais com diversas velocidades iniciais e utilizar o método
dos minimos quadrados nos pontos (v3,xzar) para estimar o valor de &, de
modo andlogo ao que se descreveu no Exemplo [ [ |

O exemplo de aplicagdo da Andlise Dimensional que veremos a seguir é
também elementar mas é muito interessante pois provém diretamente da Ge-
ometria: conjugado com a semelhanca de triangulos, a Anélise Dimensional
permite deduzir o teorema de Pitdgoras.

Exemplo 4 Considere-se um triangulo retangulo com catetos a e b, e com
hipotenusa c. Passando pelo vértice oposto a ¢ uma perpendicular a ¢ obtém-
se dois triangulos retangulos com hipotenusas a e b tal como se representa
na Figura [f], os quais, pelo critério AA de semelhanca de tridangulos, sao
semelhantes ao triangulo dado inicialmente.

Figura 4: Um triangulo retangulo de lados a, b, c e os dois triangulos a ele
semelhantes, descritos no texto.

Designe-se por C' a drea do triangulo com hipotenusa c, e, analogamente,
por A e B os de hipotenusa a e b, respetivamente. E claro que C' fica de-
terminado uma vez que se saiba ¢ e um dos angulos nao retos do triangulo.
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Designando esse angulo por 6 o que estamos a afirmar € que
C =G(c,0), (10)

onde G é uma fungio desconhecida. Mas como [C] = L2, [c] =L, e [0] =
1, tem de se ter G(c,0) = c*g(0), para alguma fungao g. Mas o mesmo
raciocinio aplicado aos triangulos de hipotenusas a e b (e que tém o mesmo
angulo 0) permite obter expressoes andlogas a para estes triangulos, a
saber: A = a2g(0) e B = b%g(#). E claro geometricamente que A+ B = C,
pelo que podemos escrever

a’g(0) +bg(0) = *g(0),
e como g(0) # 0 se 0 # 0, concluimos que
a> +v* =,
que € o teorema de Pitdgoras, como pretendiamos. [ ]
O exemplo seguinte é motivado por uma atividade lidica na qual a uti-
lizacao da Analise Dimensional pode parecer surpreendente: a queda de pecas
de dominé. Permite também um primeiro contacto uma situagao extrema-

mente importante nas aplicagoes: a identificacao de agrupamentos adimen-
sionais de variaveis.

Exemplo 5 Consideremos uma fila de pecas de domind, todas com as mes-
mas caracteristicas fisicas (altura €, espessura t, massa m), dispostos a uma
distancia d umas das outras, tal como esquematizado na Figura[J.

Figura 5: Uma fila regular de pecas de dominé.

A queda da primeira peca provoca a quedas das sequintes, num processo
de propagacdao que aparenta decorrer a velocidade constante v. A questao
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que tentaremos investigar é se podemos dizer algo sobre a dependéncia da
velocidade v relativamente as outras varidveis do sistema [20, Sec¢ao 1.2.5],

v=ftd g,m), (11)

onde g € o valor absoluto da aceleragao gravitacional. Atendendo a que as
varidveis que estamos a considerar tém as dimensoes

Pl =T (=[] =[d=L [g)=LT [m] =M

tem-se, como no exemplos anteriores, a sequinte restri¢cao para a combina¢ao
(produtos e quocientes) destas varidveis:

LTfl _ [U] _ [gatﬁdygéme] _ La+5+7+5T726M6,

e portanto
a+fB+y+0=1 a+fB+v=73
—20 = —1 = o=
e=0 e=0.

Observe-se que o sistema de equagoes algébricas a que chegdmos € indetermi-
nado, pelo que a sua solu¢ao nao é unica. Escolhendo b =z —a— pode-se
escrever (8 d7gPme] = [tz dgz] = [(gt)2 (£/t)" (d/t) ]. Note-se que
as quantidades (/t e d/t sdo quocientes de comprimentos e, portanto, sao
adimensionais. Assim, esta andlise estabelece que a relagao deve tomar
a forma

v = Vit (5 d), (12)

onde Yy € uma fun¢ao das variqveis adimensionais £/t e d/t que esta andlise
nao permite conhecer.

Antes de deizarmos este exemplo € importante observar que hd alguma
hberdade na escolha das combinacoes adimensionais de variaveis, a qual
advém, em ultima andlise, da indeterminacao do sistema de equagoes algébri-
cas acima. Fsta arbitrariedade pOde tambem ser facilmente constatada dire—

tamente a partir de (| . como 7 e t, podemos escrever /gt = /g ( )
e portanto uma exrpressao para v equivalente a (12)) é

0/
U:\/Q_h%(g,g)-

onde Yy €, tal como V1, uma funcao desconhecida. Claro que, como /gl =
1

Vgd (5)5 , também podemos escrever
I
V= gd ¢3 N E
t'd
para alguma funcao s apropriada. [ |
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Vejamos um ultimo exemplo

Exemplo 6 No projeto de automoveis, avioes e, em geral, de qualquer movel
que se desloque num fluido resistente, um objetivo sempre presente € a mi-
nimizacao da resisténcia oferecida pelo meio. Também neste contexto da
mecanica dos fluidos, a Andlise Dimensional fornece indicacoes extrema-
mente importantes e tuteis, nomeadamente identificando agrupamentos de
varidveis fisicamente relevantes. Neste exemplo consideraremos o que €, pro-
vavelmente, a situacao mais simples possivel: o movimento de uma bola no
ar (vd. Figura[d])

Figura 6: Visualizacdo do fluxo de ar em torno de uma bola de golfe (em
cima) e de ténis (em baixo), [20, pag. 7].

E razodvel esperar que a resisténcia F' oferecida pelo ar ao movimento da
bola dependa da velocidade relativa desta, v, da densidade do ar, p, da sua
wscosidade dinamica, |1 e, naturalmente, do raio da bola, R, ou seja

F = f(R,v,p,p). (13)

Vejamos as dimensoes destas grandezas: a forga é fisicamente proporcional
a aceleracao, sendo a constante de proporcionalidade a massa inercial, e
portanto tem dimensdo [F] = [ma] = [m] [a] = MLT2; as dimensdes do raio
da bola e da velocidade sao, obviamente, [R] =L e [v] = LT~ e a densidade
do ar é igual a massa (de ar) por unidade de volume, ou seja [p] = ML™3;
resta-nos saber as dimensoes da viscosidade dinamica, j1: esta grandeza mede
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a resisténcia a fluros tangenciais no fluido, nos quais camadas paralelas de
fluido se movem com velocidades diferentes. Pode-se definir p recorrendo a
situagao simples do fluzo de Couette planar ilustrado na Figura[7, para a qual
temos a for¢a necessdria para ultrapassar essa resisténcia dada por F' = uAg

(onde A € a drea de cada placa). Assim [u] = % % = MLI_T2_2 = = MLIT L.

y dimension
boundary plate 1
(2D. moving) | velocity, u

shear stress, t

gradient, 2

fluid Jy

boundary plate (2D, stationary)

Figura 7: Esquema de o fluxo de Couette: fluido encaixado entre
duas placas paralelas separadas por uma distancia y, uma das quais
estd estaciondria e a outra move-se para a direita com velocidade u,
(https://en.wikipedia.org/wiki/Couette_flow).

Portanto, dimensionalmente a dependéncia resulta em

pelo que se tem
MLT =2 = L*(LT H)*(ML™3) (ML T 1),

ou seja, iqualando as poténcias das diferentes grandezas,

l=c+d a=2-—d
l=a+b—3c—d <= b=2—-d
—2=-b—-d c=1-—d,

e d € um parametro indeterminado. Pode-se, entdao, escrever (13|) como

d
F = aR* W dp=dd — a R%v%p (RL> =: aR*?pIl¢, (14)
vp

onde o é um numero (adimensional) arbitrdrio. Note-se que o agrupamento
de wvaridveis 11 definido pela 4ltima igualdade acima € adimensional (i.e.,

16



] =1). A quantidade 171 = % é designada por <numero de Reynolde
¢ usualmente denotado por Re. Trata-se de um parametro extremamente tm-
portante em mecanica de fluidos, traduzindo a razao entre as forcas inerciais
e as forcas viscosas no fluido e caracterizando o regime de escoamento do
fluido: numero de Reynolds <baixoss> correspondem a fluxos laminares, ao
passo que numeros <altos> correspondem a fluxos turbulento&ﬂ

Como o0s parametros o« e d sao arbitrdrios, concluimos que, mais geral-
mente, podemos escrever F' = R?v?p(a 114 + aull® + . ..) = R*0?pp(I1), ou
seja

F
R22p

onde ¢ € uma funcao (nesta altura) desconhecida do nimero adimensional
II = Re™', e o fendmeno € descrito por duas quantidades adimensionais,
RQLUQP e Re, relacionadas por uma fung¢ao ¢. O conhecimento da func¢ao ¢
exigird ir para além da Andlise Dimensional, ou realizando experiéncias apro-
priadas, ou prossequindo a modelagao matemdtica para etapas posteriores
pela obtencao e estudo das correspondentes equagoes diferenciais.

p(1D),

Nos Exemplos [f] e [6] o resultado final da anélise foi a conclusao de que
as quantidades de interesse (velocidade no primeiro caso, for¢a no segundo)
sao funcao de um determinado nimero de agrupamentos adimensionais de
varidveis (duas razoes de comprimentos no primeiro caso, o nimero de Rey-
nolds no segundo). Um modo sisteméatico para a determinagdo do nimero
minimo de combinacoes de adimensionais de varidaveis necessarios para des-
crever um determinado fenémeno é dado por um famoso resultado em Analise
Dimensional: o teorema Pi de Buckingham. Para os nossos propésitos é su-
ficiente ficar-mo-nos por aqui.

Os exemplos anteriores ilustram bem, em casos muito simples, o poder
e as limitacoes da Anédlise Dimensional: sem fazer mais do que calculos
algébricos muito elementares (em particular sem sequer conhecer quais as
equagoes dinamicas a que obedecem o movimento do péndulo, da mola, dos
dominds, das pedras, ou dos fluidos, e ainda menos como resolvé-las) con-
cluimos que o periodo do péndulo deve ser uma fun¢ao da combinagao de

80 ntmero de Reynolds é um dos muitos agrupamentos adimensionais de varidveis
que sao comuns em fenomenos de transferéncia, ou seja, no estudo de processos de
transporte de massa, energia, ou quantidade de movimento. Uma lista bastante com-
pleta destes agrupamentos e correspondentes significados fisicos pode ser consultada em
(https://en.wikipedia.org/wiki/Dimensionless numbers_in fluid mechanics).

90 que significa «baixo> ou »alto> depende da geometria e de outras caracteristicas da
situacao; por exemplo, para fluxos em canos cilindricos lisos a transicao entre um e outro
ocorre entre 2,3 x 103 e 5 x 10%. Como curiosidade, [6, Table I], para o fluxo de sangue na
aorta ascendente —que esté longe de ser um cano cilindrico liso!— tem-se Re =~ 4,5 x 103
e nos capilares Re ~ 1073,
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varidveis y/£/g, e nao de ¢ ou de g separadamente e, no sistema dos do-
minds, que a velocidade de propagacao da queda dos dominés deve depender
de determinadas combinagoes (produtos e razoes) das dimensoes geométricas
das pecas e da raiz quadrada do produto da aceleracao da gravidade por uma
das variaveis espaciais que caracterizam a peca, e ainda que a forca de re-
sisténcia sofrida por uma bola a mover-se num fluido depende do quadrado
do raio, do quadrado da velocidade e de um certo niimero adimensional.

A Analise Dimensional é, portanto, um instrumento muito 1til quando
o sistema ¢ suficientemente complexo, ou a informagao existente nao é su-
ficientemente detalhada ou completa, para permitir uma abordagem mais
aprofundada (donde a sua importancia em muitas dreas da Engenharia).
Talvez uma das mais espetaculares utilizacoes da Anadlise Dimensional foi
a determinacao pelo fisico Britanico Geoffrey Taylor, em 1947, a partir de
fotografias existentes no dominio piblico, da poténcia da primeira bomba
atémica, detonada no Novo México em 1945. O valor a que Taylor chegou,
de 19,2 quilotoneladas é notavelmente préximo do valor real (que permane-
ceu secreto até a decada de 1960) de cerca de 21 quilotoneladas. Se bem que
esta aplicacao se tenha tornado classica e possa atualmente ser estudada em
imensas referéncias (por exemplo em [21), pp. 70-74]) e enderegos na internet,
a leitura do artigo original de Geoffrey Taylor [32] permanece fascinante.

Por outro lado, a Analise Dimensional, s6 por si, nao nos permite saber
quais sao algumas das constantes e das fungoes que surgem nestas relagoes
entre varidveis (¢ do primeiro exemplo, as 1; no quinto, etc.). O seu conhe-
cimento s6 sera possivel recorrendo a Ciéncia relevante para o problema em
causa, escrevendo e estudando as equacoes dinamicas, ou entao por ajuste
estatistico de resultados experimentais, ou seja: prosseguindo no processo de
modelacao matematica, tal como descrito anteriormente.

Por fim, um cuidado que ha que ter em argumentos que, como nos exem-
plos anteriores, sejam baseados na Anélise Dimensional das variaveis envol-
vidas: é fundamental que todas as variaveis e parametros relevantes para a
situacao em causa estejam a ser considerados. Claro que este também é o caso
quando pretendemos um modelo mateméatico mais completo da situagao, por
exemplo, quando pretendemos escrever uma equacao cujas solucoes descre-
vam o comportamento do sistema: se na modelacao alguma variavel relevante
for ignorada as solucgoes obtidas nao traduzirao adequadamente em lingua-
gem matematica a situagao concreta e, naturalmente, as conclusoes que dela
retiraremos nao se ajustarao adequadamente a situacao real.

Antes de prosseguir com o estudo de alguns modelos matematicos muito
simples, terminaremos esta seccao do texto dedicada a Anélise Dimensional
com uma breve nota historica sobre este tema.
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2.2 Breve nota historica*

Nao é este o local para uma histéria da Andlise Dimensional com alguma
pretencao de completude. No entanto, algumas palavras sobre a origem e
desenvolvimento deste assunto podem ser esclarecedoras para o nedfito. Mais
detalhes podem ser consultados em [22] 24], [30].

A nocao elementar de dimensao geométrica surge na antiguidade cléassica,
sendo claro nessa era que linhas, superficies e sélidos tém dimensoes iguais a,
respetivamente, 1, 2 e 3 [22, 24]. Data também da geometria Grega classica a
constatagao de que (a medida de) areas correspondia ao produto (da medida)
de dois comprimentos, e a de volumes ao produto de trés comprimentos ou
de um comprimento e uma area.

Atendendo ao papel preponderante da geometria na matematica grega
nao sera de estranhar que esta nocao geométrica de dimensao se esten-
desse aos nimeros e algumas delas persistiram até a atualidade, como as
designagoes de nimeros quadrados (produtos de dois inteiros iguais) e ciibicos
(produtos de trés inteiros iguais). De facto, esta nogao algébrica de dimensao
como correspondente ao nimero de termos multiplicativos numa expressao €
explicitamente indicada por D’Alembert, no seu artigo Dimension na Ency-
clopedie [9], ja sem a limitacdo geométrica dos gregos a dimensdes nao su-
periores a trés: assim, termos como z*, ou z?yz sao designados como tendo
dimensao 4. A associacao da designagao <dimensaos aos exponentes de
expressoes algébricas foi progressivamente caindo em desuso a favor de <ex-
poentes, <poténcia>, ou <graus, e deixou de ser utilizada por altura do final
do século XIX. Porventura a tinica acessao do termo <dimensao> onde atual-
mente perdura o significado original de expoente é em Anadlise Dimensional.

Relacionada com a nocao de dimensao geométrica esta a nocao de ho-
mogeneidade, segundo a qual apenas magnitudes do mesmo tipo podem ser
adicionadas ou igualadas (ou seja: a versao mais formal da regra informal
expressa por ou ) Esta regra de homogeneidade era originalmente
também aplicada a razao entre magnitudes, apenas eram permitidas razoes
entre magnitudes do mesmo tipo [11, Livro V], mas nao era aplicada a igual-
dade entre razoes e esta operacgao é largamente explorada por Euclides: como
as razoes s6 eram possiveis entre grandezas do mesmo tipo, estas razoes sao,
na nossa nomenclatura, adimensionais, ou seja, nimeros <puross e a sua
igualdade nao levantava problemad™]

Esta restricao que consistia em formar razoes apenas com entidades do
mesmo tipo perdurard até bastante tarde na Histéria da Ciéncia: por exem-
plo, para Galileu a relacao entre velocidade, tempo, e espaco percorrido,
nunca ¢ escrita como v = £/t pois no membro direito esté presente uma razao

0Por exemplo, a Proposi¢do 1 de [I1, Livro VI] estabelece que em tridngulos com a
mesma altura a razao das areas é igual a razao dos comprimentos das bases.
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entre grandezas de tipo diferente (espago e tempo), um conceito estranho e
contra intuitivo a época. Em vez disso, Galileu, tal como posteriormente
Newton, usa argumentos baseados em razoes de termos do mesmo tipo, por
exemplo quando, em vez da equagao acima, ele escreve [15, pagina 532]

<Se uma particula em movimento uniforme percorre duas distancias
com a mesma velocidade, os intervalos de tempo necessarios estao
entre si na mesma razao que essas duas distancias.>

De facto, apenas muito lentamente, com o desenvolvimento da Mecanica
ao longo do século XVIII, foram surgindo ocasionalmente a nogao de gran-
dezas <derivadas> (no sentido de obtidas de outras <bdsicas> por razoes
e produtos) e foi-se reconhecendo o significado e importancia fisicas des-
tas grandezas. Grandes nomes da Ciéncia, como Descartes, Leibniz, Euler,
Lagrange, Laplace, ou Legendre, contribuiram para o lento progresso em
diregao a Anélise Dimensional [22, 24]. Curiosamente parece ter sido alguém
atualmente totalmente desconhecido quem primeiro aplicou principios de
Anaélise Dimensional [24], em 1761: Frangois Daviet de Foncenex, militar
e matematico do Ducado de Savoia (atual Itédlia), em [I2, pagina 306], usa
explicitamente um raciocinio baseado em argumentos dimensionais para con-
cluir que a magnitude da forca resultante da aplicacao num mesmo ponto de
duas forgas iguais, cada uma com magnitude a, e formando entre si um angulo
¢, é dada por, usando a sua prépria notacao, z = fonct. (a, ) = a fonct. .

Este trabalho de Foncenex teve repercusao algo limitada [24], embora nao
tenha sido ignorado, e foi somente com Fourier, no primeiro quartel do século
XIX, que a importancia da consideracao das dimensoes das grandezas fisicas
foi definitivamente reconhecida, a identificacao explicita de combinagoes adi-
mensionais de varidveis foi feita, e a importancia da homogeneidade dimen-
sional utilizada (vd. a secgao IX do capitulo II de [I3]). No entanto, se bem
que estas caracteristicas essenciais da Analise Dimensional tenham sido des-
tacadas, Fourier nao explorou a possibilidade de as utilizar para a deducao
de relacoes entre as variaveis.

Foi necessario decorrer mais meio século para se assistir a aplicacao dos
principios enunciados por Fourier a obtencao de relagoes entre as variaveis
que descrevem os fendomenos, ou seja: o aparecimento da Analise Dimensi-
onal propriamente dita. Efetivamente foi apenas com John William Strutt
(terceiro barao de Rayleigh) que a Andlise Dimensional foi desenvolvida e
extensamente aplicada em contextos semelhantes aos que vimos nos exem-
plos da subseccao (vd. [28], em particular as paginas 46 e 47 do volume
1, onde o <método das dimensoess> é explicitamente introduzido).

No ultimo quartel do século XIX e primeiras décadas do século XX, para
além de Rayleigh em Inglaterra, diversos fisicos e engenheiros aprofunda-
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ram os principios e aplicacoes da Analise Dimensional, nomeadamente Jo-
seph Bertrand [2], Emmanuel Carvallo [7] e Aimé Vaschy [33] em Franga,
Dimitri Riabouchinsky [29] na Russia, e Edgar Buckingham [5] nos Estados
Unidos, entre outros. Estes progressos tornaram finalmente a Anélise Dimen-
sional num instrumento intelectual insubstituivel na modelagao matematica
em Fisica e Engenharia.

3 Modelos de primeira ordem: modelos ex-
ponencial e logistico

3.1 O modelo exponencial ou de Malthus (1798)
3.1.1 Caso discreto

O modelo populacional de Thomas Malthus. O modelo de cresci-
mento populacional de Thomas Malthus baseia-se na hipétese de que, na
auséncia de limitagoes (ecoldgicas, econdmicas, politicas, ou outras) as po-
pulagoes crescem e duplicam os seus efetivos num dado intervalo de tempo
fixo: ou seja, se inicialmente a populacao tiver tamanho Ny e ao fim de T'
unidades de tempo o tamanho for 2Ny, entao apds mais 7" unidades de tempo
(ou seja, apds 27" unidades de tempo contados a partir do tempo inicial) os
efetivos da populagao serdo 2 x (2Ny) = 22Ny, e apds mais T unidades de
tempo (i.e., no instante 37 contado a partir do instante inicial) os efetivos
serdao 2 X (22Ny) = 23Ny, e ao fim de kT unidades de tempo serdao 28Ny, etc.

Os modelos de crescimento populacional que abordaremos nesta sub-
seccdo consistirdo na exploracio matematica desta hipétese de Malthug']
Convém, no entanto, tornar mais claramente explicitas as hipéteses de mo-
delacao assumidas.

A versao do modelo de Malthus que referimos brevemente acima pres-
supoe que a medigao do tempo é feita de modo discreto (T, 2T, 3T, etc.),
hipdtese que se adapta bem ao estudo de certos tipos de populacoes biolégicas:
muitas espécies tendem a reproduzir-se unicamente durante um curto periodo
bem definido, pelo que, se negligenciarmos a mortalidade, podemos pensar
na populacao como variando apenas de forma intermitente. E, entao, natural
medir o tempo de forma discreta, utilizando uma correspondéncia entre os
nimeros naturais e os sucessivos periodos de acasalamento.

1E interessante observar que a famosa obra de Thomas Malthus onde a hipétese é expli-
citamente feita [23] é um texto de Economia Politica que ndo contém uma tnica expressio
matematica, embora as hipoteses de crescimento da populagao em progressao geométrica
e dos recursos em progressao quanto muito aritmética sejam explicita e claramente feitas
e constituam a base de toda a argumentacao.
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Assim, a abordagem mais 6bvia para descrever o crescimento de uma tal
populacao consiste em escrever aquilo que se designa por uma <equacao as
diferencas> que relacione o tamanho da populacao num dado periodo com
o tamanho nos periodos anteriores. Mais adiante também abordaremos a
versao em tempo continuo, mais adequada a modelacao de espécies que se
reproduzem de forma continua, como os humanos.

Comecemos por populagoes semélparas; isto ¢, populacoes caracterizadas
por um unico episddio reprodutivo ao longo da vida. Exemplos tipicos destas
espécies incluem os insetos, que frequentemente tém geracoes bem definidas
e sem intersegao —os adultos poem os ovos na primavera/verao e morrem de
seguida. Os ovos dao lugar a larvas, que se alimentam e crescem, para mais
tarde sofrerem uma metamorfose e passarem o verao no chamado estagio pu-
pal. Os adultos, também chamados imagos, emergem da pupa na primavera.
Contamos o nimero de adultos durante a estagao de reproducao. E, entéo,
natural descrever a populacao por uma sequéncia de nimeros

NOaNla"'aNlm

onde N} é o numero de adultos na k-ésima estacao de reproducao.

A hipotese mais simples é a de considerar que existe uma dependéncia fun-
cional apenas entre geracoes consecutivas, ou seja, os efetivos da populagao
na geracao n + 1 depende apenas do que se passou na geragao n:

Nos1 = f(N,), n=0,1,.... (15)

Seja Ry o nimero médio de ovos produzido por cada adulto. Este nimero
serd designado por taza de crescimento intrinseca. A dependéncia funcional

(15) mais simples é dada por f(x) = Ryx, ou seja, vem
Nyii = RoN,, n=0,1,..., (16)

que descreve a situacao em que o tamanho da populagao é determinado exclu-
sivamente pela respetiva fertilidade. Note-se que o facto de nao sobreviverem
adultos uma vez terminada a fase de reprodugao estda implicito na equagao
tendo em conta a definicao de Ry.

A equacao malthusiana tem bem mais aplicagoes do que aquela que
se encontra descrita acima. Por exemplo, na maior parte das populagoes,
as diferentes geracgoes co-habitam. Para adaptar a essa situacao, es-
tudaremos grandes populagoes em que os individuos ainda vivem durante
algum tempo apds o nascimento da descendéncia. Trataremos uma dessas
populagoes como um todo, partindo do principio de que o seu crescimento
é ditado pelo comportamento médio dos seus membros individuais. Assim,
consideraremos as seguintes hipdteses:
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e cada membro da populacao produz o mesmo ntmero de descendentes;

e cada membro tem probabilidade igual de morrer (ou de sobreviver) até
a proxima estacao de reproducao;

e a proporcao de machos e de fémeas mantém-se idéntica em cada estagao
de reproducao.

Supomos também que:

e podem ser ignoradas as diferencas de idade entre membros da po-
pulagao;

e a populagao encontra-se isolada — nao existem fenémenos migratorios.

Suponhamos que, em média, cada membro da populacao da lugar ao mesmo
numero de descendentes, 3, a cada estacao. A constante § é chamada taza de
natalidade per capita. Definimos igualmente pu, a probabilidade de um dado
individuo morrer antes do préximo ciclo de reprodugao, dita taxa de morta-
lidade per capita. Assim, sendo N o numero de individuos da populagao no
inicio da k-ésima estacao de reproducao, obtemos Ny, 1 = Ny — uNy + BNg;
isto é,

Niiq = (1+B—M)Nk = RN, (17)
onde R é a taxa de crescimento. Esta equagao reduz-se a equagao fazendo
# = 1 (morrendo toda a populacao adulta) e 5 = Ry. Matematicamente,
e sao uma mesma equacao, a unica diferenca reside na interpretagao
do parametro de crescimento.

A equacao pode ser facilmente resolvida por inducao matematica,
obtendo-se
N = RFN,, k=0,1,2..., (18)

com R substituido por Ry em populagoes semélparas. E interessante observar
que o que estamos a designar por solugao da equacao as diferencas (17 é
a sucessao dada por , e que e definem exatamente a mesma
sucessao (N, ), a primeira de modo recursivo e a segunda de modo explicito.
O comportamento deste modelo populacional depende de R.

Se R < 1, a populacdo decresce exponencialmente (com base R) até a
extingao (quando k — +00), mas se R > 1 cresce exponencialmente. Um tal
comportamento sobre longos periodos de tempo nao é observado em nenhuma
populagao real, pelo que se torna claro que o modelo é demasiado simplista
e necessita de correcoes, e algumas serao consideradas mais adiante neste
texto.
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Modelo de Malthus e o calculo de juros compostos. E extremamente
importante observar que exatamente os argumentos acima podem ser usados
em situagoes que nada tém a ver com populacoes bioldgicas. Considere-se
o seguinte caso proveniente da Economia: o calculo dos juros compostos,
relevante para empréstimos e depésitos feitos por longos periodos de tempo.
Neste caso a <populagao> num dado instante é o montante de dinheiro depo-
sitado nesse instante e o crescimento da populagao provém do juro recebido
a intervalos regulares, o qual é adicionado ao capital previamente existente.
Neste contexto, o intervalo de tempo regular correspondente ao tempo entre
duas adicoes sucessivas do juro do empréstimo é chamado <periodo de con-
versao>, utilizando-se esse valor atualizado para calcular o juro relativo ao
periodo de conversao seguinte. O quociente entre o periodo de conversao e
o ano inteiro é, no que se segue, designado por a. Assim, se o periodo de
conversao for de um més o = 1/12 (se for uma semana o = 1/52, se for
um dia o = 1/365, etc.) Diremos também, nesta situagao, que <o juro é
capitalizado mensalmentes (ou semanalmente, ou diariamente, etc.)

Para uma taxa de juro anual de p%, o juro ganhom durante um periodo
de conversao ¢ igual a ap% do montante depositado no inicio do perfodo,
isto é,

valor valor valor
depositado ) depositado ap depositado
depoisde k +1 ( ) depoisde k + 100 )| depoisde k
periodos periodos periodos

Para exprimir esta relacdo na forma de uma equacao as diferencas, seja,
para cada k, N, o valor do capital depositado apds k periodos de conversao.
Entao,

ap ap
Neoy =N —N:<1 —)N, 19
S T T 100/ M (19)
que é uma simples equagao as diferencas do tipo (17) com R =1+ &%, cuja
solugao ¢ a sucessao dada explicitamente por (compare-se com ([18)))
ap\k
N, = (1 —) No, 20
k + 100 0 (20)

que é a chamada formula dos juros compostos. Se pretendermos medir o
tempo em anos, entdo k = t/a, onde t é o nimero de anos. Neste caso ([20)

toma a forma y
ap \t/a

N, = (1 —) Np. 21

; + 100 0 (21)

12A utilizacdo do vocdbulo <ganho> faz supdr que a taxa de juro p é positiva. Esta
é a situac@o usual, embora a data em que sdo escritas estas linhas (20 de junho de
2018) as taxas de juro dos bancos centrais do Japdo, Suécia e Suica sejam negativas;

cf. nttp://pt.global-rates.com/taxa-de-juros/bancos-centrais/bancos-centrais.aspx
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E interessante introduzir aqui o conceito de taza de juro efetiva. Primeiro,
observemos que, em , com Nog=1ep>0,
ap )1/ o p p

=14+ —4+..->1 -
100 +1()0+ +100’

pelo que, se o juro é pago de forma fracionada varias vezes por ano, o au-
mento das poupancas ¢ maior do que se fosse pago apenas anualmente. Esta
observagao é a base para definir a taxa de juro efetiva p.g (relativa ao periodo
de conversdo), utilizada frequentemente pelos comerciais bancarios. Esta é
a taxa de juro peg que, se fosse aplicada uma unica vez no final do ano, ofe-
receria 0 mesmo retorno do que a taxa de juro p com periodos de conversao
associados a «, ou seja:

M= (1+

op )W . (22)

Lt por = (14 1
+ Deft +100

3.1.2 Caso continuo

Juros contabilizados continuamente. E muito interessante e instrutivo
ver o que acontece ao modelo dos juros de empréstimos quando o periodo
de conversao « converge para zero. Isto significa que o juro é capitalizado
de uma forma continua (ou, na prética, quase continua se 0 < o ~ 0). Nao
nos preocupando, por agora, com os passos iniciais da modelacao, i.e., com a
obtencao da equacgao a que o capital no instante ¢t deve satisfazer, podemos
ir diretamente a expressao obtida atras em e verificar o que se passa
quando a — 0. Como sabemos que (1 + a/b)® — e* quando b — +oo
concluimos (fazendo a = p := p/100 e b = 1/a) que, no limite o — 0,

N(t) = e Ny, (23)

onde usamos a notacao N (t) em vez da notagao V; utilizada em . A taxa
de juro efetiva para a capitalizacao continua obtém-se passando ao limite

a—)Oemeé
1+peff: eﬁ- (24)

Voltemos agora ao passo inicial da modelacao para tentarmos dar uma
justificacao matematica diferente a expressao limite . Medindo o tempo
em anos, seja At o periodo de conversao, p a taxa de juro anual e p := p/100.
Entao, o aumento do montante em depdsito entre os instantes t e t + At é

N(t+ At) = N(t) + AtpN(t). (25)

Dividindo por At e passando ao limite At — 0, como sugerido pela defini¢ao
de juro composto continuo, obtém-se a equacao diferencial

dN
“L BN 26
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onde N = N(t) é a fungao incégnita. Notamos que estamos aqui a fazer
a hipdtese (que s6 agora vamos claramente explicitar) de que a fun¢ao que
descreve o estado do sistema (ou seja, no presente caso, N(t)) é diferencidvel,
pelo que a passagem ao limite é licita. E importante salientar que, em geral,
esta propriedade estd muito longe de ser 6bvia, sendo, por vezes, mesmo,
obrigatério trabalhar com modelos em que N (t) é uma variavel discreta, ou,
pelo menos, nao diferenciavel.

A equacao diferencial é a equacao do modelo em tempo continuo
que tem o mesmo papel da equacao (19) no modelo em tempo discreto. Gos-
tarfamos agora de conseguir resolver explicitamente , tal como resolvemos
explicitamente obtendo a expressao para as suas solugoes. E facil
de verificar diretamente que a fungao N(¢) definida por é solucao de
: de facto, para qualquer t € R, tem-se

dN d , - _
—(t) = — (e"Ng) = pe” Ny = pN(t 27
dt ( ) dt (6 0) p,e 0, p ( )7 ( )
=N(t)
0 que prova o pretendido.

Como acabamos de ver, a verificacao de que uma dada funcao é solucao
de uma dada equacgao (diferencial) é essencialmente trivial e pode (e deve!)
ser feita por qualquer aluno do Ensino Secundério [3, Meta FEL12-5.2]. Ja
a resolucao de equacgoes diferenciais e a obtencao de féormulas explicitas para
as suas solugoes estd muito longe de ser simples (ou até de ser, em geral,
possivel!) e estd claramente fora do ambito do Ensino Secundario. No en-
tanto, é interessante verificar que para resolver equacoes diferenciais de pri-
meira ordem do tipo nada mais é necessario do que os assuntos estudados
no Ensino Secunddrio, como veremos de seguida.

Existéncia e unicidade de solugoes de (26)*. Consideremos a equacao
diferencial de primeira ordem (26). Comecemos por observar que se N(t)
é uma solucao desta equacao num intervalo aberto, entao é ai diferencidvel
(porque a derivada do membro esquerdo de (26]) existe e é igual a N(t), sendo,
portanto, finita) e a sua derivada é Contl'n (porque é igual ao membro
direito de , que é uma funcao diferencidvel, e portanto continua). E
evidente que a funcdo N(t) = 0 é solugao de (26]) no intervalo aberto R.
Suponhamos que a equagao tem uma solu¢ao que satisfaz N(¢;) # 0 para
algum ¢;. Entao, sendo continua, tem de existir um intervalo aberto Iy > t;
onde N(t) # 0. Entao, em [, pode-se escrever

dN 1 dN d
W:p]\f & ——=p < —In|N(t)| =p.

13 Alids, é imediato observar que argumento que prova esta regularidade pode ser usado
recurssivamente para provar que N(-) é de classe C*°, ou seja, tem derivadas de qualquer
ordem.
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Primitivando a ultima igualdade tem-se

d
—In|N(t)|dt = [ pdt
[ GuiNold= [ g

In|N(t)| = pt + C,

ou seja

onde C' é uma constante arbitraria. Como esta igualdade tem de ser valida
quando t = t; concluimos que

C = lIl |N(t1)| —ﬁtl

pelo que
N(t)
N(t1)

Se denotarmos N (t;)e P"* =: Ny podemos finalmente escrever

In = p(t —t1) & N(t) = N(t)ePt=),

N(t) = Noe. (28)

E imediato verificar que o dominio desta fun¢do N (t) é R e, repetindo os
calculos apresentados em , concluimos que N(t) é solucao da equagao
diferencial . Note-se que esta funcao satisfaz N(0) = Ny. Para concluir
que a equacao diferencial nao tem mais nenhuma solugao que satisfaca
esta mesma condicao adicional em ¢ = 0 (isto constitui o problema da unici-
dade de solugoes) argumentamos por reducao ao absurdo: suponhamos que,
para além de N(t), existe uma outra fungao diferencidavel M (t) que satisfaz
M (0) = Ny, esta definida num intervalo aberto de R contendo ¢ = 0 e que é
solugao de . Entao tem-se

dM M'N—-MN pMN—-MpN 0
dt N N2 N N2 T N2

=0,

e portanto, para qualquer ¢ no dominio de M (relembre-se que o dominio de
N é R), tem-se
M(t)
N(t)

Como a condigao em t = 0 é M(0) = Ny = N(0) temos 1 = constante, pelo
que concluimos finalmente que, para qualquer ¢ no dominio de M, M(t) =
N(t). Isto prova a pretendida unicidade.

= constante.
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Modelo de Malthus continuo em dinamica de populagoes. Volte-
mos ao caso de modelos populacionais, considerando agora uma populacao
num local isolado, sem imigracao nem emigracao, mas para a qual é rele-
vante considerar o tempo como sendo uma variavel continua (e, portanto,
representada por uma variavel real, e nao por uma variavel pertencendo a
N).

Nestas situagoes nao é possivel modelar o processo relacionando o seu es-
tado num dado instante com um numero finito de estados anteriores (ainda
que esta parte se mantenha enquanto uma etapa intermédia do processo de
modelacao). Serd, entdo, necessario encontrar relagoes entre as taxas de al-
teragao das quantidades relevantes no processo. Tipicamente, em situagoes
analogas em que taxas de variacao das quantidades de interesse sao rele-
vantes, a modelacao matematica faz intervir a nocao de derivadas dessas
quantidades, pelo que a modelagao matematica em tempo continuo resulta
usualmente em equacgoes diferenciais que envolvem as derivadas da funcao
que descreve o estado do sistema. A primeira vista podera parecer impossivel
modelar por equagoes diferenciais o crescimento de uma espécie, ja que a po-
pulacao varia, por definicao, de forma discreta. Assim, independentemente
da espécie, nenhuma populagao pode ser uma funcao diferenciavel do tempo.
Contudo, se a populacao for grande e aumentar de uma unidade, entao a
mudanca serd muito pequena quando comparada com o tamanho total da
populacao. Por esta razao poderemos supor frequentemente que grandes po-
pulagoes variam de forma continua, e até mesmo de forma diferenciavel, no
tempo, e, se o valor final obtido nao for um nimero inteiro, arredonda-lo-
emos ao inteiro mais préximﬂ.

Seja N(t) uma medida da populagao no instante ¢ (por exemplo, a den-
sidade da populacao, ou o seu nimero absoluto, supondo sempre que este é
suficientemente grande comparado com as suas variacoes, de tal modo que
N(t) possa ser considerada uma varidvel real). Seja At um pequeno incre-
mento de tempo e seja AN a correspondente variacao na populagao.

AN = N(t + At) — N(t). (29)
E claro da hipdtese da populagao ser isolada que

AN = (nascimentos em |t, t + At[) - (mortes em |t,t+ At[). (30)

14Observe-se que esta mesma critica pode ser feita acerca dos modelos em tempo discreto
discutidos anteriormente: na realidade a populagao ou o capital no tempo k, Ni, é também
sempre um valor que nao pode variar continuamente —no primeiro caso Ny deverd ser um
inteiro e no segundo caso N x 100 deverd ser um inteiro (pois a menor grandeza monetaria
é 0 centimo)— ao passo que a expressoes ou fornecem, tipicamente, resultados
reais nao inteiros.
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E razodvel assumir que o niumero de nascimentos no intervalo de tempo
entre t e t + At é proporcional ao nimero de individuos no instantﬂ t, z(t),
e ao tamanho do intervalo de tempo, At. Portanto,

(nascimentos em |t, t+ At[) =bN(t) At, (31)

em que b é a taxa de nascimentos, ou seja: o nimero médio de descendentes
por individuo e por unidade de tempo. Este parametro é, tipicamente, uma
fungao do tempo e do nimero de individuos na populacao, b = b(t, N).

Analogamente, podemos assumir que o nimero de mortes no intervalo
Jt,t + At[ pode ser descrito por

<m0rtes em |t,t+ At[) = uN(t) At, (32)

em que p é a taxa de mortalidade (o nimero médio de mortes por individuo
e por unidade de tempo), que é, tal como a taxa de nascimentos, usualmente
dependente do tempo e do niimero de individuos na populacao, i = u(t, N).

Portanto, usando 7, temos
N(t+ At) — N(t) = bN(t) At — u N(t) At,
que, fazendd™| r = r(¢, N) := b(t, N) — u(t, N), pode ser escrito como

N(t+ At) — N(t)
At

=rN(t),

e passando ao limite quando At — 0 (assumindo que N(¢) é uma fungao
diferencidvel) obtemos a equacao diferencial

N

) =N (D), (33)

Esta equacao diferencial para a variagao da populagao N(t) é exatamente

do mesmo tipo daquela que obtivemos em ([26) para os juros capitalizados

continuamente. Pelo que vimos anteriormente, nomeadamente no paragrafo

da pagina conhecemos as solucoes de se r for uma constante inde-
pendente de t e de N, caso em que temos

N(t) = Nye'tt=10), (34)

15Estamos a assumir que a populacdo ndo varia significativamente e o intervalo de tempo
nao é muito longo, pelo que a populagao ai pode ser considerada quase constante e o
nimero de nascimentos pode ser considerado como sendo proporcional a populagao no
instante inicial.

16 A quantidade r definida deste modo é a taxa intrinseca de variacdo da populacdo por
individuo
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onde Ny := N(ty) é o valor da populacdo no instante de tempo ¢t = t.
Usualmente o instante de tempo para o qual se fornece a condi¢ao adicional
— neste caso ty — ¢é designado «<instante inicial>, e o valor da incognita nesse
instante — neste caso Ny — é a <condicao inicial>.

Vejamos de seguida uma ilustragao numérica deste modelo retirada de [T,
pp. 47-48].

Exemplo 7 Pretendemos modelar a evolucao da populacao humana mun-
dial. Para tal, necessitamos de conhecer a taxra intrinseca per capita de va-
riacao da populacdo, r, e a populacdo no instante inicial. Utilizaremos os
dados do Departamento do Comércio dos Estados Unidos da América apre-
sentados em (cf. ref. cit. em [1]): estimou-se que a popula¢io da Terra
era, em to = 1965, de 3,34 mil milhoes e que aumentou em média 2% por
ano durante a década de sessenta. Assim, N(tp) = N(1965) = 3,34 x 10° ¢
r=0,02, a expressao toma a forma

N(t) = 3,34 x 1070201969, (35)

Para testar a precisao desta formula, calculemos quando é expectavel que a
populagao da Terra tenha duplicado. Com esse objetivo resolvemos a equacao

N(T + ty) = 2N (tg) = N(ty)e™"*".

Entao 2 = %927 ¢ T = 50In2 =~ 34,6 anos. Trata-se de uma excelente
estimativa tendo em conta a populacao da Terra observada atualmente e os
dados da tabela[3, sobretudo no que diz respeito aos dados do passado mais
recente (ver figura @

Por outro lado, se tentarmos extrapolar informagao a partir deste modelo
para um futuro distante, vemos por exemplo que em 2515, a populagao atin-
gird 199980 =~ 200000 milhares de milhoes. Para compreender o que isto
significa, relembramos que a drea total da Terra é de 510072000km?, dos
quais 70,8% estdo cobertos por dqua, pelo que temos apenas 148940 000 km?
a nossa disposicio (ou até menos, se o nivel das dguas entretanto subir)
e teriamos, portanto, apenas 0,7447 m? (86,3 cmx86,3 cm) por pessoa em
2515. Claro que este modelo nao pode ser valido para todos os tempos!

Podemos fazer uma andlise um pouco mais cuidada do problema do cresci-
mento da populagao humana recorrendo aos dados apresentados na Tabela[3,
a qual possibilita fazer uma estimativa da taxa de crescimento. Conside-
rando que as hipdteses que justificam o modelo de Malthus sao vdlidas, se
aplicarmos logaritmos a ambos os membros de (34) obtemos a equagao

In N(t) = In Ny + r(t — to). (36)

Assim, se representarmos no plano os pontos (t — to,In N(t)) onde (t, N(t))
sao lidos da Tabela@ (usando, por exemplo, ty = 1500), eles deverdo alinhar-
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Ano | Populacao em milhares de milhoes
1500 0,5

1804 1

1927 2

1960 3,34

1965 4

1999 6

2010 6,97

Tabela 2: Populagao humana, [1 Tabela 3.1]

°

L L L
1400 1500 1600 1700

Figura 8: Comparacao dos dados reais (pontos) com a curva que é o gréfico
da funcao definida por (35 em [1400,2010], [1, Figura 3.1].

se sequndo uma reta se o modelo exponencial de Malthus for aplicdvel. Fa-
zendo isto obtém-se a Figura [§ Como os dois primeiros pontos, corres-
pondentes aos anos de 1500 e 1804, estao fortemente desalinhados com os
restantes, podemos desconsiderd-los no que se seque. Assim, usando apenas
0s restantes pontos (i.e., apenas os dados do século XX em diante) observa-
se um razodvel alinhamento ao longo da reta dos minimos quadrados (a azul
na Figura[9), In N(t) = 15,0949 + 0,01489(t — 1500), com uma correspon-
dente taza de crescimento (que € o declive da reta dos minimos quadrados
nas coordenadas (t,In N)) de r =~ 0,015, ou seja de 1,5% ao ano durante
o ultimo século, que é um pouco diferente da estimativa da década de 1960
referida anteriormente, mas nao altera qualitativamente as conclusoes que
entao se obtiveram.

As populagoes de que temos vindo a falar ndo sao, necessariamente, po-
pulagoes de seres vivos: os modelos de Malthus estao presentes em nume-
rosos processos, sempre que a taxa de variacao de uma dada quantidade é
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Figura 9: Pontos (¢t — 1500, 1In N(t)) extraidos dos dados da Tabela |2 e reta
dos minimos quadrados In N(t) = 15,0949 + 0,01489(¢ — 1500) obtida sem
consideracao dos pontos correspondentes aos anos 1500 e 1804.

proporcional a essa mesma quantidade. Um destes processos extremamente
importante na natureza e em diversas aplicacoe '] é o decaimento radioativo
que iremos considerar neste exemplo.

Exemplo 8 [Este exemplo é retirado de [1].] As substincias radioativas
sofrem decaimento espontaneo que pode ser de vdrios tipos: decaimento «
(emissdo de nicleos de hélio), decaimento 5 (emissio de um eletrao ou de
um positrao, entre outras particulas subatdmicas) e decaimento v (emissao
de fotoes muito energéticos). O elemento carbono tem um isétopo radioa-
tivo natural, o carbono-14, o qual sofre decaimento 3 e se transforma em
nitrogénio-14 (estdvel). Em qualquer amostra contendo carbono-14 a massa
dos eletroes emitidos € muito pequena em comparacao com a massa total de
material radioativo na amostra, pelo que € razodvel considerar que a massa
total da amostra, e portanto a fungao N que fornece o numero de particulas
radioativas na amostra, € uma funcao continua do tempo t. As experiéncias
indicam que a taxa de decaimento da massa radioativa da amostra € propor-
ctonal a sua massa. Fste principio leva imediatamente a equacao

N’ = —kN, (37)

onde k € uma constante de proporcionalidade positiva.
Uma das aplicagoes mais conhecidas deste modelo é o da datagao por ra-
diocarbono, que permite determinar a idade de amostras que outrora fizeram

7Um excelente texto em portugués sobre a radioatividade e algumas das suas aplicacdes
é o livro [25].
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parte de seres vivos, como fosseis, etc. Este método baseia-se na observacao
de que o carbono, na natureza, é uma mistura de carbono-12 (12C), estdvel, e
de carbono-14 (**C), radioativo, e as propor¢oes desta mistura tem-se man-
tido constante ao longo da Historia. Quando um ser vivo morre deiza de
existir absor¢ao de carbono pelos tecidos, e, como o carbono-14 decai, o quo-
ciente 1*C/2C diminui com o tempo.

Para conseguirmos usar observamos que, de forma andloga a ,
esta equacao tem por solugao

N(t) = N(ty)e kt=to), (38)

Temos ainda de encontrar uma forma de determinar o valor de k. Aquilo
que pode ser calculado diretamente a partir da massa da amostra € o numero
de partiulas que permanece na amostra apos algum tempo. O parametro
que € mais frequentemente usado quando se trabalha com materiais radioa-
tivos € o chamado tempo de meia-vida, definido como o tempo T ao fim do
qual a massa radioativa da amostra é metade da massa inicial. Trata-se de
uma constante que depende apenas do material e nao do niumero inicial de
particulas, ou do instante em que comecamos a observacao. A relacao entre
k e T pode ser determinada a partir da equagao

N(T +tg) = 0,5N (tg) = N(tg)e ™,
isto €, kT =1n2, de forma que a solugcao € dada por
N(t) = N(ty)e t-to)m2/T (39)

E claro que, apos o tempo T, o numero de particulas radioativas numa amos-
tra € dividido por 2, independentemente do numero inicial e do instante ini-
cial ty: a cada periodo de tempo T o numero de particulas é dividido por
2.

Para demonstrar como esta formula pode ser aplicada a casos concretos,
vamos estimar a idade de uma amostra de carvao encontrada numa caverna
pré-histérica em 2003, e no qual o quociente se cifrava em 14,5% do wvalor
inicial. O tempo de meia-vida do carbono *C é de 5730 anos.

A etapa crucial € a de traduzir o nimero absoluto de dtomos de *C pre-
sentes em (@) em termos do rdcio 1*C/Y2C que € a tnica informagdo de
que dispomos experimentalmente. Imaginemos uma amostra de referéncia
que contém uma certa quantidade Nyy(to) de **C e Nia(ty) de **C num dado
instante to. Entdo, no instante t, teremos Ny(t) de **C mas a quantidade
de 2C permanece constante: Nyo(t) = Nyo(to). Assim, dividindo

N14(2003) = Nyy(to)e~ (2003—t0)(In2)/5730

pela constante Nig, obtemos a equacdo que rege a evolucdo do quociente
14C/12€;

0.145 x N14(t0) _ N14(2003> _ N14(t0)67(20037%)(1“2)/5730.
’ Nig(to)  Ni12(2003) — Nis(to)
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Assim, 0,145 = ¢~ (2003=t0)(In2)/5730 " c44 ¢,

57301n0, 145

to =2
0 003 + 02

= —13960,
pelo que a amostra € oriunda de, sensivelmente, 14000 a.C., ou seja, tem
cerca de 16 000 anos.

No caso de populagoes biolégicas, a hipdtese da taxa de variacao per
capita r ser independente de t e de N nao ¢ realista em grandes intervalos de
tempo ou para valores muito elevados ou muito baixos de N. O caso mais
simples, a seguir a hipdtese de r ser constante, é supor que r depende de t
mas nao de N Neste caso a equagao (33)) é

dN

== (1) = () N (). (40)

e o argumento apresentado na pagina 26| para obter uma expressao da solucao
da equacao diferencial permanece valido, como veremos de seguida. O caso
em que r depende apenas de N mas nao (explicitamente) de ¢ é mais com-
plicado mas, ainda assim, é matematicamente tratavel por métodos nao
muito sofisticados. A situagao simultaneamente mais simples e relevante
nas aplicagoes serd tratada na seccao |3.2]

*

Existéncia e unicidade de solugoes de (40)*. Usando exatamente o
argumento apresentado anteriormente podemos escrever

dN 1 dN d

e, desta vez integrando ambos os membros entre ¢, e ¢, deduzimos que

In [N(£)] — In|N(to)| = / r(s)ds,

to

pelo que, apds algumas manipulacoes algébricas elementares, obtemos a se-
guinte expressao para a solucao de que em ty vale N(tp):

N(t) = N(to)elo ™% (41)

Para demonstrar a unicidade prossegue-se exatamente com na pagina
com a unica diferenga de que, em vez de p, se tem 7(t).
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3.2 O modelo logistico ou de Verhulst (1838)

Como observamos acima, quando o tamanho de uma populagao comeca a ser
muito grande, os individuos dessa populagao comecam a competir entre si
pelos recursos disponiveis (sejam eles alimentos, espago, ou parceiros sexuais)
o que causa a diminui¢ao da taxa intrinseca per capita r. Consequentemente,
é razodvel conjeturar que r = r(N) seja uma funcao decrescente de N. As
mais simples de tais fungoes sdo as fungoes afins r(N) = rg — N, onde
ro, 71 > 0 sao constantes.

Esta foi exatamente a hipétese feita pelo matematico belga Pierre Francois
Verhulst (1804 — 1849), que deu origem & equagao que atualmente tem o seu
nome. Com esta hipdtese

aN
dt

= (ro —mN)N = rgN(l — 7“0]77“1) = TON(l — %)7

onde K :=1rq/r;.

Observe-se que, quando N ~ 0 entao 1 — % ~ 1, e a equacao ¢ andloga

(mas nao exatamente iguall) a equacao de Malthus N’ = rqN. Por isto,
ro > 0 é chamada a taxa intrinseca de variacao per capita da populagao.
Note-se, no entanto, que o facto das equagoes de Verhulst e de Malthus
serem proximas uma da outra quando N é pequeno nao garante, a partida,
que as solugoes também o sejam, ou durante quanto tempo o serdo (isto é
algo cuja veracidade, ou nao, tem de ser provada, mas que estd claramente
fora do ambito destas notas)

Quando N > K a taxa de crescimento per capita torna-se negativa: o
tamanho da populagao comeca a diminuir. Consequentemente N = K é o
tamanho méaximo da populacao que pode ser suportada pelo meio em que a
populagao se situa e acima deste tamanho os efetivos da populacao comegcam
a diminuir. Por esta razao K é chamada a capacidade de suporteﬁ do sistema.

Consideremos a equagao de Verhulst, também designada por equacao
logistica, ou modelo logistico continuo, com condigao inicial N(ty) = Ny, ou
seja

dN N
o =N (- %) (42)
N(to) == No.

Resolver este problema ¢ algo mais dificil do que a equagao de Malthus
mas, ainda assim, pode ser feito usando a mesma técnica, a qual teve por
base, essencialmente, numa <separacao das variaveiss> que permitiu primiti-
var ambos os lados da equagao e fazer desaparecer as derivadas (ou os inte-
grais) da fungao incégnita N(t). No pardgrafo seguinte iremos aplicar essa

8Em inglés: carrying capacity.
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mesma técnica ao presente caso. A unicidade de solucoes é algo que exige
uma abordagem diferente e nao serd feita aqui, sendo uma consequéncia de
um resultado geral sobre existéncia e unicidade de solucoes, valido também
para sistemas: o teorema de Picard—Lindelt'nﬁ.

Resolugao do problema * Consideremos a equagao diferencial em
. Suponhamos que esta equacao tem uma solucao definida num intervalo
aberto I. Dividindo ambos os membros pelo polinémio em N no membro
direito da equagao obtém-se

K dN
———— =Ty.
N(K—-N)dt °
Observando que N If_ Ny = % + ﬁ pode-se escrever a equacao na forma

1 1 dN d
—+——)—=19 < —(In|N@)|—In|K — N()|) =
(7o) 5 = = 5 WINO|-BIK - No) =r
e integrando ambos os membros em ordem a t entre ¢ e ¢, e usando N(ty) =
Ny, tem-se

N(t) K — Ny
No K — N(t)
pelo que, utilizando a unicidade de solugoes e apds algumas manipulagoes
algébricaﬂ concluimos que

= 7’0<t — to),

B NoK
~ No+ (K — NyJe mott)°

N(t) (43)

Na posse desta expressao explicita para N(t) pode confirmar-se que se trata,
de facto, de uma solucao de derivando a expressao e verificando
que a fungdo que se obtém, N'(t), é, para todos os valores de t, igual a
roN(t)(1 — N(t)/K).

Anilise da fungao logistica (43) Examinemos para compreender
que tipo de comportamento prediz. Em primeiro lugar, observemos que

CRORES

pelo que o nosso modelo reflete a hipdtese inicial de que K é a capacidade
maxima do habitat. De seguida

roNoK (K — Np)e ottt

N =
(No + (K — Np)e—rolt—to) )2’

9Na literatura francesa este resultado é também conhecido por teorema de Cauchy-
Lipschitz.
20Faca-as, justificando convenientemente todos os passos!
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pelo que, se Ny < K, a populacao aumenta, enquanto que se partirmos de
uma populagao superior a capacidade do habitat, esta ird decrescer até K.
Também,

N" =ro(N(K = N)) = N'(K —2N) = N(K — N)(K — 2N)

de onde se conclui que se comecarmos com Ny < K, entao a curva da po-
pulagao terd a concavidade voltada para baixo enquanto se tiver N < K /2
e voltada para acima quando N > K/2, ou seja: o ponto (t., N(t.)) com
N(t.) = K/2 é um ponto de inflexdo do grafico de N(t). Assim, enquanto
a populagao for pequena (menos de metade da capacidade de suporte K), a
taxa de crescimento per capita aumenta, enquanto que para populacoes gran-
des esta taxa diminui. Isto resulta na famosa curva logistica ou em forma
de S, apresentada na Figura para valores particulares dos parametros
Ry =0,02, K =10 e ty = 0, que é o grafico da funcao definida por

10N,
N(t) = .
(®) No + (10 — No)e 02
Tl _—
--.._J_.-"
gl P
7.
&
L /_/’/

1 i TR Tt IR0
130 200 230 00 350

Figura 10: Curva logistica com Ny = 0,5, K =10 e rg = 0, 02.

4 Modelos de segunda ordem: queda num
campo gravitico uniforme e um sistema mas-
sa-mola

As situacoes que consideramos até aqui resultam em modelos matematicos

exprimiveis por equacoes diferenciais ordinérias de primeira ordem (i.e., en-
volvendo apenas a fung¢ao incégnita e a sua primeira derivada), cujas solugoes
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sao fungoes do tipo exponencial ou logistico. Sendo modelos extremamente
importantes nas aplicagoes, nao deixam de consistir numa classe limitada
mesmo no contexto desta breve introducao.

Nesta seccao abordaremos uma outra classe de modelos simples impor-
tantes nas aplicagoes, que sao matematicamente tradutiveis por equagoes
diferenciais de segunda ordem, ou seja, equacoes diferenciais que envolvem
uma fungao incégnita x(t) e as suas derivadas z'(t) e 2”(t). Estes modelos
sao originados em questoes dinamicas em Fisica e sera pela situacao mais
simples possivel que iniciaremos a nossa abordagem.

A relagao fundamental da dinamica, ou sequnda lei de Newton, expressa
a relacao entre a forca F' exercida sobre um corpo e a aceleracao a que
este adquire. Em sistemas fisicos unidimensionaiﬂ esta lei toma a forma
F = ma, onde m é a massa (inercia]ED do corpo em causa. Esta relacao é,
de facto, uma equacao diferencial de segunda ordem “disfarcada”; vejamos:
a aceleragao é

_dv

Cdt

onde v ¢é a velocidade do corpo, a qual é a derivada do deslocamento (ou
posigao) x do corpo relativamente ao tempo ¢:

a

e
Cdt

v

Portanto
dv ddx d*x
agi= = —— = —7
dt dtdt  dt?
e a segunda lei de Newton pode ser escrita como:
d*x 1
— =—F. 44
dt2  m (44)
E claro que, sendo a massa m constante, se a for¢a F' depender apenas do
tempo ¢ (mas n ao da posigao x), entdo as solugoes de (44)) podem ser obtidas
por duas primitivagdes sucessivas. Se F' depender (também) de z, ou até de x

21Por exemplo, naquelas situacoes em que o que de relevante acontece ocorre ao longo
de uma dimensao espacial, como no caso de um corpo que é empurrado ao longo de uma
linha reta, ou de uma mola sujeita apenas a forgas de compressao ou distengdo —mas nao
de torgao, ou de flexao.

22\ massa que surge na segunda lei de Newton é uma medida da resisténcia de um
corpo a mover-se quando atuado por uma forca e designa-se por massa inercial. Este
conceito é conceptualmente distinto da massa gravitacional, que mede a intensidade da
interagao de um corpo com um campo gravitacional. Nenhuma experiéncia até agora
realizada conseguiu distinguir estas duas massas e um dos pressupostos base da teoria da
relatividade geral de Einstein é que elas sao, de facto, iguais. Portanto, a partir de agora
falaremos apenas em <massa>, sem qualificativo.
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e de 2/, teremos uma genuina equacao diferencial ordinéria de segunda ordem,
cujo estudo podera nao ser trivial. Nestas notas comecemos por considerar,
na seccao seguinte, a situagao mais simples possivel: o arremesso de uma
pedra na vertical, o qual, do ponto de vista dimensional, ja consideramos
no Exemplo [3] Posteriormente analisaremos o caso menos elementar dos
movimentos vibracionais.

4.1 Queda de um grave num campo gravitico uniforme

Seja m a massa de uma pedra e seja vy a velocidade inicial da pedra ar-
remessada na vertical. Com o eixo coordenado representado na Figura |3| a
forga que atua na pedra é a for¢a da gravidade (i.e., o peso), que é igual
= —mg e, portanto, é independente da posicao x da pedra@ e do instante
t. Portanto, a trajetéria da pedra é representada por uma funcao x = z(t)
que ¢ solucao da equacao diferencial de segunda ordem

d’r 1
— —(—mgq). 45
com condicao inicial’”]
d
2(0) = 0, d—f(()) = . (46)

Portanto, primitivando duas vezes obtemos

d—x(t) = —gt+a
a) = I
1
x(t) = ——gt* + at + B,

2

onde « e [ sdo constantes a determinar usando a condicao inicial (46]):

Up = —0 —|— @] o =
0 & 0 (47)
0=—-0+0+p 8 =0.
230 sinal “—” traduz o facto da forca ser dirigida na direcio negativa do eixo, portanto

com sinal oposto ao de .

24Naturalmente que estamos a assumir que a pedra ndo é lancada por um super-heréi
e, portanto, vy € tal que a altura méaxima que a pedra atinge é suficientemente pequena
para que o campo gravitico permanega constante em todo o percurso. ..

25Fisicamente é natural que a trajetéria sé fique perfeitamente definida uma vez que
sejam dadas duas informagoes adicionais: a posigao inicial da pedra x(0), ou seja, a partir
de que altura a pedra é lancada, ja que serd naturalmente diferente quando a lancamos
(com a mesma velocidade vertical) a partir do chao ou a partir do topo de um edificio de
trés andares, e ainda a velocidade de langamento z'(0), que é, obviamente, determinante
para o que acontece a seguir, como alid ja constatamos no estudo do Exemplo [3| sobre a
altura maxima atingida pela pedra.
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Portanto, a trajetéria da pedra, ou seja, a posicao da pedra ao longo do

tempo, é dada por
1
x(t) = vot — ith. (48)

Exemplo 9 E interessante utilizar este resultado para completar a informa-
cao que consequimos no Fxemplo @ através da Andlise Dimensional. Efdcil
a partir de obter a altura mdxzima atingida pela pedra: a altura mdxima
corresponde ao instante t* em que a pedra deiza de subir e, logo apos esse
instante, comeca a descer, ou seja corresponde ao tempo em que a velocidade
da pedra € nula. Como a velocidade da pedra é dada pela derivada x'(t)

tem-se, a partir de , que

0=2a'(t") = vy — gt*,

ou seja,
v
==
g
Consequentemente, a altura mdzima, xr, atingida pela pedra é
2 2
zy = xz(t") =vo— — =g (—) =——. (49)
g 2°\yg 29

Compare-se esta expressao com @, obtida pela Andlise Dimensional. A uti-
lizacao da modelacao matemadtica baseada na descricao Fisica do problema
permite-nos concretizar a constante adimensional § que surgia em @D, mas
nao deixa de ser notdvel que tenha sido possivel obter uma resposta essenci-
almente correta a partir de uma andlise muito mais simples baseada apenas
nas dimensoes das grandezas envolvidas na descricao do fenomeno!

4.2 Vibracoes livres de um sistema massa-mola

A situacao mais simples a seguir ao caso do movimento de queda num campo
gravitico é também um importante modelo em Fisica e ja foi aordada no
Exemplo [2| na perspetiva da Andlise Dimensional. Prossigamos, aqui, o es-
tudo deste sistema. Como ja referimos no Exemplo 2] ao deslocarmos o corpo
da posigao de equilibrio para uma nova posi¢ao a uma distancia |z|, a mola
tenderd a provocar um movimento vibratério. Vamos tentar obter este resul-
tado sem o introduzir explicitamente no processo de modelagao. Fisicamente,
ao deslocar o corpo para fora da posicao de equilibrio, a mola exercera uma
forca que, para pequenos deslocamentos, é proporcional a x e atua no sentido
oposto ao deslocamento x, ou seja,

F=—kx
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onde k é uma constante de proporcionalidade, chamada constante de Hooke
(que ja introduzimos no Exemplo , e a equacao da segunda lei de Newton
que descreve o movimento toma a forma

d*r  k
onde z = z(t) é a funcdo incognita que nos fornece a posigao do corpo
(relativa & posigao de equilibrio tomada como origem da coordenada “deslo-
camento”, x = 0) como fun¢ao do tempo.

Resolver esta equagao diferencial é bastante menos imediato do que foi
resolver as equagoes de primeira ordem ([26) ou . Se observarmos aten-
tamente a equacao diferencial constatamos que, a menos do fator mul-
tiplicativo %, qualquer fungao z(t) que seja solugdo desta equagao, quando
derivada duas vezes, x”(t), deve ser essencialmente igual ao seu simétrico,
—xz(t). Ora, j& conhecemos do estudo de fungoes, dois exemplos de fungdes
com esta propriedade: as fungoes seno e cosseno. De facto, é facil verificar
que as funcgoes

o(t) = yosin(bt), e (t) = xocos(dt)

sao solugoes de desde que se escolha b e d convenientemente: Vejamos o
primeiro caso: Como ¢”(t) = —yb? sin(bt) tem-se que, para qualquer valor
de t,

k k k
() + —pt) =0 & (—yob® + —yo)sin(bt) =0 & b* = — Vyo € R.
m m m

Um calculo inteiramente analogo ¢é valido para 1. Isto permite concluir que
qualquer funcao do tipo@

z(t) = xo cos (\/ ﬁt) Vg € R, e x(t) = yp sin (\/ E15) NVyo € R
m m

(51)
é solugao de (H0)). Finalmente, observe-se que, se ¢ e 1 forem solugoes, entao
a sua soma satisfaz

(p(t) + ()" + %(w(t) () = )+ )+ ) + (D)

= 0,

%Da condigdo b* = £ obtém-se também b = —,/£ mas as solugdes correspondentes

s@o exatamente as mesma pois, para um caso, cos(—s) = cos(s) e, para o outro, sin(—s) =
—sin(s) mas a arbitrariedade do valor da constante multiplicativa do seno faz com que a
solugdo seja a mesma substituindo o parametro arbitrdrio yo pelo pardmetro (igualmente
arbitrariol) —yo.
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e, portanto, também ¢é solucao de (H0)). Ou seja, temos como solugoes
possiveis do nosso modelo do sistema massa-mola as fungoes

2(t) = wo cos (\/%2&) + yosin (\/%2&) , (52)

onde zge o sao constantes reais arbitrarias. Um exemplo do grafico de
uma fungao destas é apresentado na Figura . E possivel provar (mas sai
claramente fora do ambito destas notas) que todas as solugoes do sistema
massa-mola que estamos a considerar sao deste tipo. E, por vezes, interes-

Figura 11: Grafico da funcgao com zg = 1,2;y0 = —0,4 e k/m = 1, no
intervalo t € [0, 10].

sante escrever estas fungoes numa forma um pouco diferente. Considerando
a solugao nao nula (isto é, considerando (xg,yo) # (0,0) em (52))) tem-se,

dividindo por v/x2 + 2, e interpretando \/IO e \/y20+ = COmo, Tes-
Lo Y

SR
petivamente, o cosseno e o seno de algum éngulom ¢ (designado por fase)
obtemos

z(t) = /23 + y%(cos(qS) cos (\/%t) + sin(¢) sin <\/%t)>,

ou ainda, recordando que cos(a — b) = cosacosb + sinasinb,

x(t) = Acos(wt — ¢), A, ¢ €R, (53)

onde w = \/% designa a pulsagdo ou frequéncia angular e A := \/x% + y2
é a amplitude. As quantidades A e ¢ podem ser determinadas a partir das

2"Esta interpretaciio é possivel atendendo & férmula fundamental da trigonometria

2 2
(\/wg%lyﬁ) " (\/;g:ryﬁ)

cos? ¢ +sin? ¢ = 1 e porque se tem
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condicoes iniciais da mola, ou seja, dos valores dados para o deslocamento
x(0) e velocidade 2'(0) da mola no instante inicial ¢ = 0.

E interessante relembrar que, no Exemplo [2| usando argumentos simples
de Analise Dimensional, ja tinhamos concluido que o periodo das vibragoes
deste sistema massa-mola podia ser escrito como

m
T=05,/2
k

onde 0 era uma constante (na altura) indeterminada. Agora, comparando a
expressao para o periodo com a expressao para a pulsacao, e relembrando
que T = %’r, podemos finalmente concluir que § = 27.

Mais uma vez é notavel observar que, exceto no que respeita a estes
pre-fatores multiplicativos, a Andlise Dimensional permite obter a relacao
funcional correta entre as variaveis com uma fracao do esforco pela modelacao
construida diretamente a partir das leis Fisicas basicas.

Sobre a resolugao da equacao *. Se bem que, como se referiu ante-
riormente, o estudo geral da equacao de Newton esteja fora do ambito
destas notas, é interessante apresentar aqui, muito brevemente, uma aborda-
gem para estudar que, ao contrario do que fizemos acima, nao envolve
<adivinhars a partida que a solucao seja do tipo seno ou cosseno.

A ideia base é a seguinte: como equacOes de primeira ordem sao, nor-
malmente, as mais simples de estudar e de resolver (cf. pardgrafos e
surge naturalmente a ideia de tentar transformar a equacao de segunda
ordem numa de primeira ordem. A chave para fazer isto é considerarmos a
pergunta simples <porque é que a equagao nao é de primeira ordem?s.
Claramente a resposta é: porque existe uma segunda derivada, z”(t), da
funcao incégnita z(t). Mas a segunda derivada de uma funcao é a (primeira)
derivada da primeira derivada, z”(t) = (2/(t))’, pelo que se chamarmos y(t) a
fungao 2'(t) a equagao de segunda ordem fica transformada no sistema
de primeira ordem

=y

y' = \/%fc

o qual, tomand w(t) = (z(y),y(t))", pode ser escrito na forma vetorial

W= | i o] ™

Tendo métodos para estudar equacoes diferenciais vetoriais de primeira or-
dem podemos uséa-los para estudar o nosso problema. Em particular, questoes

280 fndice t denota o transposto do vetor, o que, neste caso, faz com que w seja um
vetor coluna.
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de existéncia e unicidade de solugoes no caso de sistemas de primeira ordem
sao tratadas exatamente pelo mesmo resultado que permite tratar o caso
de uma unica equacao de primeira ordem: o teorema de Picard-Lindelof,
referido na pagina Nao iremos prosseguir aqui por esta via mas apresen-
taremos seguidamente uma abordagem, especifica do problema que estamos
a tratar, que permite obter, de modo natural, as solugoes em termos de senos
€ COSsSenos que vimos acima.

Uma primeira observacao é que é sempre possivel transformar a equacao
(50) numa outra em que o fator % nao aparece (i.e., é igual a 1). De facto,

considere a mudanca de variaveis (t,z) — (7, X) definida por ¢t — 7 = \/g t
e X(7) = z(t(r)). Entao

¢X _ ddX _ ddedt &z (dt Q_TdQ_x__x(t)__X()
dr2  dr dr  drdtdr  di2 \dz) ~ kdZ - AT

Portanto, a equagao para X(7) é

d*X

— + X =0. 54

dr? (54)
Transforme-se esta equacao de segunda ordem num sistema de primeira or-
dem usando o processo descrito anteriormente:

X=Y
{Y _x (55)

onde o ponto representa derivada em ordem a variavel 7.

Consideremos, agora, a fungao complexa z(7) = X (7) + Y (7) e vejamos
qual a equagao diferencial satisfeita por esta fungao, supondo que (X,Y)
satisfaz o sistema ([55)). Utilizando a definigdo natural de derivada de uma
funcao complexa de variavel real como sendo a funcao complexa cuja parte
real (respetivamente, imaginaria) é a derivada da parte real (respetivamente,
imagindaria) da fungao originalmente dada, e relembrando , obtemos

d . .
z= d—(X+iY) =X+ =Y —iX =—i(X +iY) = —iz.
T
Portanto, e algo surpreendentemente, a equagao diferencial de primeira or-
dem satisfeita pela funcdo complexa z(7) é o modelo de Malthus (em C)
com o coeficiente de <crescimento intrinseco per capita> igual ao ntimero
complexo —1.

Deveré ser claro que, com a defini¢ao (natural) de derivada de uma fungao
complexa de variavel real que estamos a usar o argumento utilizado em |3.1.2
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para estudar as solucoes reais da equacao de Malthus servem agora para
fazer o mesmo para as solugoes (complexas) de 2z’ = —iz com condigao inicial
2(0) = 2z = Xy + iYp. Ou seja, podemos concluir que a solugao é z(7) =
2pe~"". Usando agora a férmula de Euler

e = cosf +isind

podemos escrever

X(1)+iY(r) = =z(1)
— e
= zo(cosT —isinT)
= (Xo+1Yp)(cosT —isinT)

= (XocosT+ YysinT) +i(YgcosT — XgsinT)

e portanto
X (1) = XgcosT + YysinT.

Retornando as variaveis originais tem-se (note-se que Xy = xg e Yy = o)

|k . [k
x(t) = g cos — 1t | + yosin —t
m m

que é a solugdo que apresentamos anteriormente (vd. )

Note-se que o argumento que provou a uniciadade de solucoes em [3.1.2
pode ser estendido sem dificuldade para o caso da presente equacao complexa

2/ = —iz, provando-se a unicidade de solucoes referida anteriormente.

Nao deixa de ser notavel que a utilizagao de fungoes complexas per-
mita relacionar dois modelos aparentemente tao dispares como o modelo de
Malthus para a dinamica de populagdes (ou de juros bancérios) e o modelo
de oscilagoes livre do sistema massa-mola nao amortecido: um pequeno mas
significativo exemplo do poder da abstracao matematica!

Observagoes finais Claro que problemas menos simples (por exemplo, a
consideragao de modelos populacionais mais gerais do que os de Malthus ou
de Verhust, nos quais a taxa de crescimento intrinseco per capita nao seja
constante nem varie linearmente com o tamanho da populacao, ou de movi-
mentos de queda em campos graviticos nao constantes, ou de sistemas massa-
mola sujeitos a atrito a forgas exteriores) exigirdao uma abordagem mais séria
as equacoes diferenciais ordindrias e as equacgoes as diferencas. Uma pri-
meira abordagem que pode ser estudada com proveito por quem chegou a
este ponto do texto é o livro [I] cuja tradugdo portuguesa foi feita exatamente
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para servir de base a uma unidade curricular de introducao a modelagao ma-
tematica de um curso de mestrado em Matemética para professores do Ensino
Secundario. Quem pretender consultar textos mais avangados de modelagao
matemdtica (mesmo que apenas por curiosidade intelectual, para ver que tipo
de problemas sao estudados e que abordagens sao utilizadas para modelacao
de problemas provenientes de areas variadas, da Fisica e da Engenharia, a
Biologia, as Ciéncias da Vida, ou a gestdao dos Recursos Naturais) podera
consultar com proveito varios bons livros da extensa bibliografia existente
sobre o assunto, tais como [4, [8 14}, 16}, 20, 21, 26].

Agradecimento Agradeco ao professor Philippe Laurengot, da Université
de Toulouse, o auxilio na obtengao de uma cépia da referéncia [33].
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