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RESUMO

A presente dissertacdo tem como objetivo primordial prever o desempenho da disciplina
de Matematica, analisando dados recolhidos — em escolas secundarias - através de um
questionario. Os métodos utilizados serdo a regressdo linear multipla — método
“classico” e paramétrico — e as arvores de regressao binarias — método “contemporaneo”
e ndo paramétrico.

Este estudo tem como objetivo dar a conhecer e compreender a capacidade preditiva das
arvores de regressao - por si sO ou em alternativa a outros métodos - ¢ a eficiéncia
computacional, aplicadas as classificagdes obtidas, na disciplina de Matematica, quando
relacionadas com varios fatores. Considera-se como variavel alvo e como variavel
dependente, a média na disciplina de matematica. As observagdes serdo modeladas,
explorando as técnicas de visualizagdo gréaficas e analiticas do software open source R,

ao qual se faz uma introducao.

Palavras-chave: Desempenho na Matematica, Regressdo Linear Multipla, Arvores de

Regressdo Bindrias, Software R
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ABSTRACT

The primordial aim of the present dissertation is to predict the performance of the
subject of Mathematics by analyzing collected data in secondary schools conducted
through a questionnaire. The methods used will be the linear regression multiple - the
“classic” method and parametric - and the binary regression trees - "contemporary"
method and nonparametric.

This study aims to inform and understand the predictive ability of regression trees - by
itself or as an alternative to other methods - and the computational efficiency, applied to
the ratings obtained in Mathematics, when related to several factors. It is considered as a
variable target and the dependent variable, the average in the subject of mathematics.
The observations will be modeled by exploiting the techniques of graphical and

analytical view of the open source software R, which is an introduction.

Keywords: Performance in Mathematics, Multiple Linear Regression, Binary

Regression Trees, Software R.
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INTRODUCAO

A importancia da matematica no desenvolvimento dos individuos ¢ amplamente
aceite pela comunidade em geral. No entanto, o processo de ensino/aprendizagem da
Matematica estd por vezes associado a grandes percentagens de insucesso, que ocorrem
nos varios graus de ensino. Esta ¢ mesmo a disciplina que regularmente apresenta
percentagens elevadas de baixas classificacdes, facto muitas vezes bastante focalizado
até pelos 6rgaos de comunicagao social.

Diversos estudos tém sido feitos com o intuito de compreender, interpretar e
justificar os desempenhos dos alunos, assim como a relacdo dos alunos com a
matematica e a sua aprendizagem ((Tavares, L. V., Graga, P.M. e Tavares, M. M.V.,
2002) ou (Ramos,M., 2003), por exemplo).

Os métodos de regressio CART ("Classification and Regression Trees")
apresentam formas alternativas para exploracdo dos dados e podem contribuir para uma

melhor compreensao de alguns fendmenos nesta area.

Estes métodos devem ser vistos como uma nova ferramenta, flexivel, ndo
paramétrica, proporcionando ao investigador explorar conjuntos de dados numa
perspetiva inovadora e tém sido utilizados em &areas como a biologia, a medicina, a
biometria ¢ também nas ciéncias sociais e ciéncias da educacdo. Para além da sua
capacidade preditiva, t€m um forte poder descritivo, o qual permite compreender quais
das variaveis em estudo estdo mais relacionadas com a génese da temadtica principal

abordada.

Por outro lado apresenta a vantagem de nao necessitar a priori do conhecimento
de todos os atributos. Esta evidéncia tem vantagem, nomeadamente em problemas nos
quais os valores dos atributos sdo dificeis de medir ou cuja medig¢do acarreta custos
elevados. Para prever o valor resposta de um caso temos apenas de recolher um a um os
valores dos atributos que aparecem no seu percurso de descida na arvore (binaria). A
utilizacdo e interpretagdo simples de certas arvores sdao outros dos atrativos da utilizacao

das mesmas.

Este trabalho de dissertagdo tratara de expor dois métodos de regressao:

regressao por arvore binaria e regressao linear multipla.



A estrutura ¢ feita em duas partes - sendo a primeira, a apresentagdo dos
conceitos tedricos basicos, ¢ a segunda, a aplicagdo pratica dos métodos expostos,
tratando dados recolhidos duma situacao real. Estas partes serdo divididas em cinco
capitulos:

No capitulo 1, descreve-se a fundamentacdo da regressdo linear multipla.

No capitulo 2, mostra-se a metodologia das arvores de regressdo, focando-nos nas
arvores binarias (recursivas) derivadas do procedimento CART.

No capitulo 3, apresenta-se a Linguagem R, que sera o suporte do software utilizado.
No capitulo 4, aplica-se os métodos - enunciados nos capitulos 1 e 2 — com o software
R, na avalia¢do do desempenho na disciplina de Matematica, analisando e discutindo os
resultados. Serdo selecionadas seis variaveis quantitativas — uma dependente ( ou
explicada) e cinco independentes (ou explicativas) - e através dos métodos ja referidos
— tendo em conta a validade dos mesmos para as observagdes — procuram-se relagdes
entre a variavel dependente e as restantes, validadas ( ou ndo) por testes estatisticos. A
validagdo ¢ feita pela observacao grafica e pela andlise de pardmetros.

No capitulo 5, tiram-se - breves — conclusdes sobre a aplicagao dos métodos referidos

e trabalho futuro.



PARTE I

1.REGRESSAO LINEAR

1.1. Introducio

Muitos dos problemas estatisticos que se colocam nas aplicagdes, tém como objetivo
estudar o relacionamento entre diversas variaveis, por hipotese de um dos dois tipos:
a) 1°tipo: supde-se que existe uma forma de dependéncia de uma variavel aleatoria
em relagdo a outra (ou a um conjunto de outras) que podem ser observadas sem
erros (significativos). Logo, o tratamento do problema ¢ efetuado sob a
suposi¢cdo de que ha apenas uma variavel aleatoria dependendo de um conjunto
de variaveis deterministicas (ou assumidas como tal, nesse tratamento).
b) 2° tipo: supde-se que o objetivo do estudo ¢ o relacionamento de diversas
variaveis aleatorias entre si, sem especificar a partida uma forma de dependéncia

de uma(s) variavel (varidveis) em relagdo a outras.

Os modelos adequados ao estudo deste 2° tipo sdo chamados de modelos de
correlagdo, enquanto que os modelos de regressdo se utilizam no estudo de
problemas do 1° tipo. O trabalho que apresentamos refere-se aos modelos de

regressao.

Comecemos por referir que o termo regressao foi introduzido por Francis Galton no seu
artigo “Regression Towards Mediocrity in Herditary Stature” publicado no Journal of
Antropological Institute em 1885. Galton analisou a relagdo entre duas varidveis: a
altura média dos pais e a média da altura dos filhos adultos e concluiu, como esperado,
que pais altos tendem, em geral, a ter filhos altos e pais baixos tendem a ter filhos
baixos. Contudo Galton também verificou que as alturas dos filhos se concentram mais
em torno da altura média do que a altura dos pais em relag¢do a respetiva média. Ou seja,
em média, pais altos t€m filhos altos, mas os filhos ndo sdo tao altos como os pais e pais

baixos tém filhos baixos mas estes ndo sao tdo baixos como os pais. Galton designou a

4



linha que descreve a relagdo média entre as duas variaveis como linha de regressao e dai
emergiu o método de analise de regressdo. Este tipo de modelo ¢ designado por modelo
de regressiao linear simples uma vez que define uma relagao linear entre a varidvel
dependente (altura dos filhos adultos) e uma variavel explicativa (altura média dos
pais). Se em vez de uma forem incorporadas varias variaveis explicativas, o modelo

passa a designar-se modelo de regressao linear multipla.

A explicagdo dada pelas varidveis independentes utilizadas num modelo de regressao
ndo ¢ normalmente completa, isto é, o conjunto das variaveis consideradas ndo da conta
de toda a variancia da varidvel dependente. Para obviar a este problema, acrescentamos
uma varidvel ndo observada, designada por varidvel residual e que representa a
varidncia da varidvel dependente que ndo ¢ explicada pelo conjunto das variaveis
explicativas consideradas. O modelo deixa, assim, de ser um modelo deterministico

passando a ser um modelo estocastico.

Tem-se assim:

Dados = Modelo + Residuo

Em termos estatisticos, o objetivo da anélise de regressdo € a estimacdo dos pardmetros
do modelo (representado por uma equagdo) que maximize a explicagdo da variacdo da

variavel dependente.

A estimagdo consiste em determinar os valores dos pardmetros do modelo: os
coeficientes das varidveis explicativas e os pardmetros da varidvel aleatoria residual.
Estes ultimos podem ser varios mas, normalmente, estamos interessados no
conhecimento de dois pardmetros: a média (L) € o desvio padrao (o;). Varios métodos
podem ser utilizados para estimar os parametros € a estimagdo de cada parametro,
qualquer que seja o método utilizado, pressupde sempre a recolha de dados sobre as
varidveis em estudo (observagdes). A fungdo que permite propor um valor para o
parametro da-se o nome de estimador desse parametro. O valor proposto pelo estimador,
em relacdo a um certo conjunto de observacdes tem o nome de estimativa.

Ap0s a estimagdo dos parametros, a equacdo da regressao pode ser utilizada, com varias

finalidades, por exemplo para simulagdo e previsao.



1.2. A construcio do modelo

Perante os dados observados, torna-se necessario construir o modelo que melhor os
represente, segundo determinado critério, de modo que a partir desse modelo se possa,
por exemplo, estabelecer resultados futuros (previsao).

Na analise de regressao, e no sentido de alcancar um “bom modelo”, segue-se, em geral,

a seguinte metodologia:

Etapa 1 — Formulacao do modelo
Etapa 2 — Estimagao
Etapa 3 — Avaliagdo da qualidade do modelo ajustado

- Formulacao do modelo

A primeira etapa assume uma elevada importancia, no sentido de que dela depende
grande parte do sucesso ou ndo do problema a tratar. A construcdo de um modelo
original depende, obviamente, de diversos fatores, tais como, o conhecimento do

problema, estudo dos dados conhecidos, etc.

Face aos dados observados (xiyi), i=1,2,...,n podemos constatar, por exemplo, a
existéncia, por exemplo, de um dos seguintes modelos:
Lx)=B1+Pi1x linear

P(x) = B+ ix+... +Bux" polinomial

(notando que x pode ser vetorial, o que nos conduz a analise multivariada. Y ¢ a

variavel dependente ou explicada e X a variavel independente ou explicativa).

O modelo pode assim ser: Gel L, P,...F

Como referimos na introducao, normalmente Y ¢ fun¢do do X mais uma perturbacao, €,

pelo que podemos escrever o modelo da forma: G(x)+e, com x=X1,Xa,...,Xp.



Em termos de estudo de uma regressdo veremos mais a frente que propriedades se
costuma supor para o termo perturbacdo. Assumiremos que &~N(0,5) — a variavel

aleatoria g tem distribuicdo normal com média 0 e desvio padrio ©.

Depois da formulagdo do modelo, devemos, ainda nesta fase, verificar se ndo existe
qualquer inconsisténcia em relagdo com o conhecimento tedrico e/ou empirico do
problema e verificar se esse modelo podera ou nao contribuir para o objetivo da

investigacao.

- Estimacao
Na etapa da estimacao dos parametros, o analista tem, de uma forma geral e na 6tica das
aplicagdes praticas, pouca interven¢do, dado que os pacotes informaticos fornecem sem

grandes exigéncias as estimativas dos parametros.

- Avaliacdo da qualidade do modelo ajustado

Uma vez formulado o modelo e estimados os respetivos pardmetros passamos a ultima
etapa que consiste em avaliar a qualidade do ajustamento do modelo, ou seja, avaliar as
duas fases anteriores. Nesta etapa devemos decidir se o modelo formulado esta ou nao
estatisticamente adequado e, se a decisdo for negativa, o modelo devera ser rejeitado,
voltando-se novamente a fase de formulagdo, com o objetivo de selecionar outro

modelo.

Ap0s a obtengdo das estimativas dos parametros do modelo é conveniente avaliarmos a
qualidade estatistica do modelo encontrado. Devemos analisar a significancia estatistica
dos parametros estimados. Tendo presente o principio da parcimonia, devemos analisar
as estimativas obtidas para os pardmetros com o objetivo de eliminar aqueles que sejam
desnecessarios, isto €, os parametros que nao possam considerar-se significativamente
diferentes de zero. A aplicagdo deste principio tem grande importancia pois a pratica

tem demonstrado que, em geral, modelos parcimoniosos produzem melhores previsoes.

Assim devemos proceder, para cada um dos parametros do modelo identificado, ao
ensaio da hipdtese de nulidade, que serd descrita detalhadamente mais a frente. Com
base no estabelecimento de ensaios de hipdteses, estudamos a adequacdo do modelo

estimado aos dados através dos correspondentes residuos.



Um modelo que ndo satisfaca aos critérios aplicados deve ser rejeitado e nesse caso as
informacgodes recolhidas durante o processo de avaliagdo podem sugerir indicagdes que

orientem a formulacao de um novo modelo e repetimos o ciclo.

. . ~ 2 . . ~ . ~
O coeficiente de determinagdo R e o coeficiente de determinacdo ajustado sdo duas
grandezas que permite-nos avaliar o ajustamento do modelo de regressdo, como

veremos mais a frente.

Para além da analise do R?, a avaliacio da qualidade do ajustamento de um modelo
estimado deve ser medida através da andlise dos correspondentes residuos. Uma das
hipdteses que estd subjacente a toda a teoria de regressdao, e nomeadamente a qualidade
do ajustamento, ¢ que num “bom modelo” ¢ de esperar que os residuos sejam aleatorios

e proximos de zero.

O analista deve sempre verificar a validade das hipoteses subjacentes ao modelo de
regressdo (mais a frente, referiremos, com maior detalhe, as hipotese subjacentes ao
modelo de regressdo), designadamente verificar se a hipdtese dos erros serem variaveis
aleatorias nao correlacionadas de média nula e varidncia constante com distribui¢cao

Normal ¢ uma hipotese correta.

1.3. O Modelo de regressao linear multipla

Como referimos nos modelos de regressdo admite-se que existe uma variavel aleatoria
Y, chamada varidvel dependente, que se supde depender de um conjunto de outras
varidveis, ditas variaveis independentes. A forma mais simples de traduzir uma
dependéncia deste tipo ¢ através de um relacionamento linear, isto €, supor que existem

constantes 1, B2, B3, ... P« tais que:

Y = Bl + Bz X2 +B3 X3+...+ Bk Xk



Mas uma relacdo desta forma traduziria uma relagdo exata, que se sabe ndo
corresponder, em geral, a realidade. Usualmente, o que se espera ¢ que o segundo
membro da equagdo anterior traduza o relacionamento em termos médios, ou seja, que
exista uma variavel aleatéria com média nula, que permita formalizar a verdadeira

relacdo através de:

Y =01+ B2Xo+ B3 X+t P Xk + g, com E[e]=0

O que também pode ser traduzido por

E[YIX]=Y = B] + Bz X+ B3 X5+.+ Bk Xk

onde X=(Xs,...,Xk).

Uma equacdo como a anterior ¢ chamada equagao de regressao linear, por ser linear nos
parametros, e aos parametros B, B2, B3, ... Bk da-se o nome de coeficientes de regressao.
A varidvel ¢ ¢ chamada erro ou desvio do modelo. A equacdo de regressdo diz-se
simples ou maultipla, consoante se tem uma ou mais do que uma, respetivamente,
variaveis independentes, ¢ a designa¢do usa-se também para os correspondentes
modelos.

Comecaremos por apresentar o modelo de regressdo linear multipla, e posteriormente
referiremos o modelo de regressdo linear simples que ¢ um caso particular daquele

modelo.

1.3.1 Formalizacdo do modelo, hipoteses subjacentes

O modelo de regressao linear multipla postula a existéncia de uma relagdo funcional
linear entre uma varidvel dependente, que vamos designar por Y, e k-1 varidveis

explicativas, a qual pode ser traduzida pela seguinte expressao:

Y=31+ B2 Xy B3 Xs+..+ B Xk + €

onde



B1, B2.P3, ... Pk s@o os coeficientes de regressdo e € ¢ a varidvel aleatoria residual
(chamada termo estocastico ou termo de perturbacdo do modelo) na qual se
procuram incluir todas as influéncias no comportamento da varidvel Y que ndo
podem ser explicadas linearmente pelo comportamento das variaveis

independentes.

Se tivermos n observagdes sobre cada variavel, cada observac¢dao de ordem i1 obedece a

seguinte relagao:

Yi=B1+ B2 Xoi HB3 Xsit...+ Bk Xki + & (i=1,2,...,n) (1)

O conjunto das n observagdes conduz ao sistema:

Y, =B, +B, X, +...+B X, +g
Y, = B] +Bzxzz +'--+Bka2 +&,

Yn = Bl +B2X2n +"'+kakn +8n

A notagdo matricial simplifica a maior parte dos resultados obtidos na regressao linear

multipla, podemos, entdo, representar o sistema em notagdo matricial:

Y=XB+e (2)

Y, Xy w0 Xy P, €
v - Y, < = 1 X, .. X, - B, . - €,
(nx)) (nxk) 1 ... Kx1) (Nx1)

Y, 1 X, o X By €,

onde
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Y = vetor coluna de dimensao (nx1) da variavel dependente
X = matriz das variaveis explicativas, (nxk) onde n é o numero de observagdes.
(Cada coluna da matriz X corresponde as observagdes relativas a um mesmo
parametro. A primeira coluna resulta de considerarmos o modelo com um termo
independente (B;).
B = vetor coluna de dimensao (kx1) dos pardmetros a estimar;
€ = vetor coluna (nx1) dos residuos

O problema que se pde ¢ o de encontrar estimativas para os parametros Bi, Bo,...,Bk.

Os estimadores daqueles parametros vao representar-se por f,,3,...5, .

As propriedades dos estimadores vao depender essencialmente do método utilizado para
os obter e das caracteristicas do modelo, isto ¢, das hipoteses que o modelo devera
verificar.

Vejamos quais as hipoteses que consideramos em relacdo ao modelo de regressao:

Hipoteses do modelo de regressao

1. Ee)=0 i=1,2,...,n

2. Var(g)) = 6 i=1,2,...n

Esta hipotese € designada por homoscedasticidade.

3. Cov(e;,g))=0 i#,ij=1,2,....n

Os termos estocasticos ndo estdo correlacionados, isto € a sua covariancia € nula.

11




Ou seja, duas varidveis aleatdrias residuais associadas a duas quaisquer observacoes

ndo estao correlacionadas.

4. & ~N(0,67)

Isto ¢, as variaveis aleatdrias residuais t€ém distribuicdo Normal com média zero e igual

variancia o>,

5. Independéncia das variaveis explicativas: existe independéncia das variaveis

explicativas. Isto €, pretende-se que ndo exista multicolinearidade entre as variaveis

explicativas (significando que, em termos matriciais, ndo existe uma relagao linear exata

entre quaisquer duas colunas da matriz X).

Em termos de notag¢do matricial, as hipoteses enunciadas podem ser sintetizadas:

E(e)) 0

E(e)= E(e,) _ 0

B )| |0

Var(e)=E[(e-E(¢))(e-E(¢))’]

=E(eg’)

E(e])  cov(gs,)

cov(e,e)  E(e2)

E(es) =

cov(e, g,) cov(e,g,)

s> 0 0
|0 o’ 0
0O O o

cov(gg,)

cov(g,eg, )

E(e,)
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Ao valor esperado E(eg’) designamos matriz de variancia-covariancia dos residuos.

Tem-se assim que a varidvel aleatoria residual deve satisfazer as seguintes condigdes:

E(e)=0
E(ee’) = o’ I,
&N N(0,6%)

onde I, é a matriz identidade de ordem n

0 0
01 .. 0

L=
0 0 1

Tal implica que E(Y)=Xp.

1.3.2 Estimacao dos parametros

O problema que se pde ¢ o de encontrar estimativas para os pardmetros populacionais
B1, B2,---.Px. Contudo, a inacessibilidade da populacdo ndo permite, em geral, dispor

sendo de estimativas dos [3; baseadas numa amostra de dimensdo n.

Pelo facto de, em teoria, se poder dispor de muitas amostras de dimensao n, permite
obter varias estimativas para o mesmo parametro f3;. A variavel aleatoria geradora das

estimativas de [3; designamos estimador de f3; e representamos por ;.

Para estimar os f3; na equagdo de regressdo (1) vamos encontrar estimadores B,,p,...5,

que conduzam a

13



Y =By +BoXo + B X+ + B X
A diferenga Y, — Y, dé-se o nome de erro ou residuo da regressdo, sendo dado por:

=Y, =Y, =Y, — (B, +B, Xy +B: X5+ + B X)

A

Podemos propor varios métodos de estimagdo, mas os mais usuais levam a encontrar f3

que minimizem alguma funcao do vetor desses residuos, como sejam:

- asoma dos valores absolutos dos residuos
- asoma dos quadrados dos residuos (método dos minimos quadrados)
Nas hipodteses referidas, o ultimo método assume uma elevada importancia pelas

propriedades que confere aos respetivos estimadores.

1.3.2.1 O estimador dos minimos quadrados (OLSI)

O problema que se pde ¢ o de encontrar estimativas para os parametros f31, Bo,...,B«-

A

Como referimos, os estimadores daqueles pardmetros vao representar-se por: f3,,0,...5,

Consideremos de novo o modelo de regressao multipla
Y=Xp+e

Vejamos como encontrar os estimadores f,,B,..., que minimizem a soma dos

quadrados dos residuos: S(B)= Zef .

i=1

n
Tendo em atengio que » e} =¢'c, tem-se

i=1

1 ) . y . « g .
Estd-se a referir ao método dos minimos quadrados “ordindrios” - Ordinary Least Squares, em

terminologia inglesa
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ee=(Y - XB)(Y - XP)

=Y -XB) (Y - XB)

=Y P'X)Y-XB)

= Y'Y-YXB-BXY +P XX

=Y'Y-28X'Y +pXXB

(XY ¢ um escalar e por isso igual a sua transposta)

Derivando esta ultima expressao em ordem a f e igualando a zero, tem-se

—2X'Y +2X'XB =0

donde se obtém
X'X)B =X'Y
Se X’X for ndo singular, isto €, se admitir inversa, tem-se, assim, uma solu¢do unica:
B=(XX)"'X'Y

O vetor preditor ¢

e 0 dos residuos é

15



1.3.2.2 Distribuicdo de probabilidades dos estimadores. Valor esperado; Matriz de

variancias-covariancias. Erro-padrao da regressiao

A hipétese de que os erros do modelo, g, t€ém uma distribui¢do gaussiana da-nos
propriedades distribucionais muito fortes. O vetor dos estimadores de minimos

quadrados pode escrever-se, alternativamente,
B=XX)"X'(XB+e)
=B+(X'X)"'X'e

Esta relacdo exprime o vetorp como uma funcdo linear do vetor €, o qual possui

A

distribuicdo Normal, pelo que os estimadores f; possuem uma distribuicdo Normal,

cujo valor esperado ¢:

E(B) =B+ (X'X)" X'E(¢)

=B+0,

onde 0,, € um vetor nulo de ordem nx1.

Notamos, assim, que os estimadores de minimos quadrados (f;) séo estimadores néo
enviesados dos verdadeiros e desconhecidos valoresf ;.

A matriz de varidncia-covariancia das estimativas dos parametros

Var(f%1 ) cov(fﬁlﬁz ) .. COV(61
Z(B): cov(B,B,) wvar(B,) .. cov(B,
cov(B,B,) cov(B,B,) .. var(B,)
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= E(B—E@®)(B—E@))
~ E|B-pB-p]
= Blx'x) " X e (X X) ' X'e) |
= (X'X)" X'6%, X' (X'X)""
toma a forma:
@)=’ XX (3)

2, A e, . ;. . . .
onde o” ¢é a variancia das variaveis aleatorias r651duals, que assumimos S€r constantes

para todas as observacoes.

Embora o calculo matricial simplifique consideravelmente a algebra dos Minimos
Quadrados, quando o modelo envolve duas ou mais varidveis explicativas, o recurso a

meios informaticos ¢, na pratica, quase sempre imprescindivel.

Para calcularmos os valores da matriz de variancia-covariancia apresentada em (3)

precisamos de conhecer a varidncia da variavel aleatdria residual 62 que supomos

N 2
constante para todas as observagdes. Como normalmente desconhecemos 6~ temos de
utilizar uma estimativa.

Um estimador ndo enviesado e consistente de o2 é:

' Z(Yi _B1 _B2X2i _B3X3i _---_Bkai)z
_ =l
n—-k n—-k

onde k=numero de pardmetros a estimar
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A raiz quadrada da variancia dos residuos (S) chamamos erro padrao da regressao:

Z(Yi _B1 _ﬁZXZi _B3X31 _"'_ékai)z
S — i=1

n

1.3.2.3 Propriedades dos estimadores

Um “bom estimador” deve ser ndo enviesado, consistente, eficiente e gerar soma dos
quadrados dos erros minima. E possivel provar que, se as hipoteses que atras referimos
a respeito do modelo forem cumpridas, o método dos minimos quadrados no modelo de
regressdo linear produz estimadores com todas as propriedades estatisticas desejaveis
(essas propriedades incluem a linearidade, a centricidade, a eficiéncia e a consisténcia).

Com efeito, os estimadores dos minimos quadrados sdo estimadores lineares,

decorrendo de:
B=(XX)"'XY
=X'X)"'X'(XB +¢)

=B+ (X'X)"'X'e

Os estimadores dos minimos quadrados sdo também estimadores centrados, ou ndo
enviesados (um estimador ¢ ndo enviesado se E(B)—p =0 ou seja, se o valor de cada

parametro coincidir com o valor médio da sua estimativa). Como referimos
anteriormente, os estimadores dos minimos quadrados sdo estimadores centrados, esta

propriedade decorre de:
E(B) =B+ (X'X) "' X'E(s)

=B+0,

18



onde 0, € um vetor nulo de ordem nx1.

Um estimador ndo enviesado ndo fornece, porém, informagdo acerca da sua dispersao
em torno do verdadeiro valor do parametro, dai que o estimador deva também ser
eficiente”. Refira-se que quanto maior a eficiéncia do estimador maior rigor se obtém
quando aplicamos testes as estimativas dos parametros. Um estimador deve ainda
minimizar o valor médio dos quadrados dos erros, no sentido de maximizar a precisdo
do ajustamento para permitir melhores previsdes. Em virtude do teorema de Gauss-
Markov os estimadores de minimos quadrados sdo estimadores eficientes, isto &,

possuem variancia minima dentro da classe dos estimadores lineares e centrados.

E ainda desejavel que as estimativas dos parametros se aproximem dos seus valores
reais @ medida que a dimensao da amostra aumenta, o que nos conduz a propriedade da
consisténcia’.

Os estimadores dos minimos quadrados sdo estimadores consistentes, isto €, a medida

que a dimensdo da amostra tende para infinito, os estimadores tendem, respetivamente,

para os verdadeiros valores dos parametros, pois:
plimf = plim[(X'X)" X'Y]
= plim|p + (X'X) ' X'¢]
=B+plim(X'X) "' X'e

=B+0, (0, vetor nulo)

2 . ~ . . . . A e ;- . ~
Um estimador ndo enviesado diz-se eficiente se tiver varidncia minima de entre os estimadores nao
enviesados, para a mesma amostra considerada.

3 Um estimador Bj ¢ consistente se a probabilidade de | [3 i~ B j | ser um infinitésimo & medida que a

dimensdo da amostra se aproxima do infinito, for igual a um.
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O estimador dos minimos quadrados ¢ o melhor estimador linear ndo enviesado,
designamos este estimador por estimador BLUE (Best Linear Unbiased Estimator)
[24], isto ¢, € o estimador ndo enviesado que possui variancia minima (este resultado ¢

normalmente apresentado através do Teorema de Gauss-Markov).

1.3.2.4 Inferéncias sobre os parametros: testes de hipéteses e intervalos de

confianca

Um dos primeiros elementos sobre os quais nos devemos interrogar apds termos

efetuado uma regressdo ¢ a pertinéncia dos coeficientes estimados. Os coeficientes

estimados B, através do método dos minimos quadrados diferem dos verdadeiros
valores def;e variam de amostra para amostra. Assim, para sabermos se ¢ possivel

inferir para a populacdo os resultados obtidos, precisamos de conhecer o erro padrao de

cada parametro s . Estes valores sdo a raiz quadrada dos elementos que aparecem na
J

diagonal da matriz de variancia-covariadncia dos parametros estimada, apresentada em

3).

., e e o .. , . 2,
Enquanto que testes de hipotese sobre distribuigdes normais sdo possiveis quando ¢° é
conhecido, se ndo conhecermos a variancia dos desvios do modelo usamos o estimador
S? pelo que teremos de usar o teste t. O teste t de significancia individual testa a

)

hipotese Hy: “o coeficiente é nulo” contra a hipotese alternativa H;: “o coeficiente é

significativamente diferente de zero”, ou seja:

H()Z Bj:O
Hi: Bj;ﬁo

Para tal, calculamos a estatistica t dada por:
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a qual, sob Hy, segue uma distribuicao t de Student com (n-k) graus de liberdade.

Este teste permite-nos, assim, analisar se a influéncia da varidvel explicativa sobre a
variavel dependente ¢ significativa. Se a estatistica t for, em modulo, maior que o valor
critico t¢, rejeitamos a hipotese nula (Hp). Para grandes amostras e para um nivel de
significancia de 5% tem-se t.=1,96, pelo que podemos utilizar como regra indicadora

que se | t | > 2 podemos rejeitar a hipotese nula (Hy).

Mais geralmente, podemos testar a hipotese nula de que o coeficiente seja igual a um

determinado valor Bj , ou seja:

HO:Bj :Bj

H, :Bj 7&[3? @

A hipotese alternativa, H, pode ainda ser formulada do seguinte modo:

H,:B. =P H,:p. =P
0 *J(b) ou ainda 0 :(c)
Hl:Bj<Bj Hl:Bj>Bj
Para tal calculamos:
t:Bj_Bj Ntn_k

Para um nivel de significancia a, rejeitamos Hy se o valor observado de t pertence a

regido critica (R.C.) dada, respetivamente, para os testes (a), (b) e (c) por:

R.C={t: | t >t (n; w2)} S€ considerarmos o teste bilateral, isto € a alternativa (a),

R.C.={ t<tuk o)}, se considerarmos a alternativa (b)
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R.C={t> (ni 1-0)}, S€ considerarmos a alternativa (c)

A partir da estatistica t podemos construir um intervalo de confianca para f3; a (1-a) por

cento de confianca. A um nivel de significancia de a por cento, tem-se que:

Prob(-t, <t,, <t )=1-a

substituindo t,., vem:

>

i —B;

Prob(-t, < <t)=1-a

Prob(ﬁj —t.s; <B; < ﬁj +t.5:)

onde t. ¢ tal que

Prob(-t, <t , <t,)=1-a

0 que nos permite obter um intervalo de confianca para o parametro f3; do modelo a um

nivel de significancia de a%:

1.3.3 Avaliacio da qualidade da estimacao
1.3.3.1 O coeficiente de determinac¢ao R’ e o teste F

Apos a obtengdo das estimativas dos f3; e o’ & conveniente avaliar a qualidade do
modelo encontrado. Como referimos, uma das hipdteses subjacentes a toda a teoria de
regressdo ¢ que um bom modelo deverd ter residuo pequeno. Entdo, um dos
instrumentos que permitird avaliar essa qualidade serd através da soma dos quadrados
dos residuos, pois o principio dos minimos quadrados esta, em geral, bem presente nos
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fundamentos da teoria. Os residuos da equacdo de regressdo sdo, assim, muito Uteis para
testar se 0 modelo estimado se ajusta bem aos dados utilizados. Um bom ajustamento
origina residuos pequenos e explica uma propor¢ao elevada da variagdo da varidvel
dependente Y.

Comecemos por definir a variagao de Y em torno da média como
Variagdo (Y)=) (Y, - Y)’

A variagdo de Y em torno da sua média pode ser decomposta em duas partes:

» a variagdo explicada pelo ajustamento, isto ¢, aquela que é devida a influéncia

linear das variaveis independentes;
» a variacdo que o ajustamento ndo consegue explicar, isto €, a variagdo que ¢

devida aos residuos ou erros

Notemos entdao que:

Y -Y=(,-Y)+(Y,-Y))
%,_/ %f_/

Devio Desvio Desvio
total da Regressao Residual

Elevando ao quadrado ambos os membros € somando para todas as observagdes:

n n n
2 A 2 NI
D =Y =3 -Y) + (Y -Y) 4)
i=1 i=1 i=1
TSS RSS ESS
VariacaoTdal VariacaoExplicada VariacaoResidual

pelaRegressao

ou seja, mais simplificadamente:

TSS = ESS + RSS
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onde:
TSS = soma dos quadrados totais
ESS = soma dos quadrados dos residuos

RSS = soma dos quadrados da regressao

Na relagdo (4) TSS possui n-1 fontes independentes (graus de liberdade), ESS possui n-
k graus de liberdade e RSS possui k-1 graus de liberdade.

. . o 2 4, ~ e /
O coeficiente de determinagdo R” dé-nos a propor¢do da varidvel dependente que ¢
explicada em termos lineares pelas varidveis explicativas, isto é pela regressao, pelo

que,

S ,
RZZRSSZZ(Yi Y) —1- Zel 0<R%*<1
D Y SRS YA %

A raiz quadrada positiva de R? da-se o nome de coeficiente de correlacio multipla R.

Para testarmos a significdncia do coeficiente de determinagdo R* utilizamos a estatistica
F com k-1 e n-k graus de liberdade, a qual nos permite testar a hipotese Hy de que
nenhuma das variaveis explicativas contribui para a explicagdo da variagdo em torno da
média da varidvel dependente, ou seja, que nao existe relacdo linear entre a variavel
dependente e o conjunto das varidveis independentes utilizadas. Isto €, o teste F de

significancia global testa:

H()Z B]Z B2:-":Bk

Hi: pelo menos um 3; #0 (G=1,2,....k).

A realizagdo deste teste ¢ frequentemente feita com base no quadro da Analise da

Variancia (ANOVA).
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Quadro ANOVA

Fontes de Variacao Soma dos Quadrados Graus de liberdade Média Quadratica

Regressio (Xy,...,X) RSS = Z:(XA(1 — ?)2 k-1 RSS/k-1

Residuos (e;) ESS = Z:(Yi - ?i )’ n-k ESS/n-k
Total TSS=> (Y, -Y)* n-l

A estatistica do teste é:

RSS/k -1
ESS/n —k

~F klnk

Notemos que:

F_RSS/k—l_n—kXRSS_n—k>< R?
ESSm -k k-1 ESS k-1 1-R?

Se a hipotese nula do teste F de significancia global ¢ verdadeira, ¢ de esperar que R’
seja proximo de zero pelo que o valor de F também deve ser pequeno. Assim, grandes
valores de F levam-nos a pensar que ¢ de ndo aceitacdo da hipdtese nula. A aceitagdo da
hipotese nula significa que o conjunto das varidveis explicativas utilizadas no modelo
contribui pouco para a explicagdo da variagdo da varidvel dependente, e portanto
devemos procurar um conjunto alternativo de varidveis explicativas para Y.

A aceitacao da hipotese alternativa no teste F sugere que, pelo menos, uma das variaveis
explicativas ¢ estatisticamente significante. Para decidir qual ou quais varidveis,

devemos utilizar testes t de significancia individual.

1.3.3.2 O coeficiente de determinacio ajustado R’

11 2 s
Devemos notar que uma analise baseada no valor do R” deve ser cautelosa, pois ¢ quase
’ 2 . . .y .
sempre possivel aumentar R” se adicionarmos novas variaveis ao modelo, o que pode

ndo traduzir necessariamente num modelo melhor que o anterior.
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Com efeito, uma das deficiéncias do coeficiente de determinagdo enquanto medida da
qualidade da estimag¢do ¢ a de que o seu valor aumenta sempre que acrescentam
varidveis explicativas ao modelo. A utilizacio de R? como uma medida de boa
adequabilidade do modelo utiliza variagdo explicada ou nao em Y, ndo entrando em
linha de conta com o nimero de graus de liberdade do problema. O uso de variancias
em vez de variacdes elimina a dependéncia do bom ou mau ajustamento em relagdo ao
numero de variaveis independentes do modelo. O coeficiente de determinacao ajustado,
que procura corrigir o valor de R* com vista a refletir melhor a qualidade do ajustamento

do modelo, ¢ dado por:

R>—1- Var(e)
Var(Y)
ou seja:
- 2
R*=1-"-
Sy

zeiz Z(Yi _?)2
Var(e) =s* = 2! e Var(Y)="'"——
n—-k n—1

resulta que

n-—1
n—k

R?=1-(1-R?)

Como referimos, quando novas variaveis sdo acrescentadas a um modelo de regressao,
R? aumenta sempre enquanto que o coeficiente de determinacdo ajustado R> pode
aumentar ou ndo. Se este tltimo ndo aumentar, isso significa que a variavel incluida no
modelo ndo trouxe informacao adicional para a explicacdo da variagdo da variavel
dependente pelo que a devemos eliminar.

Muitos analistas consideram que o modelo de regressdo que possua o valor maximo de

R % sera um modelo razoavelmente bom.
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1.3.3.3 Os coeficientes Beta

Os coeficientes de regressao estimados dependem das unidades de medida das variaveis
que lhes estdo associadas, pelo que ¢ incorreto interpretar os parametros do modelo
como indicadores de importancia relativa das variaveis independentes. Assim, sO se as
variaveis independentes estiverem expressas nas mesmas unidades € que ¢ possivel
comparar os seus coeficientes.

Podemos ultrapassar esta limitagdo calculando os coeficientes Beta (Bj*), ou seja, 0s

coeficientes do modelo de regressao utilizando varidveis normalizadas.

Se
Yi=B1+ B2 Xoi +B3 Xait...+ B Xui T &
Y -Y « X, —X « X —X

‘ =B, 22—+ . +B, N —F+g

S, S, S,
pelo que

c oS ,
Bj :Bj_ (G=2,...k)
SY

onde S; € o desvio padrdo da variavel X.

Quando k=2, B, ¢ igual ao coeficiente de correlagio entre a variavel dependente Y ¢ a
variavel explicativa X,. Quando k>2 B* ndo pode ser interpretado como simples
coeficiente de correlacdo. Um coeficiente Beta de 0,65 ¢ interpretado como sendo esta a
variacdo provocada no desvio padriao da variavel dependente por uma variagdo de uma
unidade no desvio padrdo da variavel independente. Notemos, contudo, que os
coeficientes Beta sdo também afetados por existir uma certa correlagdo entre as
variaveis explicativas pelo que, em estrito senso, ndo representam corretamente a

importancia das variaveis independentes.
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1.3.3.4 Coeficientes de correlagio parcial e part

r

Uma outra maneira de medir a importancia relativa das varidveis independentes ¢
considerar 0 aumento em R? quando uma variavel ¢ incluida numa equacio que ja
contenha as outras varidveis independentes. Um grande aumento no R? significa que
essa variavel contém informagdo acerca da variavel dependente que ndo ¢ explicada
pelas restantes varidveis utilizadas no modelo. A raiz quadrada desse aumento

provocado no R? designamos coeficiente de correlagiio part.

O coeficiente de correlacio parcial entre uma varidvel independente e a variavel
dependente mede o efeito que essa varidvel independente tem na variavel dependente e
que nao ¢ explicado pelas outras varidaveis independentes do modelo.

Se considerarmos o modelo:
Yi =B+ BaXoi + B3 Xz + &
O coeficiente de correlagdo parcial entre Y e X, ¢ dado por:

_ rYx2 _rYX3rX2X3

r =
YX,X, > >
\/1 N rX2X3 \/1 - rYXs

e podemos interpretar como a correlagdo entre X, ¢ Y apos remocao do efeito em Y

provocado pela variavel X3 O quadrado do coeficiente de correlagdo parcial ¢ dado por

2 2
> R Iyx,

r YX, X, =
273 2
l—rYX3

O numerador desta ultima expressdo indica o aumento em R* quando uma variavel é
incluida no modelo, neste caso, quando X, ¢ incluida no modelo, o qual j4 contém a
variavel Xs3. Este numerador ¢ o quadrado do coeficiente de correlagdo part. O
denominador da expressdo mede a propor¢do da variagdo ndo explicada por todas as

restantes varidveis, neste caso, pela varidvel X;. Uma vez que o denominador da
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expressdo ¢ sempre menor ou igual a 1, o coeficiente de correlagdao part nunca ¢ maior,

em valor absoluto, que o coeficiente de correlagdo parcial.

Se todas as varidveis independentes ndo estiverem correlacionadas, a variagdo em Rz,
quando uma variavel ¢ incluida no modelo, ndo ¢ mais do que o quadrado do coeficiente

de correlagdo entre essa variavel e a variavel dependente.

O coeficiente de correlagdo parcial ¢ utilizado no procedimento de regressao Stepwise
(literalmente, “regressdo por passos’), onde acrescentamos variaveis a um modelo de
modo a maximizar o valor de R?, ou seja, a minimizar a soma dos quadrados dos erros
(ESS). Os coeficientes de correlagdo parcial entre cada uma das varidveis explicativas e
a variavel dependente tornam-se uteis para escolher qual a variavel explicativa a incluir
no modelo, elegendo como primeira variavel a incluir no modelo aquela que possui
maior coeficiente de correlagdio com a varidvel dependente. Em seguida devemos
analisar os coeficientes de correlacao parcial entre a variavel dependente e cada uma das
variaveis independentes nao incluidas na equacao, devendo a préxima variavel a entrar
no modelo aquela que possui maior coeficiente de correlagdo parcial. Contudo, esta
variavel s6 deve entrar no modelo se for significativa, isto é, se a estatistica #
correspondente for superior ao valor critico. O processo continua até se chegar a
situagdo em que nenhuma varidvel deva ser acrescentada a equagdo porque o valor F
para entrar € inferior ao valor critico da tabela e nenhuma deva ser eliminada da

equacao.

1.3.3. 5 Analise dos residuos

Para além da analise do R?, a avaliacio da qualidade do ajustamento de um modelo

estimado deve ser medida através da andlise dos correspondentes residuos.
Uma das hipoteses que estd subjacente a toda a teoria de regressdo, ¢ nomeadamente a

qualidade do ajustamento, ¢ que num “bom modelo” ¢ de esperar que os residuos sejam

aleatorios e proximos de zero.
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O analista deve sempre verificar a validade das hipoteses subjacentes ao modelo de
regressdo, designadamente verificar se a hipdtese de que os erros sdo varidveis
aleatérias nao correlacionadas de média nula e variancia constante com distribuicao

Normal ¢ uma hipdtese correta.

1.3.4 Estimacio: situagdes particulares

1.3.4.1 Multicolinearidade

A hipotese de ‘“auséncia de multicolinearidade entre as varidveis explicativas”,
subjacente a uma boa utilizagdo do modelo de regressdo linear, requer que nio exista
relacdo linear entre as varidveis independentes do modelo. Com efeito, varidveis
explicativas correlacionadas originam estimativas dos parametros do modelo e somas
dos quadrados atribuidos a cada varidvel, dependentes de outras variaveis presentes na
equacdo, o que faz com que as variancias dos estimadores resultem maiores que as reais,
originando coeficientes de determinacdo significativos sem que os coeficientes do
modelo o sejam. Se existir perfeita correlagdo entre as variaveis independentes, a matriz
de correlacdo ¢ singular (isto ¢, ndo admite inversa) ndo existindo solu¢do OLS para o
problema da estimacgdo dos pardmetros. Na pratica ndo sao muito usuais situacdes de
perfeita singularidade, mas podemos estar frequentemente em presenca de varidveis
independentes com um elevado grau de multicolinearidade (situagdes em que as
variaveis independentes sejam aproximadamente combinacdes lineares de outras
variaveis independentes do modelo). Elevados coeficientes na matriz de correlagdo
entre as variaveis independentes indica-nos que estamos em presenga  de
multicolinearidade, podendo ser apenas um problema de amostra em que a inclusdo de

mais observagdes leva ao desaparecimento do problema.

O uso de determinados métodos e/ou técnicas permitem-nos resolver o problema da
multicolinearidade, como sejam: i) o uso de componentes principais (¢ uma técnica
frequentemente utilizada quando nos encontramos em presenca de multicolinearidade e

nao podemos aumentar o nimero de variaveis explicativas); ii) a regressao Stepwise (&
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um processo expedito para resolver o problema da multicolinearidade por eliminagao de

algumas varidveis explicativas da equacao).

1.3.4.2 Variaveis Dummy

As varidveis utilizadas no modelo de regressdo multipla sdo normalmente variaveis
quantitativas. Porém, podemos ter interesse em incluir varidveis qualitativas como
variaveis explicativas do modelo. Neste caso, criamos uma varidvel muda (dummy
variable) que toma apenas dois valores (0 e 1) e que ¢ utilizada para quantificar efeitos
de ordem qualitativa sobre a variavel dependente.

As varidveis dummy tornam-se, assim, particularmente uteis quando lidamos com

variaveis nominais ou ordinais.

1.3.4.3 Funcoes nao lineares mas linearizaveis

A analise de regressdo assume que as relagcdes entre as variaveis sdo lineares, ou seja
que a equacdo de regressao possa ser traduzida por uma linha reta. Contudo hé situagdes
em que os dados ndo correspondem a este tipo de formulagdo ( por exemplo poténcias,
exponenciais,...). Para que os pardmetros de uma funcdo ndo-linear sejam estimaveis
pelo método dos minimos quadrados, a fungdo deve ser linearizavel. Vejamos dois
exemplos de fung¢des ndo lineares que mediante transformacgdes se tornam em fungdes

lineares:

1.3.4.3.1 Fungio poténcia

Trata-se de uma funcao do tipo: Y = o xP
Considerando entdo

_ B B B &
Y, = AXE XB XD e

(onde ¢; possui as propriedades desejaveis e e € o nimero de Neper, e=2.71...)

31



A linearizagdo da fung¢do poténcia faz-se por logaritimizacao,

InY, =InA +B,InX,; +...+B,InX,; +¢,

1

e operando em seguida a transformacao de variaveis:

*

Y, =y,
X=X,  (=2,..K)

o modelo pode entdo escrever-se na forma linear

Yi* =B, +B2X;i +B3X; +"'+BkX;i +&;

onde 3;=InA

1.3.4.3.2 Fun¢do exponencial

A fungdo exponencial € do tipo:

o 4

Figura 1 - Grafico de fung¢do exponencial

Considerando entdo,

V. = e(Bl +52X2i+...+Bkai+si)

1

para linearizar esta funcdo aplica-se logaritmos a ambos os membros:



InY; =B, +B, X, +...+ B Xy +&

e fazendo

Y*=nY.

obtemos a versao linear

Yi* =B, +B2X;i +---+BkX; +&;

1

1.3.5 Heteroscedasticidade e autocorrelacao dos residuos

Como referimos, a aplicagdo do modelo de regressao linear multipla pressupde como
hipdtese que os residuos sejam independentes e tenham distribuicdo normal com média

nula e variancia constante.

Violar a hipotese de normalidade sera muito grave pois nessas situagdes o estimador dos
minimos quadrados gera estimativas dos parametros consistentes e ndo enviesadas. Com
o teorema do limite central podemos ter a garantia de que as estatisticas t e F podem ser
utilizadas se a amostra for razoavelmente grande. A violagdo de que os residuos tém
valor esperado nulo nao trard grande problema porque as estimativas dos coeficientes do

modelo permanecerdo inalteradas, apenas a constante absorve o efeito do enviesamento.

Quando os residuos nao sdo independentes, estamos em presenca de autocorrelacdo e

quando a variancia dos residuos ndo ¢ constante, estamos na presenca de

heteroscedasticidade.

A violagdao das hipoteses “independéncia dos residuos” e “variancia dos residuos

constante” coloca reservas quanto a validade do modelo OLS estimado.
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1.3.5.1 Heteroscedasticidade dos residuos

Os residuos s3o heteroscedasticos quando a variancia ndo ¢ constante, ou seja, quando:

G i #0 g com i#j
e neste caso o estimador OLS ¢ nao enviesado mas nao ¢ eficiente.
Na pratica, o grafico dos residuos permite, em certos casos, detetar a presenca de

heteroscedasticidade (residuos crescentes em valor absoluto), existindo testes adequados

para testar a hipotese nula de heteroscedasticidade, ou seja:

Um teste que pode ser aplicado é o Teste de Goldfeld e Quandt”.

1.3.5.2 Autocorrelaciao dos residuos

Uma das hipoteses formuladas aquando da aplicagdo dos minimos quadrados OLS ¢ a
auséncia de correlagdo entre as variaveis aleatdrias residuais, quer quando dispomos de
séries temporais, quer quando usamos dados seccionais. Muitas das vezes quando

dispomos, por exemplo de séries temporais, essa correlacao existe, por exemplo podera

4 A aplicacfo do teste de Goldfeld e Quandt resume-se as seguintes etapas:

1* - Ordenam-se os dados em fungdo da variavel explicativa que supomos ser a que influencia o crescimento da
variancia dos residuos. No caso de séries temporais, se pensarmos que as variancias dos residuos crescem com o
tempo ou sdo fun¢do de uma varidvel explicativa, ela mesma crescente, ¢ inutil alterar a ordenagdo dos dados da
amostra.

2% - Eliminamos d observagdes por forma a tornar mais explicito o fenomeno da heteroscedasticidade. O ntimero de
observagoes eliminadas deve ser escolhido por forma a permitir que a regressao se possa processar sobre as duas sub-
amostras resultantes. As d observagdes devem ser retiradas do meio e o seu nimero nio deve ser superior a 1/5 do
total das observagdes da amostra (n).

3% Efetuam-se separadamente regressdes sobre as duas sub-amostras. Cada regressdo envolve um conjunto de (n-d)/2
observagdes. O nimero de observagdes eliminadas (d) deve ser suficientemente pequeno para permitir suficientes
graus de liberdade para cada sub-amostra.

4* - Calcula-se a soma do quadrado dos residuos (ESS) associados a cada regresséo.

5% - Assumindo que os residuos tém distribui¢do Normal e ndo s@o correlacionados, ESS,/ESS; tera uma distribui¢ao
F com (n-d-2k)/2 graus de liberdade tanto para o numerador como para o denominador (onde k ¢ o numero de
variaveis independentes, incluindo a constante). Se ESS,/ESS; for maior que F.qi, entdo concluimos que ha
heteroscedasticidade. Detetada a existéncia de heteroscedasticidade dos residuos, devemos ponderar se a formulagao
do modelo esta correta ou ndo. Por vezes a logaritmizacdo das variaveis corrige a heteroscedasticidade evitando-se a
recorréncia a um método de estimagdo mais complicado. Quando necessario, ¢ se apenas a heteroscedasticidade
estiver presente, um caso particular do método dos minimos quadradados generalizados (GLS), o método dos
minimos quadrados ponderado (WLS) ¢ o aconselhado.
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existir autocorrelacdo de primeira ordem, ou seja os erros num dado periodo estdo
correlacionados com os erros no periodo imediatamente anterior:

& = PEL TV,
(usamos o indice t em vez de i, uma vez que este tipo de situagdo ¢ mais frequente

quando trabalhamos com séries temporais)

Assim, quando existe correlagdo entre as variaveis aleatdrias residuais, o estimador dos
minimos quadrados ¢ ndo enviesado mas nao ¢ eficiente. A autocorrelacdo pode ser
positiva ou negativa, consoante o valor de p. Na presen¢a de autocorrelagdo positiva, a
qual ocorre frequentemente em estudos de séries temporais, a perda de eficiéncia resulta
do facto de que as estimativas dos erros padrao obtidas pelo método OLS sdo inferiores
aos valores reais desses erros, o que conduz a que as estimativas dos parametros 3
paregam mais precisas do que na realidade o s3o. Para testar a presenca de
autocorrelacdo podemos usar o teste de Durbin-Watson, que envolve o calculo da

estatistica D sobre os residuos depois de aplicado o método dos minimos quadrados

OLS.

n

Z(St - 8t—1)

D: t=2

>

E facil verificar que:

-1<p<1-50<D<4
Quando D estd proximo de zero estamos em presenca de autocorrelacdo positiva,
quando D est4 proximo de 4 estamos na presencga de autocorrelagdo negativa. Se D estd
proximo de 2 ndo ha autocorrelacdo. A tabela da estatistica DW da-nos os valores

criticos superiores e inferiores.

Ae—» «—B 5 «—C

0 D. Du 2 4-Dy 4D 4
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Se D se encontrar na zona marcada com B, aceitamos p=0 para um determinado nivel
de significancia o, ou seja, nao ha autocorrelagdo dos residuos. Se D se encontrar na
zona marcada com A, aceitamos p>0 ao nivel de significancia a. Se D cai na zona
marcada com C aceitamos p<O ao nivel de significancia o, existindo neste caso
autocorrelacdo negativa. Fora das regides o teste ¢ inconclusivo. Notemos que a
existéncia de autocorrelagdo negativa significa que os residuos flutuam rapidamente
entre positivo e negativo, o que ¢ menos preocupante que a autocorrelagdo positiva.
Assim devemos preocupar-nos mais com D=0 do que com D=4. Em geral, se D>Dy nao
necessitamos de nos preocupar com a autocorrelagdo positiva. Se D<Dy devemos ter a
preocupacao de fazer algo para remové-la. Refira-se que as tabelas da estatistica de
Durbin Watson que aparecem publicadas referem-se ao modelo de regressdo linear na
sua forma geral. Estas tabelas ndo devem ser utilizadas no caso de um modelo sem
constante ou quando haja variaveis desfasadas no tempo como variaveis explicativas.

Nestas circunstancias devem utilizar-se tabelas de Durbin Watson corrigidas.
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2.Arvores de Regressao

2.1.Métodos de segmentacio (recursivos em arvore)

Tomando como referéncia o método de segmentacdo CART (trabalho de 1984) ,
ha outros métodos que o precederam — técnicas iniciadas nas ci€ncias sociais - tais como
o método BELSON (Belson, 1959; Cailliez et al., 1976 ) onde a variavel dependente Y
¢ binaria a custa de p caracteres explicativos Xj,..,X,. ; 0 método ELISEE ( Bouroche et
al., 1970; Cailliez et al., 1976) com Y qualitativa e X; também qualitativas; segue-se o
AID ( Automatic Interaction Detection) trabalho de Morgan C. e Sonquist J.N. em
1963, com Y quantitativa e X; qualitativas. THAID ( Theta Automatic Interaction
Detection ) ¢ uma expansao do AID devido a Morgan J. A. e Messenger R.C. em 1972 —
valido para o caso de Y qualitativa - ¢ CHAID ( Chi-square Automatic Interaction
Detection ) proposto por Kass G. V. em 1980 ¢ uma melhoria — fusdo — dos métodos
AID e THAID, tornando-o num método de classificagao e regressao tal como o CART .

Depois de 1984 — ano do método CART — outros métodos apareceram. H& que
referir o Exaustive CHAID proposto por Biggs et al. em 1991; neste mesmo ano J. H.
Friedman — co-autor do CART — desenvolveu o MARS ( Multivariate Adaptive
Regression Splines); o QUEST (Quick Unbiased Efficient Statistical Tree )
desenvolvido por Loh W. e Shih Y. em 1997; ID3 apresentado por J. R. Quinlan em
1986, C4.5 em 1993 e C5.0 em 1997, ainda deste ultimo autor; ...Estes e outros sao os

métodos que integram os principais pacotes estatisticos.

2.2. O método CART

O método CART foi desenvolvido nos anos 80 por Breiman, Freidman, Olshen e
Stone no seu trabalho "Classification and Regression Trees " (1984) [4]. Consiste na
construgdo de uma arvore, a custa de divisdes sucessivas de um conjunto, em dois
segmentos (chamados nds) homogéneos, tendo como referéncia uma variavel Y e
utilizando a informagao de p variaveis X, Xo, ..., X,.

A érvore resultante ¢ uma arvore invertida tendo na raiz ( no topo ) a amostra
total a segmentar quer em segmentos intermédios (nos intermédios) ou em outros

terminais (nos terminais). Os nds terminais formam uma particdo do conjunto em
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classes homogéneas e distintas relativamente a variavel Y. A arvore sera chamada de

arvore de regressao se Y € quantitativa e de classificagdo se Y ¢ qualitativa.

2.2.1 Passo-a-passo de uma arvore CART

A andlise CART consiste em quatro passos basicos. O primeiro passo ¢ a
constru¢do da arvore (maxima), neste, a arvore binaria ¢ construida usando a divisao
recursiva dos seus nés. A atribui¢ao de uma classe a cada n6 ocorre independente do no
ser dividido posteriormente. O segundo passo consiste em parar de construir a arvore.
Neste momento a arvore esta no seu tamanho maximo e, provavelmente, ajusta de modo
exagerado as informagdes contidas no conjunto de aprendizado. O terceiro passo
necessario serd a podagem da drvore que resulta na criacdo de uma sequéncia de
arvores menores € mais simples, através da remoc¢do de nés com menor relevancia. O
ultimo passo consiste da sele¢do da arvore ideal do conjunto de sequéncia de arvores

podadas. Cada um destes passos sera discutido a seguir.

2.2.2. Construc¢ao da arvore

A constru¢ao de uma arvore comega com o seu nd raiz, que inclui todos os
valores. Comegando neste nd, o algoritmo que implementa o CART encontra a melhor
variavel para efetuar a divisdo do né em dois filhos. Para encontrar esta variavel, o
algoritmo terd que verificar dentre todas as possiveis varidveis de divisdo (também
conhecidas como variaveis splitter) e dentre todos os possiveis valores de cada uma
destas varidveis, qual a melhor para dividir o nd.

Sendo a arvore construida por divisdes sucessivas dos dados em dois conjuntos,
o numero de divisdes possiveis depende das modalidades das varidveis explicativas.
Assim uma bindria B(0,1) origina uma divisdo. Uma varidvel nominal N com k
modalidades leva a 2*'-1 divisdes possiveis. Uma varidvel ordinal O com k
modalidades admite k-1 divisdes possiveis — 0 mesmo acontece com uma variavel
quantitativa com k valores distintos: k-1 divisdes possiveis.

Por exemplo, 3 varidveis: B, N e O - com as respetivas modalidades (b1,b2),
(n1,n2,n3) e (01,02,03,04) — utilizadas para dividir um n6 t em dois nos t. — esquerdo - e

tq - direito -, admitem as 7 divisdes seguintes :
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te tq

(bl) (b2)
(ol) (01,02,03)
(o1,02) (03,04)

(01,02,03) | (04)

(nl) (n2,n3)
(n2) (n1,n3)
(n3) (n1,n2)

Tabela 1 - Divisoes possiveis de uma variavel

2.2.3. Definicoes

X = (x1,x5,...,x,) um vetor de varidveis aleatorias composto de p varidveis explicativas.
Y Variavel para prever (resposta).

d (X) um preditor de Y dado X definida por d = E (Y| X).

N (t) o nimero de nos t.

n total.

T, T arvores .

To conjunto de nds terminais 7.

Uma 4arvore de regressdo constroi-se a custa de divisdes sucessivas de
subconjuntos de amostra de treinamento em dois descendentes. A ideia € selecionar
uma divisao de modo que os nos descendentes fornegcam uma melhor previsao do que o
nd pai. Segundo este principio, uma grande arvore € construida, que, por razdes de
generalizacdo, ¢ de seguida podada.

A construcdo de uma arvore de regressao segue dois objetivos:

1. predizer a variavel Y tao eficazmente quanto possivel.

2. estudar a relagdo entre a varidvel resposta Y e variavel X .

A construgdo € baseada em divisoes sucessivas. Mas para alcangar essas
divisdes, ¢ preciso avaliar, utilizando critérios, o desempenho preditivo de um né e os

de toda a arvore, sabendo que eles sdo reduzidos para o desempenho de nds terminais.
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Para medir o desempenho de um preditor do nivel de uma amostra de tamanho n,

a medida seguinte ¢ usada:
1 2 "
;Z(X—d(X,-)) *)
i=1

com d (Xi) = E(Y|Xi) preditor de Yi pode-se escrever da seguinte forma:
E(Y-d(X))*

Uma vez definida a medida de eficacia do preditor, resta medir a eficacia dos
preditores ao nivel da arvore. Para este fim, sdo utilizados os critérios relativos aos nds
terminais da arvore.

Seja r(t) o critério de eficacia local de um preditor d para um n6 terminal t ponderado

segundo o efetivo N (t) do no.

D)= —— S, —dx,)y’
N(») 4

Seja R(t) o critério de eficacia global de um preditor d para um nd ¢ ponderado

segundo o efetivo total.

N(1)

RO = pOr = - (1, -d(X,)

Com p(¢t) = a propor¢ao de individuos de T no no t.

N
n

Seja R(T) o critério de eficacia de uma arvore T — valor esperado da soma dos erros
quadraticos da regressdo. Esta eficidcia ¢ medida a partir da eficacia dos preditores
presentes nos nos terminais ou folhas da arvore.
R(T) =Y. pO)r(t) =3 R(1)
teT teT
Todos esses critérios fazem apelo a um preditor especifico para cada nd. Este preditor
ndo ¢ aleatério. Com efeito, de todos os possiveis preditores para um no, s6 o preditor
d" definido como a esperanca condicional de Y para uma medida x dada, ¢ utilizada.
dx) =E(Y | X=x)
No caso de uma regressao linear, £ (Y /X = x) escreve-se:

E(Y/X=x)=Xb
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com b = (X' X)"! X' Y solugio dos minimos quadrados de li(Yi —d(X,))’.
n o

X ¢ a matriz das variaveis explicativas
Y o vetor das varidveis resposta.

As figuras que se seguem ilustram a estrutura de uma arvore de regressao:

partigéio 3

y(ts) y'{!q)

Figura 2 - Estrutura de uma arvore de regressao

\ 4

E

4

X
2

Figura 3 - Regides determinadas no espaco das variaveis explicativas



d(x)

f(t ) 3 y(t )

y(té) y(t )

X2

Figura 4 - Grafico da superficie de resposta

2.2.4 Critérios divisao

A arvore de regressdo ¢ construida usando divisdes supostamente para melhorar a
eficiéncia de predicdo da arvore. A divisdo ¢ uma segmentacdo do conjunto de
aprendizagem através de perguntas binarias sobre as variaveis X;, 1= 1, ..., p.
As questdes sdo da forma:

X;<d
Com X; uma variavel de corte, € ¢/ um corte tirado de JX; .
Sao examinadas, uma por uma, todas as variaveis explicativas. O critério da “melhor”
divisdo de um no baseia-se na minimizagdo da variancia de Y nos segmentos
descendentes.

Cada divisdo separa a amostra em segmentos descendentes: t. que contem os dados que

verificam X; < ci] e tg os restantes ( X;> ci] ).
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Xy X; P
. ° | ¢/ = “melhor “divisio para x;
® fusp |
¢ *= “melhor “divisdo global
° f
® q4+—
®

Figura 5 - Melhores divisdes para as variaveis

A divisdo de um nd t de uma arvore T com um corte s conduz a uma nova arvore T’.
Esta divisdio de um nod terminal t em dois novos nds terminais t. € tg
tem como objetivo a minimizacdo de um critério, ou seja, reduzir o erro realizado em

T’ relativamente ao realizado sobre T.

A reducao do erro associado a uma divisao T ’°, escreve-se:

AR(s,t) = R(T) - R(T")

O FRee {O
\. —

O nointermédio [ ) no terminal

Raiz

t

Figura 6 - Desenvolvimento de um n6 terminal t em dois nos filhos t. € t4

De todas as divisdes possiveis, s6 a divisdo que maximiza o critério AR, € retida.
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Seja s~ essa divisdo tal que:

AR(s™,t) =max AR(s,1)

seS

Por causa do critério de aditividade R(T) - critério de eficacia de uma arvore T-

apenas os nos terminais t, te, tq intervém. O critério AR € reescrito:
AR(s,t)=R(t)—R(t,)—R(t,)

Da definigdo R(t) - critério de eficacia global — os critérios de eficacia podem ser

decompostos, o que permite a simplificacdo de AR:

AR(s.0) = pO[r() — pr(t) —partd] ~ com pePl) o py_ PUL)
p() (1)

2.2.5. Poda de custo minimo

A fase de construcdo da arvore leva a uma grande arvore, que por razdes de
generalizagdao deve ser podada. A poda é equivalente a encontrar uma pequena arvore
com a maxima eficiéncia em um ou mais conjuntos diferentes do que a utilizada para a
construcao.

Poda, consiste em manter a melhor arvore entre todas as arvores de m nés ¢ a melhor
arvore entre todas as arvores de m-1 nds, ... , até a arvore com um no, ou seja, a raiz.
Entre o conjunto das melhores arvores, fica aquela que obteve uma taxa de erro dos
mais baixos num conjunto de teste.

A desvantagem dessa abordagem reside no niimero de subarvores a serem consideradas
para construir a sequéncia de arvores podadas {To, Ty, ...,Ty1}. Além disso, a arvore
podada Ty:; ndo €, necessariamente, derivada de Ty. Isto significa que o né podado em
Ty pode reaparecer numa arvore T; para j> k.

Para evitar a busca de muitas subarvores, Breiman propds uma alternativa para uma
abordagem de poda recursiva que constroi uma sequéncia de arvores podadas. Cada
arvore podada ¢ obtida a partir do corte de um ramo da subarvore podada antes. A poda
leva a construir uma sequéncia { Tp,..., T5, {t}} de acordo com o processo resumidos

a seguir.
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A cada subérvore T < Ty, € associada uma complexidade |T|, representando o nimero
de noés terminais de T. Quanto ao custo de complexidade, ¢ definido um parametro
a,tendo em conta, a altura da arvore e sua eficacia.
O custo de complexidade de uma arvore T ¢ denotada por R, (T), e ¢ definido por:

R (T) =R (T) + a|T|

De acordo com os valores de o, a arvore podada ¢ de tamanho diferente.

2.2.6. Validacao do Modelo

Para um modelo a estimativa da qualidade do mesmo pode ser obtida através de
estimadores de amostra independentes — quando a dimensdo dos dados ¢ grande -
aplicando o modelo a novos dados, que resultam da divisdo aleatéria dos dados
originais em duas amostras: normalmente a propor¢ao ¢ de 2:1. Uma amostra — dita de
treino, a de dimensdo superior — para desenvolver o modelo ¢ a outra para testar o
modelo.

O outro método, a valida¢do cruzada — aplicado quando a dimensao dos dados ¢
pequena e aplicado neste trabalho — € uma alternativa, uma vez que a mesma amostra ¢
usada para construir a arvore e para o calculo do erro. Usando a validagdo cruzada, o
calculo do erro, faz-se da seguinte maneira:

- Subdivide-se a amostra inicial em V subamostras, [;/,...,[, de dimensdes
aproximadamente iguais — normalmente V=10 — com as varidveis explicativas
consideradas a terem uma distribui¢cao semelhante.

- Sao construidas V arvores diferentes, utilizando (V-1) /V das observagoes, sendo as
restantes 1/V observacdes utilizadas para avaliar o erro.

Produzem-se arvores T™(a)) que sio de custo-complexidade ( cp) minimo para o

valor do parametro o , aplicando o processo a todos os dados, obtemos as sequencias
{Tx} e { ox}. Defina-se <, = \/o¢; X1~ Seja d,((v)(x) o preditor de correspondente a
arvore TV( «}.) . As estimativas de validagdo cruzada, R“V(T\) e RE“V(T}) sdo dadas

por:

1
R (TK) = < TV o1 T ixymrely n — i (%n))2
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RCV(Tk)
R(Yy)

REY(Ty) =

( Ver Breiman et all (1983, p. 234)

O T selecionado ¢ a menor arvore que satisfaz :
RY(T) < R%Y(Tw) + SE (R“Y(Tw) ) (regra ISE , Breiman et al. (1983, p. 237))
onde RCV(TkO) = min RCV(Tk) e SE o desvio padrao.

A proporgao de variacao explicada resultante de validacao cruzada permite-nos obter

uma estimativa da capacidade preditiva do modelo proposto:

Y ($i-yi)? )
Y (Vi— Yp)?

S|
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3.A Linguagem R

3.1 Um pouco da histéria do R

“ O R ¢ ao mesmo tempo uma linguagem de programacdo e um ambiente para
computagdo estatistica, modelagdo e visualizacdo de dados.” (Torgo,2009). O seu
desenvolvimento deve-se aos professores Robert Gentleman e Ross lhaka do
Departamento de Estatistica da Universidade de Auckland na Nova Zelandia, que
durante cinco a seis anos, trabalharam inseparaveis: um digitava e o outro pensava...
(www.nytimes.com/2009/01/07/technology/businesscomputing/07program.html),
(publicagcdo do jornal New York Times em 7 de janeiro de 2009, da entrevista ao
professor R. Gentleman). Conhecidos por “R & R”- origem do nome para o programa R
- tinham como objetivo inicial, em 1991, produzir um software para as suas aulas de
laboratério, baseado na linguagem S, que ¢ um pacote estatistico utilizado pelo software
comercial S-Plus criado por Jonh M. Chambers da AT&T (American Telephone and
Telegraph) no final dos anos 80 .

Em 1993 distribuiu-se pela primeira vez o R, sendo as copias disponibilizadas no

StatLib - um sistema de Dados, Software e Noticias da Comunidade Estatistica.

Em 1995, por incentivo de Martin Méchler - um dos primeiros utilizadores do
programa R- do ETH Ziirich (Instituto Federal Sui¢o de Tecnologia de Zurique) “R &
R”, langaram o cdodigo fonte do R, disponivel por ftp (uma forma de se transferir dados
pela internet), sobre os termos de GNU General Public License (Licenca Publica Geral),
GNU GPL ou simplesmente GPL, ¢ a designa¢do da licenga para software livre
idealizada por Richard Matthew Stallman em 1989, no ambito do projeto GNU da Free
Software Foundation (FSF) ( www.gnu.org). Devido a sua compatibilidade com vérios
sistemas operacionais, o R, “corre” em MacOS, em Windows (a partir da versdao

Windows 95), em UNIX e sistemas similares como Linux e FreeBSD.

Desde 1997, um grupo de profissionais t€ém acesso ao codigo fonte do R, possibilitando
assim a atualizacdo mais rdpida do software — projeto colaborativo com muitos

contribuidores. (www.r-project.org/contributors.html).
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Devido a varios fatores: totalmente gratuito, ser codigo aberto ( open source, software
também conhecido por software livre), possibilidade de desenvolver novos modelos e
personaliza-los, de facil uso,..., esta linguagem — e ambiente — ¢ cada vez mais um
software que tem cativado muitos adeptos, destronando softwares ‘“rivais” ou, em

alguns casos, estes ultimos integram o R no seu ambiente.

Do que foi dito sobre a linguagem, o ambiente, o projeto,..., R, a noticia publicada no
jornal New York Times em 6 de janeiro de 2009, vem dar uma visdo — ainda atual — do

que ¢ este “dialeto” do S:

“R também ¢é o nome de uma linguagem de programacao popular usada por um nimero
crescente de analistas de dados dentro de empresas ¢ universidades. Esta-se a tornar a
lingua franca, em parte, porque a mineragdo de dados entrou numa era de ouro, seja
sendo usada para definir os pregos dos anuncios, encontrar novas drogas mais
rapidamente ou modelos financeiros afinar. Empresas tdo diversas como a Google,

Pfizer, Merck, Bank of America, o InterContinental Hotels Group e Shell, usam-no”.

“R ¢ similar a outras linguagens de programagao, como C, Java e Perl, na medida em
que ajuda as pessoas a executar uma grande variedade de tarefas de computacao, dando-
lhes acesso a varios comandos. Para os estatisticos, no entanto, R é particularmente util
porque contém uma série de mecanismos internos para organizar dados, executar

calculos sobre a informacao e criar representagdes graficas de conjuntos de dados”.

“O que torna a R tdo util - e ajuda a explicar a sua répida aceitacdo - € que 0s
estatisticos, engenheiros e cientistas podem melhorar o c6digo do software ou escrever

variagdes para tarefas especificas”.

“Perto de 1.600 pacotes (packages) diferentes - em 2009 — encontram-se em apenas um
dos muitos sites dedicados a R, ...,um pacote, chamado BiodiversityR, oferece uma
interface grafica que visa tornar o calculo das tendéncias ambientais mais faceis,...,
outro pacote, chamado Ema, analisa os padrdes de fala, enquanto GenABEL ¢ usado

para estudar o genoma humano, ...”
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“A comunidade de servigos financeiros tem demonstrado uma afinidade particular para

como R “.

“A grande beleza de R ¢ que se pode modifica-lo para fazer todo tipo de coisas", disse

Hal Varian, economista-chefe do Google.

E ainda: “R ¢ uma demonstrag¢do real do poder da colaboracdo, e eu ndo acho que se
poderia construir algo parecido com isso de outra maneira", disse R. IThaka , um dos

criadores do R.

3.2 O ambiente R

A linguagem de programacao R ¢ disponibilizada no site www.r-project.org. [26] Para
fazer o download — depois de ligado a internet e aberto o site - seguir o /ink CRAN
(Comprehensive R Archive Network) ou CRAN mirror, escolher um servidor —
aconselha-se 0 mais proximo: http://cran.dcc.fc.up.pt/ em Portugal — e seguindo varias
etapas (semelhantes a outros “downloads”) instala-se o programa R. No site www.r-
project.org ha muita informagao sobre o programa R.

Ao abrir o programa — nao necessitando de ligacdo a internet e se estiver em ambiente
Windows — aparecera uma interface semelhante a da seguinte figura — R Gui (graphical

user interface) e R Console.

IR roui G2-biy Frr — — —— e el

File Edit View Misc Packages Windows Help
EECE
R R Console EI@

-

R version 3.0.0 (2013-04-03) -- "Masked Marvel"”
Copyright (C) 2013 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: i386-wéd-mingw32/i386 (32-bit)

R is free software and comes with ABSOLUTELY NO WARRALNTY.
You are welcome to redistribute it under certain conditions.
Type 'license()' or 'licence()' for distribution details.

R is a collaborative project with many contributors.
Type 'contributors()' for more information and
'citation()"' on how to cite R or R packages in publications.

Type 'demo()' for some demos, 'help()' for on-line help, or
'help.start () ' for an HIML browser interface to help.

Ivpe 'g()' to guit R.

> |

Figura 7 - Interface grafica do R
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Nesta ultima, pode ler-se: a versao — 3.0.0 a desta - “R ¢ um software livre e vem SEM
NENHUMA GARANTIA “, o que nao ¢ totalmente verdade, percebendo-se que “sem
garantia “ vem do facto de ser open source mas como projeto colaborativo que ¢, e dos

seus contribuidores, ndo estd em causa o seu desempenho, ...

3.2.1 Comegar a usar / terminar o R

Depois de aberto, aparece o simbolo “ > “, chamado de prompt do R, com o cursor. O

cursor sera substituido por linhas de comando — para o R executar- finalizadas com a

tecla ENTER.

» version

platform 1386-wE4-mingw32
arch i3ge

as mingw3z2

system i386, mingwiZ2
status

ma

minor 0.0

vear 2013

month 04

day 03

2VNn rev 62481

language E
version.string R version 3.0.0 (2013-04-03)
nickname Masked Marvel

Para terminar uma sessdo, utiliza-se a fungdo “q( ) ” , e uma mensagem (questdo)
aparece “ save workspace image? “ com as possiveis respostas [ yes , no ,cancel |:

- se sim, o R cria dois ficheiros - .Rhistory, com os comandos executados ¢ .RData,
com os objetos da sessdo — no diretdrio de trabalho. Para saber este diretorio usa-se
“getwd( )” e para uma possivel alteragdo ““ setwd( ) ”, especificando o caminho:

> getwd()

[1] "C:/Users/... /Documents"

> setwd(‘C:/Users/... /[Documents’) ou > setwd(‘C:\\Users\\... \\Documents’)

com ““/ “ ou “\\ “ para separar os diretorios.

- se ndo, abandonamos o R sem guardar o estado atual, sendo salvaguardados os

ficheiros.
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3.2.2 Ajuda

O modo - mais simples - de aceder a ajuda do R serd através do menu Help, que se
encontra na aplicagdo. Ai encontram-se ajudas para a consola — atalhos,... - “as
perguntas mais frequentes” (FAQ), manuais, ligacdes para as paginas principais do
Projeto R e do CRAN,... O mesmo se encontra com > help.start( )

Para obter ajuda sobre uma fun¢do em particular do R, ( e.g. média ) podemos mandar
executar os comandos: > help(mean) ou > ?mean e uma janela se abrird com muita
informacdo. Quando n3o sabemos o nome concreto da fungdo, podemos efetuar a
procura por texto, e agora as funcdes serdo > apropos( ) ou >help.search( ), colocando o

texto no argumento das fungdes. Se a duvida ¢ complexa, o uso da poderosa fungao

RSiteSearch( ) ou do site http://finzi.psych.upenn.edu/search.html é uma boa escolha.

3.2.3 Importacio / Exportacao / Salvar dados

Os dados constituem o ponto de partida da andlise estatistica. O R guarda-os na

memoria do computador sob a forma de objetos (vetores, matrizes, fatores, listas,

(13 (13

fungdes, data-frames, ...). A importagdo pode ser feita “ a mao “ — introducdo via
teclado — ou coloca-los, no R, se armazenados noutras plataformas.
Os objetos — de que se falara mais adiante — criam-se comec¢ando por lhes dar um nome

3

e ligando-os ao seu contetido através dos operadores *“ <- “, “ ->“ ou “ = * ('este ultimo
sO aceite nas versdes mais recentes do R), assim:

> a<- 5 # criado o objeto a com o valor 5

> x<-a # xrecebe o valora

> a->x # xrecebe o valora

>x=a #xrecebe ovalora

( O simbolo “# “ serve para colocar comentarios e estes sdo ignorados, pelo R , depois

do # e até ao fim da linha.)

Se os dados a importar estio armazenados num ficheiro de texto, entdo a funcao
read.table( ):

> dados<-read.table('dados.txt', header=T,sep=";",dec="")

No argumento da fun¢do podem-se escrever mais pardmetros — ver: >?read.table( ) —
mas os que foram escritos nesta sao:

- file: 'dados.txt', local onde se encontra o ficheiro ‘dados’ com a extensao .txt , estes
estdo no ambiente do R, podendo ser procurado o caminho do diretério com a fungao

‘getwd()’ — como ja visto na sec¢ao 3.2.1.

52



- header: o T — de TRUE, em letras maiusculas, pois o R ¢ “sensivel” a
maiusculas/minusculas — indica que o ficheiro vem com a primeira linha dos dados, o
que corresponde ao nome das colunas ou seja (quase sempre) o nome das variaveis.

- sep: permite indicar o separador de valores usado — ;’(ponto e virgula), © ‘(um ou dois
caracteres de espaco), ‘\t’ (por uma tabulagdo).

- dec: indica o caracter para separar as casas decimais nos nameros reais — *,’(virgula)
ou ‘.’(ponto).

Para importar ficheiros da internet, conhecido o URL, o processo ¢ idéntico:

> dados<-read.table(‘http:// www. .../dados.txt' header=T,sep=";",dec=",")

Se os dados estdo armazenados em tabelas do Excel, ha a possibilidade de gravar esses
ficheiros com extensdo .csv (comma separated values —valores separados por virgulas) e

depois escrever uma das fungdes read.csv( ), read.csv2( ), read.delim( ), read.delim2( ),

Uma outra possibilidade — com ficheiros do Exce!l - serd utilizar a funcdo read.xls () :

> dados<-read.xIs(‘dados.xls’, sheet=2)

Esta func¢do permite explicitar o nome da folha e o numero da worksheet, mas a sua
disponibilidade encontra-se no package - libraria com fungdes - gdata. Outros formatos
— de outros programas de “computacdo estatistica” - também ¢ possivel a sua
importa¢do, sendo que para tal é preciso instalar packages ( o que veremos mais
adiante).

Para versdes Windows do R podemos, ainda, fazer o usual “ copy / paste > :
selecionamos a tabela de dados , fazemos edit + copy, e ja no R, mandamos executar a
instru¢ao

> dados<-read.table(‘clipboard ’, header=T")

Depois da importacdo dos dados e de realizarmos as tarefas a que nos propusemos, 0s
dados podem ser exportados, podemos salvar o trabalho e sair do R.

Exportar:

> write.table(nome.dos.dados, file=" C:\\Users\\... \\Documents’, ...)

# nome.dos.dados terd que ser uma “palavra” sem espacos — nomedosdados - ou em
alternativas: como estd - com pontos - ou nome_dos_dados — com ‘underscore’ .
Salvar:

> savehistory('C:\\Users\\... \\Document\\.historial.txt’)

Guardamos os comandos introduzidos numa sessao.

53



> loadhistory("C:\\Users\\... \\Documents\\historial.txt’)
Importamos para o R, a sessao especificada.
O comando rm () , remove objetos:

>rm(list = Is()).

3.2.4 R como maquina de calcular

O R também calcula o valor de expressdes aritméticas — simples ou complexas —
salvaguardando a prioridade das operagoes:

> 143%2%%10  # 1+3x2"°

[1]13073

> x<-3; y<-4; z<-log(x"y,9); z # valor da expressao: logg (3%

[1]2

A seguinte tabela tem algumas das fun¢des matematicas (aritméticas):

Funcao Descricao

sgrt (®) raiz quadrada de x

‘abs (x) valor absoluto de x

CED (K)o s exponencial de x S%e x$3 .

-ibéiofx}'mm'm" ......................... ioéérifmdmdewg S

log(x) logaritmo de x na base $5e$$

log(x{n} _ B ) _ B _logaritmo de % na base n

factorial (x) . i $$x188

5in(x) cos (%) tan(x) fungdes trigonométricas

asin (%) acos (x) atan(x) funcdes trigonométricas
inversas

runif (n) geracdo de numeros pseudo-

aleatérios entre 0 e 1 com
distribuicdo uniforme

Tabela 2 - Algumas das fungdes matematicas

3.2.5 Objetos em R

Na secgdo 3.2.3 ja se referiu que os dados eram guardados, no R, sob a forma de
objetos (vetores, matrizes, fatores, listas, funcdes, datadas frames, ...) e também se
abordou o0 modo de como estes se criam. Acrescentar que os nomes dos objetos

comec¢am com uma letra e além desta, podem conter mais letras, pontos € niumeros.
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3.2.5.1 Vetores

Vetor — objeto mais basico para guardar dados — ¢ uma estrutura de dados que permite
armazenar um conjunto de valores do mesmo tipo: conjuntos de caracteres, nimeros
reais ou complexos e valores logicos.

Para criar vetores com mais do que um elemento, usa-se a funcao ¢ ( ), separando os
seus elementos por virgulas:

>v<-c(4,2.5,7); v

[114.02.57.0

> length(v) # n°de elementos

[1]3

>mode(v) # tipo: null,logical,numeric,complex ou character
[1] "numeric"

Algumas das fungdes vetoriais usadas no R, aplicadas em Estatistica:

Operacao Descrigao

choose (n, k) ( ]

] Calcula

fmin(x) valor minimo do vector =

sum (x) somatdrio dos valores de x

mean (x) média aritmética dos wvalores de x=

median (x) mediana dos valores de =

range (x) Indica os valores maximo £ minimo
do wvector =

var (x) varidncia

sd(x) Desvio padrdoc dos elementos do

i vector x

summary (x) Calcula os extremos, os guartis e
a média do vector x

cor (%, V) correlacgdo entre X e y

quantile (x) vector contendo o minimo,

! primeiro quartil, mediana,

i terceiro gquartil & o maximo de x

:IQR(X) Amplitude inter-guartil dos

! elementos do vector x

quantile (x, probs=p) Quantil de ordem p dos elementos

: do vector X

Tabela 3 - Fungdes vetoriais usadas em R
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3.2.5.2 Matrizes

Matriz sdo vetores com duas dimensdes — com mais de duas chamam-se arrays — que,
tal como os vetores, armazenam dados do mesmo tipo.

A criagdao das matrizes ¢ semelhante a dos vetores, precisando, agora, de organizar os
dados em linhas e colunas:

> a<-matrix(c(1,2,3,4,5,6),2,3,byrow=TRUE) # preenchimento por linhas

>rownames(a)<-c("L1","L2") # nome das linhas

> colnames(a)<-c("C1","C2","C3") # nome das colunas

>a

cic2cs3

L1123

12456

Para aceder a elementos da matriz:

>a[2,3] #elemento na linha 2 e coluna 3

[1] 6

Resolver sistemas de equagdes lineares com a fung¢ao solve( ) :
23x+31y=1
{34 x+46y =2

> A<-matrix(c(23,34,31,46),2,2); A
[11[2]

[1,] 23 31

[2,] 34 46

> B<-c(1,2); solve(A,B)

[1]1-4 3

Asolugdo ¢ x=-4 ¢ y=3

3.2.5.3 Fatores

Fatores sdo vetores para a manipulacdo de dados categdricos ( ou nominais).

> b<-factor(c(0,0,1,0,1,1,0),labels=c("f","m")) ; b

[A]ffmfmmf

Levels: fm

> table(b) # conta o n2 de cada nivel (valor)
b

fm

43
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3.2.5.4 Listas

Lista ¢ um conjunto ordenado de objetos — ndo necessariamente do mesmo tipo, nem do
mesmo comprimento. Os objetos sdo chamados de componentes — podendo ter um
nome na sua ordenagdo — tendo os atributos dos vetores: comprimento e tipo (length e
mode). A importancia das listas deve-se ao facto do resultado de varios objetos serem
sob a forma de listas.

> vetor<- 1:5 ; matriz<-matrix(10:15,2,3);fator<-factor(c("M","F","M","M"))
> lista<-list(vetor,matriz,fator)
> names(lista)<-c("vec","mat","sexo"
> mode(lista); length(lista) # tipo e comprimento da lista
[1] "list"
[1]13
> lista[[2]]
(1] [,2] [,3]
[1,] 10 12 14
[2,] 11 13 15
> listaSsexo # ou lista[["sexo0"]]
[1IMFMM
Levels: FM

3.2.5.5 Data frames

Um data frame é um objeto do R que pode ser visto como uma matriz com vetores de
tipos diferentes — numéricos e de caracteres — ou como uma lista , onde as componentes
tém o mesmo comprimento. As tabelas de dados - muito utilizadas em Estatistica — sdo
consideradas data frames : as linhas sdo os individuos e as colunas sdo vetores com o0s
nomes das variaveis.

> pauta<- data.frame(n2proc=c(223,564,123),nome=c("Ana","Carlos","Rui"),notas=c(
+15,17,16))
> pauta
n2proc nome notas
1 223 Ana 15
2 564 Carlos 17
3 123 Rui 16

A cria¢do dum data frame pode ser feito através da fun¢do data.frame, ou das fungdes
read.table , convertendo a tabela com a funcao as.data.frame, ...
Para manipular os data frames podem-se utilizar os métodos ja descritos quer para

matrizes quer para listas.
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3.2.5.6 Funcgoes

Fungdo ¢ um objeto de R. H4 varias fung¢des pré-definidas - como as que se tém vindo a

utilizar - ou podemos crid-las. A criagdo de uma fun¢do consiste na atribuicdo do

conteido — a um nome, tal como noutros objetos de R - que depois de transformado —

por ordens, no corpo da fungao — ¢ fornecido como resultado: namero, grafico, lista, ...
argumento(s) = ordem(ns) = resutado

> x<-¢(30,40,50)

> mean(x) # funcdo média pré-definida em R
Ou

> média <-function(x)

+{

+ soma=sum(x)

+ n2obs=length(x)

+ média=soma/n2obs

+ return(média)

+}

> média(x) # funcdao média criada
[1] 40

3.2.6 Packages

Packages sdo bibliotecas de programas, num dominio de aplica¢des, que foram criadas e
disponibilizadas de forma gratuita. Ao instalar o R, um conjunto de packages sdo
também instaladas: packages base — automaticamente carregadas e de uso mais comum
pela sua importincia. Para instalar outras packages, fazemo-lo através da funcgdo
install.packages( ), desde que tenhamos uma ligagdo a internet :

> install.packages(Im ) # Im - package de regressao linear

Para saber quais as packages que estdo disponiveis no sistema:

> library()

Para utiliza-las:

> library(rpart) # rpart- package base, para arvores de regressao

3.2.7 Graficos / Visualizacdo de dados

Numa andlise estatistica, os graficos sdo uma das componentes a ter em conta pois eles
dao-nos uma visdo da distribui¢do dos mesmos. No R, as capacidades graficas sdo um

componente muito importante e extremamente versatil. E possivel criar uma grande
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variedade de graficos, assim como, definir novos tipos de graficos. Os graficos em R
estdo organizados em 2 tipos:
1. O sistema tradicioanl implementado na package graphics
2. O sistema de graficos Trellis - grafico de rede que combina varios graficos
simples, adequados para a visualizagdo de dados multidimensionais —

implementado na package grid e disponibilizado na package lattice.

As funcgdes graficas podem ser classificadas em 3 tipos:
v" Fungdes graficas de alto- nivel, que cria novos graficos na janela grafica.
v Fungdes graficas de baixo nivel, que permite adicionar novas informagdes a
graficos ja criados, tal como novos dados, linhas e etiquetas.
v" Fungdes graficas iterativas, que permitem adicionar ou remover informagdes aos

graficos, empregando um dispositivo apontador.

Para visualizar alguns destes graficos, numa janela grafica, digite-se o comando:

> demo(graphics)
Ha funcdes para graficos univariados — hist( ), boxplot( ), barplot( ), .. - com 3
variaveis — persp( ), countour( ), image( ), ... - multivariados — matplot( ), pairs( ),
...- sendo a fun¢do plot( ) a mais usada pois € uma fun¢do genérica. A todas elas ¢é
possivel acrescentar linhas, texto, titulos , legendas, formulas, setas, cor,...

> par(mfrow=c(1,2)) # divide a janela de visualiza¢do : 1 linha por 2 colunas

> X <- rnorm(200)

> plot(x)

> hist(x, main = "histograma ", axes = F, xlab = "dados", ylab = "frequéncias absolutas")
> axis(1, at = seq(-2.5, 3.5, by = 0.5), pos = 0)

> axis(2, at = seq(0, 50, by = 10), pos = -2.5)
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Grafico 1 - Graficos do R

Os principais parametros das funcdes “graficas” sdo: col — cor , main — titulo do grafico,
xlab,ylab — titulo do eixo dos X’s, Y’s (respetivamente), xlim,ylim — 2 valores ( minimo
€ maximo) para os eixos, [ty — tipo de linhas e pch — simbolos para desenhar os pontos
do gréfico.

Os graficos podem ser salvos em varios formatos:

History Resize Windows

Save as 3 Metafile... |
Copy to the clipboard 4 Postscript...
. PDF... ’ R R Graphics: Devii
Print... CTRL+P
Png...
close Device Bmp... lcal ©
PITETTOTM: 13Cb6-WEE-Mingwaes 14
TIFF...
R iz free szoftware and comes Ipeg » 50% quality...
You are welcome to redistribuCeTT UnMOEr-CETTHY 75% quality,
Type 'license()"' or 'licence()' for distributio
100% quality...

3.2.8 Programacio em R

A programacdo na linguagem R ¢ também possivel — como ja foi visto na construgdo de
novas fungdes e nas pré-definidas — utilizando instrugdes de controlo de execugao, que
se apresentam a seguir de uma forma muito resumida e s6 as principais:

e for ( variavel in sequéncia ) expressao

e if ( condigdo) expressdo

e if ( condi¢do) expressdo else expressao alternativa

e while ( condi¢do) expressao
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e repeat expressao
e Dbreak
e next

o ifelse (teste, yes,no)

3.2.9 Packages (pacotes) utilizados

Além dos packages que foram mencionados em “3.2 O ambiente R” — constando uma
pequena explicagdo depois do simbolo # - ha ainda que referir os seguintes, que serdo

utilizados neste trabalho:

- abind Combina arrays

- lattice Graficos Lattice

- MASS Fungoes de Suporte e conjuntos de dados de Venables and Ripley
- rpart Recursive Partitioning (particionamento recursivo)

- Im Modelo de Regressao Linear
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PARTE II

4. Aplicacio na avaliacdo do desempenho na disciplina de Matematica

4.1. Recolha e descricio dos dados.

O questionario - que se apresenta em anexo — foi utilizado no estudo e avaliagdo
do desempenho na disciplina de Matematica. Para tal, foram preenchidos 85
questionarios — sendo todos validados -, por alunos que frequentam o 12° ano de
escolaridade das escolas secundarias de Braganga no ano letivo de 2010/ 2011 —
populacdo do estudo - e tratadas algumas das questdes, formuladas nos mesmos.

A constru¢do do questiondrio seguiu uma linha onde se comega por conhecer a
situacdo dos pais — e do agregado familiar - para depois chegar ao aluno. Dos pais
pretende-se saber: as habilitagdes literarias, a situacdo laboral, as relagdes no seio do
agregado familiar, o rendimento, ... Do aluno: o tempo dedicado ao estudo, os meios
postos ao se dispor, ... Resumindo: tentar verificar se o estatuto socioecondémico do
agregado familiar, fatores demograficos, fatores especificos do aluno, explica o

desempenho, deste ultimo, na disciplina de Matematica.

4.2.Analise dos dados

Os dados retirados do questiondrio serdo analisados, recorrendo ao programa
estatistico R.

Inicia-se por uma andlise descritiva, seguindo-se os dois métodos de Regressao:
Regressdo Linear Multipla — método paramétrico — e Arvore de Regressdo Binaria —
método ndo paramétrico.

4.2.1. Analise Descritiva

A andlise descritiva dos resultados dos inquéritos sera feita recorrendo a tabelas,

graficos, medidas de tendéncia central e de dispersao, ..., formas usadas na Estatistica
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Descritiva para uma primeira abordagem ao estudo, dando assim a conhecer as
principais caracteristicas.
No estudo, responderam ao inquérito 85 individuos, sendo 34 (40%) do sexo

masculino e 51 (60%) do sexo feminino, como se mostra no grafico seguinte:

Fem 60%.

Masc 40%

Grafico 1 - Distribui¢@o dos inquiridos por género

Passando agora para uma descri¢do dos pais, comecamos por verificar (Graficos
2 e 3) que os pais tém habilitacdes inferiores as maes: 28.2% dos pais tiraram um curso
superior enquanto que as maes estdo nos 43.55%; com o 12°no e Curso Superior, 0s

pais totalizam 52.9% , as maes 72.9% , .

2 7 a
g 2 1
2 8 # 8
g — g
5 g o
o E - L
‘C'_ .
3 94 12.9 294 435
_12_|165 || 94 || 20 || 207 | | 282 o Jl
o -
Anala 4Ano GAno SAno 12An0  CuwSup
Amaffa  4Ano  BAND DAne  12An0  CurSup
Grafico 2 - Habilitagdes Literarias do Pai Grafico 3 - Habilitagdes Literarias da Mae

A Situagdo Laboral no agregado familiar apresenta as seguintes distribuicoes (Graficos
4 e 5 ) : tanto os pais como as maes trabalham maioritariamente por conta de outrem (
63.5 % dos pais e 70.6 % das maes) ; na situagdo de temporariamente desempregados,

0s pais apresentam um valor mais baixo ( 3.6 % contra 15.3 %) ; ...
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TrabCOutr 63.53%

TempDese 3.53

RefPens 3.53%

TrabCPro 29.41%

Grafico 4 - Situacao Laboral do Pai

O Estado Civil dos pais dos

TempDese 15.29%

RefPens 2.35%

TrabCOutr 70.59%
TrabCPro 11.76

Grafico 5 - Situacao Laboral da Mae

inquiridos ¢ de 91.8 % Casados, 5.9%

Divorciados/Separados e as categorias de Unido de facto e Viivo/a repartem a restante

percentagem com valores muito baixos (Grafico 6)

Casados 91.8%

U2 £,

DivSep 5.9%

Grafico 6 - Estado Civil dos pais

Na distribuicdo dos Encarregados de Educacao, podemos observar e destacar as

maes com 68.2%, os pais representam 25.9 %, com 2.4 % aparecem os proprios e em

outras situacoes além das indicadas 3.5 % (Grafico 7)
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Grafico 7 - Encarregado de Educagio

O numero de pessoas do agregado familiar (Grafico 8) varia entre 2 e 6, sendo

51.8 % dos casos com 4 pessoas € 36.5 % com 3 pessoas, ...

60

50
|

40

Percent %
20 30
1 1

10

o ,—2—4—| 36.5 51.8 8.2 2

2 3 4 5 6

N° Pessoas

Grafico 8 - Numero de pessoas do agregado familiar

Ainda no que respeita ao agregado familiar, e questionados com quem viviam,
37.6 % moram com os pais, 51.8 % com irmaos, 4.8 % vive com um dos pais (2.4%
com pai e 2.4% com a mae), 5.9 % encontra-se noutra situacdo ndo descrita

anteriormente (Grafico 9)
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Pais 37.6%

OutrSitua 5.9%

SoPai 2.4%
SoMae 2.4%

Paislrms 51.8%

Grafico 9 - Pessoas com quem vivem

Questionados sobre o seu local de
residéncia - Meio Urbano ou Meio Rural -
89.4% respondeu “Meio Urbano” e 10.6%
“Meio Rural” (Grafico 10)

MRural 10.6%

MUrbano 89.4%

Grafico 10 - Local de Residéncia

70

60

Quanto a mobilidade dos inquiridos, o tempo

(médio) que gastam no percurso de casa a escola ¢é °

40

apresentado no grafico 11 e constata-se que mais de

Percent %

30
1

2/3 demora aproximadamente 8 minutos, cerca de 1/4

20

gasta 22.5 minutos ,...

10
1

69.4 247 3.‘5—| |—2—‘-—|

8 225 45 70

Tempo (minutos)

Grafico 11 - Tempo Casa /Escola

A questdo “Como classificas as relagdes familiares em casa?”, numa escala de 1
- Conflituosas — a 5 — Excelentes — responderam 41.2 % 4, 37.6 % Excelentes, 16.5 %
3,...(Grafico 12)
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Percent %
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1.2 35 16.5

41.2

37.6

EscCoEx1

EscCoEx3

EscCoEx5

Escala de 1 a 5: Conflituosas a Excelentes

Grafico 12 - Relagdes familiares em casa

O rendimento mensal liquido do agregado familiar dos inquiridos ( Tabela 4 e

Graficos 13 e 14) varia entre 500 € e 6000 €, com uma média de 1788 € - muito

proxima do valor mediano que ¢ de 1750 € - apresentando frequéncias muito

semelhantes para os valores entre 750 ¢ 2500, ...

(Considerando o valor de 6000 € um caso isolado, aberrante,... - um outlier —

as

medidas supra mencionadas ndo seriam muito diferentes , excetuando que a variagao

seria de 500 a 4000 — média passaria para 1738, ...)

Min.

1st Qu.

Median

Mean

3rd Qu.

Max.

500

1250

1750

1788

2500

6000

Tabela 4 - Rendimento Mensal liquido do Agregado Familiar

Grafico 13 - Caixa de bigodes para Rendimento Mensal liquido do Agregado Familiar

2000 3000 4000 5000 6000
1

1000
I

o
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Grafico 14 - Rendimento Mensal liquido do Agregado Familiar

Sobre o seu percurso académico, foram questionados quanto ao niimero de
reprovagdes ¢ o resultado é apresentado no Grafico 14: 90.6 % nunca reprovou, 8.2 %

reprovou uma vez, 1.2 % reprovou duas vezes, ou seja o numero de reprovagdes €

inferior a 10 %.

Numero de Reprovagoes

80
|

Percent %
60
|

40

20
|

90.6 8.2 1.2
o

0 1 2

Ne° de rep.

Grafico 15 - Numero de Reprovagdes
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uestionados sobre a “Média obtida, na disciplina de Matematica, no 10° e 11°
Q p

ano” ( Questdo 16) , os resultados sdo os apresentados na tabela 5 e nos graficos 15 e

16:

Min.

1st Qu.

Median

Mean

3rd Qu.

Max.

8.00

11.00

14.00

14.04

16.00

19.00

Grafico 16 - Caixa de bigodes para as Médias a Matematica no 10° e 11° ano

Tabela 5 - Média obtida, na disciplina de Matematica, no 10° e 11°ano

18

16

14

12

10

Médias a Matematica no 10°e 11°ano

Notas Negativas( < 10 ) e Positivas

Positivas->92.9%

Grafico 17 - 16 Positivas e Negativas da Questao 16

Negativas—=7.1%
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Verifica-se que as médias variam entre o minimo de 8.0 ¢ um méximo de 19.0, com
valores muito proximos para a média e mediana (que sdo de 14.0), com 7.1 % de
valores inferiores a 10 — “Negativas” —e 92.9 % de valores superiores ou iguais a 10 —

“Positivas™ -, ...

A “Média obtida, nas restantes disciplinas, no 10° e 11° ano” (Questdo 17),

(Tabela 6 e Grafico 17), teve valores entre 10.5 e 19.2, média de 15.5, ...

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
10.50 14.00 15.00 15.48 17.00 19.20

Tabela 6 - Média obtida, nas restantes disciplinas, no 10° e 11°ano

Médias das Disciplinas do 10° e 11° ano, excetuando Matemaética

=2
o4

o0
-

16

14

12

10

Grafico 18 - Caixa de bigodes para as Médias obtidas, nas restantes disciplinas, no 10° e
11°ano

Relativamente as horas dedicadas semanalmente ao estudo (Grafico 18), os
dados apontam para que quase metade dos inquiridos (48.2 %) se ocupem nesta tarefa
entre 2 a 5 horas, seguindo-se 23.5 % com 5 a 10 horas, empreendem-se 12.9 % em

mais de 10 horas e os restantes (15.3 %) em menos de 2 horas.
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Horas de Estudo (semana)

= 10h <=> 12.9%

= 2h === 153%

2a5h===482%

5a10h<=>23.5%

Grafico 19 - Horas de Estudo por semana

Quanto a ter Computadores e Internet em casa, todos responderam *“Sim”,

(Graficos 19 e 20).

Tem computador em casa Tem Internet em casa

Sim->100%
Sim->100%

Grafico 20 - Computador em casa
Grafico 21 - Internet em casa

Sobre o “Local de Estudo”(Grafico 21) , o
97.7 % responderam “Em casa” e 2.4 % em

outro local que ndo “Em casa” ou “Em casa

Percent %

40

de amigos” ou “Na escola”.

977 24
o

Casa NoutroLo

Local de Estudo

Grafico 22 - Onde estudas habitualmente?
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Ainda no contexto do trabalho escolar realizado em casa, e questionados sobre
esses mesmos trabalhos (TPC’s): “Fazes os TPC?” e “Tens ajuda nos TPC”, apura-se
que 2.4 % nunca faz os TPC’s, embora haja 21.2 % que s6 os faz “As vezes” e 40.0 %
“Muitas Vezes” , restando 36.5% ( aproximadamente 1 em cada 3) que faz “Sempre” os
TPC’s (Grafico 22). Em resposta a segunda questdo, 72.9 % nao tem ajuda nos TPC’s e

dos sobrantes, 8.2 % tem efetivamente ajuda (Grafico 23), ...

AsVezes-»21.2% AsVezes->18.8%
MtasVezes-=40% ° o

8.29
Nao->72.9% Sim->8.2%

Nunca->2.4%
Sempre->36 5%

Grafico 24 - Tens ajuda nos TPC?

Grafico 23 - Fazes os TPC?

A questdo especifica “ Usas recursos informdticos nas aulas de Matematica?”, 50.6 %
admite nunca usar, 43.5% usa “As vezes” e uma minoria (5.9 %) usa com frequéncia

(Grafico 24).

Usas recursos informaticos nas aulas de Matematica?

sVezes->43.5%

Frequente-=5.9%

MNunca->50.6%

Grafico 25 - Uso de recursos informaticos nas aulas de Matematica?
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A tltima questdo do questiondrio: “Desejas frequentar um curso superior?”, a

resposta foi unanime, 100% de “Sim” (Grafico 25)

Desejas frequentar um curso superior?

\

Sim-=100%

Grafico 26 - Desejo de frequéncia de Curso Superior
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4.2.2. Analise pelas Regressoes

Nas duas Regressdes tenciona-se explicar se ha relacdo entre a varidvel MDM —
questdo 16: Média obtida, na disciplina de Matematica, no 10° e 11° ano (variavel

dependente) — e as variaveis ( questdes) que a seguir se enunciam:

e NAF- questdo 9: Numero de pessoas do agregado familiar

e TCE — questao 12: Quanto tempo demoras de casa a escola

e RMAF — questao 14: Rendimento mensal liquido do agregado familiar

e MRD - questdo 17: Média obtida, nas restantes disciplinas, no 10° e 11° ano

e HE — questdo 18: Quantas horas estudas (por semana)?

4.2.2.1. Regressao Linear Miiltipla

O estudo comega com a importagdo dos dados de um ficheiro, previamente
guardado com a extensdo .csv (comma separated values), com o nome das variaveis no

cabegalho e a virgula como indicador de decimais

> QCt<-read.table('QCi.csv', header=TRUE, sep=";',dec=",")
> QCt

> cor(QCt) # matriz de correlacdo

EMAF
NAF 0 3
TCE -0.1986068
RMAF 1 00
MDM 0.3249249
MED 0.3211324
HE 0.1365640

Dos valores da matriz, pode-se observar que varidvel MRD ¢ a que estd mais
correlacionada com a variavel MDM (variavel resposta) e as outras variaveis preditoras

ndo apresentam multicolinearidade.

Com histogramas investiga-se a distribuicao das varidveis:

> hist(QCtSMRD)
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Por andlise dos histogramas — que se apresentam no anexo2 — podemos verificar
que as variaveis ndo se distribuem da mesma forma e algumas ndo apresentam
distribuicao “préxima” da normal. As vardaveis TCE, RMAF e¢ HE, apresentam
distribuicao com forte assimetria a direita, sendo objeto de transformagdes futuras.

Para analisar o padrdo de relacionamento entre a variavel resposta (MDM) e as

variaveis preditoras, constroem-se diagramas de dispersao.

> plot(QCtSNAF,QCtSMDM) # diagrama de dispersdo entre as var. MDM e NAF

Da analise dos diagramas — anexo3 - nota-se que, excetuando a relacao entre
MDM e MRD, o relacionamento nio ¢ linear, o que reforca a ideia j4 mencionada

anteriormente de que havera lugar a transformagdes.

Continuando a andlise, iremos estimar a regressdo, com as varidveis no escala
original, mas extraimos uma amostra aleatéria de dados para no final validarmos o
modelo.

Como dispomos de 85 observagdes ¢ as candidatas a preditoras sdo 5, dividimos
os dados em duas amostras: uma — a de estimagcdo — com 60 observacdes ¢ a de
validacdo com as restantes 25 observagdes. Este critério aqui adotado - ainda que com
alguma dose de subjetividade — teve em conta outros que se encontram na literatura
consultada, e que estd em “Referéncias Bibliograficas”: ha recomendagdes para que a
razdo, entre as varidveis preditoras e as observagdes, seja de 1 para 20 [3], 1 para 15, 1
para 10, nunca inferiores a 1 para 6 ou 5 [16]. As amostras — de estimagao e validagdo —

serem do mesmo tamanho.

A amostra de estimacdo ¢ extraida no R:
>QCEst<- data.frame(QCtSMDM,QCtSNAF,QCtSTCE,QCtSRMAF,QCtSMRD,QCtSHE)
> QCEst <- sample(nrow(QCt),60) # extracdo da amostra de estimacdo

> QCEst # registos da amostra de estimacao

[1] 4% 8 17 55

L£D
[51]
( Linhas dos dados originais que fazem parte da amostra de estimagdo, as restantes vao

para a de avaliagdo.)
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O modelo estimado — com as varidveis na escala original e a amostra de

estimagao ( QCEst ) — sera:
> RM <- Im(MDM ~ NAF + TCE+ RMAF+ MRD+ HE,data=QCt [QCEst,])

> summary(RM)

Call:
lm{formula = MDM -~ NAF + TCE + EMAF + MRD + HE, data = QCt[QCEst,
1)
Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-4 ,8734 -0.6726 -0.0624 0.8365 5.4597
Coefficients:
Estimate 5td. Error
{(Intercept) -7.313e+00 2.106e+00 =

NAF 2.310e-01 3.130e-01
TCE -7.382e-03 2.033e-02
RMAF 6.448e-05 2.56%=-04
MRD 1.310e+00 1.437e-01 wEE
HE 3.720e-02 9.034e-02

Signif. codes:

.

y NEEEF

o oo

P . PN
Y LN il il
v L oo

- )
-
-

""I:I N r

Residual standard error: 1.779 on 54 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7253, Adjusted R-squared: 0.6999
F-statistic: 28.52 on 5 and 54 DF, p-value: 5.027e-14

Do sumario supra, vé-se que a distribui¢do dos erros residuais ndo esta centrada

no valor 0 — a mediana deveria estar perto de 0. Os parametros estimados (coeficientes:

£ ‘s ) estdo com niveis de confianga “muito baixos”- exce¢do para os dois que tém

asteriscos . O grau de ajustamento ¢ de aproximadamente 70%, por fim, a estatistica F

permite concluir que as variaveis preditoras sdo significativas para a explicacdo da

variabilidade em MDM.

Da andlise de residuos — graficos de residuos versus valores ajustados e de

residuos versus varidveis preditoras, normalidade dos residuos — estudam-se os

seguintes pressupostos para o modelo de regressao:

1. linearidade da funcdo de regressao;
homocedasticidade (homogeneidade de variancia dos erros);

independéncia dos erros;

Ll

Normalidade dos erros.
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Dos graficos:

> plot (fitted (RM) ,residuals (RM) ) # grafico de residuos vs valores ajustados

residuals(RM)
o

fitted(RM)

Grafico 27 — Grafico dos Valores Ajustados versus Residuos

do grafico que se apresentou, pode- se ver que ha homogeneidade de variancia dos erros
— ainda que nao muito forte.

> plot(QCt[QCEst, |$NAF ,residuals(RM)) # grafico de residuos versus preditora
(NAF)
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Grafico 28 - Graficos de Residuos versus preditoras
Observando o grafico de normalidade dos residuos:
> gqgnorm(residuals(RM)) # o grafico de normalidade de residuos
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Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles

Theoretical Quantiles

Grafico 29 - Grafico de normalidade dos residuos

Este mostra a nao-linearidade, indicando a ndo sustentacdo da suposi¢do de normalidade
dos erros da regressao.

De outro tipo de graficos — de residuos semi-studentizados — que a seguir se
apresenta um:
> residuo <-RMSresiduals
> sigma <-summary(RM)Ssigma
> residuosemistud <-residuo/sigma

> plot(QCt[QCEst, ]SMDM,residuosemistud) # grafico de residuos semi-studentizados

1
o
000 0 ©o
oo
o
000 o
oo
o

residuosemistud
o
o
°

QCHQCEst, ]$MRD

Grafico 30 - Grafico de residuos semi-studentizados

Podemos retirar as seguintes conclusdes: ha outliers e pela sua dispersdo nota-se que o
ajustamento a superficie de regressao estimada nao ¢ muito bom.
ApoOs a analise exploratéria e diagndstica feita — e porque alguns dos

pressupostos ndo se verificaram - seguem-se umas transformagdes de variaveis,
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construindo novos dataframes de estimagdo, para reestimar a regressdo e haver lugar a
novo diagnostico.

> LnMDM<-log(QCt[QCEst, ]SMDM)

> LnNAF<-log(QCt[QCEst, ]SNAF)

> LnTCE<-log(QCt[QCEst, ]STCE)

> LnRMAF<-log(QCt[QCEst, ]SRMAF)

> LnHE<-log(QCt[QCEst, ]SHE)

> MRD<-(QCt[QCEst, ]SMRD) # n3o transformada

> DFE2<- QCt[QCEst, ] # dataframe com varidveis transformadas

> DFE2<- cbind(DFE2,LnMDM) # Combine R Objects by (Rows) or Columns
> DFE2<- cbind(DFE2,LnNAF)

> DFE2<- cbind(DFE2,LnTCE)

> DFE2<- cbhind(DFE2,LnRMAF)

> DFE2<- cbind(DFE2,LnHE)

> DFE2<- cbind(DFE2,MRD)

> RMT<-Im(LnMDM~ LnNAF+LnTCE+LnRMAF+LnHE+MRD,data=DFE2) # regressao
com var transformadas

> summary(RMT)

Call:

Im{formula = LnMOM ~ LnMNAF + LnTCE + LnRMAF + LnHE + MRD, data = DFEZ)

Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-0.34400 -0.04910 0.00107 0.07051 0.3B185

Coefficients:
Estimate 5td. Error t value Prix|tl)
(Intercept) 0.939746 0.299316 3.140 0.00274 ==

I =

LnNAF 0.100404 0.08R952 1.258 0.21372

LnTCE -0.003418 0.032387 -0.106 0.91635

LnRMAF 0.008648 0.038644 0.224 0.82376

LnHE 0.013538 0.03627H 0.373 0.71049

MRD 0.094161 0.011191 B.414 2.13e-11 ***

Signif. codes: 0 “***’ 0,001 ***’ 0.01 “*’ 0.05 *." 0.1 * * 1
Residual standard error: 0.1368 on 54 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7024, Adjusted R-squared: O0.6748

F-statistic: 25.49 on 5 and 54 DF, p-value: 4.184e-13

80



> RMT2<-Im(LnMDM~ LnNAF +LnRMAF+LnHE+MRD,data=DFE2) # regressdo com var
transformadas semTCE

> summary(RMT2)

Call:
lm{formula = LnMDM ~ LnMNAF + LnEMAF + LnHE + MRD, data = DFEZ2)

Fesiduals:
Min 10 Median L 1w Max
-0.34676 -0.04827 0.00203 O0.07100 0.380&0

[==]

Coefficients:
Eszstimate 5td. Error t wvalue Pri=ltl)
{(Intercept) 0.922252 0.2469:0 3.734 0.000448 ===

LnNAF 0.108650 0.085875 1.265 0.211128
LnRMAF 0.009932 0.0363249 0.273 0.785697
LnHE 0.014165 0.035465 0.399 0.691137
MRD 0.094138 0.011088 8.490 1.4e-11 #=**

Signif. codes: 0 “***' (.001 ***" Q.01 “*" 0.03 *." 0.1 * " 1

Residual standard error: 0.1356 on 55 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.7023, Adjusted R-squared: 0.6807
F-statistic: 32.44 on 4 and 55 DF, p-value: 6.853Be-14

> summary.aov(RMT2) # sumadrio da analise da variancia do modelo

Dt Sum 5g Mean 5g F wvalue Fr(>F)

LnMAF 1 0.2129 0.2129 11.38 0.00125 =*=
LnRMAF 1 0.5914 0.5914 32.16 5.43e-07 *===*
LnHE 1 0.25363 0.2563 13.94 0.00045 ==*=
MRD 1 1.3253 1.3253 T72.08 1.40e-11 ***

Residuals 55 1.0113 0.0184

Signif. codes: 0 *#***7 (0,001 *#**" 0.01 **7 Q.05 *." 0.1 * " 1

> plot (fitted (RMT2) ,residuals (RMT2) ) # grafico de residuos vs valores ajustados

~
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fitted(RMT2)

Grafico 31 - Grafico de residuos vs valores ajustados
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> gqqnorm(residuals(RMT2))

Normal Q-Q Plot

02 04
|

Sample Quantiles

-02
I

Theorefical Quantiles

Grafico 32 - Grafico Normal Q-Q Plot

Desta ultima andlise foi retirada a varidvel TCE, tendo em conta que por observagao da
matriz inicial de correlacao, ela era a menos correlacionada com a variavel MDM e
depois de transformada — por observacao do teste t — pouco explica, pouco significativa

para o modelo...

A validagao deste modelo — depois de transformar varidveis — também nao ¢
feita devido aos valores da coluna P( > |t| ) serem muito superiores a 0.05; do grafico
31, concluiu-se que a variancia ndo € constante; do grafico 32, observa-se que nao ha
linearidade — pois nao € possivel ajustar os valores médios de Y a uma reta,... Por estas
razdes € por outras ja vistas no modelo anterior — e que se repetem — e também por
razdes que se enunciam no Capitulo5, o método de regressdo linear multipla foi

“abandonado”, dando lugar ao método por Arvores de Regressao Bindrias.
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4.2.2.2. Arvores de Regressio Binarias

As Arvores de Regressio Binarias tém sido aplicadas em diversas areas:
medicina, financeiras, ambientais, ... Elas tém sido reconhecidas como uma ferramenta
de modelagdo util entre os estatisticos e os nao-estatisticos, pois elas produzem um
modelo que ¢ muito facil de interpretar.

Estas arvores tém uma série de caracteristicas interessantes, que iremos resumir:

e Usam técnicas ndo-paramétricas e, por isso, ndo requerem suposi¢oes de
normalidade dos dados.

e E possivel manipular dados de diferentes tipos: continuo, categdrico, ordinal,
binario. Transformacgdes, dos dados, ndo sao necessarias.

e As arvores podem ser Uteis para a detecao de varidveis importantes, interacdes e
identificar outliers. Isto pode ser 1til na fase exploratéria de modelagem.

e [idam bem com dados faltantes, identificando um substituto.

Esta segunda andlise - com a técnica das arvores de regressao bindrias - iremos
realizé-la com a library rpart [1], desenvolvida por Beth Atkinson e Therneau Terry,

que implementa uma metodologia proxima da tradicional versio CART, devido a

Breiman et al. (1984).

> dados<-read.table('QCi.csv', header=TRUE, sep=";'.dec=",")

> summary(dados)

Min. Min 8.00 Min. 8.00 Min.
1st 1st Qu 8.00 1st Qu.:11.00 1st Qu
Medi Median 8.00 Median :14.00 Median
Mea Mean 14.35 Mean 14.04 Mean
ird 3rd Qu.:22.50 3rd Qu.:16.00 3rd Qu
Max. Max. T70.00 Ma :19.00 Max
Min. 2.000

1st Qu 3.500

Median 3.500

Mean 5.053

3rd Qu T7.500

Max. :10.000

>require(MASS)
> library(rpart) # rpart — Recursive PARTitioning - package base, para darvores de

regressao # Cria¢dao da arvore maximal
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>arM<-

rpart(MDM~.,data=dados,method="anova’,control=rpart.control(minsplit=4,cp=0.0001
)

> summary(arM)

MAF TCE EMAF MDM MED
Min. :2.000 Min. 8.00 Min. : 500 Min. : 8.00 Min. :10.50
1st Qu.:3.000 1st Qu.: 8.00 1st Qu.:1250 l1st Qu.:11.00 1st Qu.:14.00
Median :4.000 Median : B8.00 Median :1750 Median :14.00 Median :15.00
Mean 13,6094 Mean :14.35 Mean :17848 Mean :14.04 Mean :15.48
3rd Qu.:4.000 3rd Qu.:22.350 3rd Qu.:2500 3rd Qu.:16.00 3rd Qu.:17.00
Max. :6.000 Max. :70.00 Max. : 6000 Max. :19.00 Max. 119,20
HE
Min. 2.000
lst Qu.: 3.500
Median : 3.500
Mean 5.053
3rd Qu.: T7.500
Max. :10.000
>print(arM)
n= 85

node), split, n, deviance, yval
* denotes terminal node

1) root 85 B23.8941000 14.03529
2) MERD< 15.65 46 218.5924000 11.88043
4) MRD«< 13.75 17 23.5204100 10.20588
8) MED« 11.5 2 0.5000000 B8.50000 *
9) MED>=11.5 15 16.4333300 10.43333
18) BMAF< 2125 11 10.0454500 10.13636
36) NAF>=3.5 4 0.6875000 09.62500
T2) HE< 5.5 0.1250000 9.25000 *
T3) HE>=5.5 0.0000000 10.00000 *
37) WAF< 3.5 7 T.7142860 10.42B857
74} BRMAF>=1000 5 6.8000000 10.20000
148) EMAF< 1500 4 6&.0000000 10.00000
296) HE>=2.T75 2 4.5000000 9.50000 *
2
1

R B2

297) HE< 2.75 0.5000000 10.50000 *
149) EMAF>=1500 0.0000000 11.00000 *
75) BMAF< 1000 2 0.0000000 11.00000 *
19) BMAF>=2125 { 2.7500000 11.25000
38) TCE«< 39 3 2.0000000 11.00000 *
39) TCE>=30 1 0.0000000 12.00000 *
5) MRD>=13.T75 20 119.4483000 12.B86207

114) EBMAF< 4450 & Q.8 720000 18.Z23000
238) RMAF< 1500 3 0.0000000 18.00000 *
239) RMAF>=1300 3 0.5000000 18.50000 *
15) MRD>=18.85 7 0.9285714 1B.T78571
30) MRD< 19.05 5 0.8000000 18.70000
60} HE< 5.5 2 0.5000000 18.50000 *
61l) HE»>=5.5 3 0.1666667 18,83333 =
31) MRD>=19.05 2 0.0000000 19.00000 *

Com 41 noés terminais a arvore ¢ muito grande ...

> summary(arM)
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Call:

rpart (formula = MOM ~ ., data = dados, method = "anova", control = rpart.control (minsplit = 4,
cp = 1le-04))
n= BS

CP nsplit rel error XEIror xstd
1 0.5630392273 0 1.00000000 1.0167687 0.10338771
2 0.0917772103 1 0.43496077 0.5263764 0.090459713
3 0.0854071555 2 0.34318356 0.4729713 0.08331713
4 0.0299729445 3 0.25777641 0.3758443 0.07738039
5 0.0263023138 5 0.19783052 0.3895626 0.07590496
6 0.0122183985 6 0.17132820 0.3407537 0.07246474
7 0.0091165976 8 0.14709141 0.3742397 0.06578B644
8 O0.00B0059783 9 0.13797481 0.4509090 0.07521259
9 0.0079867872 10 0.12996883 0.4575382 0.07511801
10 0.0077924320 11 0.12198204 0.4560186 0.07521499 <<-- {1 SE
11 0.0073560497 12 0.11418%¢61 0.4561905 0.07515976
12 0.0067514743 13 0.10683356 0.4547646 0.07521605
13 0.0053506066 15 0.09333061 0.4557179 0.07541832
14 0.0044154688 16 0.0B7T98001 0.4543631 0.07666250
15 0.0040458273 17 0.08356454 0.4598230 0.07712630
le 0.0036513592 18 0.07951871 0.4610047 0.07710000
17 0.0034774849 19 0.07586735 0.4512188 0.07465053
18 0.0026334001 20 0.0T7TZ238987 0.4504585 0.07466435
19 0.0021240593 21 0.06975647 0,4448220 0.074569409
20 0.0019950001 23 0.06550835 [0, 435385240.07449635 Minimo
21 0.0019824554 24 0.06351335 0.44418 0.077972094
22 0.0018206223 25 0.06153089 0.4483960 0.0T7T797830
23 0.0013871408 26 0.05971027 0.4378517 0.07T745874
24 0.00110087126 27 0.05832313 0.4412203 0.07736560
25 0.0010923734 28 0.05721342 0.4412203 0.07736560
26 0.0009103111 30 0.05502867 0.4434287 0.07734806
27 0.0006B827334 31 0.05411836 0.4409455 0.07740366
28 0.0005852000 32 0.05343563 0.4428277 0.07742250
29 0.0005689445 33 0.05285043 0.4418628 0.07746071
30 0.0004551556 34 0.05228148 0.4422923 0.07743815
31 0.0003792963 35 0.05182633 0.4437252 0.07749906
32 0.0002273778 36 0.05144703 0.4434682 0.077525645
33 0.0001589432 38 0.050099187 0.4432786 0.07752056
34 0.0001000000 40 0.05067399 0.4425124 0.07747918

As linhas da tabela supra — tabela de complexidade - sd3o as 34 arvores geradas
pela fungao rpart.

Na coluna rel error temos as estimativas medidas em func¢ao da arvore inicial. A
coluna xerror sdo as estimativas na mesma medida mas obtidas por validacdo cruzada
com 10 partigdes — no caso da fungdo rpart. A xstd mostra o erro estimado desta

estimativa.

Olhando para a tabela de complexidade, vemos que a arvore 20 — com 23
divisdes e 24 nods terminais — € a que tem uma menor taxa de erro: 0.4353854 — nao
observandos as iniciais pois essas tém poucas divisdes e o “poder explicativo” seria
reduzido - mas, outras hd que ndo obstante terem menos divisdes contém um desvio

padrdo menor. Pela regra 1-SE (ver secgdo 2.2.5 ¢ 2.2.6 ou Breiman et al. (1983, p.
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237)), 0.4560186 < 0.4353854 + 0.07449635, escolhendo desta forma
uma arvore com 11 divisdes e 12 nds terminais — linha 10. A escolha feita também se
podia fazer observando o proximo grafico - que nos déa os erros da validagdo cruzada
versus valores de complexidade (¢p).Assim para podar a arvore a escolha de ¢p recai

entre os valores das linhas 9 € 10: 0.0077924320< ¢p £ 0.0079867872, ¢p=0.0078

> plotcp(arM)
size of tree

1369 12 16 19 22 26 29 33 36 #
1 O v

08 08 1.0 12
1 1

X-val Relative Error

04

02

TTTTT T T T T T T T T T T T T T T T T T I T I T T I T TTTd
Inf 0028 00079 00038 0002 0001 000029

cp

Figura 8 - Grafico dos erros por validago cruzada vs valor de complexidade

A poda da arvore:
> arMp<-prune(arM,cp=0.0078) # poda da arvore com12 nds terminais

> print(arMp)
n= B85

nede), split, n,

12) NAF<

24) TC
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>plot(arMp,uniform=T,branch=0.2)
>text(arMp,pretty=1,use.n=T)

> arMp.int <- snip.rpart(arMp)

n=9 n=10

Gréfico 33 - Arvore final podada
>summary(arMp)

n= BS5
CP nsplit rel error KELIror xstd

1 0.565039227 0 1.0000000 1.0167687 0.10338771
2 0.091777210 1 0.4349608 0.5263764 0.09049713
3 0.085407155 2 0.3431836 0.4729713 0.08B331713
4 0.029972945 3 0.2577764 0.3758443 0.07738939
5 0.02&6302314 5 0.1978305 0.38B095626 0.075904596
& 0.012218399 6 0.1715282 0.3407537 0.07246474
7 0.009116598 B 0.1470914 0.3742397 0.06578644
8 0.008005978 9 0.1379748 0.4509090 0.07521259
9 0.0079B6787 10 0.1299688 0.4575382 0.07511801
10 0.007800000 11 0.1219820 0.4560186 0.07521499

Variable importance
MED HE EMAF NAF TCE
65 15 11 B 2

> tmp<-1-sum(pred!=dados$MDM)/nrow(dados) # taxa de ma previsao
> tmp

[1]0.01176471



Prever MDM para novos dados pela arvore arMp :

> prever<-predict(arMp,data.frame(NAF=4, TCE=2, RMAF=1000, MRD=14, HE=2))

> prever

1
11.625

O que foi previsto pela funcdo predict ( “prever “ ) pode ser descrito pelo caminho que

se indica na figura seguinte (figura 9):

MRD= 15.65
/‘_{'_'“HRH
— .
—
TRD< 1725
. NAE54 5 MRD« 18.85
\ rd N, f \
\. ,r,-‘ h / Y
%27 .
HE;‘“% 5 TCE oy 5.25 MRE’F 16.9 175 18\:_{'9
i \‘\ J“-.\ ,I.'\ =11 n=r
\ /A /A
MRD 14 7
DYMTS o b3 1she 1és
f’ ‘\ n=1 n=5 n=9 p=6

1281 1475
n=9 n=10

Figura 9 - Exemplo de caminho na arvore

Numa leitura mais detalhada — analisando e descrevendo a arvore de regressao

(Grafico 32 ou Figural0) — podemos fazer algumas consideragoes:

Nivel 0 --->
Nivel 1 --->
Nivel 2 --->
Nivel 3 --->
Nivel 4 --->
Nivel 5 --->

MRED=< 1565
o~ e
,f-’;f HM'\H
f"’rﬂ e
MRD;—_%:»F: TRD= 17.25
AN '
s \

// -
MRD=11.5 MNAR= 2.5 MNAF=-35 MR 18.85
f’{: \1\ VAR D?\

\ J,f \ / \ / \

; HEY% 2 75 TCE==4525  MRDs 169
3.I5 1043 95 ' 2 i 17555 18'79
n=2 n=15 n=2 / \\ / \\ f\ =11 n=7

/
MRD% 14 75
1162 A 4 83 15be 185
n=8 f \ n=1 n=5 n=9 n=>6G
T

1251 1475

n=8 n=10

Figura 10 - Arvore final podada com niveis
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A arvore ¢ de complexidade diminuta — vantagem j4 referida - uma vez que apresenta 6
niveis e 12 nds terminais. A leitura far-se-a comegando no “nivel 0”, onde se encontra a
raiz da arvore (MRD < 15.65), e “sobe-se” ( a arvore esta invertida) pelos ramos até ao
proximo nd e assim — “recursivamente” — passando por nos intermédios chega-se aos
noés terminais onde se encontram os valores da varidvel resposta. A saida de um nod para
outro ¢ através dos ramos: serd pelo ramo da esquerda se se verificar a condigdo que
esta no n6 ou pelo da direita no caso contrario. Ilustrando com o exemplo da previsdo: -
NAF=4, TCE=2, RMAF=1000, MRD=14, HE=2 — na raiz da arvore temos a condi¢ao
MRD < 15.65 e nés queremos para MRD =14, entdo seguimos pelo ramo da esquerda
uma vez que 14 ¢ menor que 15.65 e chegamos ao né com a condicdo MRD < 13.75,
agora seguimos pelo ramo da direita pois 14 ndo é menor que 13.75 — resposta “NAO” a
condigdo MRD < 13.75 — e estamos no n6 com a condigdo NAF < 2.5; se olharmos para
a variavel NAF — no exemplo - ela apresenta o valor 4 (NAF = 4), entdo o ramo a seguir
serd o da direita, tal como no anterior, porque a resposta foi “NAO” 4 condi¢do nesse no
e chegamos ao n6 “ HE < 2.75 ” e daqui para o n6 terminal onde MDM = 11.62. As
RMAF e TCE ( com as condi¢des RMAF = 1000 e TCE = 2) ndo apareceram neste
caminho da raiz até ao no6 terminal.

Na raiz da arvore encontra-se a varidvel MRD — Média obtida, nas restantes disciplinas,
no 10° e 11° ano - que faz a particdo entre os que obtiveram MRD < 15.65 ( lado
esquerdo do tracejado vertical - particao da esquerda) e MRD > = 15.65 ( lado direito
do tracejado vertical — particao da direita), sendo de prever para a variavel dependente -
MDM: Média obtida, na disciplina de Matematica, no 10° e 11° ano — tome valores
entre 8.5 e 14.75 ( valores dos nds terminais da parti¢do da esquerda) e valores entre 11
e 18.79 (valores dos nds terminais da parti¢do da direita). Desta primeira parti¢do que
fizemos podemos concluir que ha valores da varidvel dependente que podem ser obtidos
por qualquer uma das duas parti¢des - os valores resultantes da sua interse¢do: valores
entre 11 e 14.75 — mas os valores entre 8.5 e 11 (excluido) s6 resultam da particdo da
esquerda ( MRD < 15.65), assim como os valores entre 14.75(excluido) e 18.79 s6
procedem da particdo da direita (MRD > = 15.65). Nestas conclusdes so teve influéncia
a varidvel MRD — a mais influente nesta analise — mas as outras varidveis também
influenciam a variavel MDM.

Os extremos para MDM sao 8.5(minimo) de alunos que tiveram MRD < 11.5 e 18.79
(méximo) de MRD > = 18.85 ( Figura 11).
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Figura 11 - Caminho dos extremos

As notas negativas — valores de MDM menores que 10 — sdo dadas por 2 caminhos:

um — o vermelho ( da esquerda) - onde s6 a varidvel MRD tem influéncia e toma valores
menores que 11.5 (ou seja, MRD < 11.5 que resulta de MRD < 15.65 e MRD < 13.75 e
MRD < 11.5) e o outro — o azul ( da direita) - com MRD < 15.65 ¢ MRD >=13.75¢

NAF < 2.5 (ou seja 13.75 <= MRD < 15.65 e NAF < 2.5 ) ( Figura 12).
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Figura 12 - Caminhos preditores de MDM < 10
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Outras andlises e descrigdes da arvore de regressdo (Grafico 32 ) poderiam ser feitas,
mas a relacdo entre as varidveis preditoras e a varidvel resposta pode ser feita
(Matematicamente) através de sentencas logicas que fazem de cada um dos caminhos,
que se considerem, regras ( ditas de predi¢do ) associadas ao modelo do Grafico 4.32.
Neste caso concreto, 12 regras podem ser enumeradas(comegando por predizer o nd

terminal da esquerda até ao da direita):

Regra 1: SE ( MRD<15.65 ¢ MRD<13.75 ¢ MRD<11.5) ENTAO a melhor predicio
para MDM ¢ 8.5
ou seja

SE MRD <11.5 ENTAO a melhor predicdo para MDM é 8.5

Regra 2: SE (( MRD<15.65 ¢ MRD<13.75 ¢ MRD >=11.5) e MRD<11.5) ENTAO
a melhor predi¢do para MDM ¢ 10.43
Equivalente a
SE 11.5 <=MRD <13.75 ENTAO a melhor predi¢io para MDM é 10.43
Regra 3: SE (( 13.75 <= MRD<15.65) e NAF <2.5) ENTAO a melhor predigio para
MDM ¢ 9.5

Regra 4: SE ( 13.75 <= MRD<15.65 ¢ NAF >=2.5 ¢ HE <2.75 ) ENTAO a melhor
predicao para MDM ¢ 11.62

Regra 5: SE ( 13.75 <= MRD<14.75 e NAF >=2.5 e HE > =2.75 ) ENTAO a melhor
predi¢do para MDM ¢ 12.61

Regra 6: SE ( 14.75 <= MRD<15.65 ¢ NAF >=2.5 ¢ HE <2.75 ) ENTAO a melhor
predi¢do para MDM ¢ 14.75

Regra 7: SE (15.65<= MRD<17.25 ¢ NAF <3.5¢ TCE >=15.25 ) ENTAO a melhor
predi¢ao para MDM ¢ 11

Regra 8: SE (15.65<= MRD<17.25 ¢ NAF <3.5¢ TCE < 15.25 ) ENTAO a melhor
predi¢do para MDM ¢ 15.3
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Regra 9: SE (15.65<= MRD< 16.9 ¢ NAF > =3.5) ENTAO a melhor predicio para
MDM ¢ 15.06

Regra 10: SE (16.9 <=MRD < 17.25 ¢ NAF > = 3.5) ENTAO a melhor predi¢do para
MRD ¢ 16.5

Regra 11: SE 17.25<=MRD < 18.85 ENTAO a melhor predi¢io para MDM é 17.55

Regra 12: SE MRD > = 18.85 ENTAO a melhor predigdo para MDM ¢ 18.79

( As regras 3 a 12 foram obtidas através de operacdes ldgicas — conjunc¢do ou disjungdo

de condicdes - e ndo por leitura simples da arvore — o que ja tinha acontecido com as

regras finais 1 e 2)
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5. Conclusoes e trabalho futuro

Este estudo teve a apresentacdo de dois métodos — duas técnicas — para modelar e
analisar dados - recolhidos por questionario — fazendo uso da linguagem R, a qual se

revelou bastante versatil e de facil aplicabilidade, como era proposito demonstrar.

Com o primeiro método — Regressdo Linear Multipla — o processo nao foi terminado
uma vez que ndo houve lugar a validagdo do modelo encontrado. Tal ndao aconteceu
porque ndo se verificaram os pressupostos da analise dos residuos: linearidade da
funcdo de regressdao; homocedasticidade (homogeneidade de variancia dos
erros);independéncia dos erros e normalidade dos erros. Nao verificados, haveria
importantes implicagdes relativamente a inferéncia proporcionada pelas estimativas do
modelo. Algo mais se poderia fazer para encontrar um modelo valido mas seria a custa
da “desvirtualizagdo” dos dados. Poder-se-ia ndo contar com outliers, mas eles eram
tantos que, a relacdo, variaveis preditoras e observagdes, seria muito pequena e assim
teriamos poucas variaveis explicativas. Como tinhamos outro método para aplicar,
resolvemos parar a analise uma vez que das tentativas feitas — e de estudos sobre a
caracterizacdo dos dados — so validariamos uma Regressao Linear Simples com as
vaiaveis MDM e MRD (Média obtida, na disciplina de Matematica, no 10° e 11° ano
(varidvel dependente) e Média obtida, nas restantes disciplinas, no 10° e 11° ano), o que

seria muito pouco para 0 que nos Propusemos.

O segundo método - Arvores de Regressdo Binarias — mostrou ter uma boa capacidade
descritiva, preditiva e de facil interpretagdo — ver arvore, Grafico 4.32 — e assim atingir
os objetivos deste estudo. A variavel dependente - MDM: Média obtida, na disciplina

de Matematica, no 10° e 11° ano — ¢ explicada pelas variaveis independentes

mencionadas, destacando ( da observacgdo da arvore ) com as seguintes conclusoes:

1. A variavel RMAF - rendimento mensal liquido do agregado familiar — ndo se
encontra como varidvel de particdo na arvore, o que leva a concluir que a situacio

economica do aluno ndo tem “ influéncia ““ no seu desempenho.

2. Quando olhamos para as particoes geradas pela variavel NAF - niimero de

pessoas do agregado familiar — verificamos que a um maior valor da varidvel, leva a um
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desempenho melhor e vice-versa; (alunos provenientes de familias com maior nimero

de pessoas t€m “mais sucesso”).

3. As variaveis MRD - média obtida, nas restantes disciplinas, no 10° e 11° ano —
e HE — horas de estudo — fazem com que um crescimento dos seus valores conduz a
valores maiores de MDM; ja a variavel TCE - tempo de casa a escola — influencia
MDM em sentido oposto ao que foi dito; ou seja, alunos com boas médias as disciplinas
que nao Matematica, estudiosos € que gastam pouco tempo em deslocagdes, também

tenham boas médias a Matemética.

Do que foi dito acerca da Regressdo Linear Multipla, ndo ¢ de exclui-lo como método.
No presente estudo ndo se “adaptou” aos dados, pelas razdes ja descritas, mas a amostra

recolhida ndo era possivel altera-la, uma vez que coincidia com a populacao.

Futuramente, ha que repensar o método a aplicar em fun¢ao da amostra — populacao — e
também o tipo de varidveis que elegemos para explicativas. No caso presente s6 nos
cingimos as quantitativas. Outros aspetos, haverd, que podiam ter sido tratados e

explorados, mas serao alvo de trabalho futuro.
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Anexos

Anexol - Questionario

QUESTIONARIO

1.Escola

2.Sexo: Masculino [ ] Feminino [ |

3. Habilitagdes literarias dos teus pais :

Analfabeto

4° ano (1° Ciclo)

6° ano (2° Ciclo)

9° ano (3° Ciclo)

12° ano ( ou Curso Profissional)
Curso Superior

4. Situagdo laboral dos teus pais:

Trabalha por conta propria
Trabalha por conta de outrem
Temporariamente desempregado
Reformado/pensionista

5. Profissao do pai:

"
g,

dooooo

)—U
2.

0000

0000z

Doodods

¢

(¢]

6. Profissdao da mae:

7. Estado civil dos pais?

Casados

Unido de facto
Divorciados/Separados
Viuvo/a

Outra

Hoooa
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8. Quem ¢ o teu encarregado de educacao?

Maiée/Madrasta
Pai/Padrasto
O proprio
Irmao/Irma
Outro

9. Numero de pessoas do agregado familiar:
10.Pessoas com quem vives:

Pais

Pais e irmao(s)
S6 com Pai

S6 com Mae
Outra situagao

11. Local de residéncia : Meio Urbano [ |

12. Quanto tempo demoras de casa a escola?

Menos de 15 min.
15 a 30 min.

30 min. a 1 hora
Mais de 1 hora

Jooon 00000

0000

13. Como classificas as relagdes familiares em casa?

Meio Rural [ ]

Escala 112

3

N

5

Escala

Conflituosas

Excelentes

14. Rendimento mensal liquido do agregado familiar:

Até 500 €

500 a 1000 €
1000 a 1500 €
1500 a 2000 €
2000 a 3000 €
3000 a 5000 €
Mais de 5000 €

doooooo
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15.Quantas vezes ja reprovaste?

0]1]2]3]4]|Maisde4

16. Média obtida, na disciplina de Matematica, no 10° ¢ 11° ano:
17. Média obtida, nas restantes disciplinas, no 10° e 11° ano:
18.Quantas horas estudas (por semana)?

Menos de 2 horas
2 a 5 horas

5a 10 horas
Mais de 10 horas

o000

19.Tens Computador em casa? Sim|[ | Nao [ ]
20. Tens Internet em casa? Sim |:| Nao |:|

21. Onde estudas habitualmente? ( marcar so uma)

Em casa 1
Em casa de amigos -
Na escola 1
Noutro local ]

22. Fazes os TPC? ( marcar so uma)

Sempre
Muitas vezes
As vezes
Nunca

o000

23. Tens ajuda nos TPC?

Sim
Nao
As vezes

aoo

24. Usas recursos informaticos nas aulas de Matematica?

Nunca [
As vezes [
Frequentemente (.

25. Desejas frequentar um curso superior? Sim[_]  Nao[ ]
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Anexo2 — Histogramas
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Anexo3 - Diagrama de dispersao para MDM com as outras variaveis
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