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Lógica proposicional vs 1ª ordem
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• Conversão de lógica 1ª ordem em lógica 
proposicional: proposicionalização
• Predicados são símbolos proposicionais

• Variáveis quantificadas universalmente

• Variáveis quantificadas existencialmente

• Utilizar inferência na lógica proposicional

• Problemas
• Função

• Tamanho 

∀𝑥𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑥 ⇒ 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑥
∀𝑥𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑥 ⇒ 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥

𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜 ∧ ¬𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝐽𝑜ã𝑜
∃𝑥𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥 ∧ ¬𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑥

𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜 ⇒ 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜
𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝐽𝑜ã𝑜 ⇒ 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝐽𝑜ã𝑜

𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜 ⇒ 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜
𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝐽𝑜ã𝑜 ⇒ 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝐽𝑜ã𝑜

𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜
¬𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝐽𝑜ã𝑜

𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑆𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚0 ∧ ¬𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑆𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚0

𝐴 ⇒ 𝐵
𝐶 ⇒ 𝐷
𝐵 ⇒ 𝐸
𝐷 ⇒ 𝐹
𝐵
¬𝐷

𝐸 ∧ ¬𝐴 ∨ 𝐹 ∧ ¬𝐶



Modus Ponens generalizado
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• Modus Ponens generalizado
• Várias premissas, uma conclusão

• Substituição que torne premissas iguais

• Aplicar a substituição à conclusão

• Unificação
• Dois termos são unificáveis?

• Qual a unificação mais geral?

∀𝑥𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑥 ⇒ 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑥
∀𝑥𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑥 ⇒ 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥

𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜 ∧ ¬𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝐽𝑜ã𝑜
∃𝑥𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥 ∧ ¬𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑥

∀𝑥𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑥 ⇒ 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥 , 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜

𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜 , 𝑥/𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜

𝛼 ∧ ⋯∧ 𝛾 ⇒ 𝛽, 𝛼′, … , γ′

𝛽′
𝛼 ∧ ⋯∧ 𝛾 ⇒ 𝛽

¬ 𝛼 ∧⋯∧ 𝛾 ∨ 𝛽
¬𝛼 ∨⋯∨ ¬𝛾 ∨ 𝛽



𝑇𝑒𝑟𝑚𝑜 = ቐ
𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒
𝑉𝑎𝑟𝑖á𝑣𝑒𝑙
𝐹𝑢𝑛çã𝑜

𝐹𝑢𝑛çã𝑜 = 𝑁𝑜𝑚𝑒(𝑇𝑒𝑟𝑚𝑜, . . , 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑜)

𝐺𝑜𝑑𝑧𝑖𝑙𝑙𝑎

𝑃𝑎𝑖(𝐽𝑜ã𝑜)

𝑥
Unificador mais geral
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Passo Pilha 1 Pilha 2 Substituição

1 𝑆 𝑅 𝑥 , 𝐴, 𝑧 𝑆 𝑅 𝐴 , 𝑦, 𝐵 {}

2 𝑅 𝑥 , 𝐴, 𝑧 𝑅 𝐴 , 𝑦, 𝐵 {}

3 𝑥, 𝐴, 𝑧 𝐴, 𝑦, 𝐵 {}

4 𝐴, 𝑧 𝑦, 𝐵 {𝑥/𝐴}

5 𝑧 𝐵 {𝑥/𝐴, 𝑦/𝐴}

6 {𝑥/𝐴, 𝑦/𝐴, 𝑧/𝐵}

• Algoritmo:
• Iniciar:

• Duas pilhas 1 e 2 de termos, com os dois 
termos a unificar

• Um conjunto vazio de substituições

• Extrair o primeiro termo de cada pilha:
• No caso de duas constantes 𝐴, 𝐵:

• Se 𝐴 ≠ 𝐵: FALHA

• Caso de duas funções 
𝐹1 𝑡1, … , 𝑡𝑁 , 𝐹2 𝑡1′, … , 𝑡𝑀′ :

• Se 𝐹1 ≠ 𝐹2 ∨ 𝑁 ≠ 𝑀 : FALHA

• c.c. adicionar os argumentos às respetivas 
pilhas

• Caso de uma variável 𝑥, 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑜:
• Se 𝑥 ∈ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑜 ∧ 𝑥 ≠ 𝑇𝑒𝑟𝑚𝑜:  FALHA

• c.c. adicionar a substituição: 𝑥/𝑇𝑒𝑟𝑚𝑜

𝑥/𝑅 𝑥

𝐴/𝑦

𝑆(𝐴)/𝑇(𝑥)

𝐴/𝐵



Provas com Modus Ponens generalizado
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• Remoção de quantificadores
• Universais: índice nas variáveis

• Existenciais:
• Constante de skolem com índice

• Função de skolem com índice
• Argumentos: 

• variáveis universais

• Restantes operações válidas
• Unificação: 

• sempre que necessário

1. ∀𝑥𝐼𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑥 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑥
2. ∀𝑥𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒𝑔𝑎𝐴𝐹𝑠 𝑥 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥
3. ∀𝑥𝐶𝑜𝑙𝑜𝑐𝑎𝐷𝑢𝑣𝑖𝑑𝑎𝑠 𝑥 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥
4. ∀𝑥𝐴𝑝𝑟𝑜𝑣𝑎çã𝑜 𝑥 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥
5. 𝐼𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟 ∧ ¬𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟

6. [R4] 𝐴𝑝𝑟𝑜𝑣𝑎çã𝑜 𝑥4 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥4 - remoção de quantificadores
7. [R6] ¬𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥4 ⇒ ¬𝐴𝑝𝑟𝑜𝑣𝑎çã𝑜 𝑥4 - contraposição
8. [R7-R5B, 𝑥4/𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟] ¬𝐴𝑝𝑟𝑜𝑣𝑎çã𝑜 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟 - Modus Ponens

1. ∃𝑦∀𝑥𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥 ⇒ 𝐺𝑜𝑠𝑡𝑎𝐷𝑒𝑠𝑝𝑜𝑟𝑡𝑜(𝑥, 𝑦)

2. ∀𝑥∃𝑦𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥 ⇒ 𝐺𝑜𝑠𝑡𝑎𝐷𝑒𝑠𝑝𝑜𝑟𝑡𝑜 𝑥, 𝑦

3. [R1] 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥1 ⇒ 𝐺𝑜𝑠𝑡𝑎𝐷𝑒𝑠𝑝𝑜𝑟𝑡𝑜(𝑥1, 𝑆𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚1)

4. [R2] 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥2 ⇒ 𝐺𝑜𝑠𝑡𝑎𝐷𝑒𝑠𝑝𝑜𝑟𝑡𝑜 𝑥2, 𝑆𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚2 𝑥2



Provas com Resolução
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1. Remoção de quantificadores

2. Conversão para CNF
• Passo 1 – eliminar as equivalências
• Passo 2 – eliminar as implicações
• Passo 3 – mover as negações para junto das variáveis
• Passo 4 – aplicar a distributividade para obter CNF

3. Inserir o complemento do que se pretende provar

4. Aplicar a regra de resolução 
• Unificação sempre que necessário
• Se concluir falso, então a prova é válida
• Repetir o passo

𝐴1 ∨ ⋯∨ 𝐴𝑘 ∨ 𝐂, 𝐵1 ∨ ⋯∨ 𝐵𝑘 ∨ ¬𝐂

𝐴1 ∨ ⋯∨ 𝐴𝑘 ∨ 𝐵1 ∨ ⋯∨ 𝐵𝑘

5. 𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑥1 ⇒ 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑥1
6. 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑥2 ⇒ 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥2
7. 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜
8. 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑆𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚4 ∧ ¬𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑆𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚4

9. ¬𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑥1 ∨ 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑥1
10. ¬𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑥2 ∨ 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑥2
11. 𝐴𝑡𝑙𝑒𝑡𝑎 𝑃𝑒𝑑𝑟𝑜
12. 𝑃𝑒𝑠𝑠𝑜𝑎 𝑆𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚4 ∧ ¬𝐶𝑖𝑐𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑆𝑘𝑜𝑙𝑒𝑚4



Prova com Resolução
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1. ∀𝑥𝐼𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑥 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑥
2. ∀𝑥𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒𝑔𝑎𝐴𝐹𝑠 𝑥 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥
3. ∀𝑥𝐶𝑜𝑙𝑜𝑐𝑎𝐷𝑢𝑣𝑖𝑑𝑎𝑠 𝑥 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥
4. ∀𝑥𝐴𝑝𝑟𝑜𝑣𝑎çã𝑜 𝑥 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥
5. 𝐼𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟 ∧ ¬𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟

6. 𝐼𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑥1 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑥1
7. 𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒𝑔𝑎𝐴𝐹𝑠 𝑥2 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥2
8. 𝐶𝑜𝑙𝑜𝑐𝑎𝐷𝑢𝑣𝑖𝑑𝑎𝑠 𝑥3 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥3
9. 𝐴𝑝𝑟𝑜𝑣𝑎çã𝑜 𝑥4 ⇒ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥4
10. 𝐼𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟 ∧ ¬𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟

11.¬𝐼𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝑥1 ∨ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑥1
12.¬𝐸𝑛𝑡𝑟𝑒𝑔𝑎𝐴𝐹𝑠 𝑥2 ∨ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥2
13.¬𝐶𝑜𝑙𝑜𝑐𝑎𝐷𝑢𝑣𝑖𝑑𝑎𝑠 𝑥3 ∨ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥3
14.¬𝐴𝑝𝑟𝑜𝑣𝑎çã𝑜 𝑥4 ∨ 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝑥4
15. 𝐼𝑛𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑜 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟 ∧ ¬𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟

16.𝐴𝑝𝑟𝑜𝑣𝑎çã𝑜 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟

17. [14,16, 𝑥4/𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟] 𝐸𝑠𝑡𝑢𝑑𝑜𝑢 𝐴𝑟𝑡𝑢𝑟
18. [15B,17] Falso
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Recursos utilizados
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• Microsoft Power Point

• Clipchamp, voz de síntese Fernanda

• Vimeo

• Russell, S. J. & Norvig, P. (2010). Artificial intelligence: A modern approach (3rd ed). Prentice Hall.
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