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Resumo

Esta apresentação começa com duas análises bem conhecidas em dimensão
infinita: a análise de rúıdo branco gaussiano e a análise de rúıdo branco de
Poisson. Longe da profundidade apresentada em [HKPS93] ou em [Oli17]
para o caso gaussiano, ou em [KKO02] para o caso de Poisson, a par de algu-
mas aplicações particulares, dar-se-á relevo a aspetos relacionados com os po-
linómios que estão na base destas duas análises: respetivamente, os polinómios
de Wick e os polinómios de Charlier. No final, por recurso a um cálculo em di-
mensão infinita sobre polinómios definidos em espaços co-nucleares genéricos
[FKLO19], os mesmos polinómios serão revisitados, dando-se resposta a algu-
mas questões sobre a sua natureza e propriedades polinomiais.
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1 Medidas gaussianas e de Poisson

O ponto de partida da análise de rúıdo branco (gaussiano ou de Poisson) é um espaço
de Hilbert H real e separável e um tripleto nuclear real

N ⊂ H ⊂ N ′,

onde N é um espaço nuclear denso em H e tal que a inclusão N →֒ H é cont́ınua e
N ′ é o espaço dual de N relativamente ao espaço H. Isto significa que o par dual
〈·, ·〉 entre N ′ e N é definido como uma extensão (cont́ınua) do produto interno (·, ·)
em H:

〈h, ξ〉 = (h, ξ), h ∈ H, ξ ∈ N .

Naturalmente que, num contexto genérico, à partida existem vários tripletos
nucleares posśıveis. A escolha de um tripleto espećıfico é então sugerida e deter-
minada por cada aplicação particular. Por exemplo, em problemas envolvendo
movimentos brownianos unidimensionais, a escolha natural recai sobre o espaço
H = L2(R,R) =: L2(R) das funções de quadrado integrável relativamente à medida
de Lebesgue sobre R e para o espaço de Schwartz N = S(R,R) =: S(R) das funções
reais, suaves em R e de decrescimento rápido no infinito. No entanto, em aplicações
relativas a movimentos brownianos d-dimensionais, d ∈ N, d ≥ 2, a opção natural
é a versão vetorial destes espaços: H = L2(R,Rd) e N = S(R,Rd). Pela razão
indicada e salvo aviso em contrário, no que se segue continuar-se-á a considerar um
tripleto nuclear N ⊂ H ⊂ N ′ genérico.

Fixada a σ-álgebra Cσ(N ′) sobre N ′ gerada pelos conjuntos ciĺındricos

{ω ∈ N ′ : (〈ω, ξ1〉, . . . , 〈ω, ξn〉) ∈ B} , ξ1, . . . , ξn ∈ N , B ∈ B(Rn), n ∈ N,

onde, para cada n ∈ N, B(Rn) denota a σ-álgebra de Borel de Rn, tem-se o seguinte

Teorema 1. (Teorema de Minlos
1 [Min59]) Seja C : N → C uma função que

verifica as três propriedades seguintes:

(i) C(0) = 1;

(ii) C é cont́ınua em N ;

(iii) C é definida positiva,

n∑

i,j=1

C(ξi − ξj)zizj ≥ 0, ξ1, . . . , ξn ∈ N , z1, . . . , zn ∈ C, n ∈ N.

1Na literatura também conhecido por Teorema de Bochner-Minlos, numa alusão ao caso parti-
cular N = Rd = N ′, conhecido como o Teorema de Bochner.
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Nestas condições, existe uma única medida de probalilidade µC sobre (N ′, Cσ(N ′))
cuja função caracteŕıstica (transformada de Fourier) é igual a C. Equivalentemente,

∫

N ′

exp (i〈ω, ξ〉) dµC(ω) = C(ξ), ξ ∈ N . (1)

Em particular, denotando por | · | a norma hilbertiana no espaço H, decorre do
teorema de Minlos que a função definida por

C(ξ) = exp

(
−1

2
|ξ|2
)
, ξ ∈ N (2)

é a transformada de Fourier de uma medida (gaussiana) µ sobre (N ′, Cσ(N ′)) defi-
nida por (1) e (2). O espaço de probabilidade (N ′, Cσ(N ′), µ) assim definido designa-
se por espaço gaussiano associado a N e a H. Como caso particular, se H = L2(R)
e se N = S(R), o espaço gaussiano correspondente chama-se rúıdo branco.

Um outro exemplo decorrente da aplicação do teorema de Minlos relaciona-se
com a escolha dos espaços reais H = L2(Rd,R) =: L2(Rd) das funções de quadrado
integrável relativamente à medida de Lebesgue sobre Rd, d ∈ N, e N = D(Rd,R) =:
D(Rd) das funções reais, suaves em Rd e de suporte compacto. Nesta situação,
decorre do teorema de Minlos (vd. e.g. [GV68, vol. IV]) que

C(ϕ) = exp

(∫

Rd

(
eiϕ(x) − 1

)
dx

)
, ϕ ∈ D(Rd) (3)

é a função caracteŕıstica duma medida de probabilidade π sobre (D′(Rd), Cσ(D′(Rd)))
definida por (1) e (3). A medida π obtida deste modo chama-se medida de Poisson
sobre (D′(Rd), Cσ(D′(Rd))) de intensidade igual à medida de Lebesgue sobre Rd.

2 Ortogonalidade. Decomposição em caos

No contexto de um tripleto nuclear N ⊂ H ⊂ N ′ genérico, decorre da definição da
medida gaussiana µ dada por (1) e (2) que, para cada ξ ∈ N , ξ 6= 0, fixo, 〈·, ξ〉 é
uma variável aleatória de distribuição normal de média nula e variância |ξ|2. Por
conseguinte,

∫

N ′

〈ω, ξ〉2n dµ(ω) = (2n)!

n!2n
|ξ|2n,

∫

N ′

〈ω, ξ〉2n+1 dµ(ω) = 0, (4)

o que, pela identidade de polarização, conduz ainda a

∫

N ′

〈ω, ξ1〉 . . . 〈ω, ξn〉 dµ(ω) =
1

n!

n∑

k=1

(−1)n−k
∑

i1<...<ik

∫

N ′

〈ω, ξi1 + . . .+ ξik〉n dµ(ω),
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para ξ1, . . . , ξn ∈ N , n ∈ N. Isto significa que uma importante classe de polinómios
em N ′ não verifica uma relação de ortogonalidade relativamente à medida gaussiana
µ. A saber, os monómios da forma

〈·, ξ〉n = 〈·⊗n, ξ⊗n〉,
〈·, ξ1〉 . . . 〈·, ξn〉 = 〈·⊗n, ξ1 ⊗ . . .⊗ ξn〉 = 〈·⊗n, ξ1⊗̂ . . . ⊗̂ξn〉.

Uma situação semelhante acontece se se tomar o tripleto D(Rd) ⊂ L2(Rd) ⊂
D′(Rd) e a medida de Poisson π dada por (1) e (3). Neste caso, para cada ϕ ∈ D(Rd),

∫

D′(Rd)

〈ω, ϕ〉 dπ(ω) =
∫

Rd

ϕ(x) dx,

∫

D′(Rd)

〈ω, ϕ〉2 dπ(ω) =
∫

Rd

ϕ2(x) dx+

(∫

Rd

ϕ(x) dx

)2

, (5)

∫

D′(Rd)

〈ω, ϕ〉n dπ(ω) =
n∑

k=1

1

k!

∑

(i1,...,ik)∈Nk

i1+...+ik=n

n!

i1! . . . ik!

k∏

j=1

∫

Rd

ϕij(x) dx, n ∈ N.

Com o objetivo de introduzir a noção de decomposição em caos e, em particular,
identificar um sistema de polinómios ortogonais relativamente à medida gaussiana
µ e à medida de Poisson π, considerem-se os espaços

(L2)µ := L2(N ′, Cσ(N ′), µ), (L2)π := L2(D′(Rd), Cσ(D′(Rd)), π) (6)

das funções complexas de quadrado integrável relativamente às medidas, respetiva-
mente, µ e π. De modo a evidenciar a diferença entre o produto interno (·, ·) e a
norma | · | definidos nos espaços de Hilbert reais H e L2(Rd) e o produto interno e
a norma usuais definidos nos espaços complexos (6), estes produtos internos e estas
normas serão denotados, respetivamente, por ((·, ·)) e por ‖ · ‖ (ou, caso haja neces-
sidade de explicitar a medida subjacente, por ((·, ·))µ, ‖ · ‖µ e por ((·, ·))π, ‖ · ‖π). Os
espaços (6) serão abreviadamente denotados por (L2) sempre que for claro qual a
medida a que respeitam.

2.1 O caso gaussiano

Decorrente de (4), considere-se o operador linear

N ∋ ξ 7→ 〈·, ξ〉 ∈ (L2). (7)

A densidade de N em H permite estender (7) a um operador linear limitado,

H ∋ f 7→ 〈·, f〉 ∈ (L2),
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definido para cada f ∈ H por

〈·, f〉 := (L2)− lim
n
〈·, ξn〉,

onde (ξn)n∈N é uma qualquer sucessão de elementos de N convergente para f em H.
Consequentemente, ‖〈·, f〉‖ = |f |, f ∈ H.
Proposição 2. ([HKPS93]) O processo X definido em N ′ ×H por Xf (ω) = 〈ω, f〉
é um processo gaussiano centrado de covariância

((〈·, f〉, 〈·, g〉)) =
∫

N ′

〈ω, f〉〈ω, g〉 dµ(ω) = (f, g), f, g ∈ H.

Deste resultado resulta, em particular, que, para cada f ∈ H, 〈·, f〉 é uma
variável aleatória de distribuição normal de média nula e variância |f |2. Como
consequência:

1) a sua função caracteŕıstica é dada por
∫

N ′

exp (i〈ω, f〉) dµ(ω) = exp

(
−1

2
|f |2
)
,

o que estende (1) e (2) a f ∈ H;

2) em termos de momentos tem-se
∫

N ′

〈ω, f〉2n dµ(ω) = (2n)!

n!2n
|f |2n,

∫

N ′

〈ω, f〉2n+1 dµ(ω) = 0,

estendendo (4) a f ∈ H.
Uma outra consequência da Proposição 2 é apresentada no seguinte

Exemplo 3. A aplicação da Proposição 2 ao caso particular do espaço rúıdo branco
(S ′(R), Cσ(S ′(R)), µ) conduz ao processo gaussiano centrado B de incrementos in-
dependentes,

B11[0,t)(ω) := 〈ω, 11[0,t)〉, ω ∈ S ′(R), t ≥ 0,

onde 11A designa a função indicatriz de um subconjunto (boreliano) A ⊆ R. A
covariância deste processo é igual a

((〈·, 11[0,t)〉, 〈·, 11[0,s)〉)) = (11[0,t), 11[0,s)) = s ∧ t,

pelo que B é um movimento browniano unidimensional com valor 0 no instante t =
0. Habitual e abreviadamente, B11[0,t) denota-se por Bt ou por B(t, ·). Informalmente,
note-se que

Bt(ω) = 〈ω, 11[0,t)〉 =
∫ t

0

ω(s) ds,
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o que sugere que se considere ω(t) como uma derivada em ordem ao tempo do movi-
mento browniano. Obviamente que uma tal derivada não existe no sentido usual de
derivada pontual. Contudo, a derivada existe no sentido das distribuições. Enquanto
derivada no sentido das distribuições, ω(t) designa-se por rúıdo branco.

Ainda no contexto do espaço de rúıdo branco, a Proposição 2 também permite
definir um movimento browniano fracionário unidimensional de coeficiente de Hurst
H ∈ (0, 1), H 6= 1

2
:

BH
t (ω) := 〈ω,MH11[0,t)〉, ω ∈ S ′(R), t ≥ 0,

onde

(MH11[0,t))(x) =
1

Γ(H + 1
2
)

(
(t− x)H− 1

211]−∞,t[(x)− |x|H− 1
211]−∞,0[(x)

)
, x ∈ R,

cf. [Mis08, Lema 1.1.3] (vd. também [GJ16]). Para cada t ≥ 0 tem-se MH11[0,t) ∈
L2(R) com

(MH11[0,t),MH11[0,s)) =
1

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
, t, s ≥ 0.

Por forma a definir um sistema de polinómios em N ′ ortogonais relativamente à
medida gaussiana, comece-se por considerar em R os polinómios de Hermite

Hn(x) := (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

= n!

⌊n
2
⌋∑

k=0

(−1)k
k!(n− 2k)!

(2x)n−2k, n ∈ N0, x ∈ R, (8)

e, para cada ω ∈ N ′, ξ ∈ N , ξ 6= 0,
(

|ξ|√
2

)n
Hn

(
〈ω,ξ〉√
2|ξ|

)
. De (8) resulta a igualdade

( |ξ|√
2

)n

Hn

(〈ω, ξ〉√
2|ξ|

)
=

⌊n
2
⌋∑

k=0

(
n

2k

)
(2k)!

k!2k
(−1)k|ξ|2k〈ω, ξ〉n−2k,

o que sugere que se defina, para cada n ∈ N0 e para cada ξ ∈ N , ou, mais geralmente,
para cada ξ ∈ NC := {ξ1 + iξ2 : ξ1, ξ2 ∈ N},

〈: ω⊗n :, ξ⊗n〉 :=
⌊n
2
⌋∑

k=0

(
n

2k

)
(2k)!

k!2k
(−〈ξ, ξ〉)k〈ω, ξ〉n−2k, ω ∈ N ′. (9)

No último caso (ξ ∈ NC),

〈ω, ξ1 + iξ2〉 := 〈ω, ξ1〉+ i〈ω, ξ2〉, ω ∈ N ′, ξ1, ξ2 ∈ N ,
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o que significa que, dado f ∈ H ou, mais geralmente, f ∈ HC := {f1 + if2 : f1, f2 ∈
H},

〈f, ξ1 + iξ2〉 = (f, ξ1) + i(f, ξ2), ξ1, ξ2 ∈ N .

Relativamente a (9), observe-se que o seu lado direito conduz a que : ω⊗n :∈ N ′⊗̂n,
ω ∈ N ′, n ∈ N0. Por outras palavras, para cada ξ ∈ N o lado esquerdo desta
igualdade é efetivamente um par dual entre um elemento de N ′⊗̂n, : ω⊗n :, e um
elemento de N ⊗̂n, ξ⊗n, estando o elemento : ω⊗n :∈ N ′⊗̂n definido pela igualdade
(9), com o ξ a variar em N . Este elemento de N ′⊗̂n designa-se por potência de Wick
de ordem n.

Proposição 4. Para quaisquer ϕ(n) ∈ N ⊗̂n
C , φ(m) ∈ N ⊗̂m

C verifica-se a seguinte
relação de ortogonalidade:

((〈: ·⊗n :, ϕ(n)〉, 〈: ·⊗m :, φ(m)〉)) = δn,mn!(ϕ
(n), φ(n)), (10)

onde δn,m é o śımbolo de Kronecker.

Este resultado é uma consequência da construção anterior e da propriedade de
ortogonalidade seguinte verificada pelos polinómios de Hermite em R,

∫ +∞

−∞
Hn(x)Hm(x)e

−x2

dx = δn,m2
nn!
√
π,

o que conduz cf. e.g. [BK88, Vol. 1, Caṕıtulo 2, Secção 2.2], [HKPS93, Caṕıtulo 2],
[Oba94, Secção 2.2], a que (10) se verifique para ϕ(n), φ(m) da forma ϕ(n) = ξ⊗n

1 ,

φ(m) = ξ⊗m
2 , ξ1, ξ2 ∈ N . Uma vez que os elementos deN ⊗̂n, n ∈ N0, são combinações

lineares de elementos da forma ξ⊗n, ξ ∈ N , (10) também verifica-se para ϕ(n) ∈ N ⊗̂n,

φ(m) ∈ N ⊗̂m, resultando então o caso geral como uma consequência do caso real e
da identidade de polarização.

Como consequência desta proposição tem-se o seguinte. Por definição, um po-
linómio em N ′ é uma função complexa P : N ′ → C da forma

P (ω) =
n∑

k=0

〈ω⊗k, ϕ(k)〉, ω ∈ N ′,

para ϕ(k) ∈ N ⊗̂k
C , k = 0, 1, . . . , n, n ∈ N0. Denotando o espaço dos polinómios em

N ′ por P(N ′), por linearidade e pela identidade de polarização, decorre de (9) que,

para quaisquer ϕ(n) ∈ N ⊗̂n
C , n ∈ N0, 〈: ·⊗n :, ϕ(n)〉 ∈ P(N ′). Como

xn =
n!

2n

⌊n
2
⌋∑

k=0

1

k!(n− 2k)!
Hn−2k(x), x ∈ R,
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resulta novamente da identidade de polarização que, para cada monómio da forma
〈·⊗n, ξ⊗n〉, ξ ∈ NC, tem-se

〈ω⊗n, ξ⊗n〉 = 〈ω, ξ〉n =

[n
2
]∑

k=0

(
n

2k

)
(2k)!

k!2k
〈ξ, ξ〉k〈: ω⊗(n−2k) :, ξ⊗(n−2k)〉, ω ∈ N ′.

Como consequência,

P(N ′) =

{
n∑

k=0

〈: ·⊗k :, ϕ(k)〉 : ϕ(k) ∈ N ⊗̂k
C , k = 0, 1, . . . , n, n ∈ N0

}
, (11)

o que completa a identificação de um sistema de polinómios em N ′ ortogonais em
relação à medida gaussiana: os polinómios 〈: ·⊗n :, ϕ(n)〉, ϕ(n) ∈ N ⊗̂n

C , n ∈ N0. Estes
polinómios, ou mais geralmente os polinómios da forma descrita em (11), chamam-se
polinómios de Wick em N ′.

Uma segunda consequência da Proposição 4 é a derivação da decomposição em
caos (vd. e.g. [BK88, Vol. 1, Caṕıtulo 2, Secções 2.2 e 2.3], [HKPS93, Caṕıtulo 2],
[Oba94, Secção 2.3]). Para o efeito, comece-se por observar que decorrente de (10)
tem-se, em particular,

‖〈: ·⊗n :, ϕ(n)〉‖2 = n!|ϕ(n)|2, ϕ(n) ∈ N ⊗̂n
C , n ∈ N, (12)

o que permite definir, tal como foi feito no ińıcio desta subsecção,

〈: ·⊗n :, f (n)〉 := (L2)− lim
m
〈: ·⊗n :, ϕ(n)

m 〉, f (n) ∈ H⊗̂n
C ,

onde, para cada f (n) ∈ H⊗̂n
C , (ϕ

(n)
m )m∈N é uma qualquer sucessão de elementos de

N ⊗̂n
C convergente para f (n) em H⊗n

C . Com esta definição, as igualdades (10) e (12)
generalizam-se naturalmente a estes novos elementos, o que tem uma implicação
direta: dada uma sucessão (f (n))n∈N0 de elementos f (n) ∈ H⊗̂n

C , n ∈ N0, tais que∑∞
n=0 n!|f (n)|2 <∞, resulta da propriedade de ortogonalidade que a série

∞∑

n=0

〈: ·⊗n :, f (n)〉

converge em (L2), tendo-se

∥∥∥∥∥

∞∑

n=0

〈: ·⊗n :, f (n)〉
∥∥∥∥∥

2

=
∞∑

n=0

n!|f (n)|2.
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Mas o rećıproco é igualmente verdadeiro e decorre do facto do espaço P(N ′) ser denso
em (L2) [Sko74, Secção 10, Teorema 1]. Por outras palavras, para cada F ∈ (L2)
existe uma sucessão

(
f (n)

)
n∈N0

da forma anteriormente identificada tal que

F =
∞∑

n=0

〈: ·⊗n :, f (n)〉. (13)

Por conseguinte,

‖F‖2 =
∞∑

n=0

n!
∣∣f (n)

∣∣2 .

Numa análise às sucessões (f (n))n∈N0 aqui consideradas, reconhece-se que elas são
elementos do espaço de Fock Exp(HC). O que estas últimas linhas então traduzem é
que existe um isomorfismo unitário entre os espaços (L2) e Exp(HC), conhecido como
o isomorfismo de Itô-Segal-Wiener . A expansão (13) com

(
f (n)

)
n∈N0

∈ Exp(HC) é
chamada a decomposição em caos de Itô-Segal-Wiener , ou simplesmente, a decom-
posição em caos , de F ∈ (L2) e os f (n), n ∈ N0, designam-se por “kernels” de
F .

2.2 O caso de Poisson

Para tratamento deste caso utilizar-se-á uma abordagem diferente [Ito88], [IK88],
[KSS97], a qual também poderia ter sido utilizada no caso gaussiano. A razão
desta nova abordagem prende-se com a definição (1) e (3) da medida de Poisson π,
nomeadamente, a natureza da transformada de Laplace desta medida:

∫

D′(Rd)

exp (〈ω, ϕ〉) dπ(ω) = exp

(∫

Rd

(
eϕ(x) − 1

)
dx

)
:= l(ϕ), ϕ ∈ D(Rd). (14)

No espaço complexificado DC(R
d) = {ϕ + iφ : ϕ, φ ∈ D(Rd)} considere-se então

a função A : U → DC(R
d) definida numa vizinhança U ⊂ DC(R

d) de zero por

A(ϕ)(x) := ln(1 + ϕ(x)), ϕ ∈ U, x ∈ Rd.

Aqui a escolha desta vizinhança U faz-se de modo a também garantir que A é
invert́ıvel e holomorfa em U (i.e., A é cont́ınua em U e, para cada ω ∈ D′(Rd),
ϕ ∈ U , φ ∈ DC(R

d) fixos, a função complexa z 7→ 〈ω,A(ϕ + zφ)〉 ∈ C é holomorfa
numa vizinhança de 0 em C [Din99, Secção 3.1]). Relativamente à transformada
de Laplace l, observe-se que a sua extensão ao espaço complexo DC(R

d), também
denotada por l, é uma função holomorfa numa vizinhança Ū ⊂ DC(R

d) de zero. Isto
significa cf. [Din99, Proposição 3.7] que l é localmente limitada e, para cada ϕ ∈ Ū ,
φ ∈ DC(R

d) fixos, a função z 7→ l(ϕ + zφ) ∈ C é holomorfa numa vizinhança de 0
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em C. Assim sendo, como l(A(0)) = l(0) = 1 6= 0, para cada ω ∈ D′(Rd) fixo existe
uma vizinhança U ′ ⊂ DC(R

d) de zero na qual tem-se definida a seguinte função
holomorfa em U ′:

eπ,ω(ϕ) :=
exp(〈ω,A(ϕ)〉)

l(A(ϕ))
= exp

(
〈ω, ln(1 + ϕ)〉 −

∫

Rd

ϕ(x) dx

)
, ϕ ∈ U ′.

Em termos de série de Taylor tem-se então

eπ,ω(ϕ) =
∞∑

n=0

1

n!

dn

dzn
eπ,ω(zϕ)

∣∣∣
z=0

, ϕ ∈ U ′,

em que uma estimativa de cada diferencial de ordem n ∈ N, por recurso à fórmula de
Cauchy e à identidade de polarização, permite concluir, por aplicação do teorema
do kernel (vd. e.g. [BK88, Vol. 1, Caṕıtulo 1, Teorema 2.3], [KSWY98, Teorema

2.2]), a existência de uma distribuição C(n)(ω) ∈ (D′(Rd))⊗̂n tal que

dn

dzn
eπ,ω(zϕ)

∣∣∣
z=0

= 〈C(n)(ω), ϕ⊗n〉, ∀ϕ ∈ U ′.

Para cada função real ϕ ∈ D(Rd), ϕ > −1, tem-se, naturalmente,

〈C(n)(ω), ϕ⊗n〉 = dn

dtn
eπ,ω(tϕ)

∣∣∣
t=0

e, mais geralmente, esta igualdade generaliza-se a qualquer ϕ ∈ D(Rd): caso ϕ > −m
para algum m > 1, tome-se na igualdade anterior a função D(Rd) ∋ ϕ

m
> −1. Para

ϕ ∈ D(Rd), resulta [IK88] recursivamente que

〈C(0)(ω), ϕ⊗0〉 = 1;

〈C(1)(ω), ϕ〉 = 〈ω, ϕ〉 −
∫

Rd

ϕ(x) dx; (15)

〈C(n+1)(ω), ϕ⊗(n+1)〉 =
n∑

k=0

(−1)n−kn!

k!
〈ω, ϕn−k+1〉〈C(k)(ω), ϕ⊗k〉

− 〈C(n)(ω), ϕ⊗n〉
∫

Rd

ϕ(x) dx.

A partir destas igualdades, naturalmente que, por linearidade e pela identidade de
polarização, define-se 〈C(n)(ω), ϕ(n)〉, n ∈ N, para ϕ(n) ∈ (D(Rd))⊗̂n, ou mesmo para

ϕ(n) ∈ (DC(R
d))⊗̂n, qualquer.

Por esta construção ressalta que, para cada n ∈ N e ϕ(n) ∈ (DC(R
d))⊗̂n fixos, a

função 〈C(n), ϕ(n)〉 definida por

(〈C(n), ϕ(n)〉)(ω) := 〈C(n)(ω), ϕ(n)〉, ω ∈ D′(Rd)
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é um polinómio em D′(Rd). Com efeito [KSS97, Lema 5.3], tem-se mesmo

P(D′(Rd)) =

{
n∑

k=0

〈C(k), ϕ(k)〉 : ϕ(k) ∈ (DC(R
d))⊗̂k, k = 0, 1, . . . , n, n ∈ N0

}
.

Os polinómios da forma identificada neste último conjunto são conhecidos como
polinómios de Charlier em D′(Rd).

Proposição 5. Para quaisquer ϕ(n) ∈ (DC(R
d))⊗̂n, φ(m) ∈ (DC(R

d))⊗̂m tem-se a
seguinte relação de ortogonalidade:

((〈C(n), ϕ(n)〉, 〈C(m), φ(m)〉)) = δn,mn!(ϕ
(n), φ(n)). (16)

Esta relação de ortogonalidade é uma consequência da anterior construção. Por
esta, para quaisquer funções −1 < ϕ, φ ∈ D(Rd) e para z1, z2 ∈ C tem-se
∫

D′(Rd)

eπ,ω(z1ϕ)eπ,ω(z2φ) dπ(ω)

= exp

(
−
∫

Rd

(z1ϕ(x) + z2φ(x)) dx

)∫

D′(Rd)

exp (〈ω, ln((1 + z1ϕ)(1 + z2φ))〉) dπ(ω)

reconhecendo-se por (14) que o último integral é igual a

exp

(∫

Rd

((1 + z1ϕ)(1 + z2φ)− 1) dx

)
.

Deste modo,

∫

D′(Rd)

eπ,ω(z1ϕ)eπ,ω(z2φ) dπ(ω) = exp (z1z2(ϕ, φ)) =
∞∑

n=0

zn1 z
n
2

n!
(ϕ⊗n, φ⊗n). (17)

Mas, por outro lado,
∫

D′(Rd)

eπ,ω(z1ϕ)eπ,ω(z2φ) dπ(ω)

=
∞∑

n,m=0

zn1
n!

zm2
m!

∫

D′(Rd)

〈C(n)(ω), ϕ⊗n〉〈C(m)(ω), φ⊗m〉 dπ(ω), (18)

o que conduz à relação de ortogonalidade (16) por comparação dos coeficientes das

séries (17) e (18). Para ϕ(n) ∈ (DC(R
d))⊗̂n, φ(m) ∈ (DC(R

d))⊗̂m genéricos, (16)
resulta por linearidade e pela identidade de polarização.

Chegados a este ponto tem-se uma situação idêntica à que ocorreu no caso gaus-
siano: tem-se definido um sistema de polinómios em D′(Rd) ortogonais em relação
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à medida de Poisson que verifica a relação de ortogonalidade (16), que é semelhante

a (10). Tal como no caso gaussiano, isto significa que para cada f (n) ∈ L̂2
C((R

d)n),
n ∈ N (Apêndice A.2), tem-se definido

〈C(n), f (n)〉 := (L2)− lim
m
〈C(n), ϕ(n)

m 〉,

onde (ϕ
(n)
m )m∈N é uma qualquer sucessão de elementos de (DC(R

d))⊗̂n convergente
para f (n) em L2

C((R
d)n). Para estes novos elementos, a relação de ortogonalidade

(16) é preservada, o que induz, tal como no caso gaussiano, a uma expansão de cada
F ∈ (L2) da forma

F =
∞∑

n=0

〈C(n), f (n)〉,
(
f (n)

)
n∈N0

∈ Exp(L2
C(R

d)) (19)

e a um isomorfismo unitário Iπ entre o espaço (L2) e o espaço de Fock Exp(L2
C(R

d)):

Iπ

( ∞∑

n=0

〈C(n), f (n)〉
)

:=
(
f (n)

)
n∈N0

. (20)

Mantendo a terminologia introduzida no caso gaussiano, a expansão (19) designa-se
por decomposição em caos de F ∈ (L2) e os f (n), n ∈ N0, que áı surgem chamam-se
funções “kernel” de F .

Observação 6. Devido a (5) (vd. (4) para o caso gaussiano), não é posśıvel, à
semelhança do caso gaussiano, definir 〈·, f〉 para f ∈ L2(Rd) genérico. Apenas para
f ∈ L2(Rd) ∩ L1(Rd). Mais precisamente,

〈·, f〉 := (L2)− lim
n
〈·, ϕn〉,

onde (ϕn)n∈N é uma qualquer sucessão de elementos de D(Rd) convergente para f em
L2(Rd) e em L1(Rd). Entre os vários posśıveis exemplos para f têm-se as funções
11A, para um subconjunto A ⊂ Rd de medida de Lebesgue finita. Em particular, no
caso d = 1, tomando A = [0, t), t ≥ 0, obtém-se, informalmente,

Pt(ω) := 〈ω, 11[0,t)〉 =
∫ t

0

ω(s) ds,

o que gera uma situação semelhante à descrita no Exemplo 3 para o movimento brow-
niano. Entendido como derivada de Pt no sentido das distribuições, ω(t) designa-se
por rúıdo branco de Poisson.
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3 Aplicações

3.1 O caso gaussiano

Nas aplicações o espaço (L2) revela-se frequentemente demasiado pequeno. Uma
maneira de definir espaços mais abrangentes, que incluam o espaço (L2), é definir
espaços de funções teste contidos em (L2), o que por dualidade relativamente a (L2)
conduz à definição de espaços maiores, de funções generalizadas. Para concretizar
esta ideia considere-se o espaço dos polinómios P(N ′). Em cada polinómio

P =
N∑

n=0

〈: ·⊗n :, ϕ(n)〉,

os kernel ϕ(n), n = 1, . . . , N , são elementos do espaço

N ⊗̂n
C = prlim

p∈N
H⊗̂n

p,C,

onde, para cada p ∈ N, H⊗̂n
p,C é a n-ésima potência tensorial simétrica do espaço

complexificado Hp,C := {f1 + if2 : f1, f2 ∈ Hp} (Apêndice A.2). Logo, ϕ(n) ∈ H⊗̂n
p,C

para qualquer p ∈ N. Esta observação permite definir no espaço P(N ′) uma famı́lia
de normas hilbertianas ‖ · ‖p,q,β, p, q ∈ N, β ∈ [0, 1], por

‖P‖2p,q,β :=
∞∑

n=0

(n!)1+β2nq|ϕ(n)|2p.

Assim, considerando para cada p, q ∈ N e para cada β ∈ [0, 1], o espaço de Hilbert
completado (Hp)

β
q de P(N ′) relativamente à norma ‖ · ‖p,q,β, i.e.,

(Hp)
β
q =

{
P =

∞∑

n=0

〈: ·⊗n :, ϕ(n)〉 ∈ (L2) : ‖P‖p,q,β <∞
}
,

tem-se definida uma famı́lia de espaços nucleares densos em (L2) por

(N )β := pr lim
p,q∈N

(Hp)
β
q

em que cada inclusão (N )β →֒ (L2) é cont́ınua (vd. e.g. [KK99], [KSWY98]). Por
conseguinte, por dualidade, para cada β ∈ [0, 1], o espaço dual (N )−β de (N )β

relativamente ao espaço (L2) é dado por

(N )−β = ind lim
p,q∈N

(H−p)
−β
−q ,
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onde (H−p)
−β
−q , p, q ∈ N, é o espaço dual de (Hp)

β
q relativamente a (L2). Como

resultado final, obtém-se uma cadeia de espaços de funções teste e generalizadas,

P(N ′) ⊂ (N )1 ⊂ (N )β ⊂ (L2) ⊂ (N )−β ⊂ (N )−1 ⊂ P ′(N ′), β ∈ [0, 1).

Entre os vários elementos desta cadeia destacam-se quatro. Os espaços, (N )1

e (N )−1, respetivamente, das funções teste de Kondratiev e das distribuições de
Kondratiev [Kon75], [Kon78] e, para N igual a S(Rd,R) ou a S(R,Rd), d ∈ N, os
espaços (N )0 e (N )−0, respetivamente, das funções teste de Hida e das distribuições
de Hida [Hid75], [Kon80a], [Kon80b], [KT80a], [KT80b]. Com o objetivo de carac-
terizar as distribuições de Hida e de Kondratiev considerem-se os elementos de (L2)
cuja decomposição em caos é da forma

∞∑

n=0

1

n!
〈: ·⊗n :, f⊗n〉, f ∈ HC.

Na imagem destes elementos – denotados por : e〈·,f〉 : – pelo isomorfismo de Itô-
Segal-Wiener reconhecem-se os vetores exponenciais e(f) ∈ Exp(HC) (Apêndice
A.2), pelo que ∥∥∥∥∥

∞∑

n=0

1

n!
〈: ·⊗n :, f⊗n〉

∥∥∥∥∥ = e|f |
2

.

A cada F ∈ (L2) associe-se então a aplicação SF : NC → C, denominada a S-
transformada de F , definida por

(SF )(ξ) :=
((
: e〈·,ξ〉 :, F̄

))
=

∫

N ′

: e〈ω,ξ〉 : F (ω) dµ(ω), ξ ∈ NC. (21)

Assim e em particular para F =: e〈·,f〉 :, f ∈ HC, tem-se

(
S : e〈·,f〉 :

)
(ξ) = e(ξ,f̄), ξ ∈ NC

e, mais geralmente, para F ∈ (L2) genérico,

F =
∞∑

n=0

〈: ·⊗n :, f (n)〉, (22)

tem-se

(SF )(ξ) =
∞∑

n=0

n!

(
ξ⊗n

n!
, f (n)

)
=

∞∑

n=0

(
ξ⊗n, f (n)

)
, ξ ∈ NC, (23)

cf. Proposição 4. Na prática esta igualdade revela-se de uma importância consi-
derável: se se conhecer a expansão (23) da S-transformada de um F ∈ (L2), então
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conhecem-se os kernel da decomposição em caos (22) de F . Em termos teóricos, o
que acaba de se indicar reflete o facto da S-transforma ser uma aplicação linear in-
jetiva. Na verdade, a S-transformada é mesmo um isomorfismo unitário entre (L2)
e um espaço de funções holomorfas em HC, conhecido por espaço de Bargmann-
Segal [GKS97]. A estas propriedades, acrescente-se, agora, que a definição da S-
transformada estende-se a funções generalizadas Ψ ∈ (N )−β, β ∈ [0, 1]. Para o efeito
observe-se que para cada ξ ∈ NC tem-se

‖ : e〈·,ξ〉 : ‖2p,q,β =
∞∑

n=0

(n!)1+β2nq
∣∣∣∣
ξ⊗n

n!

∣∣∣∣
2

p

=
∞∑

n=0

(n!)β−12nq|ξ|2np , (24)

sendo a última série convergente se, e só se, β < 1, ou, caso β = 1, se 2q|ξ|2p < 1.
Assim, para qualquer ξ ∈ NC,

: e〈·,ξ〉 :∈ (N )β, ∀ β ∈ [0, 1),

o que permite estender a definição (21) a qualquer Ψ ∈ (N )−β, β ∈ [0, 1):

(SΨ)(ξ) := 〈〈Ψ, : e〈·,ξ〉 :〉〉, ξ ∈ NC.

Aqui o par dual 〈〈·, ·〉〉 := 〈〈·, ·〉〉µ é definido como a extensão bilinear do produto
interno em (L2),

〈〈F, P 〉〉 = ((F, P̄ )) =

∫

N ′

F (ω)P (ω) dµ(ω), F ∈ (L2), P ∈ P(N ′).

Apesar de : e〈·,ξ〉 :/∈ (N )1 para ξ ∈ NC \ {0}, resulta de (24) que : e〈·,ξ〉 :∈ (Hp)
1
q se

ξ ∈ NC verificar 2q|ξ|2p < 1. Isto permite definir a S-transformada de distribuições

de Kondratiev: dado Ψ ∈ (N )−1 =
⋃

p,q∈N(H−p)
−1
−q, tem-se que Ψ ∈ (H−p)

−1
−q para

algum p, q ∈ N, definindo-se então a S-transformada de Ψ por

(SΨ)(ξ) := 〈〈Ψ, : e〈·,ξ〉 :〉〉,

para qualquer ξ ∈ NC tal que 2q|ξ|2p < 1.
A definição da S-transformada para distribuições de Hida e de Kondratiev condu-

zem aos resultados de caracterização seguintes. No caso particular das distribuições
de Hida, recorde-se, o espaço N é igual a S(Rd,R) ou a S(R,Rd), d ∈ N.

Teorema 7. ([KLP+96], [PS91]) A S-transformada define uma bijeção entre o
espaço (N )−0 e o espaço das funções F : N → C que verificam as duas propriedades
seguintes:

1. Para quaisquer ξ1, ξ2 ∈ N , a função R ∋ α 7→ F (αξ1 + ξ2) tem uma extensão
inteira a α ∈ C;

16



2. Existem duas constantes K1, K2 > 0 tais que

|F (zξ)| ≤ K1 exp
(
K2 |z|2 ||ξ||2

)
, ∀ z ∈ C, ξ ∈ N

para alguma norma ||·|| cont́ınua em N .

Teorema 8. ([KLS96]) Dados um conjunto aberto U ⊂ NC tal que 0 ∈ U e uma
função F : U → C, se F for holomorfa em U , então existe um único Ψ ∈ (N )−1 tal
que SΨ = F . Reciprocamente, dado Ψ ∈ (N )−1, a função SΨ é holomorfa nalgum
conjunto aberto em NC que contenha o ponto 0.

Esta correspondência entre F e Ψ é uma bijeção se se identificarem as funções
holomorfas que coincidam nalguma vizinhança aberta de 0 em NC.

Como exemplo ilustrativo da utilização prática destes resultados considere-se o
problema da autointerseção das trajectórias de movimentos brownianos. No con-
texto do espaço gaussiano (S ′

d(R), Cσ(S ′
d(R)), µ) associado a Sd(R) := S(R,Rd) e a

L2(R,Rd), d ∈ N, uma definição informal, mas sugestiva, de tempo local de autoin-
terseção de um movimento browniano d-dimensional

Bt(ω1, . . . , ωd) :=
(
〈ω1, 11[0,t)〉, . . . , 〈ωd, 11[0,t)〉

)
, (ω1, . . . , ωd) ∈ S ′

d(R), t ≥ 0

é dada em termos de uma função delta de Dirac, mais precisamente, por

L(T ) =

∫ T

0

dt

∫ t

0

ds δ0(B(t)−B(s)) (25)

que, informalmente, mede quanto tempo o processo passa a autointersetar-se durante
um intervalo de tempo [0, T ], T > 0. Uma maneira de definir rigorosamente L(T )
consiste na aproximação da função delta por

pε(x) :=
1

(2πε)d/2
e−

|x|2

2ε , x ∈ Rd, ε > 0

e no estudo do limite quando ε tende para 0 dos tempos locais de autointerseção
aproximados

Lε(T ) :=

∫ T

0

dt

∫ t

0

ds pε(B(t)−B(s)). (26)

Contudo, apenas para d = 1 esta convergência verifica-se em (L2). Para d ≥ 2,
os valores de espectação E(Lε(T )) divergem no limite, pelo que, para assegurar a
existência de limite, tem de se centrar as aproximações [Var69], ou seja, tem de se
considerar

Lε,c(T ) := Lε(T )− E(Lε(T )),
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o que é suficiente para garantir a convergência em (L2). No caso d = 3 é ainda
necessário introduzir um fator multiplicativo de renormalização por forma a garan-
tir a convergência em lei [CY87], [Yor85]. Para d > 3, para além de E(Lε(T )),
manifesta-se necessário subtrair outros termos divergentes.

No âmbito da análise de rúıdo branco gaussiano estes resultados podem ser
igualmente obtidos [dFHSW97]. No entanto, com algumas vantagens técnicas. Na
base para tal está o facto de

δ0(B(t)−B(s)) :=
1

(2π)d

∫

Rd

eix(B(t)−B(s)) dx

ser uma distribuição de Hida para t 6= s, cuja S-transformada é igual a

(Sδ0(B(t)−B(s)))(ϕ) =
1

(2π|t− s|)d/2 exp
(
− 1

2|t− s|

∣∣∣∣
∫ t

s

ϕ(u) du

∣∣∣∣
2
)
, (27)

para qualquer ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd) ∈ Sd(R) [dFHSW97], [LLSW94]. Nesta verificação
é então essencial o Teorema 7. Para d = 1, tem-se ainda

(SL(T ))(ϕ) =

∫ T

0

dt

∫ t

0

ds (Sδ0(B(t)−B(s)))(ϕ), ϕ ∈ S(R),

o que, novamente por uma aplicação do Teorema 7, permite concluir que L(T ) é uma
distribuição de Hida [dFHSW97], [KLP+96], [PS91]. Adicionalmente, por expansão
da função exponencial que surge em (27) em série de Taylor obtém-se

(SL(T ))(ϕ) =
∞∑

n=0

(ϕ⊗n, f (n)), ϕ ∈ S(R),

onde as funções kernel f (n) ∈ (L2(R,Rd))⊗̂n, n ∈ N0. Na verdade, a sucessão
(f (n))n∈N0 é um elemento do espaço de Fock Exp(L2

C(R,R
d)), pelo que L(T ) ∈ (L2).

Nos casos d = 2 e d = 3, considerando a função exp1(x) := ex − 1, a mesma
abordagem aplicada a

δ(1)(B(t)−B(s)) :=
1

(2π)d

∫

Rd

exp1 (ix(B(t)−B(s))) dx

permite concluir que

Lc(T ) :=

∫ T

0

dt

∫ t

0

ds δ(1)(B(t)−B(s))

é um elemento de (L2) se d = 2 e que Lc(T ) é uma distribuição de Hida se d = 3.

18



Esta abordagem constitui uma alternativa à proposta anterior de estudo do limite
dos tempos locais de autointerseção aproximados (26). No âmbito da análise de
rúıdo branco gaussiano, esta é igualmente uma possibilidade [dFHSW97], com uma
vantagem prática no caso d = 2 e que se prende com a aplicação espećıfica dos tempos
locais de autointerseção à modelação de cadeias de poĺımeros. Tipicamente, cadeias
de poĺımeros em bons solventes são individualmente modeladas por trajetórias de
passeios aleatórios ou, no limite cont́ınuo, por caminhos brownianos. Porém, em
geral tais modelos não têm em consideração que as autointerseções de caminhos
devem ser suprimidas, já que diferentes partes de uma molécula não podem localizar-
se num mesmo ponto do espaço. Este aspeto é particularmente relevante nos casos
do movimento browniano linear, planar, ou espacial, onde as autointerseções não
são negligenciáveis, embora tornando-se mais raras à medida que a dimensão do
espaço aumenta. Só para d ≥ 4 é que as autointerseções são negligenciáveis. Como
sugerido por S. F. Edwards [Edw65], um modelo mais adequado que suprima as
autointerseções consiste na modificação da medida gaussiana µ por introdução de
uma função de densidade, informalmente dada por

1

Z
exp(−gL(T )), Z := E(exp(−gL(T ))) (28)

para uma constante g > 0. No caso do movimento browniano unidimensional,
esta modificação não constitui qualquer problema, pois L(T ) ≥ 0, o que implica
que exp(−gL(T )) ≤ 1 e, por conseguinte, a integrabilidade de exp(−gL(T )) para
qualquer g > 0. Para d = 2, S. R. S. Varadhan [Var69] verificou que substituindo
em (28) L(T ) por Lc(T ) ∈ (L2) (28) fica bem definido para g < απ

T
, onde a constante

α surge do cálculo da taxa de convergência de Lε,c(T ) para Lc(T ) em (L2): para
qualquer α < 1

2
,

‖Lε,c(T )− Lc(T )‖2 ≤ C(T, α)εα, ∀ ε > 0,

onde C(T, α) é uma constante que depende de T e de α. Esta estimativa é nas
palavras do próprio autor “the most difficult step of all and requires considerable
estimation”. Uma versão mais simples e melhorada [BOSS15] decorre do cálculo da
S-transformada de Lc(T ) e de Lε,c(T ) com a derivação da decomposição em caos
de Lc(T ) e de Lε,c(T ). Por cálculo da norma das funções kernel assim obtidas no
espaço de Fock Exp(L2

C(R,R
2)) conclui-se que, para qualquer α < 1,

‖Lε,c(T )− Lc(T )‖2 ≤ C(T, α)εα, ∀ ε > 0,

o que melhora o intervalo das constantes g para as quais E(exp(−gLc(T ))) < ∞:
g < π

T
.
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Para além de (26) poder-se-ão considerar outras regularizações que evitem a
linha t = s em (25). Por exemplo (vd. e.g. [Sch99]),

LΛ(T ) :=

∫ ∫

0<s<t<T
t−s>Λ

dtds δ0(B(t)−B(s)), Λ > 0.

A reprodução dos passos utilizados na construção de Varadhan a este caso [BOS16]
conduzem a E(exp(−gLc(T ))) <∞ para g < 2π

T
.

Ainda no contexto do espaço gaussiano (S ′
d(R), Cσ(S ′

d(R)), µ) pode considerar-
se, mais geralmente, o problema da autointerseção das trajetórias de movimentos
brownianos fracionários d-dimensionais de coeficiente de Hurst H ∈ (0, 1) (Exemplo
3)

BH
t (ω1, . . . , ωd) :=

(
〈ω1,MH11[0,t)〉, . . . , 〈ωd,MH11[0,t)〉

)
, (ω1, . . . , ωd) ∈ S ′

d(R), t ≥ 0

e o estudo do tempo local de autointerseção, informalmente dado por

LH(T ) =

∫ T

0

dt

∫ t

0

ds δ0(B
H(t)−BH(s)).

Neste caso [DOS08] conclui-se que LH(T ) ∈ (L2) sempre que dH < 1. Isto signi-
fica, em particular, que para d = 1 tem-se LH(T ) ∈ (L2) para qualquer coeficiente
de Hurst H e que para d ≥ 2 tem-se LH(T ) ∈ (L2) apenas para H < 1/d. Para
1 ≤ dH < 3/2, os valores de espectação E(LH

ε (T )) das aproximações LH
ε (T ) defi-

nidas como em (26) divergem no limite, pelo que, para assegurar a existência de
limite, tem de se centrar as aproximações. Isto garante a existência de limite em
(L2) [HN05]. O interesse desta generalização ao movimento browniano fracionário
prende-se, mais uma vez, com a modelação de cadeias de poĺımeros. Dependendo
da escolha do coeficiente de Hurst, movimentos brownianos fracionários exibem tra-
jetórias, ou mais retiĺıneas, ou mais “encaracoladas”, quando comparadas com tra-
jetórias de movimentos brownianos. Em termos de aplicações, isto significa que o
modelo resultante da extensão do modelo de Edwards a movimentos brownianos
fracionários potencia a descrição de poĺımeros noutro tipo de meios solventes, ou
a descrição dos efeitos de interação a longa distância presentes em certas cadeias
de poĺımeros (e.g. ADN) e que não são cobertos pelos modelos brownianos. Para
dH < 1, argumentos semelhantes aos utilizados no caso browniano conduzem à
integrabilidade de exp(−gLH(T )) para qualquer g > 0 e, para dH = 1, d ≥ 3,
a extensão da construção de Varadhan conduz à integrabilidade de exp(−gLH

c (T ))

para 0 < g ≤ H(2π)1/(2H)

2T
[GOSS11].
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3.2 O caso de Poisson

As semelhanças entre as análises de rúıdo branco gaussiano e de Poisson permitem
de igual modo definir e caracterizar funções teste e generalizadas no caso poissoni-
ano [ADKS96], [KSS97], [KSWY98]. Contudo, em termos de aplicações, o maior
relevo da análise de Poisson tem por base as propriedades de suporte da medida de
Poisson. Em particular, elas elucidam a razão da expressão “Poisson” presente na
terminologia utilizada.

Com efeito, a medida de Poisson sobre (D′(Rd), Cσ(D′(Rd))) tem suporte no
conjunto Γ := Γ(Rd) das medidas de Radon sobre (Rd,B(Rd)), com valores em N0 e
da forma

γ =
∑

i∈I
δxi

, xi ∈ Rd, i ∈ I, xi 6= xj se i 6= j, (29)

para um conjunto de ı́ndices I ⊆ N. Caso I = ∅, define-se ∑i∈I δxi
como a medida

identicamente nula. Como γ ∈ Γ é uma medida de Radon, em particular, isto
significa que, denotando por Bc(Rd) a classe dos conjuntos em B(Rd) limitados,
portanto, de fecho compacto, para cada Λ ∈ Bc(Rd) tem-se γ(Λ) <∞. Por definição
de γ, naturalmente que

γ(Λ) = 〈γ, 11Λ〉 =
∫

Rd

11Λ(x) dγ(x) =
∑

i∈I
11Λ(xi) = #({i ∈ I : xi ∈ Λ}). (30)

Como consequência da propriedade de Radon, qualquer função real f definida em
Rd, cont́ınua e de suporte compacto (abrevidamente, f ∈ C0(R

d)) é integrável rela-
tivamente a qualquer medida γ ∈ Γ. No que se segue, em Γ fixe-se a topologia mais
fina definida em Γ relativamente à qual todas as aplicações seguintes são cont́ınuas,

Γ ∋ γ 7→ 〈γ, f〉 =
∫

Rd

f(x) dγ(x) =
∑

i∈I
f(xi), f ∈ C0(R

d), (31)

e a σ-álgebra B(Γ) de Borel correspondente. Em alternativa, esta σ-álgebra pode
ser introduzida de outra maneira. Para o efeito, comece-se por observar que qual-
quer γ ∈ Γ da forma (29) fica perfeitamente identificado pelo conjunto dos pontos
(átomos) {xi : i ∈ I}. Com a identificação γ = {xi : i ∈ I}, as duas últimas igualda-
des em (30) e a última igualdade em (31) podem então ser reescritas, respetivamente,
como

∫

Rd

11Λ(x) dγ(x) =
∑

x∈γ
11Λ(x) = #(γ ∩ Λ),

∫

Rd

f(x) dγ(x) =
∑

x∈γ
f(x). (32)

Em termos do próprio conjunto Γ, isto significa que Γ pode ser identificado com o
conjunto

{γ ⊂ Rd : #(γ ∩ Λ) <∞, ∀Λ ∈ Bc(Rd)}.
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Com esta identificação, tem-se (vd. e.g. [Kal83]) que B(Γ) = σ({NΛ : Λ ∈ Bc(Rd)})
para NΛ : Γ→ N0, Λ ∈ Bc(Rd), a aplicação definida por

NΛ(γ) := #(γ ∩ Λ). (33)

Entre os elementos γ ∈ Γ da forma (29) considerem-se aqueles em que #I <∞.
Pela sua importância, denote-se o espaço destas medidas (finitas) por Γ0 := Γ0(R

d),
o qual, naturalmente, pode ser descrito pela união disjunta

Γ0 =
⊔

n∈N0

{
∑

i∈I
δxi
∈ Γ : #I = n

}

︸ ︷︷ ︸
=:Γ(n)

=
⊔

n∈N0

Γ(n).

Para Y ∈ B(Rd) genérico, considerem-se também os espaços

Γ
(n)
Y := {δx1 + . . .+ δxn ∈ Γ : x1, . . . , xn ∈ Y }, n ∈ N, Γ

(0)
Y := {0}

e
ΓY :=

⊔

n∈N0

Γ
(n)
Y .

Claramente, para cada Y ∈ B(Rd) e para cada n ∈ N, existe uma aplicação sobre-

jetiva entre o conjunto Ỹ n := {(x1, ..., xn) : xi ∈ Y, xi 6= xj se i 6= j} e Γ
(n)
Y ,

symn
Y : Ỹ n −→ Γ

(n)
Y

(x1, ..., xn) 7−→ δx1 + . . .+ δxn

, (34)

o que permite definir uma aplicação bijetiva entre Γ
(n)
Y e a simetrização de Ỹ n em

relação ao grupo das permutações de {1, . . . , n}. Obviamente que nesta bijeção
reconhece-se a identificação anteriormente referida,

{x1, . . . , xn} ←→ δx1 + . . .+ δxn . (35)

No entanto, o maior formalismo da construção da identificação (35) via (34) permite

definir uma estrutura topológica em Γ
(n)
Y por fixação na simetrização de Ỹ n da

correspondente topologia quociente. A correspondente σ-álgebra de Borel sobre
Γ
(n)
Y será denotada por B(Γ(n)

Y ) e sobre ΓY considerar-se-á a σ-álgebra B(ΓY ) da

união disjunta das σ-álgebras B(Γ(n)
Y ), n ∈ N0. Para além do espaço mensurável

(Γ
(n)
Y ,B(Γ(n)

Y )), n ∈ N, a aplicação (34) também permite definir uma medida sobre
este espaço. Por uma questão de simplificação, por agora denote-se a medida de
Lebesgue por m e sobre o espaço ((Rd)n,B((Rd)n)) considere-se a medida produto

m⊗n. Uma vez quem é não atómica, para cada Y ∈ B(Rd) tem-sem⊗n(Y n\Ỹ n) = 0,
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o que permite restringir m⊗n a (Ỹ n,B(Ỹ n)) e, sobre (Γ
(n)
Y ,B(Γ(n)

Y )), definir a medida
imagem de m⊗n através de symn

Y ,

m
(n)
Y := m⊗n ◦ (symn

Y )
−1.

Para n = 0, define-se m
(0)
Y ({0}) := 1. Pela construção realizada, isto significa que,

de modo natural, também tem-se definida uma medida sobre (ΓY ,B(ΓY )):

λY :=
∞∑

n=0

1

n!
m

(n)
Y .

Caso Y = Rd, esta medida (sobre (Γ0,B(Γ0))) será simplesmente denotada por λ e
chamada a medida de Lebesgue-Poisson. Naturalmente que para cada Y ∈ B(Rd)
tem-se λY = λ|ΓY

, onde λ|ΓY
designa a restrição da medida λ ao espaço (ΓY ,B(ΓY )).

Em particular, para Λ ∈ Bc(Rd), tem-se ainda λΛ(ΓΛ) = λ(ΓΛ) = em(Λ), o que induz
uma medida de probabilidade sobre (ΓΛ,B(ΓΛ)),

πΛ := e−m(Λ)λ|ΓΛ
.

Para esta famı́lia de medidas de probabilidades e para a famı́lia de projeções

pΛ : Γ −→ ΓΛ

γ 7−→ γ ∩ Λ
, Λ ∈ Bc(Rd) (36)

existe (cf. [Par67, Caṕıtulo V, Teorema 5.1]) uma única medida de probabilidade
sobre (Γ,B(Γ)) – a medida de Poisson π sobre (Γ,B(Γ)) – tal que

πΛ = π ◦ (pΛ)−1, ∀Λ ∈ Bc(Rd)

(vd. também [AKR96], [DVJ88], [Kal83], [KMM78]). Em termos de transformada
de Laplace, observe-se que para uma função f ∈ C0(R

d) de suporte contido num
certo Λ ∈ Bc(Rd) tem-se 〈γ, f〉 = 〈pΛ(γ), f〉 para cada γ ∈ Γ, e, por conseguinte,

∫

Γ

exp(〈γ, f〉) dπ(γ) =
∫

ΓΛ

exp(〈γ, f〉) dπΛ(γ),

onde o lado direito é igual a

e−m(Λ)

∞∑

n=0

1

n!

∫

Λn

exp

(
n∑

k=1

f(xk)

)
dm⊗n(x1, ..., xn) = e−m(Λ)

∞∑

n=0

1

n!

(∫

Λ

ef(x) dx

)n

= exp

(∫

Rd

(ef(x) − 1) dx

)
.

Nesta última expressão reconhece-se a transformada de Laplace (14).
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Observação 9. Para cada Λ ∈ Bc(Rd) fixo tem-se

πΛ({γ ∈ ΓΛ : NΛ(γ) = n}) = e−m(Λ) (m(Λ))n

n!
, n ∈ N0,

o que significa que NΛ é uma variável aleatória de distribuição de Poisson com
parâmetro m(Λ). Mais geralmente, para Λ1, . . . ,Λk ∈ Bc(Rd), k ∈ N, disjuntos dois
a dois e Λ = Λ1 ∪ . . . ∪ Λk ∈ Bc(Rd),

πΛ({γ ∈ ΓΛ : NΛi
(γ) = ni, i = 1, . . . , k}) =

k∏

i=1

e−m(Λi)
(m(Λi))

ni

ni!
,

pelo que as variáveis aleatórias NΛ1 , . . . , NΛk
são independentes.

No caso d = 1, por substituição na primeira igualdade de Λ por [0, t) ∈ Bc(R),
t ≥ 0, resulta diretamente que

Pt(γ) := 〈γ, 11[0,t)〉 = N[0,t)(γ)

é uma variável aleatória de distribuição de Poisson com parâmetro t (vd. Observação
6). Como Pt(γ) − Ps(γ) = 〈γ, 11[s,t)〉 = N[s,t)(γ), t ≥ s ≥ 0, resulta da mesma
igualdade que a variável aleatória Pt−Ps também tem uma distribuição de Poisson,
com parâmetro t− s. Considerando então o processo P definido em [0,+∞[×Γ por
Pt(γ), t ≥ 0, γ ∈ Γ, resulta da segunda igualdade que este processo tem incrementos
independentes. Como resultado final, P é um processo de Poisson.

3.2.1 Análise em espaços de configurações

Como visto, a medida de Poisson tanto pode ser considerada no espaço (Γ,B(Γ)),
como no espaço (D′(Rd), Cσ(D′(Rd))), em que, por contraste com Γ, D′(Rd)(⊃ Γ)
é um espaço linear. Contudo, advém do conhecimento existente sobre Γ, nomea-
damente, em análise em espaços de configurações, algumas vantagens no estudo da
medida de Poisson sobre (Γ,B(Γ)). Estas vantagens prendem-se, sobretudo, se se
considerar a análise de rúıdo branco de Poisson como parte de uma análise mais
geral (em espaços de configurações), o que permite, por intermédio das técnicas e
ferramentas espećıficas desta análise mais geral, melhorar e derivar novos resultados
em análise de rúıdo branco de Poisson [KK02], [KKO04], [Kun99].

Por uma questão de simplificação, no que se segue utilizar-se-á a identificação
γ = {xi : i ∈ I} para cada γ ∈ Γ da forma (29), pelo que

Γ = Γ(Rd) = {γ ⊂ Rd : #(γ ∩ Λ) <∞, ∀Λ ∈ Bc(Rd)}

e
Γ0 = Γ0(R

d) = {γ ∈ Γ : #γ <∞} =
⊔

n∈N0

{γ ∈ Γ : #γ = n}︸ ︷︷ ︸
=Γ(n)

, (37)
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com Γ(0) = {∅}. Com a terminologia de teoria de processos pontuais, os elementos de
Γ designam-se por configurações simples , aqui e abreviadamente, por configurações ,
os elementos de Γ0 por configurações (simples) finitas e os elementos de cada Γ(n),
n ∈ N0, por configurações (simples) de n-pontos .

Considerem-se o espaço L2(Γ, π) das funções complexas de quadrado integrável
relativamente à medida de Poisson sobre (Γ,B(Γ)), o qual, por Iπ (20), é unitari-
amente isomorfo ao espaço de Fock Exp(L2

C(R
d)), e o espaço L2(Γ0, λ) das funções

complexas de quadrado integrável relativamente à medida de Lebesgue-Poisson λ so-
bre (Γ0,B(Γ0)). Também L2(Γ0, λ) é unitariamente isomorfo a Exp(L2

C(R
d)). Para

o verificar, comece-se por observar que a cada função G : Γ0 → C está associada

uma sucessão de funções (f (n))n∈N0 , fn : (̃Rd)n → C, n ∈ N0,

f (n)(x1, . . . , xn) :=
1

n!
G({x1, . . . , xn}), (x1, . . . , xn) ∈ (̃Rd)n, n ∈ N (38)

f (0) := G(∅)

Em particular, para G ∈ L2(Γ0, λ), decorre do facto da medida de Lebesgue não

ter átomos que cada f (n) é um elemento bem definido do espaço L̂2
C((R

d)n) =

L̂2
C((R

d)n,m⊗n), onde, novamente por conveniência, expĺıcita-se aqui a medida de
Lebesgue, denotada por m. Em termos de normas, acresce,

∫

Γ0

|G(η)|2 dλ(η) =
∞∑

n=0

1

n!

∫

Γ(n)

|G(η)|2 dm(n)

Rd (η)

=
∞∑

n=0

1

n!

∫

(Rd)n
|G(symn

Rd(x1, . . . , xn))|2 dm⊗n(x1, . . . , xn)

=
∞∑

n=0

n!

∫

(Rd)n
|f (n)(x1, . . . , xn)|2 dm⊗n(x1, . . . , xn)

=
∞∑

n=0

n!|f (n)|2,

o que prova que (f (n))n∈N0 ∈ Exp(L2
C(R

d)) e com norma igual à norma de G ∈
L2(Γ0, λ). Naturalmente que a cada elemento de Exp(L2

C(R
d)) também se pode

associar um elemento de L2(Γ0, λ), sendo iguais as respetivas normas. Por outras
palavras, através de (38) tem-se então definido o isomorfismo unitário

Iλ : L2(Γ0, λ) −→ Exp(L2
C(R

d))
G 7−→ (f (n))n∈N0

.

Com este isomorfismo, o espaço L2(Γ0, λ) surge assim como uma realização do
espaço Exp(L2

C(R
d)), com a vantagem de os elementos de L2(Γ0, λ) serem funções,
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e não sucessões de funções. Com esta realização e decorrente da decomposição em
caos (19) tem-se um novo isomorfismo unitário: Iπλ := I−1

λ ◦ Iπ, i.e.,

Iπλ

( ∞∑

n=0

〈C(n), f (n)〉
)

= G,

G({x1, . . . , xn}) := n!f (n)(x1, ..., xn), n ∈ N, G(∅) := f (0).

O isomorfismo unitário inverso de Iπλ, Iλπ : L2(Γ0, λ) → L2(Γ, π), é definido de
modo similar, i.e.,

Iλπ(G) =
∞∑

n=0

1

n!
〈C(n), G(n)〉, G(n) := G|Γ(n) , n ∈ N0.

Obviamente que esta não é a única maneira de fazer corresponder funções definidas
em Γ0 a funções definidas em Γ. Uma segunda, conhecida como a K-transformada
[Len73], [Len75a], [Len75b] (vd. também [KK02]), terá um papel de relevo.

Dada uma função B(Γ0)-mensurável G : Γ0 → C tal que G|Γ0\ΓΛ
≡ 0 para algum

Λ ∈ Bc(Rd) (abreviadamente, G ∈ L0
ls(Γ0)), a K-transformada de G é a função

KG : Γ→ C definida por

(KG)(γ) :=
∑

η⊂γ
#η<∞

G(η), γ ∈ Γ. (39)

Pelas propriedades de suporte de G, com efeito tem-se (KG)(γ) = (KG)(γ ∩ Λ),
γ ∈ Γ, pelo que a soma em (39) tem um número finito de termos. Em termos de
mensurabilidade, KG é uma função B(Γ)-mensurável [KK02].

Como primeiro exemplo considere-se uma função indicatriz 11Λ, Λ ∈ Bc(Rd), e a
função

11Λ(η) =

{
11Λ(x), se η = {x} ∈ Γ(1)

0, se η ∈ Γ0 \ Γ(1)
.

Neste caso,

(K11Λ)(γ) =
∑

x∈γ
11Λ(x) = #(γ ∩ Λ) = NΛ(γ), γ ∈ Γ,

cf. primeira igualdade em (32) e (33).
Entre as propriedades da K-transformada destacam-se duas [Len75b], [KK02]:

1) K : L0
ls(Γ0) → K(L0

ls(Γ0)) é um isomorfismo linear cuja aplicação inversa é
dada por

(K−1F )(η) :=
∑

ξ⊂η

(−1)#(η\ξ)F (ξ), F ∈ K(L0
ls(Γ0)), η ∈ Γ0. (40)
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2) O operador dual da K-transformada aplica medidas de probabilidade sobre
(Γ,B(Γ)) em medidas sobre (Γ0,B(Γ0)). Mais precisamente, dada uma medida
de probabilidade µ sobre (Γ,B(Γ)) de momentos locais de todas as ordens
finitos, i.e.,

∫

Γ

(#(γ ∩ Λ))n dµ(γ) <∞, ∀Λ ∈ Bc(Rd), n ∈ N,

tem-se definida uma medida ρµ sobre (Γ0,B(Γ0)) – designada medida de cor-
relação correspondente a µ – por

∫

Γ0

G(η) dρµ(η) =

∫

Γ

(KG)(γ) dµ(γ) (41)

para qualquer G ∈ L0
ls(Γ0) limitada tal que G|Γ0\

⊔N
n=0 Γ

(n)
Λ
≡ 0 para algum

Λ ∈ Bc(Rd) e para algum N ∈ N0 (abreviadamente, G ∈ Bbs(Γ0)). Observe-
se que sob as hipóteses fixadas sobre a medida µ e sobre a função G, K|G| é
integrável relativamente à medida µ e, por conseguinte, (41) está bem definido.
De (41) resulta ainda que Bbs(Γ0) ⊂ L1(Γ0, ρµ), tendo-se

‖KG‖L1(Γ,µ) ≤ ‖G‖L1(Γ0,ρµ), ∀G ∈ Bbs(Γ0). (42)

Como consequência da densidade de Bbs(Γ0) em L1(Γ0, ρµ), existe uma ex-
tensão da K-transformada a um operador linear limitado K : L1(Γ0, ρµ) →
L1(Γ, µ) para a qual a igualdade (41) e desigualdade (42) também são válidas
para G ∈ L1(Γ0, ρµ). Para esta extensão, a igualdade (39) ainda é válida,
agora apenas para µ-quase todo o γ ∈ Γ.

Como exemplo considere-se a medida de Poisson. Como a transformada de
Laplace desta medida é holomorfa numa vizinhança de zero (Subsecção 2.2),
a medida de Poisson tem momentos finitos de todas as ordens [KSW95]. Para
este exemplo tem-se que ρπ = λ, isto é, a medida de Lebesgue-Poisson.

Face a este último exemplo é então natural indagar sobre a relação entre o
operator K : L1(Γ0, λ) → L1(Γ, π) e o isomorfismo Iλπ : L2(Γ0, λ) → L2(Γ, π). Na
resposta a esta questão intervém um terceiro operador linear limitado, com valores
em L1(Γ0, λ) e definido no espaço L1(Γ0, 2

#·dλ) das funções G ∈ L1(Γ0, λ) tais que

∫

Γ0

2#η|G(η)| dλ(η) <∞

por

(DG)(η) :=

∫

Γ0

(−1)#ξG(η ∪ ξ) dλ(ξ), λ-q.t. η ∈ Γ0.
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Teorema 10. [KK02] No espaço L1(Γ0, 2
#·dλ) ∩ L2(Γ0, λ) verifica-se a seguinte

igualdade de operadores:
Iλπ = KD.

Por outras palavras, a igualdade deste teorema estabelece uma relação entre a
análise em espaços de configurações (lado direito) e a análise de rúıdo branco de
Poisson (lado esquerdo). Como consequências diretas [KK02], [KKO04]:

1) De forma expĺıcita (vd. (15)), dado ϕ(n) ∈ (DC(R
d))⊗̂n, n ∈ N, para π-q.t. γ ∈

Γ tem-se

〈
C(n)(γ), ϕ(n)

〉
=

n∑

k=0

∑

{x1,...,xk}⊂γ

(−1)n−k n!

(n− k)!
(43)

·
∫

(Rd)n−k

ϕ(n)(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn−k) dy1 . . . dyn−k.

Esta igualdade só é válida para π-quase todo o γ ∈ Γ, o que é uma consequência
do enunciado do Teorema 10.

2) A K-transformada pode ser escrita em termos de decomposição em caos. Para
cada função G(n) : Γ(n) → C, n ∈ N, limitada, B(Γ(n))-mensurável e tal que
G(n)

|Γ(n)\Γ(n)
Λ
≡ 0 para algum Λ ∈ Bc(Rd), tem-se, para π-q.t. γ ∈ Γ,

(KG(n))(γ) =
1

n!

n∑

k=0

(
n

k

)
(44)

·
〈
C(k)(γ),

∫

(Rd)n−k

G(n)({·, . . . , ·, y1, . . . , yn−k}) dy1 . . . dyn−k

〉
.

Também aqui e pela mesma razão, esta igualdade só é válida quase por toda
a parte.

3.2.2 Sistemas de interação de part́ıculas no cont́ınuo

No contexto deste tipo de sistemas têm-se part́ıculas localizadas em qualquer posição
do espaço Rd, o que contrasta com o caso dos sistemas discretos em que as part́ıculas
só podem estar localizadas em vértices de uma rede, ou de um grafo. Dado que
cada part́ıcula tem um tamanho f́ısico (que se assume igual a todas as part́ıculas),
naturalmente que cada posição não pode ser ocupada por mais do que uma part́ıcula
e, em cada região finita, necessariamente tem-se um número finito de elementos.
Neste enquadramento reconhece-se então o conjunto

{γ ⊂ Rd : #(γ ∩ Λ) <∞, ∀Λ ∈ Bc(Rd)} = Γ,
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em que os elementos de uma configuração γ representam posições ocupadas. Este
é assim o contexto do tipo de sistemas anunciado. Na descrição efetuada utilizou-
se a terminologia usual em f́ısica-matemática, “part́ıculas”, a qual difere de acordo
com a área de aplicação: em ecologia “indiv́ıduos de uma população”, em biologia
“células”, em economia “agentes”, etc. Matematicamente, neste modelo reconhece-
se o envolvimento de uma região “infinita” (o espaço Rd) e de um número infinito,
mas numerável, de elementos, retratando sistemas reais complexos envolvendo um
grande número de elementos (mas, naturalmente, sempre em número finito e numa
região finita). Esta abordagem, utilizada em mecânica estat́ıstica no estudo do limite
termodinâmico, também revela vantagens técnicas noutros contextos. Por exemplo,
em ecologia, a modelação de um habitat infinito evita problemas de fronteira decor-
rentes da evolução da população ao longo do tempo.

Em termos de dinâmica estocástica, sob certas taxas de probabilidade, alguns
fenómenos aleatórios poderão então ocorrer em instantes aleatórios: part́ıculas po-
derão desaparecer (ou, dependendo do contexto, “morrer”), novas part́ıculas po-
derão aparecer (“nascer”) em posições livres, ou, aleatoriamente, part́ıculas poderão
deslocar-se para novas posições (desocupadas), saltando, ou movendo-se continua-
mente no espaço Rd. Este último caso contrasta com os sistemas discretos, onde
uma part́ıcula só pode deslocar-se entre vértices de uma rede, ou de um grafo, por
saltos.

Uma versão cont́ınua dum processo de nascimento e morte é então um processo
em que, aleatoriamente, part́ıculas aparecem ou desaparecem do espaço Rd. Em
termos de gerador, isto significa que a dinâmica é informalmente descrita por

(LF )(γ) =
∑

x∈γ
d(x, γ \ {x})(F (γ \ {x})−F (γ))+

∫

Rd

b(x, γ)(F (γ ∪{x})−F (γ)) dx,

onde o coeficiente d(x, γ) ≥ 0 indica a taxa de mortalidade de uma part́ıcula loca-
lizada na posição x da configuração γ, enquanto que b(x, γ) ≥ 0 designa a taxa de
nascimento de uma nova part́ıcula na posição x ∈ Rd \ γ. A concretização destas
duas taxas deriva em modelos diferentes, em particular, versões cont́ınuas de alguns
modelos discretos conhecidos:

• Modelo de contacto: Este modelo descreve a disseminação de uma doença
infecciosa numa população. Neste caso, os elementos de uma configuração γ
reservam-se a indiv́ıduos infetados e os de Rd \γ a indiv́ıduos saudáveis. Neste
modelo, a taxa de recuperação é igual a d ≡ 1 e a taxa de disseminação reflete
a dependência da existência de indiv́ıduos infetados:

b(x, γ) = c
∑

y∈γ
a(x− y),

29



onde c ≥ 0 é uma constante de acoplamento e a ≥ 0 é uma função tal que
a(−x) = a(x), x ∈ Rd.

• Modelo de voto: Este modelo descreve a dinâmica de angariação e de perda
de apoiantes de uma organização poĺıtica partidária. Os elementos de uma
configuração localizam os apoiantes, sendo as taxas de angariação e de perda
de militantes dadas, respetivamente, por

b(x, γ) =
∑

y∈γ
a+(x− y), d(x, γ \ {x}) =

∑

y∈γ\{x}
a−(x− y),

onde a± ≥ 0 são funções tais que a±(−x) = a±(x), x ∈ Rd.

• Dinâmica de Glauber: Neste modelo tipo nascimento e morte, aleatoriamente
part́ıculas aparecem e desaparecem de acordo com uma taxa de mortalidade
d ≡ 1 e uma taxa de nascimento que depende da interação entre part́ıculas.
Mais precisamente, dado um potêncial entre pares de part́ıculas, isto é, uma
função φ : Rd → R∪{+∞} B(Rd)-mensurável tal que φ(−x) = φ(x) ∈ R para
qualquer x ∈ Rd \{0}, a taxa de nascimento é igual a b(x, γ) = exp(−E(x, γ)),
onde E(x, γ) é uma energia relativa de interação entre a part́ıcula localizada
em x e as part́ıculas localizadas em posições da configuração γ,

E(x, γ) =
∑

y∈γ
φ(x− y) ∈ [0,+∞] . (45)

Para além destes modelos descritos, onde não existe conservação do número total
de part́ıculas envolvidas, também podem formular-se versões cont́ınuas de modelos
conservativos onde apenas ocorrerem alterações de lugar das part́ıculas (“hopping
particle systems”). Informalmente, o gerador de uma tal dinâmica é dado por

(LF )(γ) =
∑

x∈γ

∫

Rd

c(x, y, γ) (F (γ \ {x} ∪ {y})− F (γ)) dy,

onde c(x, y, γ) ≥ 0 indica a taxa de mudança de uma part́ıcula localizada na posição
x ∈ γ para uma posição y ∈ Rd \γ. Como exemplo, tem-se a dinâmica de Kawasaki,
onde c(x, y, γ) = a(x − y) exp(−E(x, γ)) para a ≥ 0 uma função tal que a(−x) =
a(x), x ∈ Rd, e para E(x, γ) uma energia relativa definida como em (45).

Heuristicamente, a dinâmica estocástica de um sistema de part́ıculas infinito
pode ser descrita por um processo de Markov em Γ, o qual é determinado por um
gerador (markoviano) L definido num espaço apropriado de funções em Γ. Se um
tal processo existe, ele conduz a uma solução da equação de Kolmogorov

∂

∂t
Ft = LFt, Ft

∣∣
t=0

= F0. (46)
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Contudo, a construção de um processo de Markov genérico em Γ é um problema
essencialmente em aberto e apenas para uma classe muito restritiva de operadores L
é posśıvel concretizar uma tal construção [GK06], [GK08], [KS06]. Para além desta
dificuldade técnica, acresce que, na prática e decorrente do número de part́ıculas en-
volvidas, o interesse não se direciona em caracteŕısticas pontuais do sistema como,
por exemplo, a posição de todas as part́ıculas em determinado instante, mas em
caracteŕısticas em termos de valor médio, como, por exemplo, o número médio de
part́ıculas expectável numa determinada região num determinado instante. Tais
caracteŕısticas não derivam, nem da construção dum processo de Markov, nem do
estudo de (46). As caracteŕısticas pretendidas dizem respeito, por exemplo, a ob-
serváveis (funções em Γ) que representam quantidades f́ısicas que se podem medir
e cujos valores medidos correspondem a valores de espectação

〈〈µ, F 〉〉π :=

∫

Γ

F (γ) dµ(γ),

onde µ é uma medida de probabilidade sobre Γ, ou seja, um estado do sistema. Isto
conduz ao estudo da evolução do sistema em termos de estados:

d

dt
〈〈µt, F 〉〉π = 〈〈µt, LF 〉〉π, µt

∣∣
t=0

= µ0. (47)

Tecnicamente, para prosseguir este estudo o uso da K-transformada revela-se de
grande utilidade [KKO06], [FKO09]. Com efeito, para F do tipo KG, G ∈ Bbs(Γ0),
resulta de (40) e de (41) que (47) pode ser reescrito em termos das medidas de
correlação ρt := ρµt , supondo que tais medidas existem. Um caso interessante é
quando cada ρt é absolutamente cont́ınua em relação à medida de Lebesgue-Poisson
λ. Neste caso, a derivada de Radon-Nikodym dρt

dλ
=: kµt =: kt é conhecida em

mecânica estat́ıstica e em teoria de processos pontuais por, respetivamente, função
de correlação e função de momento fatorial correspondente a µt. Se tais funções
existirem, então (47) também pode ser reescrito em termos de funções de correlação:
para L̂ := K−1LK,

d

dt
〈〈kt, G〉〉λ = 〈〈kt, L̂G〉〉λ, kt

∣∣
t=0

= k0, (48)

onde 〈〈·, ·〉〉λ denota o par dual

〈〈k,G〉〉λ :=

∫

Γ0

G(η)k(η) dλ(η). (49)

Naturalmente que uma versão mais forte de (48) é

∂

∂t
kt = L̂∗kt, kt

∣∣
t=0

= kµ0 , (50)
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onde L̂∗ é o operador dual de L̂ no sentido definido em (49). Devido a (37), observe-
se que (50) desdobra-se num sistema numerável de equações,

∂

∂t
k
(n)
t = (L̂∗kt)

(n), k
(n)
t = kt|Γ(n) , (L̂∗kt)

(n) = (L̂∗kt)|Γ(n) , n ∈ N0, (51)

de onde ressaltam duas caracteŕısticas. A primeira é que cada equação depende
apenas de um número finito de coordenadas, o que se revela uma vantagem técnica
sobre a equação (46). A segunda é a existência de uma dependência entre as várias
equações em termos de coordenadas – conhecida na dinâmica hamiltoniana pela
hierarquia-BBGKY (vd. e.g. [Bog46]) – o que se traduz numa dificuldade técnica no
estudo de (51).

AK-transformada permite, no entanto, uma terceira abordagem [KKO06], [FKO
09], através de uma classe de funcionais originalmente introduzida por N. N. Bogo-
liubov [Bog46] para a definição de funções de correlação em sistemas de mecânica
estat́ıstica. Dada uma medida de probabilidade µ sobre (Γ,B(Γ)) tal que

∫

Γ

eα#(γ∩Λ) dµ(γ), ∀α > 0, Λ ∈ Bc(Rd), (52)

define-se o funcional gerador (de Bogoliubov) correspondente a µ como o funcional
definido por

Bµ(θ) :=

∫

Γ

∏

x∈γ
(1 + θ(x)) dµ(γ) (53)

para qualquer função complexa θ, B(Rd)-mensurável e em relação à qual o lado
direito de (53) é finito para |θ|. Tal acontece se, por exemplo, θ ∈ C0(R

d), ou, mais
geralmente, θ for uma função limitada, B(Rd)-mensurável e de suporte compacto.
Para estes exemplos, a função integranda em (53) é igual a Keλ(θ) para

eλ(θ, η) := (eλ(θ))(η) :=
∏

x∈η
θ(x), η ∈ Γ0 \ {∅}, eλ(θ, ∅) := 1,

em que, por definição de medida de correlação e por (52), eλ(θ) ∈ L1(Γ0, ρµ). Logo,
por (41),

Bµ(θ) =

∫

Γ0

eλ(θ, η) dρµ(η) =

∫

Γ0

∏

x∈η
θ(x) dρµ(η).

No contexto de um sistema infinito de part́ıculas, isto dá uma maneira de descrever a
dinâmica do sistema em termos dos funcionais geradores Bt := Bµt correspondentes
aos estados µt: por (47), para F = Keλ(θ),

∂

∂t
Bt(θ) =

∂

∂t
〈〈µt, Keλ(θ)〉〉π = 〈〈µt, LKeλ(θ)〉〉π =

∫

Γ0

L̂eλ(θ, η) dρt(η)

︸ ︷︷ ︸
=:(L̃Bt)(θ)

, Bt

∣∣
t=0

= B0.
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Observação 11. ([KKO06]) Mais geralmente, para uma medida de probabilidade µ
genérica sobre (Γ,B(Γ)), define-se o funcional gerador Bµ correspondente a µ pela
igualdade (53), onde a função θ é tal que Bµ(|θ|) <∞. Por esta definição é claro que
a existência de Bµ(θ) para θ 6= 0 depende da medida µ. Contudo, a existir Bµ(θ) para
θ 6= 0, também é claro que o domı́nio de Bµ depende da medida µ e, reciprocamente,
o domı́nio de Bµ reflete propriedades espećıficas da medida µ. Por exemplo, se
µ verificar (52), concluiu-se que Bµ está definido para funções limitadas, B(Rd)-
mensuráveis e de suporte compacto. Mas o rećıproco também é verdadeiro e decorre
do facto do integral em (52) ser igual a Bµ((e

α−1)11Λ). Se, mais geralmente, Bµ for
um funcional inteiro em L1

C(R
d), então a medida de correlação ρµ é absolutamente

cont́ınua em relação à medida de Lebesgue-Poisson e, por conseguinte,

Bµ(θ) =

∫

Γ0

eλ(θ, η)kµ(η) dλ(η) (54)

=
∞∑

n=0

1

n!

∫

(Rd)n
k(n)
µ ({x1, . . . , xn}) θ(x1) . . . θ(xn)︸ ︷︷ ︸

θ⊗n(x1,...,xn)

dx1 . . . dxn.

Ou seja, k
(n)
µ = kµ|Γ(n) são os coeficientes de Taylor de Bµ. Dito de outro modo,

equivalente, Bµ é o funcional gerador das funções de correlação k
(n)
µ . De (54) ressalta

ainda uma ligação com a análise de rúıdo branco de Poisson [KKO02]. Denotando
por Sπ a S-transformada definida em análise de rúıdo branco de Poisson e por
Sλ := Sπ ◦ Iλπ, tem-se que Bµ(θ) = 〈〈kµ, eλ(θ)〉〉λ = (Sλkµ)(θ).

Por intermédio daK-transformada, a relação entre observáveis, estados, medidas
de correlação e funções de correlação resulta na descrição da dinâmica de um sistema
de part́ıculas infinito em termos destes elementos, segundo um conjunto de equações
derivadas sob hipóteses bastantes genéricas. Tecnicamente, esta abordagem tem-se
revelado eficaz e abrangente, viabilizando a análise, quer microscópica, quer me-
soscópica [FKK10], de sistemas de part́ıculas infinitos concretos, no equiĺıbrio, ou
fora do equiĺıbrio [KKM08]. Em cada aplicação, contudo, as hipóteses fixadas para
o esquema geral carecem de verificação e, adicionalmente, em geral cada exemplo
impõe hipóteses adicionais. Por exemplo, no contexto da versão cont́ınua de um
processo de nascimento e morte, taxas de nascimento e de morte espećıficas deter-
minam hipóteses adicionais para o modelo resultante. Isto significa que o método
a ser utilizado em cada caso concreto é determinado pelo próprio exemplo. Como
exemplos de técnicas posśıveis:

• Teoria de semigrupos: A dinâmica de Glauber é um primeiro exemplo que
realça a eficácia técnica do esquema anteriormente descrito. Para uma classe
abrangente de potênciais não negativos entre pares de part́ıculas até é posśıvel
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utilizar técnicas de formas de Dirichlet para construir uma dinâmica de Glau-
ber em equiĺıbrio [KL05], i.e., um processo de Markov em Γ cuja distribuição
inicial é um estado de equiĺıbrio. Mais geralmente, a mesma técnica também
permite construir uma dinâmica de nascimento e morte em equiĺıbrio [KLR07].
Contudo, para estados iniciais fora do equiĺıbrio, esta técnica não funciona.
Neste contexto, a construção da dinâmica de Glauber é no entanto bem su-
cedida se se utilizarem técnicas de semigrupos aplicadas a (50) [KKZ06],
[FKK12]. Contudo, para mesmo o problema, mas em termos de funcionais
geradores, uma tal técnica não funciona.

• Teorema de Ovsjannikov: Na maioria das aplicações não se revela fácil encon-
trar uma solução para (50), ou para o problema correspondente em termos
de funcionais geradores, num espaço de Banach. Para além do problema da
escolha do espaço de Banach apropriado, frequentemente acontece que, face
à escolha de um potencial espaço de Banach e de uma condição inicial nesse
espaço, a solução evolui para fora do espaço. Neste sentido, o teorema de
Ovsjannikov [Ovs65] (originalmente sugerido em [GS58, Apêndice 2, A2.1])
apresenta-se como uma possibilidade técnica. O âmbito deste resultado é uma
famı́lia de espaços de Banach {Bs : 0 < s ≤ s0} tal que

Bs′′ ⊆ Bs′ , ‖ · ‖s′ ≤ ‖ · ‖s′′ , ∀ 0 < s′ < s′′ ≤ s0, (55)

onde ‖ · ‖s denota a norma em Bs. Neste contexto,

Teorema 12. Considere-se o problema de valor inicial

du(t)

dt
= Au(t), u(0) = u0 ∈ Bs0 (56)

onde, para cada s ∈ (0, s0) fixo e para quaisquer s′, s′′ tais que s ≤ s′ < s′′ ≤ s0,
A : Bs′′ → Bs′ é uma aplicação linear tal que

‖Au‖s′ ≤
M

s′′ − s′
‖u‖s′′ , ∀u ∈ Bs′′ (57)

para uma certa constante M > 0 independente de s′, s′′ e de u. Contudo, M
pode depender continuamente de s, s0.

Nestas condições, para cada s ∈ (0, s0), existe uma constante δ > 0 (que
depende de M) e existe uma única função u : [0, δ(s0 − s)) → Bs continua-
mente diferenciável que verifica Au ∈ Bs e que é solução de (56) no intervalo
[0, δ(s0 − s)).

Para funções de correlação kµ é usual assumir-se que existe uma constante
C ≥ 0 tal que kµ(η) ≤ C#η para λ-q.t. η ∈ Γ0. Esta hipótese, conhecida como
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o limite de Ruelle (“Ruelle bound”), conduz de modo natural à definição dos
espaços de Banach

Kα := L∞(Γ0, e
α#·dλ), ‖·‖α := ‖ · ‖L∞(Γ0,eα#·dλ), α ∈ R

e dos espaços de Banach [KKO06, Proposição 23] Eα, α > 0, dos funcionais
inteiros em L1

C(R
d) tais que

‖B‖α := sup
θ∈L1

C
(Rd)

(
|B(θ)| exp

(
− 1

α
|θ|L1

C
(Rd)

))
<∞.

Como se reconhece, qualquer uma destas famı́lias verifica (55). Este facto vi-
abiliza a utilização do Teorema 12 no estudo macro e mesoscópico de vários
modelos de interação de part́ıculas no cont́ınuo por análise da evolução dos
sistemas, quer em termos de funções de correlação, quer em termos de funcio-
nais geradores. Isto, independentemente dos sistemas sob consideração serem,
ou não, conservativos. Para a dinâmica de Glauber, vd. [FKO12a] para fun-
cionais geradores e [FKK13] para funções de correlação; para a dinâmica de
Kawasaki, vd. [FKO12b] para funcionais geradores e [BKKK13] para funções
de correlação.

Contudo, sublinhe-se, pelo Teorema 12 tem-se apenas garantida a existência
de uma solução local no tempo. Recentemente [FD18, Teorema 3.1], uma
versão do Teorema 12 com a condição (57) substitúıda por

‖Au‖s′ ≤
M

(s′′ − s′)q
‖u‖s′′ , ∀u ∈ Bs′′

para q ∈ (0, 1) uma constante independente de s′, s′′, permite obter uma
solução global. Este novo resultado abre novas oportunidades.

Nos sistemas de interação de part́ıculas no cont́ınuo considerados intervêm par-
ticulas de apenas um tipo. No entanto, a robustez da abordagem aqui apresentada
para o estudo destes sistemas permite a sua generalização a sistemas que, mais
geralmente, envolvam part́ıculas de vários tipos [FKO13], [FKKO15].

4 Polinómios em espaços co-nucleares

Nesta apresentação da análise de rúıdo branco gaussiano e de Poisson há aspetos
que ressaltam sob o ponto de vista dos polinómios intervenientes:

• No caso gaussiano, a construção do sistema de polinómios ortogonais teve por
base os polinómios de Hermite em R;
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• No caso de Poisson, a construção do sistema de polinómios correspondente –
os polinómios de Charlier – decorreu sem que interviesse qualquer classe de po-
linómios em R. Contudo, em R existe uma classe de polinómios com a mesma
designação. Assim, será natural indagar se se trata de uma mera coincidência
de nomes motivada por os polinómios de Charlier em D′(Rd) serem ortogonais
em relação à medida de Poisson e por os polinómios de Charlier em R serem
ortogonais em relação à distribuição de Poisson (com parâmetro 1);

• Ainda em relação aos polinómios de Charlier em D′(Rd), de forma expĺıcita
tem-se a igualdade (43), válida somente para π-quase todo o γ ∈ Γ. Enquanto
polinómios definidos no espaço D′(Rd), a única expressão (pontual) apresen-
tada é a (15), porém, de modo recursivo. Naturalmente que surge a questão
se não existe uma forma expĺıcita para os polinómios de Charlier, definida
pontualmente em D′(Rd);

• A existir uma tal expressão, outras questões relacionadas com a igualdade (44)
levantam-se, designadamente, sobre a natureza da própria K-transformada e
a sua relação com os polinómios de Charlier em Γ. A existir alguma relação
também é natural indagar se a mesma se restringe ao espaço Γ ou se, mais
geralmente, a relação em Γ é reflexo de alguma relação entre polinómios em
D′(Rd).

A resposta a estas questões encontra-se nos fundamentos de uma teoria geral
sobre polinómios num espaço co-nuclear N ′ [FKLO19]. A começar pela clarificação
da noção “sistema de polinómios”, presente nas duas análises tratadas.

Uma famı́lia (P (n))n∈N0 de aplicações cont́ınuas P (n) : N ′ → N ′⊗̂n da forma

P (n)(ω) =
n∑

k=0

Un,kω
⊗k,

para Un,k : N ′⊗̂k → N ′⊗̂n, k = 0, 1, . . . , n, um operador linear e cont́ınuo, chama-se
uma sucessão polinomial em N ′ se, para cada n ∈ N0, Un,n é um homeomorfismo.

Se, em particular, cada Un,n, n ∈ N0, é igual ao operador identidade em N ′⊗̂n, então
(P (n))n∈N0 chama-se uma sucessão polinomial mónica. Da definição de sucessão

polinomial mónica resulta diretamente que para cada ϕ(n) ∈ N ⊗̂n, n ∈ N tem-se

〈P (n)(ω), ϕ(n)〉 = 〈ω⊗n, ϕ(n)〉+
n−1∑

k=0

〈ω⊗k, U∗
n,kϕ

(n)〉, (58)

pelo que:

1) 〈P (n)(·), ϕ(n)〉 ∈ P(N ′);
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2) Enquanto elemento de N ′⊗̂n, cada P (n)(ω) ∈ N ′⊗̂n, ω ∈ N ′, fica completa-
mente determinado pelos valores 〈P (n)(ω), ξ⊗n〉 com o ξ a variar em N .

Por indução [FKLO19, Lema 3.5], resulta ainda de (58) que existem operadores li-

neares e cont́ınuos Rk,n : N ⊗̂n → N ⊗̂k, k = 0, 1, . . . , n− 1, n ∈ N, relativamente aos
quais

〈ω⊗n, ϕ(n)〉 = 〈P (n)(ω), ϕ(n)〉+
n−1∑

k=0

〈P (k)(ω), Rk,nϕ
(n)〉, ∀ω ∈ N ′, ϕ(n) ∈ N ⊗̂n.

Consequentemente, pela identidade de polarização,

P(N ′) =

{
n∑

k=0

〈P (k)(·), ϕ(k)〉 : ϕ(k) ∈ N ⊗̂k
C , k = 0, 1, . . . , n, n ∈ N0

}
.

Entre as várias posśıveis sucessões polinomiais mónicas destacam-se as chamadas
sucessões de Sheffer – no que se segue denotadas por (S(n))n∈N0 – caracterizadas por
a sua função geradora ser da forma

∞∑

n=0

1

n!
〈S(n)(ω), ξ⊗n〉 = exp(〈ω,A(ξ)〉)

τ(A(ξ))
, ω ∈ N ′ (59)

para A(ξ), τ(ξ), ξ ∈ N , da forma, respetivamente,

A(ξ) = ξ +
∞∑

k=2

Akξ
⊗k, τ(ξ) = 1 +

∞∑

k=1

〈τ (k), ξ⊗k〉, (60)

onde Ak : N ⊗̂k → N , k ∈ N, k ≥ 2, são operadores lineares cont́ınuos e τ (k) ∈ N ′⊗̂k,
k ∈ N. Nesta definição, ambas as expressões no lado direito das igualdades em (60) e
a expressão no lado direito de (59) devem ser entendidas no sentido de séries formais.
Mais precisamente, fixado ξ ∈ N , a substituição nessas expressões de ξ ∈ N por tξ
com t ∈ R conduz a séries formais em t. De igual modo, a própria igualdade (59)
deve ser entendida como uma igualdade entre séries formais [FKLO19, Apêndice].
Entre as sucessões de Sheffer destacam-se duas classes particulares:

• as sucessões de Appell : se A é igual ao operador identidade em N , ou seja, se
em (60) tem-se Ak = 0 para qualquer número natural k ≥ 2;

• as sucessões de tipo binomial : se τ(ξ) ≡ 1. Neste caso, deriva da função
geradora correspondente a denominada identidade binomial

〈S(n)(ω + ζ), ξ⊗n〉 =
n∑

k=0

(
n

k

)
〈S(k)(ω), ξ⊗k〉〈S(n−k)(ζ), ξ⊗(n−k)〉,

válida para cada n ∈ N0, para quaisquer ω, ζ ∈ N ′ e para qualquer ξ ∈ N .
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Naturalmente que a cada sucessão de Sheffer (S(n))n∈N0 definida como em (59)
tem-se associada a sucessão de tipo binomial (P (n))n∈N0 de função geradora

∞∑

n=0

1

n!
〈P (n)(ω), ξ⊗n〉 = exp(〈ω,A(ξ)〉), ω ∈ N ′,

designada sugestivamente por sucessão de base de (S(n))n∈N0 . Assim e em particular,
a sucessão de base de uma sucessão de Appell é (P (n))n∈N0 , P

(n)(ω) := ω⊗n, ω ∈ N ′,
n ∈ N0. De (59) resulta ainda que

1

τ(A(ξ))
=

∞∑

n=0

1

n!
〈S(n)(0), ξ⊗n〉,

pelo que, também de (59), conclui-se que, para cada n ∈ N0,

〈S(n)(ω), ξ⊗n〉 =
n∑

k=0

(
n

k

)
〈S(k)(0), ξ⊗k〉〈P (n−k)(ω), ξ⊗(n−k)〉, ∀ω ∈ N ′, ξ ∈ N .

Reciprocamente, se

τ(A(ξ)) = 1 +
∞∑

k=1

1

k!
〈κ(k), ξ⊗k〉, κ(k) ∈ N ′⊗̂k, k ∈ N, ξ ∈ N ,

então, novamente por (59), tem-se para cada n ∈ N0,

〈P (n)(ω), ξ⊗n〉 =
n∑

k=0

(
n

k

)
〈κ(k), ξ⊗k〉〈S(n−k)(ω), ξ⊗(n−k)〉, ∀ω ∈ N ′, ξ ∈ N . (61)

No caso particular N = D(Rd), observe-se que tomando em (59) A(ϕ) = ln(1 +
ϕ) (no sentido das séries formais) e τ igual à transformada de Laplace (14) da
medida de Poisson reconhece-se em (59) a função geradora da sucessão polinomial
mónica (C(n))n∈N0 obtida aquando da definição dos polinómios de Charlier emD′(Rd)
(Subsecção 2.2). Deste modo, (C(n))n∈N0 surge como um exemplo de uma sucessão
de Sheffer, a que se chamará sucessão polinomial de Charlier .

Relativamente à definição (59) observe-se que a alteração em (60) de algum Ak

por um novo operador linear cont́ınuo definido em N ⊗̂k e com valores em N conduz
à definição de uma nova sucessão de Sheffer com outra sucessão de base. De igual
modo, a substituição em (60) de alguma distribuição τ (k) por uma outra distribuição

em N ′⊗̂k produz uma nova sucessão de Sheffer [FKLO19]. Esta observação está
relacionada com uma maneira de definir sucessões de Sheffer em D′(Rd), ou em
S ′(Rd) := S ′(Rd,R), por lifting de sucessões de Sheffer em R [FKLO19, Secções 5
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e 7]. Para introduzir esta definição é conveniente reescrever a função geradora (59)
na forma ∞∑

n=0

1

n!
〈S(n)(ω), ξ⊗n〉 = exp (〈ω,A(ξ)〉)− B(A(ξ))) , (62)

para B(ξ) := ln(τ(ξ)) =
∑∞

k=1〈B(k), ξ⊗k〉 (no sentido das séries formais). Aqui,

B(k) ∈ N ′⊗̂k, k ∈ N.
Uma sucessão (sn)n∈N0 de polinómios mónicos sn em R de grau n diz-se uma

sucessão de Sheffer em R se a sua função geradora é da forma
∞∑

n=0

un

n!
sn(t) =

exp(ta(u))

r(a(u))
(63)

onde a(u) e r(u) são séries formais em u ∈ R da forma

a(u) = u+
∞∑

k=2

aku
k, r(u) = 1 +

∞∑

k=1

rku
k.

Caso a(u) = u, a sucessão de Sheffer (sn)n∈N0 chama-se uma sucessão de Appell . Se
r(u) ≡ 1, (sn)n∈N0 verifica a identidade binomial

sn(t1 + t2) =
n∑

k=0

(
n

k

)
sk(t1)sn−k(t2),

o que motiva que (sn)n∈N0 seja chamada uma sucessão de tipo binomial [Rom84].
De modo equivalente reescreva-se a função geradora (63) na forma

∞∑

n=0

un

n!
sn(t) = exp (exp(ta(u))− b(a(u))) (64)

para b(u) := ln(r(u)) =
∑∞

k=1 bku
k. Para N igual a D(Rd) ou a S(Rd), defina-se

para cada k ∈ N o operador linear e cont́ınuo Dk : N ⊗̂k → N ,

(Dkϕ
(k))(x) := ϕ(k)(x, . . . , x), ϕ(k) ∈ N ⊗̂k, x ∈ Rd.

Em particular, para ϕ ∈ N , tem-se que Dkϕ
⊗k = ϕk, k ∈ N. Dada uma sucessão

de Sheffer (sn)n∈N0 de função geradora (64) diz-se que uma sucessão de Sheffer
(S(n))n∈N0 em N ′ de função geradora (62) é o “lifting” de (sn)n∈N0 se Ak := akDk

para cada 2 ≤ k ∈ N e se cada B(k) ∈ N ′⊗̂k, k ∈ N, é definido por 〈B(k), ϕ(k)〉 :=
bk
∫
Rd(Dkϕ

(k))(x) dx, para ϕ(k) ∈ N ⊗̂k. Ou seja,

A(ξ) = ξ +
∞∑

k=2

akDkξ
⊗k = ξ +

∞∑

k=2

akξ
k = a(ξ),

B(ξ) =
∞∑

k=1

bk

∫

Rd

(Dkξ
⊗k)(x)dx =

∞∑

k=1

bk

∫

Rd

ξk(x) dx =

∫

Rd

b(ξ(x)) dx.
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Como primeiro exemplo, considerem-se os fatoriais descendentes em R,

sn(t) := (t)n := t(t− 1)(t− 2) · · · (t− n+ 1),

os quais são de tipo binomial e estão relacionados com a seguinte extensão dos
coeficientes binomiais:

(
t

n

)
:=

1

n!
(t)n =

t(t− 1)(t− 2) · · · (t− n+ 1)

n!
.

A função geradora dos fatorias descendentes é dada por

∞∑

n=0

un

n!
(t)n = exp(t ln(1 + u)) = (1 + u)t,

pelo que o lifting ((·)n)n∈N0 em D′(Rd) dos fatoriais descendentes é uma sucessão de
tipo binomial de função geradora

∞∑

n=0

1

n!
〈(ω)n, ϕ⊗n〉 = exp(〈ω, ln(1 + ϕ)〉).

Nesta função reconhece-se a função geradora da sucessão de base da sucessão poli-
nomial de Charlier (C(n))n∈N0 . Por ela,

〈(ω)n, ϕ⊗n〉 =
n∑

k=1

(−1)n−k

k!

∑

(i1,...,ik)∈Nk

i1+...+ik=n

n!

i1 · · · ik
〈ω, ϕi1〉 · · · 〈ω, ϕik〉.

Mais, atendendo a que τ é igual à transformada de Laplace l (14) e que

l(A(ϕ)) = exp

(∫

Rd

ϕ(x) dx

)
,

como consequência direta da igualdade

∞∑

n=0

1

n!
〈C(n)(ω), ϕ⊗n〉 = 〈ω, ln(1 + ϕ)〉

l(A(ϕ))
=

1

l(A(ϕ))

∞∑

n=0

1

n!
〈(ω)n, ϕ⊗n〉

tem-se, para cada n ∈ N e para cada ϕ ∈ D(Rd),

〈C(n)(ω), ϕ⊗n〉 =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)n−k

(∫

Rd

ϕ(x) dx

)n−k

〈(ω)k, ϕ⊗k〉
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ou, de forma mais geral, para ϕ(n) ∈ (DC(R
d))⊗̂n,

〈C(n)(ω), ϕ(n)〉 =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)n−k

·
〈
(ω)k,

∫

(Rd)n−k

ϕ(n)(·, . . . , ·, y1, . . . , yn−k) dy1 . . . dyn−k

〉
,

o que dá uma fórmula expĺıcita para os polinómios de Charlier, válida para qualquer
ω ∈ D′(Rd). Reciprocamente, resulta de

∞∑

n=0

1

n!
〈(ω)n, ϕ⊗n〉 = l(A(ϕ))

∞∑

n=0

1

n!
〈C(n)(ω), ϕ⊗n〉

que, para cada n ∈ N e para quaisquer ϕ(n) ∈ (DC(R
d))⊗̂n, ω ∈ D′(Rd),

〈(ω)n, ϕ(n)〉 =
n∑

k=0

(
n

k

)〈
C(k)(ω),

∫

(Rd)n−k

ϕ(n)(·, . . . , ·, y1, . . . , yn−k) dy1 . . . dyn−k

〉
.

Por comparação destas igualdades com (43) e (44) ressaltam algumas seme-
lhanças significativas. Porém, com a diferença clara que nas igualdades (43) e (44)
intervém uma distribuição muito particular: γ ∈ Γ.

Proposição 13. [FKLO19, Corolário 5.6] Para cada γ =
∑

i∈I δxi
∈ Γ e para cada

n ∈ N tem-se (
γ

n

)
:=

1

n!
(γ)n =

∑

{i1,...,in}⊂I

δxi1
⊗̂ · · · ⊗̂δxin

.

Por outras palavras, dado ϕ(n) ∈ (DC(R
d))⊗̂n e a função G(n) : Γ(n) → C definida

por G(n)({x1, . . . , xn}) := ϕ(n)(x1, . . . , xn) para {x1, . . . , xn} ∈ Γ(n),

1

n!
〈(γ)n, ϕ(n)〉 =

∑

{i1,...,in}⊂I

ϕ(n)(xi1 , . . . , xin) =
∑

η⊂γ
#η=n

G(n)(η) = (KG(n))(γ),

o que estabelece uma relação entre a K-transformada (uma aplicação entre espaços
de funções) e uma classe de polinómios em D′(Rd): os polinómios 〈(·)n, ϕ(n)〉, ϕ(n) ∈
(DC(R

d))⊗̂n, n ∈ N0, designados por fatoriais descendentes em D′(Rd).
Em relação à sucessão polinomial de Charlier (C(n))n∈N0 propriamente dita,

observe-se que ela é o lifting da sucessão de polinómios de Charlier (cn)n∈N0 em
R cuja função geradora é igual a

∞∑

n=0

un

n!
cn(t) = exp(t ln(1 + u)− u).
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Mas no caso S(Rd), também as potências de Wick (: ·⊗n :)n∈N0 ,

〈: ω⊗n :, ϕ⊗n〉 =
( |ϕ|√

2

)n

Hn

(〈ω, ϕ〉√
2|ϕ|

)
, 0 6= ϕ ∈ S(Rd), ω ∈ S ′(Rd), n ∈ N0,

são o lifting da sucessão (hn)n∈N0 de polinómios de Hermite hn(t) := 2−
n
2Hn(

t√
2
),

t ∈ R, n ∈ N0, ortogonais relativamente à distribuição normal padrão e cuja função
geradora é igual a

∞∑

n=0

un

n!
hn(t) = exp

(
tu− u2

2

)
.

A Apêndices

A.1 Espaços nucleares e tripletos nucleares

O ponto de partida para a definição de um espaço nuclear (real) (vd. e.g. [BSU96,
Caṕıtulo 14, Secção 2.2] é uma famı́lia de espaços de Hilbert reais e separáveis Hτ ,
τ ∈ T , para T um conjunto arbitrário de ı́ndices, tal que

N :=
⋂

τ∈T
Hτ

é denso em cada espaço Hτ , τ ∈ T , e para quaisquer τ1, τ2 ∈ T existe um τ3 ∈ T tal
que Hτ3 ⊂ Hτ1 , Hτ3 ⊂ Hτ2 e as inclusões Hτ3 →֒ Hτ1 , Hτ3 →֒ Hτ2 são cont́ınuas. Em
N considere-se a topologia limite projetivo dos espaços Hτ , τ ∈ T , caracterizada
por os conjuntos {ϕ ∈ N : |ϕ − ξ|τ < ε}, ξ ∈ N , ε > 0, τ ∈ T serem um sistema
fundamental de vizinhanças. Aqui, | · |τ denota a norma hilbertiana em Hτ , τ ∈ T .

O espaço linear N diz-se nuclear se, para cada τ1 ∈ T , existe um τ2 ∈ T tal
Hτ2 ⊂ Hτ1 e a inclusão Hτ2 →֒ Hτ1 é um operador de Hilbert-Schmidt.

Suponha-se que agora que, para algum τ0 ∈ T , tem-se Hτ ⊂ Hτ0 para qualquer
τ ∈ T , sendo todas as inclusões Hτ →֒ Hτ0 cont́ınuas. Pelas caracteŕısticas particu-
lares de Hτ0 fixe-se então a notação H := Hτ0 e, para o produto interno e a norma
hilbertiana em H, a notação, respetivamente, (·, ·) e | · |. Uma vez que N ⊂ H,
considere-se o espaço dual N ′ de N relativamente ao espaço H, o que significa que
o par dual 〈·, ·〉 entre N ′ e N é definido como uma extensão cont́ınua do produto
interno em H:

〈h, ξ〉 = (h, ξ), h ∈ H, ξ ∈ N .

O espaço N ′ assim obtido chama-se co-nuclear . Pelo teorema de Schwartz (vd. e.g.
[BSU96, Caṕıtulo 14, Teorema 2.1]), tem-se ainda

N ′ =
⋃

τ∈T
H−τ ,
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onde cada H−τ é o espaço (de Hilbert) dual de Hτ relativamente a H. Em N ′

considera-se a topologia do limite indutivo dos espaços H−τ , τ ∈ T , ou seja, a
topologia localmente convexa mais forte definida em N ′ relativamente à qual todas
as inclusões H−τ →֒ N ′ são cont́ınuas. Desta forma, identificando pelo teorema de
Riesz o espaço H com o seu dual H′ obtém-se o chamado tripleto nuclear ou de
Gelfand :

N ⊂ H ⊂ N ′.

Por forma a evidenciar a topologia fixada em N e em N ′, frequentemente usa-se a
notação,

N = prlim
τ∈T
Hτ , N ′ = indlim

τ∈T
H−τ .

No caso do espaço de Schwartz S(R) e do espaço dual S ′(R) de S(R) relati-
vamente a L2(R) das distribuições temperadas de Schwartz são estas as topologias
que se consideram. Mais precisamente, considerando o hamiltoniano do oscilador
harmónico quântico, o qual é autoadjunto em L2(R) e está definido em S(R) por

(Hϕ)(x) := −d2ϕ

dx2
(x) + (x2 + 1)ϕ(x), x ∈ R,

e o sistema de normas | · |p definido por

|ϕ|p := |Hpϕ|, ϕ ∈ S(R), p ∈ N,

tem-se
S(R) = prlim

p∈N
Hp, S ′(R) = indlim

p∈N
H−p,

onde cada Hp, p ∈ N, é o espaço de Hilbert completado de S(R) relativamente à
norma | · |p. Esta construção estende-se ao caso vetorial S(R,Rd), d ∈ N, conside-
rando a famı́lia de normas

|ϕ|2p :=
d∑

i=1

|Hpϕi|2, ϕ = (ϕ1, . . . , ϕd), ϕ1, . . . , ϕd ∈ S(R)

e os espaços de Hilbert completados de S(R,Rd) relativamente a cada norma | · |p,
p ∈ N.

Em todos os espaços nucleares considerados nesta apresentação o conjunto de
ı́ndices T é sempre numerável. A única exceção é o caso do espaço D(Rd) das
funções reais, suaves em Rd, d ∈ N, e de suporte compacto. Neste caso, T é igual
ao conjunto de todos os pares (n, ϕ) para n ∈ N0 e para ϕ ∈ C∞(Rd) tal que ϕ ≥ 1
em Rd. Para cada (n, ϕ) ∈ T , o espaço de Hilbert H(n,ϕ) é então igual ao espaço de
Sobolev Hn(Rd, ϕ(x)dx). Por conseguinte,

D(Rd) = pr lim
(n,ϕ)∈T

Hn(Rd, ϕ(x)dx)
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e é esta a topologia que fixa em D(Rd).
A construção geral aqui apresentada estende-se ao caso em que os espaços de

Hilbert Hτ são complexos. O mesmo procedimento conduz então à definição de um
espaço nuclear complexo e de um tripleto nuclear complexo. No caso complexo,
preserva-se a notação utilizada no caso real.

A.2 Produtos tensoriais de espaços de Hilbert

Dado um espaço de Hilbert (real ou complexo) H com o produto interno denotado
por (·, ·), para cada número natural n ≥ 2 e para quaisquer g1, . . . , gn ∈ H, considere-
se a forma multilinear g1 ⊗ · · · ⊗ gn := ⊗n

i=1gi definida em Hn por

(g1 ⊗ · · · ⊗ gn) (h1, . . . , hn) :=
n∏

i=1

(hi, gi), h1, . . . , hn ∈ H.

O espaço linear gerado por estas aplicações chama-se a n-ésima potência tensorial
algébrica de H e denota-se por H⊗an. Para introduzir uma estrutura topológica em
H⊗an defina-se um produto interno em H⊗an, também denotado por (·, ·), por

(
⊗n

i=1g1i,⊗n
j=1g2j

)
:=

n∏

k=1

(g1k, g2k), ⊗n
j=1g1j ,⊗n

j=1g2j ∈ H⊗an. (65)

Em relação a esta igualdade verifica-se que o valor (G1, G2), G1, G2 ∈ H⊗an é inde-
pendente das combinações lineares usadas para descrever G1 e G2 e, por conseguinte,
(·, ·) está bem definido (vd. e.g. [RS72]). O espaço completado de H⊗an relativa-
mente à norma induzida pelo produto interno (65) chama-se a n-ésima potência
tensorial topológica de H, ou simplesmente, a n-ésima potência tensorial de H, e
denota-se por H⊗n.

Se o espaço de Hilbert H é um espaço separável e {ek}k∈N é uma base orto-
normal de H, então o espaço de Hilbert H⊗n também é separável e o conjunto
dos elementos da forma ek := ⊗n

i=1eki indexado em K := (k1, . . . , kn) ∈ Nn é
uma base hilbertiana de H⊗n. Como exemplo têm-se os espaços L2(Rd), d ∈ N,
ou L2

C(R
d) := {f1 + if2 : f1, f2 ∈ L2(Rd)}. Nestes casos, as potências tensoriais

(L2(Rd))⊗n, (L2
C(R

d))⊗n podem ser identificadas com os espaços, respetivamente,
L2((Rd)n), L2

C((R
d)n) mediante um isomorfismo unitário R definido por

R(g1 ⊗ · · · ⊗ gn)(x1, . . . , xn) := g1(x1) · · · gn(xn), x1, . . . , xn ∈ Rd.

Por identificação de g1 ⊗ · · · ⊗ gn com R(g1 ⊗ · · · ⊗ gn) obtém-se então

(g1 ⊗ · · · ⊗ gn) (x1, . . . , xn) := g1(x1) · · · gn(xn),
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igualdade que frequentemente é adotada para definir o produto tensorial g1⊗· · ·⊗gn
de funções g1, . . . , gn genéricas.

Por forma a introduzir o produto tensorial simétrico, para cada número natural
n ≥ 2 considere-se o grupo Sn das permutações de {1, . . . , n} e, para cada ι ∈ Sn, o
isomorfismo unitário definido por

Uι,n(g1 ⊗ · · · ⊗ gn) := gι(1) ⊗ · · · ⊗ gι(n), g1, . . . , gn ∈ H.
Considere-se o operador definido em H⊗n por

Pn :=
1

n!

∑

ι∈Sn

Uι,n.

Como Pn ◦ Pn = Pn e o operador adjunto de Pn coincide com o próprio Pn, Pn é
uma projeção ortogonal. O espaço imagem H⊗̂n := Pn(H⊗n) designa-se por n-ésima

potência tensorial simétrica de H e cada elemento Pn(g1⊗· · ·⊗gn) ∈ H⊗̂n denota-se
por g1⊗̂ · · · ⊗̂gn.

A noção de potência tensorial de espaços de Hilbert estende-se a espaços nucleares
e co-nucleares: se

N = prlim
τ∈T
Hτ , N ′ = indlim

τ∈T
H−τ ,

então
N⊗n = prlim

τ∈T
H⊗n

τ , N ⊗̂n = prlim
τ∈T
H⊗̂n

τ

e
N ′⊗n = indlim

τ∈T
H⊗n

−τ , N ′⊗̂n = indlim
τ∈T
H⊗̂n

−τ ,

onde H⊗n
−τ (resp., H⊗̂n

−τ ), τ ∈ T , é o espaço dual do espaço H⊗n
τ (resp., H⊗̂n

τ ) relati-

vamente a H⊗n (resp., H⊗̂n).
Caso H seja um espaço de Hilbert complexo tem-se ainda a seguinte

Definição 14. O espaço de Fock simétrico ou o espaço de Bose Exp(H) sobre H é
o espaço de Hilbert definido pela soma direta hilbertiana

Exp(H) :=
∞⊕

n=0

Expn(H),

onde Exp0(H) := C e cada Expn(H), n ∈ N, é definido como o espaço H⊗̂n munido
do produto interno n!(·, ·).

Por outras palavras, um elemento genérico F ∈ Exp(H) é uma sucessão F =

(f (n))n∈N0 onde cada f (n) ∈ H⊗̂n, n ∈ N, f (0) ∈ C e

‖F‖2Exp(H) :=
∞∑

n=0

n!|f (n)|2 <∞,
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onde | · | denota a norma hilbertiana em H⊗n, n ∈ N. Entre os elementos de Exp(H)
destacam-se os vetoriais exponenciais , ou estados coerentes , e(f) ∈ Exp(H), f ∈ H,

e(f) :=

(
1, f,

1

2!
f⊗2, ...,

1

n!
f⊗n, ...

)
, f⊗n := f ⊗ · · · ⊗ f︸ ︷︷ ︸

n vezes

,

cuja norma é igual a

‖e(f)‖2Exp(H) = e|f |
2

.

Mais geralmente,

(e(f1), e(f2))Exp(H) = e(f1,f2), f1, f2 ∈ H.

No caso particular dos espaços L2(Rd), L2
C(R

d), d ∈ N, as últimas considerações
e o isomorfismo unitário entre estes espaços e os espaços, respetivamente, L2((Rd)n),

L2
C((R

d)n) traduzem-se por os espaços (L2(Rd))⊗̂n, (L2
C(R

d))⊗̂n se poderem identifi-

car com os subespaços L̂2((Rd)n) ⊂ L2((Rd)n), L̂2
C((R

d)n) ⊂ L2
C((R

d)n) das funções
simétricas.

Para a definição do espaço de Fock sobre L2
C(R

d) considera-se em L2
C(R

d) o
produto interno

(f1 + ig1, f2 + ig2) := (f1, f2) + (g1, g2) + i(g1, f2)− i(f1, g2).
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of Poisson spaces. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 323:1129–1134,
1996.

[BK88] Yu. M. Berezansky and Yu. G. Kondratiev. Spectral Methods in Infinite-
Dimensional Analysis. Naukova Dumka, Kiev, 1988. (in Russian).
English translation, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht, 1995.

[BKKK13] C. Berns, Yu. G. Kondratiev, Yu. Kozitsky, and O. Kutoviy. Kawasaki
dynamics in continuum: micro- and mesoscopic descriptions. J. Dyn.
Diff. Equat., 25:1027–1056, 2013.

46



[Bog46] N. N. Bogoliubov. Problems of a Dynamical Theory in Statistical Phy-
sics. Gostekhisdat, Moscow, 1946. (in Russian). English translation in
J. de Boer and G. E. Uhlenbeck (editors), Studies in Statistical Mecha-
nics , volume 1, pages 1–118. North-Holland, Amsterdam, 1962.

[BOS16] J. Bornales, M. J. Oliveira, and L. Streit. Chaos decomposition and gap
renormalization of brownian self-intersection local times. Rep. Math.
Phys., 77(2):141–152, 2016.

[BOSS15] W. Bock, M. J. Oliveira, J. L. Silva, and L. Streit. Polymer measure:
Varadhan’s renormalization revisited. Rev. Math. Phys., 27(3):1550009,
2015.

[BSU96] Yu. M. Berezansky, Z. G. Sheftel, and G. F. Us. Functional Analysis,
volume II. Birkhäuser, Boston, Basel and Berlin, 1996.

[CY87] J. Y. Calais and M. Yor. Renormalisation et convergence en loi pour
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