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Resumo

Esta apresentagao comeca com duas andlises bem conhecidas em dimensao
infinita: a andlise de ruido branco gaussiano e a andlise de ruido branco de
Poisson. Longe da profundidade apresentada em [HKPS93| ou em [Oli17]
para o caso gaussiano, ou em [KKOO02| para o caso de Poisson, a par de algu-
mas aplicagoes particulares, dar-se-a relevo a aspetos relacionados com os po-
linémios que estao na base destas duas andlises: respetivamente, os polindmios
de Wick e os polinémios de Charlier. No final, por recurso a um céalculo em di-
mensao infinita sobre polinémios definidos em espacgos co-nucleares genéricos
[FKLO19], os mesmos polinémios serao revisitados, dando-se resposta a algu-
mas questoes sobre a sua natureza e propriedades polinomiais.
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1 Medidas gaussianas e de Poisson

O ponto de partida da anélise de ruido branco (gaussiano ou de Poisson) é um espago
de Hilbert H real e separavel e um tripleto nuclear real

NCHCN,

onde A é um espaco nuclear denso em H e tal que a inclusaio N' — H é continua e
N’ é o espaco dual de N relativamente ao espaco H. Isto significa que o par dual
(-,-) entre N e N é definido como uma extensao (continua) do produto interno (-, -)
em H:

(h,&) = (h,§), heH,eN.

Naturalmente que, num contexto genérico, a partida existem varios tripletos
nucleares possiveis. A escolha de um tripleto especifico é entao sugerida e deter-
minada por cada aplicagao particular. Por exemplo, em problemas envolvendo
movimentos brownianos unidimensionais, a escolha natural recai sobre o espaco
H = L*(R,R) =: L*(R) das fungoes de quadrado integravel relativamente & medida
de Lebesgue sobre R e para o espago de Schwartz N' = S(R,R) =: S(R) das fungdes
reais, suaves em R e de decrescimento rapido no infinito. No entanto, em aplicacoes
relativas a movimentos brownianos d-dimensionais, d € N, d > 2, a opgao natural
é a versdo vetorial destes espagos: H = L*(R,R?) e N' = S(R,RY). Pela razio
indicada e salvo aviso em contrario, no que se segue continuar-se-a a considerar um
tripleto nuclear N' C H C N’ genérico.

Fixada a o-dlgebra C,(N”) sobre N' gerada pelos conjuntos cilindricos

WeN: ((w,&),. ., (&) €BY, €&,....6 €N, BE€BRY,neN,
onde, para cada n € N, B(R") denota a o-dlgebra de Borel de R", tem-se o seguinte

Teorema 1. (Teorema de Minlod! [Min59]) Seja C : N — C uma fungdo que
verifica as trés propriedades sequintes:

(1) €(0) =1;
(11) C € continua em N;
(iii) C € definida positiva,

20(52_6])212207 51%"7671 GN,Zl,.-.,ZnE(C,’REN.

ij=1

INa literatura também conhecido por Teorema de Bochner-Minlos, numa alusdo ao caso parti-
cular N' = R?% = A, conhecido como o Teorema de Bochner.



Nestas condigoes, eriste uma tunica medida de probalilidade pc sobre (N',C,(N”))
cuja fungao caracteristica (transformada de Fourier) € igual a C'. FEquivalentemente,

[ w9 dhotw) =C©), €N, 0

Em particular, denotando por | - | a norma hilbertiana no espago ‘H, decorre do
teorema de Minlos que a funcao definida por

o) =ow (-3 1°), €N )

¢ a transformada de Fourier de uma medida (gaussiana) u sobre (N’,C,(N")) defi-
nida por () e (). O espago de probabilidade (N, C,(N”), 1) assim definido designa-
se por espaco gaussiano associado a N e a H. Como caso particular, se H = L?(R)
e se N = S(R), o espago gaussiano correspondente chama-se ruido branco.

Um outro exemplo decorrente da aplicacao do teorema de Minlos relaciona-se
com a escolha dos espagos reais H = L*(R% R) =: L?(R?) das fungdes de quadrado
integravel relativamente & medida de Lebesgue sobre R? d € N, e N' = D(R? R) =:
D(RY) das funcoes reais, suaves em R? e de suporte compacto. Nesta situacao,
decorre do teorema de Minlos (vd. e.g. [GV68] vol. IV]) que

C(p) = exp ( /R d (e — 1) d:v) , € DRY (3)

é a fungao caracteristica duma medida de probabilidade 7 sobre (D'(R?), C,(D'(R?)))
definida por () e (@). A medida 7 obtida deste modo chama-se medida de Poisson
sobre (D'(R?),C,(D'(RY))) de intensidade igual o medida de Lebesgue sobre R®.

2 Ortogonalidade. Decomposicao em caos

No contexto de um tripleto nuclear N' C H C N’ genérico, decorre da defini¢ao da
medida gaussiana p dada por () e ([2) que, para cada £ € N, £ # 0, fixo, (-,&) é
uma varidvel aleatdria de distribui¢ao normal de média nula e variancia [£]?. Por
conseguinte,

[ duto) = Sl [ o6 dut) = (@)

o que, pela identidade de polarizacao, conduz ainda a

| @) ) dute ,}j C Y ) ),

11<...<i



para &1,...,& € N, n € N. Isto significa que uma importante classe de polinémios
em N’ nao verifica uma relacao de ortogonalidade relativamente & medida gaussiana
1. A saber, os monémios da forma

(8" = (=67,
(&) (6 = (P a®.. . ®&) = (T aB. .. ®k).

Uma situacao semelhante acontece se se tomar o tripleto D(RY) c L?(R%) C
D'(R?) e a medida de Poisson 7 dada por () e (B]). Neste caso, para cada ¢ € D(R?),

/D,(Rd)@da p)? dm(w) = /Rd ©*(z)dx + (/Rd o(z) dx>2’ 5

1 n! k/ ;
w, )t dr(w) = — P Em—— Y(x)dr, neN.
frgfesim =325 3 Il e

k=1 """ (i1,...,ix) ENF
11+...+ig=n

Com o objetivo de introduzir a nogao de decomposicao em caos e, em particular,
identificar um sistema de polindémios ortogonais relativamente a medida gaussiana
4 e a medida de Poisson 7, considerem-se os espagos

(L) = LAN",Co(N"), 1), (L*)z 1= L*(D'(RY),Co (D' (RY)), ) (6)

das fungoes complexas de quadrado integravel relativamente as medidas, respetiva-
mente, 4 e 7. De modo a evidenciar a diferenga entre o produto interno (-,-) e a
norma | - | definidos nos espacos de Hilbert reais H e L*(R?) e o produto interno e
a norma usuais definidos nos espagos complexos ([l), estes produtos internos e estas
normas serao denotados, respetivamente, por ((-,+)) e por || - || (ou, caso haja neces-
sidade de explicitar a medida subjacente, por ((-,-),, || - ||z € por (-, )=, || - ||x). Os
espagos (@) serao abreviadamente denotados por (L?) sempre que for claro qual a
medida a que respeitam.

2.1 O caso gaussiano

Decorrente de (@), considere-se o operador linear
N3 &m (,6) € (). (7)
A densidade de N' em H permite estender (7) a um operador linear limitado,

Ho [ (. f)e (L),
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definido para cada f € H por

<'7 f) = <L2) - hTILn<7 fn)a
onde (&,)nen é uma qualquer sucessao de elementos de A/ convergente para f em H.
Consequentemente, ||{-, /)| = |f|, f € H.

Proposicao 2. ([HKPS93]) O processo X definido em N x H por X¢(w) = (w, f)
¢ um processo gaussiano centrado de covariancia

(00 = [ Db dute) = (). fg €M

Deste resultado resulta, em particular, que, para cada f € #H, (-, f) é uma
varidvel aleatéria de distribuigao normal de média nula e variancia |f[>. Como
consequencia:

1) a sua fungao caracteristica é dada por

[ exp it 1) dute) = exp (511,

o que estende (1) e @) a f € H;
2) em termos de momentos tem-se

|
[ ootmaue) = ZRIEn [ e dute) =0,
estendendo ) a f € H.

Uma outra consequéncia da Proposicao [2 é apresentada no seguinte

Exemplo 3. A aplicagio da Proposi¢aol2 ao caso particular do espago ruido branco
(S'(R),Cr(S'(R)), p) conduz ao processo gaussiano centrado B de incrementos in-

dependentes,
Bl[O,t)(w) = (w, Il[o,t)>, we S (R),t>0,

onde 14 designa a fun¢ao indicatriz de um subconjunto (boreliano) A C R. A
covariancia deste processo € igual a

(5 M), ¢ L)) = (Lo, Ljo,s)) = s AL,

pelo que B € um movimento browniano unidimensional com valor 0 no instante t =
0. Habitual e abreviadamente, By, denota-se por By ou por B(t,-). Informalmente,
note-se que

Bi(w) = (w, L) = /0 w(s) ds.
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o0 que sugere que se considere w(t) como uma derivada em ordem ao tempo do movi-
mento browniano. Obviamente que uma tal derivada ndao existe no sentido usual de
derivada pontual. Contudo, a derivada existe no sentido das distribuicoes. Enquanto
derivada no sentido das distribuicoes, w(t) designa-se por ruido branco.

Ainda no contexto do espaco de ruido branco, a Proposicao [4 também permite
definir um movimento browniano fraciondrio unidimensional de coeficiente de Hurst

He(0,1), HL:
B (w) := (w, Mplpy), weS'R),t>0,

onde

(MiLp) () = — (=05 o) = bl () € R

['(H+ 5

cf. [Mis08, Lema 1.1.3] (vd. também [G.J16]). Para cada t > 0 tem-se Myl €
L*(R) com

1
(Mo, My lps) = 5 T+ =t —sPT), t,s>0.

Por forma a definir um sistema de polinémios em N’ ortogonais relativamente &
medida gaussiana, comece-se por considerar em R os polinémios de Hermite

n 1’2£ —z2
H,(x) = (—-1)"e P
(D
= nl Z; m(z%‘)nizk, n e N(],Q? S ]R, (8)
e, para cadaw e N, £ e N, £ # 0, (%)n H, (f}T‘Z) De (8) resulta a igualdade

15]

9 " (w, &) _ - n '\ (2k)! ki e|2k n—2k

(F5) 5 (o) = 2 (o) r oo,

o que sugere que se defina, para cada n € Ny e para cada ¢ € NV, ou, mais geralmente,

para cada § € Ng :={& +i& : &1,6 € N},

L]

G = () S e e weNt @
k=0 ’

No ultimo caso (£ € N¢),

<w,£1 +i£2> = (w,&) +i<w,§2>, w e N/,£1,£2 c N,
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o que significa que, dado f € H ou, mais geralmente, f € He :={f1 +ife: f1,f2 €
H},
(f,60+1i&) = (f,&) +i(f, &), &,&eN.

Relativamente a (), observe-se que o seu lado direito conduz a que : w*" :€ N @",
w € N, n € Ny. Por outras palavras, para cada £ € N o lado esquerdo desta
igualdade ¢é efetivamente um par dual entre um elemento de NE @ e um
elemento de N'®", £ estando o elemento : w®" :€ N'®" definido pela igualdade
@), com o £ a variar em N. Este elemento de N"®" designa-se por poténcia de Wick
de ordem n.

Proposicao 4. Para quaisquer o™ € Ng”, o™ € /\/gm verifica-se a sequinte
relacao de ortogonalidade:

(<< on 5 So(n)% <: m > ¢(m)>>) = 5n7mn!((p(n)7 (b(n))v (10)
onde 6y, € o simbolo de Kronecker.

Este resultado é uma consequéncia da construcao anterior e da propriedade de

ortogonalidade seguinte verificada pelos polinémios de Hermite em R,
+o0o
H,(2)Hpy(z)e ™ do = Snm2" /T,

o que conduz cf. e.g. [BK88|, Vol. 1, Capitulo 2, Seccao 2.2], [HKPS93, Capitulo 2],
[Oba94,, Seccdo 2.2], a que (IO) se verifique para ™, ¢™ da forma @™ = ¢&"
P = £8m ¢ & € N. Uma vez que os elementos de /\/@", n € Ny, sdo combinagoes
lineares de elementos da forma £%", ¢ € N/, (I0) também verifica-se para o™ € N&,
™ e N ®m, resultando entao o caso geral como uma consequéncia do caso real e
da identidade de polarizacgao.

Como consequéncia desta proposicao tem-se o seguinte. Por definicao, um po-
linémio em N’ é uma funcao complexa P : N/ — C da forma

n

Plw) = S (@, oWy, we N,

k=0

para o) € Ng’“, k=0,1,...,n, n € Nyg. Denotando o espaco dos polinémios em
N’ por P(N’), por linearidade e pela identidade de polarizagao, decorre de (@) que,
para quaisquer o™ € N&" n € Ny, (: -®": ™) € P(N'). Como

n! )

1
oSS L g (), zeR
v 2”§k!(n—2k)! (@), €



resulta novamente da identidade de polarizacao que, para cada mondémio da forma
(:®n gomy ¢ e N, tem-se

(5]
o) = .6 = 3 (1) G QR P ), e

K12k
k=0

NIE

Como consequéncia,

PN = {Z( Bk o)y L ) E./\/'g)k,k =0,1,...,n,n € NO}, (11)

k=0

o que completa a identificagdo de um sistema de polinémios em N’ ortogonais em
relagao & medida gaussiana: os polinémios (: -&" : ™) o™ € NE" n € Ny. Estes
polinémios, ou mais geralmente os polinémios da forma descrita em ([[l), chamam-se
polinomios de Wick em N”.

Uma segunda consequéncia da Proposicao M é a derivagao da decomposicao em
caos (vd. e.g. [BKS8S8| Vol. 1, Capitulo 2, Secgoes 2.2 e 2.3, [HKPS93, Capitulo 2],
[Obad4l, Secgao 2.3]). Para o efeito, comece-se por observar que decorrente de ([I0)
tem-se, em particular,

I6:2" ™) P =l o € NE"m €N, (12)
o que permite definir, tal como foi feito no inicio desta subseccao,
(.en :,f(")) = (L?) — lim(: -®" :,gofg)% e H%",

onde, para cada f(™ € Hfg", (go%l))meN é uma qualquer sucessao de elementos de

NE™ convergente para f ™) em HE". Com esta defini¢ao, as igualdades (I0) e (I2)
generalizam-se naturalmente a estes novos elementos, o que tem uma implicagao
direta: dada uma sucessdo (f™),ecn, de elementos ™ € HE" n € Ny, tais que
Yo onllf (M2 < o0, resulta da propriedade de ortogonalidade que a série

Do £
n=0
converge em (L?), tendo-se
o0 2 oo
Do )| = 3ol
n=0 n=0




Mas o reciproco é igualmente verdadeiro e decorre do facto do espago P(N”) ser denso
m (L?) [Sko74, Seccao 10, Teorema 1]. Por outras palavras, para cada F € (L?)

existe uma sucessao ( f (”))neNo da forma anteriormente identificada tal que

F= Z e f). (13)

Por conseguinte,
oo

IE2 =S nl s,

n=0

Numa anélise as sucessdes (f™),en, aqui consideradas, reconhece-se que elas sdo
elementos do espago de Fock Exp(H¢). O que estas ultimas linhas entao traduzem é
que existe um isomorfismo unitério entre os espagos (L?) e Exp(H¢), conhecido como
o0 isomorfismo de Ito-Segal-Wiener. A expansao (I3) com (f("))nENO € Exp(Hc) ¢é
chamada a decomposicao em caos de Ito-Segal-Wiener, ou simplesmente, a decom-
posicdo em caos, de F € (L?) e os f™, n € Ny, designam-se por “kernels” de

F.

2.2 O caso de Poisson

Para tratamento deste caso utilizar-se-4 uma abordagem diferente [[to88], [IK8§]|,
[KSS97], a qual também poderia ter sido utilizada no caso gaussiano. A razao
desta nova abordagem prende-se com a defini¢ao (1) e ([Bl) da medida de Poisson T,
nomeadamente, a natureza da transformada de Laplace desta medida:

/D,(Rd) exp ((w, @) dr(w) = exp (/Rd (£ — 1) dx) —1(p), o€ DRY. (14)

No espago complexificado Dc(RY) = {¢ + i : ¢, ¢ € D(R?)} considere-se entao
a fungao A : U — Dc(R?) definida numa vizinhanga U C D¢(R?) de zero por

A(p)(z) :=In(1 + ¢(x), ¢€UaxecR

Aqui a escolha desta vizinhanga U faz-se de modo a também garantir que A é
invertivel e holomorfa em U (i.e., A é continua em U e, para cada w € D'(RY),
o € U, ¢ € Dc(R?) fixos, a fungio complexa z +— {(w, A(p + z¢)) € C é holomorfa
numa vizinhanca de 0 em C [Din99, Seccao 3.1]). Relativamente & transformada
de Laplace [, observe-se que a sua extensdo ao espaco complexo D¢(R?), também
denotada por [, é uma funcao holomorfa numa vizinhanca U C D¢(R?) de zero. Isto
significa cf. [D1n99 Proposicao 3.7] que [ é localmente limitada e, para cada ¢ € U,
¢ € De(RY) fixos, a fungao z — I(p + 2¢) € C é holomorfa numa vizinhanca de 0
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em C. Assim sendo, como [(A(0)) = (0) = 1 # 0, para cada w € D'(R?) fixo existe
uma vizinhanca U’ C D¢(R?) de zero na qual tem-se definida a seguinte funcao
holomorfa em U’:

)
el T aG)

Em termos de série de Taylor tem-se entao

~exp (<w,ln(1 L) — /R o(z) dx) L per

o0

1 d°
erw(p) = Z a%emw(zgp)

n=0

, pel,
z2=0

em que uma estimativa de cada diferencial de ordem n € N, por recurso a férmula de
Cauchy e a identidade de polarizacao, permite concluir, por aplicagao do teorema

do kernel (vd. e.g. [BK88, Vol. 1, Capitulo 1, Teorema 2.3], [KSWY98, Teorema
2.2]), a existéncia de uma distribuicio C™(w) € (D'(R%))®" tal que

n

I _ (n) n /
Tacme(z9)| = (C"(w),¢™), Veel'

Para cada funcio real ¢ € D(R?), ¢ > —1, tem-se, naturalmente,

mn

d
(n) ®ny _
(C™(w), ™" din erw(tp) o

e, mais geralmente, esta igualdade generaliza-se a qualquer ¢ € D(R?): caso ¢ > —m
para algum m > 1, tome-se na igualdade anterior a funcio D(R?) > £ > —1. Para
¢ € D(RY), resulta [IK8§| recursivamente que

(COw), ™) = 13

(CV). ) = () = [ plo)do (15)

nl e
(O (W), 2 4) = S (1) HE o, g FIYOW ), %)
k=0 '

(@™ [ pla)dn

A partir destas igualdades, naturalmente que, por linearidade e pela identidade de
polarizagio, define-se (C™(w), ™), n € N, para ™ € (D(R4))®", ou mesmo para
o™ € (De(RY))®", qualquer. )

Por esta construgio ressalta que, para cada n € N e o™ € (D¢(R?))®" fixos, a
fungdo (C™, ™) definida por

(C™, ™)) (w) = (C™(w), ™),  w € D'(RY)

11



¢ um polinémio em D'(R?). Com efeito [KSS97, Lema 5.3], tem-se mesmo

P(D'(RY)) = {zn:(C’(k), c,o(k)> o) (DC(Rd))@’k, =0,1,...,n,n € NO} )

k=0

Os polinémios da forma identificada neste ultimo conjunto sao conhecidos como
polinémios de Charlier em D'(R?).

Proposigio 5. Para quaisquer ™ € (De(R%))E", ¢ e (De(RY)E™ tem-se a
sequinte relagao de ortogonalidade:

((C, ™), (O, V) = bl (), 6™). (16)

Esta relagao de ortogonalidade é uma consequéncia da anterior construcao. Por
esta, para quaisquer fungoes —1 < ¢, ¢ € D(R?) e para 21, z, € C tem-se

/ €ﬂ-7w<21gp)eﬂ,w(22¢) dﬂ'((d)
D’ (R4)

= exp (= [ (plo)+maote) o) [ exp (o (1 + 2900+ 20)) (o)

reconhecendo-se por (I4)) que o tultimo integral é igual a

exp (/Rd(u +210) (14 220) — 1) d;z:) |

Deste modo,

2, 2l
/ ( )e,r,w(zw)eﬂ,w(zqu) dr(w) =exp (2122, 0) = D =2 (™, 67"). (17)
D’ (R4 n=0 ’
Mas, por outro lado,
/ 67r,w<zl()0)e7r,w(z2¢) dﬂ-(w>
D’(]Rd)
27 25
= W), TN C™ (w), 6°™) dr(w), (18)
o O n' m' ’(Rd

o que conduz a relagao de ortogonalidade (@) por comparagao dos coeficientes das
séries (I7) e ([R). Para ™ € (Dc(RY))®", ¢ € (Dc(RY)®™ genéricos, (IH)
resulta por linearidade e pela identidade de polarizacao.

Chegados a este ponto tem-se uma situacao idéntica a que ocorreu no caso gaus-
siano: tem-se definido um sistema de polinémios em D’'(R?) ortogonais em relacao
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a medida de Poisson que verifica a relagao de ortogonalidade ([If), que é semelhante

a (I0). Tal como no caso gaussiano, isto significa que para cada f™ € E%((Rd)”),
n € N (Apéndice [A.2)), tem-se definido

(€, §07) = (L) = (), 7).

onde (<p$f;))m€N ¢ uma qualquer sucessio de elementos de (D¢ (R%))®" convergente

para f™ em LZ((R%)"). Para estes novos elementos, a relacdo de ortogonalidade

(I6]) é preservada, o que induz, tal como no caso gaussiano, a uma expansao de cada
F € (L?) da forma

F= S0, 50, (£) . € Exp(LA(RY) (19)
n=0

e a um isomorfismo unitdrio I, entre o espago (L?) e o espago de Fock Exp(LZ(R%)):

I (i«j(n)’ f(n)>> — (f(n))neNO. (20)

n=0

Mantendo a terminologia introduzida no caso gaussiano, a expansao (I9) designa-se
por decomposicdo em caos de F € (L?) e os f™, n € Ny, que ai surgem chamam-se
funcoes “kernel” de F.

Observacao 6. Devido a ([B) (vd. @) para o caso gaussiano), nao € possivel,
semelhanga do caso gaussiano, definir (-, f) para f € L*(R?) genérico. Apenas para
f e LA(RY N LY(RY). Mais precisamente,

<'v f> = (LZ) - hTrln<'7 9071>>
onde (n)nen € uma qualquer sucessdo de elementos de D(R?) convergente para f em
L*(RY) e em L*(RY). Entre os vdrios possiveis exemplos para f tém-se as funcoes

14, para um subconjunto A C R? de medida de Lebesque finita. Em particular, no
caso d =1, tomando A =10,t), t > 0, obtém-se, informalmente,

P (w) == (w, 1gy) = /0 w(s)ds,

o que gera uma situacao semelhante a descrita no Exemplo[d para o movimento brow-
niano. Entendido como derivada de P, no sentido das distribuicédes, w(t) designa-se
por ruido branco de Poisson.
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3 Aplicagoes

3.1 O caso gaussiano

Nas aplicagoes o espaco (L?) revela-se frequentemente demasiado pequeno. Uma
maneira de definir espagos mais abrangentes, que incluam o espago (L?), é definir
espagos de fungoes teste contidos em (L?), o que por dualidade relativamente a (L?)
conduz a definicao de espacos maiores, de fungoes generalizadas. Para concretizar
esta ideia considere-se o espaco dos polinémios P(N’). Em cada polinémio

P = Z ™),

os kernel o™ n=1,... N, sao elementos do espaco

NE n — prhm?-[p G

onde, para cada p € N, Hf@ ¢ a n-ésima poteéncia tensorial simétrica do espago

complexificado H,c := {f1 +ifa: fi, fo € H,} (Apéndice [A2). Logo, o™ € Hff%
para qualquer p € N. Esta observagao permite definir no espago P(N’) uma familia
de normas hilbertianas || - ||,4.5, p,¢ € N, 5 € [0, 1], por

o

P12 = D (n) 72

n=0

Assim, considerando para cada p,q € N e para cada 5 € [0,1], o espago de Hilbert
completado ()7 de P(N”) relativamente & norma || - |54, i-€.,

(Hp)g = {P = ("9 € (L%) 1 |1 Pllpas < OO},

n=0

tem-se definida uma familia de espagos nucleares densos em (L?) por

(N)? := pr lim (’Hp)g

p,geN

em que cada inclusao (N)? < (L?) é continua (vd. e.g. [KK99], [KSWY9S]). Por
conseguinte, por dualidade, para cada S € [0,1], o espago dual (N)~? de (N)?
relativamente ao espago (L?) é dado por

(NM)™? = ind lim (H_,)"°

)
p,gEN 1
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onde (”H_p):g, p.q € N, é o espaco dual de (H,)? relativamente a (L?). Como
resultado final, obtém-se uma cadeia de espacos de funcgoes teste e generalizadas,

PN)Cc M c NP c(Hc N PcWN)PcPWN), Belol).

Entre os vérios elementos desta cadeia destacam-se quatro. Os espagos, (N)!
e (N)7L, respetivamente, das funcoes teste de Kondratiev e das distribuicoes de
Kondratiev [Kon75|, [Kon78] e, para A igual a S(R% R) ou a S(R,R?), d € N, os
espagos (N)? e (N) 70, respetivamente, das funcdes teste de Hida e das distribuigoes
de Hida [Hid75], [Kon80a], [Kon80b|, [KT80a], [KT80b]. Com o objetivo de carac-
terizar as distribuigoes de Hida e de Kondratiev considerem-se os elementos de (L?)
cuja decomposicao em caos é da forma

[e.9]

1

Z_| n:7f®n>7 fEH(C
n!
n=0
Na imagem destes elementos — denotados por : e} : — pelo isomorfismo de It6-

Segal-Wiener reconhecem-se os vetores exponenciais e(f) € Exp(Hc) (Apéndice

A7), pelo que
- 1
PO TR
n=0

A cada F € (L?) associe-se entdo a aplicagdao SF : Ng — C, denominada a S-
transformada de F, definida por

_ P

(SE) (&) = ((: "+, F)) —/ @8 Plw)dp(w), €€ Ne. (21)

’

Assim e em particular para F =: e\f) : f € He, tem-se
(S el I) MGES & e Ne

e, mais geralmente, para F' € (L?) genérico,

F oo foy, (22)

tem-se

(PO =3 n (W,f” = (e M) ceNe @)
cf. Proposicao dl Na pratica esta igualdade revela-se de uma importancia consi-
derdvel: se se conhecer a expansdo ([23) da S-transformada de um F € (L?), entdo
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conhecem-se os kernel da decomposigao em caos (22)) de F'. Em termos tedricos, o
que acaba de se indicar reflete o facto da S-transforma ser uma aplicacao linear in-
jetiva. Na verdade, a S-transformada ¢ mesmo um isomorfismo unitdrio entre (L?)
e um espago de fungdes holomorfas em H¢, conhecido por espaco de Bargmann-
Segal [GKSO7]. A estas propriedades, acrescente-se, agora, que a definigdo da S-
transformada estende-se a fungoes generalizadas W € (N)~?, 3 € [0, 1]. Para o efeito
observe-se que para cada & € N¢ tem-se

. Oo T €®n ? . — T n
et g = Do) P2 1> = S () e (24)
n=0 tlp n=0

sendo a ultima série convergente se, e s6 se, § < 1, ou, caso § = 1, se 2‘1|£|§ < 1.
Assim, para qualquer ¢ € N,

et e (V)P VB e, 1),
o que permite estender a definicao (21]) a qualquer ¥ € (N)=#, 3 € [0,1):
(SU)(€) := (T,: "9 1), €€ Ne.

Aqui o par dual (-, ) = ((-,-), € definido como a extensdo bilinear do produto
interno em (L?),

(F.P)=(FP) = [ F@P@)duw), Fe(13),PePA).

esar de : e\~ . ara § € 0}, resulta de ue : e\ e se
Apesar de : ¢4 ¢ (N)! para £ € Nc \ {0}, resulta de 24) q 09 e (H,),
¢ € Ng verificar 29|¢ |§ < 1. Isto permite definir a S-transformada de distribuicoes
de Kondratiev: dado ¥ € (N)~! = Upvqu(H_p):é, tem-se que U € (H_,)_, para
algum p, ¢ € N, definindo-se entao a S-transformada de ¥ por

(SW)(€) = (W, : e ),

para qualquer £ € N¢ tal que 2q|§|]27 < 1.

A definicao da S-transformada para distribuicoes de Hida e de Kondratiev condu-
zem aos resultados de caracterizacao seguintes. No caso particular das distribuicoes
de Hida, recorde-se, o espaco A é igual a S(R? R) ou a S(R,R?), d € N.

Teorema 7. ([KLPT906], [PS91]) A S-transformada define uma bije¢io entre o
espago (N)7Y e o espaco das fungoes F : N'— C que verificam as duas propriedades
sequintes:

1. Para quaisquer &1,& € N, a fungio R 3 a— F(a& + &) tem uma extensao
inteira a o € C;
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2. Existem duas constantes K1, Ko > 0 tais que
|F(28)] < Kyexp (K, |z|2||§|2) , VzeC, EeN
para alguma norma |-| continua em N .

Teorema 8. ([KLS96]) Dados um conjunto aberto U C N¢ tal que 0 € U e uma
fungio F : U — C, se F for holomorfa em U, entdio existe um tinico ¥ € (N)~! tal
que SV = F. Reciprocamente, dado W € (N)7Y, a fungio SV € holomorfa nalgum
conjunto aberto em N¢ que contenha o ponto 0.

Esta correspondéncia entre F' e U é uma bijecdo se se identificarem as funcoes
holomorfas que coincidam nalguma vizinhanga aberta de 0 em Ng.

Como exemplo ilustrativo da utilizacao pratica destes resultados considere-se o
problema da autointersecao das trajectorias de movimentos brownianos. No con-
texto do espaco gaussiano (S5(R),C,(S5(R)), i) associado a Sy(R) := S(R,RY) e a
L*(R,R%), d € N, uma definicao informal, mas sugestiva, de tempo local de autoin-
tersecao de um movimento browniano d-dimensional

By(wi, - ,wa) = ({wi, Lg), - Wa, L)), (wiy-- - wa) € Sy(R), 6> 0

¢é dada em termos de uma funcao delta de Dirac, mais precisamente, por

L(T) = /0 dt /O ds 5o(B(t) — B(s)) (25)

que, informalmente, mede quanto tempo o processo passa a autointersetar-se durante
um intervalo de tempo [0,7], T > 0. Uma maneira de definir rigorosamente L(T)
consiste na aproximacao da funcao delta por

1 ||

pele) = (27T6)d/267 =, z€RYe>0

e no estudo do limite quando ¢ tende para 0 dos tempos locais de autointersecao
aproximados

L.(T) ::/0 dt/o dsp-(B(t) — B(s)). (26)

Contudo, apenas para d = 1 esta convergéncia verifica-se em (L?). Para d > 2,
os valores de espectacao E(L.(T)) divergem no limite, pelo que, para assegurar a
existéncia de limite, tem de se centrar as aproximagoes [Var69], ou seja, tem de se
considerar



o que ¢ suficiente para garantir a convergéncia em (L?). No caso d = 3 é ainda
necessario introduzir um fator multiplicativo de renormalizacao por forma a garan-
tir a convergéncia em lei [CY8T7], [Yor85]. Para d > 3, para além de E(L.(T)),
manifesta-se necessario subtrair outros termos divergentes.

No ambito da andlise de ruido branco gaussiano estes resultados podem ser
igualmente obtidos [dFHSW97]. No entanto, com algumas vantagens técnicas. Na
base para tal estd o facto de

1 i —B(s
5o (B(t) — B(s)) := @) /Rd ci(B()=B(s)) 1,

ser uma distribuicdo de Hida para t # s, cuja S-transformada é igual a

/St p(u)du 2) . (27)

para qualquer ¢ = (¢1,...,pq) € Sq(R) [dFHSW97|, [LLSW94]. Nesta verificagao
é entao essencial o Teorema [l Para d = 1, tem-se ainda

(So(B(t) — B(s)))() = Wexp &ﬁ

(SL(T))(p) = / i / ds (S8u(B(1) — B(s)))(¢), ¢ € S(R),

o que, novamente por uma aplicagao do Teorema[7], permite concluir que L(7") é uma
distribui¢ao de Hida [dFHSWI7], [KLPT96], [PS91]. Adicionalmente, por expansao
da fungao exponencial que surge em (27)) em série de Taylor obtém-se

o0

(SLD))(p) = > (¥®". f™), ¢ € S(R),

n=0

onde as funcoes kernel f™ € (L*(R,R%))®" n € Ny. Na verdade, a sucessdo
(f™)en, é um elemento do espaco de Fock Exp(LZ(R,R%)), pelo que L(T) € (L?).

Nos casos d = 2 e d = 3, considerando a funcdo exp,(z) := e* — 1, a mesma
abordagem aplicada a

SO(B(t) - B(s)) = ﬁ / exp, (i(B(#) ~ B(s))) da

permite concluir que
T t
L (T) := / dt/ ds W (B(t) — B(s))
0 0
é um elemento de (L?) se d = 2 e que L.(T) é uma distribui¢ao de Hida se d = 3.
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Esta abordagem constitui uma alternativa a proposta anterior de estudo do limite
dos tempos locais de autointerse¢ao aproximados (26). No ambito da andlise de
ruido branco gaussiano, esta é igualmente uma possibilidade [{FHSW97], com uma
vantagem pratica no caso d = 2 e que se prende com a aplicagao especifica dos tempos
locais de autointersecao a modelagao de cadeias de polimeros. Tipicamente, cadeias
de polimeros em bons solventes sao individualmente modeladas por trajetérias de
passeios aleatérios ou, no limite continuo, por caminhos brownianos. Porém, em
geral tais modelos nao tém em consideracao que as autointersecoes de caminhos
devem ser suprimidas, ja que diferentes partes de uma molécula nao podem localizar-
se num mesmo ponto do espaco. Este aspeto é particularmente relevante nos casos
do movimento browniano linear, planar, ou espacial, onde as autointersecoes nao
sao negligenciaveis, embora tornando-se mais raras a medida que a dimensao do
espago aumenta. SO para d > 4 é que as autointersecoes sao negligenciaveis. Como
sugerido por S. F. Edwards [Edw65], um modelo mais adequado que suprima as
autointersegoes consiste na modificacao da medida gaussiana p por introducao de
uma func¢ao de densidade, informalmente dada por

~exp(~gLT)),  Z = E(exp(~gL(T)) (28)

para uma constante g > 0. No caso do movimento browniano unidimensional,
esta modificagdo ndo constitui qualquer problema, pois L(T) > 0, o que implica
que exp(—gL(T)) < 1 e, por conseguinte, a integrabilidade de exp(—gL(T)) para
qualquer g > 0. Para d = 2, S. R. S. Varadhan [Var69] verificou que substituindo
em 28) L(T) por L.(T) € (L?) (28) fica bem definido para g < 2%, onde a constante
a surge do cdlculo da taxa de convergéncia de L. .(T) para L.(T) em (L?): para
qualquer o < %,

ILeo(T) = Le(T)|* < C(T, @), Ve >0,

onde C(T,«) é uma constante que depende de T' e de a. Esta estimativa é nas
palavras do préprio autor “the most difficult step of all and requires considerable
estimation”. Uma versao mais simples e melhorada [BOSS15] decorre do célculo da
S-transformada de L.(T") e de L..(T) com a derivacao da decomposi¢do em caos
de L.(T) e de L. .(T). Por célculo da norma das fungdes kernel assim obtidas no
espago de Fock Exp(LA(R,R?)) conclui-se que, para qualquer o < 1,

ILeo(T) = Le(T)|* < C(T, @), Ve >0,

o que melhora o intervalo das constantes g para as quais E(exp(—gL.(T))) < oo:
9<%
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Para além de (20) poder-se-do considerar outras regulariza¢oes que evitem a
linha t = s em (23]). Por exemplo (vd. e.g. [Sch99]),

// dtds 6,(B(t) — B(s)), A > 0.

O<s<t<T
t—s>A

A reprodugao dos passos utilizados na construgao de Varadhan a este caso [BOS16]
conduzem a E(exp(—gL.(T))) < oo para g < 2.

Ainda no contexto do espaco gaussiano (S)(R),C,(S5(R)), 1) pode considerar-
se, mais geralmente, o problema da autointersecao das trajetérias de movimentos
brownianos fracionarios d-dimensionais de coeficiente de Hurst H € (0,1) (Exemplo

B3)
B/ (w1, ..., wq):= (w1, Mylpy), ..., (wa, Mulpy)), (wi,...,wa) € SyR),t >0

e o estudo do tempo local de autointersecao, informalmente dado por

- /OT dt /Ot ds 6(Bf (1) — B (s)).

Neste caso [DOS08] conclui-se que L7 (T) € (L?) sempre que dH < 1. Isto signi-
fica, em particular, que para d = 1 tem-se L (T) € (L?) para qualquer coeficiente
de Hurst H e que para d > 2 tem-se L(T) € (L?) apenas para H < 1/d. Para
1 < dH < 3/2, os valores de espectacao E(LY(T)) das aproximacoes LY (T) defi-
nidas como em (26]) divergem no limite, pelo que, para assegurar a existéncia de
limite, tem de se centrar as aproximagoes. Isto garante a existéncia de limite em
(L?) [HNO5]. O interesse desta generalizagio ao movimento browniano fraciondrio
prende-se, mais uma vez, com a modelacao de cadeias de polimeros. Dependendo
da escolha do coeficiente de Hurst, movimentos brownianos fracionarios exibem tra-
jetorias, ou mais retilineas, ou mais “encaracoladas”, quando comparadas com tra-
jetorias de movimentos brownianos. Em termos de aplicagoes, isto significa que o
modelo resultante da extensao do modelo de Edwards a movimentos brownianos
fracionarios potencia a descricao de polimeros noutro tipo de meios solventes, ou
a descricao dos efeitos de interacao a longa distancia presentes em certas cadeias
de polimeros (e.g. ADN) e que nao sao cobertos pelos modelos brownianos. Para
dH < 1, argumentos semelhantes aos utilizados no caso browniano conduzem a
integrabilidade de exp(—gL(T)) para qualquer g > 0 e, para dH = 1, d > 3,
a extensdo da construgdo de Varadhan conduz & integrabilidade de exp(—gL¥(T))

para 0 < g < M [GOSSTI].
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3.2 O caso de Poisson

As semelhancas entre as andlises de ruido branco gaussiano e de Poisson permitem
de igual modo definir e caracterizar fungoes teste e generalizadas no caso poissoni-
ano J[ADKS96], [KSS97], [KSWY98]. Contudo, em termos de aplicagbes, o maior
relevo da analise de Poisson tem por base as propriedades de suporte da medida de
Poisson. Em particular, elas elucidam a razao da expressao “Poisson” presente na
terminologia utilizada.

Com efeito, a medida de Poisson sobre (D'(R%),C,(D'(R%))) tem suporte no
conjunto I' := I'(R?) das medidas de Radon sobre (R, B(R?)), com valores em Nj e
da forma

Y= 0 w €RLIE I m; #ujseit ] (29)
iel
para um conjunto de indices I C N. Caso I = ), define-se ) _,_, d,, como a medida
identicamente nula. Como v € I' é uma medida de Radon, em particular, isto
significa que, denotando por B.(R?) a classe dos conjuntos em B(R?) limitados,
portanto, de fecho compacto, para cada A € B.(R?) tem-se v(A) < oo. Por definicao
de v, naturalmente que

7(A)z<’y,]lA>:/Rd ZILA (i) =#{iel:z; € A}). (30)

el

Como consequéncia da propriedade de Radon, qualquer funcao real f definida em
R?, continua e de suporte compacto (abrevidamente, f € Cy(R%)) é integravel rela-
tivamente a qualquer medida v € I'. No que se segue, em I fixe-se a topologia mais
fina definida em I' relativamente a qual todas as aplicacoes seguintes sao continuas,

Poaye ()= [ f@dy@) =) f) [eGR), (31)

icl

e a o-algebra B(I") de Borel correspondente. Em alternativa, esta o-dlgebra pode
ser introduzida de outra maneira. Para o efeito, comece-se por observar que qual-
quer v € I' da forma (29) fica perfeitamente identificado pelo conjunto dos pontos
(atomos) {z; : i € I'}. Com a identificacao v = {z; : i € I}, as duas ultimas igualda-
des em (B0) e a tltima igualdade em (31]) podem entao ser reescritas, respetivamente,
como

[ @ a@ =X @ = #6048, [ @) = @, 62

Em termos do proprio conjunto I', isto significa que I' pode ser identificado com o
conjunto

{y CRY: #(yNA) < o0, YA € B.(RH)}.
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Com esta identificacio, tem-se (vd. e.g. [Kal83]) que B(I') = o({Ny : A € B.(RY)})
para Np : I' = Ny, A € B.(R?), a aplicacao definida por

Na(y) :==#(yNA). (33)

Entre os elementos v € T" da forma (29)) considerem-se aqueles em que #1 < 0.
Pela sua importancia, denote-se o espaco destas medidas (finitas) por I'g := I'g(R%),
o qual, naturalmente, pode ser descrito pela uniao disjunta

To= | | {Z&;iefz#lzn}: | ] .

n€eNg i€l n€eNp

N

Para Y € B(R?) genérico, considerem-se também os espacos

T = {0y, +...+0,, €0y, ... .3, €Y}, neN, TV:={0}

Ty = | | I{".

n€Ng

Claramente, para cada Y € B(R?) e para cada n € N, existe uma aplicacdo sobre-
jetiva entre o conjunto Y™ := {(x1,...,x,) 12, €Y, x; #x;8¢ 1 £ j} e F(Y”),
symy : yn —s ng )

34
(X1, .y p) > Opy + .o+ 0p, (34)

o que permite definir uma aplicacao bijetiva entre Fgf Jea simetrizacao de Y™ em

relagdo ao grupo das permutagoes de {1,...,n}. Obviamente que nesta bije¢ao
reconhece-se a identificacao anteriormente referida,

{Z1,.. . 2, — 0y + ...+ 0y, (35)

No entanto, o maior formalismo da construgao da identificacao (BH) via (34]) permite
definir uma estrutura topoldgica em Fg}l ) por fixacao na simetrizacao de Y7 da
correspondente topologia quociente. A correspondente o-algebra de Borel sobre
ng ) seré denotada por B(FgL )) e sobre I'y considerar-se-a a o-édlgebra B(I'y) da
uniao disjunta das o-algebras B(F§f” )), n € Nyp. Para além do espago mensuravel
(ng ), B(Fgf ))), n € N, a aplicagdo (34) também permite definir uma medida sobre
este espaco. Por uma questao de simplificagao, por agora denote-se a medida de
Lebesgue por m e sobre o espaco ((R4)", B((R%)")) considere-se a medida produto

m®". Uma vez que m é ndo atémica, para cada Y € B(R?) tem-se m®"(Y™"\Y") = 0,
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0 que permite restringir m®" a (Y™, B(Y™)) e, sobre (Fgf), B(F@)), definir a medida
imagem de m®" através de symy,

mgf) = m®" o (symfp )"

Para n = 0, define-se mgﬁ))({()}) := 1. Pela construgao realizada, isto significa que,
de modo natural, também tem-se definida uma medida sobre (I'y, B(I'y)):

Caso Y = RY, esta medida (sobre (g, B(Tg))) sera simplesmente denotada por A e
chamada a medida de Lebesque-Poisson. Naturalmente que para cada Y € B(RY)
tem-se Ay = Ar,, onde A\jr, designa a restricao da medida A ao espago (I'y, B(I'y)).
Em particular, para A € B.(R?), tem-se ainda Ay (T'x) = A(T) = e™™), 0 que induz
uma medida de probabilidade sobre (I'y, B(I'y)),

TA i — G_m(A))\|FA.
Para esta familia de medidas de probabilidades e para a familia de projecgoes

pr: I'— I'p

d
o o ha AeB®) (36)

existe (cf. [Par67, Capitulo V, Teorema 5.1]) uma tunica medida de probabilidade
sobre (I', B(I')) — a medida de Poisson w sobre (I', B(I')) — tal que

ma=mo (pa)"t, VA€ B.(RY

(vd. também [AKRI6], [DVISS], [Kal83], [KMM7]]). Em termos de transformada
de Laplace, observe-se que para uma funcao f € Cy(R?) de suporte contido num
certo A € B.(R?) tem-se (v, f) = (pa(7), f) para cada v € T, e, por conseguinte,

/F exp((y, £)) dr() = / exp((7, ) dma(4).

onde o lado direito é igual a
—m(A) - d n _ ,—m(A) - / f(x) d )
€ ex x me"(xy,...,T,) =€ e x

— exp (/Rd(ef(x) -1) dx) :

Nesta ultima expressao reconhece-se a transformada de Laplace (I4)).

n
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Observagao 9. Para cada A € B.(R?) firo tem-se
m(n) (m(A))"

TA({y € Ta: Na(y) =n}) =e” nl

, TLEN(),

o que significa que N € uma varidvel aleatoria de distribuicao de Poisson com
parametro m(A). Mais geralmente, para Ay, ..., A, € B.(RY), k € N, disjuntos dois
a doise A=A U...UN, € B.(RY),

k

ma({y € Ta: Nay(3) =nii = 1,... k}) = [[ e ™™ (m(A:)™

le' ’

pelo que as varidveis aleatorias Ny, , ..., Ny, sao independentes.
No caso d = 1, por substituicio na primeira igualdade de A por [0,t) € B.(R),
t > 0, resulta diretamente que

Pt(7> = <% ]1[0,t)> = N[o,t)(’V)

¢ uma varidvel aleatdria de distribui¢do de Poisson com parametrot (vd. Observagdo
[@). Como Piy) — Pi(v) = (v, 1sp) = Np(v), t > s > 0, resulta da mesma
tqualdade que a variavel aleatoria Py — Py também tem uma distribuicao de Poisson,
com parametro t — s. Considerando entao o processo P definido em [0, 400 x I" por
Py(), t >0, v €T, resulta da sequnda igualdade que este processo tem incrementos
independentes. Como resultado final, P é um processo de Poisson.

3.2.1 Analise em espacgos de configuragoes

Como visto, a medida de Poisson tanto pode ser considerada no espago (I, B(I")),
como no espaco (D'(R?),C,(D'(R?))), em que, por contraste com I', D'(R?)(D T')
¢ um espaco linear. Contudo, advém do conhecimento existente sobre I', nomea-
damente, em andlise em espacos de configuragoes, algumas vantagens no estudo da
medida de Poisson sobre (I', B(I')). Estas vantagens prendem-se, sobretudo, se se
considerar a andlise de ruido branco de Poisson como parte de uma andlise mais
geral (em espagos de configuragoes), o que permite, por intermédio das técnicas e
ferramentas especificas desta andlise mais geral, melhorar e derivar novos resultados
em andlise de ruido branco de Poisson [KK02|, [KKO04], [Kun99].

Por uma questao de simplificacao, no que se segue utilizar-se-a a identificacao
v =A{z; :i € I} para cada v € I" da forma (29), pelo que

I=TRY) ={y CR*: #(yNA) < o0, YA € B.(R%)}

Lo =To(RY) ={yeT:#y <o} = | | {yel:#y=n}, (37)

n€Ng

=I(n)

24



com I'® = {(}. Com a terminologia de teoria de processos pontuais, os elementos de
I' designam-se por configuracoes simples, aqui e abreviadamente, por configuracoes,
os elementos de I'y por configuragoes (simples) finitas e os elementos de cada e,
n € Ny, por configuragoes (simples) de n-pontos.

Considerem-se o espaco L*(T', ) das fungoes complexas de quadrado integravel
relativamente a medida de Poisson sobre (I', B(T")), o qual, por I, ([20), é unitari-
amente isomorfo ao espaco de Fock Exp(L4(R%)), e o espaco L?(I'y, A) das funcoes
complexas de quadrado integravel relativamente a medida de Lebesgue-Poisson \ so-
bre (I, B(Ty)). Também L?*(Ty, \) é unitariamente isomorfo a Exp(LZ(R?)). Para
o verificar, comece-se por observar que a cada funcao G : 'y — C estd associada

—_—

uma sucessdo de funcdes (™) ey, fn 1 (R — C, n € Ny,

—_—

FO (@ a) = %G({xl, ey (@1 a) € ®R)TnEN (38
£ = G)

Em particular, para G € L*(Ty, \), decorre do facto da medida de Lebesgue nao
ter atomos que cada f™ é um elemento bem definido do espaco Z%((Rd)”) =
E(%((Rd)”,m‘@"), onde, novamente por conveniéncia, explicita-se aqui a medida de
Lebesgue, denotada por m. Em termos de normas, acresce,

P2 )
= Z —l/ |G (symga (1, ..., 20)) [P dm®" (xy, ..., )
n: Rd n
- Zn' / PP )P dm® . 2)

=2 _niIrer,

n=0

8

o que prova que (f™),cn, € Exp(LZ(R?)) e com norma igual & norma de G €
L*(Ty, ). Naturalmente que a cada elemento de Exp(LZ(R%)) também se pode
associar um elemento de L?(I'y, \), sendo iguais as respetivas normas. Por outras
palavras, através de (B8] tem-se entao definido o isomorfismo unitario

I : L*(To, A) — Exp(L&(RY))
G — (f(n))neNo ‘

Com este isomorfismo, o espago L?(Tg, \) surge assim como uma realizacao do
espaco Exp(LZ(R?)), com a vantagem de os elementos de L*(I'y, \) serem fungoes,
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e nao sucessoes de funcoes. Com esta realizacao e decorrente da decomposicao em
. el s —1 .
caos (I9) tem-se um novo isomorfismo unitério: Iy := I o I, i.e.,

I (fj<c<”>, f(”)>> e

n=0
G({z1,...,zn}) =nlf™(xy, .. 2,), neN, GO):=f®

O isomorfismo unitério inverso de Iy, In, : L*(Tg,\) — L*(T',7), é definido de
modo similar, i.e.,

= 1
I)nr Z n_ (n) , G(n G‘F(n) ,n e No
n=0

Obviamente que esta nao é a inica maneira de fazer corresponder funcoes definidas
em 'y a fungoes definidas em I'. Uma segunda, conhecida como a K-transformada
[Len73], [Len75al, [Len75b] (vd. também [KKO02]), terd um papel de relevo.

Dada uma funcao B(I'g)-mensuravel G : I’y — C tal que Gp,\r, = 0 para algum
A € B.(R?) (abreviadamente, G € LY (Ty)), a K-transformada de G é a fungao
KG : T'— C definida por

(KG)(y):= Y  G(n), ~eT. (39)
<o
Pelas propriedades de suporte de G, com efeito tem-se (KG)(v) = (KG)(y N A),
v € T, pelo que a soma em (BY) tem um nimero finito de termos. Em termos de
mensurabilidade, K'G é uma funcao B(I')-mensuravel [KK02].
Como primeiro exemplo considere-se uma funcao indicatriz 1, A € B.(RY), e a
funcao

— Ia(z), sen={z} eT®
]11\(77) = (1)
0, senelp\T
Neste caso,
(KTx)(y) = ) _Ua(z) = #(yNA) = Naly), veT,
xey

cf. primeira igualdade em (32) e (33)).
Entre as propriedades da K-transformada destacam-se duas [Len75b], [KKO02]:

1) K : LY (Ty) = K(L).(Ty)) é um isomorfismo linear cuja aplicagao inversa ¢
dada por

(KT'F)(n) =) (~D)*MOF(E), Fe K(L)(Ly),n€lo.  (40)

§Cn
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2) O operador dual da K-transformada aplica medidas de probabilidade sobre
(I', B(I")) em medidas sobre (I'g, B(I'g)). Mais precisamente, dada uma medida
de probabilidade p sobre (I', B(I')) de momentos locais de todas as ordens
finitos, i.e.,

u@#wﬂMﬁmww<w,VAeBﬂW%neN

tem-se definida uma medida p, sobre (I, B(I'g)) — designada medida de cor-
relagao correspondente a |1 — por

hﬁmwmwzﬁmmmmm (41)

para qualquer G € LY () limitada tal que G\Fo\l_l

A € B.(R?) e para algum N € Ny (abreviadamente, G € Bys(I'y)). Observe-
se que sob as hipdteses fixadas sobre a medida p e sobre a funcao G, K|G| é

integravel relativamente a medida p e, por conseguinte, (41 esta bem definido.
De (#) resulta ainda que Bys(I'g) € LY(To, p,.), tendo-se

N opm = 0 para algum

HKGHLI(F,M) < HGHLl(Fo,pu% VG e Bbs(ro). (42)

Como consequéncia da densidade de Bys(To) em L'(Tg,p,), existe uma ex-
tensdo da K-transformada a um operador linear limitado K : L*(Tg, p,) —
L'(T, i) para a qual a igualdade (1)) e desigualdade ([#2) também sao validas
para G € L'(T,p,). Para esta extensdo, a igualdade (39) ainda é vdlida,
agora apenas para p-quase todo o y € I

Como exemplo considere-se a medida de Poisson. Como a transformada de
Laplace desta medida é holomorfa numa vizinhanca de zero (Subseccao 2.2)),
a medida de Poisson tem momentos finitos de todas as ordens [KSW95]. Para
este exemplo tem-se que p, = A, isto ¢, a medida de Lebesgue-Poisson.

Face a este ultimo exemplo ¢ entao natural indagar sobre a relagao entre o
operator K : LY(Ty, \) — LY(T,7) e o isomorfismo Iy, : L*(Ty,\) — L*(', 7). Na
resposta a esta questao intervém um terceiro operador linear limitado, com valores
em L'(T'g, \) e definido no espaco L'(I'g,2%°d)\) das funcoes G € L'(I'y, \) tais que

£2#mmﬂwmw«m

por

(DO)n) = [ (~1#GHUOAN, Mt el

o
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Teorema 10. [KK02] No espago L'(Tg, 2% d\) N L?(Ty, \) wverifica-se a sequinte
wqualdade de operadores:
I = KD.

Por outras palavras, a igualdade deste teorema estabelece uma relagao entre a
andlise em espacos de configuragoes (lado direito) e a andlise de ruido branco de
Poisson (lado esquerdo). Como consequéncias diretas [KK02], [KKO04]:

1) De forma explicita (vd. (IF)), dado ™ € (Dc(R%))®", n € N, para m-q.t. v €
I' tem-se

R Sl D e (43)

k=0 {z1,...,x }Cvy

/ gp(n)(])l,...,xk,yla'-wyn—k)dyl"‘dyn_k'
(Rd)n—k

Esta igualdade s6 é valida para m-quase todo o v € I', o que é uma consequéncia
do enunciado do Teorema [10l

2) A K-transformada pode ser escrita em termos de decomposi¢ao em caos. Para
cada funcio G™ : I'™ — C, n € N, limitada, B(I'™)-mensuravel e tal que
G(n)|F(n)\F(A") = 0 para algum A € B.(R%), tem-se, para 7-q.t. v € T,

(KG™)(7) = %; <Z) (44)

: <C(k)</y)7\/ G(n)({7 ey YLy ayn—k’}) dyl ce dyn—k> :
(Rd)nfk

Também aqui e pela mesma razao, esta igualdade sé é valida quase por toda
a parte.

3.2.2 Sistemas de interacao de particulas no continuo

No contexto deste tipo de sistemas tém-se particulas localizadas em qualquer posigao
do espaco R?, o que contrasta com o caso dos sistemas discretos em que as particulas
s6 podem estar localizadas em vértices de uma rede, ou de um grafo. Dado que
cada particula tem um tamanho fisico (que se assume igual a todas as particulas),
naturalmente que cada posi¢ao nao pode ser ocupada por mais do que uma particula
e, em cada regiao finita, necessariamente tem-se um ntmero finito de elementos.
Neste enquadramento reconhece-se entao o conjunto

{yCRY: #(yNA) < o0, YA € B.(RY)} =T,
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em que os elementos de uma configuracao 7 representam posicoes ocupadas. Este
é assim o contexto do tipo de sistemas anunciado. Na descricao efetuada utilizou-
se a terminologia usual em fisica-matematica, “particulas”, a qual difere de acordo
com a area de aplicacao: em ecologia “individuos de uma populagao”, em biologia
“células”, em economia “agentes”, etc. Matematicamente, neste modelo reconhece-
se o envolvimento de uma regidao “infinita” (o espaco R?) e de um nimero infinito,
mas numeravel, de elementos, retratando sistemas reais complexos envolvendo um
grande numero de elementos (mas, naturalmente, sempre em nimero finito e numa
regiao finita). Esta abordagem, utilizada em mecanica estatistica no estudo do limite
termodinamico, também revela vantagens técnicas noutros contextos. Por exemplo,
em ecologia, a modelacao de um habitat infinito evita problemas de fronteira decor-
rentes da evolucao da populacao ao longo do tempo.

Em termos de dinamica estocdstica, sob certas taxas de probabilidade, alguns
fenémenos aleatérios poderao entao ocorrer em instantes aleatérios: particulas po-
derdo desaparecer (ou, dependendo do contexto, “morrer”), novas particulas po-
derdo aparecer (“nascer”) em posigoes livres, ou, aleatoriamente, particulas poderao
deslocar-se para novas posigoes (desocupadas), saltando, ou movendo-se continua-
mente no espaco R?. Este ultimo caso contrasta com os sistemas discretos, onde
uma particula s6 pode deslocar-se entre vértices de uma rede, ou de um grafo, por
saltos.

Uma versao continua dum processo de nascimento e morte é entao um processo
em que, aleatoriamente, particulas aparecem ou desaparecem do espaco R?. Em
termos de gerador, isto significa que a dinamica é informalmente descrita por

(LE)(7) =Y d(z,y\{z})(F(y\ {«}) —F(’V))Jr/w b(a, 7)(F(yU{z}) = F(y)) dr,

xrey

onde o coeficiente d(z,7) > 0 indica a taza de mortalidade de uma particula loca-
lizada na posi¢ao = da configuracao 7, enquanto que b(x,7y) > 0 designa a taxa de
nascimento de uma nova particula na posicdo xr € R?\ 7. A concretizacio destas
duas taxas deriva em modelos diferentes, em particular, versoes continuas de alguns
modelos discretos conhecidos:

e Modelo de contacto: Este modelo descreve a disseminacao de uma doenga
infecciosa numa populagao. Neste caso, os elementos de uma configuracao ~y
reservam-se a individuos infetados e os de R?\ v a individuos saudéveis. Neste
modelo, a taxa de recuperacao ¢é igual a d = 1 e a taxa de disseminagao reflete
a dependéncia da existéncia de individuos infetados:

ba,y) = e ale —y).

yey
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onde ¢ > 0 é uma constante de acoplamento e a > 0 é uma funcao tal que
a(—z) = a(x), r € RL

e Modelo de voto: Este modelo descreve a dinamica de angariacao e de perda
de apoiantes de uma organizacao politica partidaria. Os elementos de uma
configuragao localizam os apoiantes, sendo as taxas de angariagao e de perda
de militantes dadas, respetivamente, por

b)) =Y at(@—y), dz,y\{z})= > a (z—y),

yeY yey\{z}
onde a* > 0 sdo funcgoes tais que a*(—x) = a*(r), z € R%

e Dinamica de Glauber: Neste modelo tipo nascimento e morte, aleatoriamente
particulas aparecem e desaparecem de acordo com uma taxa de mortalidade
d = 1 e uma taxa de nascimento que depende da interacao entre particulas.
Mais precisamente, dado um poténcial entre pares de particulas, isto é, uma
fungao ¢ : R* — RU{+oco} B(R?)-mensurdvel tal que ¢(—z) = ¢(z) € R para
qualquer x € R?\ {0}, a taxa de nascimento ¢ igual a b(z, ) = exp(—FE(z,7)),
onde E(z,7) é uma energia relativa de interagdo entre a particula localizada
em x e as particulas localizadas em posigoes da configuracao =,

E(z,7) =Y ¢z —y) € [0, +00]. (45)

yey

Para além destes modelos descritos, onde nao existe conservagao do niimero total
de particulas envolvidas, também podem formular-se versoes continuas de modelos
conservativos onde apenas ocorrerem alteragoes de lugar das particulas (“hopping
particle systems”). Informalmente, o gerador de uma tal dinamica é dado por

LP)0) =3 [ o) (FO\ {0 () = FO) do

xey

onde ¢(z,y,7) > 0 indica a taxa de mudanga de uma particula localizada na posigao
x € vy para uma posicao y € R%\ v. Como exemplo, tem-se a dindmica de Kawasaki,
onde c(z,y,7) = a(x — y)exp(—E(z,7)) para a > 0 uma funcao tal que a(—z) =
a(z), * € RY e para F(x,v) uma energia relativa definida como em (@5]).

Heuristicamente, a dinamica estocédstica de um sistema de particulas infinito
pode ser descrita por um processo de Markov em I', o qual é determinado por um
gerador (markoviano) L definido num espago apropriado de fung¢oes em I'. Se um
tal processo existe, ele conduz a uma solucao da equagao de Kolmogorov

0

aFt — LFt, Ft =0 — Fo. (46)
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Contudo, a construcao de um processo de Markov genérico em I" é um problema
essencialmente em aberto e apenas para uma classe muito restritiva de operadores L
é possivel concretizar uma tal construcao [GKO06], [GKO§|, [KS06]. Para além desta
dificuldade técnica, acresce que, na pratica e decorrente do niimero de particulas en-
volvidas, o interesse nao se direciona em caracteristicas pontuais do sistema como,
por exemplo, a posicao de todas as particulas em determinado instante, mas em
caracteristicas em termos de valor médio, como, por exemplo, o nimero médio de
particulas expectavel numa determinada regiao num determinado instante. Tais
caracteristicas nao derivam, nem da construcao dum processo de Markov, nem do
estudo de ({Gl). As caracteristicas pretendidas dizem respeito, por exemplo, a ob-
servaveis (fungoes em I') que representam quantidades fisicas que se podem medir
e cujos valores medidos correspondem a valores de espectacao

«mmwzﬁﬂﬂWW%

onde p ¢ uma medida de probabilidade sobre I', ou seja, um estado do sistema. Isto
conduz ao estudo da evolucao do sistema em termos de estados:

d

%«Mt? F>>7r = <<:ut7 LF»m 'ut’t:o = lp. (47)

Tecnicamente, para prosseguir este estudo o uso da K-transformada revela-se de
grande utilidade [KKOO06], [FKO09]. Com efeito, para F' do tipo KG, G € Bys(I),
resulta de (40) e de (A1) que ([AT) pode ser reescrito em termos das medidas de
correlagao p; := p,,, supondo que tais medidas existem. Um caso interessante ¢
quando cada p; é absolutamente continua em relacao a medida de Lebesgue-Poisson
A. Neste caso, a derivada de Radon-Nikodym % =: k,, =: k¢ é conhecida em
mecanica estatistica e em teoria de processos pontuais por, respetivamente, funcao
de correlagao e funcao de momento fatorial correspondente a ;. Se tais funcoes
existirem, entao (7)) também pode ser reescrito em termos de fungoes de correlagao:
para L := K'LK,

d

77 ke, G = (e, LGYx, ki, = ko, (48)

onde ((-,-))x denota o par dual
(.G)i= [ Gk dAo) (49)
Naturalmente que uma versao mais forte de ([48]) é

d T *
—ky =Lk, k|, =k

5 (50)

10>
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onde L* é o operador dual de L no sentido definido em @9). Devido a (3T), observe-
se que (B0) desdobra-se num sistema numeravel de equacoes,

0 n 7% n n T % n T %
aki V= (D)™, B = Eypon, (D)™ = (L) pens n € No,  (51)

de onde ressaltam duas caracteristicas. A primeira é que cada equagao depende
apenas de um numero finito de coordenadas, o que se revela uma vantagem técnica
sobre a equagao (46)). A segunda é a existéncia de uma dependéncia entre as varias
equacoes em termos de coordenadas — conhecida na dinamica hamiltoniana pela
hierarquia-BBGKY (vd. e.g. [Bog46]) — o que se traduz numa dificuldade técnica no
estudo de (BI)).

A K-transformada permite, no entanto, uma terceira abordagem [KKOO06], [FKO
09], através de uma classe de funcionais originalmente introduzida por N. N. Bogo-
liubov [Bog46] para a definigdo de fungoes de correlagao em sistemas de mecénica
estatistica. Dada uma medida de probabilidade p sobre (I', B(I")) tal que

/e 0O du(y), Va0, A€ Bu(RY), (52)
T

define-se o funcional gerador (de Bogoliubov) correspondente a p como o funcional

definido por
/ [T+ 6()) du(y) (53)

xey
para qualquer fun¢ao complexa 6, B(R?)-mensurdvel e em relacio a qual o lado
direito de (53) é finito para |#|. Tal acontece se, por exemplo, § € Cy(R?), ou, mais
geralmente, § for uma funcao limitada, B(R?)-mensuravel e de suporte compacto.
Para estes exemplos, a fungao integranda em (B3) é igual a Key () para

ex(t,n) = =[] 0@). neTo\ {0}, e(6,0):=1

em que, por defini¢ao de medida de correlagao e por (52)), ex(0) € L*(To, p,). Logo,

por (),
B,.(0) = / ex(0,m) dpu(n / ) dpy(n).
To o

xen
No contexto de um sistema infinito de particulas, isto d4 uma maneira de descrever a
dinamica do sistema em termos dos funcionais geradores B; := B,,, correspondentes
aos estados p;: por (A7), para F' = Key(6),

%Btw) = %«Mta Kex(0))x = (e, LK ex(0))r = /FO Lex(0,m) dpi(n), Bi,_, = Bo.
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Observagao 11. ([KKOQ06]) Mais geralmente, para uma medida de probabilidade p
genérica sobre (I', B(I')), define-se o funcional gerador B, correspondente a p pela
igualdade (53), onde a funcao 0 € tal que B,(|0]) < co. Por esta defini¢ao € claro que
a existéncia de B,(6) para § # 0 depende da medida jr. Contudo, a existir B,,(0) para
0 # 0, também ¢ claro que o dominio de B,, depende da medida it e, Teciprocamente,
o dominio de B, reflete propriedades especificas da medida j1. Por exemplo, se
w verificar (52), concluiu-se que B, estd definido para fungées limitadas, B(R?)-
mensurdveis e de suporte compacto. Mas o reciproco também ¢é verdadeiro e decorre
do facto do integral em ([B2)) ser igual a B,((e®—1)14). Se, mais geralmente, B, for
um funcional inteiro em LE(R?), entdo a medida de correlagdo p,, € absolutamente
continua em relacao a medida de Lebesque-Poisson e, por consequinte,

B,(6) = / ex(6, 7)ku(n) dA(n) (54)

=1
= —'/ {1, 20 }) 0(z1) .. O(xy) day ... dzy.
—o " J(rayn ———

0®n(x17--~a1'n)

Ou seja, /{:,(Ln) = ku|r(n> sao os coeficientes de Taylor de B,. Dito de outro modo,

equivalente, B, € o funcional gerador das funcoes de correlagao k&”). De ([B4) ressalta
ainda uma ligagao com a andlise de ruido branco de Poisson [KKO02]. Denotando
por S a S-transformada definida em andlise de ruido branco de Poisson e por

Sy = Sz 0 I\, tem-se que B, (0) = (ku,ex(0))x = (Sik,)(0).

Por intermédio da K-transformada, a relagao entre observaveis, estados, medidas
de correlagao e fungoes de correlagao resulta na descricao da dinamica de um sistema
de particulas infinito em termos destes elementos, segundo um conjunto de equagoes
derivadas sob hipoteses bastantes genéricas. Tecnicamente, esta abordagem tem-se
revelado eficaz e abrangente, viabilizando a analise, quer microscépica, quer me-
soscopica [FKKI0], de sistemas de particulas infinitos concretos, no equilibrio, ou
fora do equilibrio [KKMO0S|. Em cada aplicagao, contudo, as hipdteses fixadas para
o esquema geral carecem de verificacao e, adicionalmente, em geral cada exemplo
impoe hipéteses adicionais. Por exemplo, no contexto da versao continua de um
processo de nascimento e morte, taxas de nascimento e de morte especificas deter-
minam hipdteses adicionais para o modelo resultante. Isto significa que o método
a ser utilizado em cada caso concreto é determinado pelo préprio exemplo. Como
exemplos de técnicas possiveis:

e Teoria de semigrupos: A dinamica de Glauber é um primeiro exemplo que
realca a eficdcia técnica do esquema anteriormente descrito. Para uma classe
abrangente de poténciais nao negativos entre pares de particulas até é possivel
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utilizar técnicas de formas de Dirichlet para construir uma dinamica de Glau-
ber em equilibrio [KLO5|, i.e., um processo de Markov em I' cuja distribuicao
inicial é um estado de equilibrio. Mais geralmente, a mesma técnica também
permite construir uma dinamica de nascimento e morte em equilibrio [KLROT].
Contudo, para estados iniciais fora do equilibrio, esta técnica nao funciona.
Neste contexto, a construcao da dinamica de Glauber é no entanto bem su-
cedida se se utilizarem técnicas de semigrupos aplicadas a (B0) [KKZ06],
[FKK12]. Contudo, para mesmo o problema, mas em termos de funcionais
geradores, uma tal técnica nao funciona.

Teorema de Ovsjannikov: Na maioria das aplicacoes nao se revela facil encon-
trar uma solugao para (B0), ou para o problema correspondente em termos
de funcionais geradores, num espaco de Banach. Para além do problema da
escolha do espaco de Banach apropriado, frequentemente acontece que, face
a escolha de um potencial espaco de Banach e de uma condicao inicial nesse
espago, a solucao evolui para fora do espaco. Neste sentido, o teorema de
Ovsjannikov [Ovs65] (originalmente sugerido em [GS58, Apéndice 2, A2.1))
apresenta-se como uma possibilidade técnica. O ambito deste resultado é uma
familia de espagos de Banach {B, : 0 < s < s} tal que

IB%s” - ]BS/7 || ’ ||s’ < || ’ ||s”7 Vo <s <s” < so, (55)
onde || - ||s denota a norma em By. Neste contexto,

Teorema 12. Considere-se o problema de valor inicial

du(t)
dt

= Au(t), u(0)=1up € B, (56)

onde, para cada s € (0, sg) fizo e para quaisquer s', 8" tais que s < s' < " < g,
A: By — By € uma aplicacao linear tal que

HAUHS’ < HUHS”a Vuée By (57)

s — g
para uma certa constante M > 0 independente de s',s" e de u. Contudo, M
pode depender continuamente de s, sq.

Nestas condigoes, para cada s € (0,sg), existe uma constante 6 > 0 (que
depende de M) e existe uma unica func¢ao u : [0,0(sg — s)) — By continua-
mente diferencidvel que verifica Au € By e que € solugdo de (B6) no intervalo
[0,0(s0 — ).

Para fungoes de correlagao k, é usual assumir-se que existe uma constante
C > 0 tal que k,(n) < C#7 para A\-q.t. n € T'g. Esta hipdtese, conhecida como
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o limite de Ruelle (“Ruelle bound”), conduz de modo natural a defini¢ao dos
espacos de Banach

Ko i= Lo, dN), [, = |- leemnay, o€ B

e dos espagos de Banach [KKOO06, Proposigao 23] &,, o > 0, dos funcionais
inteiros em LE(R?) tais que

1
i1, = s (18 e (~3 iy ) ) <0

0 LE (R

Como se reconhece, qualquer uma destas familias verifica (B5). Este facto vi-
abiliza a utilizacao do Teorema [I2 no estudo macro e mesoscépico de vérios
modelos de interacao de particulas no continuo por analise da evolugao dos
sistemas, quer em termos de fungoes de correlacao, quer em termos de funcio-
nais geradores. Isto, independentemente dos sistemas sob consideracao serem,
ou nao, conservativos. Para a dindmica de Glauber, vd. [FKO12a] para fun-
cionais geradores e [FKK13| para fungdes de correlagao; para a dinamica de
Kawasaki, vd. [FKO12b|] para funcionais geradores e [BKKKI13| para fungoes
de correlagao.

Contudo, sublinhe-se, pelo Teorema [[2] tem-se apenas garantida a existéncia
de uma solugdo local no tempo. Recentemente [FDI18, Teorema 3.1}, uma
versao do Teorema [I2 com a condicao (B7) substituida por

M

| Aulls < =)

HUHS”; Vuée By

para ¢ € (0,1) uma constante independente de s',s”, permite obter uma
solugao global. Este novo resultado abre novas oportunidades.

Nos sistemas de interacao de particulas no continuo considerados intervém par-
ticulas de apenas um tipo. No entanto, a robustez da abordagem aqui apresentada
para o estudo destes sistemas permite a sua generalizacao a sistemas que, mais
geralmente, envolvam particulas de vérios tipos [FKO13], [FKKO15].

4 Polinémios em espacos co-nucleares

Nesta apresentacao da andlise de ruido branco gaussiano e de Poisson ha aspetos
que ressaltam sob o ponto de vista dos polinémios intervenientes:

e No caso gaussiano, a construgao do sistema de polinémios ortogonais teve por

base os polinémios de Hermite em R;
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e No caso de Poisson, a construcao do sistema de polinémios correspondente —
os polinémios de Charlier — decorreu sem que interviesse qualquer classe de po-
linémios em R. Contudo, em R existe uma classe de polinémios com a mesma
designacao. Assim, serd natural indagar se se trata de uma mera coincidéncia
de nomes motivada por os polinémios de Charlier em D’(R?) serem ortogonais
em relagao a medida de Poisson e por os polindmios de Charlier em R serem
ortogonais em relagao a distribui¢ao de Poisson (com parametro 1);

e Ainda em relagio aos polinémios de Charlier em D’(R?), de forma explicita
tem-se a igualdade ([A3]), valida somente para m-quase todo o v € I'. Enquanto
polinémios definidos no espaco D'(R?), a tnica expressao (pontual) apresen-
tada é a (IH)), porém, de modo recursivo. Naturalmente que surge a questao
se nao existe uma forma explicita para os polinémios de Charlier, definida
pontualmente em D'(R?);

e A existir uma tal expressao, outras questoes relacionadas com a igualdade ([44))
levantam-se, designadamente, sobre a natureza da propria K-transformada e
a sua relacao com os polinémios de Charlier em I'. A existir alguma relacao
também ¢é natural indagar se a mesma se restringe ao espaco I' ou se, mais
geralmente, a relacao em I' é reflexo de alguma relacao entre polinémios em
D'(RY).

A resposta a estas questoes encontra-se nos fundamentos de uma teoria geral
sobre polindmios num espago co-nuclear N7 [FKLOT9]. A comecar pela clarificagao
da nogao “sistema de polinémios”, presente nas duas analises tratadas.

Uma familia (P™),cy, de aplicagdes continuas P™ : N — N"®" da forma

P(n) (Cd) = Z Un,kw®k7
k=0

para Uy, ; : N'®F — N"®" Lk =0,1,...,n, um operador linear e continuo, chama-se
uma sucessao polinomial em N’ se, para cada n € Ny, U, ,, é um homeomorfismo.
Se, em particular, cada U, ,,, n € Ny, ¢é igual ao operador identidade em N'®", entao
) 3 n,n» 0, ’
P™), . chama-se uma sucessio polinomial mdnica. Da definicio de sucessao
€No ~
polinomial ménica resulta diretamente que para cada ™ € N®" n € N tem-se

fay

(PM(w), o) = (", o) + ) (W, Uy ™), (58)
0

3

=
Il

pelo que:

1) (P™(), ) € PN);
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2) Enquanto elemento de N’®", cada P™(w) € N®", w € N, fica completa-
mente determinado pelos valores (P (w), £%") com o & a variar em N

Por inducao [FKLO19, Lema 3.5], resulta ainda de (58) que existem operadores li-
neares e continuos Ry, : N — N® Lk =0,1,...,n—1, n € N, relativamente aos
quais

n—1
(W, ™) = (PM (W), ™) + Z(P(k)(w), Rine™), Ywe N, o™ e N®".
k=0
Consequentemente, pela identidade de polarizacao,

PN') = {Z<P(k)(-),g0(k)> LW e N E=0,1,... n,ne NO} .

k=0

Entre as vérias possiveis sucessoes polinomiais monicas destacam-se as chamadas
sucessoes de Sheffer —no que se segue denotadas por (S™),,cy, — caracterizadas por
a sua funcao geradora ser da forma

> %<S(”) (W), &%) = eXpiiZ’é)(fm, weN (59)

para A(§), 7(€), £ € N, da forma, respetivamente,

n=0

AQ) =€+ AL, 7O =1+ ) (7™, %), (60)
k=2 k=1

onde Ay : NEE N,k eN, k> 2, sao operadores lineares continuos e 7%) € N@k,
k € N. Nesta definigao, ambas as expressoes no lado direito das igualdades em (60) e
a expressao no lado direito de () devem ser entendidas no sentido de séries formais.
Mais precisamente, fixado ¢ € N, a substituicao nessas expressoes de £ € N por t&
com t € R conduz a séries formais em ¢. De igual modo, a prépria igualdade (59)
deve ser entendida como uma igualdade entre séries formais [FKLO19, Apéndice].
Entre as sucessoes de Sheffer destacam-se duas classes particulares:

e as sucessoes de Appell: se A é igual ao operador identidade em N, ou seja, se
em (60) tem-se A, = 0 para qualquer nimero natural k > 2;

e as sucessoes de tipo binomial: se T(§) = 1. Neste caso, deriva da funcao
geradora correspondente a denominada identidade binomial

k

k=0

<S(n) (UJ + C)’ £®n> _ Z (n> <S(k) (w)’ €®k><s(nfk)<c)7 €®(nfk)>7
vélida para cada n € Ny, para quaisquer w,( € N’ e para qualquer £ € NV.
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Naturalmente que a cada sucessio de Sheffer (S™),cy, definida como em (59)
tem-se associada a sucessdo de tipo binomial (P™),cy, de funcdo geradora

=1

S0 H(PM(w), €77 = exp((w, AE), w e N,
n=0

designada sugestivamente por sucessio de base de (S™),en,. Assim e em particular,

a sucessao de base de uma sucessao de Appell é (P™),.cx,, P™(w) := w®", w € N,

n € Ny. De (B9) resulta ainda que
o0

Z % €®n>

n=0

pelo que, também de (B9)), conclui-se que, para cada n € Ny,

n

(S®(w), € = (Z) (S1(0), €5} (PP (w), £207M) Vw e N7, €€ N

k=0

Reciprocamente, se
oo
k=1

entdao, novamente por (B9)), tem-se para cada n € Ny,

) eoky 5 e NBF K eN, £ €N,

;v|H

n

<p(n)(w),§®n> — Z (Z) <%(k),§®k><5(n—k)(w)’§®(n—k)>’ Vwe N .E€N. (61)

k=0

No caso particular N' = D(R?), observe-se que tomando em (5J) A(p) = In(1 +
©) (no sentido das séries formais) e 7 igual a transformada de Laplace (I4) da
medida de Poisson reconhece-se em (B59) a fungao geradora da sucessdao polinomial
ménica (C™),cn, obtida aquando da definicao dos polinémios de Charlier em D’(R%)
(Subsecgdo Z2). Deste modo, (C'™),cy, surge como um exemplo de uma sucessio
de Sheffer, a que se chamaré sucessao polinomial de Charlier.

Relativamente a definicao (59) observe-se que a alteragao em (60) de algum Ay
por um novo operador linear continuo definido em N ®k ¢ com valores em A conduz
a definicao de uma nova sucessao de Sheffer com outra sucessao de base. De igual
modo, a substituicdo em (G0) de alguma distribuicdo 7*) por uma outra distribuicdo
em N'®F produz uma nova sucessio de Sheffer [FKLOI9]. Esta observacio esté
relacionada com uma maneira de definir sucessdes de Sheffer em D'(RY), ou em
S'(RY) := §'(R% R), por lifting de sucessoes de Sheffer em R [FKLO19, Seccoes 5
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e 7]. Para introduzir esta definicdo é conveniente reescrever a fungao geradora (59)
na forma

S L (50 w), £5m) = exp ((w, A(E))) — BIA©))) (62)

0
para B(€) = In(7(€)) = S_ro (B® %%} (no sentido das séries formais). Aqui,
B®) ¢ N"®k | e N.

Uma sucessao (s,)nen, de polindmios ménicos s, em R de grau n diz-se uma
sucessao de Sheffer em R se a sua fungao geradora é da forma

o0 n

ut oy oxp(ta(u)
0= " aw)

onde a(u) e r(u) sdo séries formais em u € R da forma

a(u) =u+ Zakuk, r(u) =1+ Zrkuk.
k=2 k=1

(63)

n=0

Caso a(u) = u, a sucessao de Sheffer (s, )nen, chama-se uma sucessio de Appell. Se
r(u) =1, (Sp)nen, verifica a identidade binomial

sn(th + t2) = i (Z) sk(t1)sn—(t2),

k=0
o que motiva que (8, )nen, Seja chamada uma sucessao de tipo binomial [Rom84].
De modo equivalente reescreva-se a fungao geradora (63]) na forma

S su(t) = exp (exp(ta(u)) — ba(u) (64)
para b(u) := In(r(u)) = Y po, byu”. Para N igual a D(R?) ou a S(R?), defina-se

para cada k € N o operador linear e continuo Dy, : N Ok N ,
(Dre®) (@) = o®(z,...,2), ¥ e N& xR

Em particular, para ¢ € N, tem-se que Dp®* = ¥ k € N. Dada uma sucessao
de Sheffer (s,)nen, de funcao geradora (64]) diz-se que uma sucessao de Sheffer
(S™),en, em N’ de fungdo geradora 62) ¢ o “lifting” de (s,)nen, se Ax == a;Dy
para cada 2 < k € N e se cada B® € N'® [ € N, é definido por (B®, ") =
be [pa(Drp™)(2) dz, para ™ € N Ou seja,

AQ) =&+ ) aDp® =6+ ars* = a(g),
k=2 k=2

BEO) = > b [ 0™ @ide =3 obe [ ¢Ha)dn = [ bigta) e
k=1 YR? iy JRd Rd
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Como primeiro exemplo, considerem-se os fatoriais descendentes em R,
Sp(t) = () :=t{t—1)(t—=2)---(t —n+1),

os quais sao de tipo binomial e estao relacionados com a seguinte extensao dos
coeficientes binomiais:

<t): Loy _HE=1)(E=2)(t—n+1)

n!
A fungao geradora dos fatorias descendentes é dada por

un

NE

L (1) = exp(tin(1 +w)) = (1+ )’

3
I
o

pelo que o lifting ((+)n)nen, em D'(R?) dos fatoriais descendentes é uma sucessao de
tipo binomial de func¢ao geradora

) %«w)m ") = exp((w, (1 + 9))).

Nesta funcao reconhece-se a funcao geradora da sucessao de base da sucessao poli-
nomial de Charlier (C™),c,. Por ela,

Mais, atendendo a que 7 é igual a transformada de Laplace [ (I4]) e que

) = ([ etorde),

como consequéncia direta da igualdade

o

IR om  (w,In(1+ I &1 on
0 £ = B = iy 3 e

n=0

tem-se, para cada n € N e para cada ¢ € D(R?),



ou, de forma mais geral, para ¢™ € (Dg(R%))®",

o) =3 ()

k=0

) <(W)k>/ @(n)('a YLy Ynek) Ay - dyn—k> )
(Rd)nfk

o que da uma férmula explicita para os polinémios de Charlier, valida para qualquer
w € D'(RY). Reciprocamente, resulta de

> 1 > 1

que, para cada n € N e para quaisquer o™ € (DC(Rd))@’”, w € D'(RY),

" n
(g™ = (0@, [ A o).
RAyn—k

k=0

Por comparagao destas igualdades com ([A3]) e (@) ressaltam algumas seme-
lhangas significativas. Porém, com a diferenga clara que nas igualdades (@3] e (44))
intervém uma distribui¢ao muito particular: v € I'.

Proposicao 13. [FKLO19d, Coroldrio 5.6] Para cada v =)
n € N tem-se

192, €' e para cada

7\ 1 B ~ ~

Por outras palavras, dado o™ € (Dg(R%))®" ¢ a fungio G™ : '™ — C definida
por G™W({xy, ..., 2,}) == o™ (zy,... 2,) para {z1,...,z,} € T

1 i § ) )
(V) ™) = > o @iy a) = Y GM () = (KG™)(y),
. {i1,.sin}CI #CV

n=n

o que estabelece uma relacao entre a K-transformada (uma aplicagao entre espagos
de funcoes) e uma classe de polinémios em D'(R?): os polinémios {(-),,, ™), ™ €
(Dc(R%))®", n € Ny, designados por fatoriais descendentes em D' (R).

Em relacdo & sucessdo polinomial de Charlier (C™),cn, propriamente dita,
observe-se que ela é o lifting da sucessdo de polinémios de Charlier (¢;,)nen, em
R cuja funcao geradora é igual a

n

E u_' =exp(tIn(l +u) — u).
n!
n=0
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Mas no caso S(R?), também as poténcias de Wick (: -®™ :),.en,,

(: w® ") = <%)an (%3) . 0#£¢peSRY,weSRY,neN,,

sao o lifting da sucessao (hy)nen, de polinémios de Hermite h,(t) := 2_%]{”(\%),
t € R, n € Ny, ortogonais relativamente a distribuicao normal padrao e cuja funcao

geradora ¢ igual a
= u" u?
E ) hn(t) = exp (tu - ?) :

n=0

A Apéndices

A.1 Espacos nucleares e tripletos nucleares

O ponto de partida para a definicdo de um espago nuclear (real) (vd. e.g. [BSU96,
Capitulo 14, Secgao 2.2] é uma familia de espagos de Hilbert reais e separdveis H.,,
7 € T, para T um conjunto arbitrario de indices, tal que

N::ﬂ”HT

TeT

¢ denso em cada espago H,, 7 € T, e para quaisquer 7,7, € T existe um 73 € 7' tal
que H., C H;, Hry C H,, e asinclusoes H,, — H,,, Hry — H,, sao continuas. Em
N considere-se a topologia limite projetivo dos espacos H,, 7 € T, caracterizada
por os conjuntos {¢ € N : o —&|, < e}, £ € N, e >0, 7 € T serem um sistema
fundamental de vizinhangas. Aqui, |- |, denota a norma hilbertiana em H,, 7 € T.

O espaco linear N diz-se nuclear se, para cada 7, € T, existe um 7 € T tal
H,, C H, e ainclusao H,, — H, é um operador de Hilbert-Schmidt.

Suponha-se que agora que, para algum 7y € 7', tem-se ‘H, C H,, para qualquer
7 € T, sendo todas as inclusoes H, — H,, continuas. Pelas caracteristicas particu-
lares de H,, fixe-se entao a notagao H := H,, e, para o produto interno e a norma
hilbertiana em H, a notagdo, respetivamente, (-,-) e | - |. Uma vez que N' C H,
considere-se o espaco dual N7 de N relativamente ao espaco H, o que significa que
o par dual (-,-) entre N' e N é definido como uma extensao continua do produto
interno em H.:

(h,&) = (h,€), heH,EcN.

O espago N assim obtido chama-se co-nuclear. Pelo teorema de Schwartz (vd. e.g.
[BSU96, Capitulo 14, Teorema 2.1]), tem-se ainda

N =,
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onde cada H_, é o espaco (de Hilbert) dual de H, relativamente a H. Em N’
considera-se a topologia do limite indutivo dos espacos H_., 7 € T, ou seja, a
topologia localmente convexa mais forte definida em N’ relativamente a qual todas
as inclusoes H_, < N’ sao continuas. Desta forma, identificando pelo teorema de

Riesz o espago H com o seu dual H' obtém-se o chamado tripleto nuclear ou de
Gelfand:
NcCcHCN.

Por forma a evidenciar a topologia fixada em N e em N, frequentemente usa-se a
notacao,
N =prlimH,, N’ =indlimH_,.
TeT TeT

No caso do espago de Schwartz S(R) e do espaco dual S'(R) de S(R) relati-
vamente a L*(R) das distribuigoes temperadas de Schwartz sao estas as topologias
que se consideram. Mais precisamente, considerando o hamiltoniano do oscilador
harménico quantico, o qual é autoadjunto em L?(R) e estd definido em S(R) por

(Ho)(w) =~ T5(@) + (2 4 Dopla), w€R

e o sistema de normas | - |, definido por
[elp = [HP9l, ¢ €SR),peN,

tem-se

S(R) = pr})lenl\l]?'[p, S'(R) = 1nd})1611r\117'l_p,

onde cada H,, p € N, é o espaco de Hilbert completado de S(R) relativamente a
norma | - |,. Esta construgdo estende-se ao caso vetorial S(R,RY), d € N, conside-
rando a familia de normas

d
|‘P|127 = Z |Hp30i|2a Y= (901; s 790d)7901a <o Pd € S(R>

=1

e os espagos de Hilbert completados de S(R,R?) relativamente a cada norma | - |,,
p e N.

Em todos os espacos nucleares considerados nesta apresentacao o conjunto de
indices T ¢ sempre numerdvel. A tnica excecdo é o caso do espaco D(R?) das
funcoes reais, suaves em R%, d € N, e de suporte compacto. Neste caso, T ¢ igual
ao conjunto de todos os pares (n, @) para n € Ny e para ¢ € C°(R?) tal que ¢ > 1
em R? Para cada (n, ) € T, o espaco de Hilbert H(n,) € entao igual ao espaco de
Sobolev H™(RY, ¢(x)dx). Por conseguinte,

D(RY) = pr limTH"(Rd, o(z)dr)

(n,p)€
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e é esta a topologia que fixa em D(R?).

A construcao geral aqui apresentada estende-se ao caso em que os espagos de
Hilbert H., sao complexos. O mesmo procedimento conduz entao a definicao de um
espaco nuclear complexo e de um tripleto nuclear complexo. No caso complexo,
preserva-se a notagao utilizada no caso real.

A.2 Produtos tensoriais de espacos de Hilbert

Dado um espago de Hilbert (real ou complexo) H com o produto interno denotado
por (+, ), para cada nimero natural n > 2 e para quaisquer gy, . .., g, € H, considere-
se a forma multilinear g; ® - -+ ® g, := ®],¢; definida em H" por

n

(@ ®gn) (h,- o ) = [[(higi), ha,... b €H.

=1

O espaco linear gerado por estas aplicacoes chama-se a n-ésima poténcia tensorial
algébrica de H e denota-se por H®*". Para introduzir uma estrutura topolégica em
H®" defina-se um produto interno em H®", também denotado por (-,-), por

=

(®?:191i7®?:192j) = | [(g1ks 92),  ®_1915, ®_ 1905 € HE™. (65)

k=1

Em relacao a esta igualdade verifica-se que o valor (G, Gs), Gy, Go € H®™ é inde-
pendente das combinacoes lineares usadas para descrever G; e G5 e, por conseguinte,
(+,-) estd bem definido (vd. e.g. [RS72]). O espago completado de H®*" relativa-
mente a norma induzida pelo produto interno (65]) chama-se a n-ésima poténcia
tensorial topologica de H, ou simplesmente, a n-ésima poténcia tensorial de H, e
denota-se por H®".

Se o espago de Hilbert H é um espago separavel e {ex}reny é uma base orto-
normal de H, entdao o espaco de Hilbert H®" também é separdvel e o conjunto
dos elementos da forma ey := ®! ek, indexado em K := (ky,...,k,) € N* é
uma base hilbertiana de H®". Como exemplo tém-se os espagos L*(RY), d € N,
ou LA(RY) = {f, +ifs : fi,fo € L*(R?)}. Nestes casos, as poténcias tensoriais
(LA(R%))®™, (LA(RY))®" podem ser identificadas com os espagos, respetivamente,
LA((RY™), LZ((RY)™) mediante um isomorfismo unitdrio R definido por

R<g1 Q- ®gn>($l> s 7xn) = gl(ml) o 'gn(xn)a T1y...,Tp € Rd'

Por identificagao de g1 ® - -+ ® g, com R(g; ® - - ® g,,) obtém-se entao

(1@ @gn) (21, 20) 7= g1(21) -+~ gn (@),
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igualdade que frequentemente é adotada para definir o produto tensorial g1 ®- - -®g,
de funcoes g1, ..., g, genéricas.

Por forma a introduzir o produto tensorial simétrico, para cada nimero natural
n > 2 considere-se o grupo S, das permutacoes de {1,...,n} e, para cada ¢ € S,, o
isomorfismo unitario definido por

Un(g1 @+ ®gn) = gu1) @+ @ Gun)ys  915---,9n € H.

Considere-se o operador definido em H®™ por

1
Pyi=— > Uin.

LESH

Como P, o P, = P, e o operador adjunto dg P, coincide com o proéprio P,, P, é
uma projecao ortogonal. O espaco imagem H®" := P,(H®") designa-se por n-ésima
poténcia tensorial simétrica de H e cada elemento P,(¢1 ®- - ®g,) € H®" denota-se
por g1® -+ - ®gn.

A nocao de poténcia tensorial de espacos de Hilbert estende-se a espagos nucleares
e co-nucleares: se

N =prlimH,, N’ =indlimH_,
p T ) T )
TE TE
entao - R
N = prlimHE", N®" = prlimHE"
TeT TeT
N = indlimH®", N Bn indlim?—[?f,
TeT T7€T

onde H®" (resp., ’H@E?), 7 €T, é o espago dual do espago HE™ (resp., 7—[?”) relati-
vamente a H®" (resp., H®").
Caso H seja um espagco de Hilbert complexo tem-se ainda a seguinte

Definigao 14. O espaco de Fock simétrico ou o espago de Bose Exp(H) sobre H €
o espaco de Hilbert definido pela soma direta hilbertiana

Exp(H) := @) Exp, (H),

onde Expy(H) := C e cada Exp,(H), n € N, é definido como o espago HO™ munido
do produto interno n!(-,-).

Por outras palavras, um elemento genérico F' € Exp(#H) ¢ uma sucessdo F =
(f®™)en, onde cada f™ € H® neN, fO cCe

o0

1F [ pe = D nIf ™ < oo,

n=0
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onde |- | denota a norma hilbertiana em H®", n € N. Entre os elementos de Exp(H)
destacam-se os vetoriais exponenciais, ou estados coerentes, e(f) € Exp(H), f € H,

lf®""“) , [r=f®---0f,
N—_——

n!

e(f):= (1,f, %f(m,...,

n vezes

cuja norma ¢ igual a
2

Mais geralmente,

(€(f1), 6(f2))Exp(H) = €(f1,f2)’ fi, fo € H.

No caso particular dos espagos L?(R?), LZ(R%), d € N, as tiltimas consideracoes
e o isomorfismo unitério entre estes espacos e os espacos, respetivamente, L?((R4)"),
L2((R?)™) traduzem-se por os espacos (L2(R%))&" (L2(R%))®" se poderem identifi-
car com os subespagos L2((R4)™) ¢ LA((RY)"), L2((RD)™) C L2((RY)™) das fungdes
simétricas.

Para a definicio do espaco de Fock sobre LZ(R?) considera-se em LZ(R?) o
produto interno

(fi +ig1, fo +ig2) = (f1, fo) + (91, 92) + i(g1, f2) — i(f1, g2)-
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