UNIVERSIDADE ABERTA

UNIVERSIDADE

ADERTA &

UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA
DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

Céatia Djamila dos Santos Neves

Mestrado em Matematica para Professores

2018



UNIVERSIDADE ABERTA

UNIVERSIDADE

ADERTA &

UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA
DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

Céatia Djamila dos Santos Neves

Mestrado em Matematica para Professores

Dissertacdo orientada pelo Professor Dr. Rui Rodrigues

2018






Resumo

A presente dissertacdo aborda uma analise tedrica sobre a introducdo de tecnologias na
educacdo, e 0 uso de softwares educativos, principalmente no ensino e aprendizagem da
matematica, disciplina essa que apresenta cada vez mais dificuldades. O professor de
matematica depara-se com grandes desafios: como por exemplo ensinar um aluno que esta
inserido na era digital, pois para ele ja ndo faz sentido o ensino tradicional. Na busca de
novas estratégias para alcancar esses desafios, o professor de matematica encontra ao seu
dispor o software GeoGebra, dindmico e gratuito, que abrange trés grandes &reas da
matematica e que esté tanto ao alcance do professor quanto dos alunos. Este software possui
as caracteristicas necessarias capazes de auxiliar o professor na busca de motivacao tanto
para ele como para os seus alunos. Um dos conteudos que os alunos do ensino secundario se
deparam com grandes dificuldades € o de Derivada de uma funcéo, pois o aluno precisa de
potencialidades para relacionar a visualizagdo grafica e analise algébrica. Com o intuito de
analisar os impactos e contributos que o uso do GeoGebra traz ao estudo da Derivada de
uma funcdo, foi aplicado uma sequéncia de atividades, envolvendo os principais topicos
desse contetdo a ser aplicado numa turma do 12° ano na sala de informatica, da Escola

Secundaria Jorge Barbosa em Cabo Verde.

Palavras — chave: GeoGebra, Ensino, Aprendizagem, Matematica, Derivadas.



Abstract

This present dissertation addresses a theoretical analysis regarding the introduction of
technology in teaching mathematics. Today, it is unreasonable to teach focusing only on the
traditional methods. Therefore, Geogebra, a new and dynamic software can enhance both
teachers and students’ motivation. Since the derivative of a function is one of the learning
contents that creates more problems to secondary school students, as they have to associate
the graphical visualization with the algebraic analysis, a sequence of activities was applied
to a twelfth grade class at Jorge Barbosa High school, in Mindelo, Cape Verde with the
intention to analyse the influence and contribution Geogebra can have in the study of the

derivative of a function.

Keywords: GeoGebra, Teaching, Learning, Mathematics, Derivative.
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INTRODUCAO

Em muitos paises, os alunos tém apresentado muitas dificuldades na aprendizagem da
matematica e o insucesso é traduzido pelos altos indices de reprovacdo. No ponto de vista
de Almeida (2011:13), “O insucesso na disciplina de Matematica aparece associado,
constantemente, ao insucesso escolar. Este problema néo € recente, mas persiste ao longo
dos tempos, por isso se justifica a necessidade duma reflexdo sobre ele e duma busca de

praticas a implementar para reverter a situacao.”

Neste sentido surge a necessidade de repensar os curriculos do ensino dessa disciplina tdo
temida pelos alunos, de forma que estes possibilitem a inser¢do de recursos didaticos que

melhorem a sua motivacéo e o seu desempenho.

A evolucao das tecnologias e a sua inser¢do em todas as areas de conhecimento traz grandes
desafios a educagdo. Embora se tenha falado muito nas novas tecnologias na educacéo, essa
realidade ainda ndo é tdo visivel, pois em muitas escolas o ensino continua sendo feito de

forma tradicional e com uso de quadro e giz.

“As novas tecnologias podem reforgar a contribui¢do dos trabalhos pedagdégicos e didaticos
contemporaneos, pois permitem que sejam criadas situacGes de aprendizagens ricas,

complexas, diversificadas.” Perrenoud (apud Moran, 2004:347)

Para acompanhar essa evolucdo, ha que promover o uso do computador na sala de aula como
ferramenta de aprendizagem e de construcdo de conhecimento, pois o papel do professor €
de orientar, facilitar e gerir as aprendizagens recorrendo também ao uso de softwares
educativos e aplicativos convenientes, que proporcionem ao aluno uma nova visao e
motivacao para a aprendizagem. A mudancga nao passa apenas por introduzir o computador
e apresentar o conteldo através de projecdo, mas sim realizar tarefas que permitam a

construcdo do conhecimento.

Particularmente no ensino da mateméatica e do contelldo derivadas, os alunos tém

apresentado muitas dificuldades com a visualizacdo e interpretacdo de graficos e um dos
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softwares que poderd proporcionar aos alunos uma nova situacdo de aprendizagem é o
GeoGebra.

1. Apresentacao da dissertacao

A presente dissertacdo é o resultado de uma pesquisa aplicada numa turma do 12° ano, da
area ciéncia e tecnologia, da Escola Secundaria Jorge Barbosa em Cabo Verde. O nosso
estudo baseia-se na analise da dissertagao de Claudio Dall’Anesse (2000), em que eSte
apresenta uma sequéncia de atividades para entender a esséncia do conceito de derivada, e

outros estudos realizados por Floriano Viseu (2017) e Oliveira (2016).
A dissertacdo tem a seguinte questdo de investigagao:

Que contributos 0 GeoGebra proporciona para o ensino-aprendizagem do conceito da

Derivada de uma funcdo num ponto para os alunos do 12° ano?

Para responder essa questdo, propomos desenvolver atividades que proporcionem aos alunos

uma aprendizagem significativa, num ambiente dindmico proporcionado pelo GeoGebra.

Para elaborar as atividades, utilizamos o programa do 12° ano em vigor em Cabo Verde, a

abordagem de alguns autores e o software GeoGebra.

As atividades serdo realizadas em grupos de dois alunos com o auxilio da professora, numa
sala de informatica da escola, ndo alterando o programa da disciplina, apenas reorganizando
a planificagdo de forma que algumas aulas sejam ministradas na sala de informatica com o
intuito de acrescentar momentos de discussdo, aplicacdo e andlise das potencialidades do

GeoGebra no estudo do contetddo derivadas.

2. Motivacoes

A pesquisadora trabalha com o ensino da disciplina de matematica, desde 2008/2009, com

todos os niveis do ensino secundario em Cabo Verde e tém verificado um desinteresse
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crescente dos alunos e um fraco desenvolvimento na aprendizagem dos contetidos desta

disciplina.

Os alunos do 12° ano em particular tém apresentado muitas dificuldades na interpretacéo dos
gréficos, no estudo do limite, continuidade e derivada de uma funcéo, pois os conteldos séo
ministrados de forma tradicional. Desta forma os alunos ndo conseguem ter uma Visao
dindmica do que acontece com um dado grafico de uma fun¢éo alterando algumas das suas

propriedades.

A pesquisadora apresentou uma monografia em 2008 intitulado “Uso de tecnologias no
estudo de fungoes reais de varidvel real”. No estudo feito nessa altura com a exploragdo de
alguns softwares e calculadoras graficas, apenas se explorou como os graficos seriam
apresentados aos alunos usando os comandos que sugeriam a criacdo de graficos, indicava

0S zeros, 0s extremos, a tangente a uma curva.

Dos estudos feitos até entdo, constatou-se que os alunos precisam de uma visualiza¢do
dindmica, permitindo uma construcdo dos seus conhecimentos e ndo apenas a memorizagao

das caracteristicas de algumas funcgoes.

Tendo em conta que os alunos do 12° ano apresentam muitas dificuldades no estudo da
derivada de uma funcéo e na aplicacdo das derivadas, um dos contetidos base do ensino do
calculo, decidimos por essa investigacdo com o intuito de aplicar uma nova abordagem com
auxilio de um software dindmico que possa proporcionar uma aprendizagem significativa

deste contetdo.

3. Objetivos

O presente estudo tem como objetivo geral, analisar em que medida o uso do software
GeoGebra pode melhorar o ensino da matematica e particularmente o estudo da derivada de

uma funcéo.

Com os seguintes objetivos especificos:
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e Elaborar atividades que permitam ao aluno construir o seu conhecimento em relacéo
ao conteudo de derivadas de uma funcéo;

e Proporcionar discussdes que permitam aos alunos tirarem as proprias conclusdes.

e Analisar os impactos da utilizacdo do GeoGebra no estudo da derivada de uma
funcéo.

e Auxiliar os alunos na visualizacdo grafica e na construcdo do seu conhecimento em

relacdo ao conceito e aplicacdes da derivada de uma funcéo.

Para alcancar os objetivos é necessario uma pesquisa bibliogréafica sobre o ensino da
derivada de uma funcéo, sobre uso do GeoGebra como ferramenta que proporciona uma

visualizacdo gréafica e observacédo das propriedades de funcdes reais de variavel real.

4. Metodologia de investigacao

A nossa pesquisa foi baseada numa metodologia com duas vertentes; a qualitativa que nos
permite uma analise detalhada das observacdes realizadas e a quantitativa na medida em que
foram aplicados questionarios para quantificar alguns resultados que se pretendia para
melhor analisar alguns pontos necessarios ao nosso estudo. Segundo Fonseca,
“a pesquisa quantitativa se centra na objetividade. Influenciada pelo positivismo, considera que
a realidade s6 pode ser compreendida com base na analise de dados brutos, recolhidos com o
auxilio de instrumentos padronizados e neutros. A pesquisa quantitativa recorre a linguagem
matematica para descrever as causas de um fendmeno, as relagbes entre varidveis, etc. A

utilizagdo conjunta da pesquisa qualitativa e quantitativa permite recolher mais informacdes do
que se poderia conseguir isoladamente.”

Fonseca (apud Gerhradt & Silveira, 2009:33)

Quanto aos objetivos, € uma pesquisa exploratoria, pois pretende-se uma maior familiaridade
com o problema, através de analise bibliogréafica, entrevistas e analise dos dados em contexto

real. De acordo com Gil este tipo de pesquisa tem

“[...] como objetivo principal o aprimoramento de ideias ou a descoberta de intuigcdes. Seu
planejamento €, portanto, bastante flexivel, de modo que possibilite a consideragéo dos mais
variados aspectos relativos ao fato estudado. Na maioria dos casos, essas pesquisas envolvem:
(a) levantamento bibliografico; (b) entrevistas com pessoas que tiveram experiéncias préaticas

" o

com o problema pesquisado; e (c¢) analise de exemplos que "estimulem a compreensao".

Gil (2007:43)
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Foi aplicado um questionario inicial aos alunos da turma alvo da investigacdo com o objetivo
de apurar sobre o0 uso de computador na aprendizagem, para que se decidisse a melhor forma

de organizar as aulas na sala de informatica.

Foram aplicadas entrevistas exploratorias com o intuito de nos inteirarmos sobre o uso do

software GeoGebra por parte de alguns professores do ensino secundario e universitario.

Seguiu-se a elaboracdo das atividades, baseando-se numa abordagem exploratéria e,

posteriormente, foi feita a aplicacdo das atividades e a analise dos resultados obtidos.

5. Estrutura da dissertacao

A dissertacgdo inicia-se com a introducdo onde sdo definidas as questdes de investigacéo, 0s
objetivos e as motivacGes que levaram a escolha deste tema, a0 que se segue uma
organizacdo em capitulos, abordando cada um deles determinados aspetos pertinentes ao

desenvolvimento deste tema.

O capitulo 1 mostra a revisdo bibliogréfica sobre o ensino da matematica na atualidade, o
uso de tecnologias, nomeadamente softwares educativos. Neste estudo a analise recai sobre
0 GeoGebra. O referido capitulo aborda o programa do ensino de matematica no 2° ciclo do
ensino secundario em Cabo Verde, paralelamente ao ensino destes anos em Portugal. Ainda
neste capitulo faz-se uma analise do estudo da derivada, apresentado em dois livros

didaticos.

No capitulo 2 apresentamos as opg¢des metodoldgicas, abordando a aplicacdo dos
questionarios e das entrevistas, a caraterizacdo da turma de experiéncia e a planificacdo das

atividades.

No capitulo 3 analisamos os resultados obtidos na aplicacdo das atividades, recorrendo as
respostas dadas pelos alunos nas fichas de trabalho, os gréaficos e os ficheiros do GeoGebra
utilizados nesta pesquisa. Fizemos também uma conclusdo de cada atividade, fazendo um

balanco entre o que foi realizado algebricamente e o que foi conseguido com o GeoGebra.
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Para finalizar a dissertacdo, apresentdmos as conclusdes e sugestdes finais, baseando-nos
nas pesquisas bibliogréficas, nas entrevistas, nos resultados obtidos na aplicagdo do
questionario final e na analise e observacdo da aplicacdo das atividades na sala de

informatica.



CAPITULO 1 - ENQUADRAMENTO TEORICO
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1. Ensino de matematica na atualidade

Motivados pelos vérios desafios enfrentados pelos professores de matemaética no dia a dia,
tem-se realizado vérios estudos sobre o ensino da matematica com o intuito de mudar o
paradigma do ensino tradicional. No entanto, parece que continuamos num ensino
tradicional. Segundo D’Ambrosio (1989:15) “os alunos passam a acreditar que a
aprendizagem de matematica se da através de um acumulo de férmulas e algoritmos. Alias,
nossos alunos hoje acreditam que fazer matematica é seguir e aplicar regras. Regras essas

que foram transmitidas pelo professor.”

De acordo com Andrade,

“o ensino de matematica infelizmente ainda baseia-se na tradicional aula expositiva, na qual o
professor reproduz para a lousa um resumo daquilo que considera importante e suficiente para
gue ocorra o processo de ensino e aprendizagem. Nesse modelo de ensino, o aluno apenas faz
copias dos contetdos do quadro e tenta resolver exercicios que ndo passam de uma cépia daquilo
que o professor resolveu no quadro.”

(Andrade, 2013:16)

Cabe a nos, professores, criar situacdes que permitam ao aluno ter uma nova visao do ensino
da matematica, pois aos alunos como diz (D’ Ambrosio, 1989:15) “falta uma flexibilidade
de solucdo e a coragem de tentar solugdes alternativas, diferentes das propostas pelos

professores.”

Felicetti (2010:33) aponta “[...]Ja metodologia como um fator importante no processo de
ensino e aprendizagem, podendo esta estar associada ao desenvolvimento da Matofobia® em
nossos alunos.” Portanto o professor deve estar atento a metodologia aplicada em sala de
aula, para que esta ndo seja a causa da desmotivacdo dos seus alunos, e proporcione ao aluno

a construcao do seu préprio conhecimento.

Para Arnella & Waldegg (1992:7) o conhecimento, na perspetiva construtivista, deve ser
sempre contextualizado e nunca separado do sujeito; no processo de conhecer, 0 sujeito vai
atribuindo ao objeto uma serie de significados, cuja multiplicidade determina
concetualmente o objeto. Deste modo pensamos que se devera aplicar a teoria construtivista

como forma de mudar a postura do aluno passivo e do professor transmissor do contetdo.

! Matofobia, segundo Papert(1998, apud Felcetti 2010:31) é medo/aversido a matematica
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E preciso colocar o aluno como o construtor do seu proprio conhecimento. Arnella &
Waldegg (1992:13) diz que, na perspetiva construtivista, é a atividade do sujeito que €
primordial: ndo ha "objeto de ensino™ mas sim "objeto de aprendizagem”. O professor
precisa atualizar-se e estar preparado aos novos desafios da pratica pedagdgica, pois, para
Arnella & Waldegg,
“a tarefa do educador construtivista, muito mais complexa que a do seu colega tradicional,
consistira entdo em esbocar e apresentar situagdes que, fazendo apelo as estruturas anteriores de

gue o estudante dispde, Ihe permitam assimilar e conformar-se a novos significados do objeto de
aprendizagem e novas operagdes associadas a ele.”

(Arnella & Waldegg, 1992:13)

Neste sentido, deve-se escolher as propostas de trabalho, que modifiqguem a concecéo atual
do ensino da matematica, D’Ambrdsio (1989), diz que deve-se optar por propostas que
colocam o aluno como o centro do processo educacional, e como um ser ativo no processo
de construcdo de seu conhecimento, por outro lado o professor passa a ter um papel de
orientador e monitor das atividades propostas aos alunos. Analisando a pratica pedagdgica

do professor,

“[...] pode-se dizer que é fundamental que ele saiba ensinar bem, pois, no processo de ensino
e aprendizagem, ele € um guia, um orientador, é aquele que organiza e cria condi¢cdes de
aprendizagem e que podera despertar o interesse do aluno e incentiva-lo a agir, a pensar
matematicamente, enfim, a aprender. Portanto, o que “ensinar” em Matematica deve estar
contextualizado em situagBes significativas ao aluno, deve lhe ser atil e, além de ter
aplicabilidade, necessita proporciona-lhe motivagdo para o novo conteudo a ser aprendido.”

Felicetti (2010)
Na teoria do construtivismo, segundo Fiorentini (1995), “o conhecimento matematico nao

resulta nem do mundo fisico nem de mentes humanas isoladas do mundo, mas sim da acéo

interativa/reflexiva do homem com o meio ambiente e/ou com atividades.”

2. O programa de matematica do ensino secundario em
Cabo Verde e Portugal

O ensino em Cabo Verde tem sofrido algumas altera¢des nos ultimos anos, com a introducgao
da teoria da aprendizagem por competéncia, € por um alargamento da escolaridade

obrigatdria do 1° ano ao 8° ano que fazem parte do ensino basico.
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O ensino secundario passa a ser composto por dois ciclos: 1° ciclo (9° e 10° anos) e 0 2° ciclo
(11°e 12°anos). Os programas destes anos ndo sofreram alteracdes e a abordagem continua
sendo por objetivos. De acordo com o caderno de orientacGes para o ano letivo 2017/18
“[...] o processo de revisao curricular ¢ faseado, no ensino secundario, neste ano letivo, nao
haverd alteragdes, salvo a introducdo da disciplina de mandarim no 9° ano de escolaridade,
como op¢gao, nos concelhos de Santa Catarina de Santiago, da Praia e de S&o Vicente.”

O programa? da disciplina de matematica do 11° e 12° ano, disponibilizado aos professores
que lecionam esta disciplina, possui uma descri¢do dos conteidos propostos, 0s respetivos

objetivos e algumas orientacdes metodoldgicas segundo os temas definidos.

O programa foi reestruturado num encontro® de coordenadores da disciplina, no ano letivo
2007 - 2008. Quanto as orienta¢bes metodoldgicas, o programa oficial faz referéncia ao uso
de calculadoras graficas na lecionacdo de alguns conteddos, mas ndo refere-se ao uso de

computadores.

O programa oficial do 11° ano esté organizado segundo a seguinte distribuicao:

Trigonometria

Geometria analitica (calculo vetorial)

Funcdes
o Polinbmios
o Fraces algébricas
o Fungdes com radicais quadraticas ou cubicas

Sucessoes

Com a reestruturacdo de 2007-2008 o 11° ano passa a ser organizado da seguinte forma:

e Polindbmios
e FracOes algébricas

e Equac0es e inequagdes

2 Programa da disciplina de matematica 3° ciclo 11° e 12° anos, elaborado em 1997 por Leonor Filipe,
consultora Fundacdo Calouste Gulbenkian, coordenagdo da Direcdo geral do ensino basico e secundario,
editado pelo ministério da educagdo Ciéncia e Cultura.

3 Encontro dos coordenadores de matematica, ano letivo 2007-2008, Praia, sob a coordenagdo da professora
Doutora Tetyana Gongalves.

10
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e Funcoes

e Trigonometria

e Geometria analitica (calculo vetorial)

No entanto a Geometria Analitica ndo tem sido lecionada. Devido ao elevado nimero de

conteudos e ao tempo disponibilizado nédo se consegue abordar este tema. O tema Sucessdes

passou a ser abordado no 12° ano.

O programa oficial do 12° ano esté organizado segundo a seguinte distribuicao:

e [Estatistica

e Combinatoria e probabilidades

e Geometria analitica (retas num plano)

e Sucessdes (limites)

e Funcoes

o

o

o

O

Limite de uma funcdo real de variavel real
Continuidade de uma funcéo real de variavel real
Derivada de uma funcao

Funcéo exponencial e logaritmica

De acordo com a reestruturacdo, os conteudos de Estatistica, Combinatdria e probabilidades

deixam de constar do programa e 0 12° ano passa a ter a seguinte organizacao:

e Sucessdes

e Funcoes

o

o

o

o

Limite de uma funcéo real de variavel real
Continuidade de uma funcéo real de variavel real
Funcdo exponencial e logaritmica

Derivada de uma funcdo

e Geometria analitica (retas num plano)

Na préatica a Geometria analitica ndo tem sido lecionada no 12° ano. O conteudo Sucessbes

abarca praticamente todo o 1° trimestre que se inicia em meados de setembro e termina em

meados de dezembro. O 2° trimestre decorre normalmente de inicio de janeiro até o fim de

11
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marco com a lecionacdo dos seguintes conteudos - Limites de fungbes, Continuidade,
Assimptotas e Funcdo exponencial/logaritmica. O 3° trimestre inicia-se em meados de abril
e termina no fim do més de maio para 0 12° ano; nele € lecionado o conteido Derivadas de

uma funcao.

Fazendo uma anélise que nos permite relacionar o programa de Cabo Verde com o de
Portugal, podemos apresentar alguns pontos comuns e outros que podemos recorrer cComo

alicerce para 0 nosso estudo.

O Programa e metas curriculares da disciplina de Matemaética A do ensino secundério de

Portugal abrange os seguintes anos 10°, 11°e 12°,
No 10° ano apresenta-se cinco dominios de conteudos:

e Logica e Teoria dos Conjuntos
Algebra

Geometria Analitica

Funcdes Reais de Variavel Real
Estatistica

No 11° ano, apresenta-se cinco dominios de conteddos:

e Trigonometria e Fungdes Trigonométricas

Geometria Analitica

Sucessoes

Funcdes Reais de Varidvel Real

Estatistica

O contetdo Derivadas que esta enquadrado dentro do dominio “Funcdes Reais de Variavel
Real”, é abordado no 12° ano do ensino secundario em Cabo Verde, todavia em Portugal é
abordado no 11° ano, e neste tema faz-se o estudo da Continuidade, Assimptotas, Limites e

Derivadas.
No 12° ano, apresenta-se sete dominios de contetdos:

e Calculo Combinatério
e Probabilidades

e Funcdes Reais de Variavel Real

12
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Trigonometria e Fungdes Trigonométricas

e Funcdes Exponenciais e Fungbes Logaritmicas
e Primitivas e Calculo Integral

e NUmeros Complexos

No programa de Portugal, no dominio “Fungdes Reais de Variavel Real”, da-se continuidade
ao estudo de funcGes continuas, com aplicacdo de alguns teoremas; relaciona-se o sinal da
derivada de segunda ordem com o sentido de concavidade do respetivo grafico. Também
faz-se um estudo das principais propriedades da primitiva e do integral definido e algumas
técnicas de primitivacdo e integracdo, pois considera-se relevante que o aluno termine o
ensino secundario com essas nocles necessdrias para o Célculo integral que é um
complemento do Calculo diferencial. No programa de Cabo Verde termina-se o 12° ano com

as AplicacOes de derivadas e ndo se introduz o Calculo integral.

As orientagdes metodoldgicas do estudo do conceito da derivada, apresentados no programa
de Cabo Verde, sugerem que este seja introduzido a partir da modelagdo de situacdes onde
é necessario estudar as taxas de variacdo, observando a evolucdo das posicbes das retas
secantes e dos respetivos declives, respetivamente para a tangente e para a derivada (declive
da reta tangente ao grafico no ponto). Referem ainda que fungdes estudadas anteriormente

devem ser retomadas para que o aluno comprove a eficiéncia e precisao desse estudo.

No programa de Portugal, faz-se referéncia a utilizacdo de tecnologia mostrando que no
ensino secundario deve ser aproveitada para ajudar os alunos a compreender certos
contetidos e relagcBes matematicas e para o exercicio de certos procedimentos. No entanto
deve ser criteriosa, ja que, caso contrario pode condicionar e comprometer a aprendizagem
e a avaliacdo. Os professores e os alunos tém ao seu dispor, por exemplo, um vasto conjunto
de recursos que facilitam o calculo, as representacGes geométricas e a representacao grafica
de funcbes. Mas, o mais importante é que os alunos adquiram capacidade critica para
reconhecer as situagcdes em que a tecnologia ndo permite por si sé justificar a adequagéo dos
resultados encontradas ao problema proposto ou ilustrar devidamente os conceitos e
procedimentos matematicos envolvidos. Assim, os alunos devem dominar procedimentos
como operar com polinémios, efetuar representacdes de graficos de fungdes, resolver

equacOes, calcular limites e derivadas sem necessitarem de utilizar recursos tecnoldgicos

13
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(calculadoras, computadores, etc.) que substituam algumas das capacidades matematicas
inerentes a esses procedimentos. (Programa e Metas curriculares — Matematica A: 28)

Neste sentido o professor deve alertar aos alunos para as limitacGes tanto das calculadoras
quanto dos computadores, e por isso devem sempre recorrer a uma andlise criteriosa dos

resultados obtidos com as suas resolugdes algébricas.

3. O computador e o ensino de matematica

Segundo alguns autores, uma das formas de melhorar o ensino e a aprendizagem da
matematica serd introduzindo o computador na sala de aula. “O computador sendo um
instrumento l6gico e simbolico pode vir a contribuir de forma mais estimulante e prazerosa

na aprendizagem.” (Romero, 2006 apud Neves, 2008:18)

“As facilidades técnicas oferecidas pelos computadores possibilitam a exploragao de um
leque ilimitado de acBes pedagogicas, permitindo uma ampla diversidade de atividades que
professores e alunos podem realizar.” (Valente, 2005:2). Percebemos pela evolugdo das
tecnologias a necessidade do professor se atualizar e estar apto a seguir essas mudancas de

modo que possa aplica-los na sua préatica pedagogica.

Para Valente (2005:2), esta diversidade de atividades pode ou ndo contribuir para a
construcdo do conhecimento do aluno, pois, ele podera realizar atividades interessantes com
recurso ao computador, mas o conhecimento usado € 0 mesmo que em outras atividades

MEeNOS prazerosas.

A evolucdo das tecnologias, exige dos professores, alunos, coordenadores e autores de
programas, um maior envolvimento no sentido de repensar e encontrar formas de melhorar

0 processo de ensino e aprendizagem da matematica.

Segundo Valente (1995:46) “Os computadores devem estar inseridos em ambientes de
aprendizagem, que possibilitam a construcdo de conceitos e o desenvolvimento de

habilidades necessarias para a sobrevivéncia na sociedade do conhecimento.”

14
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3.1 softwares no ensino de matematica

“O professor, utilizando diferentes fontes de informagdo, como softwares educacionais
renova sua metodologia de ensino, buscando novas informacdes, propiciando oportunidades
de construcdo de conhecimentos por parte dos seus alunos.” (Romero, 2006 apud Neves,
2008:27). O professor precisa estar apto a pesquisar e desenvolver novas praticas para que
possa acompanhar a evolucédo das tecnologias, sabendo que € um dos meios para melhorar o

seu método de ensino.

Neste sentido Valente (1995:43) diz que, “A compreensdo ¢ fruto de como o software é
utilizado e de como o aluno esta sendo desafiado na atividade de usar aquele software.” Na
perspetiva de Valente (1995:43), um software néo pode ser analisado a parte do seu uso, pois
ndo é o objeto que leva a compreensdo, mas sim a forma que é utilizado para desafiar o aluno

a entender um determinado conceito.

Neste contexto o papel do professor sofre algumas alteracdes, e Valente conclui que,

“[...] sem o professor preparado para desafiar, desequilibrar o aluno, é muito dificil esperar que
0 software por si s0 crie as situagdes para o aluno atingir o nivel da compreenséo. A preparaco
desse professor € fundamental para que a educagdo dé o salto de qualidade e deixe de ser
meramente baseada na transmissdo da informacéo e na realizagdo de atividades para ser baseada
na construcdo do conhecimento pelo aluno e na compreenséo do que ele faz.”

(Valente, 1995:46)

Segundo Romero (2006, apud Neves 2008:28) “Os softwares educacionais estimulam e
podem vir a facilitar a transmissdo da informacdo, mas o papel do professor, continua e
continuara sendo fundamental para auxiliar o aluno a construir 0 conhecimento”. Deste
modo é essencial que o professor
“[...] tenha claro seu objetivo, tenha conhecimentos técnicos profundos do software utilizado,
conhecga seus limites e potencialidades, planeje com muito cuidado as atividades a serem

desenvolvidas, tente prever algumas dificuldades dos alunos e tenha compreensdo das
possibilidades de abordar aquele contetido matematico.”

(Carneiro e Passos, 2014:106)

Segundo o documento dos principios e normas do NCTM — um percurso pela algebra —
publicado pelo grupo de trabalho da APM, “a utilizacdo de laboratérios informaticos [...]

permite que os alunos tenham acesso a dados numeéricos fidveis, resultantes de experiéncias
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fisicas. Esta tecnologia permite-lhes construir modelos numa diversidade de situacOes
motivadoras.” (APM, 2007)

Levando em consideracdo o que diz este documento, para o nosso estudo escolhemos utilizar
0 GeoGebra, que pelas suas caracteristicas nos parece indicado para a experiéncia que

pretendemos realizar.

3.2 O GeoGebra na aprendizagem significativa do tema Derivadas

3.2.1 O GeoGebra

O GeoGebra é um software de matematica dindmico, gratuito; foi desenvolvido nos Estados
Unidos por Markus Hohenwarter e uma equipa internacional de programadores. O
GeoGebra engloba geometria, algebra e célculo. Possui uma interface de facil utilizagéo,
pode ser instalada em dispositivos como tablet e smartphone, possibilitando a sua utilizagao
em qualquer momento e por todos os alunos que possuirem um destes dispositivos. Portanto
se todos os alunos tiverem esse software no seu dispositivo, podemos efetivar aulas com

maior dinamismo e sem muitos problemas no tocante a materiais disponiveis nas escolas.

O Grupo PET Matematica, define 0 GeoGebra como

“um software de matemética dindmico livre, que permite a construcdo de diversos objetos
geomeétricos, como pontos, vetores, segmentos, retas, secgdes conicas, graficos representativos
de fungBes e curvas parametrizadas; os quais podem ser modificados dinamicamente.”

(Grupo PET, 2016:5)

De acordo com as caracteristicas apontadas pelo Grupo PET Matematica, um dos
entrevistados observa que o0 GeoGebra promove
“a possibilidade do aluno ver, explorar, conjeturar, validar, compreender e comunicar 0s

conceitos geométricos de uma forma interativa e atrativa, o que torna o GeoGebra um recurso
apropriado e moderno para o estudo da matematica.”

(Es, 07/03/18)
Com esse trabalho, ndo se pretende ensinar ao aluno a utilizagdo do GeoGebra, e sim
apresentar as ferramentas béasicas para que se possa fazer o estudo pretendido, e deixar a

cargo do aluno a sua exploragdo. De acordo com um dos entrevistados a utilizacdo do
GeoGebra

16



UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

“pode melhorar o estudo de qualquer contelido matematico, se utilizado pelo professor de uma
forma adequada. Pois, o professor tem que ter desenvolvido as competéncias cientificas,
didaticas, curriculares e tecnolégicas. O uso de um recurso tecnoldgico exige um investimento
do professor e uma mudanca de paradigma, onde 0 estudante € o centro de atengio.”

(Es, 07/03/18)

As caracteristicas do GeoGebra sdo destacadas por varios autores, e varios sdo o0s estudos
feitos no sentido de identificar e realcar as potencialidades deste software. Uma das
potencialidades que o GeoGebra possui, e que se pretende explorar nesse trabalho é o da
visualizagdo gréfica aliada com a representagdo algébrica e o dinamismo; este Gltimo podera
ser colocado aos diversos graficos de funcdes que se pretende trabalhar. De acordo com o
que diz Barros, Mongnon & Kato, 0 GeoGebra permite

“alterar todos 0s objetos dinamicamente a qualquer momento, mesmo depois de finalizada a

construgdo. Desta forma, temos a vantagem didatica de visualizar ao mesmo tempo duas

representacdes diferentes de um mesmo objeto, a representacdo geométrica e a representacdo
algébrica, que interagem entre si.”

(Barros, Mongnon & Kato, 2012)

Este software, poderd auxiliar o professor e os alunos na motivacdo para 0 ensino e

aprendizagem da matematica. Um dos conteidos que se pode beneficiar das suas

caracteristicas € o estudo da derivada de uma funcdo. Como afirma um dos entrevistados,
“o estudo da derivada de uma funcdo, pode melhorar muito com o uso do GeoGebra,
principalmente quando se fala no declive e na reta tangente. Os alunos conseguem analisar e

entender dinamicamente a variacdo, a no¢do da derivada num ponto, a definicdo de derivadas
laterais. O software ajudara muito no entendimento dos alunos.”

(Es, 24/02/18)
Esta observacdo vem de encontro ao que diz Grupo PET (2016:5) “[...] o GeoGebra nos

permite trabalhar com func@es, desde o nivel basico até a determinacdo de derivadas e

integrais.”

3.2.2 GeoGebra em Cabo Verde

O GeoGebra tem sido muito falado entre os professores de matematica, alguns pelo
conhecimento adquirido em sua formacdo e outros por pesquisa autdbnoma. Ha alguns
trabalhos feitos com recurso a este software por alunos e professores de Cabo Verde,

nomeadamente as teses de dissertacdo e doutoramento, feitos por Silveira, A. & Cabrita, I.
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(2013), (2015); e os trabalhos recentes, produzidos na formagéo realizada no &mbito do

projeto de instalacdo do Instituto GeoGebra de Cabo Verde.

O referido projeto foi implementado no ano de 2016, tendo como idealizadora a Prof?.
Doutora Astrigilda Silveira, a Vice-Reitora para a Extensdo Universitaria, que contou com
0 apoio do Instituto GeoGebra de Portugal, do Politécnico do Porto, da Escola Superior de

Educacéo e da organizagao dos Estados Ibero-americanos.

“A principal finalidade dessa formacéo ¢é desenvolver competéncias matematicas, didaticas
e curriculares nas areas de geometria e tecnoldgicas onde a aprendizagem se assume como
o foco do processo educativo, apoiada por tecnologias informaticas.”* Essa formagdo
abrangeu varios professores de matematica, do ensino basico ao ensino superior de Cabo
Verde, realizado no Mindelo e na Cidade da Praia. De modo idéntico a criacdo de outros
Institutos GeoGebra pelo mundo, a criacdo desse Instituto em Cabo Verde “prevé que os
estudantes possam obter recursos modernos e apropriados para o estudo da Matemaética,
podendo assim melhorar o processo de ensino e aprendizagem.” Um dos entrevistados refere

que este projeto,

“se alicerga num plano de formagdo de formadores que desenvolverdo formac¢do de modo a
promover o uso do GeoGebra nos diferentes graus de ensino. O objetivo principal é capacitar 0s
professores visando a inovagdo das suas praticas pedagogicas com vista a promogdo da
aprendizagem significativa da Matematica.”

(E, 07/03/18)

Realizou-se na UNI-CV, o seminério de instalacdo do Instituto GeoGebra de Cabo Verde,
nos dias 27 e 28 de julho de 2017. Neste seminario foi realizado uma exposicao de varios
trabalhos realizados pelos formandos. Na sequéncia desse projeto, ha uma previsao de
formacdo de professores de Matematica em GeoGebra a nivel nacional, para uma
aprendizagem significativa da Matematica através da estratégia de ensino e aprendizagem

exploratoria.

#in arquivo de noticias da UNI-CV, 08/08/2017
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3.2.3 Aprendizagem significativa da derivada de uma fungdo

Segundo Ronca (1994:92), “[...] a aprendizagem significativa ¢ um processo cognitivo no
qual o conceito de mediacdo esta plenamente presente, pois para que haja aprendizagem
significativa é necessario que se estabeleca uma relacdo entre o conteddo que vai ser

aprendido e aquilo que o aluno ja sabe, seja uma imagem, um conceito ou uma proposicao.”

Segundo a Teoria de aprendizagem significativa de Ausubel (apud Moreira, 2013:4), s6 se
da a aprendizagem com significado se estiverem estabelecidas as seguintes condi¢des,
“[...] a predisposicdo para aprender, a existéncia de conhecimentos prévios adequados,
especificamente relevantes, os chamados subsuncores, e materiais potencialmente significativos.

Na verdade, seriam duas condicdes, a predisposicao para aprender e 0s materiais potencialmente
significativos, pois estes implicam significado logico e conhecimentos prévios adequados.”

(Ausubel, apud Moreira, 2013:4)

Para Moreira (2013:6) “Um novo conhecimento interage com algum conhecimento prévio,
especificamente relevante, e o resultado disso € que esse novo conhecimento adquire significado
para o aprendiz.” No estudo da derivada de uma fungéo 0 aluno precisa recorrer a pré-requisitos
anteriores, tais como taxa de variacdo média, declive de uma reta, reta tangente, imagem de uma

funcdo, analise dos zeros de uma fungdo, entre outras.

Moreira (2013:6) diz que “[...] o conhecimento prévio adquire novos significados, fica mais
elaborado, mais claro, mais diferenciado, mais capaz de funcionar como subsuncor para outros

novos conhecimentos.”

Segundo o NCTM traduzido pela APM (2007:6), “o estudo da variagdo matematica é
formalizado no calculo, quando os alunos estudam o conceito de derivada. Se as nocGes de
variacgao forem privilegiadas logo desde os primeiros anos de escolaridade, talvez os alunos
se iniciem no célculo com bases mais solidas que Ihes possibilitem uma real compreensao
dos conceitos a esse nivel.” Pois, 0 aluno s6 tera uma aprendizagem significativa do conceito
de derivada de uma funcgdo se conseguir relacionar 0s seus pré-requisitos com o que vai

aprender.
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4. A derivada de uma funcao

A derivada é a no¢do fundamental do célculo e parece ter sido pela primeira vez explicitada
no século XVII, por Fermat, a proposito de uma questdo de indole geométrico. (Ferreira,
1985:347)

A nocdo de derivada e as suas aplicagdes foram estudadas de forma aprofundada por vérios
matematicos, entre eles, Newton e Leibnitz, dando origem ao célculo diferencial. Este
baseia-se no conceito da taxa de variacdo média de uma funcdo num determinado intervalo,
que é o quociente das variaces de uma funcao, para definir a derivada de uma funcéo. A
derivacdo segundo (Souza, 2001, apud Baron, 1985: 1) “esta relacionada com a descrigdo ¢

mensura¢ao da maneira como as coisas variam, se movem ¢ crescem’.

Cauchy introduziu a definicdo da derivada, recorrendo ao conceito de limite, permitindo o
tratamento rigoroso e formal da derivada de uma funcdo num ponto. A interpretacdo
geométrica da derivada esta relacionada com uma das primeiras aplica¢6es do calculo que é
a de determinar a reta tangente ao gréafico de uma funcdo num dos seus pontos. O problema
da tangente a uma curva comegou por ser estudado pelos gedmetras gregos. O conceito
reapareceu mais tarde para resolucdo de problemas da mecanica, ao estudar a velocidade de

um corpo mavel.

A derivada de uma funcdo num ponto é o limite do quociente das variacbes da variavel
dependente e independente, as interpretacdes deste limite sao respetivamente a inclinagao
da tangente ao gréfico da funcdo f no ponto (x,, f (x,)), a velocidade instantanea do mével

no instante x = x,, ou, a taxa de variacao instantanea da funcgéo f no ponto x,.

4.1 Analise de livros didaticos sobre o estudo da derivada
Durante a pesquisa bibliografica foram analisados alguns livros de célculo, para conhecer
como o conteudo de derivadas de uma funcdo é organizado. Faremos a anélise do livro

Calculo de Laurence Hoffman e Gerald Bradley®, e do livro calculo de George Thomas®.

5 Célculo um curso moderno e suas aplicagdes, 92 edicdo, Laurence D. Hoffmann & Gerald L. Bradley.
6 Calculo George B. Thomas, 112 edicdo, vol. 1, 2009.
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No livro de George Thomas, no capitulo 2, estuda-se o conceito de taxa de variagdo de uma
fungdo na introducdo do conceito de limite. O capitulo inicia-se com exemplos sobre a
velocidade média e instantanea e mostra que para obter a velocidade instantanea, recorre a
uma sequéncia de calculos da velocidade média em intervalos cada vez menores,
aproximando do instante pretendido, observando um padrdo que nos da o valor aproximado

da velocidade instantanea.

O autor mostra que a taxa de variacdo média no intervalo [x;, x,], em que x; e x, S0 as
abcissas dos pontos P e Q, respetivamente, se relaciona com o coeficiente angular da reta

secante a curva que passa pelos pontos P e Q.

Ainda utiliza a aplicacdo geométrica de limites para definir a tangente a uma curva, que leva
a definicdo do conceito de derivada. Para o autor a derivada quantifica a taxa na qual os
valores de uma funcdo variam. O mesmo apresenta alguns exemplos de aplicagdes,
sugerindo que as taxas de variacdo instantaneas sdo calculadas como valores limites das
taxas medias de variacdo. Sublinha ainda que as taxas instantaneas e retas tangentes estéo

interligadas.

No mesmo capitulo, George Thomas apresenta exemplos, em que as calculadoras gréficas e
0 computador sdo usados para estimar o limite de uma fungdo num ponto. No entanto, chama
a atencdo as possiveis ambiguidades e armadilhas que poderdo surgir ao utilizar estes
dispositivos para estimar limites. Na secdo 2.7 intitulado “Retas tangentes e derivadas”, o
autor comeca por ilustrar as diferencas existentes entre a reta tangente a um circulo e a reta

tangente a uma curva.

Para determinar a tangente num ponto P de uma curva, o autor descreve o método dinamico,
em que a partir de sucessivas retas secantes a uma curva passando no ponto Q e P, vai
aproximando Q de P tanto pela esquerda ou pela direita, até obter a tangente no ponto P, ou
seja, o coeficiente angular da reta tangente em P é o limite dos coeficientes angulares das

retas secantes com Q aproximando de P. A figura abaixo ilustra esse método dinamico.
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Figura 1.1 - Método dinamico para obter a tangente a uma curva no ponto P

A partir deste ponto, o autor define a derivada num ponto x,, como o limite se existir da

razdo incremental de f em x,, quando o incremento h tende para zero.

Y f(xo + h) — f(xo)
im
h—0 h

Conclui dizendo gue a taxa de variacdo de uma funcao, o coeficiente angular de uma curva,
o coeficiente angular de uma tangente e o limite da razéo incremental referem-se ao mesmo
conceito, derivada de uma funcdo em x,. Termina o capitulo com vérias aplicacfes e
exercicios relacionados com as questdes de taxa de variacao, coeficientes angulares e a razdo
incremental. O autor continua o estudo da derivada de uma funcao no capitulo 3 recorrendo

as definigdes anteriores.

George Thomas, apresenta em seu livro, no fim do capitulo 2 uma sugestdo, de aplicacdo
com o software Mapple para concretizacdo e experimentacdo de alguns conceitos. No inicio
do capitulo 3, faz uma introducdo chamando a atencdo as varias aplicacdes possiveis com o
calculo da derivada de uma funcéo; segue usando a definicdo anterior de derivada num ponto
e generaliza para a funcéo derivada de uma fungéo f afirmando que se existir f’(x) em cada
ponto do dominio de f, a funcédo diz-se derivavel. Define a funcéo derivada de uma funcéo
como o limite da razdo incremental quando h tende para zero em cada ponto do dominio da
funcéo:
£l = limf(x + hi)l —f)

h—-0

Seguidamente, encontra-se varios exemplos de aplicacdo da definicdo de derivada, para
determinar a derivada de uma funcdo num ponto qualquer. O autor refere as varias notagdes

da funcdo derivada, que apresentamos a seguir,

dy. df. d

ey == 5 (0 D) ()5 Dof (%)

22



UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

A seguir apresenta a representacdo grafica da derivada de uma funcdo a partir dos

coeficientes angulares em determinados pontos.

Apresenta o conceito de derivadas laterais e a sua relacdo com o coeficiente angular, das
retas secantes que passam pelo ponto P de abcissa x, e um ponto Q tendem a um limite
quando Q se aproxima de P; se ndo tiverem uma posic¢éo limite ou se tornam verticais com
essa aproximagao entdo nédo existe derivada nesse ponto. O autor apresenta varios exemplos
de fungdes apresentados na figura abaixo, em que a derivada em determinado ponto néo

T 9

existe e sublinha que “a derivabilidade tem a ver com a “suavidade” do grafico de f".

Figura 1.2 - Fungdes continuas que ndo possuem derivada no ponto P

Ou nos casos onde existe uma descontinuidade:

Figura 1.3 - Fungdes descontinuas no ponto P

A seguir enuncia o teorema de fungdes diferenciaveis e continuas, “Se f tem uma derivada
em x = centdo f € continua em x = ¢”, apresentando a demonstragdo deste teorema.
Finalizando esta parte, sugere uma gama de exercicios envolvendo todos os topicos

mencionados anteriormente e varios exemplos praticos do dia a dia.

No final do capitulo, o autor sugere um projeto com o software Maple, demonstrando
novamente a importancia das tecnologias na visualizacdo e interpretacdo grafica dos

conceitos trabalhados.

No capitulo 4, “Aplicagdo das derivadas” em que se inicia com a determinacao de extremos

absolutos e seguidamente extremos locais ou relativos; no ponto 4.3 menciona e analisa a
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relacdo existente entre a derivada de uma fungéo f e a monotonia de f; no ponto 4.4 analisa
a concavidade e o eshogo de curvas, referindo sempre as sucessivas retas tangentes nos

pontos do dominio da func&o.

A segunda obra dos autores Hoffman e Bradley inicia o estudo da derivada de uma funcéo,
no capitulo 2, dizendo que o instrumento principal para estudar as taxas de variacfes € o
calculo da derivada e apresenta varias aplicacfes do estudo de taxas de variagdes,
nomeadamente no célculo das velocidades, aceleracdo, taxas de crescimento de uma

populacdo, entre outras.

Na referida obra inicia-se o capitulo 2 estudando as taxas de variacdo e a inclinacéo,
apresentando a relacdo entre estas. Faz-se a comparacao entre a taxa de variacdo de uma
funcdo linear estudada anteriormente em que a taxa é constante e em relacdo a uma fungédo
que ndo € linear, a taxa de varia¢do depende do valor de x e é determinada pela inclinagédo

da reta tangente a f(x) no ponto de abcissa x = c.

O método dindmico para encontrar a tangente a uma curva num ponto € salientado pelos
autores Hoffmann e Bradley, mostrando que o célculo da taxa de variacdo média entre dois
pontos pode ser interpretado geometricamente como a inclinagdo da secante, passando por
estes pontos e em seguida obtém-se a taxa de variagdo instantanea no ponto pretendido,
calculando o limite da taxa de variacdo média quando o incremento h tende para zero, que

por sua vez é interpretada geometricamente como a inclinacdo da reta tangente neste ponto.

Os autores da segunda obra, por sua vez, apresentam a expressao do quociente da diferenca

da funcédo f(x) dada por:

fx+h) - fx)
h

De modo a unificar o estudo de aplica¢Bes que envolvem o célculo do limite deste quociente

quando h tende para zero introduz-se a seguinte terminologia

fx+h) - fx)
h

f'Go) = lim
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é a derivada de f(x) em relacdo a x. Concluem dizendo que a inclinagéo da reta tangente a
uma curva f no ponto de abcissa x = c, e a taxa de variagéo instantanea de f(x) no ponto
de abcissa x = ¢ € uma derivada neste ponto f’(c). Segue-se o capitulo enfatizando o

significado do sinal da derivada, em que apresentam a seguinte figura:

¥ =1t
/ 3 ) y =)
fie)>0 fle)<0

Figura 1.4 - Significado do sinal da derivada

Os autores referem que se f for derivavel em x = c entdo f é crescenteem x = c se f’(¢) >
0,e f édecrescente em x = ¢ se f’(c) < 0. Continuam com o teorema de derivabilidade e
continuidade, e na se¢do 2.2 refere-se as regras de derivacao e derivadas de ordem superior,

apresentando sempre exemplos préaticos do quotidiano.

Embora no livro de Hoffmann e Bradley ndo se apresente o conceito em relagéo as derivadas
laterais, relaciona-se a derivabilidade e continuidade, referindo-se que se a curva de f(x) é
continua e possui um ponto de quebra em x = c, isto ¢, um ponto em que a curva muda
bruscamente de direcdo ou se a derivada nesse ponto € infinita, entdo essa funcdo nao é
derivavel em x = c¢. Uma funcdo ndo tera derivada nos pontos dos exemplos apresentados

por Hoffmann e Bradley, indicados na seguinte figura:

(a) Tangente vertical {b) Cispideno (c) “Ponto de quebra™ {d) Outro grafico com um
no grafico de grafico de no grifico de “ponto de quebra™.
f) =113 fx)=x23. fx)=x.

Figura 1.5 - Gréficos de quatro fungdes que sdo continuas mas ndo derivaveis em x=0.

No ponto 3.1, os autores iniciam o estudo da aplicacdo de derivadas com extremos relativos
e intervalos de crescimento e decrescimento, em que sugerem a criagdo de uma reta de
numeros como forma de organizar os valores do dominio da fungdo em que conforme o sinal
da derivada nestes pontos assim a funcdo é crescente ou decrescente. Na figura abaixo é

apresentada essa relagéo:
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Sentido do gréfico f \\ /

Sinal de f'{x) E i o o SRl s bl

Figura 1.6 - - Relacdo do sinal da derivada de f com o sentido do grafico de f(x).

Os autores apresentam a figura abaixo como forma de ilustrar em que situacGes podemos
encontrar extremos relativos - os “picos” e os “vales”. Estes representam, respetivamente 0s
maximos e 0s minimos relativos da funcdo. Os Unicos extremos relativos de uma fungéo séo
o0s pontos onde a derivada é nula ou a derivada ndo existe e nesses pontos o gréfico apresenta
uma tangente horizontal. No entanto esses pontos sdo denominados pontos criticos, mas nem

todos 0s pontos criticos sdo extremos relativos.

H

Grafico 1.1 - Pontos onde a fungdo possui extremos relativos

De seguida na se¢do 3.2, intitulado “Concavidades e pontos de inflexdo” os autores
relacionam a concavidade do grafico de uma funcdo com o aumento ou diminuicdo da
inclinacdo da reta tangente. A figura abaixo mostra uma forma interessante de ensinar o0s
alunos a posicao da reta tangente em relacdo a concavidade do grafico; se a concavidade é
voltada para cima, as retas tangentes estdo por baixo do grafico e se é voltada para baixo, as
retas estdo por cima do grafico da funcao.

Concavidade para baixo
{derrama dgua)

i Inclinacio N\,

I\ Incliragiio Tnclinacao 7 nula

| negativa positiva Inclinacdo
{ .

\\ regativa

Concavidade para cima
(retém 4gua)

>

Grafico 1.2 — Relagao entre a concavidade e inclinacéo da tangente
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Para determinar os intervalos onde a concavidade é positiva ou negativa, deve-se primeiro
calcular f”(x) = 0, ou onde néo exista a segunda derivada, e criar uma reta de valores, se
f”(x) > 0 num intervalo entdo a concavidade é voltada para cima neste intervalo, e se
f”(x) < 0 num intervalo entdo a concavidade € voltada para baixo neste intervalo. Os pontos
onde a fungdo muda de concavidade sdo os pontos de inflexdo, nestes ou f”(x) = 0ou f”’(x)
ndo existe. Se uma fungdo ndo é continua num ponto, mas o grafico muda de concavidade

neste ponto, entdo ele ndo é ponto de inflexao.

Uma das caracteristicas que achamos pertinente e muito importante é a apresentacao de notas
por todas as secdes analisadas, chamando a atencao do leitor a diversas situacfes onde deve
ter cuidado com a sua analise. De seguida é apresentado um leque de exercicios de aplica¢do
direta e outros de situacdes do dia-a-dia onde é possivel aplicar os contetidos apresentados.

Na analise apresentada levamos em consideracdo apenas os contetdos que dedicamos o
nosso estudo. Consideramos que os dois livros possuem uma linguagem de fécil
entendimento, apresentam uma estrutura que facilita o estudo do aluno, privilegiando a
pratica com situacdes do dia a dia e sugerindo sempre projetos recorrendo a tecnologias. O
primeiro livro sugere a utilizacdo do Mapple um software matematico que permite a analise

de funcgdes e o segundo livro sugere a utilizacdo do explore de uma calculadora gréfica.
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1. Caraterizacdo da turma

As atividades foram aplicadas numa turma do 12° ano da area cientifico e tecnolégico no
ano letivo 2017/2018, na Escola Secundéria Jorge Barbosa em S&o Vicente, Cabo Verde.
Foi escolhida a referida turma por ser uma das turmas em que a investigadora leciona a
disciplina de matematica e em concertacdo com os alunos foi possivel reorganizar o horario

de forma que algumas aulas fossem lecionadas no laboratério de informatica.

A turma é composta por 13 alunos dentre os quais 4 rapazes e 9 raparigas, em que 11 dos
alunos estéo pela primeira vez no 12° ano e dois dos alunos estdo a fazer a disciplina de
matematica do 12° ano pela segunda vez. Todos séo alunos que transitaram do 10° ano com
aprovacao na disciplina de matematica, e no 11° ano cinco desses alunos ndo atingiram os
objetivos minimos na disciplina; os restantes obtiveram classificacdes positivas. Estes dados

sdo apresentados no gréafico abaixo:

Notas do 112 ano

M Insuf< 9,5

| Suf [9,5;13,5]
Bom [13,5;16,5]

B MBom >= 16,5

Gréfico 2.1- Aproveitamento da turma no 11°no

Os alunos apresentam muitas dificuldades em varios contetdos que sao pré-requisitos para
0s conteudos lecionados no 12° ano. No 1° trimestre deste ano letivo, cinco alunos tiveram

nota negativa, seis tiveram entre 10 e 15 valores, e dois com notas de 17 e 18 valores.
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Notas do 12trimestre

M Insuf mMSuf = Bom MW Mbom

Gréfico 2.2- Aproveitamento da turma no 1°trimestre

No 2° trimestre deste ano letivo, seis alunos tiveram notas negativas aumentando o nimero
de negativas em relacdo ao 1° trimestre. Neste trimestre os conteludos lecionados foram:
limite de fun¢des, continuidade, assimptotas e funcdo exponencial e logaritmica. Os alunos
apresentaram maiores dificuldades no estudo deste tema e baixaram as suas notas em relagdo

ao trimestre anterior.

Notas do 22 trimestre

W Insuf mSuf mBom ™ Mbom

Grafico 2.3 - Aproveitamento da turma no 2° trimestre
Com os resultados dos alunos e com as diversas dificuldades apresentadas nos dois trimestres
até entdo trabalhados, isso nos leva a prever que no terceiro trimestre teremos algumas
dificuldades. Com a nossa proposta de atividades esperamos que 0s alunos se sintam

motivados e melhorem o seu desempenho.
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2. Analise do questionario inicial aplicado aos alunos

Para a aplicacdo das atividades na sala de informatica, a pesquisadora precisava de elementos
para planificar as aulas de acordo com os pré-requisitos que o0s alunos possuiam em relacao
ao uso de computadores. Neste sentido decidiu-se por aplicar um questionario inicial que
reunisse as informagdes necessarias, pois, de acordo com Gil (2002: 115) “[...] o
questionario constitui o meio mais répido e barato de obtencdo de informacdes, além de ndo

exigir treinamento de pessoal e garantir o anonimato.”

No dia 22 de fevereiro de 2018, foi aplicado o questionario inicial aos alunos da turma
escolhida para a experiéncia. No total treze alunos responderam as questdes; desses alunos
7 tem idade compreendida entre 16 e 18 anos e 6 dos alunos sé&o maiores de 18 anos. Dois
alunos estdo a frequentar o 12° ano pela segunda vez, um deles fazendo as disciplinas de

Matematica e Quimica e o outro Matematica e Fisica.

Em relacdo a frequéncia de utilizagdo de computadores 3 alunos utilizam com muita
frequéncia, 7 alunos utilizam com pouca frequéncia e apenas 3 raramente utilizam o
computador. A maior parte dos alunos utilizam o computador em casa, 8 dos alunos possuem
formag¢do a nivel de informatica, pois tiveram “Utilizacio de Computadores” como
disciplina optativa no 2° ciclo (9° e 10° ano) e apenas um deles frequentou curso de

informatica fora da escola.

Na questdo sobre as atividades que realizam com o computador, um total de 11 alunos
responderam que utilizam o computador para a pesquisa na internet, a maioria utiliza o Word
para digitacdo de textos e outros 10 alunos utilizam o computador para ver videos, 7 alunos
entram nas redes sociais como facebook e instangram e 4 alunos entram em sites de
entretenimento. As atividades menos utilizadas através do computador com apenas 4 alunos
a responderem séo os jogos e 3 alunos usam o Excel. Apenas um aluno utiliza os softwares

educativos.

Dos alunos 8 utilizam seus conhecimentos informéaticos com pouca frequéncia e 4 alunos

com muita frequéncia para realizar trabalhos escolares, 9 alunos acham muito importante a

32



UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

utilizagcdo do computador no ensino e aprendizagem e a maioria acha que o uso de

computadores tem melhorado a sua aprendizagem.

Com esses dados concluimos que os alunos terdo condicbes basicas para trabalhar no
computador, embora desconhecam os softwares educativos. Contudo, as suas competéncias
adquiridas a nivel de utilizacdo de computadores poderdo Ihes ajudar na interacdo com o
software GeoGebra. E como a maioria tem computador em casa terdo condigdes para praticar

0 uso do software fora das aulas.

A nivel da disciplina de matematica, 11 alunos gostam desta disciplina, 9 acham que as aulas
séo interessantes, 2 alunos sentem muito motivados, 10 se sentem motivados e apenas um

aluno se sente desmotivado em relacgéo a aprendizagem dessa disciplina.

No estudo do tema “estudo de fun¢bes” 7 alunos mostram maiores dificuldades na
representacdo grafica, 5 alunos tém dificuldades no estudo de limites e continuidades, 4
alunos tém dificuldades no estudo do sinal e monotonia, e em determinar zeros, dominio e
contradominio. A maioria dos alunos, responderam que ndo utilizam softwares educativos e
calculadoras gréaficas nas aulas de matematica, ndo conhecem softwares educativos para o
ensino de contetdos matematicos, e apenas um aluno refere que ja utilizou o GeoGebra e

Trugues matematicos.

Nenhum dos alunos possui calculadora gréfica e a utilizacdo de computadores é inexistente,
pois, embora a escola possua sala de informaética, os horarios sdo rigidos e a sala esta sempre
ocupada com aulas de informatica. No entanto, e com a necessidade de aplicacdo desta
investigacado, os alunos se dispuseram a mudar o seu horario para aulas aos sabados. Desses
dados pressupomos que os alunos estardo motivados para a aplicacdo do software GeoGebra,

pois, serdo aulas diferentes daqueles que estdo acostumados.

3. Aplicacao das entrevistas

Uma das técnicas de recolha de dados utilizada no trabalho foi a entrevista de carater

exploratério, do tipo semiestruturada em que a pesquisadora delineou um roteiro com
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algumas questdes a serem aplicadas, mas criou-se um ambiente em que 0s entrevistados

podiam falar abertamente sobre o tema. (Gerhardt & Silveira, 2009: 72)

A entrevista foi aplicada, a cinco professores de varias escolas do secundario, basico e
universitario que participaram duma formacdo no GeoGebra, no ambito do projeto de

instalacdo do Instituto GeoGebra de Cabo Verde, no ano de 2017.

Segundo Quivy & Van Campenhoudt (2005:11) é essencial que as entrevistas exploratorias
“decorram de uma forma aberta e flexivel. Servem para encontrar pistas de reflexdo, ideias
e hipoteses de trabalho, e ndo para verificar hipoteses preestabelecidas.” Neste sentido as
entrevistas foram realizadas com o intuito de obter informagdes que permitissem uma melhor
abordagem do tema, e perceber quais as dificuldades sentidas por esses professores, com

uma boa experiéncia no ensino de matematica e com o uso do GeoGebra.

Foram entrevistados cinco professores, classificados com a letra E, seguido de um indice, de
forma que seja salvaguardada a sua identificagdo. As entrevistas demoraram cerca de 30
minutos, iniciando com um breve enquadramento, e apresentagdo dos objetivos.
Questionamos os entrevistados sobre a possibilidade de fazer uma gravacéo das entrevistas,
pelo que ndo se opuseram e entdo procedeu-se a sua gravagdo, que posteriormente foram

ouvidas e transcritas.

Um dos entrevistados por se encontrar ausente da ilha em que se desenvolve a pesquisa, e
tendo dificuldades de o encontrar pessoalmente, a entrevista foi enviada por email e

posteriormente foi recebida a resposta.

4. Planificacao das atividades

Nesta fase da planificacdo das atividades (ver Anexo D), recorremos a teoria de situagdes
didaticas formulada por Brosseau, que refere sobre a forma como podemos apresentar o
contedo matematico ao aluno, de modo que possa promover uma aprendizagem mais

significativa para o aluno. (Machado, 2007:7)

Segundo Machado,

“[...] uma situacao didatica é formada pelas relacdes pedagogicas estabelecidas em sala de aula
entre o professor, os alunos e o conhecimento matematico, com a finalidade de desenvolver
atividades voltadas para o ensino e para a aprendizagem de um contetdo especifico.”
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(Machado, 2007:7)

Neste sentido, elaboramos uma sequéncia de atividades, que propde tarefas partindo do
conceito de taxa de variacdo média de uma funcdo afim, seguida do conceito de velocidade
média e velocidade instantanea para introduzir o conceito de derivada de uma funcdo num
ponto. Passamos a interpretacdo geométrica do conceito de derivada, ampliando a
observacgdo e analise para as derivadas laterias. E finalizamos aplicando ainda a ideia de
declive da reta tangente para determinar extremos relativos, estudar a monotonia, analisar o

sentido das concavidades e determinar pontos de inflexo.

4.10 papel das tarefas na aprendizagem dos alunos

Na definicdo das suas estratégias e planificacao do seu trabalho o professor deve ter em conta
varios aspetos, relacionados com o meio em que o aluno esta inserido, com 0S recursos

disponiveis, entre outros.

Segundo Ponte,

“em termos curriculares, o professor analisa 0s objectivos de aprendizagem matematica visados
na unidade em causa. Estes objectivos envolvem o conhecimento de conceitos matematicos, de
modos de representar conceitos, o dominio de procedimentos, processos de raciocinio, etc. E

aquilo que habitualmente se designa por temas, topicos ou conteudos matematicos.”
(Ponte, 2005:19)

Neste estudo, recorremos a abordagem de diferentes tipos de tarefas que se pode aplicar em
sala de aula, fazendo uma gestdo curricular da unidade a ser lecionada, levando em conta 0s

objetivos e as finalidades apontadas.

Ponte (2005:7) considera que, ao propor tarefas aos alunos, o professor devera ter em conta
0 grau de desafio que esta relacionado com a dificuldade das tarefas propostas, o grau de
estrutura da tarefa podendo ser aberta ou fechada. A figura seguinte ilustra a classificagdo

das tarefas matematicas descritas por Ponte (2005).

Desafio reduzido

Exercicio ‘ Exploragdo

Fechado > Aberto
Problema \ Investigagdo

Desafio elevado

Figura 2.1-Relacao entre diversos tipos de tarefas, em termos do seu grau de desafio e de abertura.
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Os tipos de tarefas aqui mencionados podem e devem ser escolhidos mediante o objetivo
que se propde ao estudo de determinado tema, podendo ser utilizados em simultaneo, pois
cada uma desempenha um papel importante na constru¢do do conhecimento. “Os diferentes
tipos de tarefas podem facilitar e ajudar em termos da aprendizagem dos estudantes para que
eles utilizem um método proprio para resolver a tarefa proposta pelo professor.” Enriquez
(2015:6)

Deste modo Ponte (2016:9) sublinha que “¢ fundamental escolher tarefas apropriadas, que
possam servir de base a uma atividade matematica rica e multifacetada por parte dos alunos,

bem como encontrar oportunidades para reflexdo sobre o trabalho realizado.”

Optamos por tarefas exploratérias combinadas com exercicios, possibilitando ao aluno
variadas formas de realizar as tarefas propostas, embora nem sempre seja féacil fazer a
disting&o entre estes dois tipos de tarefas. Afirma Ponte (2005:9) que “um mesmo enunciado
pode corresponder a uma tarefa de exploracdo ou a um exercicio, conforme o0s

conhecimentos prévios dos alunos.”

A implementacdo de tarefas em sala de aula é um processo muito importante, ao qual o
professor deve ter especial atencdo, pois envolve variaveis tanto externas como internas, e
uma delas é na determinacdo de materiais didaticos que podem proporcionar a exploracao

da tarefa facilitando o aluno na construcdo do seu conhecimento. (Enriquez, 2015:4)

Ponte (2005: 11) diz que “E formulando tarefas adequadas que o professor pode suscitar a
atividade do aluno. Néo basta, no entanto, selecionar boas tarefas — é preciso ter atencdo ao

modo de as propor e de conduzir a sua realiza¢do na sala de aula.”

Segundo o documento (NCTM, 1991/1994), Canavarro & Santos (2012:99) refere que a
tarefa proposta ao aluno deve traduzir as orientagdes curriculares, com a compreensédo
profunda do conteudo e o desenvolvimento de processos matematicos envolventes. Tarefas
estas que devem desafiar os alunos e desenvolver as suas compreensdes e aptiddes
matematicas, estimulando-os no desenvolvimento do seu raciocinio matematico, apelam a
formulacdo e resolucdo de problemas e ao raciocinio matematico, e promovem a

comunicacdo sobre a matematica
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4.2 Abordagem exploratdria

Segundo Ponte (2005:13), um ensino que adota uma estratégia diferente da expositiva é o
“ensino-aprendizagem exploratorio”. Baseamos na abordagem exploratoria, como pratica de
ensino para planificar as aulas. Segundo Ponte (2016:13, apud Ponte 2005) as aulas de
natureza exploratoria sdo estruturadas segundo trés fases: “(i) apresentacao da tarefa e o
modo como os alunos a interpretam (em coletivo); (ii) desenvolvimento do trabalho pelos
alunos (em grupos, pares ou individual); e (iii) discussdo e sintese final (de novo em

coletivo).”

As aulas foram planificadas de modo a seguir essas trés fases, sendo que o trabalho feito
pelos alunos, foi quase sempre aos pares com exce¢do de um aluno que ficou sozinho e

quando alguns alunos faltavam a aula os seus pares realizavam o trabalho individualmente.

Ponte diz que,

“a aprendizagem com compreensdo podera ainda ser aperfeicoada através das interacdes na

turma, a medida que os alunos sugerem ideias e conjeturas matematicas, aprendem a avaliar o

seu proprio raciocinio e o dos colegas, e desenvolvem capacidades de raciocinio matematico.”
(Ponte, 2016:13)

Tendo isso em conta, a parte final da aula foi sempre dedicada a discussdo do trabalho
realizado, a sintese do conteudo abordado e com a sugestdo de alguns alunos, permitiu a

observacao e correcdo dos erros cometidos. Conforme diz Ponte,

“[...] num processo de ensino-aprendizagem de cunho exploratério, também podem (e,
possivelmente, em muitos casos devem) haver momentos de exposi¢do pelo professor e de
sistematizacdo das aprendizagens por ele conduzidos. Ensino-aprendizagem exploratério ndo
significa que tudo resulta da exploragéo dos alunos, mas sim que esta é uma forma de trabalho
marcante na sala de aula.”

(Ponte, 2005:14)

Fazendo um paralelo entre esses dois tipos de ensino, Ponte apresenta o seguinte esquema:

Ensino directo Ensino-aprendizagem exploratorio
< >
Exposicao pelo professor Enfase em tarefas de exploragdo e
investigagao
Resolucéo de exercicios Discussao professor-alunos

Figura 2.2 - Diversas estratégias de ensino, de acordo com o papel do professor e dos alunos, e a enfase das
tarefas. (Ponte, 2005:14)
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No final ou no inicio de algumas atividades, sentimos a necessidade da exposi¢cdo do
contetdo, introduzindo o conceito formal do conteldo em analise. Seguindo a abordagem
teorica analisada, finalizamos a planificacdo das atividades onde estas estavam definidas de
formas diferentes. As atividades foram definidas de modo a alternar a utilizacdo do

GeoGebra e a resolugéo algébrica nas fichas.
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ANALISE DOS RESULTADOS

1. Analise das atividades propostas

Foram aplicadas um total de 7 atividades, envolvendo os conceitos que geralmente trazem
maiores dificuldades de aprendizagem por parte dos alunos. As atividades foram definidas
de forma a serem realizadas no laboratorio de informatica, e posterior discussao e aplicagdo
de exercicios de consolidacdo em sala de aula. O software GeoGebra instalado e utilizado
pelos alunos na elaboracéo das atividades foi 0 Geogebra Classic versdo 5.0.396. De seguida,

apresentamos a descricédo, analise e a conclusdo de cada uma das atividades.

1.1Atividade | — Exploracgéo do software GeoGebra
Inicialmente a professora apresenta o software aos alunos, indicando os principais
comandos, a barra de ferramentas, as janelas de visualizacao e algébrica, a caixa de entrada
e da alguns exemplos de funcGes. Com esta atividade pretende-se que os alunos tenham o
seu primeiro contato com o software, usando os comandos basicos que serdo utilizados em
outras atividades. Nesta atividade o aluno responde as questdes propostas e de seguida com
algumas instrucdes introduz a fungdo no GeoGebra e tira suas conclusdes, relativamente as
suas respostas. A atividade tem a duragédo de 100 minutos, com os seguintes objetivos:

e Explorar o software usando os comandos basicos.

e Analisar as carateristicas de uma funcdo, observando o seu grafico. (dominio,

contradominio, zeros, monotonia e o sinal)
e Confirmar os seus resultados com os resultados obtidos na folha de calculo algébrico

simbalico.

1.1.1 Andlise da aplicagdo da atividade 1
Esta atividade iniciou-se com algum atraso, pois a sala de informatica estava ocupada, com
alunos a realizar teste. Dos 13 alunos da turma, faltaram 4 alunos, no entanto prosseguiu-se
com a realizacdo da atividade, e estava presente a auxiliar de campo. Inicialmente os alunos
criaram uma pasta no computador onde guardariam todas as atividades realizadas. A
atividade (ver Anexo F) foi dividida em trés partes, analisando trés tipos diferentes de

funcdes, que apresentaremos de seguida.

1.1.1.1  Parte I da atividade I
Na realizacdo desta primeira parte da atividade, pode-se constatar que os alunos ndo tiveram

muitas dificuldades em criar os seletores m e k que representam respetivamente os valores
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do coeficiente de x e do termo constante da funcdo afim e alguns tiveram a curiosidade de

movimentar o seletor (ver Anexo M) e analisar as suas propriedades.

Dos cinco grupos que trabalharam, apenas um introduziu a fungdo afim de forma errada,
trocando os valores dos seletores k e m. Os outros grupos conseguiram a representacéo do
grafico sem problemas. O grupo E teve dificuldades em inserir o ponto P, pois ao colocar
letra minuscula o GeoGebra devolve um vetor (ver Anexo N), neste sentido a professora
interferiu mostrando ao grupo o que tinha acontecido. Mesmo com 0s conhecimentos
anteriores sobre as funcdes afins e quadraticas os alunos cometeram alguns erros na

observacdo grafica das funcgoes.

Grafico 3.1 - Funcéo afim f(x) = —2x + 3 e ponto P(a, f(a))

Na analise da funcdo afim os grupos apresentaram as seguintes respostas:

5.1 Dominio; = Il%
i <
5.2 Contradominio; = \’P\
53 Zcros;(x ) 3.)
5.4 Intervalo onde f (x) € positiva ou negativa, *}' («l)( O»xX>

; I i’ (7C o2
5.5 Monotonia da funciio. [;)(‘} dﬂ(m@n k

2
2

Figura 3.1- Resposta do grupo A
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5.1 Dominio; w?\

5.2 Contradominio; W\"
5.3 Zeros; A,S

5.4 Intervalo onde f (x) € positiva ou negativa, 90*;\4 va | -00id 5] & '503:“’0 [ 544
5.5 Monotonia da fungéo. .L{,'\?\l ‘oamande O\&x\‘h{\k y

Figura 3.2 -Resposta do grupo B

5.1 Dominio; \P\
5.2 Contradomimo D‘& =" cx)<O0= { > j}_
5.3 Zeros;

3>
X=3
5.4 Intervalo onde f (x) é posmvu ou negativa; ‘12‘( 1) =0 L’I —3—}/ 4}“ > ?Z
5.5 Monotonia da fungdo. &jk‘me Aterm:); ,@hr\'cnm

Figura 3.3 - Resposta do grupo D

Nas respostas apresentadas nas figuras acima, verifichmos que os grupos A e B apresentaram
dificuldades em determinar o contradominio graficamente; o grupo B apresenta erros nos
intervalos de variacdo do sinal e também ao referir a monotonia da fungdo, pois deveriam
definir os intervalos abertos. Ja os grupos D e A ndo apresentam as respostas na forma de
intervalo, mas sim, o que 0 GeoGebra devolveu na Folha CAS.

5.1 Dominio; H

5.2 Contradominio; IR

5.3 Zeros; 1,5

5.4 Intervalo onde f (x) é positiva ou negativa; ok Gve -2, J. Ne 3 J15 v L
5.5 Monotonia da fun¢iio. £ » {1« teame n,‘c 93‘( ceice \ITQ

Figura 3.4 - Resposta do grupo C

5.1 Dominio; \.®<, *w[_

5.2 Contradominio; MR

5.3 Zeros; 4,5 /‘[%_ o 0‘3[ ) [
5.4 Intervalo onde f (x) é positiva ou negativa; ——— J }3 y =O°

5.5 Monotonia da fungéo. wowofora dacagasude

Figura 3.5 - Resposta do grupo E
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Os grupos C e E apresentam todas as respostas corretas, mas com falta de rigor, pois o grupo

C retificou com corretor o valor do intervalo onde a fungéo era positiva, mas ndo indicaram
. . . 3 ~ 2 ..
novamente o valor. O grupo E indica o intervalo fechado em 5 onde a fung&o é positiva, mas

0 correto era intervalo aberto.

Nos ficheiros de GeoGebra (ver Anexo N), com a andlise do protocolo de construcéo pode-
se perceber que 0s grupos conseguiram manusear alguns dos comandos basicos sem muitos

problemas.

No ponto 6 da ficha alguns alunos questionaram o que significava “faz 0 mesmo para os
calculos pretendidos”, pois ndo perceberam que para saber se a funcgéo era positiva poderiam
introduzir a expressdo f(x) > 0 e obteriam a resposta, embora pudessem obter a resposta

apenas com a andlise grafica.
1.1.1.2 Parte Il da atividade I

A resolucdo desta atividade envolvia o grafico de uma funcédo quadratica, e pretendia-se que
o0 aluno analisasse o grafico e, com os pré-requisitos, sobre o estudo da funcdo quadratica,
respondesse as questdes propostas. Porém alguns dos grupos ndo conseguiram fazer a
relacdo entre a resolucdo algébrica e a representacdo grafica apresentada na figura abaixo.

Graéfico 3.2- Gréfico da fungdo g(x) = x> —4x + 5

Na questdo 1.3, ao utilizarem a Folha CAS no GeoGebra, ndo conseguiram interpretar os
resultados e traduzir em forma de intervalos as condi¢des g(x) > 0 e g(x) < 0, apenas

transcreveram as respostas.
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Apresentamos como exemplo a resposta do grupo A:

Dg=h  Qasssnadm HUE
"’)8 %’(X)( O - w&,o (Y‘—&.D L"la '

\ alaalo 9(9:)(0)
D\%: PW : —
@(x) 0P Uan{ ad( g0

Figura 3.6 - Resposta do grupo A a questdo 1.3 da parte 11

Ao analisar as suas respostas, podemos ver que nao entendem corretamente como indicar o

contradominio da funcéo e nao levaram em conta o veértice da parabola.
1.1.1.3 Parte IIl da atividade I

Analisando o gréfico da terceira funcdo, os alunos apresentaram maiores dificuldades, pois
é um tipo de funcdo que ainda eles ndo conheciam. No entanto, pretendia-se que eles
fizessem algumas questdes pertinentes e fossem a procura de respostas. No ficheiro do
GeoGebra do grupo A, pode-se perceber que alteraram o zoom da figura para que pudessem
perceber o que acontecia com a funcdo em certos valores. Pois ndo seria possivel visualizar
alguns pontos do gréafico s6 com a primeira imagem gréfica apresentada pelo GeoGebra,

como vemos na figura abaixo:

h

0 140 -0 o0 60 60 40 20 0 20 40 60 80 1o 12 140 180 180 200

-100

120

1000

Gréfico 3.3 — Grafico da funcdo h(x) = 100 — o3

No entanto nas respostas dadas apresentam erros no contradominio, e conseguem oS valores

corretos para os zeros e intervalos onde a fungdo é positiva e negativa.
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1.2 Confirma os teus dados aplicando o passo 6 da parte I, para a fungdo h.
Dh=R,
V=W

9enos-b [e=0); (=) |
\ntente les Gndﬂ/@ée)jp(';&n He /nej;,u\wt;
INYe H(0< X< 6)

Lieo>0 b (e <O ), (256)

Figura 3.7 - Resposta do grupo A a questdo 1.2 da parte 111 da atividade |

Nesta primeira atividade realizada recorrendo ao GeoGebra, esperava-se que 0s alunos nao
apresentassem muitos erros, visto ser um contetdo estudado anteriormente, no entanto
apresentam erros de anélise grafica, que vem de encontro a uma observacao feita por alguns
dos entrevistados,

“Os alunos apresentam maiores dificuldades em perceber graficamente o que significa vértices,

zeros, dominio, contradominio e saber o que quer realmente calcular.”
(E2- 21/02/18)

“No estudo de funcdes o professor considera que a parte que os alunos tém maiores dificuldades
é na parte gréfica, tanto para fazer ou para estudar. «
(Es — 24/02/18)

Nesta atividade, pretendia-se que o aluno fizesse a ponte de ligacdo, entre as diferentes
representacOes, grafica e algébrica. Mesmo com o0s conhecimentos anteriores sobre as
funcdes afins e quadraticas os alunos cometeram alguns erros na observacao grafica das

funces e principalmente na indicacdo do contradominio das funcdes.

No final da aula fez-se uma discussdo com os alunos, chamando a atencdo aos erros
cometidos e explicando novamente o conceito de contradominio em relacdo a visualizagao

grafica.

1.1.2 Conclusdo da atividade I
A utilizagdo do GeoGebra proporcionou aos alunos a visualizacao gréfica e paralelamente a
andlise algébrica, pois ao utilizar a movimentacdo dindmica do ponto P, alguns alunos
tiveram duavidas iniciais sobre o dominio da funcéo, pois, ndo tinham alterado a variagédo de
a (abcissa do ponto P), pois o seletor que representa esse valor tinha uma varia¢do de -5a5
0 que ndo permitia uma visualizacdo correta do dominio da funcdo. Apos a alteracdo da

variacdo do seletor e do zoom da folha gréfica, puderam analisar o comportamento da
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funcdo. Utilizando a folha CAS, perceberam que o GeoGebra possibilita obter as respostas
para calcular os zeros, determinar os intervalos onde a funcéo € positiva ou negativa, embora
muitos ndo conseguem fazer a relacao entre o que visualizam graficamente e o que realmente

obtém ao fazer célculos algébricos.
1.2 Atividade Il — Taxa de variacdo média

Na atividade Il (ver Anexo G) pretende-se trabalhar a taxa de variagdo média de uma funcéo
afim num intervalo, recorrendo aos pré-requisitos dos alunos, fazendo questdes as quais 0s
alunos tém de apresentar o seu raciocinio, através da resolucdo algebrica. Num segundo
momento o aluno recorre ao ficheiro do GeoGebra “Taxa de Varia¢do média” e ao efetuar
as mudancas necessarias aos seletores, confirma os seus resultados. Espera-se que ao longo
da atividade e com a analise gréafica, o aluno possa corrigir 0s seus erros e tirar as suas
préprias conclus@es sobre a taxa de variacdo média de uma funcdo afim. A atividade tem a

duracdo de 50 minutos com os seguintes objetivos:

e Calcular a taxa de variacdo média de uma funcéo afim num intervalo.
e Concluir que a taxa de variacdo de uma funcédo afim é constante.
e Alterar o valor do declive da reta e concluir que a taxa de variacdo média é sempre

igual ao declive da reta.
1.2.1 Anadlise da aplicac¢do da atividade 11

A aula iniciou-se normalmente, sem sobressaltos e com todos 0s materiais necessarios.
Nessa atividade contamos apenas com 9 alunos que formavam cinco dos grupos iniciais. Na
aula seguinte foi entregue aos alunos ausentes a atividade para resolverem e, portanto, terem

conhecimento de todas as atividades.
1.2.1.1 Partel da atividade II

Dos grupos, quatro apresentaram todos os calculos corretos relativamente ao exercicio 1.1
(ver Anexo G), ndo tiveram dificuldades em utilizar a expressao da taxa de variacdo média,

apenas o grupo A, teve um erro de calculo.

No exercicio 1.3 pedia-se ao aluno para que alterasse o declive da funcédo afim a sua escolha,

mas todos 0s grupos optaram por escolher um valor positivo para o valor de m, no entanto

46



UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO

GEOGEBRA

esperava-se que espontaneamente escolhessem um valor negativo, para que pudessem ver a

diferenca da posicao da reta em relagcéo ao seu declive. Apresentamos a resposta de um dos

grupos ao exercicio 1.3 e 1.4.

a)

)y
:‘\

: —— 7
1.3 Altere o valor do declive (m) da fungiio f(x) para um valor a tua escolha e
calcule de novo a taxa de variagiio média nos intervalos indicados na alinea a) ¢

b). ('(.'\_ A X A

(2,31 Jf@)=d(ar-¢ b) [%3p] A (2= 4(3)-4
') ~’\(",\ & ‘\f 3S) = 4(3H) -4
pYS \

1.4 O que acontece a taxa de variagdo média de f(x) nesses intervalos

| /
FUnwnunell: 8 Ui . ' oo
'

Figura 3.8 — Resolucéo da atividade 11 do grupo D

Num segundo momento, os alunos recorreram ao ficheiro do GeoGebra “Atividade I - Taxa

de variacdo média”, alteraram os valores de a e b de acordo com os intervalos e os valores

de m e k, e foram confirmando e corrigindo os resultados obtidos. Apresentamos abaixo 0s

ficheiros do GeoGebra de acordo com o declive negativo ou positivo.

-

€77 Atividade |l-Taxa de variagio média.ggb

Ficheiro Editar Vista Opcles Ferramentas Janela Ajuda

AP OO L) N

- ]

Inicie a sessdo

ey

Entrada:

20
Abcissas dos pontos P e Q v
a=1028 b=8637 f8) fm = = o — - $r
15 1
. 1
Coeficientes da funcéio afim |
m= 2 k= -4 !
10 !
b)) == === D d
Taxa de variacio média IQ |
T 3 G I
6.37) — f(10.28
T. v.m [(.r.b]—jl) it ) _ I 1
6.37 — (10.28) 5 1 X
! I
! I
(=634
/\ 1 ! X
-30 25 -20 15 -10 5 o 5 10 15 20 25
b a
-5

Grafico 3.4 — Ficheiro do GeoGebra da atividade taxa de variagdo média da fungao com declive positivo
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No exercicio 1.3, era pedido para alterar o valor de m, mas os grupos preferiram valores
positivos, entdo foi-lhes sugerido que eles alterassem o valor de m = —1 e que comentassem
a alteracdo em relacdo ao declive anterior. Na figura abaixo, apresentamos o grafico obtido

no GeoGebra, feito com a alteracéo sugerida.

@77 Atividade |l-Taxa de variagio média.ggh - m] X

Ficheiro Editar Vista Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Inicie a sessdo.

N sl S o] @I NI B

Abcissas dos pontos Pe Q

-

a=-1346 b=2

Coeficientes da funcio afim

m=-1 k=4 e e e m o 1 @)

Taxa de variagfio média
F(2) — f(—13.46) _

T.v.m [a,b] = —_— (—13.46)

-1

Entrada:

Gréfico 3.5 - Ficheiro do GeoGebra da atividade taxa de variagdo média da fungdo com declive negativo

A aula foi concluida com uma discusséo sobre a relacao entre a taxa de variacdo média num
intervalo de uma funcdo afim e o declive da funcédo. Fizeram a relagédo entre a posicéo da

reta e o declive da funcgéo.

1.2.1 Conclusado da atividade I1
Todos os grupos conseguiram utilizar de forma correta a expressao da taxa de variacao
média, nos calculos algébricos e de seguida constataram que no ficheiro do GeoGebra foi
introduzido a mesma expressdo e confirmaram os seus resultados. Alguns grupos
apresentaram duvidas quando tentavam introduzir os valores de a e b de acordo com o
intervalo [5,2; 7,1], ndo entendiam o motivo de ndo aceitar o valor introduzido. E entdo, foi-
Ihes explicado como poderiam resolver o problema alterando a variacdo do seletor, e que

essa variacao podia ser alterada conforme os seus objetivos.
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Alguns se motivaram ao ver que tinham obtido respostas corretas com os seus calculos, e
através da observacdo grafica puderam constatar que por mais que alterassem os valores dos
intervalos numa funcao afim, sempre obtiveram o mesmo resultado para a taxa de varia¢éo
média e relacionaram este resultado com a posicéo da reta. Observaram que quando o declive
da reta é zero obtém-se uma reta horizontal e quando o declive é positivo e negativo obtém-

se retas obliquas, mas em sentidos diferentes.

A utilizacdo do GeoGebra na aplicacdo dessa atividade foi muito importante, pois de forma
rapida podiam alterar os valores pretendidos e obtinham os graficos com as caracteristicas
pretendidas, o que ndo acontece quando se pretende desenhar no quadro negro, pois cada
vez que for necessario fazer uma alteracdo teriam de construir um novo grafico, € nem
sempre com a precisdo com que o GeoGebra nos devolve um gréfico. Por outro lado,

facilitou a observacdo grafica e a comparagdo com os calculos algébricos efetuados.
1.3Atividade 111 — Velocidade de um corpo

E proposto um problema’ de velocidade de uma bola segundo uma funcio quadratica, e
pede-se ao aluno que calcule o valor da velocidade em certos intervalos. Sendo o aluno da
area cientifico e tecnoldgico e tendo ja trabalhado a velocidade na disciplina de fisica espera-
se que nao tenha muitas dificuldades nos calculos e na interpretacdo dos resultados obtidos.
Seguidamente com 0 GeoGebra, 0 aluno pela visualizagdo grafica podera analisar e tirar as
suas proprias conclusdes, sobre a variacdo da velocidade da bola. Com a duragdo de 50

minutos espera-se alcancar os objetivos:

e Calcular a velocidade de um corpo num dado intervalo de tempo.
e Calcular a velocidade instantdnea num dado instante.

e Analisar o grafico da funcéo e relacionar a velocidade com a monotonia da funcdo.
1.3.1 Andlise da aplicagdo da atividade III

A aplicacdo da atividade 111 (ver Anexo H), é uma continuagéo da atividade anterior em que

se iniciou falando de taxa de variacdo média numa funcéo afim, e para ampliar este conceito

7 Adaptado do livro “Fungdes I1I, Matematica A 12° ano”
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é sugerido um problema de velocidade, que vem de encontro aos conhecimentos dos alunos,

e poderiam recorrer a ideia da atividade anterior.

A atividade foi apresentada em duas partes primeiramente teriam de recorrer a calculos
algébricos, e, por fim, recorrendo ao ficheiro do GeoGebra poderiam analisar a

movimentacdo dindmica do ponto que representava a bola.

Na questdo 1.1 a) e b) sobre velocidade média os grupos nao apresentaram dificuldades, pois
ja tinham aplicado a expressdo da taxa de variagdo media e alguns recorreram ao que

aprenderam em Fisica, de seguida apresentamos algumas respostas dos grupos.

1. Uma bola ¢ langada de baixo para cima. A altura @, em metros, a que a bola se
encontra do solo é fungfio do tempo t, em segundos, decorridos desde o seu
langamento.

A lei que relaciona @ com t & a(t) = 10t — 2t?

1.1 Determine a velocidade média a que a bola se desloca nos intervalos indicados.

8(()? /{[gz(lj 2.0 - Umn [_C',.)] o QLQC__:‘%\)_ - %;(:: =6
A(0) =0
Q{?):C}O 9~-<§1.i)‘L
Q LQ) = A8

b) [4;4,5) 5
ally)=104-2.4 v 4,5 = 4.5-8 - -F
aU\) =& 05

) ki
Q,5)=20.4,5- 2, 9)
aly,5=4,9

Figura 3.9 - Resolugdo do grupo A a questao 1 da atividade 111
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1. Uma bola ¢ langada de baixo para cima. A altura a, em metros, a que a bola se
encontra do solo é fungio do tempo t, em segundos, decorridos desde o seuw

langamento. \7: QJ.) = O(O} .
2-0

A lei que relaciona @ com t & a(t) = 10t — 22
V- 12 =6 5

1.1 Determine a velocidade média a que a bola se desloca nos intervalos indicados.
a) [0,2]

\/Vﬂ 26//

b) [4;4,5]

Vim= Q45)-0(4) 13
4is-4

Figura 3.10 - Resolucdo do grupo F a questdo 1 da atividade 111

Este grupo apresenta a ideia utilizada em fisica para calcular a velocidade, com o simbolo

17, no exercicio b tem um erro de sinal.

77 Atividade IIl - Velocidade média.ggb - m] X

Ficheiro Editar Vista Opcies Ferramentas Janela Ajuda Inicie a sess3o

Al pllolo)] <N =]« o o

- A Cr

ait)
Considere a lei que relaciona a et :a(t) = 10t — 21%

Extremo inferior do intervalo (Abcissa do ponto F): b=4

Extremo superior do intervalo (Abcissa do ponto Q): =45

Distancia do ponte P ao Q:

P alh)
P . on 8
a(4.5) — a(4) - =
VEIunmadE médialpe] = ————— = — 1 P=(.8
4.5-4
! <
D\f’e\nmdade instantanea no instante b aft) 1
g
1
1
—————— I
4 Il o=(s4
1
1
1
2 1
1
1
1
1 t
-24 22 -20 -18 -18 -14 12 -10 k] -6 -4 -2 o 2 3 @ ] 10 12 14
a(f)=-2f+ 10t
Entrada:

Figura 3.11 - Ficheiro do GeoGebra da atividade 111 exercicio 1.1
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Com a movimentacdo dindmica do ponto P, os alunos podiam observar que neste exemplo
relacionamos a altura de acordo com a barra lateral em que a bola est4 no preciso instante t.
O ponto Q é uma representacdo de outra altura que a bola estd em determinado instante,

permitindo assim calcular a velocidade média num intervalo.

Na resolugéo do exercicio 1.2 alguns grupos tiveram dificuldades para encontrar o resultado
visto que a expressao é complexa e para a sua resolucdo algébrica precisavam aplicar alguns
calculos e simplificacdo. Essas dificuldades podem ser observadas nas resolucdes abaixo

apresentadas.

1.2 Calcule a velocidade instantinea da bola no instante = 2,v§abcndo que a

velocidade instantinea de f no ponto t=5h ¢ dada por
a(b+ h) — a(b) :

0\(2\ = 10(&)_2‘1)Q o h , &“ %-ﬂ\zt}gk‘_lg 45
a (Q\ - QQ - & %\.\‘o /
) m 2% 1% =20
+ 0= 3_0(;2 th) 3 Q*Q, a L\—oo ’!"'A ‘
(b Q\ -‘O?O*’J.Og\ 2((23_,29,\4,,&1) = J(CC) ‘L(S)(O) 24
= 904100 -84 ghe | _ 24
I L\ +418b -A 2 ! o

Figura 3.12 - Resolucgéo do exercicio 1.2 do grupo D

1.2 Calcule a velocidade instantinea da bola no instante ¢t = 2, sabendo que a
velocidade instantineca de f mno ponto t=b ¢ dada por
al2) = 10.2- 2.2% = 20-8 = 12 ,im“_(b_*"’)l_“’(‘_’) a(2+h) = 10(2 +h) - 2 (2t h)
= h-0 -
=20+ 10h-2(2+h)
a(2+h)-a(2) 05 0%~ Atk 4
o € 204100 -8 -4h-4r-243
o 2h'tah +12' -2 T 2774 1Oh- ‘fn Yh -3+ 20
PR n -2‘1 $2,
=2h*tah = h(zh+a)
h - s
=dh+a
= 2O+ =0t 2 =2

Figura 3.13 - Resolucéo do exercicio 1.2 do grupo C

Das duas resolugdes podemos observar que o grupo D apresentou erros de sinal e, portanto,

ndo conseguiram a resposta correta; ja o grupo C apresenta calculos corretos embora com

pouco rigor na escrita matematica.
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Na questdo seguinte, foi possivel explicar aos alunos que a velocidade instantanea se
determina pela aproximac&o dos instantes cada vez mais daquele pretendido até obter o valor
mais proximo da velocidade naquele instante. E entdo foi introduzida a ideia de taxa de
variacdo instantdnea num intervalo, que corresponde exatamente a nocao de velocidade
instantanea. Quando o ponto Q esté tdo proximo de P que parece um Unico ponto obtemos o

valor da velocidade instantanea.

a

a

B
P aft)

P=1(0.58,5.203g

-8 -8 -4 -2 o 2 4 8 8
b

alt=-2t7+ 10t

Gréfico 3.6 - Movimentacdo dindmica da bola apds o langamento

Ao exercicio 1.5 e 1.6, alguns ndo conseguiram dar uma resposta concreta, porém outros
conseguiram responder corretamente e com o seu raciocinio. Exemplo de respostas dos

grupos.

1.5 Atribua o valor b = 0, o instante em que a bola ¢ langada. Com o botdo direito
sobre o seletor b clique em animar. Indica instantes onde a velocidade ¢ nula ou
negativa, o que essa variagdo significa em relagio ao movimento da bola?

L S 0ba0 s Vil i it

>L- =~ ':'. ]3 — \/\'\\'_,l\ = 0

1.6 'Qual ¢ a velocidade da bola quando toca o solo?
it

/ Udieciclade don g auandls 90 6 G KR
- C\S;QCJ Y

Figura 3.14 — Resolugéo do exercicio 1.5 e 1.6 do grupo D
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1.5 Atribua o valor b = 0, o instante em que a bola é langada. Com o botdo direito
sobre o seletor b clique em animar. Indica instantes onde a velocidade é nula ou
negativa, o que essa variagdo significa em relagdo ao movimento da bola?

A\XDQ’:?LO\DAQ ) W\d()\ nO gbm\\o mars OMO (‘E) Sna'%‘?co Drey
‘%X\D b ; r:ﬁ \ .t A

\ . . AT A AR AN
Anutlortoeds & fr\"(ﬁb‘\«w MO quouwdd 0 PR AU

-~

1.6 Qualéa velocidade da bola quando toca o solo?
: '
A ue2decde ¥ ob -0

Figura 3.15 — Resolugéo do exercicio 1.5 e 1.6 do grupo G

O grupo G expde uma resposta ao 1.5, clara e sugestiva, mas o valor de b ndo é o correto, e
responde corretamente ao dizer que a velocidade é negativa quando desce, e a resposta 1.6
sobre a velocidade ndo se sabe exatamente a que instante esta a referir o grupo. As respostas
do grupo D, poderiam ser mais bem elaboradas e tém erro no valor da velocidade em t = 0,
e em t = 2.3 a velocidade ndo é zero mas estd proximo. Quanto aos outros grupos

apresentam respostas aproximadas.

Para finalizar a aula foi discutida alguns pontos mais relevantes da atividade, em que um dos
alunos disse:

“Isso pode ser usado em Fisica? Acho que melhoraria a nossa visdao do langamento de corpos”.
(Aluno F,)

Essa observacdo do aluno, vem de encontro as observacdes feitas por um dos entrevistados,
que diz,
“[...] consegui usar o dinamismo do GeoGebra para ensinar aos alunos, e também na disciplina

de fisica com 0 movimento de um projétil parando na altura maxima e mostrando aos alunos o

que realmente traduz as formulas que tem trabalhado”.
(Es, 24/02/18)

Concluimos a aula, introduzindo a nogéo de derivada, fazendo a relagéo da derivada de uma
funcdo num ponto com a velocidade instantanea e com a taxa de variagdo instantanea, de

seguida a definicdo formal, introduzindo a ideia do incremento a abcissa do ponto P.
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1.3.1 Conclusado da atividade II1
Foi muito motivante a realizacdo desta atividade, os alunos ficaram entusiasmados com a
ideia de analisarem a movimentacao da bola atraves do GeoGebra. Ao animarem o seletor b
abcissa do ponto P puderam observar o movimento do ponto P a partir do instante zero,
subindo até atingir a altura méxima e depois descendo até atingir o solo.

O GeoGebra foi muito importante na aplicacdo desta atividade porque proporcionou aos
alunos a visualizacdo dindmica e neste ficheiro no lado esquerdo foi possivel os alunos irem
acompanhando os célculos para analisar a velocidade em cada instante. Foi para eles mais
dificil o calculo algébrico, pois os alunos sempre apresentam dificuldades em célculos que

envolvem a aplicacdo do quadrado de um bindmio e a factorizacéo.

O ficheiro do GeoGebra facilitou a nossa aula, pois para que os alunos pudessem analisar o
que acontecia com a bola, seria necessario desenhar vérios graficos no quadro, posicionando
0 ponto P em diversos instantes para que o aluno pudesse imaginar a movimentagéo da bola.
Claramente que ganhamos tempo com essa atividade, o aluno dispunha do ficheiro e era
necessario apenas focar a sua atencdo na movimentacdo e observar 0s valores das

velocidades. E conseguiu traduzir por palavras proprias o que observou.

1.4 Atividade 1V — Tangente ao grafico de uma funcao

E proposto um problema de tangente a uma curva segundo uma funcéo quadratica, e pede-
se ao aluno que inicie construindo o grafico da funcdo no GeoGebra. De seguida que trace
uma reta passando por dois pontos genéricos pertencentes a fungdo P = (xo, f (xo)) e
Q = (xy, f(x1)) (reta secante ao grafico da fungio). Usando uma tabela o aluno aponta
variacOes para os valores do declive da reta secante quando o ponto Q se aproxima de
P= (3,f(3)) de modo que a distancia entre eles seja menor possivel, e verificando que
obtém-se uma reta tangente a curva no ponto de abcissa x = 3. Supondo que
Q = (xo + h, f(xo + h)) 0 aluno determina algebricamente o declive da reta tangente dada

por:

i £ %o + ) — f(x0)
im

h—0 h

Os objetivos da atividade séo:
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e Calcular o declive de uma reta secante passando por dois pontos da fungao f.
e Fixando o ponto P, calcular o declive da secante quando Q se aproxima de P.
e Pela definicdo do declive da reta tangente confirmar o valor obtido anteriormente.

e Escrever a equacdo de reta tangente obtida.
1.4.1 Andlise da aplicagdo da atividade IV

Iniciou-se a aula, fazendo uma breve reviséo do significado de reta tangente e reta secante.
Seguidamente, aborddmos a questdo de reta tangente a uma circunferéncia (ver Anexo 1),
fazendo uma comparacédo e realcando as diferencas em relacdo a reta tangente a uma funcéo

num ponto.

Nesta sequéncia, introduziu-se a férmula para escrever a equagdo de uma reta tangente ao
grafico de uma fungdo num ponto P = (x,, f(xy)), € dada por y = m(x — xg) + f(xp),
onde m é o declive da reta tangente no ponto P. Nesta atividade, os alunos ja tinham a ideia
do que significava o declive de uma reta, trabalhado nas questbes de assimptotas ao grafico

de uma funcdo e na atividade “Taxa de variacao média”.

Ao introduzir os dados no GeoGebra obtiveram o seguinte grafico, a partir da qual teriam de

tirar os dados para resolver a tarefa 1.

T
-10

Gréfico 3.7 - Gréfico da fungdo f(x) = x? — 1 e da reta PQ

56



UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

Na resolucédo da tarefa 1, alguns grupos tiveram dificuldades em apresentar os resultados
esperava-se que construissem uma tabela onde pudessem organizar os valores do declive
com relacdo aos valores das abcissas dos pontos P e Q. As figuras abaixo mostram algumas

respostas:

1. Abre o ficheiro do geogebra “Atividade V™, altere os coeficientes da fungio

paraa~=1, b= Oe ¢ = —1. Fixe o ponto P em x¢ = 3 ¢ movimente o ponto
Q em diregiio a P. Clicando no botdo declive da reta secante aponta valores do
declive da reta secante quando a distincia dos pontos aproximar de zero.

_f e | n M R ’

Huonde o odtikbg ds nls Y 2N xy=1,4 6 ducdove s 4,1

olwibba (24 | duckivt do nha s2eandy (m

— R R 27506 Bl A et o Rrcoazints 4

1,5 4,5
2,5 s
3/03 6’8
4/6 |}7!6

Figura 3.16 -Resposta da tarefa 1, do grupo F.

1. Abre o ficheiro do geogebra “Atividade V", altere os coeficientes da funcdo
paraa=1, b= 0ec=—1. Fixe o ponto P em x; =3 ¢ movimente o ponto
Q em diregdo a P. Clicando no botéo declive da reta secante aponta valores do

declive da reta secante quando a distancia dos pontos aproximar de zero.

Abeitsa G Deckive

2,1 -
2,? | C
s |

Figura 3.17 - Resposta da tarefa 1, do grupo C.

Das duas respostas apresentadas ambos recorreram a tabela para organizagéo dos valores, 0
grupo C responde corretamente com a aproximacao de x; em direcdo a x, até que 0s pontos
estejam quase a coincidir quando x; = 3 o declive da reta é 6, que vai ser exatamente 0
declive da reta tangente no ponto x, = 3. O grafico abaixo apresenta as sucessivas retas

secantes obtidas pela aproximacéo de Q ao ponto P.

57



ANALISE DOS RESULTADOS

20 25

Gréfico 3.8 - Sucessivas retas secantes ao grafico de f(x) passando por P e Q

Em relacdo a questdo 2 em que o ponto P é fixo e o ponto Q movimenta em sua direcao quer

h seja positivo ou negativo, o grupo E responde que,

A. Ainda no ficheiro do Geogebra na folha algébrica altere a abeissa do ponto Q
para x_0 - h, de seguida clique no seletor h e escolha a opg¢do animar, de
seguida responde as seguintes questdes; Qual € a posigdo de Q em relagido ao

ponto P quando h>0? E quando h<0?
&w/mﬁ %<0 o~ /nma.-; o ﬂ/‘.'ca- a -é’xw;_a((; e P

*" »
W/ JOo & //’Lo-’}»(.b,‘;; ele é‘—/‘c':_a O gl tALn AP /7

Figura 3.18 - Resposta do grupo E a tarefa 2

2. Ainda no ficheiro do Geogebra na folha algébrica altere a abcissa do ponto Q
para x_0 + h, de seguida clique no scletor h e escolha a opgio animar, de
seguida responde as seguintes questdes; Qual ¢ a posi¢do de Q em relagdo ao

ponto P quando h>0? E quando h<0?
~

~ \ ’ | . 'S
Q) \ oS v TV 5 WD », 19D ¢ v '
Koo a2 =) Y W RURE . e
i
m N
f . Al \» & \| ~
- ! N @ oD AD B8 B b »
N "\_L;'c 0l Cv NG O =D - @ RS o @ ! Db ‘7“-& VI

Figura 3.19 - Resposta do grupo G a tarefa 2.
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O grupo E, relaciona o sinal de h com a posic¢ao do ponto Q estar a esquerda ou a direita do

ponto P, enquanto, que o grupo G relaciona o sinal de h com o ponto Q ser maior ou menor

que P. Nesse caso é aceitavel a resposta do grupo E, pois, pedia-se a posi¢do do ponto Q em

relacdo ao ponto P. Os gréaficos abaixo mostram essa relagéo.

Gréfico 3.8 - O ponto Q est4 & direita do ponto P Grafico 3.9 - O ponto Q esta & esquerda do ponto P

Em relacdo ao exercicio 3, alguns grupos apresentaram dificuldades na simplificacdo da

expressdo principalmente no quadrado de binémio e na factorizacdo. Abaixo exibimos

exemplos de respostas dos grupos.

3 Supondo que Q = (3+ h, f(3+ h)), determine algebricamente o declive da
reta tangente dada por limy,_.g E-'%f’—l Comenta o resultado obtido com o
{ y — l -
resultado do ponto | (.7(3 st 1 f (3) =8
’ +x
3th) =3+h) -1 2
3tk = 34w _ (hlohis -3
2 B4n)(3+ N - 1 L
- 9+ 3h+3nr h = hz
o p2 pbhe 8 nteh
4

Figura 3.20 - Resolucéo do exercicio 3 pelo grupo C
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2. Supondo queQ = 3+ h, f(3+ h)), determine algebricamente o declive da

" Gh)-[@)
reta tangente dada por limy g Q-h— Comenta o resultado obtido com o

resultado do ponto 1.

'(3”/\/")4(3) t\) 0. 3)[4\ /f Aén'\ "A_‘fé’zﬂ 2.
BrRA 435 2x 3 (W)-

[t W= HCH Ghih=4 bmﬁLﬁé@J

f’3+|r. l/\‘i'()\(\ +9 &rBMQ«bH'(J

J(3)=1+3-03-1 Q*u-ofu:u
I2)=3 ot

Figura 3.21 - Resolucao do exercicio 3 pelo grupo A

3, Supondo que Q = 3+ h, f(3+ h)), determine algebricamente o declive da

reta tangente dada por limy, . ,(3”') 3 . Comenta o resultado obtido com o
resultado do ponto 1. a
3+ = Gy
oA (2+ f(/\_\;_’ﬁ 3+ b IR
h-o I ; ;—6 =1
2 Wheh+ 8

h o+ 60 +38 - %
I

J?A(Vl %.,_(___M) = 6
A—x’) ﬂy( 1

Figura 3.22 - Resolucdo do grupo D ao exercicio 3

Dos exemplos acima, podemos constatar que o grupo C e o grupo D, responderam
corretamente e obtiveram o valor do declive m = 6, 0 grupo A comegou com substituigdo
errada para calcular (3 + h) e f(3) por ndo aperceber qual era a expresséao correta de f(x),
logo a sua resolugéo é incorreta. No exercicio seguinte tinham que utilizar o resultado obtido

no exercicio 3, e temos as seguintes resolugdes:

4. Fscreva a equagio da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto P de abcissa
A=3.
Moz QP A \/=®»01x- 10,03
2= B

Figura 3.23 - Resolucao do exercicio 4 pelo grupo D
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4. Escreva a equagiio da reta tangente ao grifico de f(x) no ponto P de abcissa
%=3. -
< —i(x-3)-3
4 Y AL y N
¥< :) ‘(L ) Y -2 X-26-2
Kb,—g (J\-_; fQX-—bd’)

Figura 3.24 - Resolucao do exercicio 4 pelo grupo A

Podemos aperceber-nos que o grupo D apenas apresenta os resultados possivelmente a partir
da solucdo dada pelo ficheiro do GeoGebra, ja 0 grupo A apresenta um raciocinio correto
embora o valor do declive ndo seja 12, pois foi o valor que obtiveram no exercicio anterior,

0 que torna a resolucdo errada.

Na ultima tarefa dessa ficha os grupos apresentaram apenas a equacao que foi devolvida pelo

GeoGebra e 0 grupo A respondeu de forma sugestiva:

5. Voltando ao geogebra, com clique sobre o seletor h, pare a animagdo e altere o
seu valor para h = 0,00001. O que concluis em relagio a equagdo obtida no

ponto anterior?

y 6 00004 x - 40,0000 3

Figura 3.25 - Resolucéo da tarefa 5 pelo grupo D

5. Voltando ao geogebra, com clique sobre o seletor h, pare a animagio ¢ altere 0
seu valor para h = 0,00001. O que concluis em relagio a equagio obtida no

ponto anterior?

’%Z‘U‘i@u ol LN ﬂc%u.lé'((fn'ﬁf pa Q@ nela -lah.gfn le

Figura 3.26 - Resolucéo da tarefa 5 pelo grupo A

Podemos observar na figura abaixo, o grafico da funcdo com a reta PQ tangente ao grafico

de f(x) no ponto P.
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15 RY)

Gréfico 3.9 - Reta tangente ao grafico de f(x) no ponto de abcissa x,
Declive e equacéo da reta tangente ao grafico de f(x) em x,

e — lim 051 0-00001) = f(3) _ . ooho y = 6.00001z — 10.00003
i 0 0.00001

I
—

Para finalizar a aula fizemos uma breve discussdo, em que aproveitdmos a resposta do grupo
A apresentado na figura 3.26, para mostrar aos alunos que a aproximagdo do ponto Q em
direcdo ao ponto P de forma que a sua distancia aproxima-se de zero, nos leva a obter uma

reta tangente no ponto P de abcissa x.

Um dos alunos respondeu que o declive da reta tangente foi calculado exatamente como o
valor da velocidade instantanea. Aproveitando dessa resposta concluimos que a interpretacéo
geométrica da derivada de uma funcgdo no ponto de abcissa x,, € 0 declive da reta tangente

ao grafico da funcéo nesse ponto.

1.4.1 Conclusdo da atividade IV
Esta atividade realizada no GeoGebra, mostrou-se de grande importancia, pois com a
observacao grafica e paralelamente aos calculos apresentados neste ficheiro, os alunos
puderam constatar, que a aproximacéo do ponto Q em relagdo ao ponto P, por onde passa a

reta secante, quando na sua posicédo limite, nos retorna uma reta tangente.
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A movimentacdo dinamica permite-nos analisar as sucessivas posigdes das retas secantes
até obtermos a reta tangente no ponto P. Novamente os alunos puderam relacionar a posi¢éo
das retas com o seu declive, embora nos seus calculos alguns apresentaram dificuldades ja
mencionadas anteriormente. Com o0s resultados devolvidos pelo GeoGebra, tiveram a

oportunidade de analisar e corrigir 0s seus proprios erros.

1.5 Atividade V — Derivadas Laterais

Dada uma funcdo definida por ramos, pretende-se determinar as derivadas laterais no ponto
de abcissa x, e relacionar o valor do declive da reta tangente com as derivadas laterais. Para
isso € sugerido aos alunos que fagcam a animacédo dos seletores para observar a movimentagédo
da reta tangente no ponto sugerido. Sdo dadas funcdes diferentes, para que o aluno possa
relacionar o valor do declive da reta tangente, com a existéncia de derivada no ponto
indicado. Identificar que uma funcgdo pode néo ter derivada nesse ponto, mas possuir retas
semitangentes no ponto. A duracdo da atividade é de 100 minutos com os seguintes

objetivos:

e Determinar as derivadas laterais num dado ponto;

e Relacionar as derivadas laterais com o declive da reta tangente.
1.5.1 Andlise da aplicagdo da atividade V

Inicidmos a atividade com a exposi¢cdo da teoria sobre derivadas laterais (ver Anexo J),
apresentada numa caixa no inicio da ficha e desenvolvemos a ficha dividida em duas partes

para que fosse possivel analisar diferentes funcdes continuas e ndo continuas.
1.5.1.1 Partel da atividade V

Na parte | da respetiva atividade da-se inicio a apresentacdo da funcgéo, dos pontos e da reta
s secante ao grafico da fungdo. Na tarefa 1.1 ao introduzir no GeoGebra as caracteristicas

pretendidas obtivemos os seguintes graficos.
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,ereta Grafico 3.11 — Funcao g(x) = {—);_-l—slsiexxizz’ e reta

Gréfico 3.10- Funcédo g(x) = {_J;;Blsgzexxizz

s semitangente a direita de x semitangente a esquerda de x,

O declive m; dareta s quando h = —0.001 e h = 0.001, declive da reta s a direita e a

esquerda de x, = 2, devolvido pelo GeoGebra sdo 0s seguintes:

g2+ —0.001) — g _J
24 0.001) — g(2) = lin
) — g(2) -1 my = —0.001
0.001

iy = ]]]n

Os alunos que perceberam a atividade anterior e conseguiram fazer a relacéo entre o declive
da reta tangente no ponto de abcissa x,, e a derivada no ponto, ndo tiveram dificuldades em
resolver a primeira tarefa.

Exemplos de respostas dadas pelos grupos:

1.1 O que podes concluir em relaglio a reta 5 ¢ ao valor do seu declive quando x = 2

_oooé\;fopaggj ~0.001? thQA hwo\nl,sn({c
Ry e e
Guando 4 negahito naiagﬂr\%ﬂ

1.2 Anime o seletor h, ¢ indique o valor das derivadas laterais em x, = 2. Existe
derivada no ponto de abcissa x, = 27

,%Je y e 08 deaivadas Q@ pauuonal

At o e, s@0 At fenen k3

Figura 3.27 — Resolugéo da tarefa 1 pelo grupo A
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1.1 O que podes concluir em relagiio a reta s e ao valor do seu declive quando xy = 2
h =0.0017E =0, ?
para h 0.001 )A 20001
1,\ =000 4
W - Lm q(; 40,004 |-G (R) _ 4 My - Lion g(l’g_dﬂ)-‘ﬁ(ﬂ
L\ ¢ h=>0 Spui p - 0,00 4
oL o‘ohn A uma um declive ‘g,;mt{we = - A & h=-0gova e,e,
1.2 Anime o seletor h, e indique o valor das derivadas laterais em xp = 2. Existe v de
. me& um t
derivada no ponto de abcissa x,, =27 r\oaaiw &
A drivodon fc\fmmg 200
O&Qﬁ/‘m« 24 ;f/ﬂ nas exiale cei’/vuvacp a
Figura 3.28 - Resolucéo da tarefa 1 pelo grupo D
Pelas respostas dadas, percebemos que os alunos conseguiram determinar o declive das

semitangentes a direita e a esquerda de x, = 2. Na questdo seguinte tinham de relacionar o

declive das retas obtidas anteriormente com as derivadas laterais e concluiram

derivada de g(x) no ponto x, = 2.

1.5.1.2 Partell da atividade V

Na parte 1l desta atividade foi dada a fungdo f(x) = {;2 _:f zg ; i ;

GeoGebra obtivemos os seguintes graficos:

gue ndo existe

, earetas, no

fi ' -
() 1tx) v ¥
20 1 .
I L]
I ]
15 1 L}
0 ]
gl 14” ¥
3xy) .,,* ¥
10 ] '
|
e
iy
5 :'
I'
% l'! b3
R T
I
\ I,l
Ty
5] i
1 1
!
Fi 1

—4sex<2

Gréfico 3-13 - Grafico da func¢ao f(x) = { 214 coxo 2

e reta tangente a direita do ponto x, = 2

Gréfico 3-14 - Gréfico da funcéo f(x) = {Xz +4 sex> 2

sucessivas retas tangentes nos pontos proximos a x, = 2

x?—4sex<2

No grafico 3.13, quando h = 0.001 e x, = 2, obtivemos um valor a direita de x, e neste

ponto podemos notar que a reta tangente é vertical, e quando isso acontece significa que ndo
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existe derivada a direita de x,, ou pode ser representada por f' (2*) = +oco. No gréafico
3.14, no ficheiro GeoGebra, ao ativar o trago para a reta s, obtivemos sucessivas retas
tangentes; a cor lilas estdo as retas quando x, toma valores menores que 2, e a amarelo estdo

as retas quando x, toma valores maiores que 2.

Os grupos apresentaram respostas sugestivas em relagdo ao que observamos pela

movimentacao do x, . Exemplos de resolucdes de alguns grupos:

1.1 Altere o valor de h = 0.0001, com clique sobre o seletor x, escolha a op¢io
animar, O que observaste em relagiio a reta s quando x, = 2 ?

A wdo fo:
m:;c;) o x%%mw%ﬁ Ejz; cen Y\uxa?&da YO }0&:11:@02 o

Figura 3.29 - Resposta da tarefa 1 parte 11 do grupo A

LI Altere o valor de h = 0.0001, com clique sobre o scletor X, cscolha a opgiio

animar. O que observaste em relagiio a reta s quando Xg=27

O».\o\o o
h = < tome Ae {,\m W o s
m%@ M Ut f\,(,‘r ‘ " W’I i:fice W@ 4 6

Figura 3.30 - Resposta da tarefa 1 parte 11 do grupo C

As questdes seguintes, 0s grupos perceberam que ndo existe a derivada no ponto x, = 2,
pois, existe uma descontinuidade neste ponto. De seguida apresentamos as respostas de

alguns grupos.
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1.2 Pare a animagio e diga qual ¢é o valor do declive da reta tangente quando x, = 2 ¢
& a& h = 0.00001. E quando h = -0.00001?
o = . alf a ovo4,000
Xo=w 2 £ /1 _0/_000'{ © c&lc,é:,-u Mﬂao‘?“'\j\
| o= 2 A A =0, 000"/ o C‘&Q&A/" AT e 4(?¢_¢a,l o 3’3%%6‘

1.3 O que podes concluir em relagfio as derivadas laterais no ponto de abcissa x, = 27
Existe derivada em xy = 27

ﬂm aé/u'/buo/a/)m}»ul /(kz*) ?/'/E_/

Figura 3.31 - Resolucéo das tarefas 1.2 e 1.3 do grupo E

1.2 Pare a animacio e diga qual é o valor do declive da reta tangente quando x, = 2 ¢
h = 0.00001. E quando h = —0.00001?
> vy N N ‘
bote. o A 0, 00001 & dt[ﬁu\(l - Qnoow L'l howo 1
folta ﬂ\ —=0,00p0f 0 O("Cj—"l/! =3,%99 v, =

1.3 O que podes concluir em relagdio as derivadas laterais no ponto de abcissa xy = 27
Existe derivada em x4 = 27

s’ J
? o&N"”--?"/ D, 0"1*?\-'“ Mo eale :iﬂf!‘ﬁf.wi‘*

Figura 3.32 - Resolucéo das tarefas 1.2 e 1.3 do grupo F

Passdmos ao exercicio numero 2 em que os alunos tinham de recorrer ao ficheiro

GeoGebra e na folha algébrica, alterar a funcdo anterior para

f(x):{xz—ll sex <2

) , quase todos o0s grupos conseguiram alterar a funcéo.
—x“+4x —4 sex > 2

Ao fazer a alteracdo 0 GeoGebra devolve um outro grafico, sé que os pontos que tinham
sido colocados abertos, continuaram nesta funcdo, mas ja nao faziam sentido. Um dos
alunos chamou atengéo a isso pois ao ampliar o grafico da func¢do questionou “A fungao
é descontinua no ponto x, = 2 ?”, pelo que tivemos que abrir um paréntesis e estudar a
continuidade da funcdo e concluiram que era continua nesse ponto. Entdo foi-lhes
sugerido que eliminassem o ponto que néo se aplicava a essa funcdo. Podemos ver abaixo

o ficheiro do GeoGebra obtido com esta alteracéo.

67



ANALISE DOS RESULTADOS

€77 Derivadas laterais parte Il.ggb

Ficheiro Editar Vista OpcGes Ferramentas Janela Ajuda

- [m] x

Inicie a sesso
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- =
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Figura 3.33 - Ficheiro do GeoGebra “ Derivadas laterais II” com a nova fungio f(x) = {

x* -4 sex <2
—x2+4x—4 sex>2

Ao inserir os dados do valor de x, e h, obtivemos o seguinte gréafico, e de seguida ao ativar

0 traco para a reta s, e movimentando o ponto x, , surge sucessivas retas tangentes nos varios

pontos da funcéo.
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Grafico 3.10 — Sucessivas retas tangentes ao grafico da fungdo em varios pontos

As retas a vermelho foram obtidas, para x, > 2, e as retas que estdo a verde foram obtidas

para x, < 2. E quando x, = 2, a reta s € horizontal, pois podemos observar que quando
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X, > 2 e aproximando-se de x, = 2, parece que a reta se sobrepde ao eixo xx, conforme

podemos confirmar com o gréafico abaixo.

) 124{¥ ] 12y '
I

Gréfico 3.12 - Grafico da funcgdo f(x) e a reta s a esquerda

Grafico 3.11 - Grafico da funcgdo f(x) e a reta s a direita
de Xo = 2

de Xog = 2
Ao analisar essa movimentacao 0s grupos responderam as questdes 2.1 e 2.2, apresentamos

abaixo alguns exemplos.

2.1 De seguida altere o valor de h = 0.0001 e clique sobre o seletor x4, escolha a opgiio
animar. O que observaste em relagio a rc}a squando x, = 27 .

Quando 20z2, 0 (eto 5;:‘1‘\:'0\:5'@‘ 0 erxo ®

h(etor s ¢ d"‘i}'\,ﬁamu lote Aoriqombel

A avmmp 404a g’

Figura 3.34 — Resposta do grupo D a tarefa 2

2.1 De seguida altere o valor de h = 0.0001 e clique sobre o seletor x,, escolha a opgiio
animar. O que observaste em relagfio a reta s quando xp = 2 ? ,Z‘
oo T . A A

(M’Szvﬂwwé‘\- Y an ‘W Ho= 2 £ /{/aﬂ .
A ane o o /Cﬂfr/?‘omzb/

2.2 Qual ¢ a posigiio e o declive da reta tangente quando o = 2 ¢ h = 0.000001? E
quando h = —~0.000001?
' o R ol 2 &
Qicoids Xuz s £o s mepsost & psigas & longuuitidse o
am 3 « okl Lol
. 7 eAccas € O 2 o Kl
(ju alo Xa:zi‘ﬁ/: 1‘406’(700 an oy 7 admed

Figura 3.35 - Resposta do grupo E a tarefa 2

Em relacdo as duas primeiras questfes, observamos que as resolugdes dos grupos séo no

sentido de indicar que a reta tangente é horizontal. O grupo D faz confusdo com o conceito
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de assimptota, e diz que a reta é constante, ou seja, 0 grupo tenta relacionar o que esta
observando com o0s seus conhecimentos anteriores. O grupo E responde corretamente e

relaciona a posicao com o valor do declive.

2.3 Existe derivada no ponto de abcissa x, = 2? Justifique.
LY o e \ ¢ \nall'A.n ~ W \ ~ }
Voo ¢ Xr.)\. W E)O] & o L\J,. % YOO OF ®#OimiRA L / &

Figura 3.36 - Resposta do grupo G a quest&o 2.3

Pela resposta do grupo G, podemos verificar que relacionaram os declives das semitangentes
no ponto de abcissa x, = 2, com as derivadas laterias nesse ponto, embora a sua resposta

esteja incompleta.

A questdo 2.4 ficou sem resposta, pois ndo tiveram tempo de a responder, e na aula seguinte
em que fizemos uma discussdo sobre a atividade, apontdmos os exemplos de gréaficos de
funcBes que ndo teriam derivada num determinado ponto, por ser descontinua neste ponto,
ou por existir uma mudanga brusca. Seguidamente foi-lhes explicado o motivo de terem
encontrado as semitangentes diferentes, e que esta diretamente relacionado com o declive

dessas retas a direita e a esquerda do referido ponto.

1.5.1 Conclusdo da atividade V
Essa atividade permitiu-nos explorar diversas funcdes, em que ndo existe derivada no ponto,
pois um dos maiores problemas dos alunos é relacionar o declive das semitangentes com a
existéncia da derivada no ponto x,. Normalmente da-se enfase aos calculos algébricos e o
aluno analisa os valores obtidos e respondem se existe ou ndo derivada no ponto; No entanto,
com a aplicacdo desta atividade e fazendo a aproximacdo por direita ou esquerda de x,,
observaram que as semitangentes ndo estavam no prolongamento uma da outra e portanto

tinham declives diferentes, concluindo que a funcao néo é derivavel no ponto x,.

Outra possibilidade que o0 GeoGebra nos permitiu analisar e mostrar aos alunos, é quando se
procura a derivada num ponto de descontinuidade, pois do lado onde temos o ponto aberto,
o ficheiro nos devolveu uma reta vertical, ou seja, foi mais facil mostrar aos alunos essa
questdo com a movimentacdo dindmica do x,, pois ao aproximar do ponto ha um salto e

apresenta duas semitagentes diferentes.
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1.6 Atividade VI — Extremos relativos e intervalos de monotonia

Usando a funcdo trabalhada na ficha anterior, com auxilio do declive da reta tangente no
ponto de abcissa x,, 0 aluno relaciona o sinal da derivada com a monotonia da fungéo dada.
Com a movimentacdo dindmica da reta tangente e do ponto x,, o0 aluno deve identificar
pontos onde a derivada é zero, o que significa que nestes pontos a funcéo atinge um maximo
ou um minimo relativo da funcdo. O aluno devera perceber pela observacdo do gréafico, que
a funcéo pode ter pontos onde a fun¢do muda de monotonia de crescente para decrescente
ou vice-versa, e que ndo existe derivada nestes pontos, no entanto séo extremos relativos da

funcdo. Com a duragéo de 50 minutos pretende-se alcancar os objetivos seguintes:

e Identificar intervalos onde a funcdo muda de monotonia de acordo com o sinal do
declive da reta tangente;

e Identificar pontos com o declive igual a zero, e relacionar com extremos relativos da
funcéo.

e Identificar pontos com declives das semitangentes a direita e a esquerda diferentes,

mas que sdo extremos relativos da funcéo.
1.6.1 Andlise da aplicagdo da atividade VI

Inicidmos a atividade (ver Anexo K), explorando os conhecimentos dos alunos, a partir
daquilo que ja foi trabalhado até entdo, e pelos conhecimentos que ja possuiam do estudo de
funcdes. S6 depois com as observacgdes feitas, introduziremos a teoria sobre aplicacdo da

primeira derivada para determinar extremos relativos e monotonia de uma funcéo.

No ficheiro abaixo apresentado, os alunos poderiam movimentar o x, para obter o declive e
a reta tangente em qualquer ponto de abcissa x,. No lado esquerdo do grafico ao acionar as
caixas de controlo obtivemos o valor do declive da reta tangente em x, e a equacéo da reta

tangente.
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Considere a fungiao f(xz) = {
Abcissa do ponto P:

Xg=-1.37
Incremento:

h=0.001

7m2+4mf4 x> 2

Declive da reta tangente emx, f'(—1.37) = lim
. of( ) h—0 0.001

Equacgo da reta tangente em x y= _2.739x - 5.87553
|:| Grafico da primeira derivada da fungdo

F[-1.37 + (0.001)] — f(~1.37) _

—2.739

€ Extremos ¢ intervalos de menotonia.ggb - ] X
Ficheiro Editar Vista Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Inicie a sesséo...
v c
|k vb-GGvOV‘{'\:XV*—\;‘ o &
Y AC~
S A
-4 <2

®

Entlada:‘

Figura 3.37 —Ficheiro do GeoGebra para a atividade VI

De seguida, exibimos as respostas de alguns grupos as questdes 1.1 e 1.2.

os pontos indicados?
P (,0)
P (O " “ \

1.1 Em que intervalos, o declive da reta tangente ao gréf co de f(x), no ponto x, é
positiva? E negativa? [0 2) - % CQQCU’UQ da ne
A-00 0 [g ]2 +'>o[-> 9 uyw»t&«'\i“u{q g \'\,q a"

1.2 Indique, caso existirem, pontos onde a fun¢iio muda de monotonia de crescente para

decrescente, ou vice-versa, Em relagiio a extremos de uma fungiio, como classifica

40 d{;nq\,uu Js \’3‘7"\

Figura 3.38- Resolucéo do grupo D as questfes 1.1 e 1.2
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1.1 Em que intervalos, o declive da reta tangente ao grifico de f{x), no ponto x, ¢
positiva? E ncg,alnu ?
poatve ( A+ [0,2] »gaotml@ (¥)- E"",o]q[-l.f”[
1.2 Indique, caso existirem, pontos onde a fungio muda de monotonia de crescente para
decrescente, ou vice-versa. Em relagiio a extremos de uma fungio, como classifica
os pontos indicados?
Pomlos {2, y,
P (0,-4)
P (2,0)

Figura 3.39 - Resolucéo do grupo C as questdes 1.1 e 1.2

Dessas respostas dadas pelos grupos podemos constatar que perceberam a movimentacao da
reta tangente e registaram os intervalos onde o declive da reta € positiva ou negativa e
consequentemente observaram os pontos onde ha mudanca de monotonia, s6 que nenhum
dos grupos faz referéncia ao tipo de extremos que representavam esses pontos e o grupo C
comete erro no intervalo onde o declive é negativo ao colocar o simbolo de intersecéo.

1.3 Qual ¢ o valor do declive da reta tangente nos pontos indicados no 1.2?
No paida (0,-4) o dackne e 0
Ma P'JHL‘} (“7- ol @ cled&ue 4 o

1.4 O que podes concluir em relagio a monotonia da fungdo ¢ a sua derivada?

Se ;'(,('70 2 JO,2 [ n zx)'ulawuul (/u.sCWIﬂ
o8 | J(&)<O A ] 02,00 #02[ ;z utudamaents decnescnide

Figura 3.40 - Resolucédo do grupo C as questfes 1.3e 1.4

1.4 O que podes concluir em relagdo a monotonia da fungiio ¢ a sua deriv ada?

ﬂcw*»»u/" a V’/U/M/wa £ ;z/ﬂy’u(/}tlzvréﬁ Mz ol Olniormedan
; v A W P8 &Wé;pM = X Waz‘;"
o Vlon ,,a Aegirnele g /myzﬁ@

Figura 3.41 - Resolugdo do grupo E a questdo 1.4

Com as respostas apresentadas, verificAmos que o grupo C consegue o valor do declive nos

pontos onde hd mudanca de monotonia e faz uma relacdo entre o sinal da derivada e o
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intervalo onde a funcdo é crescente ou decrescente, embora com falta de rigor na escrita
matematica. O grupo E, por suas palavras relaciona perfeitamente a monotonia e o sinal da
derivada da funcdo. De seguida para realizar a tarefa 2, tinham a opcéao de ativar a caixa de
controlo “Grafico da derivada de f(x)”, para relacionar o sinal da primeira derivada e a

monotonia de f(x). Situagdo que pode ser observada no ficheiro da figura abaixo.

77 Extremos e intervalos de monotonia.ggb - m] X

Ficheiro Editar Vista Opces Ferramentas Janela Ajuda
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- s

Entrada

Figura 3.42 - O ficheiro com o gréfico de f(x), da primeira derivada e da reta tangente em x,

Ao fazer essa analise um dos grupos responde da seguinte forma:

2. Clique na caixa “Gréfico da derivada de f(x)”. Observa os dois gréficos e relacione o

sinal da fungiio derivada com a monotonia da fungdo f(x). - (
s ovinad da deaiade o' negativo a fangan 2
docnaeen X . ¥ 0 nnal da donivade o'ponti 0o
Q g,um(ji) 0 Crudcenie.

Figura 3.43 - Resposta do grupo A a tarefa 2

Com essas observacdes pudemos entdo introduzir o conteudo “Extremos relativos e
monotonia”, e mostrar aos alunos como apresentar esse estudo algebricamente e usando um

quadro de sinal para relacionar a funcéo e a sua derivada. Também foi explicado aos alunos
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que na questdo onde obtiveram como resposta 0s pontos em que o declive era zero,
significava que a funcédo atingia um maximo relativo ou minimo relativo, pois nesse caso as
derivadas mudam de sinal nos referidos pontos. Ainda foi-lhes chamado a atencao para o
caso em que a derivada ndo existe num ponto, mas a funcéo tem nesse ponto um maximo ou

minimo relativo.

1.6.1 Conclusdo da atividade VI

Essa atividade nos proporcionou um momento de exploracdo, em que o conteudo ainda ndo

tinha sido abordado, mas recorremos aos pré-requisitos dos alunos para realizar a atividade.

Neste sentido o0 uso do GeoGebra foi muito importante pois permitiu aos alunos analisar o
gréafico da funcdo, observar a movimentacédo da reta tangente em todos os valores do dominio
da funcdo. Posteriormente os alunos conseguiram relacionar o sinal da derivada através do
declive da reta tangente, com a monotonia da fungdo. Também o ficheiro do GeoGebra foi
para n6s importante, pois, na mesma folha gréfica foi possivel obter o gréfico da funcédo
derivada e observar as relagdes entre os dois graficos. Com esse ficheiro tiveram a
oportunidade de analisar dois extremos diferentes, um minimo relativo em que a derivada é

zero, e um maximo relativo em que ndo existia derivada no ponto.

De seguida foi relativamente mais simples abordar o contetdo, pois os alunos ja tinham a
nocdo com a exploracdo no GeoGebra, entdo fizemos um paralelo entre a analise grafica e a

algébrica.

1.7 Atividade VII — Concavidades e pontos de inflexao

Recorrendo ao ficheiro do GeoGebra gravado como “Concavidades e pontos de inflexdo”,
primeiramente pede-se ao aluno que analise a posi¢do das sucessivas retas tangentes em
relacdo a concavidade do gréfico da fungdo. Segundo pede-se para identificar os pontos onde
o gréfico da funcdo muda de concavidade, identificados como pontos de inflex&o. De seguida
faz-se a analise e tira-se as conclusdes analisando o gréfico da segunda derivada da funcéo

dada. Esta atividade foi prevista para uma aula de 50min, com o0s seguintes objetivos:

e Relacionar a concavidade do grafico de uma fungdo com o sinal da segunda derivada.

e Identificar pontos de inflex&o onde ha mudanga de concavidade.
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e Concluir que nesse ponto pode ou ndo existir a segunda derivada e se existir deve ser

igual a zero.
1.7.1 Andlise da aplicagdo da atividade VII

A atividade (ver Anexo L) foi resolvida, numa aula posterior a explicacdo do contetdo e de
aplicacdo num exemplo algébrico, a realizacdo da ficha no GeoGebra é uma pratica para que
os alunos possam relacionar aquilo que fizeram algebricamente com a visualizagédo gréafica.

Na figura abaixo exibimos o ficheiro do GeoGebra elaborado para esta atividade.

€7 Concavidades e pontos de inflexdo.ggb - m] X

Ficheiro Editar Vista Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Inicie a sessdo..
o [ ¢||la=2
[a )AL el 4N =[]
g ~ ' 2 f(x) Y
Considere a funcgao f(z)=a' —2x*+2 a

Abcissa do ponto P:
Xq=-1 6

\/ Reta t tangente a fx) em x,

Grafico da segunda derivada de f{x)

Entrada:

Figura 3.44 - O ficheiro do GeoGebra, com o grafico da funcéo f(x) e a reta tangente no ponto P

Alterando os valores de x,, e acionando a caixa de controlo “Reta t tangente ao grafico de a
f(x) em x,”, podemos observar as retas tangentes em cada ponto do dominio da funcao.

Apresentamos abaixo as respostas de dois grupos a questdo 1.1.

1.1 Indique intervalos onde a concavidade do grafico de f(x) ¢ voltada para cima. E

intervalos onde u gor\cavldadc &€ voltada para bmxo
indenuales A

dade e
é\ff.hca.\)) C:,CFZ{ f.,cC o c_u@Qm peLnce gﬁm o nienunlo

o =10

Figura 3.45 - Resposta do grupo A a questdo 1.1
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Figura 3.46 - Resposta do grupo F a questdo 1.1

Das respostas apresentadas acima, pode-se constatar que 0s grupos apresentam uma resposta
aproximada, embora nenhuma delas esteja correto. Essa questao foi feita com o objetivo de
os levar a raciocinar, pois, embora tenham uma no¢&o aonde o grafico muda de concavidade,
nem sempre terdo a certeza das coordenadas desse ponto, a ndo ser que determinem o ponto

de inflexdo.

Na figura abaixo, e com a movimentacao dinamica de x,, € possivel observar, que as retas
tangentes ficam por baixo do gréfico de f(x) quando a concavidade € voltada para cima, e

ficam por cima do gréafico de f(x) quando a concavidade é voltada para baixo.
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Figura 3.47 - As retas tangentes mudam de cor quando a concavidade do gréafico de f(x) esta voltada para cima ou

para baixo
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E por observacdo de um dos grupos, temos a seguinte resposta:

Figura 3.48 - Resposta do grupo A a tarefa 1.2

Nas questdes seguintes 1.3 e 1.4, os grupos tinham que calcular algebricamente os valores
dos pontos de inflexdo, e poderiam confirmar ou refutar a resposta dada no 1.1, e confirmar
com o resultado obtido na folha do CAS ao resolver r(x) = 0, em que a fungdo r representa
a segunda derivada da funcéo f. Apresentamos de seguida as respostas do grupo E, e grupo
A.

Figura 3.49 - Resposta do grupo E a questdo 1.3 e 1.4

Figura 3.50 - Resposta do grupo A & questdo 1.3e 1.4
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O proprio grupo E verificou que ndo tinham simplificado o valor de x abcissa dos pontos de
inflexdo, e ndo finalizaram o exercicio 1.3, apenas apresentaram as abcissas, ficou a faltar
calcularem as suas imagens. O grupo A conseguiu calcular corretamente, e verificou os
valores através da folha de CAS, embora com falta de rigor pois no quadro que apresentam
ndo colocam espaco entre as abcissas onde tem concavidade para baixo e na resposta 1.4 ndo
escreveram o valor dentro da raiz quadrada. O ficheiro abaixo permite relacionar a segunda

derivada com a concavidade do grafico de f(x).

7 Concavidades e pontos de inflexdo.ggb — [m| X

Ficheiro Editar Vista Opcbes Ferramentas Janela Ajuda Inicie a sessdo. ..

AL OOl N =] )

-
-

Considere a funcao f(x) = at—2a+2 )

Abcissa do ponto P:
x,=1.115
( :Reta t tangente a f(x) em xg

\/ Grafico da segunda derivada de f(x)

»

Entrada:

Figura 3.51 - Ficheiro do GeoGebra com o gréafico da segunda derivada e com a movimentagao de x,

Ao animar o seletor x,, podemos ver que o grafico da segunda derivada ficou vermelho
quando f"'(x,)>0 e a verde quando f" (x,) < 0, nesse ficheiro é possivel ver um ponto P
percorrendo o grafico de f e um ponto Q percorrendo o grafico da segunda derivada a medida
que se movimenta 0 x,. Isso permite relacionar a concavidade do grafico de f(x) com o
sinal da segunda derivada, e nos pontos G e H, quando a segunda derivada € zero e a segunda
derivada muda de sinal nesses pontos, obtemos os valores das abcissas dos pontos de

inflexdo, onde ha mudancga de concavidade.

79



ANALISE DOS RESULTADOS

Em relacdo a questdo 2, os grupos conseguiram relacionar e apresentaram as respostas
através do quadro de sinal da segunda derivada, e por palavras proprias temos a resposta do

grupo A.

2. Clique na caixa "Grifico da segunda derivada de f(x)", e relacione o sinal da segunda

derivada com a concavidade do grafico de f(x).
Quanllo a tencou: dade exde il ada pana tnng,
onvad e ﬁUO Quando es\é wltudo panc,

o © pnall o n{’é(fnUO

Figura 3.52 - Resposta do grupo A a tarefa 2 da atividade VI

Finalizdmos a aula, concluindo aquilo que ja tinha sido visto em aula tedrica, e os alunos

tiveram a oportunidade de verificar a analise dos dois graficos em paralelo.

1.7.1 Conclusdo da atividade VII

Na realizacdo desta atividade, mais uma vez foi possivel ver as potencialidades do GeoGebra
para o0 ensino de conteudos que envolvem graficos de fungdes. Na andlise desta atividade,
podemos observar que 0s grupos tiveram respostas precisas e conseguiram fazer a relagdo
entre a resolucdo algébrica apresentada através do quadro de sinal apds terem determinado

0s zeros da segunda derivada.

Uma outra valia deste software, € a utilizacdo da folha CAS, que nos permite determinar as
expressoes das derivadas, e resolver condi¢des envolvendo funcgdes. Ao obter os valores das
abcissas dos pontos de inflexdo, tiveram a oportunidade de analisar que as suas respostas,
aos intervalos de concavidade voltada para baixo ou para cima era apenas uma aproximagéao,

que sé é possivel obter com precisao esses valores recorrendo aos calculos algébricos.

Deste modo finalizdmos todas as atividades propostas para analise e aplicagdo na sala de

informatica com recurso ao GeoGebra.

2. Analise do questionario final aplicado aos alunos

Posteriormente a aplicacdo das atividades, a professora pediu aos alunos que respondessem

0 questionario final (ver Anexo B) de avaliacdo da sequéncia de atividades aplicadas na

80



UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

turma. Visto ja estarmos nas Ultimas aulas do ano letivo para o 12° ano, s6 obtivemos

respostas de doze alunos, dos que participaram do estudo.

Dos alunos, 10 estavam a fazer o 12° ano pela primeira vez e 0s outros 2 pela segunda vez a
estudar a disciplina de matematica. A maioria dos alunos, 75% consideram que aprender a
matematica recorrendo ao computador foi uma experiéncia normal, 17% consideram que foi
facil e apenas 1 aluno que representa 8% considera que foi dificil. Isso vem de encontro aos
primeiros dados obtidos, como a maioria ja estava acostumado a trabalhar com o
computador, entdo a experiéncia ndo Ihes trouxe grandes dificuldades em relacdo ao uso da

maquina.

Questionando os alunos sobre a motivacdo, para aprender a matematica com o uso do
computador, 58% consideram que a sua motivacdo melhorou um pouco, 8% consideram que
melhorou muito, 25% consideram gue a sua motivacdo nédo sofreu alteracéo, e 8% dos alunos
estavam mais motivados nas aulas sem uso de computador. Estes dados nos levam a
confirmar que o uso de computador pode motivar os alunos a aprender a matemaética.
Apresentamos no quadro abaixo os dados em relacdo a preferéncia dos alunos quanto a forma

que as aulas de matematica sao ministradas.

Categoria Frequéncia %
Exposicdo do conteldo e aplicacdo de 7 58%
exercicios no caderno e no quadro.
Explorando o contetido no computador com 4 34%
orientacio do professor e resolvendo
exercicios.
Exposicdo do contetdo e posterior aplicagéo 1 8%

no computador.

Tabela 3.1 - Preferéncia dos alunos quanto a forma de ministrar as aulas de matematica

Estes dados mostram-nos que uma boa parte dos alunos ainda continuam preferindo o
trabalho no quadro e caderno, embora temos uma percentagem significativa que prefere usar
0 computador, pela forma como sdo organizadas as aulas em que os alunos tém a ficha para

resolverem e entregarem, podera ter provocado essa resposta dos alunos, porque temos plena
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consciéncia que alguns ndo querem fazer muito esforgo, apenas copiar e reproduzir aquilo

que o professor faz.

Com a aplicacdo dessas atividades, utilizando o GeoGebra a maioria dos alunos considera

que permitiu aprender melhor. Os dados relativos a esta questao estdo apresentados na tabela

abaixo:

Permitiu aprender mais 2 17%
Permitiu aprender melhor 9 75%
Néo alterou aquilo que ja sabias 1 8%
Complicou as aulas 0 0%

Tabela 3.2 - Dados sobre a aprendizagem com a aplicacao das atividades
Os dados apresentados na tabela acima, leva-nos a entender que a aplicacdo das atividades
com uso do GeoGebra permitiu que os alunos aprendessem melhor ou mais, e apenas um
dos alunos responde que nao alterou o que ja sabia. E ficamos satisfeitos porque nenhum dos
alunos acha que a aplicacdo das atividades complicou as aulas. Apontaram as razfes das suas

respostas ao que passamos a apresentar algumas das respostas:

Qual ¢é a razdio da tua escolha? 6) we . aAaka ILLLi.Q_J(_"L(ﬁ( J U(& a

_momde naE Gb ¢ Amplad ceme %om bem

Figura 3.53 — Resposta do aluno D2

Qual ¢ a razdo dr: tua CSC"““‘?%" Jha umo. 4200 peuud
naa d.m_cfw_a_ P du _1‘x£)nuysc.. Jai_masah.

Figura 3.54 — Resposta do aluno E1

Qual ¢ a razdo da tua cscolhu'.’@\'ﬂ O BT Lé’g

mdd el ao 0ed NYd.g
N 2¢ el eQ melhgﬁ g

Meud iniene sante

Figura 3.55 — Resposta do aluno A1
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Figura 3.56 — Resposta do aluno C>
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Figura 3.57 — Resposta do aluno Az
Das respostas entendemos que as razfes para terem aprendido melhor ou mais, tem a ver
com uma experiéncia diferente e nova, uma experiéncia que Ihes permitiu além de aplicar
férmulas, relaciona-las com a visualizacdo gréfica. Das atividades realizadas, os alunos
apontaram aqueles que entenderam melhor e os dados a esta questdo estdo apresentados na

tabela seguinte:

Exploracéo do software 2 17%
Taxa de variacdo media 9 75%
Velocidade média e instantanea 6 50%
Reta secante e tangente ao gréafico de uma fun¢do 2 17%
Derivadas laterais 7 58%
Extremos relativos e intervalos de monotonia 3 25%
Concavidades e pontos de inflex&do 4 33%

Tabela 3.3 - Tabela dos dados relativos as atividades com maior entendimento

Dos dados da tabela podemos verificar que as atividades que os alunos entenderam melhor
foram, “Taxa de variagdo média”, “Velocidade média e instantanea”, ¢ “Derivadas Laterais”.
Quanto as razdes das suas escolhas, alguns apontam que a sua escolha se deve ao fato de
serem 0s mais faceis e de maior compreensdo, e outros ndo responderam a questao.

A questdo seguinte tinha o objetivo de analisar qual foi a nocéo que ficaram do conceito da

derivada de uma funcdo num ponto. Apresentamos abaixo algumas respostas:

83



ANALISE DOS RESULTADOS

7. Qual ¢a "01(0 intuitiva que tens sobre a derivada de uma fun¢@o num ponto’

aopna O v
30N0 2

Figura 3.58 - Resposta do aluno A1 a questéo 7

7. Q,ml ¢ a nogdo intuitiva que tens sobre a derivada de uma fungio ponto?
& o sisbvoda, uo wiluda s —doelPe do,

%mdﬂ_dm.\_lomli___

Figura 3.59 - Resposta do aluno G1 a questdo 7

7. Qual ¢ a noglo intuitiva que tens sobre a derivada de uma fung¢io num ponto?
, p = 3

el i
—nam  [Londp. N : _

Figura 3.60 - Resposta do aluno B2 a questao 7

7. Qual ¢ a nogiio intuitiva que tens sobre a denvuda de uma fungdo num ponto”
.‘ 3 / y 3 ¢ lz l d J 1 )

Figura 3.61 - Resposta do aluno Az aquestéo 7

7. Qual ¢ a nogdo intuitiva que tens sobre a derivada de uma fungdo num ponto?

vada € © dARclive _aAf Uwma Yeia
nuua P onto-

Figura 3.62 - Resposta do aluno C2 a questéo 7

Das respostas acima, entendemos que os alunos tém dificuldades em apresentar a nogéo
intuitiva sobre a derivada de uma fungdo num ponto, ao passo que um dos alunos apresenta
o conceito formal utilizando a defini¢do que recorre ao conceito de limite. VVarios dos alunos
utilizam a ideia geométrica relacionando o conceito de derivada com o declive de uma reta

tangente num ponto, mas outros nao fazem referéncia a reta tangente. Questionando 0s
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alunos relativamente a interpretacdo geométrica da derivada de uma fun¢do num ponto,
obtivemos o0s seguintes dados:

E o declive da reta secante passando por dois pontos 2 17%
pertencentes a funcéo.

E o declive da reta tangente nesse ponto 9 75%
E a taxa de variagdo média de uma funcdo qualquer num 0 0%
intervalo.

E a taxa de variacdo instantanea da fungio nesse ponto 1 8%

Tabela 3.4 - Nogao dos alunos em relagéo a interpretagdo geométrica da derivada num ponto

Pelos dados vemos que a maior parte dos alunos consegue interpretar geometricamente a
derivada de uma fungdo num ponto definindo como o declive da reta tangente ao grafico da

funcédo nesse ponto.

Em relagdo a explicacéo da professora nas atividades realizadas na sala de informatica, com
recurso ao GeoGebra, 42% dos alunos consideram que a professora explicou igual, 33%
consideram que explicou mais, e 25% consideram que explicou melhor. O que nos leva a
entender que o uso do GeoGebra podera melhorar a préatica letiva da professora, levando-a a
explicar melhor, mais, ou igual ao que costuma fazer nas aulas normais e nunca pior, pois
nenhum aluno escolheu essa opgdo. Apresentamos abaixo algumas razdes para as escolhas

dos alunos:

)

Porqué?_ qu:éx_?' o ela oltioeou-ned J.Ltl(ﬁlﬁﬂ 6_geeveng
y.J.LQJ s e 6 L1y i ‘
({c\,\(w\ \ & el eqmud

Figura 3.63 - Resposta do aluno D2 em relagéo & sua escolha (a op¢ao mais) na questéo 9

prquiz_ Qe tuhos G€ pes en(Naames (ertas
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)
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Figura 3.64 - Resposta do aluno D1 em relagéo & sua escolha (a op¢do mais) na questéo 9

Porqué? Fx p&rv »” u'/llif' > b ' Lond u«éf"‘ 2 v s
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Figura 3.65 - Resposta do aluno B1 em relagéo a sua escolha (a opgdo melhor) na questdo 9

Os alunos sugerem que a professora explicou mais, porque os alunos tiveram muitas
dificuldades na andlise gréafica, e como o principal objetivo era que os alunos construissem
0 seu conhecimento e analisassem os préprios erros, vimos que foi alcancado esse objetivo

que vem de encontro ao que responde o aluno Dx.

A questdo 10 tinha como objetivo saber se os alunos gostaram ou ndo da experiéncia pelo
que, 25% gostaram muito, 50% gostaram bastante, e 25% gostaram pouco da experiéncia.
Nenhum dos alunos escolheu a op¢do nada. Neste sentido considerdmos que os alunos

gostaram da experiéncia com uso do GeoGebra.

Questionando os alunos sobre as dificuldades na realizacdo das atividades, apresentdmos na

tabela abaixo os dados obtidos com a resposta de 11 alunos pois um deles ndo respondeu a

questao:
I
Alteracao do horario 4 36%
Pouco tempo para realizacéo das atividades. 0 0%
O volume de trabalho no final do trimestre para o 12°ano 4 36%
Exigéncia de maior raciocinio e concentracdo do aluno 3 27%
Grau de dificuldade das atividades 0 0%

Tabela 3.5 — Razdes que trouxeram dificuldades na realizacéo das atividades

De acordo com as respostas dos alunos, entendemos que o que trouxe maiores dificuldades
a realizacdo das atividades foram a alteracdo do horério, o volume de trabalho no final do

trimestre para 0 12° ano, e a exigéncia de maior raciocinio e concentracdo do aluno.
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Em relacdo a dificuldade em trabalhar com o0 GeoGebra, 67% responde que tiveram poucas
dificuldades, 17% responde que n&o tiveram dificuldades e os mesmos 8% respondem que
tiveram muitas ou bastantes dificuldades. Com esses dados podemos dizer que 0 GeoGebra

foi de utilizacdo facil e que nao trouxe grandes dificuldades aos alunos.

Pedindo a opinido dos alunos sobre a importancia do GeoGebra no ensino-aprendizagem do
estudo de funcdes, concretamente no estudo de Derivadas, 58% consideram muito
importante, 25% consideram bastante importante e 17% consideram pouco importante.
Desses dados observamos que a maioria dos alunos considera importante o uso do GeoGebra

no estudo do conteddo Derivadas.

Apresentamos abaixo algumas razdes apontadas pelos alunos para a sua escolha (muito

importante):
Porqué? Jpﬁ Lxx__c__%) u__r_/ ,zuzLdu_[‘__LuJ L%
a4 lonﬁ : 2B . ma
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Figura 3.68 - Resposta do aluno Al em relacdo a sua escolha a questéo 13
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Figura 3.69 - Resposta do aluno B em relagéo a sua escolha a quest&o 13
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Figura 3.70 - Resposta do aluno Az em relacdo a sua escolha & questéo 13

Das respostas dadas pelos alunos, eles relacionam a importancia do ensino-aprendizagem
com 0 uso GeoGebra com o fato de necessitar de sair da rotina de sala de aula normal, de
permitir maior conhecimento, de permitir maior raciocinio l6gico e por ser uma forma mais

interessante e facil de aprender o contetdo.

Sugerindo aos alunos que avaliassem a aplicacdo da sequéncia de atividades obtivemos os
seguintes dados, 33% avaliam de muito bom, 50% avaliam de bom e 17% avaliam de

suficiente.

Nas figuras abaixo, apresentdmos algumas respostas dos alunos a Gltima questdo que pedia
para que os alunos indicassem trés aspetos que consideram mais relevantes no estudo de

Derivadas de uma funcdo com recurso ao GeoGebra:
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Figura 3.72 - Resposta do aluno B1 a questdo 15
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Figura 3.75 - Resposta do aluno Dz a quest&o 15
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Figura 3.76 - Resposta do aluno A: a questdo 15

Sintetizando os aspetos relevantes apresentados pelos alunos temos:

e Visualizar a movimentagdo dos pontos no grafico;

e Possibilidade de analisar se o seu resultado estava correto;

e Compreender o que € a derivada de uma fungdo num ponto tanto na teoria como na
prética;

e Melhor visualizagdo grafica

e Facil introducédo de dados;

e Realizacdo em pouco tempo;

e Melhor compreenséo e aprendizagem;
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e Melhor interpretacdo no estudo dos graficos;
e Relacionar o raciocinio do proprio célculo com determinados movimentos e posi¢éo
dos gréficos;

e Capacidade de raciocinio nos exercicios propostos.

Deste modo finalizamos a analise do questionario final aplicado aos alunos apresentando as
respostas dadas pelos alunos sobre a aplicacdo da sequéncia de atividades, com o uso do
GeoGebra.
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1. Conclusao

Neste capitulo apresentamos uma sintese dos principais resultados obtidos com a aplicagédo
da sequéncia de atividades proposta numa turma do 12° ano na Escola Secundéria Jorge
Barbosa em Séo Vicente, Cabo Verde.

Durante a aplicacdo das atividades foi-nos surgindo varias dificuldades:

A reorganizacdo e alteracdo do horario dos alunos foi um aspeto importante, pois
precisdvamos da sala de informatica para a realizacéo das atividades. No horario normal dos
alunos ndo era possivel realizé-las, pois a sala se encontrava ocupada ja que, geralmente, a

sala s0 € utilizada para aulas de informética e ndo de outras disciplinas.

A sala de informatica dispde do niUmero de computadores que precisdvamos para realizar as
atividades em duplas, mas ndo tinha disponivel um projetor. Por isso, para cada aula
tinhamos de recorrer ao Continuo responsavel para requisitar o projetor que nem sempre

estava disponivel.

Por serem aulas num horéario aos sabados, periodo este em que normalmente os alunos nao
tém aulas. Entdo alguns apareciam com um ligeiro atraso. Alguns alunos faltaram uma ou
outra atividade o que nos impossibilitava de avancar ja que tinhamos de esperar que esses

alunos avancassem na realizagdo da atividade anterior.

O tempo que dispunhamos para abordar o conteudo de Derivadas foi relativamente pouco,
pois tinhamos apenas o terceiro trimestre que € muito curto pois além de abordar o contetdo,
temos a aplicacédo do primeiro teste, aplicacdo da PGI prova que aborda contetidos de todo
0 ano letivo, e aplicagdo da PGN, prova nacional que aborda conteudos dos dois anos do

ciclo.

Mesmo com todas essas dificuldades, avancamos com a aplicagdo das atividades.
Constatdmos, inicialmente, um grande interesse e motivacdo dos alunos por serem aulas com
0 uso do computador. Mas posteriormente constataram que tinham uma ficha para resolver

e entregar e, por isso, comecaram a ficar preocupados. Alguns dos alunos se mostraram
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motivados com a possibilidade dindmica do GeoGebra e puderam relacionar os seus célculos

com a visualizacdo grafica.

Constatamos com o uso do GeoGebra que os alunos apresentam grandes dificuldades na
interpretacdo de graficos, o que lhes trouxe algumas dificuldades na andlise das atividades

propostas.

Com a intengdo de responder a nossa questdo de investigacdo, “Que contributos, o
GeoGebra proporciona para o ensino-aprendizagem do conceito da Derivada de uma
funcdo num ponto para os alunos do 12° ano?” e apoiando nos resultados obtidos com a
pesquisa bibliogréfica, a aplicacdo das atividades, a observacdo das aulas e aplicacdo do

questionario final, podemos dizer que o uso do GeoGebra proporciona:
Aos alunos

v" Um ambiente dindmico de aprendizagem que altera 0 ambiente normal de sala de
aula;

v" Momentos de discussdo salutares que contribuem para a motivacéao e construcéo do
seu conhecimento;

v" Uma visualizacdo grafica dinamica que possibilita uma nova visao da matematica;

v Uma nova postura em que deixa de ser um mero espetador e passa a ser ele proprio
a analisar seus erros e a buscar solucoes;

v Confirmar e identificar os proprios erros;

v Relacionar a resolucdo algébrica e a visualizacdo grafica, na mesma pagina do
GeoGebra;

Ao professor

v" Um ambiente dindmico de ensino que altera 0 ambiente de sala de aula normal;

<\

Momentos de reflexdo sobre a sua pratica pedagdgica;

v" Uma nova postura em que deixa de ser o detentor do saber e passa a ter um papel de
orientador;

v Nova abordagem do conteudo de Derivadas recorrendo principalmente a

visualizagéo grafica;
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v Aulas ministradas em menos tempo e mais eficazes, recorrendo a apresentacao da

resolucdo algébrica e grafica em simultaneo;

O nosso objetivo geral foi alcancado, pois a medida que fomos concretizando os objetivos
especificos, obtivemos dados que nos permitiram analisar em que medida 0 GeoGebra pode
melhorar o ensino da matematica e particularmente o estudo da Derivada de uma funcao.
Com os contributos apontados anteriormente, temos condic¢des de afirmar que o GeoGebra
pode melhorar o ensino-aprendizagem do estudo de fungdes, pois ndo s6 nos permite a
analise gréfica, como possui ferramentas que nos possibilitam a andlise dos célculos
algébricos. E, ainda, com a criacdo de seletores, permite-nos uma dinamizacao dos graficos
e movimentacdo de pontos, que apenas com 0 quadro e giz levariamos muito tempo a
construir e desenhar os graficos pretendidos e ndo teriamos a precisdo apresentada pelo
GeoGebra.

Particularmente em relacéo ao estudo da Derivada de uma funcdo num ponto, o GeoGebra
permitiu que, de forma dindmica, fosse apresentada a interpretacdo geométrica da Derivada
num ponto; permitiu que fosse analisada a questdo de Derivadas laterais com a
movimentacao a esquerda e a direita do ponto pretendido; permitiu uma andlise e observacao
de intervalos de monotonia e extremos relativos, relacionando sempre com o declive da reta
tangente e em paralelo fez-se uma analise dos dois graficos, da funcdo e da sua derivada.

Também foi possivel utilizar em paralelo os graficos da funcéo e da segunda derivada.

2. Sugestdes e recomendacoes finais

Obviamente que o estudo ndo esta finalizado, pois carece de melhorias, nomeadamente na
elaboracdo das fichas e na organizacdo do tempo. Pretendia-se ampliar a aplicagéo das
sequéncias com um trabalho de grupo a ser apresentado a turma sobre problemas de

otimizacao.

Ao nosso estudo propomos uma continuagdo para diversos conteddos, que necessitam de
uma abordagem mais dinamica e eficaz, nomeadamente contetdos de geometria, de estudo

de funcdes, limites e continuidade.

Sugerimos que sejam realizados outros estudos no sentido de utilizar esta abordagem

exploratoria com o uso e aplicagdo do GeoGebra em sala de aula, que nos permite chegar
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mais perto dos nossos alunos da era digital, seja atraves dos aplicativos que permitem criar
grupos de estudo em que pode ser colocada a ficha e aberta a discussdo on-line, com
resolucdes colocadas e sugeridas pelos alunos em que o professor tera apenas de orienta-los

no caminho certo ou no melhor caminho a seguir.

Sugerimos as escolas e ao Ministério de Educacdo um maior investimento na criacdo de
laboratérios de matematica e melhor apetrechamento das salas de informética onde se possa
criar um ambiente ludico e dindmico de modo que alcancemos a todos 0s nossos alunos; ao
que possui aptiddo para a area de matematica, propor resolucdes e desafios diferentes; a
aqueles com menos aptiddo para a area de matematica, motiva-los e mostrar-lhes outros
caminhos para que possam se envolver nessa area tdo interessante e que serve como base

para outras ciéncias.

Recomendamos aos nossos alunos um maior envolvimento na construgdo do seu
conhecimento, com investigacdes e exploracdo de softwares que lhes permitam um maior

engajamento com a sua aprendizagem.

95






BIBLIOGRAFIA

Almeida, M.M.R. Insucesso na matematica: As percep¢des dos alunos e as percepg¢des dos
Professores. Dissertacdo de mestrado, (2011). Porto: Universidade Portucalense.
http://repositorio.uportu.pt/bitstream/11328/176/2/TME%20441.pdf [20/01/18]

Andrade, C.C. O ensino da matemética para o cotidiano. Monografia de especializacao,
(2013). Medianeira: Universidade Tecnoldgica Federal do Parana.
http://repositorio.roca.utfpr.edu.br/jspui/bitstream/1/4286/1/MD_EDUMTE_2014 2
_17.pdf [11/03/18]

Arnella, L.M., Waldegg, G. Construtivismo e Educacdo Matematica. Educacion Matematica
(2),volume 4. (1992). México.

http://www.neclif.letras.ufba.br/twiki/pub/LEG/WebArtigos/Construtivismo e Educ
acao_Matematica.pdf [18/02/18]

Barros, M.C., Mongnon, A., Kato, L.A. Aprendizagem significativa de conceitos
matematicos: Um estudo sobre o uso de GeoGebra como um organizador prévio.
(2012). 1* Conferéncia Latino-americano de GeoGebra. Parand, Universidade
Tecnologica Federal do Parana: ISSN 2237-9657.

https://revistas.pucsp.br/index.php/IGISP/article/view/8391 [18/02/18]

Borba, M.C., Softwares e internet na sala de aula de matematica. SBEM - X Encontro
Nacional de Educacdo matematica. Salvador — julho de 2010.

www.rc.unesp.br/gpimem/downloads/artigos/borba/marceloxenen.PDF [19/02/18]

Branddo, E.R. Como deve ser a estrutura de um questionario?

https://pt.slideshare.net/eduardobrandao/eduardobrandaotecnicaspesquisacomodeves

erestruturaquestionario [30/01/18]

Canavarro, A.P., Santos, L. Explorar tarefas matematicas. (2012).

https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/8305/1/Canavarro%20%26%20Santos
%20EIEM?2012.pdf [10/02/18]



http://repositorio.uportu.pt/bitstream/11328/176/2/TME%20441.pdf
http://repositorio.roca.utfpr.edu.br/jspui/bitstream/1/4286/1/MD_EDUMTE_2014_2_17.pdf
http://repositorio.roca.utfpr.edu.br/jspui/bitstream/1/4286/1/MD_EDUMTE_2014_2_17.pdf
http://www.neclif.letras.ufba.br/twiki/pub/LEG/WebArtigos/Construtivismo_e_Educacao_Matematica.pdf
http://www.neclif.letras.ufba.br/twiki/pub/LEG/WebArtigos/Construtivismo_e_Educacao_Matematica.pdf
https://revistas.pucsp.br/index.php/IGISP/article/view/8391
http://www.rc.unesp.br/gpimem/downloads/artigos/borba/marceloxenen.PDF
https://pt.slideshare.net/eduardobrandao/eduardobrandaotecnicaspesquisacomodeveserestruturaquestionario
https://pt.slideshare.net/eduardobrandao/eduardobrandaotecnicaspesquisacomodeveserestruturaquestionario
https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/8305/1/Canavarro%20%26%20Santos%20EIEM2012.pdf
https://dspace.uevora.pt/rdpc/bitstream/10174/8305/1/Canavarro%20%26%20Santos%20EIEM2012.pdf

Carneiro, R.F., Passos, C.L.B. A utilizagdo das tecnologias de informagéo e comunicagao
nas aulas de matematica: Limites e possibilidades. (2014).

http://www.reveduc.ufscar.br [03/02/18]

Cavalcante, N.I. Tecnologias: refletindo as potencialidades do uso de softwares dindmicos
como recurso em sala de aula. IFPB-Campus de Picui.
www.pucrs.br/ciencias/viali/tic_literatura/artigos/pacotes/119.pdf [18/02/18]

Cyrino, M.C.T.,Jesus, C.C. Analise de tarefas matematicas em uma proposta de formacao
continuada de professores que ensinam matematica. Ciéncia educacgédo, Bauru, n°3 -
2014. www.scielo.br/pdf/ciedu/v20n3/1516-7313-ciedu-20-03-0751.pdf [17/02/18]

D’Ambrosio, B.S. Como ensinar a matematica hoje? (1989). Brasilia, Temas e debates:
SBEM. Ano Il. N°2,
https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/409999/mod_resource/content/1/DAmMbr%C
3%B3si0%20-%20Com0%20Ensinar%20Matem%C3%A1tica%20Hoje.pdf
[18/12/17]

Dall’Anese, C. Conceito de derivada: Uma proposta para seu ensino e aprendizagem.
Dissertacdo de mestrado, (2000). Sdo Paulo: Pontificia U. Catdlica de Sdo Paulo
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/2010/artigos_teses/MATEM
ATICA/Dissertacao_Claudio.pdf [11/02/18].

Encontro dos Coordenadores de Matematica. (2007). Praia, Cabo Verde.

Enriquez, J.A. Estratégias utilizadas por professores na implementacdo de tarefas

matematicas. Bahia: Universidade federal da Bahia.

www.ufjf.br/ebrapem2015/files/2015/10/gd7_jakeline villota.pdf [15/02/18]

Felicetti, V.L. Linguagem na Constru¢do Matematica. (2010). Revista Educacéo por Escrito
—PUCRS. Volume 1, n°1.

http://revistaseletronicas.pucrs.br/ojs/index.php/porescrito/article/view/7121/5354
[10/01/18]

Ferreira, A.S. A Abordagem inicial do conceito de derivada em dois livros de calculo
diferencial e integral. (2016). Minas Gerais: Pontificia Universidade Catdlica de Minas

Gerais.

98


http://www.reveduc.ufscar.br/
http://www.pucrs.br/ciencias/viali/tic_literatura/artigos/pacotes/119.pdf
http://www.scielo.br/pdf/ciedu/v20n3/1516-7313-ciedu-20-03-0751.pdf
https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/409999/mod_resource/content/1/DAmbr%C3%B3sio%20-%20Como%20Ensinar%20Matem%C3%A1tica%20Hoje.pdf
https://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php/409999/mod_resource/content/1/DAmbr%C3%B3sio%20-%20Como%20Ensinar%20Matem%C3%A1tica%20Hoje.pdf
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/2010/artigos_teses/MATEMATICA/Dissertacao_Claudio.pdf
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/2010/artigos_teses/MATEMATICA/Dissertacao_Claudio.pdf
http://www.ufjf.br/ebrapem2015/files/2015/10/gd7_jakeline_villota.pdf
http://revistaseletronicas.pucrs.br/ojs/index.php/porescrito/article/view/7121/5354

UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

http://www.sbembrasil.org.br/enem2016/anais/pdf/6847 3043 1D.pdf [01/02/18]

Ferreira, J. C. Introducdo A Analise Matematica. Fundagio Calouste Gulbenkian. Lisboa. 32
edicéo.

Fiorentini, D. Alguns modos de ver e conceber o ensino da matematica no Brazil. Artigo.
Tese de Doutorado. UNICAMP: Edigbes Zetetiké, ano 3, n°. (1995).

https://periodicos.sbu.unicamp.br/ojs/index.php/zetetike/article/view/8646877
[10/02/18]

Gerhardt, T. & Silveira, D. Métodos de pesquisa; ( 2009). Porto Alegre: Editora da UFRGS,
http://www.ufrgs.br/cursopgdr/downloadsSerie/derad005.pdf [01/02/18 ].

Gil, A. Como Elaborar Projetos de Pesquisa. (2002). Edicdo Sao Paulo, editora Atlas, S.A,
4%edicao,https://professores.faccat.br/moodle/pluginfile.php/13410/mod_resource/co

ntent/1/como_elaborar_projeto_de pesquisa_-_antonio_carlos_gil.pdf [01/02/18]

Grupo PET Mateméatica da UFSM. Universidade Federal de Santa Maria — RS
w3.ufsm.br/petmatematica/images/minicursos/GeoGebra/Apostila GeoGebra.pdf
[18/12/17]

Hoffmann, L.D., Bradley, G.L. Célculo: um curso moderno e suas aplicacdes. Grupo

editorial nacional. 92 edicdo. Rio de Janeiro.
http://repositorio.ul.pt/bitstream/10451/28196/1/ulfpie051300_tm.pdf [01/02/18]

Hohenwarter, M., Hohenwarter, J. Ajuda GeoGebra. Manual do GeoGebra oficial versédo
3.2. (2009) www.GeoGebra.org. [18/12/17]

Leitdo, A., Cangueiro, L. Principios e Normas do NCTM — um percurso pela Algebra. Grupo
de trabalho das publicagdes, da APM, (2007).
www.apm.pt/files/ Conf_Cangueiro_Leitao_487e4d92df2el.pdf [12/02/18]

Lopes, A.V., Bernardes, A., Loureiro C., Varandas, J.M., Viana J.P., Bastos, R. Funcdes

matematica 11. Edigdes contraponto. (2009).

Machado, C.R. Teorias de pesquisa em educacdo matematica: A influéncia dos
franceses.(2007)
http://www.mat.ufrgs.br/~vclotilde/disciplinas/pesquisas/ CLAUDIA_FRANCESES.D
OC.pdf [05/02/18]

99


http://www.sbembrasil.org.br/enem2016/anais/pdf/6847_3043_ID.pdf
https://periodicos.sbu.unicamp.br/ojs/index.php/zetetike/article/view/8646877
http://www.ufrgs.br/cursopgdr/downloadsSerie/derad005.pdf
https://professores.faccat.br/moodle/pluginfile.php/13410/mod_resource/content/1/como_elaborar_projeto_de_pesquisa_-_antonio_carlos_gil.pdf
https://professores.faccat.br/moodle/pluginfile.php/13410/mod_resource/content/1/como_elaborar_projeto_de_pesquisa_-_antonio_carlos_gil.pdf
http://repositorio.ul.pt/bitstream/10451/28196/1/ulfpie051300_tm.pdf
http://www.geogebra.org/
http://www.apm.pt/files/_Conf_Cangueiro_Leitao_487e4d92df2e1.pdf
http://www.mat.ufrgs.br/~vclotilde/disciplinas/pesquisa/CLAUDIA_FRANCESES.DOC.pdf
http://www.mat.ufrgs.br/~vclotilde/disciplinas/pesquisa/CLAUDIA_FRANCESES.DOC.pdf

Marques, Gil da Costa. Fundamentos de Matematica | - Derivadas e fungdes.
https://midia.atp.usp.br/plc/plc0001/impressos/plc0001_11 [04/02/18]

Ministério da Educacao Ciéncia e Cultura. (1997). Programa da disciplina de Matematica —
3° Ciclo —11° e 12° anos. Praia, Cabo Verde.

Ministério da Educacéo e Ciéncia. Programa e Metas Curriculares — Matematica A: Ensino
Secundério. (2012). Portugal.

Ministério da Educacdo. Caderno de orientacdes: Compromisso educativo com o presente e
com o futuro ano letivo 2017/1018. (2017). Praia, Cabo Verde.

Moran, J. M. A contribuig&o das tecnologias para uma educacdo inovadora. (2004). Edi¢oes
Contraponto, volume 4, n°2. Itajai.

https://edumidiascomunidadesurda.files.wordpress.com/2016/05/josc3a9-manuel-

moran-a-contribuic3a7c3a30-das-tecnologias-para-uma-educac3a7c3a3o-

inovadora.pdf [29/01/18]

Moreira, M.A. Aprendizagem significativa em mapas conceituais. (2013). Porto Alegre,
RS: Instituto de Fisica da UFRGS. http://moreira.if.ufrgs.br [08/02/18]

Neves, C.D.S. Uso de tecnologias no estudo de fungdes reais de variavel real. Praia:
Universidade Jean Piaget de Cabo Verde. (2008)

Neves, M.A.F, Guerreiro, L., Moura, A. Func@es Il1, Matematica A- 12° ano. Porto Editora.
12 edicdo. (2008)

Oliveira, G.M. Potencialidades do GeoGebra para a aprendizagem do conceito de Derivada.
(2016). Monografia de licenciatura. Vitéria da Conquista, Baiha: UESB
www2.uesh.br/cursos/matematica/.../Monografia_Gabriel Mariano_R._Oliveira.pdf
[18/12/17]

Patricio, M.J. A aprendizagem da derivada de fun¢des no 12° ano: uma analise dos erros e
dificuldades dos alunos. (2016). (Dissertacdo de mestrado). Lisboa: Universidade de
Lisboa.http://repositorio.ul.pt/bitstream/10451/28196/1/ulfpie051300_tm.pdf
[05/02/18]

100


https://midia.atp.usp.br/plc/plc0001/impressos/plc0001_11
https://edumidiascomunidadesurda.files.wordpress.com/2016/05/josc3a9-manuel-moran-a-contribuic3a7c3a3o-das-tecnologias-para-uma-educac3a7c3a3o-inovadora.pdf
https://edumidiascomunidadesurda.files.wordpress.com/2016/05/josc3a9-manuel-moran-a-contribuic3a7c3a3o-das-tecnologias-para-uma-educac3a7c3a3o-inovadora.pdf
https://edumidiascomunidadesurda.files.wordpress.com/2016/05/josc3a9-manuel-moran-a-contribuic3a7c3a3o-das-tecnologias-para-uma-educac3a7c3a3o-inovadora.pdf
http://repositorio.ul.pt/bitstream/10451/28196/1/ulfpie051300_tm.pdf

UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

Ponte, J.P. Gestdo curricular em matematica. Lisboa: Universidade de Lisboa. (2005),
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/fdm/textos/Ponte%2005 GTI-tarefas-

gestao2.pdf [08/02/18]

Ponte, J.P. O que nos diz a Investigacio em Didatica da Matematica? (2016),
http://www.apm.pt/files/ 1 _CP1 Ponte 570cddf9bcc3c.pdf [08/02/18]

Quivy, R.,Van Campenhoudt, L. Manual de investigagdo em ciéncias sociais. (2005) Lisboa:

Gradiva

Ribeiro, F.M, Paz, M.G. O ensino de matematica por meio de novas tecnologias. Revista
Modelos — n°2 — Ago/2012.

Ronca, A.C.C. Teorias de ensino: A contribuicdo de David Ausubel. (1994)) Ribeirdo Preto:
Temas em psicologia, volume 2, n°3: ISSN 1413-389X
http://pepsic.bvsalud.org/pdf/tp/v2n3/v2n3a09.pdf [20/02/18]

Silva, M.P. O professor e a informética na sala de aula. (Relatdrio de P6s-Graduagdo) (2011).
Colinas do Tocantins: Universidade Federal de Tocantins.
http://www.coordenacaoescolagestores.mec.gov.br/uft/file.php/1/moddata/data/1003/
.../TCC.pdf [12/02/18]

Silveira, A. O GeoGebra na formacdo e a aprendizagem de Transformacdes Geométricas
Isométricas no plano euclidiano. (Tese de Doutoramento). (2015). Aveiro:

Universidade de Aveiro.

Souza, V.C. A origem do célculo diferencial e integral. (2001). Monografia de licenciatura.
Rio de Janeiro: Universidade Candido Mendes.
http://www.avm.edu.br/monopdf/4/VERIANO%20CATININ%20DE%20SOUZA .pdf
[10/02/18]

Thomas, G.B. Célculo. 112 edicdo. Pearson education do Brasil. S&o Paulo.

Uni-CV realiza Seminario para instalacdo do Instituto GeoGebra. Arquivo de noticias da
Uni-CV. (2017) Praia: Cabo Verde. http://unicv.edu.cv/arquivo-noticias/4732-

comemoracao-do-1-dia-do-GeoGebra-na-uni-cv [20/01/18]

Valente, J.A. Informéatica na Educacdo: Conformar ou transformar a escola. (1995).
Perspectiva: Florianopolis, UFSC/CED, NUP, n° 24,

101


http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/fdm/textos/Ponte%2005_GTI-tarefas-gestao2.pdf
http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/fdm/textos/Ponte%2005_GTI-tarefas-gestao2.pdf
http://www.apm.pt/files/_1_CP1_Ponte_570cddf9bcc3c.pdf
http://pepsic.bvsalud.org/pdf/tp/v2n3/v2n3a09.pdf
http://www.coordenacaoescolagestores.mec.gov.br/uft/file.php/1/moddata/data/1003/.../TCC.pdf
http://www.coordenacaoescolagestores.mec.gov.br/uft/file.php/1/moddata/data/1003/.../TCC.pdf
http://www.avm.edu.br/monopdf/4/VERIANO%20CATININ%20DE%20SOUZA.pdf
http://unicv.edu.cv/arquivo-noticias/4732-comemoracao-do-1-dia-do-geogebra-na-uni-cv
http://unicv.edu.cv/arquivo-noticias/4732-comemoracao-do-1-dia-do-geogebra-na-uni-cv

https://periodicos.ufsc.br/index.php/perspectiva/article/viewFile/10703/10207
[29/01/18]

Valente, J.A. Pesquisa, comunicacao e aprendizagem com o computador. (2005).
http://www.tvebrasil.com.br/salto [29/01/18]

Valente, J.A. Por qué o computador na educacéo? (2005).
https://sites.google.com/site/capacitacaolinux100h/.../porqgue computador educacao.
pdf [12/02/18]

Viseu, F. Representacdes na aprendizagem da derivada de uma fun¢édo por alunos do ensino
secundario. (2017). Edi¢bes Zetetiké, Campinas, SP, n°2: ISSN 2176 — 1744,
https://periodicos.sbu.unicamp.br/ojs/index.php/zetetike/article/view/8649274
[29/01/18]

102


https://periodicos.ufsc.br/index.php/perspectiva/article/viewFile/10703/10207
http://www.tvebrasil.com.br/salto
https://sites.google.com/site/capacitacaolinux100h/.../porque_computador_educacao.pdf
https://sites.google.com/site/capacitacaolinux100h/.../porque_computador_educacao.pdf
https://periodicos.sbu.unicamp.br/ojs/index.php/zetetike/article/view/8649274

ANEXQOS



ANEXOS

Anexo A - Guido do questionario inicial aplicado aos alunos da

turma 12° E
UNIVERSIDADE

ADERTA &

No &mbito da realizacdo de uma Dissertacdo de Mestrado em Matemaética para Professores,
pela Universidade Aberta, com o tema “Uma abordagem do estudo da derivada de uma
funcdo com aplicacdo do GeoGebra”. Foi elaborado este questionario com o objetivo de
recolher dados de andlise, sobre a frequéncia e modos de utilizacdo do computador, bem
como os impactos dessa utilizagdo no ensino e aprendizagem, principalmente na disciplina
de matematica.

Este questionario é andnimo e as tuas respostas sao confidenciais. Assinala com uma X a
opcéao que corresponde a tua opinido. Desde j& agradeco a tua colaboracéo.

1. ldade

16 — 18 anos
18 — 20 anos

> 20 anos

2. Sexo

Masculino

Feminino

3. Frequéncia no 12° Ano

13 vez

28 vez

Algumas disciplinas

4. Se respondeste 0 ponto 3 a opcéo algumas disciplinas, indica quais.
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5. Frequéncia de utilizacdo do computador

Muita frequéncia (duas a mais vezes ao dia)

Pouca frequéncia ( algumas vezes por semana)

Raramente

6. Local onde utiliza o computador

Em Casa

Na escola

Em locais publicos (pago)

Outros locais

7. O teu agregado familiar possui computador?

Sim

Nao

8. Jativeste alguma formacao a nivel de informatica?

Sim

Nao

9. Se respondeste sim a pergunta anterior, indica em que situacao.

Curso de informaética (escolas privadas)

Disciplina optativa na escola

10. Atividades que realizas com o computador.

Redes sociais (Facebook, Instangram)

Sites de entretenimento

Jogos

Word (digitacéo de textos, e outros)

105



ANEXOS

Excel (elaboracédo de gréaficos e
tabelas)
Videos

Softwares educativos

Pesquisas (Google, Yahoo e outros)

11. Com que frequéncia utiliza o teu conhecimento em informatica, para elaborar

trabalhos escolares?

Muita frequéncia

Pouca frequéncia

Raramente

12. Achas importante o uso do computador no ensino-aprendizagem?

Muito importante

Importante

Pouco importante

13. O uso de computadores tem melhorado a tua aprendizagem?

Sim

Nao

14. Gostas da matematica?

Sim

Nao

15. Achas as aulas de matematica interessantes?

Muito interessante

Interessantes

Pouco interessantes
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16. Sentes motivado para aprender a matematica?

Muito motivado

Motivado

Pouco motivado

17. Que dificuldades sentes no estudo do tema “estudo de fungdes™?

Representar graficos

Determinar zeros, dominio e contradominio

Estudar o sinal, e monotonia

Estudar limite e continuidade

18. O computador ou calculadoras gréaficas sdo utilizadas nas aulas de matematica?

Sim, sempre

AS vezes

N&o, nunca

19. Conheces algum software que pode ser utilizado no ensino de conteudos

matematicos?

Sim

Nao

20. Se respondeste sim a questdo anterior, indica 0 nome do software.

Obrigado!
Catia Neves
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Anexo B - Guiao do questionario final aplicado aos alunos da

turma 12°E
UNIVERSIDADE

ABERTA

No ambito da realizacdo de uma Dissertacdo de Mestrado em Matematica para Professores,
pela Universidade Aberta, com o tema “Uma abordagem do estudo da derivada de uma
funcéo com aplicacdo do GeoGebra”. Foi elaborado este questionario com o objetivo de
recolher dados de andlise, sobre a aplicacdo das atividades com uso do GeoGebra, na sala de
informatica.

Este questionario é andnimo e as tuas respostas sao confidenciais. Assinala com uma X a
opcéao que corresponde a tua opinido. Desde j& agradeco a tua colaboracéo.

1. Frequéncia no 12° Ano

13 vez
28 vez
Algumas disciplinas

2. Aprender a matematica recorrendo ao computador foi para ti uma experiéncia?
Muito dificil

Dificil

Normal

Facil

Muito facil

3. O uso de computador na aula melhorou a tua motivacdo para aprender matematica?
Melhorou muito

Melhorou um pouco

Né&o sofreu alteracdo com o uso do computador na aula

Estavas mais motivado nas aulas sem computador
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4. Como preferes que as aulas de matematica sejam ministradas?

Exposicdo do conteudo e aplicagdo de exercicios no caderno e no
quadro.

Explorando o conteido no computador com orientacéo do professor
e resolvendo exercicios.

Exposicao do conteldo e posterior aplicagdo no computador.

5. Relativamente aos conteddos de Derivadas abordados com o uso do GeoGebra,
consideras que::
Permitiu aprender mais

Permitiu aprender melhor

N&o alterou aquilo que ja sabias

Complicou as aulas

Qual é a razdo da tua escolha?

6. Das atividades realizadas com o0 GeoGebra, quais entendeste melhor? (podes marcar mais
do que uma op¢ao)
Exploracdo do software

Taxa de variacdo média

Velocidade média e instantanea

Reta secante e tangente ao grafico de uma funcao

Derivadas laterais

Extremos relativos e intervalos de monotonia

Concavidades e pontos de inflexao

Quial é a razdo da tua escolha?
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7. Qual é a no¢do intuitiva que tens sobre a derivada de uma fun¢do num ponto?

8. Qual das opcdes achas que define a interpretacdo geométrica da derivada de uma funcao
num ponto?

E o declive da reta secante passando por dois pontos
pertencentes a fungéo.
E o declive da reta tangente nesse ponto

E a taxa de variacdo média de uma funcéo qualquer num
intervalo.

E a taxa de variacao instantanea da funcéo nesse ponto

9. Nas aulas na sala de informatica com recurso ao GeoGebra, achas que a professora
explicou:
Mais

Melhor

Pior

Igual

Porqué?

10. Gostaste da experiéncia com o software GeoGebra?

Muito

Bastante

Pouco

Nada
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11. Asdificuldades na realizacdo das atividades tém relacdo com:
Alteracdo do horéario

Pouco tempo para realizagéo das atividades.

O volume de trabalho no final do trimestre para o 12°%no

Exigéncia de maior raciocinio e concentracdo do aluno

Grau de dificuldade das atividades

12. Tiveste dificuldades para trabalhar com o software?
Muito

Bastante

Pouco

Nada

13. Natua opinido, achas importante o uso do GeoGebra no ensino-aprendizagem do estudo
de funcgbes, concretamente no estudo de Derivadas?

Muito

Bastante

Pouco

Nada

Porqué?

14. Qual é a tua avaliagdo da experiéncia?

Muito Bom

Bom

Suficiente

Insuficiente
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15. Indica 3 aspetos, que consideras mais relevantes no estudo de Derivadas de uma funcdo
com recurso ao GeoGebra:

Obrigado, pela tua colaboracao!
Cétia Neves
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Anexo C - Guiao de entrevistas

a) Entrevista aplicadaa Eq, E5, E3, E4

Grau academico:

Desde quando leciona a disciplina de Matematica?

Desde quando trabalha com o0 GeoGebra?

Ja planificou suas aulas com recurso a este software? Em que conteidos?

Alguma vez trabalhou com os seus alunos recorrendo ao GeoGebra? Em que modos?

Que tipo de ambiente o GeoGebra proporcionou as suas aulas?

Acha que a sua pratica letiva melhorou com o uso deste software?

Quais as dificuldades que os alunos apresentam na lecionacdo do contetido estudo de
funcdes?

Qual a postura dos alunos perante a aprendizagem desse contetdo?

O estudo de Derivadas de uma funcéo podera ser melhorado com o uso do GeoGebra?

b) Entrevista aplicada ao E5

Qual é o seu grau académico?

Desde quando leciona?

Que disciplinas tem lecionado e em que estabelecimento de ensino?

O que pensa do ensino da matematica em Cabo Verde?

Qual a postura que os professores tém apresentado perante a lecionagdo dessa disciplina?
Tem feito varios estudos com o uso e sobre 0 GeoGebra. O que pensa deste software?

Com que intuito foi desenvolvido o projeto de instalacdo do Instituto GeoGebra de Cabo
Verde?

Que ganhos para o ensino da matematica, com a instalagdo deste Instituto em Cabo Verde?
O GeoGebra podera trazer melhorias a prética letiva dos professores de matematica?

Que tipo de ambiente o GeoGebra proporcionou as suas aulas?

A utilizacdo do GeoGebra poderd melhorar o estudo do conteido de Derivadas lecionado no

12° ano?
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ANEXOS

uma funcdo afim

Local/Tempo Data
ATIVIDADE I Sala de informética/ 100 | Sdbado 24/03
Exploracdo do GeoGebra min 10:30
ATIVIDADE II Sala de informética /50 | Quarta 11/04
Taxa de variacdo mediade | min 11:30

ATIVIDADE Il
Velocidade média de um
corpo.

Sala de informatica / 50
min

Sabado 14/04
10:30

ATIVIDADE IV Sala de informatica /50 | Quarta 18/04
Tangente ao grafico de uma | min 11:30
funcao.

ATIVIDADE V Sala de informaética/ 100 | Sabado 21/04
Derivadas laterais (funcao min 10:30
definida por ramos)

ATIVIDADE VI Sala de informatica/ Sébado 2/05
APLICACAO DA 12 50min 10:30
DERIVADA

ATIVIDADE VII Sala de informatica/ Sébado 5/05
APLICACAO DA 22 50min 10:30
DERIVADA
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Anexo E - Quadro de presencas dos alunos nas atividades na
sala de informética

<
<
<

Alunos/Grupos -V

=
<| X| X| X| X| < K| K| < K| <Kl LK K| K| >»
<| X| X| X| X < K| K| < K| <Kl LK K| K| >»
<| < <] <] <| X <] K| < X | LK K| K| »
<| X| <] <] K| K| | K| < K| <L X K| | »
X < <] <] K| K| | K| < K| LKl LK LK K| >»
<l < <] <] <| | L] | <K LK L LK LK K »
X X X <| <| X X <| X X <| X < < >

V-Presente na aula; X- Ausente da aula; AC — Auxiliar de campo
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Anexo F — Ficha de trabalho |

ATIVIDADE | - EXPLORACAO DO SOFTWARE GEOGEBRA
PARTE |

a=2

1. Nabarrade ferramentasnoicone , |2.° ‘ cria os seletores m e k.

2. Introduz a funcdo f(x) = m * x + k na caixa de entrada na parte inferior do folha do
GeoGebra. A expressdo da funcdo e o valor dos seletores aparecem na folha algebrica, na

folha grafica deve aparecer o grafico da funcéo;

Pt

3. Na barra de ferramentas no icone |[232

‘ cria o seletor a.

4. Na caixa de entrada introduz o ponto pertencente a funcéo P = (a, f(a)).
5. Com o botao direito do mouse, sobre o seletor seleciona “animar” e faz a analise da
funcao identificando:

5.1 Dominio;

5.2 Contradominio;

5.3 Zeros;

5.4 Intervalo onde f (x) é positiva ou negativa;

5.5 Monotonia da funcéo.

(Caso seja necessario na barra de ferramentas no ‘ icone utiliza o icone E
para reduzir a folha grafica ou altera os valores de varia¢do do seletor a, clicando com
0 bot&o direito sobre o seletor — propriedades — Min:... -Max:...

6. NaBarrade Menu escolhe Vista de seguida a opcao Folha CAS, introduz na primeira

linha o calculo pretendido f(x) = 0, de seguida escolhe resolver x= | faz 0o mesmo

para os outros calculos pretendidos.

PARTE Il
1. Abre uma nova pagina do GeoGebra na Barra de Menu selecione Ficheiro — Nova
Janela. Cria os seletores a, b e ¢ coeficientes de uma funcdo quadratica e introduz a
funcdo g(x) = a* x"? + b * x + ¢ na caixa de entrada, na janela de visualizagio deve
aparecer o grafico da funcao.
1.1 Altera os valores dos seletores para obter o grafico da funcdo g(x) = x* — 4x + 5.

1.2 Repita os passos 2, 3, 4 e 5 tendo aten¢do que o ponto P tem coordenadas (x, g(x;)).
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1.3 Confirma os teus dados aplicando o passo 6 da parte I, para a funcdo g.

PARTE 11l
1. Abre uma nova pagina do GeoGebra na Barra de Menu selecione Ficheiro — Nova
Janela. Introduz a fungdo h(x) = 100 — 1000/(1 + (x — 3)*2) na caixa de entrada,
na janela de visualizacdo deve aparecer o grafico da funcéo.
1.1 Repita os passos 2, 3, 4 e 5 da parte | e tendo atencéo que o ponto P tem coordenadas
(1, h(x1).
1.2 Confirma os teus dados aplicando o passo 6 da parte I, para a funcéo h.
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Anexo G - Ficha de trabalho 11

ATIVIDADE Il —- TAXA DE VARIACAO MEDIA

A taxa de variacdo média no intervalo [a, b] é 0 quociente entre a diferenca dos
valores da fungéo nos extremos do intervalo e a diferenga entre os extremos do

intervalo.
_fb) - f(o)
Man = p g
Parte |

1. Considere a seguinte funcdo f(x) = 2x — 4:
1.1 Determine a taxa de variacdo média nos intervalos indicados:
a) [2,3]
b) [3;3,5]
c) [5,2;71]
1.2 O que observaste ao fazer os calculos?
1.3 Altere o valor do declive (m) da fungdo f(x) para um valor a tua escolha e calcule
de novo a taxa de variacdo média nos intervalos indicados na alinea a), e b).
1.4 O que acontece a taxa de variacdo média de f(x) nesses intervalos?
1.5 Atribuindo ao declive o valor m = 0 e mantendo o valor do termo independente na

funcdo f(x), qual é o valor da taxa de variagdo média?
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Anexo H - Ficha de trabalho 111

ATIVIDADE 111 - VELOCIDADE DE UM CORPO

1. Uma bola é lancada de baixo para cima. A altura a, em metros, a que a bola se
encontra do solo é funcdo do tempo t, em segundos, decorridos desde o seu
lancamento.

A lei que relaciona a com t é: a(t) = 10t — 2t>

1.1 Determine a velocidade média a que a bola se desloca nos intervalos indicados.
a) [0,2]
b) [4;4,5]

1.2 Calcule a velocidade instantanea da bola no instante t = 2, sabendo que a velocidade
instantanea de f no ponto t = b é dada por:

a(b+ h) —a(b)
150 h

1.3 Abre o ficheiro do GeoGebra “Atividade II1”. O ponto P tem abcissa b e 0 ponto Q
tem abcissa ¢, nas caixas b e c altere os valores de modo a obter os intervalos
indicados nas alineas do 1.1 e confirme o resultado que obtiveste.

1.4 Para resolver o 1.2, altere a abcissa do ponto P para b = 2 e na folha algébrica altere
a abcissa do ponto Q@ para b + h; Atribua um valor a h de modo que a distancia do
ponto Q ao P seja proxima de zero e confirme o resultado obtido em 1.2.

1.5 Atribua o valor b = 0, o instante em que a bola é lancada. Com o botéo direito sobre
o seletor b clique em animar. Indica instantes onde a velocidade é nula ou negativa.

O que essa variagéo significa em relacdo ao movimento da bola?

1.6 Qual € a velocidade da bola quando toca o solo?

119



ANEXOS

Anexo | - Ficha de trabalho 1V

ATIVIDADE 1V - TANGENTE AO GRAFICO DE UMA FUNCAO

Tangente a uma curva
Reta t é tangente a circunferéncia C no ponto P Reta g é tangente a curva f no ponto P
LI |

L

A equacdo de uma reta tangente ao gréafico de uma funcdo num ponto P (x,, f (xo))
é dada pory = m(x — xo) + f(x,), onde m € o declive da reta tangente no ponto P.

1.1 Abre o ficheiro do GeoGebra “Atividade IV”, altere os coeficientes da fungdo para
a=1 b=0ec=—1. Fixe o ponto P em x, = 3 e movimente o ponto Q em
direcdo a P. Clicando no bot&o declive da reta secante aponta valores do declive da

reta secante quando a distancia dos pontos se aproximar de zero.

1.2 Ainda no ficheiro do GeoGebra na folha algébrica altere a abcissa do ponto Q para
x_0 + h, de seguida clique no seletor h e escolha a op¢do animar, de seguida
responde as seguintes questdes; Qual € a posi¢do de Q em relacdo ao ponto P quando
h>0? E quando h<0?

1.3 Supondo que @ = (3 + h, f(3 + h)), determine algebricamente o declive da reta

tangente dada por: ;lir{)z w Comenta o resultado obtido com o resultado do

ponto 1.

1.4 Escreva a equacdo da reta tangente ao grafico de f(x) no ponto P de abcissa xo =
3.

1.5 Voltando ao GeoGebra, com clique sobre o seletor h, pare a animacéo e altere o seu
valor para h = 0.00001. O que concluis em relacdo a equacdo obtida no ponto

anterior?
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Anexo J — Ficha de trabalho VV

ATIVIDADE V - DERIVADAS LATERAIS

[Q71®0)  ayiste se e
X—Xo

A derivada num ponto de abcissa x, dada por f'(x,) = xh_)r)rcl
somente se as derivadas laterias nesse ponto existirem e forerr(; iguais.
flxi)= xlir%mi:—if‘)) derivada a direta de x,
f(xy)= x]iIJICI_ w derivada a esquerda de x,

~Xo

—Xo

Parte |
1. Abre o ficheiro de GeoGebra “Derivadas laterais I” onde esta representada a funcéao
g(x)={ x—3sex=>2
—-x+1sex<?2
reta s secante ao grafico de g(x) que passa por P e Q.

, 0s pontos P e Q de abcissas x, e x, + h respetivamente, e uma

1.1 O que podes concluir em relacdo a reta s e ao valor do seu declive quando x, =2 h =
0.001? Eparah = —-0.001?

1.2 Anime o seletor h, e indique o valor das derivadas laterais em x, = 2. Existe derivada

1.3 no ponto de abcissa x, = 2?

Parte Il

1. Abre o ficheiro de GeoGebra “Derivadas laterais parte I1”, onde est4 representada a

fUNca (x*—4sex<?2 . .

ungao f(x) =17, , 0s pontos P e Q de abcissas x, e xo + h respetivamente,
x“+4 sex>2

e uma reta secante ao grafico de f(x) que passa por P e Q.

1.1 Altere o valor de h = 0.0001, com clique sobre o seletor x, escolha a op¢ao animar.
O que observaste em relacdo a reta s quando x, = 2 ?

1.2 Pare a animagdo e diga qual é o valor do declive da reta tangente quando x, = 2 e h =
0.00001. E quando h = —0.00001?
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1.3 O que podes concluir em relagéo as derivadas laterais no ponto de abcissa x, = 2? Existe
derivada em x, = 2?
2. Nafolha algébrica altere a expressao da funcdo definida a direita de x, = 2 para f(x) =
Se(x £2, x2 - 4, -x? + 4x-4) de modo a obter a funcéo
_( x*2—4 sex <2
Q) _{—x2+4x—4 sex > 2

2.1 De seguida altere o valor de h = 0.0001 e clique sobre o seletor x,, escolha a op¢ao
animar. O que observaste em relacdo a reta s quando x, = 2 ?

2.2 Qual é a posicdo e o declive da reta tangente quando x, = 2 e h = 0.000001? E
quando h = —0.000001?

2.3 Existe derivada no ponto de abcissa x, = 2? Justifique.

2.4 Podes escrever uma reta tangente ao grafico da funcdo f(x) no ponto de abcissa x, =
2?
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Anexo K - Ficha de trabalho VI

ATIVIDADE VI -EXTREMOS RELATIVOS E INTERVALOS DE
MONOTONIA

1. Abre o ficheiro com o nome de “Extremos e intervalos de monotonia”, com a

x2—4 sex <2
—x2+4x—4 sex > 2

de abcissas x, e x, +h , respetivamente, e a reta s passando por esses pontos. Altere o

representacdo do grafico da funcdo f(x) = { , 0S pontos P e Q

valor de h = 0.0001 de seguida selecione a opcao animar nas propriedades do seletor

X, para movimentar o ponto P. Responde as seguintes questdes:

1.1 Em que intervalos, o declive da reta tangente ao grafico de f(x), no ponto x, é positiva?

E negativa?

1.2 Indique, caso existirem, pontos onde a funcdo muda de monotonia de crescente para
decrescente, ou vice-versa. Em relacdo a extremos de uma fungdo, como classifica 0s

pontos indicados?
1.3 Qual é o valor do declive da reta tangente nos pontos indicados no 1.2?

1.4 O que podes concluir em relacdo a monotonia da fungéo e a sua derivada?

2. Clique na caixa “Grafico da derivada de f(x)”. Observa os dois gréaficos e relacione o sinal

da funcéo derivada com a monotonia da fungdo f(x).
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Anexo L -Ficha de trabalho VI

ATIVIDADE VII - CONCAVIDADE E SEGUNDA DERIVADA DE
UMA FUNCAO

1. Abre o ficheiro com o nome de “Concavidade e pontos de inflexdo”, com a
representacio do grafico da funcdo f(x) = x* — 2x2 + 2, o0 ponto P de abcissa xq, € a

funcdo segunda derivada de f(x) representada por r(x).

1.1 Indique intervalos onde a concavidade do grafico de f(x) é voltada para cima. E

intervalos onde a concavidade € voltada para baixo.

1.2 Clique na caixa “Reta tangente a f(x) em x,," € anime o seletor x,, responde: O que
acontece a posicdo das retas tangentes, em relagdo ao gréafico de f(x), quando a

concavidade é voltada para cima? E quando é voltada para baixo?
1.3 Calcule os pontos em que o gréfico de f(x) muda de concavidade.

1.4 Recorre ao Menu Vista, selecione a opgdo Folha CAS, insere numa linha a expressao

X

r(x) = 0, e clique no icone “~ para resolver, 0 que obtiveste?

2.Clique na caixa “Gréafico da segunda derivada de f(x)”, e relacione o sinal da segunda

derivada com a concavidade do grafico de f(x).
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Anexo M — Ferramentas do GeoGebra versao 5.0.468.0
utilizadas pelos alunos

Ferramenta Descricao

Permite criar seletores, atribuir uma letra a um
valor que pode ser alterado conforme a
necessidade do utilizador

Permite mover a pagina com todos o0s seus
elementos para uma posicao pretendida pelo
utilizador

a=2

[£]

%

2]

Reduzir a imagem da folha gréafica

Ampliar a imagem da folha grafica

9]

Permite resolver uma ou mais condi¢fes
inseridas na folha CAS pelo utilizador

x
I
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Anexo N - Ficheiros do GeoGebra referentes a atividade 1
elaborados pelos grupos

€7 Trabalhe 1.ggb - O X
Ficheiro Editar Vista Opgdes Janela Ajuda
A 4 . -2 2 e
Al O O] A Nfee |2 <) .

» Folha Algébrica | » Folha CAS (Calculo Algébrico Simbélico) X [ » Folha Grafica 2D X] | = Protocolo de Gonstrucio X
. ==
- Fungdo PR ! s RN B &~ |7 & e
.'r(’) =-2x43 P30 N° [Nome |Descri.[valor
- Nimero - =2x+3= k=3 4/Namer. m=-2
@ a=1 5 .
{ 2 5 2 Nimer. k=3
3 4 a=1
Resover X= = 3Fungaofiftg=m fx)=-.
. x+k
3 4 Niimer. a=1
3 | fw=0
- 0> =2x4+3 s|Ponto P (a,fla)) P=(1,
2
53 6C8la =0 -2x+3
4 CAS $1 =0
3 1 7/Célula  Resolver{x=3/
Resolver: (X > 5 CAS 52
8CéUIa <0 0>2x
s | om0 P L S S S S A5 53 3
9Célula  Resolver{x>3/
- —2x+3>0 4 CAS 84
10Célula f)=0 -2c+3
55 CAS 85 >0
6 3 2 11Célula  Resolver{3/2 >
Resolver: {2 > :} CAS $6 x
Kl
7
-4
® K1 < | 11711
Entrada:
Figura N.0.1 - Ficheiro do GeoGebra atividade de exploracéo parte | (grupo A)
€7 GEOGEBRA-Partel.ggh - [m] X
Ficheiro Editar Vista Opgles F Janela Ajuda
A > . ey > e
o | % 120 (Ol [ AN B 2 2
» Folha Algébrica X| | » Folna CAS (Galculo Algébrico Simbélico) X | » Folna Grafica 20 X
Fungia fo0=0 —065
®fx) = —2x+3 L “. . k=195
Nimero - =2x+3=0
@ M=1035 W=-0.35
- 51 B ——
2
Resob =3
esolve =
esolver 3
3| 0
- =2x43>0
$3
4 2
Resoly 3 >x
esobver |3
B
5 | f00<0 f
- 0> -2x+3 4 ) 2 v o 3 3 5 ] 7 6 g 1o bl
; 55 .
e )
esolver
2 2
7
Kl
® ‘

Enfrada:

Figura N.0.2 - Ficheiro do GeoGebra atividade de exploragéo parte I (grupo E)
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GEOGEBRA

€7 parte 2.9gb

- [m) X
Ficheiro Editar Vista Opgbes Feramentas Janela Ajuda Inicie a sess3o
o o c
A L] b_ @ . \ a=2
[2]] AL O] £ N =) »
» Folha Algébrica » Folha CAS (Cileulo Algébrico ~ Folha Grafica 2D ~ Protocolo de Construs
Funcio . . | oweo | ac~ B~ &~ |@Z
@ g(x) = 1x°—4x+5 N° [Nome [Descri|va
Ndmero Resotver {} 1 Namer. as|
@ a=1
; 2 | omeo s 2 Nimer. b=|
Resolver: {x=x} 3 NGmer... c=
Porto 4
@ P=(3.23,251 =
L ) 3 | 9b<0 4Funca_ g =a g
K +bx
Resolver:
{1 3 5 Nimero %,
X
A 1 32|
2 6PanioP |(x,,  P=
g(x,)) 4
7Célula Resolver(}
1 cASS1 |=0)
8 Célula Resolver{xd
CAS 52 |»0)
a 3 2 7o 1 H 4 s [ 7 [ ¢ | 9céula Resolverf)
CASS3 <0)
-1
2
-3
4
‘ . ® B
Entrada: | ®
Figura N.0.3 - Ficheiro do GeoGebra atividade de exploracao parte Il (grupo D)
€7 Trabalho 3.ggb - [m] X
Ficheiro Editar Vista Opcles F Janela Ajuda
1 p= [=d
A . @ d yo aBC | 822
[]AANBClo) 4N =[] z
P Folha CAS (Célculo Algébrica 6 ¥ Folha Algébrica ¥ Folha Gréafica 20 * Protocolo de Construs
hix)=0 Fungéo 1000 B &~ |2
1 1000 @ h(x) =100 — N° |Nome |Descri.|Va
- 00— > (- 1000 as1 TlFunca o
(x—=3)"+1 Ntimero x1=-244 ‘v -
® a-1 . 2Nimer. a<|
51 - @ x1=244 800
2 Fonto 3 Ndmer. x1
Resober: {x=0,x=6} ® P=(-244,9857)
600 4lPonto P |x1, =
hix)=0 het))
¥ 5Céula h(g=0 10
- u>1007% e CAS§1 10
1+(x-3) BCélula Resolver(x-
CAS 52 =
200
s |83 7/Célula h(g=<0 0O
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Figura N.0.4 - Ficheiro do GeoGebra atividade de exploracéo parte 11 (grupo D)

127




ANEXOS

Anexo O — Pedido de laboratério de informéatica

UNIVERSIDADE

ABERTA W

www.uab.p

Pedido: Laboratdrio de informatica

Eu, Catia Djamila dos Santos Neves, mestranda do curso de Matematica para professores,
pela Universidade Aberta, vém por este meio solicitar a disponibilizacdo do laboratério de
informética, para lecionar algumas aulas com os alunos da turma 12° E, no ambito da
realizacdo de uma dissertagdo intitulada “Uma abordagem da Derivada de uma fungdo com

aplicacdo do Geogebra”.

Sem mais de momento, agradeco a vossa atencao.

Em anexo a planificacdo das atividades

Mindelo, 08 de marco de 2018
Mestranda

/Catia Djamila dos Santos Neves/

Orientador

#
<
L

vy s rc:.‘f'.,r_'l 9 LA
/Rui Rodrigues/
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UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA

Anexo P — Termo de Responsabilidade

UNIVERSIDADE

\\\\\\\\

Termo de responsabilidade

Eu, Cétia Djamila dos Santos Neves, mestranda do curso de Matematica para professores,
pela Universidade Aberta, venho por este meio informar que no &mbito da realizag&o de uma
dissertacdo intitulada “Uma abordagem da Derivada de uma funcdo com aplicagdo do
Geogebra” pretendo levar a cabo uma investigagdo com os alunos da turma 12° E. Com a
investigacdo ndo se pretende alterar o contelido a ser lecionado apenas alterar a planificagéo
de forma que algumas aulas sejam realizadas no laboratoério de informética da escola, sem

prejuizo para a aprendizagem e avaliacdo dos referidos alunos.

Mindelo, 08 de marco de 2018
Mestranda

/Cétia Djamila dos Santos Neves/

Orientador
IS0 “od ng\er
/Rui Rodrigues/
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ANEXOS

Anexo Q — Fotos dos alunos na realizacao das atividades
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UMA ABORDAGEM DO ESTUDO DA DERIVADA DE UMA FUNCAO COM APLICACAO DO
GEOGEBRA
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