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Movimento de particulas auto-propulsionadas.
Modelo de Cucker-Smale e variantes: analise e simulacoes.

Resumo

Na secgado 1, apresenta-se o0 modelo de Cucker-Smale. O modelo é de
tipo Newtoniano com a aceleragédo a depender da vontade dos agentes em
alinhar a sua velocidade com a dos outros agentes. O modelo é flexivel pois
baseia-se numa funcdo de comunicagdo entre os agentes, 1, dependente
das suas posicoes relativas que podem assumir diversas formas. No caso
em analise contém um factor S que determina a persisténcia da interagéo a
distancia. Definem-se comportamentos resultantes, nomeadamente alinha-
mento e formacéo de bando. Descrever o modelo relativamente ao centro de
massa permite alguma simplificagao.

Na seccao 2, apresentamos algumas ferramentas de carater geral Uteis
para a andlise posterior. O teorema de Picard-Lindel6f estabelece condigdes
para a existéncia de solug¢des Unicas. Definem-se alguns tipos de 6rbitas e de
estabilidade. Introduz-se o teorema da estabilidade de Lyapunov e as fun¢oes
de Lyapunov.

Na seccao 3, analisa-se o modelo aplicado a duas particulas em R.
Estabelece-se a condicdo para a formacao de bando independentemente
dos valores iniciais de posicao e velocidade. Esta sucede para [ < 1,
qguando a comunicagao a distancia é mais persistente. No caso contrario
estabelecem-se condicbes em funcdo dos valores iniciais. Esbocga-se a
mesma analise usando uma fun¢ao do tipo de Lyapunov.

Na secc¢ao 4, faz-se uma andlise a varias dimensdes e para N passaros.
Com uma escolha adequada de normas, ||z||- € ||v||-, € de fungéo de Lya-
punov, os resultados sado formalmente idénticos aos da seccao precedente
quanto a existéncia de formacao de bando, com as relagdes a passarem de
igualdades para desigualdades.

Na seccao 5, apresentam-se algumas variantes. Alterando a andlise, a
funcao de comunicagao ou adaptando a estrutura do modelo obtém-se como
resultado a analise de multiplos bandos, o impedimento de colisbes, uma
maior adaptabilidade ou um condicionamento da formagao de bandos.

Na seccao 6, apresenta-se uma simulagao passivel de ser utilizada por
quem deseje observar alguns dos modelos em agao.

Palavras chave: modelo de Cucker-Smale, formacdo de bando, es-
tabilidade, funcdo de Lyapunov, agentes autbnomos, particulas auto-
propulsionadas



Self propelled particles movement
Cucker-Smale model and variants: analysis and simulations.

Summary

In section 1 we present the Cucker-Smale model. The model is of Newto-
nian type with acceleration depending on the agents’ will to align their velocity
with that of other agents. The model is flexible because it relies on a com-
munication function between agents, ¢ , dependent on their relative positions
which can take several forms. In the case under analysis, it contains a factor
£ factor which determines the persistence of the interaction at a distance. Re-
sulting behaviors are defined, namely alignment and flocking. Describing the
model in relation to the centre of mass allows for some simplification.

In section 2, we present some general tools useful for the later analysis.
The Picard-Lindel6f’'s theorem establishes conditions for the existence of uni-
qgue solutions. Some types of orbit and stability are defined. The Lyapunov
stability theorem and functionals are introduced.

Section 3 analyses the model applied to two particles in R. The condi-
tion for flocking is established regardless of the initial values of position and
velocity. This happens for 5 < 1 when long distance communication is more
persistent. Otherwise conditions are established depending on the initial va-
lues. The same analysis is outlined using a Lyapunov-type function.

In section 4, an analysis is carried out in many dimensions and for N birds.
With an appropriate choice of norms, |||/~ and ||v||«, and of Lyapunov func-
tional, the results are formally identical to those in the previous section as to
the existence of flock formation, with relationships changing from equalities to
inequalities.

In section 5, some variants are presented. By changing the analysis, the
communication function or adapting the model structure results in the analy-
sis of multiple flocks, the avoidance of collisions, greater adaptability or the
conditioning of flock formation.

In section 6 we present a simulation that may be used by whomever wants
to observe some of the models in action.

Keywords: Cucker-Smale model, flocking, stability, Lyapunov functional,
autonomous agents, self-propelled particles
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Um bando de estorninhos passou como um tufao sobre
a colina arida, vruuuuuuuuuu, A bandada deu uma
volta larga, fremente, asas vibrantes, bicos que bebem
o ar e 0 sol, e 0 azul, as poucas nuvens, brancas e
acasteladas, navegam no espago como galedes, 0s
homens, estes e todos os outros, olham estas coisas
diversas e, como de costume, ndo as entendem bem.

E os estorninhos, qual é a sua opinido acerca dos
estorninhos, quis saber o locutor, Isso, sim, € um
fascinante enigma, hipnotizar aves nao deve ser facil,
Pelo contrério, mas dois ou trés mil estorninhos ao
mesmo tempo, como poderiam eles voar se estivessem
hipnotizados. Repare que o bando, para cada ave que
dele faga parte, é ja um agente hipnético, agente e
resultante simultaneamente

José Saramago
A Jangada de Pedra
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1 Introducao

Em 1900 um dos problemas lancados por Hilbert, o sexto problema, era o
de estabelecer um tratamento matematico dos axiomas da Fisica [Hil02]. O
problema da definicdo dos axiomas de probabilidade foi resolvido por Kol-
mogorov em 1933 [Kol33][Kol56]. Aplicagdes da teoria das probabilidades a
teoria cinética dos gases, em particular a resolugéo rigorosa da passagem
ao limite, meramente indicada nos trabalhos de Boltzmann [Bol66], citado por
[Uff22, seccao 1.4], prossegue atualmente e é uma area muito ativa de inves-
tigagdo matematica contemporanea. O sexto problema colocava no entanto
um problema mais geral, o de partir de principios elementares, o nivel “micro”,
discreto, e por algum processo de limite derivar leis sobre o conjunto, o nivel
“macro”, continuo.

Esse problema de ligar o discreto ao continuo e de estudar comportamen-
tos emergentes partindo de principios elementares € um campo de estudo
em aberto e de interesse crescente desde finais do século XX. O desenvolvi-
mento de ferramentas matematicas para descrever a dindmica de organismos
vivos, incluindo o Homem, € um dos focos de interesse do século XXI. Para tal
sera provavelmente necessario nao apenas aplicar métodos conhecidos, mas
também descobrir quais os principios elementares que regem 0s organismos
vivos [BCB23].

O modelo de Cucker-Smale, herdeiro de trabalhos pioneiros como os de
Reynolds [Rey87] e Vicsek [Vic+95], enquadra-se neste campo. Este modelo
estuda o movimento de conjuntos de passaros a partir apenas do conheci-
mento da regra seguida por cada passaro. O estudo inicial foca-se nas con-
digbes para a formagédo de bandos [CS07]. A sua analise foi simplificada,
com recurso a fungdes de Lyapunov, em [HLO9]|. Investigacdo posterior tem
estendido o0 modelo nomeadamente para casos de interagdes assimétricas,
incluindo a existéncia de liderangas, outros em que se evitam colisées, ou
em que se criam multiplos bandos [CHL17]. Além disso o mesmo forma-
lismo pode ser usado em contextos além de bandos de passaros, por exemplo
para estudar a evolucéo de opinides [HK02]; cotacao de jogadores de xadrez
[Elo78] ou ainda, invertendo o processo, para criar regras que gerem compor-
tamentos desejados em grupos de veiculos autbnomos sem necessidade de
um controle central [PRT15] [Bai+18].

1.1 O Modelo de Cucker-Smale

O modelo de Cucker-Smale € um modelo do tipo sistema Newtoniano de N
particulas. A variacdo da posicdo de cada agente, passaros neste caso, é
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dada pela velocidade, como com particulas passivas. Ja a variagao da veloci-
dade, a aceleracao, ndo depende apenas de efeitos exteriores mas de regras
internas ao conjunto de particulas, nomeadamente do tipo de interagdo entre
as varias particulas. Assim, cada passaro tem, no instante ¢, uma posicao,
x = z(t), que serd habitualmente um vetor com 3 dimensdes. Essa posi¢ao
varia em fungéo da velocidade, v = v(t), segundo & = v, por definicdo de
velocidade, como com particulas passivas. A variacdo da velocidade de cada
passaro € uma combinagédo linear das diferengas da sua velocidade para a
de cada um dos outros passaros, com pesos dados por uma fungao, . Esta
funcdo ¢ € a que determinara quais os diversos comportamentos emergentes.

Definicao 1.1 (Modelo de Cucker-Smale). Considerem-se N particulas, cada
uma com posicao e velocidade z;, v; € R%, em que d é a dimensao do espaco,
uma funcéo de comunicagao entre a particula i e a particula j, ¥ (z;,z;),
e K > 0 um fator de escala. Designa-se por Modelo de Cucker-Smale o

problema de valor inicial (sec]2) comi=1,---, N:
jji = V; (13.)
N
. K
0= D bl ) (v — i) (1b)
j=1
com valores iniciais x;, v,y € R? tais que:
i(to) = x;
#lto) = o @
vi(to) = vio

Esta definicdo de modelo de Cucker-Smale permite uma grande liberdade
na escolha da funcao peso da comunicacao, 1. Esta pode ser classificada em
varios tipos, ndao mutuamente exclusivos:

Definicao 1.2 (Tipos de Comunicagéo, ¥). A fungao
YR xRY = R

modela diversos diversos tipos de comunicagdo. Utilizam-se na literatura as
seguintes designacoes [Shv21| sec.2.1]J[CHL17]
ndo degenerada : ¥ (z,y) > 0
absoluta : inf ¢(z,y) > 0
simétrica : ¥ (z,y) = ¥(y, x)
convolugdo : ¢ (z,y) = {Z;(:c —vy), para alguma fungéo v RT3 R
radial : 1(z,y) = ¥(||z — y||), para alguma fungéo 1 : R — R
local : 3r;, > 0: ||z —y|| >rp = Y(z,y) =0

singular : lim,_y—0 ¥ (2, y) = +00

Pagina 2



Exemplo 1.3 (Comunicacao padrdao). A comunicacdo que vamos considerar
€, como originalmente [CS07], do tipo radial, ndo degenerada, ndo singular.
E ndo local mas é decrescente e a convergir para zero com a distancia.
1

YD) = T =gy ©
O fator de forma 3 sera um parametro fundamental na determinacao do com-
portamento, ao definir se a fungdo de comunicagao tem, ou ndo, uma «cauda
pesada» que faga com que a comunicagao seja suficientemente forte mesmo
para distancias grandes.

%=1l

Figura 1: Fungéo de comunicagéo, ¥ (z,y).

As solugdes do problema de valores iniciais (T)—(2) descrevem a evolugéo
no tempo do sistema de NV particulas e estamos interessados em analisar os
possiveis comportamentos coletivos resultantes, alguns dos quais passamos
a definir [CHL17][Shv21].

Definicao 1.4 (Comportamentos resultantes).

alinhamento : t£+moo max |vi(t) —v;(E)|| =0

formacgéao de bando : Vt > ¢y, sup ||z;(t) — z;(t)|| < +o0
irj

bando rigido : Vi, j tlir+n |lzi(t) — x;(t)]| = xi;
agregagao : Vi, j thgl |zi(t) — x;(t)]| =0

colisdo, entre as particulas i e j

no instante ¢, - Fte € R: zi(te) = a;(te)

Pagina 3



1.2 Descricao no centro de massa

Descrever um sistema mecénico em relagcdo ao centro de massa geralmente
simplifica a descricao, pelo que vamos fazer uma mudanca de variavel x — &,
e consequente v — v, com £ e v relativos ao centro de massa. Vamos aqui
considerar que as particulas sao indistinguiveis, pelo que tém massas iguais
que arbitramos serem iguais a unidade.

Teorema 1.5 (Modelo de Cucker-Smale no Centro de Massa, comunicacao
simétrica). Sejam ¢; € R e v; € RY, comi = 1,---, N, respetivamente a
posi¢éo e a velocidade de cada particula relatlvamente ao centro de massa.
Seja a funcédo de comunicacao, 1, de tipo simétrico (def. O modelo
de Cucker-Smale expresso no centro de massa € formalmente idéntico ao
modelo original (def.

&= (4a)
K<L~
V= D (& 6) (v — ) (4b)
j=1
com valores iniciais &, v;o € R? tais que:
&i(to) = &io
{ vi(to) = vio ©)

e o centro de massa tem movimento linear uniforme (Ve = 0).

Demonstragao. A variagéo da posicao, eq. (4a), é imediata, por definicio de
velocidade. Resta determinar a variacao da velocidade, v.
A posicao do centro de massa é, por definicao,

1 N
Tom = ; 7 (6)
e portanto, usando a eq. (1a) da definicao, a sua velocidade é
1 & 1 &
Vom = Tem N ; Z; N ; V4 (7)

A posigao de cada particula relativamente ao centro de massa, &;, é

Z; W & =T — Tom (8)
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Consequentemente a velocidade, v;, vale
Vi U =& = — foy = U — U 9
[ oM ) gz 7 CM 7 CM ( )
e a variagcao da velocidade é v; = v; — Vo

A componente 7; obtém-se da definicdo na eq. (1b),

Escrevemos {E(éj, &) e ndo ¥ (¢;,¢;) tendo em conta que se trata da com-

posicao de ¢» com a mudanca de variavel x — &, e portanto J(fj, &) ndo sera,
em geral, formalmente, a mesma fungéo que ¥ (x;, x;).

A componente ¢, obtém-se da definicdo na eq. (7):

=2l
=
s@..
I

VoM =
K N N
= N2 Zzljzl@b(xwx])(vj vi) =
K N N
= 37 2 2 Yl m) (v — vear) — (v = vow)) =

@
Il
—
.
I
—

I
==
WE
WE
=
i
B
S
5
I

@
Il
—
.
Il
—

1< =] 1>]
K |« N
=35 | D vl =) + 0+ D (e e (v —v) | =
zzj<:jl sz<:]1
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- N2 Z (Ui, 25) (v — vi) + (g, ) (v — vy)) =

- (Wl xy) = (g, 20) vy — (s, 25) = Plag, @) vi) =

N2 = wsim_étrica
i,7=1
1<j
=0
K.~
Portanto Vz = UZ — {}CM = N Zw(flvfj)(y] — l/i) ]

j=1

Recorda-se que a representacao relativamente ao centro de massa tam-
bém induz uma ’normaliza¢do’ da posi¢ao e da velocidade, tal que a soma das
posicoes e a das velocidades se anulam: Zf\il &=0e Zf\il v; = 0. Além
disso, permite simplificar as condigcdes que definem alguns dos comporta-
mentos resultantes, que passam a depender dos valores de cada posi¢ao e
velocidade e ndo de valores relativos entre si, essa comparacéo fica agora
implicita na comparagdo com o centro de massa.

Teorema 1.6 (Comportamentos resultantes, relativos ao centro de massa).
No sistema de Cucker-Smale descrito em relagdo ao centro de massa e com
funcdo de comunicagdo simétrica (teo. as definicées de alinhamento e
formagéo de bando (def. |1.4) s&o as seguintes:
alinhamento : th+m max [|;(t)|| = 0
—+00 (2
formagéo de bando : Vt >t sup [|§;(t)]| < +oc0

Demonstragdo. Para o alinhamento, queremos mostrar que

lim max||v;(t) —v;(#)[ =0 <= lim max|[vi(t)] =0
—+00 (2

t—+o0 1,j

Usaremos a seguinte observacéao: fixando uma das velocidades, v;, qualquer
outra pode ser definida em fungdo dessa por v; = v; + (v; — v;).

Comecemos por mostrar a condigcdo necessaria.

i max 4 (0)] = lim_ max [25(8) = vear (1) =
| XN
- tiiinoo max v (t) — N z;vj(t) =
]:
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j=1
| X N
:tlhmoom?x vz(t)—v,(t)ﬁjzll jzl(uj(t)—yz(t))H =
N
=ty s[5 00— (1) <
N
< Jim a3 o6~ ()] <
N
< Li+moojzlmgx Jos(8) — vl =

= Z lim max [|v;(t) —vi(?)]| <

t—+oo 1

< N lim max||vj() v(t)|| =0

t—+o0 4, hip.

Vejamos, agora, a condicao suficiente.

lim max [Jvi(t) —v; (1)]| = lim max[(v(t) +ven(t)) — (v (t) +ven ()] =

t—+oo 1, t—+oo 1,

= . <
i mae (t) — v (0)]] <

)

< dim max ([lr(6)] + v (6)1) =

t—+c0

= Jim max [l5(¢)]| + lim max lv;(t)]| = 0
Para a formac&o de bando, queremos mostrar que

sup |z: — x| < 400 <= sup I&i]] < 400
7]

Usaremos a seguinte observacdo: fixando uma das posi¢des, z;, qualquer
outra pode ser definida em fungéo dessa por z; = z; + (z; — ;).

Comecemos por mostrar a condigdo necessaria.

N

L——g x;

7j=1

1 N
ko)

sup [|&l = sup [lz; — zear|| = sup

= sup
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1 & 1 & 1 &
:SIZ}P xz’_miﬁzl_NZ(x]’_Ii) :SIZ}P NZ(%—%)
Jj=1 Jj=1 j=1
1 N
< ]l =« .
<5 leiudp la; =il = supfla; — il < 400
J:
Vejamos, agora, a condi¢ao suficiente.
sup [|z; — z;|| = sup ||(§& + zem) — (§5 + zom)|| = sup [|& — & <
2,7 2,7 7
< sup (JI& ] + 11§51 = sup &l +sup [lg ]| < +oo
1,] 7 J .
O

No que se segue presume-se que a comunicagdo € simétrica e que o
modelo € relativo ao centro de massa. Para maior clareza de notagéo vamos
no entanto usar z; e v;, em vez de ¢; e v;, € também ) em vez de .
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2 Problemas de valor inicial

Dado que o objetivo deste trabalho é estudar o comportamento das solugdes
dos problemas de valores iniciais para o sistema de Cucker-Smale (4)—({©) e
atendendo a que, para fungdes 1 relevantes, nao é possivel resolver explicita-
mente este sistema, teremos de recorrer a métodos qualitativos e numeéricos.
Neste contexto apresentamos nesta secc¢ao alguns conceitos Uteis para o res-
tante trabalho.

Sistemas de equacoes diferenciais ordinarias (EDOs), como o0 modelo de
Cucker-Smale, com condicdes adicionais sobre as variaveis de estado x e v
num dado instante de tempo sdo designados por problemas de valor inicial ou
problemas de Cauchy. Mais precisamente tem-se a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.1 (problemas de valor inicial). Sejam (z,t), (zo,%y) € D C R"xR,
e f: D — R" designa-se por problema de valor inicial a equagéo diferencial

jZ:f(ZI},t)

dada a condigdo iniciaf]
Z(](t()) = 2o

O conjunto D designa-se por espaco de fase [BV10, def.1.6, sec. 1.5.1.]

Se um sistema nao depender de influéncias externas variaveis no tempo,
entdo o sistema é auténomo e a equacgao nao tera dependéncia explicita no
tempo. E o caso do modelo de Cucker-Smale, pelo que a nossa atencéo ira
centrar-se nestes sistemas.

Definicao 2.2 (Sistema autonomo). Um problema de valor inicial em que f
nao depende explicitamente do tempo, ou seja em que

&= f(x)

10
ilf(to) = 2 ( )

designa-se por problema auténomo.

Os problemas de valor inicial sdo em geral dificeis de resolver, podendo
mesmo ser impossiveis de resolver explicitamente em termos das fungdes
usuais da andlise (polindmios, exponenciais, trigopnométricas, etc.). Além

2A designacéo de valor e condig&o inicial reflete o uso mais habitual na modelagéo, para o
futuro, de sistemas dos quais se conhece o estado inicial. De facto (xg, to) € mais geralmente
apenas um ponto do gréafico da solugao da equacgao diferencial, a qual pode existir e ser de
interesse também para ¢t < tg
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disso, mesmo que se tivesse uma solugao exata, esta podera ndao ser muito
atil. Um bando de uma centena de passaros num espaco tridimensional re-
sulta em seiscentas equagdes diferenciais, tendo por solugdo uma centena
de trajetérias e uma centena de velocidades no espaco.

Existem métodos que nos permitem obter algumas caracteristicas globais
da solucédo do problema de valor inicial sem resolver o problema. Mesmo
perdendo detalhe na solucdo, e mesmo tendo algum nivel de aproximacao,
estas caracteristicas globais podem ser Uteis.

Nos casos em que nao é possivel obter solugdo explicita das equagdes é
necessario ter a certeza de que as solugdes existem, antes de iniciarmos o
seu estudo usando métodos adequados (qualitativos, aproximados, numéri-
cos, etc.)

Comegamos esta secgao por ver condi¢des suficientes para a existéncia e
unicidade de solugbes, para o que é central o conceito de fungbes localmente
de Lipschitz.

2.1 Funcoes localmente de Lipschitz

Para se estabelecer a unicidade das solu¢des do modelo de Cucker-Smale é
central o conceito de fungao de Lipschitz. As fungbes de Lipschitz sdo uma
classe de fungbes que além de continuas sao suficientemente suaves. Note-
se que podem nao ser diferenciaveis, o que permite alargar a existéncia e
unicidade de solugdes a fungdes néo diferenciaveis. No entanto a classe de
funcdes de Lipschitz é algo restritiva e, para obter resultados de existéncia
e unicidade de solu¢des de problemas de Cauchy, apenas serd necessario
considerar fungbes que sejam localmente de Lipschitz.

Defini¢ao 2.3 (Fungdes de Lipschitz). Sejam (X,dx) e (Y, dy) dois espagos
métricos, a funcéo f : X — Y diz-se de Lipschitz, sse:

dk € ROJF Vxl,xg € X, dy(f(]}1>,f<.’lf2)) S kdx(l'l,xg)

Ou seja, uma fungéao (globalmente) de Lipschitz mantém-se dentro de um
“cone” de abertura fixa.

DA~ LA AL LA

IfigiJré 2: Fungéo de Lipschitz: o gréfico da fuhgéo esta sempre contido num
cone de abertura fixa.
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Vejamos algumas propriedades e exemplos em R com a métrica usual
d(z,y) = |z — y|, que serdo suficientes para vislumbrar a sua extensao para
mais dimensodes.

Existe relagao entre diferenciabilidade e fungbes de Lipschitz como vemos
nas duas propriedades seguintes.

Teorema 2.4 (Uma fungao com derivada limitada é de Lipschitz). Seja f uma
funcéo real de variavel real diferenciavel, entao

d,
dk > 0: Vz € R, ’d—f(a:) < K = f éfuncgédo de Lipschitz
X

Demonstragdo. Como a funcéo € diferenciavel, pelo Teorema de Lagrange

(do valor médio) temos que em qualquer intervalo [a, b], existe pelo menos um
¢ € |a,b[ tal que

fO)—fla) _ df

b—a C dx

Ir=cC

logo, usando o valor absoluto, e a premissa inicial de que |%\ < K paratodos
0s pontos

F0) = f)| _| @ £(8) = f(a)
e T e = LR
= VB <k = a0 - fla) < Kdo-a

Note-se que o reciproco nao é verdadeiro, tal como néo € no Teorema de
Lagrange, i.e. se uma fungéo for de Lipschitz a sua derivada seréa limitada
caso exista, mas nao se garante a existéncia.

Teorema 2.5 (Uma fungédo com derivada ilimitada nao é de Lipschitz). Seja f
uma funcao real de variavel real, entdo

Jzo € R: lim f(@) — f(zo)

= t+o00 = f nao é fungao de Lipschitz
T—IT0 xr — xo

Demonstragdo. Por definigcdo de limite divergente, temos que

o @) = flw)

T—rx0 T — xo

=t00 <—
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<= VK eR{, 36> 0: x € Vs(zyg) = ‘M > K «—

T — X
/(@) = [ ()]
|z — o
<:}—|(EIK€R8“: Va,z0 € R, [f(z) — f(20)] §K|$—$0|)

<= VK e R}, Jz,20 € R: > K <=

OJ

A classe das Fungbes de Lipschitz exclui fungdes diferenciaveis que po-
deriam parecer cumprir tal requisito. Veja-se o seguinte exemplo.

Exemplo 2.6 (f(x) = 2 ndo é globalmente de Lipschitz). Se f for fungéo
de Lipschitz entdo existird um K que verifica a definicdo (2.3) para todos os
valores de z. No entanto temos
d(f(@2), f(21)) < K d(a2,21) <= |25 — 2| < K|zg — a1 —
T2FT]

<~ |$2+LE1|SK

pelo que é sempre possivel escolher z; e/ou x5 suficientemente grandes para
tornar falsa a relagéo anterior.

5

Figura 3: 22 ndo é globalmente de Lipschitz: qualquer que seja o cone de
abertura fixa o grafico ndo esta contido nele.
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Menos restritiva € a classe das fung¢des localmente de Lipschitz. Estas
sao funcodes tais que para todos os pontos existe uma vizinhanca na qual a
funcéo é de Lipschitz.

Definicao 2.7 (Fungdes localmente de Lipschitz). Sejam (X,dx) e (Y,dy)
dois espacos métricos, a fungcdo f : X — Y diz-se localmente de Lipschitz,
sse:

Ve € X, 3r > 0: f|v,() € funcéo de Lipschitz

Por exemplo, as fungdes localmente de Lipschitz incluem f(z) = 22

Exemplo 2.8 (f(z)=a2> é localmente de Lipschitz). Considere-se
f(z) =2?. Para qualquer 7, € R, uma vizinhanca de raio r >0 é
V,(z9) = Jxg — 1,20 + r[. Parax € V,(x¢) a derivada de f|v, () é tal que:

'df

V(o)

Ve | — |2a] < max([2(ao — ), 200 + 1)) < 2(fz0] + |r)

e, escolhendo K := 2(|zo| + |r|), concluimos que f|v, (4, é de Lipschitz pelo
teorema[2.4] logo, por generalidade de z,, f é localmente de Lipschitz.

5

Figura 4: z? é localmente de Lipschitz: na vizinhanga de cada ponto existe
um cone que contém o grafico da fungao
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Para finalizar esta introducéo as fungdes localmente de Lipschitz, notamos
que todas as fungdes localmente de Lipschitz sdo continuas.

Teorema 2.9 (Continuidade das fungdes localmente de Lipschitz). Sejam
(X,dx) e (Y, dy) dois espagos métricos, e seja a fungdo f : X — Y, entao:
f é funcao localmente de Lipschitz = f é funcao continua.

Demonstragdo. f é continua em x, sse

Ve>0,36>0: Vx € X, dx(z,29) <9 = dy(f(x), f(z0)) <€
Se f é fungéo localmente de Lipschitz (def. entdo, para z numa vizi-
nhancga de xy existe um k£ > 0 tal que

dy (f(z), f(x0)) < kdx(z,20) <= dy(f(2), f(z0)) < kd (11)

dx (z,20)<d
Portanto escolhendo ¢ tal que k4 < ¢, ou seja d < 1, fica garantida a condig¢ao

de continuidade em z e, por generalidade de x,, a continuidade no dominio
da fungéo. ]

25

05 |

2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 15 2
X

Figura 5: Uma funcdo descontinua ndo é de Lipschitz.

2.2 Existéncia e unicidade de solucoes

Teorema 2.10 (Teorema de Picard — Lindel6f). Considere-se o problema de
valor inicial © = f(z) com z(tg) = zo, com f : D C R" — R™ uma fungéo lo-
calmente de Lipschitz, com constante K numa vizinhanga centrada em x,.
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Entdo para cada condigéo inicial (z¢,tg) € D existe uma solugdo unica nal-
gum conjunto aberto I contendo t¢,, com diametro || tal que K|I| < 1 [BV10,
teo. 1.18].

Demonstragdo. Integrando ambos os membros da equacao diferencial, em
[to, t[C I, obtemos a equagdo integral:

dx(t)
dt

b dx(s) K
= f(z(t)) <~ ——=ds = [ f(z(s))ds <=
/tO s /t (12)

— x(t) = xo —|—/t f(xz(s))ds

Esta equagéo esta na forma x = F(z) pelo que se presta a procurarmos
solugdes por um processo iterativo, com z,, .1 = F(x,,). Definimos entdo uma
sucessao de fungdes z,(t) tal que

Tni1(t) =m0 —i—/t f(zn(s))ds (13)

Uma escolha para primeiro termo desta sucessao pode ser a fungao cons-
tante z,(t) := xo, que garante imediatamente que verifica a condigéo inicial

.Z‘o(to) = Z9-
Se esta sucessao de fungdes for convergente, para z(t) := limxz,(t),

entdo é possivel que o limite seja uma solugdo da equacao integral (12), e
estara garantida a existéncia de pelo menos uma solugcao da equagéo inicial,
que sera z.(t).

Para mostrar que x,,(t) é convergente, vamos mostrar que € uma suces-
sao de Cauchy, num espaco de fungdes com métrica do supremoE].

A sucesséao z,, € de Cauchy sse
Vo >0,3dp: nym>p = ||z, — x| <6
Vamos construir uma estimativa para ||z,, — x,,|| considerando, sem perda
de generalidade, que n > m.

|Zn — Zm| =
- ||(l’n - mn—l) + (:En—l - xn—Q) + -+ (mm—I—? - mm-f—l) + (xm—I—l - mm)” <
< wn = @l + (|1 — 2nall + -+ + [Zmr2 = Tl + [Tns1 — |

*Ifll = sup | f(t)]
tel
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Para cada uma das parcelas temos a seguinte estimativa

zi =z || = sup ||2s(t) — 21 () ]| =
tel
t t
= sup ||zo +/ f(zi_1(s))ds — xg +/ flziza(s))ds|| =
tel to to
t
—sup | [ (Flaia(s) = Flaia(s)) ds| <
tel to
t
< sup [f(ie1(s)) — f(wima(s))|[ds| <
tel [/t e
t
<sup | [ Kllai-s(s) = wia(s)ds] <
tel |Jto
<K sup ||z-1(s) — zi—a(s)|| = K|I|||zi—1 — 752

tel
que aplicada recursivamente resulta em

s — x| < (K™ 21 — o]
t
emque ||z — zo|| € uma constante, ||z; — z¢|| = sup / f(zo)ds| < |I|]f(x0)]-
tel |Jtg

Substituindo na expressao inicial da estimativa obtém-se, escolhendo I de
forma que K|I| < 1,

lzn — zmll < (K11

)T (KD (KDY s — ol =

= (KD + (K" e+ ) (K™ 2 =@l <
K|I|l<1
+o0 ,
< (K|I)™ oy = ol Y (K|I|) =0
=0

Portanto € sempre possivel escolher um p, e consequentemente um m,
suficientemente grande para que ||z,, — z,,|| < d. Logo a sucesséao é de Cau-
chy, e, como o espaco das fungdes continuas num intervalo com a norma do
supremo é um espago completo (espago de Banach), sucessdes de Cauchy
séo uniformemente convergentes e (z,,) converge para a fungdo ().

Falta mostrar que z.(t) é de facto solugdo da equagéo integral . Para
tal calculamos o limite de ambos os membros da expressao da iteragéao,

eq. t
lirrln Tpi1(t) = lirlgn (J;o —l—/t f(xn(s))ds> =

= Too(t) = 19 —I—lirlgn/t f(x,(s))ds
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Portanto é necessario que

i /t:f@vn(S))ds - /t:f(:coo(S))dS (14)

Pela definicao de limite, isto sera verdadeiro sse:

/t:fm(s))ds - /t:f@oo(s))ds

/ F(#a(5)) = Flaols))ds

Ve>0,dpeN:n>p =

Temos que

[ Flea(s))ds / ' lane(s))d

< | [ 15t = slanlolas

t
< / Kdds
to

(*)

<

/ K||za(s) — 2oo(s)1ds] <

()

fé Ioc (1 5)
Lipschitz

< Kal1].

onde em (x) se fez uso de z,(t) convergir uniformemente para z..(t) e
portanto ||z, (t) — z.(t)|| < &, para ¢ arbitrariamente pequeno, desde que
se escolha n suficientemente grande. Pode-se portanto escolher § tal que
K$|I] < ¢, logo verifica-se o limite da eq. (14).

Portanto z..(¢) € uma solugdo da equagao integral . Como f é uma
funcdo continua, a continuidade de =, e o teorema fundamental do célculo
garantem a diferenciabilidade do integral no membro direito de (12), ou seja,
prova que x., € diferenciavel, o que completa a demonstracédo da existéncia
de pelo menos uma solugao.

Para demonstrar que a solugdo € unica, consideremos por hipétese que
existem duas solugdes distintas do problema de valor inicial, z(t) e y(t). Uma
estimativa da distancia entre elas é

[z =yl = sup [l=(¢) — y(O)Il =
tel

= sup
tel

- / seesds —a — [ tu(s)is

= sup
tel

<sup| [ Hf<x<s>>—f<y<s>>uds] <

I féloc.
tel Lipschitz
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< sup / K Jla(s) — y(s)]| ds| <

tel 0

< [TK sup [|lz(s) — y(s) || = K[L|[l2 = yll

sel

Como K|I| <1 esta desigualdade apenas se pode verificar quando
|lx —y|| =0, logo x(t) = y(t),Vt € I, o que é uma contradigdo com a hip6-
tese de existirem duas solucao distintas. Portanto existe uma Unica solugao,
que é T (t). O

O teorema de Picard—Lindel6éf garante a existéncia e unicidade da solug¢ao
para muitas das fungcées de comunicagao referidas anteriormente. Caso a
funcdo seja continua, mas nao localmente de Lipschitz, entdo esta garantida
a existéncia, pelo Teorema de Peano [Hal80, teo. 1.1]. No entanto nesse caso
nao esta garantida a unicidade das solugdes, como se pode ver, por exem-

>
(\)/5 . ; 8 [Hal80, exemplo 1.2], ou quando f(z) = =

[BV10, exemplo 1.23], com z(0) = 0, que nao sao localmente de Lipschitz em
z=0.

2
3

plo, quando f(x) =

2.3 Fluxos

Determinar a solugao analitica de equagdes diferenciais pode ser uma tarefa
complicada. Felizmente é possivel em muitos casos saber caracteristicas das
solugbes mesmo sem a possibilidade de calcular as solu¢des. De facto ter
solucdes exatas pode mesmo ser menos interessante do que saber o com-
portamento geral, a longo prazo, das solugéesf_f] Sera que sao convergentes
para algum valor? Ou periddicas? Ou limitadas? Sera que pequenas per-
turbagdes da situacao inicial resultam em solugées proximas? E que sentido
damos ao vocébulo «proximas»?

Para esse objetivo vamos definir alguns conceitos e analisar algumas des-
sas caracteristicas de solucdes de sistemas autébnomos, considerando sem-
pre que estes estdo nas condi¢cdes que garantem que as solugdes sao unicas.

Para solugdes individuais do sistema & = f(z), com f:R" — R", é de
interesse a sua evolugdo no tempo ou (apenas) no espacgo das fases, R".

“Naturalmente o comportamento transitério inicial também é muitas vezes de interesse.
No outro extremo, onde o tempo até que a solugao se aproxime do comportamento de longo
prazo seja grande em comparag¢do com o intervalo de tempo a analisar, entdo o comporta-
mento transitério sera mesmo o mais importante. Aqui vamos concentrar-nos em comporta-
mentos de longo prazo.
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Defini¢ao 2.11 (Trajetdria). Seja x(¢; to, z¢) uma solugéo do problema de valor
inicial # = f(z) com z(ty) = x, definida num intervalo, dependente das con-
digdes iniciais, I, .,). Designa-se por trajetoria o grafico da solugédo [Hal80,
sec 1.3]:

{(twr(t; to, IO)) tte [(toﬁﬁo)}

Definicao 2.12 (Orbita). Seja x(t; to, x9) uma solugédo do problema de valor
inicial £ = f(x) com z(ty) = =, definida num intervalo, dependente das
condigGes iniciais, I, .,)- Designa-se por drbita o conjunto [Hal80, sec 1.7]:

{l’(t;to,[[’o) t € I(to,ﬂﬁo)}

O diagrama de fase permite ter uma visao qualitativa do conjunto das o6r-
bitas.

Definicao 2.13 (Diagrama de fase). O diagrama de fase é a representacao
das érbitas no espaco de fases, incluindo a indicacao da evolugdo no tempo.

Definicao 2.14 (Fluxo (de um sistema auténomo)). Seja & = f(z) um sistema
auténomo com z € D C R". Designa-se por fluxo do sistema a fungéo ¢,

0:DxR D

tal que t — (o, t) é a solugdo da equagao do sistema com a condigao inicial
x(0) = zq [Gle94, def. 1.4].

Ou seja, o fluxo associa a cada ponto inicial =, e tempo ¢, o ponto z(t) da
orbita no espaco das fases que passa por xy ho instante 0.

Teorema 2.15 (Invariancia das 6rbitas). Seja ¢ : D x R +— D o fluxo de um
sistema autbnomo, nas condi¢des do Teorema de Picard—-Lindel6f (teo. [2.10),
entéo, para qualquer x € D etodos os ¢, s € R,

80(80(957 5)7 t) = @(mvt + S)

Demonstracao. Seja i = f(x), x(0) = x, um problema de valor inicial (PVI),
nas condi¢des do teorema de Picard-Lindeldf, com solugdo Unica x(t).

Num instante s a solugéo vale z(s) = z;.

Define-se y(t) = z(7(t)), com 7(t) =t +s. Ou seja, a fungéo y é uma
translagcao no tempo de x. A derivada de y é:

dy(t)  dx(r(t)) _ dx(7) dr(t)

o0 = S S pa(r) = fu(0)
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tempo decorrido: t
..................... @(@(x,s).t)

e —— e

@(x.s)

.
S -

- orbita
O(X,5+t)

Figura 6: llustracao da invariancia das orbitas, Teorema|2.15]

e tem-se que y(0) = z(7(0)) = x(s) = z;. Portanto y(¢) é solugéo Unica do
PVIG = f(y), y(0) = z1.
Sendo ¢ o fluxo deste sistema autonomo (def. [2.14) temos por um lado
que
y(t) = p(x1,t) = p(x(s), t) = p(p(xo,5), 1)

e por outro que
y(t) = (7(1)) = (w0, 7(1)) = (w0, + 5)

pelo que
90(90(‘%07 S), t) = QO(ZE(% 1+ S)
0 que, por generalidade de zy, completa a demonstragao. O

Esta invariancia permite saber que a 6rbita que passa por um ponto é a
mesma, quer este seja tomado como ponto inicial ou ndo. Logo € possivel
trabalhar com as oOrbitas, sem necessidade de indicar explicitamente qual o
ponto inicial.

Como referido antes, em geral ndo € possivel, nem necessario, determinar
a solucao exata, mas para ilustrar os conceitos introduzidos vejamos o fluxo
de uma equacgao comurrE] e de que temos a solugao exata.

5Por exemplo é do tipo da equacéo de um péndulo gravitico simples, com z; = # a posicédo
angular e x5 = w a velocidade angular, na aproximagao para angulos pequenos.
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Exemplo 2.16 (Fluxo de (2, 25) = (22, —x1) - exato). O sistema autbnomo

1:1 = T2
.I:Q = —I
com valores iniciais z1(0) = 219 € x2(0) = x5 tem solugdo exata

xy =rcos(t+7)
Ty = —rsin (t + 7)
com

_ ) 7
{T—V$10+I2O

tanT = —%0
x10

sendo 7 escolhido em conformidade com o quadrante de (z19, 220). Portanto
o fluxo do sistema é

(210, T20,t) = (rcos(t + 1), —rsin (t + 7))

Exemplo 2.17 (Fluxo de (2, 23) = (x4, —1) - grafico). A tangente as 6rbitas
é o vetor (21, 25) [Gle94, def 1.3], o qual, atendendo ao sistema em estudo,
é igual a (x2, —z1). Logo, o sentido e orientagdo das érbitas € conhecido em
todos os pontos. Em particular é possivel desenhar o diagrama de fase e a
partir dele estimar as linhas de fluxo (fig. [7).

2.4 Alguns tipos particulares de orbitas

O sistema pode estar num estado que seja um ponto fixo da trajetoria, ou seja
num equilibrio “estatico”, em que se iniciando num dado ponto o sistema nao
mais muda de estado.

Definicao 2.18 (Ponto de Equilibrio). O ponto = é ponto de equilibrio (ou de
estacionariedade) de um sistema auténomo @ = f(x) se para todo o ¢ o fluxo
for tal que:

oz, t) =x

Os pontos de equilibrio sdo em principio faceis de localizar, pois sao os
pontosemque & =0 <= f(x)=0

Exemplo 2.19 (Ponto de equilibrio). O sistema do exemplo [2.16),
(21, 22) = (z2, —x1), tem um Unico ponto de equilibrio em

(fl,fg) = (0,0) < (LUQ, —SEl) = (O, 0) < ($1,I2) = (0,0)
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Figura 7: Diagrama de fase de (71, %3) = (w9, —21).

Uma solugdo de um sistema auténomo que seja variavel no tempo mas
que, apods algum tempo, retorne ao ponto de partida e, portanto, seja ciclica
ou periédica, definira uma Orbita periodica.

Definigao 2.20 (Orbita Periédica). Uma érbita v, := {¢(x,t) : t € R} é uma
Orbita periddica se o fluxo for tal que:

T >0: VteR, p(z,t+T) = o(x,t)
com 7" o menor possivel.

Note-se que a exigéncia de que T seja 0 menor possivel retira ambi-
guidade na escolha do valor, pois se T' verifica a condigdo acima entao
27,37, ... também a verifica. Devido a unicidade da solucao, isso € ainda
equivalente a dizer que num intervalo[t, ¢ + T’ o sistema ndo passa por dois
estados iguais.

Nao existe uma forma geral para determinar solu¢des periodicas. Nalguns
casos, como no exemplo que temos vindo a seguir porque temos a solugao
geral, podemos identificar solugdes periédicas.
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Exemplo 2.21 (Solugdes Periodicas). O sistema do exemplo (21, 29) =
(9, —x1), tem solugdes exatas (x1,x3) = (rcos(t+7),—rsin(t+7)). Os
seno e cosseno sao periddicos e os periodos sdo iguais a 2w, logo todas as
solugdes sao periodicas, com periodo 7' = 2w, com exceg¢ao do ponto de
equilibrio z = (0,0) , que vimos no exemplo[2.19]

2.5 Estabilidade

Em geral uma solucao diz-se estavel se configuragdes iniciais semelhantes
correspondem a solugbes que se mantém préximas. Claro que para que esta
nogao intuitiva faga sentido matematico ha que especificar rigorosamente o
qgue se entende por «semelhante», «proxima», etc. Neste contexto s&o pos-
siveis vérias definicdes de estabilidade.

Uma definicao de estabilidade € apresentada na definicdo seguinte.

Definicao 2.22 (Estabilidade, no sentido de Lyapunov). Uma solugao
t — (z,t) de um problema de valor inicial © = f(x), com z(0) = x, diz-se
estavel no sentido de Lyapunov sse [Gle94, def. 2.1]:

Ve>0,30 >0: Vy e R" | [y —zo|| <d = |lp(y,t) — p(z0,t)|| < €,¥t >0

Outra nocao de estabilidade exige que solucdes partindo de valores inici-
ais “préximos” convirjam para o mesmo valor.

Definicao 2.23 (Estabilidade quasi-assintotica). Uma solugéo ¢ — ¢(xq,t)
de um problema de valor inicial & = f(z), com z(0) = z,, diz-se quasi-
assintoticamente estavel, sse |Gle94, def. 2.2]:

36>0Wy R ly— ol <6 = Tim [lo(y,t) — oo, )] = 0

Note-se que a primeira definicao exige que se tenham solugdes proximas,
mas ndo necessariamente convergentes para ¢(zo,t). Enquanto na segunda
definigdo as solugdes podem em certo momento estar “afastadas” desde que
eventualmente convirjam para ¢(z, t). Conjugando as duas condigdes temos
uma terceira noc¢ao de estabilidade.

Definicao 2.24 (Estabilidade assint6tica). Se uma solucdo de um problema
de valor inicial for simultaneamente estavel no sentido de Lyapunov e quasi-
assintética, entdo diz-se que a solugao é assintoticamente estavel [Gle94, def.
2.3].
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Exemplo 2.25 (Estabilidade, no sentido de Lyapunov). O sistema do exemplo
tem solugdes exatas, (z1,z9) = (rcos(t+ 7),—rsin(t + 7)), que cor-
respondem, no espago das fases, a Orbitas circulares com velocidade angular
constante. Portanto partindo-se de dois pontos distintos a distancia entre as
solugdes a cada instante t > 0 é constante e, portanto, igual a distancia inicial.
De facto, observe-se que dadas duas solugdes

x1y(t) = (ricos (t+ 1), —rysin(t + 1))
x(2)(t) = (rocos (t + 73), —rosin (t + 7))

a distancia entre elas, com a norma usual (2, é

lzy () — 2 (DI =

= ||(ry cos (t 4+ 1) — rocos (t 4 7o), rsin (t +71) + resin (t + 7))||* =

= (rycos (t+71) — racos (t + 72))* + (rysin (t + 71) + rosin (t + 72))* =

=r3cos® (t+ 1) — rirgcos (t + 71) cos (t + 72) + 5 cos® (t + 7o)+
+r2sin® (t 4+ 71) — rirgsin (t + 7)) sin (¢ + 1) + r2sin® (t + 1) =

=7 —2rrycos((t—7) — (t— 1)) +73 =

=7} — 2rirycos (my — 1) + 75

Logo para garantir que duas solucdes estdo sempre a uma distancia me-
nor que e basta escolher valores iniciais tais que ||z(1)(0) — z(2)(0)|| < <.

Note-se que neste caso se tem, em geral, lim;_, o ||x(1)(t) — 2 (t)]| # 0
pelo que as solugcbes ndo sdo assintoticamente estaveis.

E interessante observar que a conclusdo anterior pode ser obtida sem
calcular as solugdes, notando que

d(zfy) + 7))

dt = 2zr)Ta) + 222)T(2) = 220)T@) — 22@)Ta) =0

Esta abordagem de utilizar fungcbes auxiliares, neste caso a fungao
(z1,79) — 22 + 23, para obter informagdo sobre o comportamento das
solugdes tera importancia no que se segue e esta no cerne da abordagem da
teoria qualitativa das equagdes diferenciais.

Exemplo 2.26 (Um péndulo linear amortecido). Vejamos uma variante do
exemplo introduzindo “atrito viscoso”, com 5 > 0 :

27.1 = T2
To = —T1 — BTy
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com valores iniciais z1(0) = z19 € £2(0) = x2.

O Unico ponto de equilibrio é (z1,22) = (0,0). Para resolver o sis-
tema de equagbes vamos passar a sua representacdo matricial conﬁ
T ~ , ~
X =[r1 x5 € Mya(R). Aequagio a resolver é entdo

X =MX,com M = l—ol _15]
X(0) = [xm xQO]T € My (R)

As solugdes dependem dos valores préprios de M, que séo:

2

A este valores préprios correspondem vetores préprios &, & € Moy (R) res-
petivamente, tais que (M — N\, 1), =0, i =1,2.

A solucao geral sera de um de trés tipos, dependendo dos valores e veto-
res proprios, e portanto de f.

Se § > 2, entdo \; # Ay, com A\, A ambos negativos. A solucido geral é
do tipo [BDO6, sec. 7.5]:

X(t) = cr&1eM! + el

com cq, co constantes reais a determinar em funcéo do valor inicial. A sua
norma (¢*) em cada instante é limitada por

X (@) = [|er&re™ + cabee™!| <
< & || + llesae™ || = |eal[|Ealle™ + |ealll€afle™
e portanto a solugéo nula é estavel no sentido de Lyapunov quando A\, Ay < 0,
e assintéticamente estavel se A\, Ay < 0.

Se 0 < B < 2, entdo a solucdo geral ainda é do tipo da equacao
[BDO6, sec. 7.6], com valores proprios A1, A2 € C\ R, complexos conjugados

2
)\1:)\2:)\::—§+iw,w:: 1—<§> eR

L ~ . = T
Os vetores préprios sdo complexos conjugados, & = & =€ = [1 /\] . As
constantes c¢; e c, sdo complexas, a determinar em fung&o do valor inicial.

6 M, (F) € 0 espago das matrizes de dimens&o n x m com elementos em F.
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Figura 8: Diagrama de fase de (21, 75) = (x9, —x1 — 313).

Para valores iniciais reais, c¢; e co sdo também complexos conjugados,
cp=0C =c:= zmg% pelo que a solugéo geral € real, do tipo:
X(t) = ceeM + el = (c€e™ + cbe ™) e 7t =
= ((c€ + &) cos (wt) + i(c€ — &) sin (wt))e‘gt =
= (2Re(c€) cos (wt) — 2Im(cf) sin (wt))e_gt
A sua norma em cada instante é limitada por
w S¢ W -8
X0 = | (cge™ + 2 )e 3| < )
W ¢ W -8 -8
< (llege™ || + llege™"[[) e™=" = 2|c[[|€[|e~ ="

pelo que a solugéo nula é assintdticamente estavel se a parte real dos valores
proprios for estritamente negativa.

Se =2, entdo \; = Ay = X\ := —1, e sO existe um vetor proprio linear-
mente independente, ¢ = [1 —1}T. A solucéo geral é do tipo [BD06, sec.
7.8]:

X(t) = 1€ + o (Ete +ne)
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Figura 9: Diagrama de fase de (21, 23) = (22, —x1 — 0.323).

com cp,cy constantes reais a determinar em fungdo do valor inicial e
n € My (R) tal que (M — X)n = & A sua norma em cada instante é
limitada por

[X @O = [ler€e™ + e (§te +ne) || <
< [lerge || + lleacte™ || + lleane™|| = (18)
= (leal €l + lealllnll) € + leal e 1t
e a solucao é estavel no sentido de Lyapunov sempre que A < 0.
Quanto a estabilidade assintética de outras solugées que ndo a solugao
nula, comecemos por notar que os calculos anteriores e a desigualdade trian-

gular provam a estabilidade e, observamos, das equagées (16), (17), e (18),
que qualquer que seja a solucao da equacao se tem que

lim || X(¢)|| =0

t—+o0
portanto, sendo X;(¢) e X»(¢) duas solugdes da equacéo, tem-se que
lim [|X;(2) = Xo(t)]| < lim | X3()[[ + lim [|X5(2)] =0
t—+o00 t—+o00

t—+o0

Pagina 27



10

-10 :
-10 -5 0 5 10

Figura 10: Diagrama de fase de (2, Z2) = (29, —x1 — 23).
portanto as solu¢des sdo assintoticamente estaveis.

2.6 Funcoes de Lyapunov

Inspirado no conceito de energia mecéanica total em sistemas mecénicos va-
mos introduzir as fungdes de Lyapunov.

Teorema 2.27 (Teorema (da estabilidade) de Lyapunovﬂ). Seja x = 0 um
ponto de equilibrio da equagéo diferencial & = f(x). Seja G uma vizinhanga
abertade x = 0. Seja V : R — R uma fungéo com derivada continua tal que
V(0)=0,eV(z)>0sez e G\{0}. Seja V a derivada em ordem ao tempo
de V' calculada em solug¢des da equacéo diferencial. Entéao,

1. Vo € G, V <0, entdo = = 0 é estdvel no sentido de Lyapunov.

2. Yz € G\ {0}, V <0, entdo = = 0 é assintoticamente estavel.

"Note-se que os dois pontos deste teorema costumam ser apresentados como primeiro e
segundo teoremas de Lyapunov.
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Uma fungcado V' que satisfaca as condicdes deste teorema designa-se por Fun-
cdo de Lyapunov.

Demonstragdo. Ver p.ex. [Gle94, teo 2.9] e [Gle94, teo 2.11]. O

Note-se que sendo x(t) uma solugéo da equagéo diferencial & = f(x), e
considerando V' calculado em ;z:( ),i.e. V =V(x(t)), tem-se

dv dr, _
Z dr, dt (VV.2)

pelo que V < 0 significa que o produto interno (VV, i) é negativo. Ou seja,
ver fig. significa que o angulo entre o gradiente de V' e a diregao do fluxo
© é maior que 7 /2. Portanto o fluxo vai apontar para o interior de um conjunto
limitado, cuja fronteira € um conjunto de nivel, {x € R" : V(x) = k)}, ao qual
pertence o ponto de estabilidade.

Fungdo de Lyapunov | =—=-

Figura 11: Um ponto com estabilidade assintética. As linhas de fluxo apontam
‘para dentro’ do conjunto de nivel da funcao de Lyapunov, V' = cte.

Se um ponto é estavel no sentido de Lyapunov, entdo existe sempre uma
funcéo de Lyapunov numa vizinhanga desse ponto [Gle94]. No entanto a de-
terminacao explicita dessa funcao é, em geral, extremamente dificil. Quando
se esteja a modelar sistemas mecéanicos onde haja conservacao ou dissipa-
¢ao da energia mecanica total esta € uma escolha natural para fungcao de
Lyapunov [Wig17, sec. D]. Os exemplos seguintes ilustram isso.
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Exemplo 2.28 (estabilidade de (1, %3) = (x2, —x1) revisitada). Vamos revisi-
tar o exemplo [2.25, agora usando a nocéo de fungdo de Lyapunov.

Nesta equacédo z; pode ser visto como uma posi¢cao e x5, como uma veloci-
dade. Uma energia total pode ter uma componente «cinética», habitualmente
proporcional ao quadrado da velocidade, x3; e uma componente «potencial»,
em geral uma fungdo mondétona da distancia ao ponto de equilibrio, por exem-
plo 2.

Assim, uma candidata a fungao de Lyapunov podera ser:

V(zy,x9) = 25 + 23

Observemos que V' verifica as condigdes do teorema [2.27, V' (0,0) = 0
e V(zy,29) > 0 se (z1,22) # (0,0). A derivada em ordem ao tempo de V
calculada em solugdes da equagéo diferencial é

V = 21]1.1:1 + 2$2[L;2 = 2(1]1[E2 - 2$2[E1 =0

Verifica-se a condig&o 1. do teorema|2.27, com G = R?, pelo que o ponto
de equilibrio é estavel no sentido de Lyapunov.

Exemplo 2.29 (Sistema amortecido, (#1,%2) = (22, —x1 — Sz2), Lyapunov).
Vamos revisitar o exemplo [2.26] agora usando a nogao de fungao de Lyapu-
nov.

Tomemos por fun¢do de Lyapunov a mesma «energia mecanica total» do
sistema anterior, ndo amortecido, dividida pelo fator 2 para eliminar o fator
multiplicativo 2 que surge no célculo de V.

V(xy, zo) = (z? + x%)

N | —

A derivada em ordem ao tempo de V' sobre solugbes do sistema é agora

(fig. i)

V= 1% + oy = X1X9 + To(—x1 — Bug) = —5$§

Logo em qualquer vizinhanga de = = (0,0) existirdo outros zeros de V/,
em x5 = 0, além do ponto de equilibrio.

Verifica-se a condigdo 1. do teorema[2.27, com G = R?, pelo que o ponto
de equilibrio é estavel no sentido de Lyapunov.

O facto de usando uma funcdo de Lyapunov apenas conseguirmos ga-
rantir a estabilidade de Lyapunov é dececionante, pois esperavamos poder
garantir estabilidade assintética. Uma possibilidade é procurar uma funcao
mais adequada e que permita essa conclusao, outra € aplicar o teorema da
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invariancia de La Salle, que introduziremos a seguir, no exemplo . No
entanto neste caso é suficiente analisar a solugdo na vizinhanca dos pontos
em que V = 0 da forma que se segue.

4 ™~
o\ orbita (B=1) ——
3 Func. de Lyapunov (cur\\/g e nivel V=Vg) ————-
A\ E (V=0) ===
2 \
1 -
< L0 e Lt S D Wgmmmrmmm e mnne -
_1 =
-2
3 V<V, V=\/ /, V=V
0 ,/{J 0
-4 1 1 | ] 1
0 2 4 6 8
X1

Figura 12: Sistema amortecido - detalhe da érbita, com V =V, e V = 0.

Considere-se a Orbita que passa pelo ponto xy = ¢(z,ty) = (z1,0)
(fig. [12). Este ndo é o ponto de equilibrio, pelo que a trajetéria estara, em
t1 > to, num ponto ¢(x,t;) # ¢(x,ty). Definimos a fungéo real de variavel
real V(p(z,-)), t — V(p(z,t)). Em t, essa fungéo vale Vi := V(p(x, tp)).

Considere-se uma vizinhanga de raio p >0 de =y, V,(x9), e seja
Ay =V, (zo)N{z € R?: V(z) > Vo} \ {zo}. Se, por hipétese, p(z,t;) € A,
entdo, pelo Teorema de Lagrange (do valor médio), existe um instante
t* € to, t1[ tal que

Wipa )| _ Vielh) = Vielwh) _
dt t=t* t1 — 1o

0 que é uma contradigdo com V' < 0, portanto o(z,t1) € Ay

O conjunto Ay =V, (xo) N{z € R? : V(z) = Vu} \ {zo} corresponde a
curva 3 (23 + z3) — Vo = 0 numa vizinhanca de z,, excluindo z,. Derivando
esta equacao em ordem a z», resulta que sobre essa curva se tem, se x; # 0,
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que

dx d
T 1y =0 = 2
dx, dxsy T

Das equagdes do sistema resulta, se =; # 0 que

dl‘l .%.'1 T2 T

d.?fg a jfg —T1 — 55132 T
pelo que a trajetéria ndo é ao longo desta curva, excepto onde x5, = 0.

Portanto a trajetéria passa necessariamente para

A=V, (zo)N{z e R*: V(z) < Vo} \ {zo}, p>0.

O terema da invariancia de La Salle € uma ferramenta mais geral que pode
ser usada para mostrar a convergéncia assintética quando a trajetéria passa
em pontos em que V = 0, como no exemplo anterior. Antes de o enunciar e
finalizar revendo esse exemplo, enunciamos a definicdo de conjunto positiva-
mente invariante, que € um conjunto tal que todas as trajetérias que passem
por algum dos seus pontos se mantém no conjunto para tempos posteriores.

Definicao 2.30 (Conjunto positivamente invariante). Um conjunto M C R"
diz-se positivamente invariante [Gle94, def. 1.8] sse dado um fluxo ¢:

Ve e M,Vt e R{, p(x,t) € M

Teorema 2.31 (Teorema da invariancia de La Salle). Sejam x = 0 um ponto
de equilibrio do problema de valor inicial # = f(z), V' uma fungao de Lyapu-
nov numa vizinhanga Gde z =0, e £ = {x € G : V(z) = 0}. Se 2y € G tem
trajetéria ¢(xo,t), t > to , limitada e com extremos em G, e seja M o maior
subconjunto positivamente invariante de E, entao:

¢(xg,t) — M quando t — oo

Da expressdao acima entenda-se que a trajetéria converge para algum(s)
ponto(s) de M.

Demonstragéo. Ver p.ex. [Gle94, teo 2.10]. O

Exemplo 2.32 (Sistema amortecido, (#,22) = (22, —x1 — fx2), La Salle).
Vamos aqui ultrapassar a dificuldade colocada no exemplo anterior, exem-
pIo fig.|[12} para os pontos em que V' = 0, aplicando o teorema da inva-
riancia de La Salle, teo.[2.31]

Pagina 32



A funcéo de Lyapunov esta definida em R? logo
E={zeG:V(z)=0}={zcR?: 2, =0}

Pela definigdo do problema tem-se (7, %3) = (0, —z;) em pontos de E.
Portanto apenas se podera ter x5 constante se 7, =0 <= z; = 0. Assim o
conjunto invariante é M = {(0,0)}, pois é o Unico ponto de algum subconjunto
de F tal que uma trajetéria se mantém nesse conjunto. Logo, pelo teorema
de La Salle a trajétéria vai convergir para esse ponto.
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3 Modelo de Cucker-Smale com duas particulas

Comecemos por analisar um modelo reduzido com duas particulas num es-
paco com uma dimenséo (fig. [13)). Devido a comunicagéo ser simétrica e a
simetria em relacao ao centro de massa, o modelo pode ser reduzido a duas
equagoes diferenciais.

Esta seccao é inspirada na analise de duas particulas feita em [|[CHL17,
sec. 3] adaptada e desenvolvida em maior detalhe. O modelo aqui usado
esta descrito relativamente ao centro de massa, enquanto no artigo referido
se usa a distancia entre particulas. Os resultados semelhantes nas duas
abordagens sdo a relagao entre velocidade e posicao e o limiar da formagéao
de bando quando 3 > 1. Concretamente, a equagao (25), e os teorema[3.6e
corolério 3.8 sdo semelhantes a [CHL17, eq. 3.6] e [CHL17, proposicéo 3.1],
respetivamente. O artigo referido ndo faz analise com fungcédo de Lyapunov
para o caso de duas particulas, aqui é feita uma andlise usando uma fungéao
de «energia» baseada na funcao de Lyapunov do modelo para varias particu-
las, [CHL17, eq. 3.15], adaptada para o nosso modelo de duas particulas.

3.1 O modelo reduzido

Teorema 3.1 (Modelo de Cucker-Smale, 2 particulas em R). O modelo de
Cucker-Smale (1.5) para duas particulas, restrito a R, com a comunicacao
padrdo ¢ dada pela equagéo (1.3), é

= (19a)
{@ = —K9(2x)v (19D)
z(0) = z9,v(0) = vy
onde ¥(2x) := i(z, —x).

Vi V2
@ . L >
X1 0 X2 X

Figura 13: Modelo com 2 particulas.
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Demonstragdo. Temos duas particulas com posicoes x, € x5, € velocidades
v € ve. Para o caso de duas particulas o modelo [1.5/fica

il = U1
Zil'z = VU9
U = giﬁ(l’l,@)(vz - Ul)

Uy = %¢(I2,$1)(Ul - U2)

(20)

Dada a simetria basta conhecer a trajetéria de uma das particulas, pelo
que sem perda de generalidade podemos escolher uma e definir x =z, e
v = v;. Como a representagao é no centro de massa tem-se que

{x1+x2_0 — {962__‘%1__95 (21)
v1 +v9 =0 Vg = —U] = —0
Substituindo na fungcao de comunicacao, esta resulta em
1 1 1 ~
R = = = — 21‘

YT S e~ U= o Grzapy Y
A variacdo da posigao é ©; = v; < & = v, e a variagao da posicao fica

) K . K~

U = §¢($1,I2)(U2 —) = U= Ew(2x)((—v)) — V) <=

— b =—Ki(2z)v
0

Para simplificar a notagcao passaremos a escrever ¢, em vez de 1), no que
se segue.

A determinagéo dos equilibrios de é imediata.

Teorema 3.2 (Modelo com duas particulas - Equilibrio). Os equill'briosE] do
modelo de duas particulas eq. séo os pontos (z,0), para qualquer z € R.

Demonstragao.

z=0 v=20
< <= v=20
v=0 —KY(2r)v =0  KA0/p(22)#0

]

8Note-se que no equilibrio as particulas, os passaros, nao estdo paradas numa posi¢ao
fixa. As posicdes sdo relativas ao centro de massa, logo a solugao indica que todas se
deslocam a velocidade constante e igual & do centro de massa eq. (7), em geral diferente de
zero, mantendo posigoes fixas em relagcdo ao centro de massa e umas das outras.
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Quando z = 0 estaremos numa situagao de colisdo (def.[1.4). Nesta ana-
lise vamos ignorar a colisdo, considerando por exemplo que o modelo € uma
aproximacao de um caso real em que 0s passaros passam extremamente
proximos um do outro mas sem colidir.

Observando as equagdes do modelo eq. e alguns diagramas de fase
(fig.[14), notamos que o sistema admite trés tipos de solucéo.

>

15

1

05

=1

15

1

0.5

=0. > 0

15 15
15 1 05 0 05 1 15 45 1 05 0 05 1 15

Figura 14: Duas particulas: Diagramas de fase com 5 =0.5, 5 =1,e 8 = 2.
Solugbes em equilibrio sdo aquelas em que v =0 e o0 bando tera raio xp.
Para velocidades menores que v, (z) ha formagao de bando.

Para haver formacédo de bando a distancia de cada passaro ao centro
de massa tendera para algum valor constante que designaremos por raio do
bando, xz. Caso ndo haja formacao de bando, a velocidade de cada passaro
em relacdo ao centro de massa tendera para uma velocidade constante que
designaremos por velocidade de disperséo, vp.

Teorema 3.3 (Modelo com duas particulas - tipos de solugao). O modelo de
duas particulas, eq. (19), admite trés tipos de solugéo (teo.[1.6):

+ Alinhamento, e formacao de bando com raio do bando xz g, para algum

zg >0
lim v=0A lim z=2p (22)
t——+00 t——+00
» Alinhamento, sem formacgao de bando
lim v=0A lim z =400 (23)

t——+o00 t—+o00

« Dispersao, com (médulo de) velocidade de dispersdo vp, para algum
vp €10, vy[, onde vy € a velocidade inicial.

lim v =4+vp A lim = =+ (24)

t——+o0 t—+o0
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Demonstragdo. Consideremos uma velocidade inicial positiva, vy > 0.

A velocidade é, entdo, estritamente decrescente enquanto v > 0. Como
todos os pontos com v = 0 s&o pontos de equilibrio tem-se, por unicidade de
solugdes, que a componente v(t) da solugéo(x(t),v(t)) tem de permanecer
positiva, ou seja a velocidade é limitada em 0 < v < vy e portanto é conver-
gente para algum valor no intervalo [0, vg][.

Se v —vp >0, entdo x sera crescente com z ~ O(vpt), logo sera
xr — 400, resultando na solugdao com disperséo.

Se v — 0 entdo existe alinhamento. A posicdo x serd ©t =v <=
T =x+ ftjoovdt, onde o integral impréprio é estritamente positivo e sera
convergente ou ndo, dependendo da evolucao da velocidade com t — +o0.
Dai resultam respetivamente as solucdes com formagéo de bando ou nao.

Se a velocidade inicial for negativa, a situagdo é simétrica, pelo que a
demonstracao € idéntica, mutatis mutandis. Se a velocidade inicial for nula
esta-se em equilibrio, pelo que sera uma solugéo (constante) de alinhamento
e formagéo de bando. O

O modelo com duas particulas é suficientemente simples para permitir a
determinagao rigorosa das condi¢des e caracteristicas de cada um destes
trés tipos de solugao, o que faremos de seguida.

3.2 Solucoes gerais

Dada a simetria do problema é suficiente considerar um semiplano do espaco
de fases, pois 0 outro correspondera as solugdes da outra particula. Uma
escolha natural é o semiplano em que v > 0, pois uma solugdo que tenha
inicio com vy > 0 estara sempre nesse semiplano.

Consideramos assim que v > 0, e portanto = > 0, no que se segue.

Substituindo a equagao (19a) na equagao (19b), obtemos uma relagéo
explicita entre x e v:

0 =—-Ky(2x)t <= /t vds = —K/tw(Qm)jcds =
0 0
= /U ldu = —K/mw(Qy)dy =

e (25)
— U—UO—K/ V(2y)dy <—

v 1
— v:vg—K/ ——dy
w (142[y)°
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O integral é estritamente positivo e crescente. Se x — 400 0 integral sera
divergente para 0 < 8 < 1 e convergente para 3 > 1. Esse € um ponto fulcral
para definir os tipos de solugdes.

Comecemos pelos casos em que o integral € divergente e portanto pode
ser suficientemente grande para fazer com que a velocidade tenda para zero.

Teorema 3.4 (O sistema alinha e forma bando para 0 < g < 1). O modelo
de Cucker-Smale para duas particulas, eq. , resulta incondicionalmenteﬂ
em alinhamento com formagdo de bando se a fungcdo de comunicagao tiver
0 < 8 < 1. O raio do bando é o menor xp tal que

rp = :I:% (((1 + 2|ao)t P + WU())M — 1) (26)

TR = T

Demonstragdo. Calculando o integral da eq. para 0 < § < 1 temos

r 1 1 K ”3
v=1vy— K ——dy=vg— ——(1+2 1-8 —
0 lou+mWBy 0T g gt
1 K 1 K
= (14 2z ) = = (1 + 2z
v+ 5=+ 2wo) P 5T (14 2]

As duas primeiras parcelas sao constantes e positivas. A terceira é posi-
tiva, crescente e ilimitada com x, que é crescente no tempo. Logo existira um
x = xp suficientemente grande que anule a velocidade, ou seja:

1K | K
0= (142 =5~ (142 =6
ot 31+ 2l)' 7 = S 42l
2(1 —
= (14 20as])"? = (14 2ao]) 7 + %UO —

= rp= i% (((1 + 2z ) P + KIT_B)UO)H? _ 1)

Como x é crescente, entdo xp > ro. Caso ambas as solucbes acima
sejam maiores que x, entao o sistema tendera para a menor, pois esse sera
um ponto de equilibrio.

Resta mostrar que de facto x — xg. Como x é crescente, se, por hipbtese,
r — 'y < xp, entdo a velocidade nao convergiria para zero e portanto, por
(19a), © 4 0, o que, como sabemos que = > 0, € uma contradigdo com a
hipétese de x convergir para um valor constante. O

9«incondicionalmente» no sentido em que ndo depende da configuracio inicial do sistema.
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Teorema 3.5 (O sistema alinha e forma bando para 5 = 1). O modelo de
Cucker-Smale para duas particulas, eq. (19), resulta incondicionalmente em
alinhamento com formagao de bando se a fungao de comunicagao tiver g = 1.
O raio do bando é o menor =3 tal que

{xB:i§«1+ﬂ%UJ?—1>

TB = T

(27)

Demonstragdo. Calculando o integral da eq. (25), para 8 = 1 temos

r 1 K T
v=1vy — K ———dy = vg — — log(1 +2 =
Kl 1+ 2|x|
:U——O —_—
0T O\ T 2wy

A primeira parcela é constante e positiva. A segunda € positiva, crescente
e ilimitada com z, que é crescente no tempo. Logo existira um = = xp sufici-
entemente grande para anular a velocidade, ou seja:

K (1+2‘IB|) —s 1+2|JZB| . 2vg

0=vy— —1lo =ekK <
0T 9 8\ T 20| 1+ 2[xo]

1 2vg
@:xB:i§<u+2umex_1)

Como x é crescente, entdo xp > ry. Caso ambas as solugcbes acima
sejam maiores que x, entdo o sistema tendera para a menor, pois esse sera
um ponto de equilibrio.

Resta mostrar que de facto © — xg. x € crescente, 0 que pode ser feito
exatamente como na demonstragao do teorema 3.4 O

Quando > 1 o integral na equagao € convergente. Portanto o anu-
lamento da velocidade vai também depender das condi¢des iniciais, xg € vy, €
da intensidade da comunicagéo, K. Da conjugacao destes quatro parametros
dependera a formacao de bando. Comecemos por ver a condigdo que define
a regido fronteira, em que se tem alinhamento sem formagao de bando.

Teorema 3.6 (Limiar de alinhamento, vy = vz, para § > 1). O modelo de
Cucker-Smale para duas particulas, eq. (19), resulta em alinhamento sem
formacdo de bando se a funcdo de comunicacao tiver 5 > 1 e a velocidade
inicial for igual & velocidade limiar dada por

+oo K 1

to= v =K |V = S A

(28)
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Demonstragado. Pelo teorema [3.3] equagédo (23), teremos uma solugdo com
alinhamento mas sem formacéao de bando se

lim v =0A lim x =400
t—+o00 t—+o00
Note-se que estamos a considerar v > 0 logo é impossivel ter x — —oo.
Aplicando limite quando ¢ — +o0o a ambos os membros da equagao
temos, nas condigdes de alinhamento sem formacao de bando

x “+oo
0= lim v= lim (vo - K/ ¢(2y)dy) =y — K »(2y)dy

t—+00 t—+00 Zo

ou seja
+oo
vy =K Y(2y)dy
0
com
oo oo 1 1 1 +o0
2y)dy = — dy=-——"-"01+2yP*? =
/xo U(2y)dy /xo A o 21_5( D™
1 1 1 1 1
= ———— (14 2z P ==
B>1 21—5( + 2fo]) 26 — 1 (14 2|zo|)A1

]

Esta fronteira, v, =K f;ooozﬁ(%)d:c no espaco dos parametros
(8, K,vo,z9) separa duas regides, com formagdo de bando ou néo,
como vemos de seguida.

Corolario 3.7 (O sistema alinha e forma bando para 5 > 1, se vy < v). O
modelo de Cucker-Smale para duas particulas, eq. (19), resulta em alinha-
mento com formagao de bando se a funcao de comunicagao tiver 5 > 1 e a
velocidade inicial for inferior & velocidade limiar v;, eq. (28). O raio do bando,
rg, € 0 mesmo que foi determinado para a formacéao incondicional de bando

eq. (26).

Demonstragédo. Se vy < v, = K f;o‘” ¥ (2x)dz existird um x = xp suficiente-
mente grande para anular a velocidade na eq. (25), ou seja

02%—K/ $(2y)dy

Esta equacdo j4 foi resolvida na demonstragdo do teorema [3.4] O
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Corolario 3.8 (O sistema dispersa para § > 1, se vy > v;). O modelo de
Cucker-Smale para duas particulas, eq. (19), resulta em dispersdo se a fun-
¢ao de comunicagao tiver 8 > 1 e velocidade inicial for superior a velocidade
limiar vy, eq. (28). A velocidade limite de disperséo é

Up = vy — VL, (29)

Demonstragdo. Sendo a velocidade inicial vy > vy, = Kf;goo ¥ (2zx)dz, entdo
pode ser expressa como vy = vy, + vp, com vp > 0. Substituindo na eq.
obtém-se:

z(t)
v(t) = (v, +vp) — K/ V(2y)dy <~

+00 z(t)
—v(t)=vp+ K ¥(2y)dy — K/ V(2y)dy <=

o
“+o00

—ou(t)=vp+ K ¥(2y)dy
a(t)

Aplicando limite quando ¢t — 400 a ambos 0s membros

+oo
lim v(t) =vp + K lim »(2y)dy

t—+o0 t——+o0 z(t)

Para avaliar o integral no segundo membro da igualdade falta deter-
minar lim; ., z(t) . Como 1) é sempre positiva esse integral é positivo
ou nulo, logo lim;, . v(t) >wvp>0. Como v(t) é decrescente, pela
eq. (19b), entdo v(t) > 0, logo, pela eq. (193), z(t) é estritamente cres-
cente. Assim sendo vai convergir para +oo ou para algum valor finito.
Se, por hipétese, lim; . z(t) =zp < +oo entdo, pela eq. (19a), seria
lim; 1 v(t) = 0, que resulta numa uma contradigdo com lim;_, ., v(t) > 0.
Portanto lim; . 2(t) = +0o. Consequentemente o integral anula-se e
limy 4o v(t) = vp = vg — VL. O

O limiar do alinhamento, para g > 1, e, consequente, 0 conjunto das con-
digbes iniciais do sistema e constitutivas do modelo onde ha formacao de
bando, pode ser escrito destacando cada um dos outros parametros, posi¢ao
inicial xq, intensidade K, e fator de forma [, além da velocidade inicial.

Propriedade 3.9 (Limiar de alinhamento e de formacao de bando em z,, K,
e 8 > 1). O limiar de alinhamento, para 5 > 1, dado para a velocidade inicial
no teo. [3.6] pode igualmente ser expresso como condigdo para
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 Posicao inicial

1 K \#71
* Intensidade da comunicagao
K > 2(8 = 1)(1 + 2|ao|)" g, B> 1 (31)

» Fator de forma da comunicagao
K

20 exp (Wo (5 1og (1+ 2Jao))) )

em que W, é o ramo principal da funcdo W de Lambert.

B<1+ (32)

Demonstraggdo. As expressoes e resultam de manipulagdo elemen-
tar de (28), e as condigdes decorrem imediatamente do teorema 3.7
Para a expressao (32), comecemos por referir que a fungdo W de Lambert
€ uma funga@o multivoca cujo ramo principal, W, € a fungéo inversa de ze* em
z € [—e™!, +o0] [Mam22], ou sejai’|
1

=zxe’ <= Woly)=z,2>—-
e

Partindo de obtém-se:

K 1 K
— B-11+2zD) "' < — —
R GV () T
- K
_ 1 IOg(1+2‘x0‘) p-1 — =
= (B-1)(e ) <om =

K
= (B —1)log (1 + 2z el Ve 20 < = log (1 4 2Ja]) +=
fte) Vo

< (B —1)log (1 + 2|zo|) < Wy (%log(l + 2|x0|)> =

W (% log (1 + 2|$o\)>

log (1 + 2|x])
K

20 exp (WO (% log (1 + 2|x0|)>>

A Ultima expressao também é valida para xo = 0, como é facil verificar subs-
tituindo nas primeira e Gltima expressao. O

— <1+ =

— <1+

199 ramo para z €] — oo, —e~!] designa-se W
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Teorema 3.10 (Velocidade (maxima) de expansao de bando). A velocidade
de expanséo do bando é limitada por

v < UOG—KTZ)(%M)t (33)

com ) := max(|zo|, |zp|), zp definido pela eq. (27), se =1, ou pela
eq. (26), se 8 # 1, e x a posigao inicial.

Demonstracdo. Como a velocidade é sempre positiva, entdo x € estritamente
crescente. Sendo z( a posicao inicial e x 0 raio do bando entao

ro <x<zxp = |zr| <xpi=max (v, |xp|) = ¥ (2x) > Y (2xy)

Aplicando o Lema de Gronwall a v resulta que, quando haja formacéo de
bando,

O =—K¢Q2zr)v < —K¢Q2zp)v = v < er’Kw(%M)t

3.3 Analise com «Funcao de Energia»

Vamos aqui esbocar a andlise anterior usando o conceito da Funcéao de Lya-
punov (sec. [2.6). Iremos verificar que, de facto, 0 método permite deduzir
muita da mesma informacgao sobre o sistema sem se resolver as equagodes di-
ferenciais, e como motivagao para quando for definir uma fung¢éo de Lyapunov
no caso mais geral.

Neste caso com duas particulas ndo existe um ponto (isolado) de equi-
librio, antes existe uma infinidade de pontos de equilibrio ao longo da reta
v = 0. Assim sendo as solugdes nao sao assintoticamente estaveis porque
dado um ponto de estacionariedade, existem outras solugdes, precisamente
sobre areta v = 0, que estao tdo préximas quanto se queira desse ponto mas
gue nao vao convergir para ele, porque ja estdo a convergir para um (outro)
ponto de equilibrio.

Assim o teorema da estabilidade de Lyapunov (teo. nao é aplica-
vel, por ndo existir um ponto de equilibrio isolado, pelo que estritamente nao
podemos definir uma fungdo de Lyapunov. No entanto podemos definir uma
«energia» com a mesma inspiracao, na energia mecanica total, para estudar
o sistema.

Tal como no analise anterior, devido a simetria do sistema, eq. (19), basta
analisar em detalhe os casos em que v > 0. Nesse caso uma solucao que
comece em x < 0 pode eventualmente passar ao quadrante em que x > 0;
uma solugdo com = > 0 manter-se-4 nesse quadrante.
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Teorema 3.11 (O sistema € dissipativo, para x < 0). O sistema é dissipativo
paraxz <0ewv > 0.

Demonstragdo. Uma energia para o sistema de duas particulas &€

Ve, v) =]+ K [ $(2y)dy (34)

eI
uanstiiiiL sustiu

TR LA ToITTIIIY, (
“‘1\\“‘““““““\‘\\\\\\‘\\'\

Figura 15: Fungao de energia, para o sistema com 2 particulas.

Para z < 0 e v > 0 a energia, eq. fica

Visw) v+ K [ widy (35)
0
pelo que a derivada em ordem ao tempo sobre solu¢des do sistema é

V =0+ Ky(=2z)(—2) = 0—K(2z)i=—Ki(2x)v— Kp(2z)v =

1 simétrica
= —2Kv¢(2
w< SC)U v§0 0
O]

Portanto as solu¢des que permanecam no segundo quadrante do espaco
de fases vao convergir assintoticamente para algum ponto de equilibrio
zg < 0.
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Como v = 0 corresponde a pontos de equilibrio a velocidade ndo pode
passar a negativa, como v > 0 a posicao, z, é estritamente crescente e pode
passar a um valor positivo. (ver diagramas de fase da figura[14)

Note-se que o teorema apenas afirma a existéncia de solucdes nal-
guns casos, e remete os restantes para analise posterior no outro quadrante
(o que faremos de seguida). Este teorema ndo da uma forma direta de saber
para que valores convergem as solucdes, para tal seria necessario analisar
as equagodes em si, se possivel, 0 que neste caso foi feito na sec¢ao anterior.

Teorema 3.12 (O sistema é conservativo, para x > 0). O sistema é conser-
vativo para + > 0 e v > 0, com a funcao definida em eq. (34) a ser uma
invariante do sistema.

Demonstragao. Para xz > 0 e v > 0 a energia eq. fica

V(z,0)=v+ K /OI »(2y)dy (36)

pelo que a derivada em ordem ao tempo sobre solugdes do sistema é

V=0v+K¢Q2zr)t = —Ky(2z)v+ K¢(2x)v =0
0
O teorema anterior nada nos diz diretamente quanto ao alinhamento e for-
macao de bando. No entanto conhecemos agora uma invariante do sistema,

a funcédo V, o que nos permite chegar a essas condi¢gdes, como esbo¢gamos
de seguida.

Sendo V uma invariante (em x > 0 e v > 0) vai manter o seu valor inicial,
portanto temos a seguinte relagéao

V(z,v) =V(xg,v9) <

<:>U+K/O ¢(2y)dy—vo+K/oow(2y)dy —

o g 37
—v=1v+K (/0 »(2y)dy —/0 w(2y)dy> = 37)

v =1 —K/ »(2y)dy

Esta € a mesma relacéo da equagéao da qual se derivaram todas as
condi¢des de convergéncia do teorema [3.4] até a propriedade

Em particular a condicao de formacao incondicional de bando, 5 <1 re-
sultaria do facto de ser essa a condicao para solu¢cdes em que parte pertenca
ao primeiro quadrante, e de que todas as solugdes contidas no segundo qua-
drante serem de formagao de bando.
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4 Modelo de Cucker-Smale simétrico

Vamos entéo estudar o Modelo de Cucker-Smale Simétricd (teo. re-
correndo a uma fungéo de Lyapunov inspirada na utilizada no caso de duas
particulas, eq. (34). Neste caso ndo podemos, e principalmente ndo quere-
mos, seguir cada passaro / particula individualmente. Pelo que se vai utilizar
uma métrica global com norma (> [1?]

Vamos comecar por definir a norma utilizada e deduzir algumas das suas
propriedades quando aplicada a estas equagdes. De seguida faremos entéao
a analise de estabilidade das solu¢des das equagdes do modelo.

4.1 Norma /*

Definicdo 4.1 (Norma ¢ ). Seja y = (y;) € R? um vetor d-dimensional. A
norma (> de y define-se como:

[Ylloc = max [|y;|| (38)

Teorema 4.2 (Derivada de /*° ). Seja y(t) : R — R¢ uma fungo diferenciavel.
Se no intervalo I C R existir uma componente y,, de y, tal que, para t € I,

[ym ()] = [y ()]s, entéo

Ayl dllymll o
& d , caso esta esteja definida (39)

Se no instante ¢ existir um subconjunto das fungdes y; cujas normas sejam
iguais a ||y||- e cujas derivadas sejam todas iguais, entdo esse é o valor da
derivada. Caso contrario nao esta definida.

Concretamente aplicada as fungdes do modelo temos as seguintes propri-
edades

Teorema 4.3 (Derivadas de ||7||« € ||v]|o)- No Modelo de Cucker-Smale Si-
métrico (4a)—(4b) temos que [Ahn+12, lema 3.1]:

]

dllzllo| _ ) 40

‘ 7| < ol )
Wlee < _ o] ol @
dt  qtp.

e no centro de massa
20u seja, usamos uma norma ¢>°— £2, i.e. norma ¢2 no vetores, seguido de norma £ nas
fungées (norma dos vetores).
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Demonstragdo. Quanto a eq. (40), seja z;, a posicao tal que |lzx|| = ||z ]|so,
entao

dllz]loo | _ ||l
= < <
Al = |2 < g < ot
Quanto a eq. (41), seja ainda v, a velocidade tal que |jvg|| = [|v]|«, pelo
teorema[4.2]temos que
dllvlle_ dfjogll
dt qtp. dt

para alguma ||v,|| que seja o maximo no instante ¢. Note-se que esta é uma
norma /2. Entao,

ol LAl L L
dt 2l At 2wl at o
N
1 /K
Tl <N ;(W%wn@j —vk>),vk> _
K N
V(g ) (0 — v, vg)) <
= g Ve )
N
K
< (2||$||Qo)<v'—yk,vk> _
Nuvku;( : )
N
K
:W 2||$||oo Z v}, Vk) Uk,vk>):
7j=1

N
) (2] 2]]) vy, vk ) = Nllwel* | =
N|| ; ! (0)

= — K9 (2||z0)[|v]|oc
Onde em (x) se fez uso de

||Uk|| > ||Uj|| = <Uj - Uk7vk> = <Uj7Uk:> - (Uk,vk> =

e 42
= [lvjllllvwll cos(vjur) — [loe]l* < 0, @2

e de
el > ol = lar o) < (o, —ax) = ¥(221) = Y(2]|7]|w) »

e em (o) que ijzl v; = 0, devido & descrigao ser relativa ao centro de massa.
[
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4.2 Analise com Funcao de Lyapunov

A analise do modelo segue de forma muito proxima a andlise feita para o
caso de duas particulas (teo. na secgdo [3.3] Vamos usar as métricas
adequadas ao novo caso, em que | - | passou a ser || - |- Os resultados nédo
poderdo ser tao finos como anteriormente e, essencialmente manter-se-a a
caracterizacao sobre as existéncias de alinhamentos e de formacao de bando,
mas as estimativas para o tamanho do bando vao passar de igualdades para
desigualdades.

Comecemos por definir uma fungdo de Lyapunov, inspirada na fungao
usada para duas particulas (eq.[3.3).

Definicao 4.4 (Funcao de Lyapunov - modelo simétrico). Uma fungéo de Lya-
punov para o modelo de Cucker-Smale simétrico (4a)—(4b) é

|| oo
V(z,v) = o]l + K / (2y)dy (43)

E evidente que V(0,0) = 0 e que V(x,v) > 0 nos restantes casos.

Teorema 4.5 (Estabilidade das solugbes do modelo simétrico). As solugdes
do modelo de Cucker-Smale simétrico (4a)—(4b) sao estaveis no sentido de

Lyapunov (def. [2.22).

Demonstragdo. Calculando a derivada no tempo da funcao de Lyapunov, V/,
e usando os resultados anteriores relativos as derivadas das normas ||z||o.,

eq. (40), e [|v[|«, q. (41), obtemos

AV d|v]e d||z[|
D <
< =Ky 2||zlleo)Iv]loo + K (2][2]loo)[[0]loc = O

portanto, pelo teorema da estabilidade de Lyapunov (teo. [2.27), as solugbes
sao estaveis no sentido de Lyapunov. ]

Tal como no modelo com duas particulas, este teorema apenas indica que
as solugdes sao estaveis, ndo da uma indicagao direta quanto as condigdes
de alinhamento e formacao de bando. Sabemos no entanto que a fungéo de
Lyapunov é decrescente em sentido lato, o0 que permite chegar ao seguinte
resultado.
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Teorema 4.6 (Posicdo e velocidade (maxima), modelo simétrico). O movi-
mento das particulas no modelo de Cucker-Smale simétrico (4a)—(4b) verifica
a seguinte relagao entre posicao e velocidade (méaximas) ao longo do tempo

lalloc
[v]lc < flvoflec — K »(2y)dy (44)

llzoloo
Demonstragdo. Do teorema anterior sabemos que V < 0, de onde resulta

V<0 = Vi(x,y) < V(xg, %) =

llzolloo

[E41
= ol K [ vy <l K [ vy =
0 0

0 £4/9
= ol < ol =K [ wepdy—K [ vendy =
0

llzolloo

Jlloo
= [[v]lee < lJvolloc — K U(2y)dy

llzolloo
[

Destaque-se a semelhanga entre este resultado, eq. (44), e a relagéo en-
contrada para o modelo com duas particulas, eq. (25), com a alteragédo da
métrica de | - | para || - ||, € @ passagem de equacéo a inequacao.

Teorema 4.7 (Condicao (suficiente) geral de alinhamento). O modelo de
Cucker-Smale simétrico (4a)—(4b) tem comportamento de alinhamento

(teo. se

—+00 —+o00 1
[volloo < K V(2y)dy = K

-y (45)
lzolloo leofloe (1+29)°

Demonstracao. Para haver alinhamento é necessario que ||v||.c — 0. Da re-
lacdo entre velocidade, posi¢ao e condigées iniciais, eq. (44), podemos es-
tabelecer um enquadramento de que se deduz uma condi¢ao suficiente para
tal:

llz]lo

0 < [[V)loo < llvollee — K - V(2y)dy <0 =
0 ||oo
l2lloo o0
= ||vollee < K - Y(2y)dy < K - V(2y)dy
Z0||oo Z0||oco

]
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O integral da eq. é divergente para 0 < f < 1 mas ndo é para § > 1,
0 que tem como consequéncia que o alinhamento seja, respetivamente, inde-
pendente da configuragao inicial do sistema, ou nao.

Teorema 4.8 (O sistema alinha e forma bando para 0 < g < 1). O modelo
de Cucker-Smale simétrico (4a)—(4b), resulta incondicionalmente*|em alinha-
mento com formacgao de bando (teo. se a funcado de comunicacao tiver
0 < B < 1. O raio do bando ¢ limitado por

HmmeBzé<QL+Mmmm%+39§ﬁMmmjlB—Q (46)

Demonstragdo. O integral impréprio da condicao geral de alinhamento,
eq. (45), é divergente para 0 < § < 1, logo a condigdo geral de alinhamento
é sempre verificada.

llz]loo 1
loollow < K | sy
leofloe (1 +2y)7

Esta equacéo é formalmente igual a do teorema de alinhamento e forma-
cao de bando para 0 < 5 <1 no caso com duas particulas, teo. pelo
que o restante desenvolvimento da expressao desta demonstracao é idéntico
ao daquela. Como se tem ||z||., < zp < +oo verifica-se a condi¢édo para a

formacao de bando. O

Teorema 4.9 (O sistema alinha e forma bando para § = 1). O modelo de
Cucker-Smale simétrico (4a)—(4b), resulta incondicionalmente em alinha-
mento com formacgao de bando (teo. se a funcdo de comunicacao tiver
£ = 1. O raio do bando sera limitado por

1 2lvglloo
lolle < 25 = 5 ((1+ 2lolloc)e™ *= — 1) (47)

Demonstragdo. O integral impréprio da condicao geral de alinhamento,
eq. (45), é divergente, agora com (=1, pelo que a condigdo geral de
alinhamento é sempre verificada com

lllee
1+ 2y

[volloe < K
llzo oo
Esta equacado é formalmente igual a do teorema de alinhamento e forma-
cao de bando para § =1 no caso com duas particulas (teo. pelo que
o restante desenvolvimento da expressao desta demonstracao € idéntico ao
daquela. Como se tem ||zl < zp < 400 verifica-se a condi¢éo para a for-
macao de bando. O

dy (48)

3«incondicionalmente» no sentido em que ndo depende da configuracéo inicial do sistema.
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Teorema 4.10 (Condicao de alinhamento e formagédo de bando, 5 > 1). O
modelo de Cucker-Smale simétrico (4a)—(4b), com 3 > 1, resulta em alinha-
mento com formacao de bando (teo. se se verificar a seguinte relagcéao
entre as condi¢des iniciais e os parametros do sistema

K 1
V0 loo <
[|lvol| 28— 1) (1 + 2||zo||o0)? T

(49)
O raio do bando ¢ limitado por |z||. < zp, igual ao da eq. do teorema
para § < 1.

Demonstragéo. O resultado é obtido imediatamente efetuando o integral da
condicao geral eq. considerando 5 > 1. O raio do bando, zp, deriva
da mesma condi¢do do teorema para 5 < 1 (teo. logo o resultado é o
mesmo. OJ

Propriedade 4.11 (Limiar de alinhamento e de formagéo de bando em ||z ||,
K, e 8 > 1). A condicdo dada para as velocidades iniciais no teorema
pode igualmente ser expresso como condicao para

* Posicobes iniciais

1 K 71
||a:o||oos§((2"00,,00(6_1)) —1>,5>1 (50)

* Intensidade da comunicacao

K > 2(8 = 1)(1 + 2[lollo0)” ol , 5> 1 (51)

 Fator de forma da comunicacao

B<1+ K (52)

T 2ol exp (Wo (5 Tog (1+ 2lizoll«) ))

em que W, é o ramo principal da funcao W de Lambert.

Demonstragdo. A demonstracao € idéntica a da propriedade equivalente para
o caso de duas particulas, ver as propriedades (3.9). ]

Teorema 4.12 (Velocidade (méxima) de expansao de bando). A velocidade
de expansao do bando ¢é limitada por

[olloo < flvofloce™ 28 (53)

com zg > ||7]|co-
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Demonstragao. Pela definicao de formagéao de bando (teo. [1.6) existe sempre
um zp > ||z|l«, com o valor determinado nos teoremas de alinhamento e

convergéncia, (teo. e[4.10). Portanto ¢ (2||z||e) > ¥(225)

Aplicando o Lema de Grénwall a derivada temporal de ||v||, (teo. 4.3)
resulta que, quando haja formagao de bando,

d[|v]]oo
At qip.

= [vlloc < [lugflsoe™ V202"

—Ky(2|z]loo) V]l < —K¥(22p)[[0]lc =
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5 Variantes do modelo de Cucker-Smale

Nesta seccao apresentamos uma breve resenha de algumas variantes do
modelo de Cucker-Smale que analisamos nas secgbes anteriores. Nao se
pretende fazer qualquer estudo detalhado de nenhum deles, mas apenas sa-
lientar a diversidade de variantes de interesse. Destacando a sua motivagéao,
0s conceitos na base de cada variante, as alteracées ao modelo, e 0s seus
principais resultados.

5.1 Multiplos bandos

O modelo estudado nas secg¢des anteriores permite outras analises, sem
qualquer modificagao no modelo em si. Referimos aqui a andlise da formacao
de mais do que um bando [Cho+16][ST21]|Ko18].

Quando nao haja formagéo de um bando € ainda assim de esperar que al-
guns dos péassaros estejam em condi¢des de se manterem proximos. Em par-
ticular podem formar-se dois subconjuntos de passaros, cada um dos quais
alinhe e forme um bando.

O conjunto de passaros € caracterizado pelas posi¢coes e velocidades,
C = {(x;,v;) }i=1,.. v. Para esta analise o conjunto é dividido em dois subcon-
juntos disjuntos nédo vazios, G; € G, com G, = {(Zai, Vi) tiz1, N :a=12, QIS
que G, UG, =C.

A condicdo de formacao de dois bandos é que ndo haja formagao de
bando global (def. [1.4), mas que haja alinhamento e formagdo de bando em
cada subconjunto (o = 1, 2) [Cho+16, def. 2.1]

lim max [[vai(t) — v (D) =0, Vt > Lo, sup [|zai(t) — za;(t)]| < +o00

t—+oo 1, i,j

O modelo mantém-se o mesmo (def. [1.1), com a mesma funcéo de co-
municacéo, v (def. [1.3). Neste caso em vez de ser reescrito em fungdo do
centro de massa (teo. serd em func¢ado do centro de massa de cada um
dos subconjuntos. Com posi¢ao z.; — &.; € velocidade v,; — v,; definidas,
para a = 1, 2, respetivamente por [Cho+16, seccao 4.1]:

Nq
1
Lacy = N Z$ai v Cai = Tai — Tacu
o .
=1

No

1
Vacyr = N § Vai Vai = Vi — Vagar
o .
=1
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Aplicando esta mudanca de variavel obtém-se um modelo da dindmica dos
centros de massa (com a = 1,2 a indicar um dos subconjuntos e 5 = 2,1,
respetivamente, a indicar o outro) [Cho+16, lema 4.2]

Tacy = VYacu
No Np

. K
NQUQCNI = N Z Z ¢(%’ai, mﬁj)(”ﬁj - Uai)

i=1 j=1

e da dindmica de cada passaro que passa a ter termos relativos aos centros
de massa

;-

Son' = Vo

Ng

. . K

Vai = —Vaca + (Voon — UGCM)N Z V(i 2pr) +
k=1

K =
+ N ;¢($ai, xoak:)(%xk’ - Vai)+

K&
+ N ;¢<Iaia 2pr)(Vak — Vai)

\

A analise segue um método semelhante, recorrendo a uma funcao de Lya-
punov. Neste caso em vez de uma medida global das posi¢oes e velocidades
do conjunto de todos os passaros em relacdo ao centro de massa, usa-se
uma medida que tem em conta as posigoes, X, e velocidades, V, em relacédo
ao centro de massa de cada subconjunto [Cho+16, seccao 4.1 e 4.2]

A =&l + &l V= Ilnll+ vl

com
N Na
l€all® = > N€al® s Mlvall® =D llvadl?
i=1 =1

Com estas normas a condigdo de formacdo de bandos reduz-se a
X < 400, Vt > tyelim, o V = 0[Ko18, definigao 8.2.1].

Quando nao haja formacao de um bando, a existéncia de dois bandos fica
garantida se a configuracao inicial for tal que as velocidades sejam suficien-
temente baixas, relativamente a cada um dos centros de massa, e que exista
uma separagcao minima entre os dois subconjuntos [Ko18, sec¢ao 3.1.3].

A condigao para que as velocidades sejam suficientemente baixas € remi-
niscente da condigao de alinhamento, eq. (45), a que se chegou no modelo
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simétrico. Aqui com as velocidades medidas em relacdo a cada centro de

massa, e expressa por:

K min {Ny, No} [T
2N X

Vo < Y(V2z)dx

No primeiro membro tem-se V), € uma medida das velocidades iniciais, em
relacdo a cada centro de massa. No segundo membro, além de constantes,
tem-se um integral improprio que depende da disperséo inicial dos passaros,
Xy, em relacdo a cada centro de massa, € que é garantidamente finito pois
caso contrario haveria formacao incondicional de um bando.

A condicao de suficiente separacgao inicial em dois subconjuntos & ex-
pressa por

oo CYO(k‘)VQ
| Y(z)dr < K AJIL0)

O segundo membro é uma constante que depende apenas das velocidades
inicias, com oy (k) fungao da k-ésima componente da diferenca de velocidade
entre os centros de massa, 2ap(k) = v — vk e My(0) = SN, [[vi]|% No
primeiro membro o integral impréprio € garantidamente finito, pois caso con-
trario haveria formagéao incondicional de um bando, e sera suficientemente pe-
queno par verificar a condigao desde que (k) seja suficientemente grande.
Como (k) é fungao da k-ésima componente da distancia entre os ban-
dos, 79(k) < min; ; (x’fl — a:’gj) a condicao serd verificada desde que o afas-

tamento entre subconjuntos seja suficientemente grande.

ap(k) > 4V2V,

ro(k

5.2 Evasao de colisoes

Uma caracteristica desejavel num modelo de formacao de bandos é a evasao
de colisbes. Seja porque na natureza ela sao raras, e portanto o modelo deve
conseguir explica-las, seja porque no desenho de um sistema de controlo
baseado neste modelo serd fundamental garantir que nao existem colises
[Min+18].

No modelo de base analisado obtém-se formacao de bando incondicional
quando o integral da fungdo de comunicagéo € divergente com a distancia
a tender para infinito. Portanto uma alteracdo possivel é passar a ter uma
fungé@o de comunicacao cujo integral seja divergente quando a distancia entre
passaros convirja para zero. Por exemplo [Min+18| eq. 7]

(z,y) = |67B>0,x#y

[l =yl
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(i %)

Figura 16: Evasao de colisdes: Comunicagao singular.

A andlise tem a dificuldade adicional de o sistema de equagdes diferen-
ciais ndo estar definido quando duas particulas colidam, num instante ¢ = t*,
||zi(t*) — x;(t*)|| = 0 caso em que v nao esta definida. A resolugdo dessa
dificuldade passa por redefinir o modelo, alterando a equacgéo da variagao
da velocidade para incluir apenas as particulas que nao estejam “coladas” a
particula em questao, ou seja [Min+18, definicdo 3.1]

Ui =y > Wl wy) (v — v)

JEB;(t)

em que que B;(t) indica as particulas distintas da particula i, no instante ¢.

O resultado principal é de que existe solugao unica para o problema mo-
dificado como acima no caso de existirem colisées. Para < 1 podem existir
colisdes, e em caso de colisdo as particulas permanecem juntas [Min+18, teo.
3.2 e comentario 3.1]. Para 8 > 1 ndo existem colisées, desde que os valo-
res iniciais ndo incluam nenhuma colisdo [Min+18, teo. 3.1]. Note-se que no
caso [ = 1, se verificam simultaneamente a condi¢cdo de ndo haver colisbes
e a condicao de formacao incondicional de bando no modelo simétrico, como
se viu na andlise apresentada na secgéo [4] teorema 4.9 [Min+18, comentario
3.2].

5.3 Comunicacao normalizada

Uma possivel desvantagem do modelo de Cucker-Smale tem origem no factor
% da expressao de ;. Se se introduzir um passaro, em xx .1, a grande dis-
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tancia dos restantes, tal que a fungcado de comunicagéo tenha um valor muito
pequeno, ¢ (z;, rn41) < min;<y ¢(z;, z;), entdo a variagao da velocidade de
todos os restantes sera reduzida por o denominador passar de N a N + 1.
A mesma questéo se coloca, e com maior efeito, se existirem dois conjuntos
com uma distancia grande entre eles. Sera possivel ajustar o modelo caso a
caso, alterando K ou a funcao ), mas é interessante ter um modelo que se
adapte por si s6 a alteracdes na quantidade de passaros [MT11].

! - ’ large distance lf - Y ~=

Figura 17: Comunicacao normalizada: Grupos afastados. (Imagem: [MT11])

Este efeito da média aritméticd™| pode ser eliminado se se alterar para
uma média ponderada, substituindo a divisdo por N por uma divisdo por
fozl ¥(x;, x) [MT11, secgéo 2.2]. Ou seja, a variagao da velocidade passa
aser

=1 =1
Zl/) Ti, Tk) ’ ’

k=1

U= Z?ﬁ(%%)(%‘ —u) =Ky (@i, ;) (v — v)
(
com 7
D, z;) = M

Uma consequéncia imediata € a perda de simetria da fungdo de comuni-
cagao, pois mesmo que v seja simétrica, em geral v» ndo sera:

N N
S £ Y (e = @i, ;) # Oz, 1)
k=1 k=1

Continua a ser possivel provar a existéncia de formagéo incondicional de
bando mas a condicdo de formacéao incondicional de bando apenas ocorre

“nao se trata de uma verdadeira média aritmética, para isso o factor teria de ser ﬁ
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quando § < % e nao para [ < 1 como no modelo simétrico [MT11, teorema
4.1]. Isto é devido a usar um método de analise mais geral, para funcdes de
comunicagao nao simétricas [MT11, seccao 4.3].

5.4 Forca de ligacao

Ao desenhar um sistema de controle de um sistema com multiplos agentes
roboticos, além de se pretender evitar colisdes e garantir formacao de bando,
podera ser importante garantir que o bando mantém uma formacgéo cerrada
[PKH10].

A alteragdo do modelo consiste em introduzir uma aceleragdo ao longo
do vetor (unitario) na diregdo entre duas particulas, (z; —x;)/r;;, com
ri; = ||z — z;||. Sendo o objetivo que a distancia entre duas particulas
seja de 2R, ou seja que cada particula ocupe o centro de um circulo de
raio R, pretende-se entdo que a aceleragdo seja nula quando r;; — 2R,
ou seja quando a distancia r;; — 2R convirja para zero. Daqui resulta que
surgem dois novos termos na variagao da velocidade, com novos parametros
possiveis de ajustar [PKH10, eq. (9)]:

P
V4 :N Z¢(xi7xj>(vj — v;)+

Note-se que agora o0 modelo ja néo é estritamente de Cucker-Smale ape-
nas com alteracao de parametros, mas inclui, além de um termo de alinha-
mento, um termo de ligagao entre as particulas.

A andlise usa igualmente uma funcao de Lyapunov, onde a semelhanca
com a energia mecanica total € ainda mais evidente, pois é definida como
[PKH10| seccao IV.A]

V=V.+V.

em que Vi, ~ >, ||v;]|* € uma energia cinética e V, ~ > i (Tij — 2R)? é uma
energia potencial (ou de configuracao).

Um dos principais resultados € de que existe formagao de bando em con-
dicdes muito menos restritivas que no modelo original. O que n&o é surpre-
endente pois o termo de © que € a “forga de ligacdo” € ndo nula a qualquer
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Figura 18: Forgca de ligacao: Interagcéo. (Imagem: [PKH10])

distancia “grande”, pelo que é suficiente que a fungcdo de comunicacao seja
nao nula para distancias “pequenas”. Concretamente, o sistema exibe forma-
cao de bando assintética com [PKH10, teo. 2]:

sup ||z;(t) — z;(t)|| <2Rp, ¥t >0
,J

com a condicdo de que v seja ndo negativa com valor tal que
min{y(r) : 0 <r <2Rp} >0

com
ANV (0)

2Rp = 2R
B + oKy

Outro resultado é relativo as configuracdes, de que o artigo referido apre-
senta resultados de simulagées em duas dimensdes. Para mais de trés pas-
saros, num triangulo equilatero, € impossivel que estejam todos a distancia
2R dois a dois. As configuragcdes observadas para N passaros foram de dois
tipos [PKH10, sec. IV.B]: 1) um N-agono regular, com 0s passaros nos verti-
ces, ou 2) um anel exterior com N — n passaros, com n passaros no interior.
Nao foi determinado quais as configuracgdes finais em funcao dos valores ini-
ciais, mas a simulagdo mostra que configuragdes com menor energia ocorrem
com maior probabilidade.
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Figura 19: Forca de ligacao: Configuragdes. (Imagem: [PKH10])
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6 Simulacoes

A simulacao tem por objetivo ilustrar as caracteristicas fundamentais do mo-
delo, ou seja, néo se pretende fazer um estudo exaustivo de qualquer aspeto
do modelo, mas apenas permitir ganhar intuicao sobre as suas caracteristicas
possibilitando uma exploracao simples de alguns parametros.

6.1 O programa da simulacao

Escolheu-se a linguagem NetLogo [Wil99] que é concebida para a modelacao
por agentes. A linguagem foi escolhida porque permite implementar modelos,
visualizar a sua execugao e construir uma interface gréafica de forma rapida. A
simplicidade da interface gréafica permite que um utilizador nao familiarizado
com o modelo possa experimentar e ganhar intuicdo para os resultados para
diferentes configuracdes e parametros do modelo.

No entanto isso ndo compromete a possibilidade futura de se fazer uso
mais extensivo do modelo pois do ambiente de desenvolvimento do NetLogo
constam ferramentas que permitem automatizar um grande nimero de simu-
lagcbes com configuracdo de variagdo dos parametros e recolha de dados,
para posterior analise estatistica.

—— — 5
A cs - NetLogo {/fhome/zzeta02/UAb/aulas/mestrado/mestrado-3/code} + - + X
Arquivo Editar Feramentas Tamanho Abas Ajuda

interface | Informagao | cadigo
r e
4 8 [ e |

Editar Apagar Adicionar

malsrpido (7] yigyalizar atualizagio

© (scadnsck x| | [contguagin. |
ticks: 0

max radius centre error
opulation 20 o

=]
w

my-random-seed ’igg trace?

radius

0 0

topology-type dimension 0 ticks. 10 0 ticks. 1
random V|| |20 v |
max radius mwm'
T — “ ! 11156395457530362 s
radius 0
v
‘ﬁ T— m
ve-mean 1.0 | wvelstdev 0.2 v max speed
v

sidype
standard 7
beta 1.0

[ — 0 toks 1
‘ K 1.0

max speed

1.433320986997121

ticks 10
birds at the edge of the world

speed

o

show-random-seed

1677557588 K

Central de Comandos 2t |

observer> -

Figura 20: Simulagao a correr em NetLogo 6.3 (sobre Linux).
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IndicacGes de como instalar e utilizar a linguagem e este modelo estao na
subsecg¢ao 6.3

Ao executar o cddigo da implementacao do modelo obtém-se uma inter-
face grafica (figura [20). A janela principal tem trés separadores. Um com
0 codigo, outros com documentagdo do modelo, que se recomenda a leitura
a quem use o modelo, e a interface grafica. Nesta constam trés areas. Do
lado esquerdo estdo seletores de parametros e opgdes da configuracao ini-
cial e do modelo, ao centro estd o «<mundo» onde os agentes, 0s passaros,
se vao deslocar, a direita alguns graficos com informacao sobre o desenrolar
da simulagéo.

Os parametros a ajustar sdo os utilizados ao longo desta analise: N
(population), S (beta), K (k); parametros para a distribuicdo espacial
(radius) e de velocidades (vel-mean e vel-stdev, média e dispersao,
respetivamente), posicdo inicial dos passaros (topology-type, aleatério
uniforme numa circunferéncia, em colisdo, ou em dois grupos), tipo de fungcao
de comunicagdo (psi-type, padrdo, singular, ou normalizada), e tipo de
mundo (dimension, 1 ou 2 dimensdes).

Especificamente sobre a simulacdo pode-se ainda definir uma raiz para
o gerador de numeros aleatorios (my-random-seed), 0 que permite repetir
simulagbes para a mesma configuragdo inicial mas com diferentes valores
dos parametros do modelo. E ainda possivel definir se passaros devem deixar
rasto da trajetéria (trace?).

Finalmente existem trés botbes: setup para inicializar o modelo, go once
para executar um passo da simulagdo (um tick), e go para iniciar e parar a
simulagao.

Ao centro estd 0 «mundo». Este € um quadradd™|com —35.5 < = < 35.5
e —35.5 < y < 35.5. O «mundo» € finito, pelo que é possivel que os passaros
atinjam o limite do «mundo», sendo este o principal motivo para perda de
validade da simulacao quando esteja a correr.

A direita estdo dois graficos com estatisticas globais, que correspondem
as normas usadas no modelo simétrico, ||z|| (max radius, a maior distancia
de um péassaro ao centro), e ||v||. (max speed, 0 médulo da maior velocidade
de um passaro).

O nucleo do cédigo da simulacédo consiste na resolucao do sistema de
equagodes diferenciais pelo método de Euler, que é inerente a discretizacao
do sistema habitual na Iinguage. Este método tende a acumular erros de
arredondamento pelo que para ter alguma medida da validade do resultado

SCom uma quadricula, que néo esta visivel, com 71 unidades de lado com origem no
centro.

8Note-se que nada impede que seja implementado um método melhor, por exemplo de
Runge-Kutta, mas isso ja ndo é imediato.
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0 ticks 571 =
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max speed |

0 ticks 571

Figura 21: Uma simulacao que perdeu validade.

da simulacéo se tem no lado direito trés graficos indicadores de erros. O mo-
delo é descrito no centro de massa pelo que tanto a soma das posicdées como
a das velocidades dever&o ser constantes e iguais a zero, os dois primeiros
graficos mostram essas somas (centre error e velocity erro) que caso
se desviem de zero indicam a existéncia de erros no célculo. Devido a sime-
tria do modelo em geral estes erros sao insignificantes. O 3° gréfico indica a
quantidade de passaros que atingiram o limite do mundo, 0 que nesse caso
provoca a perda de validade do modelo, quando essa quantidade for elevada
(mais de 10% do total) o calculo para (e o «mundo» fica com um tom verme-
lho) (figura [21).

Recorde-se que o modelo esta descrito no centro de massa, portanto
quando se tem passaros a «parar» eles estao de facto a deslocar-se a velo-
cidade do centro de massa, que em geral ndo sera nula. Portanto ao diminuir
de velocidade, relativamente ao centro de massa, os passaros estao efetiva-
mente a alinhar, com velocidade préxima da do centro de massa, mesmo que
tal ndo seja aparente. Para indicar que a direcao ja nao é relevante, pois €
a da velocidade do centro de massa, a imagem dos passaros passa de uma
seta para um circulo quando a velocidade é baixa.

O célculo usa um passo de At = 0.1, pelo que, por exemplo, uma veloci-
dade que seja de 1 unidade por 1 unidade de tempo, na simulagao sera de
0.1 unidades por tick.
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6.2 Algumas simulacoes

Para ilustrar algumas combinagdes que ilustram os resultados analisados an-
teriormente mostram-se de seguida os resultados de algumas simulagoes.
Para uma configuragao inicial sempre igual, com posi¢des uniformemente
aleatérias num circulo de raio 10, com velocidades com distribuicdo gama
1+ 0.2, e a fungdo de comunicagao padrao, observamos 0os comportamentos

previstos analiticamente:

Com 3 = 0.8 < 1, ha formagéo de bando (fig. [22)

Com g = 1, continua a haver formagcao de bando, mas as érbitas sao
mais longas (fig.

« Com 3 =1.2>1,e K = 1.0, ndo h& formagéo de bando (fig. [24)

« Com 3 =1.2>1,e K = 1.6, volta a haver formag&o de bando (fig. [25)

HL,' 5 20

my-random-seed Jig"ff trace?

| 1905905604 |

topol pe dimension
random V|| 2D v

radius 10

velmean 1.0 | | velstdev 0.2
i
standard ¥

beta 0.8

K 1.0

setup goonce 90 o

max radius

radius

o
0 ticks

196 /—r

895

max radius
18.302544 248819267

max speed

-
speed 4

o

0 ticks

895

max speed
9.965087062570534E-4

Figura 22: Com 8 = 0.8 < 1, ha formagao de bando.
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max radius

297 f

0
0 ticks 2190

radius

m dius
W 29.041858146932608
\N max speed
1.31
B
/ \ §L
0
0 ticks 2190

max speed
9.97248B8976B45737E-4

37.67811817419104

Y AN
0
———

0.3456047200935659

Figura24: Com =12 > 1, e K = 1.0, ndo ha formacgao de bando.
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| w] poons] | go

o
0 ticks 2740
max radius
30.55352030681972
max speed
1.3
B
a
&
o
0 ticks 2740
max speed

9.977075290685121E-4

Figura 25: Com =12 > 1, e K = 1.6, ha formacao de bando.

Se a configuracao inicial tiver dois subconjuntos a partida, aparecem so-
lugbes em que o grupo diverge como um todo mas em que os dois subgrupos

formam dois bandos (fig. [26).

max radius

v
%)
=
E /
a
[ ticks 715
max radius
34.75000745091 272
max speed
1.51
®
a
)
o
o ticks 7156
max speed
0.31678694808057954

Figura 26: Grupo divergente mas com formagéao de dois bandos.
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Quando numa rota de colisdo frontal, a fungdo de comunicacdo padrao
pode ndo conseguir evitar a colisdo (fig. [27), mas com uma fungdo de comu-

nicagdo singular, com 3 = 1, a colisdo é evitada (fig. [28).

s | goone| | g0 of

max radius

u\ﬁ
0 ticks 290

radius

max radius
1.7269721707497903

speed

o

max speed
1 L
0 ticks 290

max speed
9.97520390177497E-4

-362830439

Figura 27: Uma colisdo, com uma fungéo de comunicacao padrao.
max radius
10
0
0 ticks 58.8
max radius
0.12181032663820843
T e w max speed
2.38
B
£
w
0
0 ticks 58.8

max speed
7.983645462274586E-4

Figura 28: Uma colisédo evitada, com uma fungdo de comunicagao singular.
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Simulagdes com a funcdo de comunicacdo normalizada (ver sec¢ao
nao produzem resultados significativamente diferentes das com funcao de co-
municacdo padrdo. Apenas convem notar que devido ao divisor em ©; ser
menor, a aceleracdo é maior e portanto a convergéncia é mais rapida. Para
os valores tipicos nestas simulagbes é necessario ter X' com um valor pe-
queno (0.1 ou 0.2) para compensar.

6.3 Como correr a simulacao

O ficheiro de codigo, cs.nlog, esta disponivel num repositorio no GitHub[Z],
ricardo-andre/cucker-smale-variantg'® Para aceder ao interpretador
de NetLogo, tem duas possibilidades, ambas comegando por aceder ao si-
tio da linguagem NetLogo[ﬂ Pode descarregar os ficheiros de instalacao para
executar localmente, acedendo a |Download NetLogcﬂ ou pode aceder ao
interpretador online NetLogo Wetf'|

Search the Models Library: | Select a mode! v Upload a Madel: [ Escolher ficheiro | cs.niogo

>
B nowered by Netl ogo File: New
3 =5 s Expor._Neilogo | HTML

Mode: Interactive  Commands and Code: Bottom

model speed

—
population 20
my-random-seed e

o

pology-ype  dimansion

[random  ~| [2D v

i 2047710132575
radius 10 war s o

vel-mean 1 welst 02

pi-type

standard_w
beta
—

setp  goonce ® o

show random-seed

660367915

Command Center -
NetLogo Code
Model Info A

4

Figura 29: A simulagéo a correr em NetLogo Web.

70 GitHub é um repositério de codigo open source.
Bhttps://github.com/ricardo-andre/cucker-smale-variants
9nttp://ccl.northwestern.edu/netlogo/
20http://ccl.northwestern.edu/netlogo/download.shtml
2Thttp://www.netlogoweb.org/launch
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7 Conclusao

Apresentamos aqui 0 modelo de Cucker-Smale, quer devido ao seu interesse
intrinseco, como base para desenvolver diversos modelos, quer como exem-
plo da possibilidade de passar do conhecimento de agentes individuais com
as suas regras locais, para comportamentos globais que surgem quando es-
tes interagem e se tornam numa entidade coletiva. Um comportamento indi-
vidual, de desejo de um péassaro alinhar-se com outro passaro, pode resultar
na formagdo de um bando. Neste bando, passaros em regides distantes um
do outro estéo, de facto, ligados entre si através do bando.

A analise permite concluir pela existéncia de solugéo, e de solugao Unica,
desde que 0 modelo seja descrito por fungdées de comunicagao localmente de
Lipschitz. Como funcdes desse tipo podem descrever uma grande quantidade
de situagdes naturais, temos que o modelo pode ter aplicacao em muitas situ-
acOes. Em algumas situagdes, como na variante a evitar colisdes, a funcao de
comunicacao nao sera localmente de Lipschitz, mas uma andlise cuidadosa
nos casos particulares pode ainda assim permitir concluir pela existéncia e
unicidade das solugdes.

Nao sera possivel, nem util, ter solucbes exatas para centenas de passa-
ros, mas estando estabelecido que essas solugdes existem é ainda possivel
obter caracteristicas globais da situacao a partir do modelo. Em particular,
fez-se uso do teorema da estabilidade de Lyapunov, e portanto de fungdes
de Lyapunov, para mostrar que as solucdes além de existirem sao assintéti-
camente estaveis, o que tem como consequéncia que é expectavel que elas
sejam observaveis na natureza como entidades «permanentes» e de ocor-
réncia espontanea. Ou que, inversamente, se possam implementar bandos
artificiais estaveis, sem necessidade de um controlo central completo perma-
nente.

Além da existéncia e estabilidade, é ainda possivel obter estimativas
quanto ao comportamento dos bandos, aqui em particular quanto a maximos
das dimensdes e de taxas de convergéncia para o bando.

O modelo de Cucker-Smale simétrico estudado é inutil em aplicagdes re-
ais, pois modela um bando que, caso exista, voa em linha reta num espago
vazio, isotropico, imutavel e infinito. Revimos brevemente literatura que ilustra
como o modelo pode ser a base de outros mais completos, analisando forma-
¢ao de vérios bandos, evasao de colisbes, comunicagao adaptativa, liderancga,
e formagdes forgcadas.

Mas esta analise pode ser estendida mais além. Um caminho seguido
na literatura recente para expandir a anélise aqui apresentada consiste em
considerar-se 0 caso em que 0 numero de passaros € muito grande [HTO8]|
[Mou12], fazendo, neste caso, sentido definir uma fungéo de distribuigdo con-
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junta de N particulas e obter uma equacao para a evolugéo desta distribuicao
usando a hierarquia BBGKY [UF86] da teoria cinética dos gases. A posterior
passagem ao limite N — oo e 0 uso da hip6tese de caos molecular permite
obter uma equacao de evolugao para a distribuicdo de uma particula analoga
a equacao de Vlasov da teoria cinética [HT08] [Mou12]. Estudos recentes
tém-se também debrugado sobre o limite hidrodindmico das equagdes cinéti-
cas assim obtidas [FK19].
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| Apéndice

.1 Cédigo da simulacao

O cddigo da simulagao consiste num unico ficheiro, cs.nlogo, cuja parte cor-
respondente ao cddigo em si se inclui nesta seccao, excluindo portanto o texto
que se pode ler no separador de informacao, info, e configuracdes.

globals [
; discretization time interval
time-scale
; near zero speed
speed0l

; runs

;5 random seed needed for reprudicing known results

initial-random-seed

;; stats

; bird furthest from the centre, the actual diameter is at most
twice of this

stat-max-radius

; fastest bird from the centre, the actual expansion is at most
twice of this

stat-max-speed

; errors

; by drifting in the EDO solution

error-centre

error-velocity ;in the default case will be zero, because the
variation is simmetric

error-turtles-at-the-wall

turtles-own [
; NetLogo already keeps current coordinates and heading
; we could just keep the speed
; but to avoid repeating on and on calculations like
; ‘dx * speed‘ or ‘sin heading * speed®
; we will keep track of velocity and then update the heading
; yes speed”2 = vx~2 + vy~2 but we’ll waste memory in exchange of
speed
speed ; ‘speed‘ seem to cause some bug?
VX

vy
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33

35

36

37

38

39

40

I

2

S

3

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

7

72

73

74

75

; the velocity change, deltav
deltavx
deltavy

done ; just a marker

links-own [
weightO ;the base weigth to be normalized
weightl ;psi_i (x_i, x_j)
weight2 ;psi_j (x_i, x_j), for the non-symmetric case

]

to startup
; on first interactive run
; loads defaults for...
; ... user parameters
set population 20
set trace? false
set my-random-seed 0
set radius 10
set topology-type "random"
set dimension "2D"
set vel-mean 1
set vel-stdev 0.2
set psi-type "standard"
set beta 1
set K1
; ... world parameters
setup
end

to setup
clear-all
resize-world -35 35 -35 35
set-patch-size 7
; white backgroud
ask patches [ set pcolor white ]

; globals
set speed0 10 =~ -3

Pagina 76



76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

104

105

106

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

set time-scale 0.1

ifelse (my-random-seed = 0)

[set initial-random-seed new-seed]

[set initial-random-seed my-random-seed]
random-seed initial-random-seed

set show-random-seed initial-random-seed

if (population mod 2 = 1) [set population population + 1]
create-turtles population [

set color 10 * (random 14) + (1 + random-float 4.5)
set size world-width / 50

(ifelse
topology-type = [
turtles-random-position
zero-sum-of-coordinates
set-turtles-initial-velocity-by-pairs
]
topology-type = [
turtles-collision-startup
]
topology-type = [
turtles-bi-startup
D

ask turtles [
create-links-with other turtles [
set hidden?

ifelse trace? [ask turtles [pen-down]] [ask turtles [pen-up]l]

update-stats
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118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157

158

159

160

reset-ticks
end

to turtles-random-position
ask turtles [
(ifelse
dimension = [
let r radius * sqrt random-float 1
let theta random-float 360
setxy r * sin theta r * cos theta

]
dimension = [
let x random-float (2 * radius) - radius
setxy x 0
set heading 90
D
]
end

to set-turtles-initial-velocity-by-pairs
ask turtles [set done 0]
ask turtles [
if (done = 0) [
set done 1
set-speed-random-gamma
let mypair one-of other turtles with [done
ask mypair [
set done 1
set speed [speed] of myself
set heading (180 + [heading] of myself)
set vx (- [vx] of myself)
set vy (- [vy] of myself)

end

to turtles-collision-startup
ask turtles [set done 0]
ask turtles [

0]
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161

162

163

164

165

167

168

169

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

180

181

182

183

184

185

186

187

188

189

190

191

192

193

194

195

196

197

198

199

200

201

202

203

if (done = 0) [
set done 1
(ifelse
dimension = L
let r radius * sqrt random-float 1
let theta random-float 180
setxy r * sin theta r * cos theta

]
dimension = [
let x random-float radius
setxy x O
D
facexy 0 O

set-speed-random-gamma
let mypair one-of other turtles with [done = 0]
ask mypair [

set done 1

set speed [speed] of myself

set heading (180 + [heading] of myself)

set xcor (- [xcor] of myself)

set ycor (- [ycor] of myself)

set vx (- [vx] of myself)

set vy (- [vy] of myself)

]

end

to turtles-bi-startup
ask turtles [set done 0]
ask turtles [
if (done = 0) [
set done 1
(ifelse
dimension = [
set xcor (radius / 2) + random-float (radius / 10)

set ycor (- radius / 20) + random-float (radius / 10)

set heading -45 + random-float 90
]
dimension = [
set xcor (radius / 2) + random-float (radius / 10)
set ycor O
set heading 90
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204 1

205 set-speed-random-gamma

206 let mypair one-of other turtles with [done = 0]
207 ask mypair [

208 set done 1

209 set speed [speed] of myself

210 set heading (180 + [heading] of myself)
211 set xcor (- [xcor] of myself)

212 set ycor (- [ycor] of myself)

213 set vx (- [vx] of myself)

214 set vy (- [vy] of myself)

215 ]

216 ]

217 ]

218 end

219

220

221 to set-speed-random-gamma

222 set speed random-gamma ((vel-mean / vel-stdev) ~ 2) (vel-mean /
vel-stdev = 2)

23 set vx speed * sin heading

224 set vy speed * cos heading

225 end

226

227

228 Lo go

229 ;; compute the rate of chage of velocity, dotv
230 ; communication weights

231 ask links [ calc-link-weights-psi ]
232 if (psi-type = "normalized") [

233 calc-link-weights-normalize

234 ]

235

236 ; new deltav

237 ask turtles [

238 set deltavx O

239 set deltavy O

240 ]

241 ; the links compute each term of deltav and ask turtles to store it
242 ; so that we do not have to recompute the (same) deltavx & deltavy

from each end
243 ask links [ calc-deltav-of-turtles ]
244 ; update vx, vy, speed & heading
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245

246

247

248

249

251

252

253

254

255

257

258

259

260

261

262

263

264

265

266

267

268

269

270

271

272

273

274

275

276

277

278

279

280

ask turtles [

set vx vx + deltavx * time-scale

set vy vy + deltavy * time-scale

set speed sqrt (vx = 2 + vy ~ 2)

set heading atan2 vx vy

; (almost) stopped turtles lose direction

if (speed < speed0) and (shape = "default") [
set size size / 2
set shape "circle"

]

; and move! (that is the first EDO)
ask turtles [ fd speed * time-scale ]

update-stats
tick

; ask error-turtles-at-the-wall [
; set vx O

; set vy O

;]

; invalid model warnig
if (any? error-turtles-at-the-wall) [
ask patches [ set pcolor 139 ]
]
; stop execution...
; ...1f all turtles are almost stopped
; or
; ...1f too many turtles hit the walls
if (
(not any? turtles with [ speed >= speedO ])
or
(count error-turtles-at-the-wall > population / 10)
) [stopl

281 end

282
283
284

285

mean-velocities

286 ; reports a list with mean of x and mean of y corrdinates of all

turtles
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287

288

289

290

291

292

293

294

295

296

297

298

299

300

301

302

303

304

305

306

307

308

309

310

311

312

313

314

315

316

317

318

319

320

321

322

323

324

325

326

327

328

to-report mean-velocities

let meanvx (sum [vx] of turtles) / population
let meanvy (sum [vy] of turtles) / population

report list meanvx meanvy

end

;3 zero-sum-of-coordinate

; adds a constant to all coordinates so that the sum is zero

S

; because this expressed at the centre of mass

to zero-sum-of-coordinates
let mcor mean-coordinates

let meanx (item O mcor)
let meany (item 1 mcor)
ask turtles [
set xcor xcor - meanx
set ycor ycor - meany

]

end

;3 mean-coordinates

; reports a list with mean of x and mean of y corrdinates of all

turtles

to-report mean-coordinates
let meanx (sum [xcor] of turtles) / population
let meany (sum [ycor] of turtles) / population

report list meanx meany
end

;3 calc-deltav-of-turtles
; called by links

; computes deltav and asks each end to update it’s own

to calc-deltav-of-turtles
let dvx [vx] of end2 -
let dvy [vy] of end2 -
ask endl [
set deltavx deltavx +
set deltavy deltavy +
]
ask end2 [
set deltavx deltavx
set deltavy deltavy
]

end

[vx] of endl
[vy] of endl

[weightl] of

[weightl] of

[weight2] of
[weight2] of

myself
myself

myself
myself

*

dvx
dvy

dvx
dvy
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329

330

331

332

333

334

335

336

337

338

339

340

341

342

343

344

345

346

347

348

349

350

351

352

353

354

355

356

357

358

359

360

361

362

363

364

365

366

367

368

369

370

;3 update-stats

; updates the stats to display

to update-stats
; global flocking stats
set stat-max-radius max [sqrt(xcor =~ 2 + ycor ~ 2)] of turtles
set stat-max-speed max [sqrt(vx = 2 + vy ~ 2)] of turtles

; error checking stats

; 1f these get far from 1 the the Euler method is drifting away...
let mcor mean-coordinates

set error-centre sqrt ((item 0 mcor) =~ 2 + (item 1 mcor) ~ 2)

let mvel mean-velocities

set error-velocity sqrt ((item O mvel) ~ 2 + (item 1 mvel) ~ 2)

set error-turtles-at-the-wall turtles with [
xcor < min-pxcor or XCOor > max-pxcor or ycor < min-pycor or ycor
> max-pycor

end

;5 communication weights

;3 calc-link-weights-psi
; called by links
; calls one of the specific psi function
; for "normalized" weights this is only a first step
to calc-link-weights-psi
(ifelse
psi-type = "standard" [
set weightl k * (psi-standard link-length) / population
set weight2 weightl

]
psi-type = "normalized" [

set weightO psi-standard link-length
]

psi-type = "singular" [
set weightl k * (psi-singular link-length) / population
set weight2 weightl
D

end
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a7t ;; calc-link-weights-normalize
a7z ; called by links

a73 ; second step in weights calculation for "normalized" only
s74 to calc-link-weights-normalize

a5 let S O

are ask turtles [

377 set S O

378 set S S + (sum [weightO] of links with [endl = myself])
379 set S S + (sum [weightO] of links with [end2 = myself])
380 ask links with [endl = myself] [

381 set weightl (k * weightO / S)

382 ]

383 ask links with [end2 = myself] [

384 set weight2 (k * weightO / S)

385 ]

386 ]

37 end

388

38 ;; psi-standard

30 ; the standard communication function
391 ; radial, positive, finite

a2 to-report psi-standard [dist]
3.3 report 1 / (1 + dist = beta)
394 end

395

396 ;; psi-singular

a7 ; a (almost) singular psi

38 ; radial, positive, infite at O
a9 to-report psi-singular [dist]
40 let value O

s carefully [

402 set value 1 / (dist ~ beta)
403 if (value > 10E10) [set value 10E10]
404 ]

aws [

406 set value 10E10

407 ]

48 Treport value

409 end

410

411

412 ;; Helper functions

413
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414 5 atan?

45 ; a safe atan

416 ; no error on x=0

#17 to-report atan2 [x y]
a8 let value O

a9 ifelse x = 0 [

420 if y < 0 [set value 180] ;otherwise O stays as the value
421 ]

422 ;else

423 [

424 set value atan x y

425 ]

426 report value
427 end
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