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Resumo

Desde a introducdo do décimo segundo ano, no ano letivo de 1980/81, que os programas
de matematica sofreram algumas transformagdes. O programa de matemadtica via ensino
vigorou desde 1980/81 até ao ano letivo de 1994/95. Era um programa bastante tedrico
sem qualquer recurso a tecnologias. A partir desse ano letivo até 2001/02 vigorou um
programa que assentaria essencialmente nas novas tecnologias, passando a Légica e a
Teoria de conjuntos a serem conteudos transversais no ensino da matematica. O raciocinio
hipotético dedutivo passou a ndo ser essencial ao novo ensino da matemadtica, centrando-
se mais o ensino na utilizacdo da calculadora grafica. Como consequéncia, os alunos que
prosseguiam estudos tinham grandes dificuldades, principalmente nos cursos de
engenharia e de matemadtica. Com a introducdo do programa de 2001 pouco se alterou
nesse aspeto. Assim, elaborou-se um programa com metas curriculares em 2014, no qual
a Légica e a Teoria de Conjuntos passassem a ser dominios independentes e lecionados no
inicio do décimo ano, limitando-se a utilizacdo da calculadora gréfica a dominios onde é
essencial, como por exemplo, o estudo gréfico de fungdes e ao calculo de alguns resultados
numeéricos (ex. calculo de alguns valores numéricos de funcdes algébricas irracionais e
funcdes transcendentes). A principal dificuldade dos docentes no cumprimento das metas
era a sua extensdo, dai o surgimento das aprendizagens essenciais. No entanto, devido a
sua falta de clareza e aparente falta de elos de ligacdo, estas geraram alguma confusao,
principalmente o facto de estar expresso que a Légica passaria a ser um conteldo
transversal, ndo sendo verdade uma vez que a Ldgica bivalente passou a ser aprendizagem

essencial da disciplina de Filosofia.

O principal objetivo desta dissertacdo é a elaboracdo de uma articulacdo cuidada das
aprendizagens essenciais com as metas curriculares e propor exercicios de inversao de
geometria analitica que se poderdo estender a outros dominios. Tal advém do facto de nos
cadernos de apoio do programa das metas de 2014 este tipo de exercicios serem

inexistentes ou exiguos.

Palavras-chave: Metas curriculares, aprendizagens essenciais, geometria analitica,

exercicios de inversao.



Abstract

Since the introduction of the twelfth year in the 1980/81 school year, mathematics
programs have undergone some changes. The mathematics program through education
lasted from 1980/81 until the 1994/95 school year. It was a very theoretical program
without any use of technology. From that school year until 2001/02, a program based
essentially on new technologies was implemented, turning Logic and Set Theory into
transversal contents in the teaching of mathematics. The deductive hypothetical reasoning
was not essential to the new teaching of mathematics, focusing more on teaching the use
of the graphing calculator. As a consequence, students pursuing studies had major
difficulties, particularly in engineering and mathematics courses. With the introduction of
the 2001 program little changed in this aspect. Thus, a program with curricular goals was
drawn up in 2014, in which Logic and Set Theory became independent domains and taught
at the beginning of the tenth year, limiting the use of the graphing calculator to domains
where it is essential, such as for example, the graphical study of functions and the
calculation of some numerical results (e.g. calculation of some numerical values of
irrational algebraic functions and transcendent functions). The main difficulty for teachers
in achieving the goals was their extension, hence the emergence of essential learning.
However, due to its lack of clarity and apparent lack of connection links, these generated
some confusion, mainly the fact that it is expressed that the Logic would become a
transversal content, not being true once the bivalent Logic happened to be essential

learning of the discipline of Philosophy.

The main goal of this thesis is the elaboration of a careful articulation of the essential
learning with the curricular goals and propose exercises of inversion of analytical geometry
that can extend to other domains. This is due to the fact that in the supporting documents

of the 2014 program, this type of exercise is non-existent or lacking.

Keywords: Curricular goals, essential learning, analytical geometry, inversion exercises.
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Introducgao

Os programas em matematica desde que foi introduzido o décimo segundo ano, no ano
letivo de 1980/81 sofreram algumas transformacgdes. O programa de décimo segundo ano
de matemdtica via ensino vigorou desde 1980/81, através do decreto-lei 240/80 de 19 de
julho até ao ano letivo de 1992/93, coincidente com a entrada em vigor do Decreto-Lei
223/93 de 1993-06-18. O programa de matemadtica era um programa bastante tedrico sem
qualquer recurso a tecnologias, a partir desse ano letivo até 2001/02 vigorou um programa
que assentaria essencialmente nas novas tecnologias, passando a Ldgica e a Teoria de
conjuntos a serem conteldos transversais no ensino da matemadtica. O raciocinio
hipotético dedutivo passou a ndo ser essencial ao novo ensino da matematica, centrando-
se mais o ensino na utilizacdo da calculadora grafica. Como consequéncia os alunos que
prosseguiam estudos tinham grandes dificuldades, principalmente, nos cursos de
engenharia e de matematica. Com a introducdo do programa de 2001 pouco se alterou
nesse aspeto. Assim elaborou-se um programa com metas curriculares em 2014, no qual a
Légica e a Teoria de Conjuntos passassem a ser dominios independentes e lecionados no
inicio do décimo ano do ensino secunddrio, limitando-se a utilizacdo da calculadora grafica
a dominios onde é essencial, como por exemplo o estudo grafico de fun¢des e ao cdlculo
de alguns resultados numéricos como por exemplo o calculo de alguns valores numéricos
de fungdes algébricas irracionais e fun¢des transcendentes. Contudo nos cadernos de apoio
do programa das metas de 2014 a quantidade de exercicios de inversao era inexistente ou
exigua, dai a necessidade de suprir essa lacuna. A principal dificuldade que os professores
tinham no cumprimento dos programas com as metas era a sua extensdo, dai terem
surgido as aprendizagens essenciais. As aprendizagens essenciais geraram alguma
confusdo entre os docentes porque ndo eram claras e pareciam faltar elos de ligacdo. A
principal confusdo foi o facto de nas aprendizagens essenciais de matematica A, estar
expresso que a Logica passaria a ser um contelddo transversal, mas tal facto nao
corresponde a verdade, pois a Logica bivalente passou a ser aprendizagem essencial da

disciplina de Filosofia (DGE, 2018a).



Este trabalho relaciona as metas curriculares, aprendizagens essenciais e problemas de
inversdo em matematica, e procura, por um lado, dar resposta a uma abordagem mais
superficial e por vezes confusa gerada pelo documento relativo as aprendizagens essenciais
e, por outro lado, completar os cadernos de apoio das metas nomeadamente no que se
refere a falta de exercicios de inversdao. Assim ir-se-a tentar auxiliar os docentes na sua
pratica letiva, fazendo-se uma simbiose entre o programa das metas com as aprendizagens
essenciais, apresentando-se no final 12 fichas com exercicios de inversao de geometria
analitica. Acreditamos que deste modo serdo ultrapassadas muitas das situagdes ambiguas

e confusas geradas pelas aprendizagens essenciais.
Neste trabalho teve-se em conta o seguinte:

v' Programa com as metas curriculares de 2014. Este programa foi aplicado de forma
gradual, no ano letivo de 2015/2016 no décimo ano, 2016/2107, no décimo
primeiro ano e 2017/20188 no décimo segundo ano;

v' As orientacbes de gestdo curricular para o programa e metas curriculares de
18/08/2016;

v" 0 despacho de 31-08-2018 sobre as aprendizagens essenciais.

Capitulo | - Enquadramento conceptual, onde se faz uma analise dos resultados do PISA
desde 2000 a 2015 (Programme for International Student Assessment), no sentido de se mostrar
a evolugdo nos varios dominios analizados nesses anos, incidindo, principalmente na literacia
matematica e um teste de hipdteses na tentativa de se saber qual o impacto das metas nos
resultados dos exames nacionais de matematica A em 2018, uma vez que, ainda, nao

existem resultados do PISA para os anos posteriores a 2015.

Capitulo Il - Apresentacdo de uma tabela comparativa dos programas de 2001 e 2014, com
as aprendizagens essenciais e assinalamos na cor vermelha o que no programa de 2014

deixou de ser considerado aprendizagem essencial.

Capitulo Ill - Andlise das aprendizagens essenciais e respetiva comparagao com as metas
curriculares, fazendo-se uma ligacdo para que as aprendizagens essenciais possam ser

exequiveis e claras para todos os docentes.
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Capitulo IV - Elaboracdo de uma adaptacdo do programa tendo em conta as metas
curriculares e as aprendizagens essenciais para cada um dos trés anos do ensino
secundario, para que os docentes figuem com uma clara percecdo daquilo que irdo

lecionar, pois tem existido muita ambiguidade do que é essencial e ndo é.

Capitulo V — Elaboracdo de doze fichas de inversdo de geometria analitica, dando

importantes sugestoes de como se devem produzir fichas com exercicios de inversao.

Foram elaboradas fichas de inversdao em geometria analitica uma vez que a geometria
analitica é lecionada logo no inicio do décimo ano e é de extrema importancias para
praticamente todos os dominios subsequentes. Por exemplo os referenciais cartesianos
serdo utilizados, nas fungdes reais de varidvel real, estatistica, trigonometria, sucessoes

(funcdes de variavel natural), calculo diferencial e nUmeros complexos.

A inversao é importante na medida em que muitas vezes s6 se conhece o resultado final
sem saber o que o origina. Como por exemplo: “sabe-se que numa soma de dois nUmeros
inteiros o resultado é 8, quais sdao os numeros?” Obviamente que os resultados sdo
inumeros, por exemplo (2,6); (3,5); (1,7) ... Tal raciocinio iremos desenvolvé-lo nas fichas

de inversdo.

Nas considerag¢des finais damos uma perspetiva sobre o trabalho realizado e de que forma

este trabalho podera ser importante para a comunidade escolar.

No final apresentamos as referéncias bibliograficas consultadas e utilizadas para a

elaboracdo deste trabalho.
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CAPITULO I | Enquadramento Conceptual
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CAPITULO | | Enquadramento Conceptual

O ensino da matematica é visto por muitos como indispensavel na formagdo de individuos
capazes de desenvolverem raciocinios logicos, no sentido de ficarem aptos a defenderem

as suas posi¢des com clareza, argumentando-as coerentemente.

Por esse facto é que nas novas aprendizagens considerar o ensino da ldgica bivalente e a
teoria dos conjuntos, conteudos, exclusivamente transversais ndo parece fazer sentido. No
minimo esses conteldos poderiam ser lecionados noutras areas disciplinares, mas por
professores preparados para o fazerem. A légica bivalente ser integrada, como contetdo
ndo transversal, numa disciplina como a filosofia fara algum sentido se previamente esses
professores tiverem formacao para o fazerem. Faga-se notar que para qualquer unidade na
area na matematica, nomeadamente a geometria analitica, por vezes sdo necessarios
inUmeros raciocinios légicos. Dai a importancia dos problemas de inversdo, por vezes
conhece-se o resultado final de uma soma, mas nao se conhecem as parcelas, assim sendo,
ter-se-a de fazer um raciocinio ao contrdrio, que é por exemplo “Quais os pares de nimeros
naturais cuja soma pode ser dezasseis?”. Esta questdo obviamente tem iniUmeras solugdes,
ou seja os pares (2,14); (3,13) e assim sucessivamente... generalizando, obter-se-3 (n, 16-n,

vn e N), para esta generalizagdo ja se teve de fazer um raciocinio légico.

A inversdo estd verdadeiramente na base do progresso em matematica. O primeiro

problema foi o da soma:
“Determineovalordexem 2+ 3 = x"

Resolucdo:

24+43=x &x=3
A inversao deste problema dd origem a teoria das equacdes lineares:
“Determine x talque 2 + x = 5".

Resolucao

2+x=5 ox=5-2<x=3
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Considere-se a inversdo deste problema:

“Determine todas as equacdes lineares da forma ax + b = 0 tais que a solucdo seja

x = 3".

Resolucdo

ax+b=0 x=3
para x = 3 tem-se:
3a+b=0=b=-3a=>ax—3a=0,a #0.

A inversdo, estando no centro do processo de desenvolvimento da matematica, tem
também um enorme poder de gerar mestria matematica. Quando se ensina a média, moda
e mediana, mais do que dar amostras e pedir o calculo desses indicadores, deve-se é pedir
amostras com indicadores prescritos. Naturalmente, a técnica de inversao aparece em
muitos outros contextos. Por exemplo, na imagiologia médica, numa ressonancia
magnética, existe um feixe incidente sobre uma pequena zona do corpo que
posteriormente é refletido produzindo uma imagem. Seguidamente existe uma nova
reflexdo para uma zona com coordenadas muito préximas da anterior e uma nova reflexao
produz uma nova imagem de outra zona muito préxima da primeira e assim
sucessivamente. Esta sequéncia de incidéncias e reflexdes produzird a imagem final. Ao
serem referidas coordenadas muito préximas, significa que para se ter uma imagem o mais
fidedigna possivel as coordenadas terao de ser o mais proximas possiveis. O mesmo se
passa com a transmissao de conhecimentos, tera de ser feito com passos pequenos de cada
vez, caso contrario o professor arrisca-se a que o aluno se desinteresse e fique

desmotivado.

Para estudarmos a evolugdo da matematica nos ultimos anos apresentamos os resultados
do PISA (Programme for International Student Assessment) entre 2000 e 2015 (Mar6co et
al., 2015) e um teste de hipdteses que compara a média dos exames nacionais de 2018 com

0S exames nacionais entre 2013 e 2017.
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Resultados do PISA 2015

Literacia cientifica Literacia em matematica

1 Singapura 556 1 Singapura 535 1 Singapura 564
2 Japéo 538 2 Hong Kong 527 2 Hong Kong 548
3 Taipe 532 3 Canada 527 3 Macau 544
4 Finlandia 531 4 Finlandia 526 4 Taipé 542
5 Macau 529 5 Idanda 521 5 Japao 531
6 Canada 528 6 Esténia 519 6 China 531
7 Vietname 525 7 Rep. da Coreia 517 7 Rep.da Coreia 524
B Hong Kong 523 B Japdo 516 8 Suica 521
9 China 518 9 Noruega 513 9 Estdnia 520
10 Rep. da Coreia 516 10 Nova Zelandia 509 10 Canada 516
11 N. Zelandia 513 11 Alemanha 509 11 Holanda 512
12 Eslovénia 513 12 Macau 509 12 Dinamarca 51
13 Awstrélia 510 13 Poldnia 506 13 Finlandia 511
14 Reino Unido 509 14 Eslovénia 505 14 Eslovénia 510
15 Alemanha 509 15 Holanda 503 15 Bélgica 507
16 Holanda 509 16 Australia 503 16 Alemanha 506
17 Suiga 506 17 Suécia 500 17 Polania 504
18 Irlanda 503 18 Dinamarca 500 18 Irlanda 504
19 Bélgica 502 19 Franga 499 19 Noruega 502
20 Dinamarca 502 20 Bélgica 499 20 Austria 497
21 Polénia 501 21 Portugal 498 21 Nova Zelandia 495
22 Portugal 501 22 Reino Unido 498 22 Vietname 495
23 Noruega 498 23 Taipé 497 24 F. Russa 494
24 EUA 496 24 EUA 497 25 Suécia 494
25 Austria 495 25 Espanha 496 29 Portugal 492
Média PISA 488 Média PISA 487 Média PISA 478
(70 paises) (70 paises) (70 paises)

Figura 1 | Resultados do PISA 2015 nas diferentes Literacias para os diversos paises

Fonte: PISA, OCDE.
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Figura 2 | Evolugdo dos resultados do PISA em Portugal entre 2000 e 2015 face as

médias da OCDE (Maréco et al., 2015).



Como se pode observar pelos graficos os resultados em Portugal tem-se observado uma
tendéncia de melhoria continua dos resultados, incluindo a literacia matematica, sendo um
dos poucos paises membros da OCDE onde se tem observado essa tendéncia. Ja agora
saliente-se que a Finlandia, por exemplo, tem manifestado a tendéncia inversa.

A Ultima edicdo do PISA realizou-se em 2015 e teve como enfoque principal a literacia
cientifica, pelo que esta é a area para a qual ha mais dados nos relatdrios de desempenho.
Participaram 500 mil alunos, dos quais 7325 portugueses.

Por exemplo na Literacia matematica em 2015, Portugal esteve pela primeira vez acima
da média da OCDE, ficando em vigésimo nono lugar, entre setenta paises.

Nos testes do PISA ndo sdo avaliados contelddos curriculares — aqueles que sao
lecionados em contexto de sala de aula. No estudo da OCDE o que se pretende saber é em
gue medida os alunos de 15 anos sdo capazes de mobilizar os seus conhecimentos, nas trés
dimensdes avaliadas, na resolu¢ao dos problemas do dia-a-dia. Nas questdes submetidas é
tida também em conta a globalizacdo da economia e os desafios que esta representa.
“Apesar de serem oriundos de sistemas educativos diferentes, quando chegarem a idade

adulta irdo competir pela mesma oferta de emprego”, refere a OCDE.

Pelo facto de ndo se conhecerem ainda resultados do PISA a partir de 2018, realizou-se
um teste de hipdteses comparando a média dos exames nacionais do décimo segundo ano
do exame de 2018, que foi realizado com as metas curriculares e os cinco anos anteriores
entre 2013 e 2017, os quais foram realizados sem avaliar as metas curriculares.

Para realizar este estudo foram escolhidos os resultados dos seguintes anos (DGE, 2019).

2018 - populagao: 32401, valor médio: 10,9 e desvio padrdao amostral: 4,67

Entre 2017 e 2013- populac¢do: 164468 e valor médio: 10,7 e desvio padrao amostral: 4,59
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1) Enquadramento do teste de Hipoteses:

O exame com o novo programa foi aplicado em 2018, tendo nos restantes anos sido
realizado o exame de acordo com o programa de 2001, assim sendo ir-se-4 comparar a
média dos exames de 2018 (programa de 2018) com a média dos exames de 2013 a 2017
(programa de 2001), utilizando-se para tal um teste unilateral direito, com o intuito de se
tomar uma decisao entre duas hipdteses, ou se rejeita o programa com as metas ou nao se

rejeita.

Como as duas amostras sdo maiores que 30, a distribuicdo tende para a Normal, ir-se-3a
deste modo aplicar um ensaio para a diferenca de médias (qualquer populacdo, variancias
desconhecidas nas amostras maiores que trinta elementos), como vem descrito na pagina
175 do livro Estatistica Aplicada, Volume 2 (Reis et al., 2008), ir-se-a utilizar o seguinte

teste:

2) Estatistica do teste:

Z:x_Z_Z_(ﬂZ_ILLl) 0

A N(0,1)
S, 8
n2 nl

X_2 — representa o valor médio dos exames entre 2013 e 2017;
Z —> representa o valor médio dos exames de 2018;

S, — representa o desvio padrao amostral entre 2013 e 2017;
n, — representa a dimensdo da amostra em entre 2013 e 2017;

N, — representa a dimensdo da amostra em 2018.

Assim sendo tem-se:

7 __107-109-0 ~-7,07  Z,. — Z observado

" \/4,672 | 457
32401 ' 164468
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3) Teste unilateral direito para a diferen¢a de médias
Hott, < 4 (luZ_IUlSO)

H, e, > (:Uz_:ui>0)

4) Rejeita-se H, se

Neste estudo ir-se-a realizar um teste de hipéteses com uma confianca (l—a) de 0,95 ou
seja um nivel de significancia (a) de 0,05. A amostras serdo N, =32401 e n, =164468 .

5) Assim sendo tem-se:

Z s > Zy o5 < —1,07 >1,645, proposicdo falsa, logo ndo é de rejeitar H, logo ha evidéncia

estatistica com uma probabilidade de 95% que a média dos exames com o programa de

2001 foi inferior a média dos exames com o programa de 2018 (programa com as metas)
Confirmacdo com o valor de p:
p_value = P(z>z, |Hy)=P(z>-7,07)=P(z<7,07)=1, como o valor de p é

praticamente 1 e consequentemente superior a « (0,05) ndo é de rejeitar H,.

Nesta situacdo nao é de rejeitar a hipdtese de que a média dos resultados dos exames entre
2013 e 2017 (programa de 2001 - sem as metas curriculares) foi inferior a de 2018

(programa com as metas curriculares), com uma probabilidade de 95%.

Com estes testes pretende-se demonstrar que o programa com as metas esta adequado

aos alunos

O principal problema do programa com as metas é a gestdo do tempo por parte dos

docentes, uma vez que é muito extenso para a sua exequibilidade, dai terem surgido as
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aprendizagens essenciais. Na leitura do documento relativo a estas aprendizagens, os
docentes, na esmagadora maioria das vezes, ndo sabem o que, realmente, é “essencial”.
Com este trabalho pretende-se clarificar exatamente quais sdo as aprendizagens essenciais
e como poderdao ser implementadas. Nessa implementagdo serdo importantes os
problemas de inversao, uma vez que dao uma grande destreza de raciocinio aos alunos, de
uma forma gradual. Os manuais atuais tém exercicios por graus de dificuldade, mas
investem muito pouco na inversdao em cada tipo de exercicio. Este método de ensino sera
demonstrado com varias fichas, que por acaso incidiram na geometria analitica, mas

poderdo ser elaboradas para qualquer outro tipo de matéria.
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CAPITULO Il | Aprendizagens Essenciais de
Matematica A no Ensino Secundario
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CAPITULO Il | Aprendizagens Essenciais de Matematica A no Ensino Secundario

No que diz respeito as aprendizagens essenciais, para podermos ter uma nog¢do das
alteracdes que houve e de que existem muitos caminhos sem qualquer ligacdo, como vem
expresso no despacho de 31/08/2018 das aprendizagens essenciais. Apresentam-se as
seguintes tabelas, onde aparece a vermelho aquilo que se pretende que desaparega do

programa com as metas curriculares (Tabela 1, Tabela 2 e Tabela 3).
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Tabela 1 | Comparacdo dos programas (2001 e 2014) do 102 ano com as aprendizagens essenciais.

Adaptado de Ministério da Educagdo (2013).

PROGRAMA DE 2001

Temas transversais (10.2, 11.2 e/ou
12.2 anos)

* Escrita simbdlicade proposigdes ma
tematicas
+ ModelagBo maternatica e importancia
no mundo atual
* Mogdes de logica e teoria dos conjun-
tos:

+ operagdes com condigdes

+ operagdes corm conjuntos

+ implicagdo formal

+ incluso

+ transitividade

+ lei da conversao

* leis de De Morgan

» quantificadores
+ Métodos de demonstragéo:

* raciocinio dedutivo

+ indugdo mate matica

+ redug3o ao absurdo

+ contrarreciproco
+ & heuristica de PolyanaresolugSo de
problermas
* Uso datecnologiano apoio aresolu-
¢30 de problermas

Tema 0: Modulo inicial

+ Resolug3o de problemas que envol-
vam a necessidade de estabelecercon-
jeturase de verificdlas, articulando
termnas de Geornetria, Namerose f\lge-
bra.

Tema I: Geometria no plano e no espa-
col

* Desenhar repre sentagde s planas de
solidos geométricos.

Perspetiva cavaleira

* Secgdes determinadas num cubo por
um plano

+ Poliedros obtidos por truncatura de
um cubo

* Composigdo e decomposigdo de figu-
ras tridimension ais

+ Resolugdo de problemas no plano e
no espago envolvendo o célculo de
areas e volumes

PROGRAMA DE 2014

Dominio I: Logica e teoria de conjuntos

+ Proposigdes. Valor légico de urma pro-
posi¢Bo. Principio de ndo contradigdo

+ Operagdes com proposigdes: nega
¢30, conjungdo, disjuncdo, implicagdo e
equivaléncia

+ Prioridade s das operagdes logicas

+ Propriedade da dupla ne zac%o. Princi-
pio do terceiro excluido. Principio da
duplaimplicagio

+ Propriedade s comutativa e associati-
va, dadisjung3o e da conjungio

* Propriedades distributivas da conjun-
¢80, em relacdo 3 disjuncdo, e dadis
juncdo, em relacdo a conjungdo

+ Leisde De Morgan

+ Implicagdo contrarreciproca

+ Expressdo proposicional ou condigio.
Quantificador universal, quantificador
existencial. Segundas leis de De Mor-
gan. Contraexemplos

+ Conjunto definido por uma condig&o.
lgualdade entre conjuntos. Conjuntos
definidos em extensdo

+ Operagdes com conjuntos: reuniso,
interse;do e diferenga de conjuntos,
Incluso de conjuntos. Conjunto
complernentar

+ Relagdo entre operagdescom condi-
¢dese operagdes com os conjuntos que
as definem

+ Principio de duplainclusdo. Demons-
tracdo de equivaléncias por duplaimpli-
cagio

+ NegacBo de umaimplicag3o univer-
sal. De monstragdo por contrarre ciproco

Dominio II: Algebra

+ Monotonia da potenciagio

+ Raizesde indiceneN,n2z2

+ Propriedades algébricas dos radicais:
produto e quociente de raizes com o
mesrmo indice, poténcias de raizese
composigdo de raizes

+ Racionalizagio de denominadores

* Poténcias de base positivae expoente

racional

APRENDIZAGENS ESSENCIAIS

Temas transversais (10.2, 11.2 e/ou
12.2 anos)

e Logica
® Resolugdo de Problernas
o Histéria d a Matematica

® Modelagdo Matematica

Geometria analitica

+ Farmula da medida da distancia entre
dois pontos no plano e no espago em
fungdo dasrespetivas

coordenadas

+ Coordenadas do ponto médio de um
dado segmento de reta

* Equagdo cartesiana da mediatriz de
urn segmento de reta no plano e do
plano mediador, no espago

* Equagdes e inequagdes cartesianas de

urn conjunto de pontos

* Equagdo carte siana re duzida da cir-
cunferéncia, no plano e dasuperficie
esférica no espago

* Inequagde s cartesianas de semiplanos

Referenciais carte sianos ortonormados
do espago

*+ Inequagde s cartesianas de circulos, no
plano, e de esferas, no espago

* Yetoresno plano e no espago

« Norma de urn vetor. Vetores colinea
res. Vetor simétrico

+ Coordenadas de umvetor

+ Yetor como diferengade dois pontos
+ Multiplicagdo de um vetor por um
escalar

+ Somae diferengaentre vetores

* Propriedades algébricas das opera
gées com vetores

* Soma de um ponto com urm vetor
 Yetor diretor de umareta. Declive de

urna reta. Paralelismo de retas

+ Equacdo vetorial de umareta, no pla
no & no espago
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PROGRAMA DE 2001

Tema I: Geometria no plano e no espa-

¢o | {cont.)

+ Referenciais cartesianos ortogonais e
monométricos, no plano e no espago
+ Correspondénciaentre o plano e o

espago e, respetivamente, os conjuntos

* Relagde s entre as coorde nadas, no
plano, de pontos simétricos re lativ &
mente aos eixos coordenados e as bis
setrizes dos guadrantes pares e impares
+ Relagdes entre as coordenadas, no
espao, de pontos simétricos relativa
mente aos planos coordenados, aos
eixns coordenadas e aos planas bisseto-
resdos octantes

+ Conjunto de pontose condigdes
* Distancia entre pontos no plano e no
ESpaELo
* Lugares geométricos: circunfe ré ncia,
circulo e mediatriz; superficie esférica,
esterae plano mediador
+ Referénciaaelipse como deformagdo
da circunferéncia
* Yetores livres no plano e no espaco.
Comporentes e coordenadas de um
wvetor
+ Yetor como diferenga de dois pontos,
Soma de vetores,
fomade um ponto com um vetor. Pro-

duto de um escalar por um vetor

+ Dedugdo de propriedade s de tridngu-
los e quadrildteros, usando vetores

» Colinearidade de doisvetores

+ Equacio vetorial dareta, no plano e
no espago

+ Equagdo reduzidadaretano plano

Tema II: Fungdes e gralicos. Fungdes

polinomiais. Funcdo modulo

+ Fungdes; graficos cartesianos de fun-

clese representacde s graficas

» Estudo de propriedades de fungies:
+ dominio
+ contradominio
+ pontos de intersegdo com 0s eixos

coordenados

PROGRAMA DE 2014

Dominio 11: Algebra {cont.)

* Produto & quociente de poténcias
com amesmabase; produto e quocien-
te de poténcias com o mesmo expoen-
te & poténcia de poténcia

+ Divisdn euclidiana de palindmios

+ Regra de Ruffini

+ Divisibilidade de polindmios. Tearerma
do resto

« Multiplicidade daraiz de um paling-
mio & respetivas propriedades

¢ Sinal e zeros de um palindriio

Dominio 111: Geometria analitica

+ Referencizis ortonormados, no plano
& No espago

+ Farmula da medida da distancia entre
dois pontos no plano e no espaco em
fungao das respetivas

coordenadas

+ Coordenadas do ponto médio de um
dado segrmento de reta

+ Equagdn carte siana da me diatriz de
urn segmento de reta, no plano & do
plano mediador, no espago

+ Equagdes & inequagde s carte sianas de

urn conjunto de pontas

* Equagan carte siana reduzida da cir-
cunferéncia, no plano e da superficie
esférica, no espago

+ Definigdo de elipse e respetivaequa
;30 cartesiana reduzida

+ Relacdo entre eixo maior, eixo menar
e distdhciafocal, naelipse

+ Inequagdes carte sianas de semiplanos
* lnequagde s carte sianas de circulos,
no plana, & de esferas, no espago

+ Yetores no plano & no espago

+ Norma de um vetor. Wetores colinea
res. Wetor simétrico

+ Coordenadas de umn vetor

+ vetor como diferenga de dois pontos
« Multiplicag3o de ur vetor por um

escalar

APRENDIZAGEMS ESSENCIAIS

Geometria analitica (cont.)

+ Equacde s de planos paralelos aos pla-
hos coordenados
+ Equacde s carte sianas de retas parale-

las aos eixos coordenados

Fungdes reais de variavel real

eGraficos de funcde s Coordenadas car-
tesianas de pontos
* Fungdes reais de variavel real. Fun-
pOes definidas por expressies analiticas
» Intervalos de ronotonia de uma fun-
;3o real de varigve| real
* Yizinhanca de um ponto dareta nu-
mérica; extremos relativos e absolutos
+ Sentido da concavidade do gréfico de
umafungdo real de varidvel real
* Extremos e raizes de umafungio
* Propriedade s geométricas dos graficos
de fungdes.
Fungdes parese funcdesimpares
+ Relacdo geométrica entre o grafico de
umafung®o e o darespetiva inversa
+ Relacdo entre o grafico de uma fungao
fe osgréficos dasfuncgdes:

» fl=x]

* &fix)

«flwt o)

+ fix]

+ f (k)

+ flx14d
onde g, b, ¢, d 580 ndmeraos reais com 3

e b n&o nulos

+ Estudo dasfungdes definidas por ra-
mosenvolvendo fungdes afins e quadra

ticas

» Estudo de fungdes quadraticas e fun-
goes com modulos do tipo -= alx - bl +
c,onde @& urm nimero real diferente de
0: zeros, estudo do dominio e repre-

sentagdo grafica

* Equacdese inequacdes envolvenda
fungiies afins e guadraticas e fungies

corn madulas
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PROGRAMA DE 2001

Tema Il: Fungies e graficos. Funcdes

polinomiais. Fungao modulo {cont.)

+ monotonia

+ continuidade

+ extremmos relativos e absolutos

* sirnetrias em relacBo aos eixos carte-
sianos e & origem do referencial

* limite s da fung&o
* Estudo das proprie dade s de fungdes
quadraticas
+ Estudo de propriedade s de fungdies
rnddulo
+ Andlise dos efeitos da mudanga de
pardmetros nos graficos de fungdes

quadraticas e de fungdes madulo

* Transformacdes de fungdes e efeitos

na representagao grafica;

sy=flxl+a
ry=f(x+a
+y=afix)
sy =flax)

ey=|flz)|, comadk
+ Referéncia & pardbola e a alguras das
suas propriedades

* Fungdes polinomiais

+ Decomposigio de polindmios em fato-
res. Divisao de polindmios

+ Regrade Ruffini para a divisio de poli-
nérmios

+ Resolugdo de inequagdes por métodos
analiticos e graficos

+ Resolugdo de problemas envolvendo
funcdes palinormiais [de graus 2, 3 e 4).
Estudo analitico e grafico

* Estudo elernentar de palind mias inter-

poladore s

Tema II: EBtatistica

+ O objeto da Estatistica, Fendmenos
que poderm ser objetos de estudo esta
tistico

* Breve nota histdrica sobre aevolugio
da Estatistica

+ |tilidade da Estatisticaern diversos

campos do conhecimento

PROGRAMA DE 2014

Dominio 11l: Geometria analitica
{cont.)

+ Somae diferengaentre vetores

» Propriedades algébricas das opera
cdes comvetores

* Somade um ponto com um vetor

+ Yetor diretor de uma reta. Declive de
uma reta.

Paralelismo de retas

+ Equagdo vetorial de umarets, no pla
no e No espago

+ Sisterna de equagdes paramétricas de
urma reta

+ Equagdes de planos paralelos aos
planos coordenadas

* Equagde s cartesianas de retas parale-
las aos eixos coordenados

Dominio I'Y: Fungdes reais de variavel

real

+ Graficos de funcdes Coorde nadas
carte sianas de pontos,

Produtos cartesianos de conjuntos,
Irmagem de um conjunto por urma fun-
c3o

+ Fungdes injetivas, sobrejetivas e bije-
tivas

+ Restricdo de uma fungao

+ Cornposicio de fungdes

* Funcdo inversa de uma fungao bijeti-
wE

* Funcdes reais de varigve| real. Fun-

;des definidas por expressfes analiticas

+ Intervalos de monotonia de uma fun-
;3o real de varigvel real

* Yizinhanga de um ponto da reta nu-
mérica; extremos relativos e absolutos
+ Sentido da concavidade do gréfico de
urnafuncao real de varidvel real

* Extrermos e raizes de uma funcho

* Propriedade s geomeétricas dos grafi-
cosde fungdes.

Fungfies pares e funcies impares

+ Relagdo geomeétrica entre o grafico de

urmafuncano e o darespetivainversa

APRENDIZAGENS ESSEMCIAIS

Fungades reais de variavel real {cont.)

» Resolucdo de problemas envaolvendo
as funcde s afins, quadréticas, mddulo,
fungies definidas por ramos e a mode-

lagdo de fenomenos re ais

Algebra

* Divisao euclidiana de polindmios

+ Regrade Ruffini

* Divisibilidade de polindmios. Tearema
do resto

+ Multiplicidade daraiz de urm poling-

mio e respetivas propriedade s
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PROGRAMA DE 2001
Tema Ill: Estatistica (cont.)

* Recenseamento e sondagem

* Populagdo e amostra, Escolha da
armostra

+ Estatistica de scritiva e Estatistica indu-
tiva

+ Organizagdo e interpretagdo de carac-
teres estatisticos

+ Organizagdo e interpretagdo de carac-
teres estatisticos

+ Caractere s quantitativos e qualitati-
wos. Dados simples e agrupados em
classes

+ warigvel discreta e varidvel continua
+ Tabelas de freguéncias:

- absolutas

- relativas

- relativas acumuladas

* Representacde s graficas:

- graficos circulares

- diagramas de barras

- poligono de frequéncias

- histogramas

- pictograrnas

+ Fungdo cumulativa

+ Medidas de localizago de umaamos
tra; médis; moda; classe modal; medizx
na; quarts

+ Diagrarna de extremos e quartis —
dadaos simples & dados agrupados

+ Medidas de dispers3o de umaamos-
tra: amplitude; varidncia; desvio-padrio
e amplitude interguartis

+ Discussin das limitagfe s e statisticas
+ Distribuigde s bidimensionais

+ Diagratnas de dispers3o

+ Dependéncia estatistica. Ideia intuitiva
de correlag3o.

Coeficiente de Correlagio

+ Exermnplos de graficos de correlagdo
positiva, negativa ou nula

+ Centro de gravidade de um conjunto
finita de pontos

+ Retade regressao

PROGRAMA DE 2014 APRENDIZAGEMS ESSENCIAIS

Dominio 1'v: Fungdes reais de variavel

real {cont.)

+ Relac®o entre o grafico de uma fun-
rao f e os graficos das fungdes:

s f =]

* af (=)

s fixtc)

« =)

« f{bx)

e flx)+ d
onde 3, b, ¢, d s3o ndmerosreaiscom a

e b n&o nulos

+ Estudo de fungdes palinomiais; fun-
cdes quadrdticas; das funcies x - x

e x-Vx

inversas, das funcie s dafamiliax-= alx

e das respetivas fungdes

-b| + ¢, onde 3 & um ndmero real dife-
rente de O; estudo do dorminio & repre-
sentagdo grafica das fungde s definidas
analiticamente par:

s f(x) = avx—b+c

v f(x) = aVx—b+c
serndo aum nidmero real diferente de
zero e de fungde s definidas por ramos
ervolvendo funcde s polinomiais, ma-
dulos e radicais
« Jperactes com funcies:

+ fungdo soma

+ funcao diferenga

+ fungdo produto

+ fungdo quociente

+ produto de umafungdo porum es
calar

¢ poténcia de umafungdo
* Equagdes e inequagde s envaolvendo as
fungde s polinamiais, raiz quadrada e
raiz cubica, e a composigdo dafungio
rmadulo com fungiies afins e com fun-

pdes quadraticas

Dominio ¥: Estatistica

i3

. Depﬁnin;an de Zx‘ ,compeERMe

de in N -

=
coml-<mzp
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PROGRAMA DE 2001

PROGRAMA DE 2014

Dominio ¥: Estatistica {cont.)

* TradugBo no formalismo dos som atd-
rins das proprie dade s associativa e co-
riutatva generalizadas da adico e

distributiva generalizada da multiplica

;3o em relagdo & adigdo

» Warigvel estatistica quantitativa cormo
fungdo numérica definida numa popu-
lagdo

» Amostra de urnavaridvel estatistica

+ Média de uma amostra; propriedades

damédiade urmaamostra

* Yaridncia e desvio- padrao de uma
armostra; propriedade s davaridncia e
do desvio-padrao de uma amostra

+ Percentil de ordermn k ; propriedades

do percentil de ordern k

APRENDIZAGENS ESSEMCIAIS
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Tabela 2 | Comparacdo dos programas (2001 e 2014) do 112 ano com as aprendizagens

essenciais. Adaptado de Ministério da Educagdo (2013).

PROGRAMA DE 2001

Temas transversais (10.2, 11.2 e/ou

12.2 anos)

* Escrita simbalica de proposices ma
ternaticas
* MModelagdo matematica e importancia
no mundo atual
* Mogdesde ldgica e teoria dos conjun-
tos:

+ operagdes com condigde s

+ aperacfies com canjuntos

+ implicacdo formal

» inclusao

+ transitividade

+ lei daconversao

* leis de De Morgan

+ quantificadores
+ Métodos de dermonstracio:

+ raciocinio dedutivo

+ indugdo mate matica

+ redugdo ao absurdo

* contrarreciproco
+ A heuristicade Polyanaresolugéo de
problemas
+ Uso datechologia no apoio & resolu-

;ao de problemas

Tema I: Geometria no plane e no espa-

coll

+ Triganarmetria no tridngulo retangulo
+ Zemelhanga de trigngulos
* Resolugdo de trigngzulos retdnzulos
* Razfes trigonométricas dos angulos
de 30° 45% ¢ 60°
+ Circulo trigonométrico
s Argulo e arco generalizados
+ Graus e radianos
* Comprimento de um arco
+ Generalizag®o dos conceitos de seno,
cosseno e tangente
* Funcdestrigonométricas
* Fungdes periddicas
* Relagdo entre as razde s trigonométri-
cas de
o -0 T2+ 0 T2-0p ok o
« Yariacdo das fungde s trigonomeétricas

serno, cassenao e tangente

PROGRAMA 112 ANO

PROGRAMA DE 2015

Dominio I: Trigonometria e funcies

trigonomeétricas

* Extensao da definigso das razde s tri-
gonomeétricas aos casos de dngulos re-
tose obtusos
* Leidos senos
* Leidos cossenos ou Teorema de Car-
not
* Resolugdo de trigngulos
« Angulos orientados. Amplitude s de
angulos orientados
* Rotacdes segundo angulo s orientados
« Angulos generalizados. Medidas de
amplitude de dngulos generalizados
s Angulos generalizados e rotacdes
* Razfestrigonométricas de angulos
generalizados
* Circulo trigonométrico
+ Medidas de amplitude e radianos
* Fungdes seno, cosseno e tange nte:
dorminio, contradominio, periodicidade,
paridade, zeros e extremos lacais
* Relagdo entre as rades trigonometri-
cas de

o -0 2to 2o oo
+ Generalizacio dafarmulafundamen-
tal da trigonometria
+ Extensio da definicBo da tangente de
urm angulo ao quociente entre seno e
COsseno
* Resolugdo de equagdes trigonomeétri-
cas do tipo;
sinx=k; cosx=ke tanx=k
* Resolugdo de inequagdes trigonomé-
tricas com dorminio num interealo limi-
tado
+ Funcestrigonomeétricas inversas:
arco-SeH0; arco-Cosseno & arco-
tange nte
* Determinagao de distdncias, usando

dngulos e as respetivas razdies trigono-
métricas

APRENDIZAGENS ESSENCIAIS

Temas transversais (10.5, 11.2 e/ou
12.2 anos)

® Lagica
» Resolug3o de Problemas
# Histaria daMatem atica

» IModelag&o Matematica

Dominio I: Trigonometria e funcdes

trigonometricas

+ Resolucdo de tridngzulos
+ Angzulos orientados. Amplitude s de
angulos orientado s
e« Angulos generalizados. Medidas de
amplitude de angulos generalizado s
singulos generalizados e rotagfes
+ Razdestrigonométricas de angulos
generalizados
+ Circulo trigonométrico
+ Medidas de amplitude erm radianos
* Funcdes seno, cosseno e tange nte:
dominio, contradominio, periodicidade,
paridade, zeros e extremos locais
+ Relagdo entre as razdes trigonometri-
cas de

o -0 2o 2o oo
» Generalizagao dafarmulafundarme n-
tal da trigonometria
* Extensio da definicdo da tan gzente de
urn dngulo ao quociente entre seno e
Cosseno
+ Resolucdo de equacdes triganarmétri-
cas do tipo;
sinx=k cosx=ke tanx=k
+ Determinagao de distdncias, usando
angulos e as respetivas razde s trigono-
métricas

Dominio 1l: Geometria analitica

+ Inclinagdo de uma reta do plano

+ Declive de uma reta como atan gente
dainclinagao

* Produto escalar de doiswetores

+ Angulo de vetores n3o nulos. Relag 3o
com o produto escalar

+ Perpendicularidade entre wetores e
relac&o com o produtao e scalar
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PROGRAMA DE 2001

Tema I: Geometria no plano e no espa-

¢oll {cont.)

* Relagdo entre as razdes trigono méatri-
cas do mesmo angulo:

+ sinfot cosfe= 1

* tanc= sinofcoso

14 co¥oa= 1/cost o
* Equagdestrizonométricas
» Produto escalar de doisvetores no
plano e no espago
* Expressan do produto escalar nas co-
orde nadas dosvetores num referencial
ortonormado
+ Determinagdo do angulo de doiswveto-
res
+ Determinagdo do angulo de duasretas
+ Declive darets, no plano, como tan-
gente dainclinagio
+ Yetores perpendiculares e refere nci-
al artonarmada
+ Retas perpendiculares em referencial
ortonormada
+ Definico de conjuntos no plano:

* e digtriz

* circunferéncia

+ retatangente aumaccircunferéncia

Definigdo de conjuntos no espago;

+ plano mediador

* superficie esférica

+ Dedugdo de formulas trigonométricas
de sk [x+ w];

cos(xty)etan (Xt vl

+ Equacde s carte sianas de planos

* Intersecdo de planos

+ Equacde s carte sianas de retas no es
pago

+ Resolugdo de sistermas de 3 equagdes
a3 incdgnitas

+ Posicdo relativa entre retas e planos
no espago

+ Introdugdo & programagdo linear

* Dorninios planos

+ Interpretagdo geométrica de con-
digdes, emn contextos de resolugdo de
problemas

PROGRAMA 112 ANO

PROGRAMA DE 2014

Dominio 11 Geometria analitica

* Inclinag®o de umareta do plano

* Declive de urmna reta como atange nte
dainclinag &o

» Produto escalar de doisvetores

+ Angulo de vetore s n3o nulos. Relag3o
com o produto escalar

* Perpendicularidade entre vetores e
relagdo com o produto escalar

* Propriedade s do produto escalar

+ O produto escalar de um par de veto-
res a partir das respetivas coorde nadas
+ Retas perpendiculares no plano - relz
c30 entre osseusdeclives

+ Yetores normais a um plano

+ Relacdo entre a pasicio relativa de
dois planos e os respetivos vetore s nor-
rmais

* Posicdo relativa entre retas e planos
ho espago

+ Equagde s cartesianas, vetoriais e pa-
rarmnétricas de planos

+ Determinagdo da interse ;&0 de planos

+ Resolugdo de sistemas de equagdes

Dominio 111: Sucessdes

* Conjunto dos majorantes e dos mino-
rantes de um conjunto de noMmeros re-
ais

+ Conjuntos minorados, majorados e
lirnitadaos

* MEcimo e minimo de um conjunto

* Sucessdes reais

* Sucesses mondtonas

* Sucessdes majoradas, minoradas e
limitadas

* Principio de indugdo mate matica

+ Definig3o de uma suce ss80 por recor-
réncia

+ Demonstragdo de propriedade s utili-
zando o principio de indug&o mate mat-
ca

* Progressfes aritméticas: termos gerais
e soma de ntermos conse cutivos
nEN

APRENDIZAGENS ESSEMCIAIS

Dominio 1l: Geometria analitica (cont.)

+ Propriedade s do produta e scalar

+ O produto escalar de um par de veto-
res a partir das re spetivas coorde nadas
* Retas perpendiculares no plano - rela
;30 entre osseus declives

* Yetores normais a um plano

+ Relagdo entre a posigdo relativa de
dois planos e osrespetivosvetores nor-
rmais

* Posicho relativa entre retas e planos
ho espago

* Equacde s cartesianas de planos

+ Determinagdo da interse ;&0 de planos

Dominio 111: Sucessdes

* Sucesses reais

* Sycesse s mondtonas

* Sucessdes maoradas, minoradas e
limitadas

+ Definicdo de uma suCe ssa0 por recor-

réncia

* Progressies aritméticas: termos gerais
e soma de ntermos conse cutivos

neEN

* Progressdes geamétricas: termos ge-
rais e somas de ntermos conse cutivos
neEN

* Limite de uma sucess#o (casos de con-
vergénciae de limite s infinitos)

* Unicidade do limite

* Convergénciae limitagdo

Dominio 1V: Fungdes reais de variavel
real

sEstudo de fungdes racionais do H-
po f(x):a+x—_c , calculando o domi-
hio, os pontos de intersegdo com os
eixos coordenados e representilas
graficamente, referindo o conceito
intuitiva de assintota e utilizé-las na
resolucdo de problemas e em contex-

tos de modelagio;
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PROGRAMA DE 2001

Tema II: Introducdo ao calculo diferen-
dial . Fungdes racionais e com radicais.
Taxa de variatdo e derivada

* Resolug®o de problemas envalvenda
fungiies (analitica e graficame nte)
* Dominios de fungdes em contextos
concretos de modelag o
+ Estudo de fungdes:

+ dominio

+ contradorminio

pontos notdveis

ranatonia

continuidade

extre mos relativos

extremos absolutas

simetrias em relacdo aos eixos coor-
denados e dorigemn do referencial

» assintotas

+ limite s nos ramos infinitos
+ Estudo de fungdes da classe

Estudo dos efeitos no grafico das mu-
dangas de parame tros

+ Equagfiesfraciondrias

+ |[nequagde s fracionarias

* Limite de urafuncio num ponto

» Limites infinitos e assintotas

+ Simplificacio de expressfe s analiticas
de fungdes racionais, de formaa escla
recer o comportame nto no infinito

* Limites de funcdes indeterminagao

* Taxa de média de variagdo e taxa de
variagao
+ Derivada de uma fungSo num ponto
+ Nogdo de fungdo derivavel num ponto
* Fungdo derivada
* Regras de derivacaon:

* poténcias

* soma

+ diferenca

» multiplicagao

+ divisao
* Monotonia de umafuncao e sinal da

respetivafungdo derivada

PROGRAMA 112 ANO

PROGRAMA DE 2014
Dominio I1: Sucessdes (cont.)

+ Progressdes geomeétricas termos ge-
rais e somas de ntermos cansecutivos
nEN

* Limite de ura sucess#o (casos de con-
vergénciae de limite s infinitos)

* Unicidade do limite

+ Convergénciae limitagdo

+ Operagdes com limites e situagdes
indeterminadas.

sLevantamento algébrico de indetermi-
nagies

+ Limites de sucessdes definidas por
polindmios

+ Limites de sucessdes definidas por
fracfes racionais

+ Limites de soma, subtragdo, produto
ou quaciente de algurnas sucesséies

+ Propriedades

H n : n
sLimites nllma . r\ll»m/\/a corna= 0,
lim n°
N—>+x
(commp € @)

Dominio 1V: Fung des reais de variavel
real

* Pontos aderentes aum conjunto de
nOmeros reais

+ Limite de urmafuncio num ponto ade-
rente an respetivo dominio

+ Limite s |ate rais: xliT+f(")3xliT—f(")

* Limites no infinito; lim f(x) ; lim f(x)
+ Limites, segundo Heine, de funglies
reais de varigvel real

+ Determinagdo de limites da soma,
diferenca, produto e quociente de fun-
;3o real de varidgvel real

+ Determinacdo de limites do produto
por urm escalar de uma funcao real de
varigvel real

*Determinagdo de limites da poténcia
de expoente racional de umafungdo
real de waridvel real

+ Limite do produto de uma fungdo limi-
tada por umafuncdo de limite nulo

+ Limite de umafurncdo composta

APRENDIZAGEMS ESSENCIAIS

Dominio 1Y: Fung des reais de variavel
real (cont.)

» Referéncia afungdes cobicas

# Caracterizag®o dafunglo inversa de
restrigde s bijetivas de fungde s quadrs
ticas e cubicas relacionando os seus
graficos

sDominio & representacio grafica de
fungdes definidas analiticame nte
par f(x):aﬂ% ,sendo @um
namero real diferente de zero

#Resolucdo de problemas de modelagia
com fungdes do tipo f(X):aﬂ+C .
sendo @ um ndmero real diferente de
81D

+ Pontos aderentes a um conjunto de

nOmeros reais

+ Limite de urmafungdo num ponto ade-

rente ao respetivo dominio
+ Lirnite s |ate rais: !LT f(); limf(x)

+ Lirnites no infinita; M 700, im 109
+ Limites, segundo Heine, de funglies
reais de varidvel real

+ Determinagdo de limites da soma,
diferenca, produto e quaociente de fun-
;3o real de varigve| real

+ Determinagdo de limites do produto
por urm escalar de uma fungdo real de
varidvel real

sDeterminacBo de limites da poténcia
de expoente racional de umafungio
real de warigvel real

+ Limite do produto de uma fungdo limi-
tada por uma funcio de limite nulao
+Levantamento alzé brico de indete rmi-

hagdes
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PROGRAMA DE 2001

Tema II: Introducdo ao calculo diferen-
cial I. Fungdes racionais e com radicais.
Taxa de varia¢do e derivada {cont.)

* Extremos relativos num ponto de uma
funcao e derivada dafungdo nesse pon-
to

+ Hipérbole

+ Fungdes definidas por dois ou mais
ramos

+ Operagdes com fungdes: soma, dife-
renca, produto & quaociente de fungles
racionais, ervolve ndo polindmios de 2.7
e 3.7 graus

+ Fungdo inversa

* Funcgliesinjetivas

* Funcao inversa de fungdies com radi-
cais quadrdticos ou cubicos

* Equacde s irracionais

+ Radicais e poténcias de expoente fra

cionario

Tema I1I: Sucessdes reais

* Conceito de sucessao

+ Grafico de uma sucessio

+ Termo, termo geral, orderm, razdo

* Sucessdes definidas por recorréncia
* Sucessies monotonas

+ Minorantes e majorantes

* Conjuntos limitad os

* Sucessdes limitad as

* Progressies aritméticas — termo geral
e soma de ntermos conse cutivos

* Progressies geométricas —termo ge-
ral e somade ntermos consecutivos

* Infinitamente grande e infinitame nte
pequeno

* Lirnite s de sucessdes

* Sucessan de termo gera

PROGRAMA 112 ANO

PROGRAMA DE 2014

Dominio 1'Y: Fungdes reais de variavel
real {cont.)

& evantarne nta al g8 brica de indete romi-
nagdes

¢ Funcho continua num ponta & num
subconjunto do respetivo dominio

+ Continuidade dasoma, diferenca, pro-
duto, guociente & composigao de fun-
gdes continuas

¢ Continuidade das fungfe s polinamiais,
racionais, trigonométricas, ralzes e po-
téncias de expoente racional

* Assintotas wverticais e assintotas obli-
quas a0 grafico de umafungda

* Representacdo grafica e assintotas de
fungdes racionais definidas analiticar
mente por

[coma b, ce R)

* Fepresentacdo grafica e assintotas de
fungdes definidas pelo radical de uma
fung&o racional

* Taxa meédia de variagdo de uma fun-
¢3o: interpretacdo geométrica

s Derivada de umafuncao num ponto:
interpretagdo geométrica

« aplicagdn da nocao de derivada a ci-
nermatica do ponto:

fungdies posicao, velocidade médiae
velocidade instantdneade um ponto
rmaterial que se desloca numa reta. Uni-
dades de medida de velocidade

* Derivada dasomae dadiferencade
fungdes diferenciaveis

* Derivada do produto e do quociente
de funcfes diferencigveis

+ Derivada dafungdo composta

* Monotonia de umafuncio & sinal da
respetiva funcdo derivada

# Extrermos relativos de urmafungio e
derivada dafungdo nesse s pontos

¢ Derivada de fungdes definida por f (x)
=xP compEZ

s Derivada das fungdes dadas pelas ex-
pressiesy, w27, 1z e \/;

APRENDIZAGENS ESSEMCIAIS

Dominio 1Y: Funcies reais de variavel

real {cont.)

+ Tavamédia de variacdo de uma fun-

3o interpretagdo geomeétrica

+ Derivada de umafungdo num paonta:
interpretagdo geométrica

# Resolucdo de problemas, envolvendo
aderivada e ataca médiade variagdo

de umafuncao, nomeadamente sobre

velocidade média e instantanea

Dominio ¥: Estatistica

warigve| estatistica quantitativa como

funcho numérica definida numa populz

[=11]

+ Amostra de urmavaridvel estatistica

+ Meédiade uma amostra; propriedades

damédia de uma amostra

* variancia e desvio- padrao de uma

amostrs; propriedade s davaridncia e do

desvio-padrdo de urma amostra

+ Percentil de arderm b ; propriedade s

do percentil de orderm k

® Resolugdo de problermas envolvendo
amédiae o desvio-padrao de uma
amaostra

# Resolucdo de problernas envolvendo
percentis de uma amostra

+ Abordagem grafica e intuitiva de dis

tribuigde s biditne nsionais, nomeada

mente o diagrama de dispersao, o coefi-

ciente de correlacio & areta de regres
s80
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'PROGRAMA DE 2001  PROGRAMA DE 2014  APRENDIZAGENS ESSENCIAIS
P A . Lo '
iTema I1I: Sucessies reais (cont.) i | Dominio 1¥: Fungdes reais de variavel

Fommmmmmmmommommmmmm oo oo 1 i real {cont.)

-
¢ Derivada de funcde s definida par £ [x)
=1 X

+ Numero de Meper como limite da J—

" [x#0sens=1leimpar,x=0senépar]
sUCE 5530 |
+ Derivada de fungdes definida por f [x)

1
1
[
T
T
T
T
T
T
T
T
T
I ! a
1

I: X
1
frorm aracional, x = 0]

i « Calculo de derivadas de fungies utili-
‘zando as regras de derivacko e as deri-
1

\wadas de fungies de referéncia

1
'+ Teoremade Lagrange: interpretagio

igeométrica
|+ Equaches de retas tange nte s ao grafi-
1

'co de uma dada fungia

|+ Retade minimos quadrados de umna

1
Jsequénciade pontos do plano

1
'+ Amostras bivariadas: waridvel resposta

e variagvel explicativa

& Muvern de pontos de uma amostra de
idados bivariado s guantitativos

i * Reta dos minimos quadrados de uma
i amostra de dados biv ariados quantitati-
+ Coeficientes da reta de minimos qua
drados: inte rpreta;&o

+ Coeficiente de correlagdo: interpreta
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Tabela 3 | Comparacgdo dos programas (2001 e 2014) do 122 ano com as aprendizagens essenciais.

Adaptado de Ministério da Educagdo (2013).

PROGRAMA DE 2001

Temas transversais (10.2, 11.2 e/ou

12.2 anos)

+ Escrita simbdlica de proposigdes ma
tematicas
+ Modelagdo matematica e importancia
no mundo atual
* MNogdesde [dgica e teoria dos conjun-
tos:

* pperagdes com condigdes

+ gperacdes com conjuntas

+ implicagao formal

+ inclusin

+ transitividade

+ lei da conversio

* leis de De Morgan

+ quantificadores
+ Métodos de dermonstragdo:

+ raciocinio dedutivo

+ induc&o mate matica

* redugdo ao absurdo

+ contrarreciproca
+ & heuristicade Polvanaresolugdo de
probleras
* |Jso datechologia no apoio & resolu-

;ao de problemas

Tema I: Probabilidades e combinataria

+ Experiéncia ale atoria. Conjunto de
resultados. Acontecimentos

+ Aproximagdo freguencista de probabi-
lidade

+ Leide Laplace para definigdo de pro-
babilidade

* Propriedade s da probabilidade

+ Axiomatica das probabilidade s

+ Probabilidade condicionada

+ Acontecimentos independentes

+ Probabilidade daintersecdo de acon-
tecimentos

+ Distribuigdo de probabilidade s de uma
varidwe| aleatdria

+ Distribuico de frequéncias e distribui-
;ao de probabilidades

+ Média valor médio

+ Desvio-padrao amostral, Desvio-
padrdo populacianal

PROGRAMA 122 ANO

PROGRAMA DE 2014

Dominio I: Calculo combinatorio

* Propriedade s das operagdes com con-
Jjuntos: comutativ g, associativa, de exis
ténciade elermento neutro e elermento
absorvente, idempoténcia daunido e da
intersecan e proprie dade s distributivas
daunido em relagio &

intersegan e daintersecdo em relagdo &
unio

+ Distributividade do produto cartesiz
no relativarne nte a unido

+ Cardinal de um conjunta. Conjuntos
equipotentes

+ Cardinal da unido de conjuntos digjun-
tos

+ Cardinal do produto carte siano de
conjuntos finitos

* Arranjos com repeticdo

* Mumero de subconjuntos de um con-
junto de cardinal finito

+ Permutagdes, Fatorial de um nimero
inteiro n&o ne gativo

* Arranjos sem repeticio

* Mumero de subconjuntos de p ele-
mentos de um conjunto de cardinal n.
Combinagdes

+ aplicacdes do calculo de cardinais de
Cconjuntos, contage ns, arranjos e combi-
nacdes

+ Fdrmula do bindmio de Newton

* Trigngulo de Pascal: definigdo e cons
trucEo

+ aplicacde s dafdrmula do hindmio de
Mewtan e do tridngulo de Pascal

Dominio 11: Probabilidades

+ Frobabilidade no conjunto das partes
de umn espago amostral finito. Espago de
probabilidade s

* Aconte cimentos impossivel, certo,
elementar e composta.
Acontecimentos incampativeis. Acante-
cimentos contrarios. Aconte cimento s
equUiprovaveis

+ Regrade Laplace Probabilidade do
aconte cirme nto contrario.

APRENDIZAGENS ESSENCIAIS

Temas transversais (10.5, 11.2 e /ou

12.2 anos)

» Logica

# Resolucdo de Problemas
& Histdria da Matematica

& Modelagio Matem atica

Dominio I: CGilculo combinatorio

* Mumero de subconjuntos de p ele-
mentos de um conjunta de cardinal n.
Combinagdes

+ aplicagdes do calculo de cardinais de
conjuntos, contagens, arranjos e combi-
nagdes

+ Farmula do bindmio de Mewton

+ Tridgngulo de Pascal: definigdo e cans
trucio

+ aplicagdes daformula do bindmio de
Mewton e do trigngulo de Pascal

Dominio 1l: Probabilidades

* Acontecimentos impossivel, certo,
elementar e composto.
Acontecimentos incompativeis, Aconte-
cirnentos contrarios. Acontecime nto s
equiprovaveis

+ Regrade Laplace

+ Probabilidade do acontecime nto con-
trario.

Probabilidade dadiferengae daunido
de aconte cimentos.

+ Determinacdo de probabilidades em
situacde s de e guiprobabilidade de
acontecimentos elementare s

+ Probabilidade condicionada

* Acontecimentosindependentes
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PROGRAMA DE 2001

Tema I: Probabilidades e combinataria

{cont.)

+ Modelo binomial. Modelo normal
+ Arranjos completos. Arranjos simples.
Fermutagdes.

Combinacdes
+ Tridngulo de Pascal. Bindmio de Mew-
ton
+ Demonstragdo por indugSo mate mati-
ca

+ Aplicagdo da andlise combinatdria ao
cdlculo de probabilidades

Tema II: Introducdo ao calculo diferen-
cial 1l

* Fungdo exponencial de base superior
al

* Crescimento expone ncial

+ Estudo das propriedade s analiticas e
grificas dafamilia de fungfes definidas
porfix)]= & comas 1

* Funcio logaritmica de base superiora
1

+ Estudo das propriedades analiticas e
graficas dafamilia de fungdies definidas
porfix)= logx, comas= 1

* Regras operatdrias de expone nciais

+ Regras operatorias de logaritmos

» Limite de umafuncao, segundo Heine
+ Propriedade s operatorias de limites
de fungdes

+ Levantame nto de indeterminagdes:
[e)

[ J—
[¢e)
* 00 — 00

0

.
. Li?‘nites notaveis

+ Calculo de limite s

» Aseintotas ao grafico de umafungao
+ Continvidade de uma fungao

* Teorernade Bolzano

* Fungdes derivaveis, Regras de deriva
;30 Derivadas de fungdes elementares
+ Numero de Meper como sendo o dni-
co hdmero real tal que (e = &*

* Teorema da derivada da fungao com-

posta

PROGRAMA 122 ANO

PROGRAMA DE 2014

Dominio I1: Probabilidades {cont.}

Frobabilidade dadiferencae daunifo
de acontecimentos. Monotonia da pro-
babilidade

* Determinagdo de probabilidades em
situagdes de equiprobabilidade de
acontecimentos elementares

+ Probabilidade condicionada

+ Acontecimentosindependentes

+ Teorerma da probabilidade total

Dominio 11I: Fungdes reais de variavel

real

* Teoremas de comparac3n para suce s
sies Teoremadas sucessde s enquadra
das

+ Teoremas de comparagdo ernvolvendo
desizgualdade s entre fungdes e osrespe-
tivos limites

* Tearerma das fungles enquadradas

* Determinagdo de limites de fungies
reais de varidvel real

» Teorerma dosvalores intermé dios ou
tearema de Bolzano-Cauchy

» Teorema de Weierstrass

+ Derivada de segunda ordern de uma
fungdo

+ Sinal da derivada de segunda ordem
num ponto critico e identificacio de
extremos locais

* Pontas de inflexfo e concavidades do
grafico de fungdes duaswvezes diferen-
cidveis

* Interpretacdo cine matica da derivada
de segunds arderm de umafungdo posi-
rao: aceleragdo médiae aceleragdo.

# Unidade s de medida de aceleragdo

+ Estudo completo e construcao de re-
presentagdes graficas de fungdes dife-
rencigveis

+ Problemas de otimizagdo ervolvendo
funcies difere ncigveis

+ Problemas envolvendo funcles posi-
¢80, velocidades médias e velocidade s
instantaneas, aceleragdes médias e ace-
leragdes instantdneas & mudangas de

unidade s de acelerag&o

APRENDIZAGEMS ESSENCIAIS

Dominio I1: Fungdes reais de variavel

real

® Funcio continua num ponto & num

sybconjunto do respetivo dominio

» Continuidade da soma, diferenca, pro-
duto, quociente & composican de fun-

cles continuas

» Continuidade das fungde s polinomiais,
racionais, raizes e poténcias de expoen-

te racional
e Teorema dosvalore s intermédios

[Bolzano-Cauchy)

s Determinacdo e ide ntficagdo grafica
de assintotas verticais, horizontais e
assintotas obliquas ao grafico de uma

fungao
» Derivada dasomae dadiferenga de
funcies diferenciaveis

* Derivada do produto e do quociente

de fungdes diferencidveis
+ Derivada da fung&o composta

+ Monotonia de umafuncao e sinal da

respetivafungio derivada

* Extremos relativos de umafungdo e

derivada dafuncio nesses pantas

+ Derivada de fungiies definida por £ (x]
=xF,compeZ

* Derivada dasfuncdes dadas pelas ex-
pressies

w w1 e \/;

+ Derivada de fungdes definida por
Fi=4x

[x#0sen=1eimpar,x= 0sené par)
+ Derivada de fungdes definida por
fix)= X

[com aracional, x = 0)

+ Equagdes de retas tangente s a0 grafi-
co de uma dada fungio

» Derivada de segunda ordemn de uma
funcao
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PROGRAMA DE 2001

Tema II: Introducdo ao caloulo diferen-
cial Il {cont.}

+ Segunda derivada de umafung o

+ Concavidade do grafico de umafun-
;30 e respetivos pontos de inflex3o e o
estudo do sinal da se gunda derivada

* Estudo completo de umafungia

+ O estudo do calculo diferencial no
contexto da histdria da Mater Stcaem
Portugal. Referénciaalosé da Cunha
Anastacio

* Processos de modelag3o mate matica.

Problernas de otimizacho

Tena Il - Trigonometria e ndmeros

* Fungdes seno, cosseno e tange nte:

+ darninia

+ contradorminio

+ periodicidade

* pontos notaveis

+ monotania

+ continuidade

+ sitnetriaem relagdo ao eixo das o
denadas e aorigem do referencial

* assintotas

+ limite s nos ramos infinitos

+ extrermnos relativos
* Estudo do efeito de mudangade pard
rmetros e fungde s trigonométricas

sin x

+ Estuda intuitive de lim =1
x—0 X

* Derivadas das fungdes seno, cosseno
e tangente

* Modelagdo de situagfies reais usando
fungdes trigonométricas

* Nomeros complexos: introducao his-
tarica

+ O ndmero i O conjunto dos ndmeros
complexos, €

+ Representagdo geométrica dos ndme-
ras complexaos

+ Formaalgébrica dos ndmeros comple-

wos Operagdes naforma algébrica

PROGRAMA 122 ANO

PROGRAMA DE 2014

Dominio I1l: Fungdes reais de variavel

real {cont.)

+ Resolugdo aproximada de equacfes
daforma

f (%)= gix) utilizando & calculadora gré-
fica

Dominio 1Y: Trigonometria

+ Farmulas trigonometricas para cos{ot
Bl sinfocx P); cos{2a) e sinf2o)

. sinx
» Limite notavel lim——=1

x->0 X
+ Diferenciabilidade dasfungies seno,
cosseno e tangente
+ Estudo de fungie s definidas a partir
de fungdestrigonomeétricas
+ Osciladore s harmanicos Amplitude,
pulsacio, periodo, frequéncia e fase
» Estudo dasfungies definidas analitica
mente poraasin(bx + ¢l + d; acosibx +
o)+ d; atan(bx + c)+ d, comaea 20
+ Leide Mewton e Lei de Hooke
* Solucdes de equagde s difere nciais da
formaf"=- of
onde o= 0
+ Problernas ernvolvendo osciladore s
harmanicas

Dominio V: Fun¢des exponenciais e
fungdes logaritmicas

+ Calculo de juros cormpostos

73"
+ Sucessao de termo geral U, :[l+ﬁ)

+ Definigdo do nimero de Meper
* Propriedade s dafuncdo definida nos
nirieras racionais pela expre sso fix)
=g"[comas= 0

* rmonotonia

+ continuidade

* limite s

+ propriedade s algébricas
» Definicao das fungcies expone nciais de
base ae respetivas propriedades, em R

+ Fungdo exponencial e

APRENDIZAGENS ESSEMCIAIS

Dominio : Funcdes reais de variavel
real {oont. )

+ Sinal daderivada de segunda ordem
num ponto critico e identificago de
extremos locais

+ Pontos de inflex3o e concavidade s do
grafico de fungdes duaswvezes diferen-
cidveis

Problernas de otimizag&o envolvendo

funcdies diferencidgveis

Dominio 1Y: Trigonometria

* Farmulas trigonométricas para cos{ot

B; sinfoex P cos{2o) & sin(2am)

. sin(x)
* Limite notéve| lim p

+ Diferenciabilidade dasfuncdes seno,
cosseno e tangente

* Estudo de fungde s definidas a partir
de fungdestrigonométricas

Dominio ¥: Fungies exponencais e
fungdes logaritmicas

- 1)
* Sucessao de termo geral U, = 1+H

+ DefinigBo do numero de Meper
+ Propriedade s dafungdo definida nos
nimeras racionais pela expre ss&o f(x)
=& [com a= 0):

* maonotania

+ continuidade

+ lirnite s

+ propriedade s algébricas
+ Definig3o dasfungdes exponenciais de
base ae respetivas propriedades, em R
+ Fungdo exponencial &®

- . et —1
+ Limite natdvel lim
x—>0 X

+ Derivada dafungdo expaonencial

* Fungdo logaritmicade base az 1l en-
quanto bijeg&o reciproca dafungdo ex-
ponencial de base @
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PROGRAMA DE 2001

Tema Il - Trigonometria e ndimeros

complexos (cont.)

+ Formatrigonométrica dos ndmeros
cornplexos.

Qperagdes com naformatrigono métri-
ca

* Escritade ndmeros complexos na for-
ma trigonométrica conhecida a suafor-
maalgéhrica e wice-versa

* Interpretacdo geométrica das opera
ciescom numeros complexos

+ Dominios planos e condig8es em wari-
avel complexa

+ Demonstragdo de propriedades de
Geormetria usando ndmeros complexos

PROGRAMA 122 ANO

PROGRAMA DE 2014

Dominio V: Funcdes exponencials e
fungdes logaritniicas {cont.)

e*—1

X

o Lirnite notével }(123
+ Derivada dafungdo exponencial

* Funcao logaritmica de base az len-
quanto bijec®o reciproca dafuncio ex-
ponencial de base &

* Logaritro decimal

+ Logaritino neperiano

« Monotonia, sinal, limites e proprieds
des algébricas dos logaritmos

+ Derivadas das funcde s logaritmicas e
dafungdo =, com @=0

¢ Derivada dafungdo »®, @real, x> 0

# Limite s hotdveis:

X
« lim
X—>+0 ¥
. In(x
. I|mL

X400 X
¢ Estudo de fungde s definidas a partir
de fungdies exponenciais e logaritmicas:
+ propriedade s algé bricas
+ lirnite s notaveis

* 5olucties de eguacde s difere nciais
daformaf = kf comke R

Dominio ¥I: Primitivas e calculo inte-
gral

+ Primitiva de uma fungdo num interya
lo. Farnilia das primitivas de urma dada
fung&o num inte rvalo

+ Primitivas de fungfes de referéncia:
.1

1M

- EK

* sinx

* COSX

e x? (com real, e 0e Kg-1)

* Linearidade da primitivagao

+ Primitivas de fungdes daforma u'(x)f
{ul=]]

¢ Definigdo intuitiva danogdo de inte-
zral de fungéie s continuas nfo ne gativas
ou nao positivas num inte sealo limitado

e fechada

APRENDIZAGEMS ESSENCIAIS

Dominio V: Fungdes exponenciais e
funcbes logaritmicas {cont.)

+ Logaritmo decirmal

+ Logaritrno neperiano

+ Muonotonia, sinal, lirnites e proprieda
desalgébricas dos logaritrmos

* Derivadas das fungie s logaritmicas e
dafungio x®, com @=0

* Derivada dafuncao x?, areal, x = 0
slimite s notaveis

eEstudo de fungies definidas a partir de
funcles exponenciais e logaritmicas:

» propriedade s algé bricas
o L e li In(x)

s lirnites notdveis lim —¢ e 07

» Estudo de fungies definidas a partir

de fungfes exponenciais e logaritmicas:
» propriedade s algé bricas

+ limite s not&veis

Dominio VI: Trigonometria

sFarmulas trigonomeétricas para coslo+

Bl sinfcex P); cos(2a) e sin{2o)

- . i SINCX)
+ Limite notdvel lim———=
x—0 X
+ Diferenciabilidade das fungdes seno,
cosseno e tangente
+ Estudo de fungdes definidas a partir
de fungde s trigonarnétricas
+ Estudo dasfungdies definidas analitice
mente por a asinfbx + o)+ d; @cosbe +
cl+ d; atanibx + ] + d, sendo a um ni-
mero real diferente de zera
# Resoluc®o de problemas envolvenda
o estudo a partir de funcde s definidas
a pattir de fungde s trigonométricas,
nuri contexta de maodelag o

Dominio VII: Mdameros complexos

+ A farmula de Cardano e 3 origem his
torica dos ndmeros complexos

+ Conjunto € doz ndmeros complexos
* Mimero i

Forma algébrica da represe ntagao dos
nameras complexos, Parte real e parte

imaginaria
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PROGRAMA DE 2001

PROGRAMA 122 ANO

PROGRAMA DE 2014

Dominio ¥1: Primitivas e calculo inte-
gral (cont.)

# Extensdo dadefinicho de integral a
fungdies continuas que alte rnam de sinal
um ndmero finito de vezes

* Jrigerm histdrica do simbolo de inte-
zral

¢ Teoremna fundamental do calculo inte-
zral

s Farmula de Barrow, para o calculo de
primitivas de fungde s aum inte realo
limitado

* Relacdo de Chasles

# Propriedade de monotonia do inte gral
definido

¢ Linearidade dointe gral definida

* aditividade do integral em relagdo ao
dorminio

* Calculo de medidas de &rea de regides
do plano

Dominio YII: Nameros complexos

s & farmula de Cardano & 3 arigerm his
tarica dos ndmeros complexos

s Operacdesern BZ [ab)+ (c,d)e (ahb)
w (c,d)

¢ Propriedades das operagdes+t e » de-
finidas e R* comutativa, associativa,
distributiva de = emn relagio a+ | exis
ténciade elermentos neutras

+ Corpo dos ndmeros complexos €

s Mamero i

* Forma algébrica da repre sentagdo dos
niameros complexos. Parte real e parte
imaginaria

s Conjugado de um ndmero complexo
* Modulo de um ndmero complexo

* Propriedades algébricas e geamétricas
dos nameros complexos

* Inverso de um ndmero complexo ndo
nulo

* Quociente de ndmeros complexos

e Exponencial complexae®= cosB+ i

singd, comBe R

APRENDIZAGENS ESSEMCIAIS

Dominio VII: Nameros complexos
{cont.)

+ Conjugado de urm ndmero complexo
* Mddulo de um ndmero complexa

+ Propriedades algébricas e geométricas
dos nurmeros complexos

* Inverso de urm ndmero complexo nao
nulo

* Quociente de ndmeros complexos

+ Exponencial complexae®= cos84+
sing comBE R

* Propriedades algébricas e geométricas
daexponencial complexa

* Representagdo trigonométricade um
nimero complexa

* Formulas de De Moivre:

+ Raizes n-ésitnas de ndmeros comple-
®0s

+ folugdes das equagdes daformaz" =
we, onde n EM; wE T

* Raizes complexas de polinamios de
segundo grau de coeficientes reais

# Resolug&o de problemas envolvendo
propriedade s algebricas dos ndmeros
complexos, arespetiva formatriono-
rmétrica, raizes n-ésimas de nimeros
complexos e as farmulas de Moivre
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PROGRAMA DE 2001

PROGRAMA 122 ANO

PROGRAMA DE 2014 APREMNDIZAGENS ESSENCIAIS

Dominio YII: Nameros complexos
(cont.)

* Propriedades algébricas e gearmétricas
daexponencial camplexa

* Representacio trigonamétrica de um
numero complexo

+ Féarmula de De Maoivre:
[cos@+ isin@)"= cos(nd) + i sin{nd)

+ Raizes n-ésitnas de ndmeros comple-
X085

+ Solugdes das equagdes daformaz" =
w,onde n M, w e T

+ Raizes complexas de polindmios de
segundo grau de coeficientes reais
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CAPITULO Ill | Andlise as Aprendizagens Essenciais do
Ensino Secundario segundo o documento da Direcao
Geral de Educacao de Agosto de 2018
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CAPITULO Il | Anilise as Aprendizagens Essenciais do Ensino Secundario

1. Analise as aprendizagens essenciais do décimo ano, relativamente aos
programas de 2001 e 2014

Quando se |é somente as aprendizagens essenciais de matematica fica-se coma a ideia de
gue a légica e a teoria de conjuntos passaram a ser conteudos transversais, ou seja,
conteudos que serdo lecionados a medida que forem sendo necessarios, mas na realidade
nao é exatamente isso que acontece. A légica bivalente ficou a fazer parte integrante do
programa de filosofia, sendo mesmo uma aprendizagem essencial desta disciplina. Tal pode
ser comprovado pelo que esta expresso nas aprendizagens essenciais de filosofia (DGE,

2018a).

CONHECIMENTOS, CAPACIDADES E ATITUDES
Formas de inferéncia valida

Explicitar em que consistem as conectivas proposicionais de conjungdo, disjungdo (inclusiva e
exclusiva), condicional, bicondicional e negagdo. Aplicar tabelas de verdade na validagdo de
formas argumentativas. Aplicar as regras de inferéncia do Modus Ponens, do Modus Tollens, do
silogismo hipotético, das Leis de De Morgan, da negac¢do dupla, da contraposicdo e do silogismo
disjuntivo para validar argumentos.

AGOES ESTRATEGICAS DE ENSINO ORIENTADAS PARA O PERFIL DOS ALUNOS

Elaboragdo, em pares ou grupos de texto argumentativo sélido sobre temas relevantes no
quotidiano, usando as formas proposicionais e as formas validas de argumentos formais
estudados (eventualmente em articulagdo com a disciplina de Matematica e/ou a area de
Cidadania e Desenvolvimento). Elaboracdo, em pares ou grupos de texto argumentativo sélido
sobre temas relevantes no quotidiano, usando as formas proposicionais e as formas validas de
argumentos formais estudados (eventualmente em articulagdo com a disciplina de Matematica
e/ou a area de Cidadania e Desenvolvimento).

(DGE, 2018a: 6,7)

E de salientar que a filosofia é uma disciplina de formac3o geral dos Cursos Cientifico-
Humanisticos, ou seja, todos os cursos tém filosofia, como a seguir se poderd comprovar

(Direccao-geral da educacdo, 2012):
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Natureza e Organizacao

Os cursos cientifico-humanisticos constituem uma oferta educativa vocacionada para o
prosseguimento de estudos de nivel superior (universitdrio ou politécnico).
Destinam-se a alunos que tenham concluido o 92 ano de escolaridade ou equivalente.
Tém a duracdo de 3 anos letivos, correspondentes ao 102, 112 e 122 ano de escolaridade.
Conferem um diploma de conclusdo do Ensino Secundario (122 ano), bem como o nivel 3

de qualificagdo do Quadro Nacional de Qualificagdes (QNQ).

Enquadramento legal

Os cursos cientifico-humanisticos sdo regulados pelo Decreto-Lei n.2 139/2012 de 5 de
julho, alterado pelo Decreto-Lein.291/2013, de 10 de julho, pelo Decreto-Lein.2176/2014,
de 12 de dezembroe pelaPortaria n.2 243/2012 de 10 de agosto, retificada

pela Declaracdo de Retificagdo n.2 51/2012, de 21 de setembro.

Matriz

Cursos Cientifico-Humanisticos:

e Curso de Ciéncias e Tecnologias;

e Curso de Ciéncias Socioecondmicas;
e Curso de Linguas e Humanidades;

e Curso de Artes Visuais.

Os planos de estudo dos cursos integram:

e A componente de formagdo geral, comum aos quatro cursos, que visa contribuir para
a construcdo da identidade pessoal, social e cultural dos jovens;

e A componente de formacdo especifica, que visa proporcionar formacdo cientifica
consistente no dominio do respetivo curso;

e Adisciplina de Educacdao Moral e Religiosa, de frequéncia facultativa.
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http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Basico/Legislacao/dl_139_2012.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Basico/Legislacao/dl_139_2012.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Legislacao/dl_91_2013_10_julho.pdf
https://dre.pt/application/file/63958168
https://dre.pt/application/file/63958168
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/ficheiros/portaria_243_2012.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/ficheiros/dr_47_2012.pdf
http://www.dge.mec.pt/matriz-dos-cursos-cientifico-humanisticos
http://www.dge.mec.pt/curso-de-ciencias-e-tecnologias-0
http://www.dge.mec.pt/curso-de-ciencias-socioeconomicas
http://www.dge.mec.pt/curso-de-linguas-e-humanidades

A componente de formagao geral é constituida pelas seguintes disciplinas:

e Portugués;

Lingua Estrangeira |, Il ou lll (Alem3o, Espanhol, Francés ou Inglés);

Filosofia;

Educacdo Fisica.

De acordo com DGE (2019), a componente de formagdo especifica é constituida por:

e Uma disciplina trienal obrigatdria (109, 112 e 129 anos);
e Duas disciplinas bienais (102 e 112 anos), a escolher de entre o leque de op¢des (c) de
cada curso, sendo ambas obrigatoriamente ligadas a natureza do mesmo;
e Duas disciplinas anuais (122 ano), a escolher de entre as op¢des de cada curso, sendo
uma disciplina obrigatoriamente do leque de op¢des (d), e a outra disciplina do leque
de opg¢des (d) ou do leque de opg¢des (e).
o Opgdes (d) — conjunto de disciplinas diretamente ligadas a natureza do curso

o Opgdes (e) — conjunto de disciplinas ligadas a diversas areas do saber”.

Um dos principais problemas desse programa era o facto de a légica ser um conteudo
transversal e por esse motivo os alunos terem dificuldade em desenvolverem raciocinios
hipotéticos dedutivos, por ndo terem a nocdo, por exemplo, do que significava uma

implicacao.

Assim, como a légica é fundamental para o raciocinio hipotético dedutivo da matematica.

Como por exemplo os alunos ndo utilizarem o simbolo " < " no lugar de escreverem

“u_n

somente o simbolo . Os alunos confundem muitas vezes designacdo e expressao

designatdria com proposicdo e condicdo, ndo é por acaso que aparece escrito muitas vezes

4 8 4 . e . A .
g & § em vez de EZE' aqui se exemplifica a importancia da ldgica bivalente, uma vez

gue esta aqui exemplificado que o aluno confundiu designacao com proposi¢do. Apresenta-

se de seguida uma proposta de planificacdo:

42



TEMA: Légica Proposicional

Formas de inferéncia valida

Explicitar em que consistem as conectivas proposicionais de conjung¢do, disjungao
(inclusiva e exclusiva), implica¢do, equivaléncia e negacao;

Aplicar tabelas de verdade na validacao de formas argumentativas;

Aplicar as regras de inferéncia do Modus Ponens, do Modus Tollens, do silogismo
hipotético, das Leis de De Morgan, da negacao dupla, da contraposi¢do e do silogismo

disjuntivo para validar argumentos.

Conhecimentos, capacidades e atitudes

Filosofia e Matematica

Proposices e designacdes.

Operagbes com proposi¢cdes: negagao, conjungao, disjungdo, implicacdo e
equivaléncia.

Prioridades das operacdes logicas.

Utilizacdo de tabelas de verdade.

Propriedades das operacdes légicas e sua demonstracdo através de tabelas de
verdade.

Aplicar as regras de inferéncia do Modus Ponens, do Modus Tollens, do silogismo
hipotético, das Leis de De Morgan, da negacdao dupla, da contraposicao e do
silogismo disjuntivo para validar argumentos.

Simplificar expressdes envolvendo operagdes com proposi¢des, substituindo-as por
proposicoes equivalentes envolvendo menos simbolos e determinar o respetivo
valor légico.

Resolver problemas envolvendo operacgdes légicas sobre proposicoes.
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Avaliagao:

Fichas Formativas;

Ficha Sumativa.

GUIAO DE ATIVIDADES

Trabalho de cooperacgdo e de interdisciplinaridade.
Aulas conjuntas de Filosofia e Matemadtica (2 aulas semanais, periodo Out - Nov)

Na lecionacdo destes conteldos requerem-se docentes de filosofia bem preparados na

I6gica bivalente, desta forma é exigivel formacado para estes docentes uma vez que a légica

proposicional hd muito tempo que nado faz parte do programa na disciplina de filosofia.

A teoria de conjuntos podera ir sendo introduzida a medida que vai sendo necessdrio, uma

vez que foi lecionada ao longo dos nove anos do terceiro ciclo do ensino basico como a

seguir se refere:

v No primeiro ano do primeiro ciclo do ensino basico os alunos tém contacto com os

nimeros naturais, iniciando-os no descritor NO1 1.1 “Verificar que dois conjuntos
tém o mesmo numero de elementos ou determinar qual dos dois é mais numeroso
utilizando correspondéncias um a um. A partir dai até ao terceiro ano irdo trabalhar,
somente com numeros naturais”.

No terceiro ano comecarao a ter contacto com os nimeros racionais ndo negativos,
através do descritor NO3 11.1 1. “Fixar um segmento de reta como unidade e
identificar uma fracdo unitdria (sendo um ndmero natural) como um nimero igual
a medida do comprimento de cada um dos segmentos de reta resultantes da
decomposicdo da unidade em b segmentos de reta de comprimentos iguais”.

A totalidade dos nimeros racionais sera iniciada no sexto ano do ensino basico,
através do descritor NO6 2.1 “Reconhecer, dado um numero racional positivo a,
gue existem na reta numérica exatamente dois pontos cuja distancia a origem é

igual a a unidades: um pertencente a semirreta dos racionais positivos (o ponto que
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representa a) e o outro a semirreta oposta, e associar ao segundo o numero
designado por «numero racional negativo -a”.

v No sétimo ano do terceiro ciclo do ensino basico os alunos tém contacto com todo
o formalismo das equagbes, como se apresenta nos descritores ALGO7 3 “Resolver
equacoes do primeiro grau”.

v' Os ndmeros irracionais iniciar-se-30 no oitavo ano com o descritor NO8 2.1
“Reconhecer que um ponto da reta numérica a distancia da origem igual ao
comprimento da diagonal de um quadrado de lado 1 ndo pode corresponder a um
numero racional e designar os pontos com esta propriedade por «pontos

irracionais”. Originando de imediato o conjunto R — conjunto dos nimeros reais.

Apesar de ndo vir expresso nas aprendizagens essenciais convém iniciar o décimo ano com
um modulo inicial, fazendo referéncia as propriedades e opera¢ées dos radicais e das
poténcias, pelo facto destes conteldos serem extremamente importantes para as
aprendizagens consideradas essenciais para este nivel de ensino, comegando logo pela
geometria analitica quando, por exemplo, se pede ao para aluno calcular a distancia entre

dois pontos.

Relativamente a geometria analitica é aceite a elipse ndo ser conteldo obrigatdrio, pois em
2001 também nao era obrigatdrio e ndo era esse o problema fundamental no programa de
2001. Relativamente as equacdes paramétricas da reta também ndo existe inconveniente

em ndo serem abordadas, uma vez que serdao dadas as equagdes vetoriais da reta.

No que respeita ao Dominio Il das funcoes, é extremamente importante que se faca um
pequeno estudo de generalidades de fungdes antes de se iniciar as fungdes reais de variavel
real, deste modo os alunos irdo posteriormente compreenderem melhor as funcdes reais
de variavel real. Ou seja, este pequeno estudo é uma forma de ir introduzindo de uma
forma suave as fungdes reais de varidvel real. No que respeita a composi¢do de fungdes é
extremamente importante a sua lecionagcdo, pois nos anos subsequentes serd muito

importante em certos conceitos como continuidade e diferenciabilidade de funcgdes.
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Relativamente as fun¢des polinomiais, as aprendizagens essenciais sé referem as fungdes
guadraticas e afins. Para além destas sé sao referidas as fun¢gdes mddulo e as fungbes por

ramos com func¢des afins e quadraticas.

N3o existe qualquer referéncia as opera¢des com funcgdes, no entanto no décimo primeiro
ano quando os alunos tiverem contacto com as operacgdes racionais, ter-se-a oportunidade

de terem contacto com estes conteudos.

Relativamente aos polindmios, as aprendizagens essenciais nao referem sinais e zeros de
um polindmio ou resolucao de condicdes com polindmios, tal poder-se-ia lecionar, mas ndo
parece ser muito grave uma vez que os alunos estudam os zeros e resolvem condi¢des com
funcdes afins e quadraticas, que fazem parte das fungdes polinomiais. No nosso entender
era util a estatistica ser lecionada no décimo ano, uma vez que existe uma margem de

tempo para sua lecionagao.

Com a nossa proposta o programa do décimo passaria de 178 aulas para 156 aulas, o que
significa uma reducdo de cerca de 12% do tempo de lecionacdo, o décimo primeiro ano
com a nossa proposta seriam necessarias 136 aulas em vez das 178, o que representa uma
reducdo de aproximadamente 24% e no décimo segundo ano com a nossa proposta o
programa passaria de 184 aulas para 170 aulas que representa uma reducdo de
aproximadamente 7%, dando uma margem para o docente trabalhar melhor com os alunos
em todos os dominios, a resolucdo de problemas, modelagdo matematica e exercicios de

inversao.

No décimo primeiro ano, relativamente ao programa anterior saliente-se a nao
obrigatoriedade de lecionar as leis dos senos e dos cossenos. No entanto saliente-se que

tais leis sdo muito importantes para resolver facilmente diversos exercicios (Figura 3).

Y
Na figura seguinte, estd representado, 1

num referencial o.n. xOy, o circulo

trigonométrico. Sabe-se que: A

-

¢ 0 ponto A tem coordenadas (1,0)
* 0 ponto B tem coordenadas (3,0)

Figura 3 | Circulo trigonométrico (GAVE, 2012: 6)
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Considere que um ponto P se move sobre a circunferéncia. Para cada posi¢cdo do ponto P,

seja d =PB e seja a € [0,2r[, a amplitude, em radianos, do angulo orientado cujo lado

origem é o semieixo positivo Ox e cujo lado extremidade é a semirreta OP .

Mostre que d? =10—6cos« - (GAVE, 2012: 6)

Resolucao utilizando a lei dos cossenos:

d2=0B"+0OP —2x0BxOPcosar > d? = 3 +12 —2x3x1c0s o <> d? =10-6C0s¢r c.q.d.

Resolucao sem utilizar a lei dos cossenos:

As coordenadas de P em fung¢do de & serdo P(cose«,senc), O e B terdo coordenadas (0,0)

e (3,0) respetivamente, assim sendo aplicando a férmula da distancia ter-se-a:

d =\/(00304—3)2 +(seno:—0)2 & d =+/cos? a—2c0sa x3+3 +senq <

d =/cos? & +sen*a +9—6cosa < d =1+9—6cosa < d =10—6cosa <
2
dzz(\/lo—GCOSa) <d?=10-6cosa  cq.d.

Facilmente se observa que o primeiro processo é muito mais facil e célere que o segundo,
assim sendo é bastante util os discentes conhecerem e aplicarem as leis dos senos e dos
cossenos, uma vez que ndo sendo aprendizagens essenciais, facilitam a resolucdo de muitos
exercicios e constam do programa com as metas. Nos exames é extremamente util em

certos problemas a utilizacdo das referidas leis.

O cdlculo de limites e levantamento de indeterminagbes nas sucessdes nao se afigura
importante, pois estas técnicas serdo utilizadas no célculo de limites de funcdes de varavel

real.
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Os Teoremas de Lagrange e de Weierstrass ndo constam nas aprendizagens essenciais e o
calculo diferencial passou a ser integralmente lecionado no décimo segundo ano. Aquando
do calculo diferencial os professores poderdo abordar o Teorema de Lagrange para os
alunos perceberem melhor a definicdo de derivada e o Teorema de Weierstrass, para

melhor compreensdo da nocdo de extremo (absoluto e relativo).

O mais relevante no décimo segundo ano é o facto de passar a ser lecionado todo o cdlculo
diferencial e o dominio das primitivas e cdlculo integral ndo ser considerado aprendizagem

essencial.

No que respeita ao dominio das primitivas e cdlculo integral, seria interessante a sua
abordagem, até para muitos problemas de inversao, mas ha que fazer opcoes e os nimeros
complexos serdo muito mais importantes, até para os alunos verem que existem mais
conjuntos para além do conjunto R. Neste dominio é interessante estudar-se a exponencial
complexa, pois desta forma os alunos poder-se-do aperceber, facilmente, que nos nimeros

complexos existe, por exemplo, In(—1), que ndo tinha qualquer significado em R.
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CAPITULO IV | Proposta de uma adaptac3do ao
Programa para os trés anos do Ensino Secundario,
tendo em conta as Aprendizagens Essenciais e as

Metas Curriculares
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CAPITULO IV | Proposta de um Programa para os trés anos do Ensino Secundario,

tendo em conta as Aprendizagens Essenciais e as Metas Curriculares

No 102 ano, os dominios de contetidos sdo cinco:
e Ldgica e Teoria dos Conjuntos (LTC)

e Algebra (ALG)

e Geometria Analitica (GA)

e Funcdes Reais de Variavel Real (FRVR)

e Estatistica (EST)

O dominio da Ldgica e Teoria dos Conjuntos é muito importante uma vez que redne temas
fundamentais e transversais a todo o Ensino Secunddrio, mas nao é lecionado uma vez que
passara a ser lecionado na disciplina de filosofia. Na disciplina de filosofia é igualmente
importante que se faca referéncia ao facto da implicacdo entre condi¢des corresponder a
uma inclusdo de conjuntos, bem como a equivaléncia de condi¢des corresponder a uma
dupla inclusdo. Outros conceitos fundamentais da teoria de conjuntos foram lecionados

em anos letivos anteriores.

No dominio da Algebra, inicia-se 0o décimo ano com um médulo inicial que contempla o
estudo dos radicais e a no¢do de poténcia a expoentes racionais e mostrar que as respetivas
propriedades algébricas se estendem a poténcias com este conjunto alargado de

expoentes, conceitos muito importantes para a geometria analitica.

O 109 ano é igualmente a ocasido para se desenvolver o estudo da Geometria Analitica
iniciado no Ensino Basico com a introducdo dos referenciais cartesianos planos e o estudo
das equagdes cartesianas das retas. Fixada uma unidade de comprimento e um referencial
ortonormado do plano, introduz-se o cdlculo da medida da distancia entre pontos a partir
das respetivas coordenadas, o que constitui um passo essencial no sentido de tratar, de

forma eficaz, problemas da Geometria com instrumentos puramente analiticos. Da-se
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especial relevo ao estudo das equacdes cartesianas de circunferéncias. Faz-se uma
abordagem aos referenciais no espaco e generaliza-se o que foi estudado no plano ao

espaco.

No que diz respeito ao calculo vetorial, para além das operagdes de adi¢cdo de vetores e de
adicdo de um ponto com um vetor, que eram ja conhecidas, define-se agora a diferenca de
vetores, a multiplicagdo de um vetor por um escalar, a nog¢ao de norma, fixada uma unidade
de comprimento, e fixado além disso um referencial ortonormado, introduzem-se as
coordenadas de um vetor, tratando-se em seguida também de um ponto de vista analitico
todas estas nogdes. Depois de se apresentar o conceito de vetor diretor estudam-se as
equacoes das retas no plano (cartesianas e vetoriais). Finalmente faz-se a generalizacdo do

calculo vetorial ao espaco.

Inicia-se o dominio Fun¢Ges Reais de Varidvel Real com o produto cartesiano e aproveita-
se aqui para alargar o estudo da teoria de conjuntos, iniciada no ensino basico e que sera
extremamente importante para o calculo combinatdrio, introduzindo-se no¢des como

cardinal de um conjunto finito.

Introduzem-se conceitos gerais sobre funcdes, como a injetividade, a sobrejetividade ou a
restricdo de uma fungao a um dado conjunto e definem-se as no¢des de composicao de

funcdes e de fungdo inversa de uma funcgao bijetiva.

Em seguida, estabelecem-se relacGes entre propriedades de fungdes reais de variavel real,
como a paridade e simetrias dos respetivos graficos. Estudam-se ainda as transformacgdes
geométricas dos graficos de func¢des obtidas através da adicdo ou da multiplicacdo das
varidveis dependente ou independente de uma dada fung¢do por uma constante. Termina-
se este dominio de conteddos com alguns aspetos gerais das func¢des reais de varidvel real,
como a monotonia, o sentido de concavidade do respetivo grafico ou as no¢des de extremo

relativo e absoluto.

Retomando o dominio da algebra retoma-se o estudo iniciado no ensino basico acerca do
anel dos polindmios de coeficientes reais. E definida a divisdo euclidiana e apresentado o

Teorema do resto, que permite, em particular, provar que é raiz de um polindmio se, e
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somente se, é divisivel por x - a. E ainda abordada a no¢do de multiplicidade algébrica de

uma raiz. Mais tarde poder-se-3o aplicar estes conceitos quando for necessario.

Finalmente, no dominio da Estatistica, comeca-se por introduzir o sinal de somatdrio e o
seu significado que serd util em diversas ocasides ao longo do Ensino Secundario. Em
particular o sinal de somatdrio podera ser utilizado neste mesmo dominio, nomeadamente
aquando da manipulagdo de médias e desvios-padrdo de amostras, ou de percentis, nogdes
tratadas no 102 ano. Para além das definicdes de varidvel estatistica, amostra, média,
variancia, desvio-padrdo e percentil, analisam-se as propriedades basicas destes conceitos
e as respetivas interpretacdes em exemplos concretos. E igualmente Gtil a abordagem
grafica e intuitiva de distribuicdes bidimensionais, nomeadamente o diagrama de

dispersao, o coeficiente de correlacdo e a reta de regressao.

Modulo Inicial (14 aulas)

Radicais

e Raizes de indice n, n>2;

e Propriedades algébricas dos radicais: produto e quociente de raizes com o mesmo
indice, poténcias de raizes e composicao de raizes;

e Racionalizagdao de denominadores;

e Resolugdo de problemas envolvendo operagdes com radicais.

Poténcias

e Definicdo e propriedades algébricas das poténcias de base positiva e expoente racional:
produto e quociente de poténcias com a mesma base, produto e quociente de
poténcias com o mesmo expoente e poténcia de poténcia;

e Resolucdo de problemas envolvendo operagdes com poténcias.
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Dominio | - Geometria (54 aulas)

Geometria analitica no plano

Referenciais ortonormados no plano;

Formula da medida da distancia entre dois pontos no plano em fungdo das respetivas
coordenadas;

Coordenadas do ponto médio de um dado segmento de reta;

Equacgado cartesiana da mediatriz de um segmento de reta;

Equacgdes e inequagdes cartesianas de um conjunto de pontos;

Equacdo cartesiana reduzida da circunferéncia;

Inequacgdes cartesianas de semiplanos;

Inequacgdes cartesianas de circulos;

Resolucdo de problemas envolvendo a nocdo de distancia entre pontos do plano;
Resolucdo de problemas envolvendo equag¢bes e inequagdes cartesianas de

subconjuntos do plano.

Geometria analitica no espago

Referenciais cartesianos ortonormados do espaco;

Equacdes de planos paralelos aos planos coordenados;

Equacgdes cartesianas de retas paralelas a um dos eixos;

Distancia entre dois pontos no espaco; - Equacdo do plano mediador de um segmento
de reta;

Equacdo cartesiana reduzida da superficie esférica;

Inequacdo cartesiana reduzida da esfera;

Resolucdo de problemas envolvendo a nogdo de distancia entre pontos do espaco;
Resolucdo de problemas envolvendo equagdes e inequagdes cartesianas de

subconjuntos do espaco.
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Calculo vetorial no plano

Norma de um vetor;

Multiplicagdo por um escalar de um vetor; relagdo com a colinearidade e o vetor
simétrico;

Diferenca entre vetores;

Propriedades algébricas das operacdes com vetores;

Coordenadas de um vetor;

Vetor-posicao de um ponto e respetivas coordenadas;

Coordenadas da soma e da diferenga de vetores; coordenadas do produto de um vetor
por um escalar e do simétrico de um vetor; relacdo entre as coordenadas de vetores
colineares;

Vetor diferenca de dois pontos; calculo das respetivas coordenadas; coordenadas do
ponto soma de um ponto com um vetor;

Calculo da norma de um vetor em func¢do das respetivas coordenadas;

Vetor diretor de uma reta; relacdo entre as respetivas coordenadas e o declive da reta;
Paralelismo de retas e igualdade do declive; - Equacdo vetorial de uma reta;

Resolugao de problemas envolvendo a determinagao de coordenadas de vetores no

plano, a colinearidade de vetores e o paralelismo de retas do plano.

Calculo vetorial no espago

Norma de um vetor;

Multiplicagdo por um escalar de um vetor; relagdo com a colinearidade e o vetor
simétrico;

Diferencga entre vetores;

Propriedades algébricas das operacdes com vetores;

Coordenadas de um vetor;

Vetor-posicdo de um ponto e respetivas coordenadas;
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e Coordenadas da soma e da diferenca de vetores; coordenadas do produto de um vetor
por um escalar e do simétrico de um vetor; relacdo entre as coordenadas de vetores
colineares;

e Vetor diferenca de dois pontos; cdlculo das respetivas coordenadas; coordenadas do
ponto soma de um ponto com um vetor;

e Calculo da norma de um vetor em fungao das respetivas coordenadas;

e \Vetor diretor de uma reta no espaco;

e Equacdo vetorial de uma reta no espaco;

e Resolugdo de problemas envolvendo calculo vetorial no espaco.

Dominio Il - Fungdes (54 aulas)

Generalidades acerca de fungées

e Produtos cartesianos de conjuntos;

e Graficos de funcoes;

e Restricées de uma funcdo;

e |Imagem de um conjunto por uma funcao;
e Funcdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas;
e Composicao de fungoes;

e Funcdo inversa de uma func¢ao bijetiva.

Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real

e Funcdes reais de variavel real; Funcdes definidas por expressdes analiticas;

e Propriedades geométricas dos graficos de fungdes;

e Paridade; Simetrias dos graficos das funcbes pares e das funcbes impares;

e Relacdo geométrica entre o grafico de uma funcdo e o da respetiva inversa;

e Relagdo entre o grafico de uma fungdo e os graficos das fungdes af (x), f (bx), f(x + ¢)

e f(sx) + d sendo a, b, c, d nimeros reais e a e b ndo nulos.
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Monotonia, extremos e concavidade

e Intervalos de monotonia de uma funcao real de varidvel real; caso das funcdes afins e
caso das funcdes quadraticas;
e Vizinhanga de um ponto da reta numérica; extremos relativos e absolutos;

e Sentido da concavidade do grafico de uma funcdo real de variavel real.

Estudo elementar das fungdes quadraticas e mddulo e de fungdes definidas por ramos

e Extremos, sentido das concavidades, raizes e representacdo grafica de funcoes
guadraticas;

e Funcdes definidas por ramos; - Estudo da fun¢do x — a|x — b| sendo a um niimero real
nao nulo;

e Estudo de fung¢des definidas por ramos envolvendo fungdes polinomiais afins e
guadraticas e mddulos;

e Resolucdo de problemas envolvendo as fungdes afins, quadraticas, médulo, fun¢des

definidas por ramos e a modelacdo de fenédmenos reais.

Dominio Ill - Algebra (12 aulas)

Polindmios

e Divisdo euclidiana de polindmios e regra de Ruffini;

e Divisibilidade de polinémios;

e Teorema do resto;

e Multiplicidade da raiz de um polindmio e respetivas propriedades;

e Resolucdo de problemas envolvendo a divisdo euclidiana de polindmios e o Teorema

do resto.

56



Dominio IV - Estatistica (22 aulas)

e Sinal de somatorio;

e Variavel estatistica quantitativa como fun¢cdo numérica definida numa populacdo e
amostra de uma variavel estatistica;

e Organizacao e interpretacdo de dados de natureza qualitativa e quantitativa, varidveis
discretas e continuas;

e Média de uma amostra; propriedades da média de uma amostra;

e Variancia e desvio-padrdo de uma amostra; propriedades da variancia e do desvio
padrdo de uma amostra;

e Percentil de ordem k; propriedades do percentil de ordem k;

e Resolugdo de problemas envolvendo a média e o desvio-padrdo de uma amostra;

e Resolugdo de problemas envolvendo os percentis de uma amostra;

e Abordagem gréafica e intuitiva de distribuicGes bidimensionais, nomeadamente o

diagrama de dispersao, o coeficiente de correlagdo e a reta de regressao.

No 112 ano, os dominios de contetidos sdao quatro:

e Trigonometria e Fungdes Trigonométricas (TRI)
e Geometria Analitica (GA)
e SucessoOes (SUC)

e FuncOes Reais de Variavel Real (FRVR)

Ap0ds o estudo das razdes trigonométricas dos angulos agudos, realizado no Ensino Basico,
o inicio do dominio Trigonometria e Fungdes Trigonométricas é consagrado a estabelecer

uma definicdo para o seno e o cosseno de um qualquer angulo convexo, justificando-se a
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escolha apresentada com a motivacdo de estender a angulos internos retos e obtusos, a
Lei dos Senos e o Teorema de Carnot, que permitem resolver triangulos de forma simples
e sistematica. E também requerido o uso adequado de uma calculadora cientifica para
obter valores aproximados dos elementos de triangulos objeto de resolugao

trigonométrica.

Aborda-se em seguida o estudo dos angulos orientados e generalizados e respetivas
medidas de amplitude — conceitos intimamente associados a noc¢do de rotacdo — e
generalizam-se as razdes trigonométricas a estes angulos, introduzindo-se o circulo

trigonométrico.

Apds a definicdo do radiano como unidade de medida de amplitude, fica-se apto a definir
as fungdes reais de varidvel real seno, cosseno e tangente e a estudar as respetivas
propriedades. No dominio da Geometria Analitica, introduz-se no 112 ano a nogao
geométrica de produto escalar de vetores, deduzindo-se as suas principais propriedades,
como a simetria, a bilinearidade ou a relagao deste conceito com a perpendicularidade.
Fixado um referencial ortonormado, o produto escalar estuda-se também do ponto de vista
das coordenadas. E importante notar que as propriedades das func¢des trigonométricas
abordadas no dominio da Trigonometria e Fung¢des Trigonométricas sao fundamentais para
uma correta apresentacao e justificacdo de muitos destes resultados. Ainda neste dominio
introduz-se a equacdo cartesiana de um plano dados um ponto e um vetor normal ou 3

pontos ndo colineares.

Estuda-se a posicdo relativa entre dois objetos no espaco (reta com reta, plano com plano

e reta com plano).

No 102 primeiro ano inicia-se o estudo de funcdes reais de varidvel natural. Sdo estudadas
a monotonia de sucessGes, para a qual é necessaria ter a no¢cdao do que é um
contraexemplo, nocdo esta ja abordada na disciplina de filosofia, a limitacdo de sucessdes,
as progressdes aritméticas e geométricas bem como o cdlculo da soma de sequéncias dos
respetivos termos. A nocdo de limite é introduzida de forma cuidada. Uma abordagem

puramente intuitiva dos limites leva rapidamente a insuficiéncias concetuais graves. E, pois,
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exigida, em situacdes muito simples, a justificacdo da convergéncia de certas sucessoes

recorrendo diretamente a definicdo.

No dominio Fun¢Ges Reais de Varidvel Real, do 112 ano, utilizam-se os conceitos
introduzidos no dominio Sucessdes para, pelo processo atribuido a Heine, ficar definida a
nocao de limite de uma funcdo, num dado ponto ou em mais ou menos infinito. Neste
contexto, sao essencialmente duas as op¢des que classicamente se consideram para a
definicdo de limite num ponto real, consoante o dominio em que se tomam as sucessoes a
tender para a, para o efeito de testar a existéncia do referido limite. Propde-se retomar a
opcao desde ha bastante tempo no Ensino Secunddrio em Portugal tem sido a que consiste
em considerar, de entre as sucessées no dominio da fun¢do, apenas aquelas que nunca
tomam o valor a, por ser aquela que é adotada na maioria dos cursos superiores. Assim
sendo aborda-se a definicdo de ponto de acumulagdo para além da de ponto aderente de

um conjunto.

A definicdo de limite segundo Heine — que ja é comum no Ensino Secundario — permite, de

forma bastante clara, estudar no caso de funcdes reais a dlgebra de limites.

Inicia-se o estudo do cdlculo algébrico de limites de funcGes e consequentemente o

. o . 0
levantamento de indeterminacdes do tipo S 0o e 0 X oo,

Dominio | - Trigonometria e fungdes trigonométricas (36 aulas)

Resolugdo de triangulos

e Leidos senos;

e Lei dos cossenos;

e Resolucdo de problemas variados, ligados a situagGes concretas, que permitam
recordar e aplicar métodos trigonométricos estudados no terceiro ciclo do ensino

basico, bem como as leis dos senos e dos cossenos.
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Angulos orientados e angulos generalizados
e Angulos orientados; amplitudes de angulos orientados e respetivas medidas;

e Angulos generalizados; medidas de amplitude de dngulos generalizados.

Razoes trigonométricas de angulos generalizados

e Circunferéncia trigonométrica (circulo trigonométrico);
e Generalizacdo das definicdes das razdes trigonométricas aos angulos orientados e
generalizados e as respetivas medidas de amplitude;

e Medidas de amplitude em radianos.

Fungdes trigonométricas

e As funcgdes reais de varidvel real seno, cosseno e tangente: dominios, contradominios,
periodicidade, paridade, zeros e extremos locais;

e Formulas trigonométricas de “redugdo ao 12 quadrante”: seno e cosseno de x + g, ede
x+m x € R.

e Generaliza¢do da féormula fundamental da Trigonometria;
Equagdes do tipo sen (x) = k,cos(x) = ketg(x) = k;

e Resolugao de problemas envolvendo razdes trigonométricas e a determinagao de
distancias;

Resolugao de problemas envolvendo fungdes trigonométricas.

Dominio Il - Geometria analitica no plano e no espaco (32 aulas)

Declive e inclinag¢do de uma reta do plano

e Inclinacdo de uma reta do plano e relacdo com o respetivo declive.
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Produto escalar de vetores

e Produto escalar de um par de vetores;
e Angulo formado por um par de vetores n3o nulos; relacio com o produto escalar;
e Perpendicularidade entre vetores e relacdo com o produto escalar;
e Simetria e bilinearidade do produto escalar;
e Calculo do produto escalar de um par de vetores a partir das respetivas coordenadas;
e Relagao entre o declive de retas do plano perpendiculares;
e Resolugao de problemas envolvendo a no¢ao de produto escalar de vetores;
e Resolucdo de problemas envolvendo a nocdo de produto escalar, nomeadamente na
determinagado:
o determinagdo do angulo entre dois vetores;

o definicdo de lugares geométricos.

Equacgoes de planos e retas no espago

e Vetores normais a um plano;
e Resolugao de problemas envolvendo equagdes retas no plano e planos e de retas no
espaco, utilizando:
o equagodes vetoriais de retas;
o equacoes cartesianas de plano;
o posicOes relativas e interse¢do de duas retas (no plano e no espago), de uma

reta com um plano e de dois planos.

Dominio Il - Sucessdes (22 aulas)

Conjunto dos majorantes e conjunto dos minorantes de uma parte ndo vazia de R

e Conjuntos minorados, majorados e limitados;

e Defini¢cdes de ponto aderente e de ponto de acumulag¢do de um conjunto.
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Generalidades acerca de sucessoes

e SucessOes numéricas; sucessdes mondtonas, majoradas, minoradas e limitadas;
e Resolug¢ao de problemas envolvendo o estudo da monotonia e a determinagdo de
majorantes e minorantes de sucessoes;

e Definicdo de uma sucessdo por recorréncia;

Progressoes aritméticas e geométricas

e ProgressOes aritméticas e geométricas; termos gerais e somas de n termos
consecutivos;

e Resolugdo de problemas envolvendo progressées aritméticas e geométricas.
Limites de sucessoes

e Limite de uma sucessdo (casos de convergéncia e de limites infinitos); unicidade do
limite; caso de sucessdes que diferem num numero finito de termos;

e Relacionamento da convergéncia e limitacdo de uma sucessao com a sua convergéncia.

Dominio IV - Fungdes reais de variavel real (46 aulas)

Estudo elementar das fungdes cubicas, racionais, raiz quadrada e raiz cubica

e Estudo de funges racionais do tipo f(x) = a + ﬁ ,calculando o dominio, os pontos
de intersecdo com os eixos coordenados e representd-las graficamente, referindo o
conceito intuitivo de assintota e utiliza-las na resolucao de problemas e em contextos
de modelagdo;

e Referéncia a fungdes cubicas;

e Caracterizacdo da funcdo inversa de restricdes bijetivas de funcdes quadraticas e

cubicas, relacionando os seus graficos;
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e Dominio e representagdo grafica das fungdes definidas analiticamente por f(x) =
avx — b+c, sendo a um numero real diferente de zero;

e Resolugdo de problemas e de modelagdo com fungdes do tipo por f(x) = avx — b +

¢, sendo a um numero real diferente de zero.

Limites segundo Heine de fung¢Ges reais de variavel real

e Pontos aderentes a um conjunto de numeros reais;

e Conhecer o conceito de limite segundo Heine;

e Limite de uma funcdo num ponto aderente ao respetivo dominio;
e Limites laterais;

e Limites no infinito;

e Limites infinitos;

e Operacbes com limites e casos indeterminados;

e Levantamento algébrico de indeterminacGes em funcdes.

No 122 ano, os dominios de contetidos sdo cinco:

e Cdlculo Combinatério (CC)

e Probabilidades (PRB)

e Trigonometria e Fungdes Trigonométricas (TRI)

e Fungdes Exponenciais e Fungdes Logaritmicas (FEL)

e Numeros Complexos (NC)

O Calculo Combinatério é a drea da Matematica dedicada a realizacdo eficiente de
contagens. Comega-se por estabelecer algumas propriedades das operagdes sobre
conjuntos e em seguida estudam-se progressivamente arranjos, com ou sem repeticao,

permutacdes e combinagcdes o que permite, em situacbes muito distintas, efetuar
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contagens de forma expedita. E igualmente introduzido o binémio de Newton e o triangulo

de Pascal, deduzindo-se algumas propriedades dos coeficientes binomiais.

Apds uma primeira abordagem mais restritiva elaborada no 92 ano, pretende-se agora no
dominio das Probabilidades, estudar de um modo mais geral a nog¢do de probabilidade,
comecando por se introduzir a nocao de funcdo de probabilidade definida no conjunto das
partes de um conjunto finito, da qual a lei dita de Laplace — estudada no Ensino Basico — é
um caso particular, relacionado com situa¢des de equiprobabilidade. E igualmente

abordada a nogao de probabilidade condicionada e de independéncia de acontecimentos.

No dominio das Fungdes Reais de Varidvel Real, completa-se o estudo dos limites de

sucessoes e de funcgdes.

Inicia-se o estudo das fungGes continuas enunciando-se em particular, o Teorema dos

valores intermédios (ou de Bolzano-Cauchy) e do calculo de assintotas.

7

A nogdao de derivada é igualmente introduzida neste dominio, fazendo-se uma
interpretacdao geométrica da derivada de uma fun¢do num dado ponto e estabelecendo-se
férmulas para a soma, diferencga, produto, quociente e composta de fungdes diferenciaveis
e calculando-se, diretamente a partir da definicdo, a derivada de algumas funcdes
elementares. A ligacao entre o sinal da derivada e a monotonia de uma dada fungao é aqui
estabelecida invocando-se o Teorema de Lagrange para uma das implicacdes, embora
apenas se exija uma interpretacdo geométrica desse resultado. Em contrapartida,
pretende-se que o aluno saiba justificar a propriedade segundo a qual se uma fungdo atinge
um extremo num dado ponto em que é diferencidvel, entdo a derivada anula-se nesse
mesmo ponto, desde que pertenca a um intervalo aberto contido no dominio da funcdo, é
util explicar a existéncia de um maximo e um minimo em qualquer intervalo fechado e

limitado utilizando o Teorema de Weierstrass.
E fundamental a resolucdo de problemas de modelagdo com derivadas.

Relaciona-se também o sinal da derivada de segunda ordem de uma fung¢do com o sentido
da concavidade do respetivo grafico, aproveitando-se para, no contexto da cinematica do

ponto, interpretar a derivada de segunda ordem das fun¢bes posicdo como uma
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aceleracdo. Aborda-se a questdo da utilizacdo das calculadoras graficas, em particular para
a obtencdo de valores aproximados de solugdes de equagdes envolvendo fungbes reais de
variavel real, aproveitando-se os conhecimentos adquiridos acerca do estudo analitico de
fungdes para justificar a validade de determinados procedimentos e analisar criticamente

os diversos usos que podem ser feitos deste tipo de tecnologias neste contexto.
No dominio das Fung¢Ges Exponenciais e Fungbes Logaritmicas comega-se pelo estudo da

n

~ X R . . ,

sucessdo U, :£l+—) , com o intuito de introduzir o nimero de Neper. Estudam-se em
n

seguida, de forma sistematica, as propriedades da fungdo (a*) definida no conjunto dos
numeros racionais (onde a >1) argumentando-se, com determinadas passagens ao limite e
admitindo alguns resultados intuitivos, mas de demonstracdao mais delicada, que esta
fungdo se pode estender ao conjunto dos numeros reais mantendo, no essencial, as

mesmas propriedades algébricas. PropGe-se depois o cdlculo da derivada da fungao

X

. . T -
exponencial, partindo do limite lim
x—0 X

, que é admitido, embora se abordem algumas

propriedades de aproximacdao sequencial da exponencial que podem ser utilizadas na
respetiva justificacdo. As fun¢des logaritmicas sdo introduzidas como fungdes inversas das
funcdes exponenciais, tomadas como bijecdes sobre os respetivos contradominios, ja que
se demonstra tratar-se de func¢les injetivas. Esta abordagem permite estabelecer
facilmente, a partir das propriedades conhecidas das fung¢des exponenciais, as
propriedades algébricas e analiticas das funcdes logaritmicas. Aborda-se ainda o calculo de

alguns limites que comparam o crescimento das fung¢des polinomiais, exponenciais e

X

In X

fe . € .
logaritmicas e que os alunos devem conhecer| lim — e lim —j
X—+0 Y X—>+0 X

O dominio Trigonometria e Fung¢des Trigonométricas, no 122 ano, é dedicado ao calculo de

.. . . , . senx
limites a partir do limite notavel lim
x—0 X

e ao cdlculo das derivadas das funcdes seno,

cosseno e tangente, apds o estabelecimento de algumas formulas trigonométricas.
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Finalmente, no dominio Nimeros Complexos, apresenta-se a motivacdo histérica para a
introdugdao dos numeros imagindrios, relacionada com a féormula de Cardano para a
resolucdo de equacdes do terceiro grau. Apds esta motivacao representam-se numeros
complexos na férmula algébrica e depois de introduzida a no¢gdo de mdédulo é estudado em
pormenor o grupo multiplicativo dos complexos de mddulo, estabelecendo-se assim uma
base sélida para a representagao dos numeros complexos na forma trigonométrica e,
posteriormente, para a radiciagdo complexa. E ainda estudada a representa¢do complexa

de algumas transformagdes do plano como rotacoes, reflexdes, translacdes e homotetias.

Dominio | - Calculo combinatdrio (18 aulas)

Propriedades das operagdes sobre conjuntos

e Propriedades comutativa, associativa, de existéncia de elemento neutro e elemento
absorvente e da idempoténcia da unido e da intersecao e propriedades distributivas da

unido em relagdo a intersecdo e da intersecdo em relagdo a unido.

Introdugdo ao cdlculo combinatério

e Conjuntos equipotentes e cardinais; cardinal da unido de conjuntos disjuntos;

e Cardinal do produto cartesiano de conjuntos finitos;

e Arranjos com repeticao;

e Numero de subconjuntos de um conjunto de cardinal finito;

e Permutacodes; fatorial de um ndmero inteiro ndo negativo;

e Arranjos sem repeticdo; - NUmero de subconjuntos de elementos de um conjunto de
cardinal finito;

e Combinacdes;

e Resolucdo de problemas envolvendo cardinais de conjuntos, contagens, arranjos e

combinacdes.
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Triangulo de Pascal e Bindmio de Newton

Formula do bindmio de Newton;
Triangulo de Pascal: definigdo e construgao;

Resolucdo de problemas envolvendo o tridngulo de Pascal e o bindmio de Newton.

Dominio Il - Probabilidades (20 aulas)

Espacos de probabilidade

Probabilidade no conjunto das partes de um espago amostral finito; espaco de
probabilidades;
o Acontecimento impossivel, certo, elementar e composto; acontecimentos

incompativeis, acontecimentos contrdrios, acontecimentos equiprovaveis e
regra de Laplace;
Propriedades das probabilidades: probabilidade do acontecimento contrario,
probabilidade da diferenga e da unido de acontecimentos;
Resolucdo de problemas envolvendo a determinacdo de probabilidades em situacoes
de equiprobabilidade de acontecimentos elementares;

Resolucdo de problemas envolvendo espacos de probabilidade.

Probabilidade condicionada

Probabilidade condicionada;
Acontecimentos independentes;
Resolucdo de problemas envolvendo probabilidade condicionada e acontecimentos

independentes.
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Dominio Il - Fungdes reais de varidvel real (40 aulas)

Continuidade de fungoes

Funcdo continua num ponto e num subconjunto do respetivo dominio;

Continuidade da soma, diferenga, produto, quociente e composicdao de fungdes
continuas;

Continuidade das funcdes polinomiais, racionais, raizes e poténcias de expoente
racional.

Teorema dos valores intermédios (Bolzano-Cauchy).

Assintotas ao grafico de uma fungao

Determinagao e identificagdo grafica de assintotas verticais, horizontais e assintotas

obliquas ao grafico de uma funcao.

Derivadas

Taxa média de variacdo de uma funcdo; interpretacdo geométrica;

Derivada de uma fung¢ao num ponto; interpretacao geométrica;

Equacgdes da reta tangente ao grafico de uma funcao;

Resolucdo de problemas, envolvendo a derivada e a taxa média de variagdo de uma
fungdo, nomeadamente sobre velocidades média e instantanea

Derivada da soma e da diferenca de funcdes diferenciaveis;

Derivada do produto e do quociente de fungdes diferenciaveis;

Derivada de fung&es do tipo x* (com a racionale x < 0);

Derivada da funcdo composta;

Caracterizacao da funcao derivada e sua interpretacao grafica

Sinal da derivada de fungdes mondtonas; nulidade da derivada num extremo local de

uma funcdo; Interpretacdo grafica;
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e Derivada de segunda ordem, extemos, sentido das concavidades e pontos de inflexdo

e Derivada de segunda ordem de uma funcao;

e Sinal da derivada de segunda ordem num ponto critico e identificagdo de extremos
locais;

e Pontos de inflexao e concavidades do grafico de funcdes duas vezes diferenciaveis.

Aplicacao do calculo diferencial a resolugao de problemas

e Resolucdo de problemas de otimizacdo envolvendo func¢des diferenciaveis.

Dominio IV - Func¢des exponenciais e fungdes logaritmicas (40 aulas)

Fung¢Oes exponenciais

n
N X N .
e Estudo da sucessdo de termo geral U :(1+—j ,com xeR e definicdo de numero
n

de Neper;
e Propriedades das funcdes reais de variavel real do tipo f(x) =a*,a>1: monotonia,

sinal, continuidade, limites e propriedades algébricas.

Fungdes logaritmicas

e Caracterizacdo de uma funcdo logaritmica como funcdo inversa de uma funcdo
exponencial de base a, com a > 1, referindo logaritmos neperiano e decimal;

e Propriedades das fun¢des reais de varidvel real do tipo f(x) =log, x,a >1: monotonia,

sinal, continuidade, limites e propriedades algébricas dos logaritmos.
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Limites notaveis envolvendo fung¢6es exponenciais e logaritmicas

. e -1 . g . Inx
lim lim — lim —
x—0 X X—+0 X X—>+0 ¥

e Limites notaveis: , e

e Resolugdo de problemas envolvendo o estudo de fung¢des definidas a partir de fungdes

exponenciais e logaritmicas, as respetivas propriedades algébricas e limites notaveis.

Derivadas de fungdes exponenciais e logaritmicas

e Derivada da fungdo exponencial e da fungao logaritmicas;

e Aplicacdo do teorema da derivada da funcdo composta as derivadas de funcoes
exponenciais e logaritmicas;

e Resolugdo de problemas envolvendo fungdes exponenciais e logaritmicas no contexto

de modelacao.

Dominio V - Trigonometria (26 aulas)

Diferenciacdo e limites de funcoes trigonométricas

e Fdérmulas trigonométricas da soma, da diferenca e da duplicacao;
.. , . senx
e Limite notavel lim ;
x—0 X

e Diferenciabilidade das fun¢des seno, cosseno e tangente;
e Resolucao de problemas envolvendo o estudo de fungdes definidas a partir de fungdes

trigonomeétricas, num contexto de modelac3o.
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Dominio VI - Nimeros complexos (26 aulas)

Introdug¢ao aos numeros complexos

A féormula de Cardano e a origem histérica dos nimeros complexos;

Unidade imaginaria e o conjunto C dos numeros complexos;

Parte real e parte imagindria dos nimeros complexos;

Operagdes com numeros complexos na forma algébrica (adigdo, subtracgdo,
multiplicacdo e divisao);

Inverso de um nimero complexo ndo nulo e quociente de numeros complexos;

O plano complexo e os eixos real e imaginario; ponto afixo de um numero complexo;
Complexo conjugado e mdédulo dos nimeros complexos;

Conjugado de um nimero complexo; expressao da parte real e da parte imaginaria de

um numero complexo em funcdo de z e E;

Exponencial complexa; argumento de um numero complexo e representacdo
trigonométrica dos numeros complexos;

Operacdes com numeros complexos na forma trigonométrica; Formulas de De Moivre.
Raizes n-ésimas de numeros complexos;

Solugbes das equagdes da forma z"=w,ne NAwe C; raizes de polindmios do
segundo grau de coeficientes reais;

Resolucdo de problemas envolvendo propriedades algébricas e geométricas dos
numeros complexos, a respetiva forma trigonométrica, raizes n-ésimas de numeros

complexos e as formulas de De Moivre.
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CAPITULO V | Fichas de Inversdo de Geometria
Analitica
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CAPITULO V | Fichas de Inversdo de Geometria Analitica

Neste trabalho elaboramos 12 fichas de inversdo de geometria analitica, a fim de darmos
sugestdes de como poderdo ser construidas e serem Uteis para a pratica letiva, pois estes
tipos de problemas raramente sdo abordados quer nos manuais adotados, quer nos
cadernos e apoio as metas. Em muitas situagdes os alunos dizem “sei os calculos, mas nao
entendi a pergunta”. Para terem esta destreza muitas vezes é necessario inverter o
raciocinio e essas inversdes aparecem sem serem minimamente trabalhadas. Assim sendo,
de seguida serdo apresentadas 12 fichas de inversdo, nas quais em cada uma delas o
primeiro exemplo é um exercicio de aplicacdo direta. A partir desse serao realizados no
minimo trés exemplos de inversdo, cada exemplo tera alguns exercicios ndo resolvidos do
mesmo tipo para os discentes praticarem. Os exemplos estdo distribuidos ao longo de cada
uma das fichas por ordem crescente de dificuldade. Os alunos com este tipo de fichas irao
sentindo um ligeiro aumento da dificuldade a medida que irdo avancando na resolucdo e
compreensado de cada exercicio. Optou-se por se realizarem exercicios muito parecidos do
mesmo tipo de cada exemplo, porque assim sendo, os alunos consolidam eficazmente os
conceitos apreendidos e progridem com maior facilidade na resolucdo dos respetivos

exercicios.

74



Ficha 1 | Referenciais cartesianos no plano

Resumo Tedrico

Referenciais cartesianos no plano

Descritor GA10 1.1 das metas curriculares

Observe-se a figura:

Figura 4 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Um referencial ortogonal e monométrico é aquele em que os eixos das abcissas (Ox) e

das ordenadas (Oy) sdao ortogonais (perpendiculares) e monométricos (tém a mesma

medida em ambos os eixos). O plano é dividido em quatro quadrantes.

Quadrante Abcissa (x) Ordenada (y)
I + +
] - +
" - -
A + -

O ponto P tera de coordenadas (x,y) em que x é a abcissa e y a ordenada.
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Exemplo 1.1

Considere o referencial ortonormado da figura em que o lado de cada quadricula
representa uma unidade como a figura sugere, na qual HI representa um arco de

circunferéncia de centro O:

) Indique as coordenadas dos pontos

s i " Ty P U‘O o L T . : AIBIClDIElFIGIHII e]-

4
=5

Figura 5 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra
(GeoGebra, 2001).

Resolugao:

A(3,3);B(0,—-1); € (-3,—1); D (=2,2); E (—4,4); F (5,-3); G(V2,-2);
H (-1,1); 1(1,0); J(v2,0).

Para indicar a abcissa de G e J aplicou-se o Teorema de Pitagoras:

(OH? = 12 + 12 & (OH = /2, porque OH > 0).
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Exercicio 1.1 | Considere o referencial
ortonormado da figura em que o lado de cada
guadricula representa uma unidade como a
figura sugere, na qual BI representa um arco
de circunferéncia de centro O:

Indique as coordenadas dos pontos 4, B, C,
D, E F, GeH.

Exercicio 1.2 | Considere o referencial
ortonormado da figura em que o lado de cada
guadricula representa uma unidade como a
figura sugere, na qual DC representa um arco
de circunferéncia de centro O:

Indique as coordenadas dos pontos 4, B, C,
D, EeF.

Exercicio 1.3 | Considere o referencial
ortonormado da figura em que o lado de cada
guadricula representa uma unidade como a
figura sugere, na qual EH representa um arco
de circunferéncia de centro O:

Indique as coordenadas dos pontos 4, B, C,
D, E, Feg.

"

Figura 6 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Figura 7 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Figura 8 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).
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Exemplo 1.2

Num referencial ortonormado do plano, assinale os pontos:

A(1,-2); B(—V5,3)eC(,-2).

Resolugdo:

Figura 9 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Exercicio 1.4 | Num referencial ortonormado do plano, assinale os pontos:

A (3,=5); B(—2,4,)eC (3,0).
Exercicio 1.5 | Num referencial ortonormado do plano, assinale os pontos:

A(=1,0); B(0,—4)eC (% —2).

Exercicio 1.6 | Num referencial ortonormado do plano, assinale os pontos:

A (7,-8); B(—V2,—V5) e C (V3,0).
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Exemplo 1.3

Na figura estd representado um quadrado
com 9 unidades de area, num referencial
ortonormado do plano, em que o ponto B
tem coordenadas (4,5) e os lados do
quadrado s3o paralelos aos  eixos

coordenados.

Os lados [AB] e [CD] sdo paralelos ao eixo das
abcissas e [AC] e [BD] sdo paralelos ao eixo
das ordenadas. Como a figura sugere a
abcissa de A é inferior a de B e a ordenada de

A é superior a de C.

Figura 10 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Indique as coordenadas dos outros vértices do quadrado.

Resolucgdo:

Se o quadrado [ABCD] tem area 9 o comprimento do lado, |, sera:

A = [? em que A representa a drea do quadrado e | o comprimento do lado do quadrado,

deste modo tem-se:

[2 = 9 e como >0 tem-se |=3.

Deste modo tem-se: A(1,5); C (1,2); D (4,2)
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Exercicio 1.7 | Na figura esta representado, um losango, num referencial ortonormado
Oxy, em que B tem coordenadas (1,3), D tem coordenadas (3,3), AC e BD sdo retas

paralelas aos eixos coordenados e AC = 4.

Ty

Indique as coordenadas de
AeC.

Figura 11 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra (GeoGebra,
2001).

Exercicio 1.8 | Na figura estd representado, um trapézio isdsceles, num referencial
ortonormado Oxy, em que A tem coordenadas (—2,4), D tem coordenadas (—4,2), [AB]

€ um segmento de reta paralelo ao eixo das abcissas e AB = 6.

¥

Indique as coordenadas
/ deBeC.
C

®_

Figura 12 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).
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Exercicio 1.9 | Na figura esta representado, um quadrado, num referencial ortonormado
Oxy, em que A tem coordenadas (4,6), as diagonais do quadrado sdo paralelas aos eixos

coordenados e a area do quadrado é 8 unidades de area.

Indique as coordenadas de
B,CeD.

L

Figura 13 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra (GeoGebra,
2001).
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Exemplo 1.4

Considere o ponto A de coordenadas (1, k + 3), determine k de modo que o ponto A

pertenga ao primeiro quadrante.

Resolugdo:

k+3>0k>-3
Resposta: k € |—o0, —3[

Exercicio 1.10 | Considere o ponto B de coordenadas (1, —k + 5), determine k de modo

gue o ponto A pertenca ao quarto quadrante.

Exercicio 1.11 | Considere o ponto B de coordenadas (—1, —k — 2), determine k de modo

que o ponto A pertenga ao segundo quadrante.

Exercicio 1.12 | Considere o ponto B de coordenadas (—1,—5k + 2), determine k de

modo que o ponto A pertenga ao terceiro quadrante.

Fim da ficha 1
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Ficha 2 | Referenciais cartesianos no espago

Referenciais cartesianos no espaco
Descritores GA109.1; 9,2; 9,3; 9.4; 9.5 e 9.6 das metas curriculares

Resumo Tedrico

Observe-se a figura:

Figura 14 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Um referencial ortogonal e monométrico é aquele em que os eixos das abcissas Ox, das
ordenadas Oy e das cotas Oz sdao ortogonais (perpendiculares) dois a dois e

monométricos (ttm a mesma medida em todos eixos). O espaco é dividido em oito

octantes.
Quadrante Abcissa (x) Ordenada (y) Cota (z)
I + + +
Il - + +
I - - +
v + - +
Vv + + -
Vi - + -
VI - - -
VIII + - -

O ponto P terd de coordenadas (x,y, z) em que x é a abcissa, y a ordenada e z a cota.
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Exemplo 2.1

Considere o referencial ortonormado da figura no espaco, no qual estd representado
cubo [ABCDEFGH] em que H tem coordenadas (2, —4,4), o plano ABE esta contido no

plano x0z e o eixo 0z contém o ponto médio de AB.

2.1.1 | Indique as coordenadas 5

dos restantes vértices do cubo.

2.1.2 | Represente por uma
condicdo os seguintes conjuntos
de pontos:

a) plano ABC b) plano CFG c)
reta CD d)reta BC

e) segmento de reta [AB]

f) semirreta FG.

Figura 15 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra
(GeoGebra, 2001).

2.1.3 | Escreva as coordenadas do simétrico do ponto H relativamente a:

a)x0y b)y0z c)x0z d)Ox e)0Oy f) Oz g)origem do referencial h)planox = y

Resolugao:

G (—2,—4,4).

212 ]|a)z=0 b)x=-2 c)Jy=—4nrz=0 d)x=-2a2z=0 e)y=0nrz=

On —2<x<2f)x = -2nAnz=4nry<0

213 | a) (2,—4,—4) b) (=2,-4,4) <) (2,44) d) (2,4,-4) e) (—2,—4,—4)
f) (=2,4,4) g) (—2,4,—4) h) (—4,2,4)
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Exercicio 2.1 | Considere o referencial
ortonormado da figura no espago, no qual
estd representado cubo [ABCDEFGH], no

qual uma face estd contida no plano x0y,

o ponto O coincide com a origem do

referencial e o cubo tem aresta 5.

Inique as coordenadas dos restantes

vértices do cubo.
Figura 16 | Figura criada pelo autor no programa

GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Exercicio 2.2 | Considere o referencial
ortonormado da figura no espaco, no qual
estd representado cubo [ABCDEFGH], no
qual a face [ABCD] estda contida no plano
x0y o centro da mesma coincide com a

origem do referencial e a aresta do cubo é

igual a 2 unidades.

Figura 17 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).

2.2.1 | Indique as coordenadas dos restantes vértices do cubo.

2.2.2 | Represente por uma condicdo os seguintes conjuntos de pontos:

a) plano ABC b) plano CFG c) reta BF d) reta HD e) segmento de reta [BF]

f) semirreta BF.

2.2.3 | Escreva as coordenadas do simétrico do ponto H relativamente a:

a) xOy b)y0z c)x0z d)Ox e)Oy f)Oz g)origem do referencial h)planox = z
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Exercicio 2.3. | Considere o referencial
ortonormado da figura no espag¢o, no qual
estd representado um cubo [ABCODEFG] e
uma piramide quadrangular regular [DEFGH],
em que a face [ABCO] do cubo esta contida
em x0y, a aresta do cubo e a altura da

piramide tém duas unidades de comprimento.

Figura 18 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).

2.3.1 | Indique as coordenadas dos restantes vértices do cubo e da piramide.

2.3.2 | Represente por uma condicdo os seguintes conjuntos de pontos:

a) plano ABC <c)retaAB d)reta ED

e) segmento de reta [ED]  f) semirreta ED

2.3.3 | Escreva as coordenadas do simétrico do ponto H relativamente a:

a) xOy b)y0z c)x0z d)Ox e)0Oy f)Oz g)origem do referencial h)planoy =

VA
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Exemplo 2.2

Num referencial ortonormado do espaco represente uma piramide quadrangular regular

[ABCOD] regular em que A(0,3,3); B(3,0,3); €(3,0,0); 0(0,0,0) e D tem ordenada 4.

A(1,-2); B(=V5,3); € (3,-2)

Resolugao:

D(1,5:4:15)

Figura 19 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra (GeoGebra,
2001).

Exercicio 2.4 | Num referencial ortonormado do espaco, represente um cubo [ABCDEFG],
em que: A (0,0,2),B (0,4,2) e E (—4,0,6).

Exercicio 2.5 | Num referencial ortonormado do espago, represente um prisma
quadrangular regular [ABCDEFG] em que: A(2,0,0), B(2,2,0) e E(0,0,6).

Exercicio 2.6 | Num referencial ortonormado do espago, represente uma piramide
quadrangular regular [0ABCD] em que: 0(0, 0,0),€(0,4,4) e a altura da piramide é 6v/3.
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Exemplo 2.3

Num referencial Oxyz um ponto A tem coordenadas (2,k + 3, —k + 2). Determine k

de modo que A pertenga ao quarto octante.

Resolugdo: Para k pertencer ao quarto octante tem de ter-se:

{—k k++32<>00 < {—k k<>_—3 2 {kk<<_23

Resposta: k € ]|—o0, =3[

Exercicio 2.7 | Num referencial Oxyz um ponto B tem coordenadas (—3,—k + 3,5).

Determine k de modo que B pertenca ao terceiro octante.

Exercicio 2.8 | Num referencial Oxyz um ponto C tem coordenadas (—k + 3,k — 5, k).

Determine k de modo que C pertencga ao quinto octante.

Exercicio 2.9 | Num referencial Oxyz um ponto D tem coordenadas (m,m — 5, —2m — 3).

Determine m de modo que D pertenga ao segundo octante.

Fim da ficha 2

88



Ficha 3 | Distancia entre dois pontos no plano

Referenciais entre dois pontos no plano
Descritor GA10 1.2 das metas curriculares

Resumo Tedrico

Num referencial ortonormado, do plano, Oxy a distancia entre dois pontos A(x,,y,) e
B(xg,yg) é dada por:
AB = d(A,B) =/ (xp — x4)? + (g — ¥a)?

Exemplo 3.1

Considere num referencial ortonormado Oxy, A (1,—2) e B (—3,5). Determine AB.

Resolugao: Num referencial ortonormado Oxy a distancia entre dois pontos

A(x4,y4) e B(xp,yp) édada por:

AB = d(A,B) =/ (x5 — x)2 + (5 — Ya)?

Sabendo que:

Xg=1 ,y,=-2 xg = —3 yg =5, tem-se:

AB =d(A,B) =\/(—3— 1)2 + (5—(—2))2 = V42 + 72 = /16 + 49 = V65

Exercicio 3.1 | Considere num referencial ortonormado Oxy, os pontos A(2,—1),

B(1,—4) e C(4,-5).

3.1.1 Mostre que d(4,B) = V10
3.1.2 Mostre que d(B, C) = 2V5
3.1.3 Mostre que d(4,C) = V10
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Exemplo 3.2

Sabe-se que num referencial ortonormado Oxy, d(A,B) =10 e o ponto A tem
coordenadas (—V2, —1). Determine as coordenadas de um ponto B, sabendo que tem

abcissa V2 .

Resolugao:

Se B tem abcissa V2, terd coordenadas do tipo (v2, y).

d4B) = VIO & [(V2-(~v2)) +(y - (-D)* =VT0 =
2

= \/(\/E+x/§)2+(y+1)z:10 e <\/(\/§+\/§)2+(y+1)2) = (VI0)* &

= (2\/7)2+(y+1)2=10 ©8+(y+1)?=10 o (y+1)?=10-8 &
e Y+1)2=2ey+l=tR2e0y=-1+V2vy=-1-\2

Resposta:  B(V2,—1+v2);B(vV2,-1—2)

Exercicio 3.2 |

3.2.1 | Sabe-se que num referencial ortonormado Oxy, d(C,D) = 5e o ponto C tem
coordenadas (4,—1). Determine as coordenadas de um ponto D, sabendo que tem

ordenada 1.

3.2.2 | Sabe-se que num referencial ortonormado Oxy, d(E,F) = 7 e o ponto F tem
coordenadas (3,v2). Determine as coordenadas de um ponto F, sabendo que tem

ordenada —V/2.

3.2.3 | Sabe-se num referencial ortonormado Oxy, d(G,H) = 8e o ponto H tem
coordenadas (—3,4). Determine as coordenadas de um ponto D, sabendo que tem

ordenada 2.
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Exemplo 3.3

Num referencial ortonormado Oxy, sabendo que d(4, B) = 2, dé exemplos de 4 pares

depontosAdeB.

Resolugdo: Considerando, por exemplo, A (0,0) tem-se:

dAB)=2Jx-02+(@y-02=2¢c

2
@(\/(x—o)2+(y—0)2) =22ox’+y’=4oy=+V4—x2

x=0=>y=2Vvy=-2

x=2=y=V2Vy=—2

Resposta:  4(0,0) e B(0,2); A(0,0) e B(0,—2); A(0,0) e B(2,v2); A(0,0) e B(2, —V2)

Exercicio 3.5 | Num referencial ortonormado Oxy, sabendo que d(C, D) = 8, dé exemplos

de 2 pares de pontos C e D.

Exercicio 3.6 | Num referencial ortonormado Oxy, sabendo que d(E,F) =+/3, dé

exemplos de 3 pares de pontos E e F.

Exercicio 3.7 | Num referencial ortonormado Oxy, sabendo que d(G,H) = 10, dé

exemplos de 4 pares de pontos G e H.
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Exemplo 3.4

Num referencial ortonormado Oxy, sabendo que d(A4,B) = 4k, e que A(—k, 2k),

determine as coordenadas de um ponto B, sabendo que tem ordenada 4k.

Resolugdo:

Se B tem ordenada k terd coordenadas do tipo (x, 4k), deste modo ter-se-a:

2
d(A,B) = 4k & J(x + k)2 + (k — 2k)? = 4k & (\/(x + k)2 + (4k — 2k)2) - 16k? =

S (x+k)?>+ (k)2 = 16k? © (x + k)? + 4k? = 16k* & (x + k)? = 16k? — 4k? &
e x+k)? =12k @ x+ k = +V12k? & x + k = +2/3]k|

k =1, pois 1 € R{ tem-se:

x+1=42V3x1eox=-1-2V3 vx=—-1+2V3
y=4koy=4xl1sy=4

Resposta: B(—1-2V3,4)

Exercicio 3.8 | Num referencial ortonormado Oxy, sabendo que d(C,D) = —8m, m € R,
e que C(—5m,2m), determine as coordenadas de um ponto D, sabendo que tem

ordenada 0.

Exercicio 3.9 | Num referencial ortonormado Oxy, sabendo que d(E,F) = 3(a — 1), a>1
e que F(a, —2a), determine as coordenadas de um ponto E, sabendo que tem abcissa
a—1.

Exercicio 3.10 | Num referencial ortonormado Oxy, sabendo que d(G,H) =8 — b, b<8
e que H(b —1,—b + 2), determine as coordenadas de um ponto E, sabendo que tem

abcissa —1 — b.
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Exemplo 3.5

Num referencial ortonormado Oxy, considere um losango [ABCD], em que

A(1,-2); B(3,4) e C(—3,2). Determine as coordenadas de D sabendo que tem abcissa

negativa.

Resolugao:

Primeiramente ir-se-a calcular o comprimento de um lado do losango uma vez que, por

definicdo, todos os lados do losango tém o mesmo comprimento, assim sendo tem-se:

d(A,B) =4B =/(3—1)2+ (4 +2)2 =V4 + 36 = V40 = 2v10

Por outro lado e considere-se D(x,y) assim sendo tem-se:

VaE+3)2+-22=Jx-1)2+@F+2)?e

<:>(\/(x+3)2+(y—2)2)2=(\/(x—1)2+(y+2)2)2(:>
S x+3)2+(y-22=x-1)?+@+2)’ e
Sx2+6x+9+y?—4y+4=x2-2x+1+y’+4y+4
S6x+9-4y+4=-2x+1+4y+48x=8y—-8=y=x+1(1)

Como todos os lados tém o mesmo comprimento, tem-se:

diC,D)=2V10 = \/(x +3)2 +(y—2)2 =2V10 &

2
o (VE+IZ+-27) = (2V10) & (x+3)2 + (7 - 2)2 = 40
ecomoy = x + 1, tem-se:
(x+3)?+(x+1-2)2=40 (x+3)2+(x+1-2? =40

S x+3)2+x-1)2=140

X24+6x+94+x2—2x+1=40=22x*+4x-30=0=2x*+2x-15=0

—24v4+60 —2+4/64 -
—T(:)x=_—‘/_(:>x=3 Vx=-5 x€R;

S X = 2

Por (1) tem-sey = —4

Resposta: D(—5, —4)
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Exemplo 3.11 | Num referencial ortonormado Oxy, considere um losango [ABCD], em
que A(4,1); B(6,7) e C(0,5). Determine as coordenadas de D sabendo que tem abcissa

negativa.

Exercicio 3.12 | Num referencial ortonormado Oxy, considere um losango [ABCD], em
que A(6,3); B(8,9) e D(0,1). Determine as coordenadas de C sabendo que tem ordenada

positiva.

Exercicio 3.13 | Num referencial ortonormado Oxy, considere um losango [ABCD], em
que A(V2,—2V?2); € (—3V2,2V2) e D (=5V2,—4V/2). Determine as coordenadas de B

sabendo que a sua ordenada é maior que 3v/2.

Fim da ficha 3
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Ficha 4 | Distancia entre dois pontos no espaco

Distancia entre dois pontos no espago
Aplicagoes do descritor GA10 9.3. das metas curriculares

Resumo Tedrico

Num referencial ortonormado do espaco Oxyz a distancia entre dois pontos

A(xA,yA,, ZA) e B(xB,yB_zB) é dada por:

AB =d(A,B) = \/(XB —x4)% + (Vg — ya)? + (2 — 24)?

Exemplo 4.1

Considere num referencial ortonormado Oxyz, A(—3,—5,—2) e B(2,—1,5).

Determine AB.

Resolugdao: Num referencial ortonormado Oxyz a distancia entre dois pontos

A(x4,Y4,24) € B(xg, Vg, zg) é dada por:

AB =d(A,B) = \/(XB —x2)% + (g —ya)? + (25 — 24)?

Sabendo que:

Xq==3, Ya=-=5 2z4=-2, xg=2, yp=—1le zp =75, tem-se:

4B = d(4,B)

=\/(2—(—3))2+(—1—(—5))2+(5—(—2))2=m
=25+ 16 + 49 = V90 = 3V10
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Exercicio 4.1 | Considere num plano ortonormado x0y, A(Z\/Z -5, —1),B(—4\/§, 2,3),

C(v2,-54) e D(—8,7,5).
4.1.1 | Determine AB.
4.1.2 | Calcule CB.

4.1.3 | Mostre que CD = v163.
4.1.4 | Averigue se o triangulo [ABC] é isésceles.

4.1.5 | Averigue se o triangulo [ABD] é retangulo.

Exemplo 4.2

Sabe-se que num referencial ortonormado do espaco, d(A,B) = 4 e o ponto A tem

coordenadas (\/?, 1,1). Determine as coordenadas de um ponto B, sabendo que tem

abcissa 2v3 e cota 4.

Resolugdo:  Se B tem abcissa 2v/3 e cota 4, terad coordenadas do tipo (2\/?, v, 4)

d(A,B)=4<=)\/(2\/?-\/?)2+(y—1)2+(4—1)2=4(=>

2

(03 + -2+ 3 =4=><\/w§)2+(y—1)2+32> -f e

(V) +-1?+32 =4 3+F-1)2+9=16 =
G-1D?=16-12o(y-1)P=4sy-1=+t/te
y—1=2Vvy—-1=-2ey=3Vvy=-1

Resposta: 31(2\/5, —1,4); B, (2\/§, 3,4)
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Exercicio 4.2 | Considere num referencial ortonormado do espago 4 pontos A,B,C,D e E.
Sabe-seque d(A4,B) =+V71,d(C,D) =+V14ed(A,E) =70, 0 ponto A tem coordenadas
(1,3,5) e C tem coordenadas (V1,V2, —V3).

4.2.1 | Determine as coordenadas de um ponto B, sabendo que tem ordenada 4 e cota —3.

4.2.2 | Determine as coordenadas de um ponto E sabendo que tem cota 3.

4.2.3 | Determine as coordenadas de um ponto D, sabendo que tem abcissa 3 e

ordenada /3.

Exemplo 4.3

Num referencial ortonormado do espaco, sabendo que d(4, B) = /3, dé exemplos de 4

pares de pontos A e B.

Resolugdo: Considerando, por exemplo, A(0,0,0) tem-se:

d(AB)=V3= J(x-02+(y-02+(z—-02=V3<

<=>(\/(x—0)2+(y—0)2+(z—0)2)2=(\/§)2=>x2+y2+22=3

Paraz = 1 tem-se:

x’+y’+1=3ox*+y’=3-1ox’+y’=2&
oyr=2-xcy=4V2—x?

x=0ﬁy=\/§Vy=—\/§

x=1=y=1vy=-1

Resposta:  4(0,0,0) e B(0,v2,1); A(0,0,0) e B(0, —V2,1);
A(0,0,0) e B(1,1,1); A(1,1,1) e B(1,—1,1)

Exercicio 4.3 | Sabendo que d(C,D) = 8, dé exemplos de 4 pares de pontos C e D.

Exercicio 4.4 | Sabendo que d(E, F) = /3, dé exemplos de 3 pares de pontos E e F.

Exercicio 4.5 | Sabendo que d(G,H) = 10, dé exemplos de 3 pares de pontos G e H.
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Exemplo 4.4

Sabendo que d(4,B) = 4k, k € R} e que A(—k, 2k, k), determine as coordenadas de

um ponto B, sabendo que tem ordenada 4k e cota 3k.

Resolugdo: Se B tem ordenada k terd coordenadas do tipo (x, 4k, 3k), deste modo
ter-se-a:

d(A,B) = 4k & \J(x + k)2 + (4k — 2k)2 + Bk — k)% = 4k ©
< (x+k)? + 2k + (2k)* = 16k? & (x + k)? + 4k* + 4k* = 16k* &
& (x+ k)2 =8k?

x4k =+/8k? © x + k = +2V2|k]|
k =1, pois 1 € R{ tem-se:
x+1=42V2x1ox=—-1-2V2 vx=—-1+2V2
y=4dkoSy=4xl1lesy=4

z=3keo=z=3xXx1=z=3

Resposta: B (—1—2v2,4,3), por exemplo.

Exercicio 4.6 | Sabendo que d(C,D) = —9m, m € R e que C(—5m, 2m, m), determine

as coordenadas de um ponto D, sabendo que tem ordenada 0.

Exercicio 4.7 | Sabendo que d(E,F) = 6(a— 1), a > 1 e que F(a,—2a,—a), determine

as coordenadas de um ponto E, sabendo que tem abcissa a — 1 e cota 2a — 2.

Exercicio 4.8 | Sabendoque d(G,H) =8 —b,b < 8equeH(b —1,—b + 2,b), determine

as coordenadas de um ponto E, sabendo que tem ordenada b — 2.
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Exemplo 4.5

Na figura esta representado uma piramide
triangular regular (que é um sélido
platonico) [ABCD], em que A(4,2,2);
B(2,4,2) e C(2,2,4).

Determine as coordenadas de D.

Figura 20 | Figura criada pelo autor no programa

GeoGebra (GeoGebra, 2001).
Resolucgdo:

e Em primeiro lugar ir-se-a calcular o comprimento de uma aresta da piramide, uma
vez que por definicdo todas as suas arestas tém o mesmo comprimento, assim

sendo tem-se:

d(A,B)=AB=(2-4)2+(4-2)2+(2-2)2=V4+4+0=8=2V2

e Poroutrolado d(D,A) = d(D,C) e considerando-se D(x, y, z), tem-se:

VE -0+ -2+ -2 =/ -2+ -22+@z-9* =

2

(G- T0-271G-27) = (VG- + 0 -2+ z-97) o

Sx—4*+ Y -22+@Z-2=x-2) 4+ -2)+@z-4)*e
Sx-4)2+EZ-2P=x-2)?*+0-4)?*o

S x?—8x4+16+2z2—4z4+4=x*>—4x+4+27°-8z+16=24z=4x=z=x

e d(D,A)=d(D,B)

Ja—-D24+ (G -2)2+z-22=Jx-22+(y—-4*+(z-2)? &
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4:)<\/(x—4)2+(y—2)2+(z—2)2)2 =(J(x—2)2+(y—4)2+(z—2)2)2<=>
SE—-42+H-22+Z-2t=(x—-2 +( -4+ (-2 =
S -4+ -2 =x-2*+@ -4’

S x2—-8x+16+y2—4y+4=x2—4x+4+y?2—-8y+16 & —4dx=—-4ySx=y

o d(D,A) =22

Jae—-92+(y-22+(z-22=22

<:)(\/(x—4)2+(y—2)2+(z—2)2)2 = (zx/i)2 PR
Sx-9*+(y -2 +(z-2?2 =8,
o), -4+ (x-22+(x-2?2 =8¢

Sx2—8x+16+x2—4x+4+x*—4x+4=8=3x*-16x+16 =0

, 16 +/(—16)2 —4 x 3 x 16 4
S 3x—16x+16=0x = %3 (:»x=4Vx=§

W

2
'3

Exercicio 4.9 | Considere uma piramide triangular regular (que é um sdlido platénico)

[ABCD], em que A(6,3,3); B(3,6,3) e D(6,6,6). Determine as coordenadas de C.

4
Resposta: D(4,4,4); D (5’

Exercicio 4.10 | Considere uma pirdmide triangular regular (que é um sélido platénico)
[ABCD], em que B(—12,—6,—6); C(—6,—12,—6) e D(—12,—12,12). Determine as

coordenadas de A.

Exercicio 4.11 | Considere uma piramide triangular regular (que é um sélido platénico)

[ABCD], em que A(\/E, 0,0); €(0,0, \/7) e D(\/Z V2, \/E). Determine as coordenadas de B.

Fim da ficha 4
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Ficha 5 | Opera¢Ges com vetores no plano

Operag¢oes com vetores no plano
Descritores GA10 5.3; 5.4; 5.5; 5.6

Resumo Tedrico

Um vetor fica definido por: uma direcdo, um sentido e um comprimento ou norma.

A soma de um ponto com um vetor é um ponto (4 + (Zﬁ) = B).

Propriedades: VA, u € R, tem-se:
o U+TV=

U+
e U+V)+W=Uu+@+Ww)
0+

e (A+wu=M+uu
e AU+ vV)Uu=2U+ AV
o (AW = A(uv)

Dois vetores i e ¥ sdo colineares se e sé se 31 € R: ¥ = A1 (3! - significa existe um e

um s0), ou seja, dois vetores sdo colineares se e s6 se tiverem a mesma direc¢ao.

Exemplo 5.1

Na figura estd representado um quadrado [ABCD], dividido em 4 quadrados

geometricamente iguais. A

F B
@ o Q
Utilizando as letras da figura, complete: G [ H
[ o o

a) A+GH = .. <) AC4+CB = ..
b)g_2nC =.. 9 AG+EF = .. . . .
o O @

Figura 21 | Figura criada pelo autor no
programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).
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Exercicio 5.1 | Na figura esta representado um retangulo [ABCD], dividido em 9

guadrados geometricamente iguais. 'A F .J ’B
Utilizando as letras da figura, complete: G | H L
o > 2 @
GK b) E-2IK=
a) A+GK =.. )
e D E K C
¢) AH+HE=.. 9 AG+LB=. ¢ ¢ ¢ ©

Figura 22 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Exercicio 5.2 | Na figura estd representado um triangulo equilatero [ABC], dividido em

4 triangulos equildteros geometricamente iguais. r

5.2.1 | Utilizando as letras da figura, complete:

S E
a) A+DE =.... c) AG+GC-=...
b) G _%@ - d) AG+BE=...

-~
&

Figura 23 | Figura criada pelo autor no
programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).

5.2.2 | Sabendo que d(4, B) = 4 determine:

) 1) o [-2] 9 [ |
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Exemplo 5.2

Na figura esta representado um quadrado [ABCD], dividido em 4 quadrados

geometricamente iguais.

Utilizando as letras da figura, complete:
a) A+..=H ¢) AH +...=GC

b) D_2..=B d) AG+..=IF

Resolugao:

a) A+AH=H

A F B
@ & O]

G | H
o < o

D E G
Cr O ]

Figura 24 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).

b) D—2x=BoD=B+2x=>2x=BD=>x=BI=>D—2BI =B

(X representa um vetor qualquer)

) AH+y=6loy=G6(-AHoy=G6(+HA©y=0G6(+(Goy=G6oy=0

AH 4+ 0 = GC (y representa um vetor qualquer e 0 representa o vetor nulo, o qual tem norma igual

a O e diregdo e sentido indeterminados).

d) AG+z=Foz=F-4Goz=1F+GAoz=DG+GA < z=DA

AG + DA =TF

Exercicio 5.3 | Na figura esta representado um quadrado [ABCD], dividido em 4

guadrados geometricamente iguais.

Utilizando as letras da figura, complete:

b) D—l...:E d) Al +2...= AL

& F J B
L 2 L L
H l
o 2 & @
| E K
o o - )

Figura 25 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).
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Exercicio 5.4 | Na figura esta representado um triangulo equilatero [ABC], dividido em

4 triangulos equildteros geometricamente iguais.

Utilizando as letras da figura, complete:

a) A+..=C c) AC+...=GB

1 _ — 1 e Iy
b) D+E..._E d) AD+E..._AE ¢

Figura 26 | Figura criada pelo autor no
programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Exercicio 5.5 | Na figura esta representado um hexagono regular [ABCDEF], dividido em

6 triangulos equilateros geometricamente iguais.

5.1.1 | Utilizando as letras da figura, complete:

a) E+..=B ¢) DG +...=0
b) D+=...=C d) AD+=...= AE

Figura 27 | Figura criada pelo autor no
programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).
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Exemplo 5.3

Considere o hexdgono regular [ABCDEF] da figura em que G,H,Jel sdo

respetivamente os pontos médios de [EF],[CD], [BC] e [AF] respetivamente.

E o

Prove que d(G,H) = d(I,)).

Figura 28 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra
(GeoGebra, 2001).

Resolucgdo:

GH =GE + ED + DH :)ﬁ+ﬁ+ﬁ:ﬁ+ﬁ+ﬁ:@+ﬁ:ﬁ logo fica provado

que GH = ﬁﬁH@H = Hﬁ” < GH :ﬁ, logo ficou demonstrado que d(G,H) = d(l,])

a) Igualdade valida porque se estd na presenca de um hexagono regulare G, H, ] e I sdao

respetivamente os pontos médios de [EF],[CD], [BC] e [AF] respetivamente.

b) Cuidado: A implicacdo reciproca nao se verifica.

Exercicio 5.6 | Na figura esta representado um triangulo isésceles [ABC] em que D e E

sdo respetivamente os pontos médios de [AC] e [BC], respetivamente.

c

Prove que os segmentos de reta

[AB] e [DE] sdo colineares.

‘;‘a B

Figura 29 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra
(GeoGebra, 2001).
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Exercicio 5.7 | Considere o quadrildtero [ABCD] da figura em que O,P Q e R sdo

respetivamente os pontos médios de [AB], [BC], [CD] e [AD] respetivamente.
5.7.1 Mostre que AC =2RQ .
5.7.2 Prove que AC =20P.

5.7.3 Demonstre que DB =2QP.

5.7.4 Demonstre que DB = 2RO.

5.7.5 Justifique que o quadrildtero
i Figura 30 | Adaptado da série de problemas do GAVE de
[OPQR] é um paralelogramo. dezembro de 2009 - pagina 4

Fim da ficha 5
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Ficha 6 | Coordenadas de um vetor como a diferenca ente dois pontos no
espacgo

Coordenadas de um vetor como a diferenga ente dois pontos no espago
Descritor GA10 12.2 das metas curriculares

Resumo Tedrico

No espago tendo dois pontos A(X,,Ya,Zy)e B(X5,¥s.2Z5), 0 vetor ABtem de

coordenadas AB = B — A = (Xg — X4, Y8 — Ya, Z5 — Za)-

Exemplo 6.1

Num referencial ortonormado do espago, tem-se dois pontos, A(—3,4,1) e B(2,—3,0).

Determine as coordenadas de AB.

Resolugdo: AB =B —A=(2-30)—(-341) =
=2-(-3),-3-40-1)=(5,-7,-1)

Exercicio 6.1 | Num referencial ortonormado do espaco considere os pontos

A(2,-5,3); B(—3,6,—2); C(4,—3,2). Determine:

6.1.1| AB
6.1.2 | AC

6.1.3 | BC
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Exemplo 6.2

Num referencial ortonormado do espaco, sabe-se que Zﬁ(\/ﬁ,\/@—l) e que

A(V/18,4/50, 2). Determine as coordenadas de B.

Resolugdo:
Como B é um ponto do espaco serd do tipo B(x, y, z), desta forma tem-se:
AB=B-ASB=A+4B o (x,y,2) = (V18,V50,2) + (v2,V8,-1) &
= (x,y,2) = (M+\/§,\/52 X 2 +\/22 X 2,1) S
= (xy,2) = (3\/2 +/2,5V2 + 2V/2, 1) = (x,y,2) = (4\/5, 72, 1)

Exercicio 6.2 | Num referencial ortonormado do espaco, sabe-se que AB = (=5,3,—4) e

que B tem coordenadas (—1,%, — %) Determine as coordenadas de A.

Exercicio 6.3 | Num referencial ortonormado do espaco, sabe-se que AB = (—é, —2,3),

BC = (=5,3,4) e que B tem coordenadas (—\/7, —g, —%)

6.3.1 | Determine as coordenadas de A.

6.3.2 | Determine as coordenadas de C.
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Exemplo 6.3

Num referencial ortonormado do espaco, sabe-se que AB = (2x,—3x,—4x) e que B
tem coordenadas (x, —3x,x + 1),x € R. Determine as coordenadas de A em funcdo

de x.

Resolugao:
Como B é um ponto do espaco serd do tipo B(x, y, z), desta forma tem-se:
AB=B-A© A=B-AB=A=B+BAo

SA=(x,-3x,x+1)+(—2x,3x,4x) A= (—x.4x,5x + 1),x ER

- . - 1
Exercicio 6.4 | Num referencial ortonormado do espaco, sabe-se que AB = (Ex, X, 4x) e

que A tem coordenadas (x — 3,2 — 3x,—x + 1),,x € R. Determine as coordenadas de B

em funcao de x.

Exercicio 6.5 | Num referencial ortonormado do espaco, sabe-se que AB = (\/Ea, a, 4a),

BC = (—\/ 18a,—a,—a — 2) gue B tem coordenadas (—\/§a —3,3a,—a + 1), a € R.
6.5.1 | Determine as coordenadas de A em funcdo de a.

6.5.2 | Determine as coordenadas de C em funcdo de a.
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Exemplo 6.4

Num referencial ortonormado do espago, considerando x ey dois numeros reais

diferentes de zero, sabe-se que AB = (2xy, —3xy,—4xy) e que B tem coordenadas

(xy, —3xy,xy + 1) .Determine as coordenadas de A em fungdode x e y.

Resolucio: AB=B-A < A —B-AB=>A=B+BAe A= (xy, =3xy,xy +
1) + (—2xy,3xy,4xy) & A(—xy,0.5xy + 1),x,y € R

Exercicio 6.6 | Num referencial ortonormado do espaco, considerando x e y dois nimeros

reais diferentes de zero, sabe-se que AB = (2xy, —3xy, —4xy) e que A tem coordenadas

(xy, —3xy,xy + 1). Determine as coordenadas de B em fungdo de x e y.

Exercicio 6.7 | Num referencial ortonormado do espaco, considerando x e y dois nimeros
reais diferentes de zero, sabe-se que AB = (Zy, V8xy, —%xy), AC = (—xy,4xy,3xy) e

que A tem coordenadas (xy, —3xy,xy + 1).
6.7.1 | Determine as coordenadas de B em fungdo de x e y.

6.7.2 | Determine as coordenadas de C em fun¢dode x e y.
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Exemplo 6.5

Na figura estd representado um prisma

quadrangular reto [ABCDEFGH], cuja base é

A(xx,4x)
[ABCD]e x representa um numero real diferente 5
de zero. Sabe-se que A(x, x,4x),
C(4x,x, 3x),A—B) = (2x,2x,x) e

AE = (6x,—3x, —6x).

F

Determine as coordenadas de B, E e G em funcdo Figura 31 | Figura criada pelo autor no
programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).

de x.

Resolugdo: B =A+ AB = (x,x,4x) + (2x,2x,x) = (3x,3y,5x),x ER
E=A+A4E = (x,x,4x) + (6x, —3x, —6x) = (7x, —2x, —2x),x € R\{0}
AC = C — A = (4x,%,3x) — (x,x,4%x) = (3x,0,—x),x € R\{0}

G =E+AC = (7x,—2x,—2x) + (3x,0,—x) = (10x, —2x, —3x), x €
R\{0}

Exercicio 6.8 | Na figura esta representado

um prisma quadrangular reto [ABCDEFGH],

cuja base [ABCD]é um paralelogramo e x
A (2%, 3x%,4%)
representa um numero real diferente de
zero. Sabe-se que G
A(2x,3x,4x),C(7x,0,12x), H
AB = (2x,3x,6x) e AE = E

(42x, 14x,—21x). Figura 32 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Determine as coordenadas de

B,D,E,F,G e H em funcdo de x.
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Exercicio 6.9 | Na figura estd representado um

prisma quadrangular reto [ABCDEFGH], cuja base

[ABCD] é um paralelogramo e x representa um

LR ]
numero real diferente de zero. Sabe-se que

A(x,2x,3x), C(4x,2x,6x),

A

AB = (2x,3x,x) e AE = (3x, x, x).

Determine as coordenadas de D, H e G, em fungao

r

de x.
Figura 33 | Figura criada pelo autor no

programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Exercicio 6.10 | Na figura estd representada uma
pirdmide quadrangular regular [ABCDE] cuja base
[ABCD], M é a projecdo ortogonal do ponto E sobre
a base da piramide e a um numero real diferente de

zero.

Sabe-se que A(a, 3a, 4a), DC = (—a,—2a,—2a),

BC = (2a,—2a,—a) e ME = (6a, 3a, —6a).
Figura 34 | Figura criada pelo autor no

. ~ rograma GeoGebra (GeoGebra, 2001).
Determine as coordenadas de B,C,M e E em funcdo prog ( )

de a.

Fim da ficha 6
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Ficha 7 | Determinagdo do produto escalar entre dois vetores, conhecidas as
suas coordenadas num referencial ortonormado do plano

Determinagao do produto escalar entre dois vetores, conhecidas as suas
coordenadas num referencial ortonormado do plano

Descritor GA11 4.2 das metas curriculares

Resumo Tedrico

Considere-se u (uy, u,) e v(v,,v,) do plano o produto escalar entre esses dois vetores

é dado por : . v=(uy, uy). (V1, V,)=uUy X V1 Uy X Vs,

Se os vetores u_ e ¥ forem perpendiculares o seu produto escalar é zero e vice-versa ou

seja:

ulveuv=0.

Exemplo 7.1

Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que u tem coordenadas (2,—3) eV’
tem coordenadas (3, —4), determine u. V.

Resolugio: w.v=02,-3).3,-4)eou.v=2x3-3x(—-4) o

Su.v=6+12eu.v =18

Exercicio 7.1 | Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que u tem coordenadas

(—3,5), v" tem coordenadas (—6,8 ) e w’ tem coordenadas (4,3).
7.1.1 | Determine u’. .
7.1.2 | Calcule u’. w.

7.1.3 | Determine ¥". W e justifique que ¥’ e W s3o perpendiculares.
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Exemplo 7.2

Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que .7V = —6, U tem coordenadas

(2,—3) e ¥ rem coordenadas do tipo (a,3), a € R.
Determine a e indique as coordenadas de v.

—

Resolugio: w.v=-6< (2,-3).(g,3) =-6
= (2,-3).(a,3) =-6o2a=-6=2a=-6+992a=3

s a = -

Exercicio 7.2 | Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que uw.v = —/12, u tem

coordenadas (V18,5) e ¥ tem coordenadas do tipo (a — 5,3), a € R.

Determine a e indique as coordenadas de v.

Exercicio 7.3 | Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que w.7 = —12 e

v.w=+12,u'(a,3),v(4,—5) e W = (—b,a),coma,b,c €R.

7.3.1 | Determine a e indique as coordenadas de u’.

7.3.2 | Determine b e indique as coordenadas de w'.
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Exemplo 7.3

Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que u.?¥ = a, u_ tem coordenadas

(a,2a) e U tem coordenadas do tipo (—a,a),a € R.

Determine a e indique as coordenadas de u” e ¥ e o valor do produto escalar u’. ¥.

Resolugdo: Uv=ae (q2a).(—a,a)=ae —a*+2a’=a o

N

s at =

Q

S a?-a=0ala—-1)=0a=0va=1

Para a = 0 tem-se:
1(0,0); v(0,0);u.v =0
Paraa = 1 tem-se:

u(1,2); v(-1,1); u.v=1

Exercicio 7.4 | Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que u.¥ = 2b, U’ tem

coordenadas (b, —2b) e ¥ tem coordenadas do tipo (—b, 3b), b € R.

Determine a e indique as coordenadas de u’ e ¥ e o valor do produto escalar u’. v .

Exercicio 7.5 | Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que w.7 = v2b, U tem

coordenadas (—5b,%b) e U tem coordenadas do tipo (—b, 2b), b € R.

Determine a e indique as coordenadas de u’ e ¥ e o valor do produto escalar u’. v.

Exercicio 7.6 | Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que @.b =\/Sk, U tem

coordenadas (k — 3,k — 2) e U tem coordenadas do tipo (k, —k), k € R.

Determine a e indique as coordenadas de u’ e ¥ e o valor do produto escalar u’. v.
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Exemplo 7.4

Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que w.7 = b?, U tem coordenadas

(3b,a) e ¥ tem coordenadas do tipo (—a,b), a,b € R.

Determine b em funcdo de a, indique de coordenadas de u e ¥ em fun¢do de a e

. — = ~ H
averigue se u e v poderao ser perpendiculares sem nenhum deles ser o vetor nulo.

Resolugdo: u.”=b < (3b,a).(—a,b) =b? © —2ab=b* = b?+2ab=0s

Sbb+2a)=0b=0Vb+2a=0b=0Vb=-2a

Para a = 0 tem-se:

1(0,0); v(0,0);u.v =10

Para b = —2a tem-se:

u(—6a,a); v(—a,—2a)

Para U e U serem perpendiculares tem de ter-se 1.7 = 0, assim sendo

obtém-se:

Uv=0 (-6a,a).(—a,-2a) =0 —6a?>—-2a*>=0¢&

© —8a?=0=a=0, logou # 0 e # 0, nunca poderdo ser L.
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Exercicio 7.7 | Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que w’. 7 = k?, u’ tem

coordenadas (—5k,p) e ¥ tem coordenadas do tipo (—p, 3k), p,k € R.

Determine K em funcdo de p, indique de coordenadas de 1 e ¥ em fungio de p e averigue

se U e U poder3o ser perpendiculares sem nenhum deles ser o vetor nulo.

Exercicio 7.8 | Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que w.7 =a®?—4, W

tem coordenadas (2a, b) e U tem coordenadas do tipo (—b, a).

Determine a em funcdo de b, indique de coordenadas de i e ¥ em funcdo de b e averigue

seu e U poderdo ser perpendiculares sem nenhum deles ser o vetor nulo.

—

Exercicio 7.9 | Num referencial ortonormado do plano, sabe-se que w.¥v =a?—4, u

tem coordenadas (2a, b) e U tem coordenadas do tipo (—b,a), a,b € R\{0}.

Determine a em funcdo de b, indique as coordenadas e U e ¥ em funcdo de b e averigue

— - ~ .
se U e v poderdo ser perpendiculares.
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Exemplo 7.5

Na figura esta representado um quadrado A (a,b) G D (d.b)
@

[ABCD]. Em que A(a,b), B(a,c),
C(d,c)eD(d,b),
abc,d € RAd—a=b—c=k, keR".

Os pontos FeG s3ao os pontos médios

respetivamente dos lados [AB] e [DA].

Prove, utilizando as coordenadas de 4,B,C e D, Figura 35 | Figura adaptada do Caderno de apoio

que CF e BG s3o perpendiculares. GA11, pp. 21.
Resolugdo: e Cilculo de F (ponto médio de [AB])

F_(a+a b+c>_( b+C)
2 "2 )T\*

e Calculo de G (ponto médio de [AD]):

G_(a+d b+b>_(a+db)
“\2 2 )\ 2"V

e Calculo das coordenadas de CF

CF=F-C=(aZ)-(do)=(a-d=~c)=(a-d=)

Calculo das coordenadas de BG

BG=G-B= (azﬂ,b)—(a,c) = (aTer—a,b—c) = (_a+d,b—c)

2

e Calculo de CF.BG

CF.BG = (a B d’%) ) (—a2+d,c B d) =(a—d)x (—a2+d) + (b_ZC)Z
ecomod —a =b—c =k, tem-se:

ﬁ.ﬁzkx(—§)+—=——+—:0,

0 que prova a perpendicularidade dos vetores CF e BG.
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Exercicio 7.10 | Na figura esta representado um
quadrado [ABCD]. Em que A(0,a), B(0,0),
C(a,0)eD(a,a), a € R*.Ospontos F e G sdo os

pontos médios respetivamente dos lados

[AB] e [DA].
Prove, utilizando as coordenadas de

A,B,C e D,que CF e BG sdo perpendiculares.

Exercicio 7.11 | Na figura esta representado um

losango [ABCD]. Em que A(a,b), B (aTJrC,d),

a+c

C(c,b),D(T,d—b), a,b,c,d € R.

Os pontos FeG sdo os pontos médios
respetivamente dos lados [AB] e [DA]. Prove,
utilizando as coordenadas que as suas diagonais

sdo perpendiculares.

Lia )

o,

Figura 36 | Figura adaptada do Caderno de
apoio GA1l, pp. 21.

B {{a+o)/2,d}

Oifa-e)21d-0)

Figura 37 | Figura criada pelo autor no programa

GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Exercicio 7.12 | Prove, utilizando coordenadas no plano, que as diagonais de um

guadrado sdo perpendiculares.

Fim da ficha 7
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Ficha 8 | Determinacdo da equacdo da reta tangente a uma circunferéncia
num dado ponto no plano

Determinagao da equagao da reta tangente a uma circunferéncia num
dado ponto no plano

Descritor GA11 4.2 das metas curriculares

Resumo Tedrico

Na figura esta representada reta r tangente a uma circunferéncia c de centro C e raio R.

LEGENDA

r - equacdo da reta tangente a circunferéncia no ponto T(xt,yt)
R P(x,y) - ponto genérico da reta r

¢ - circunferéncia

C - centro da circunferancia de coordenadas (xc,yc)
R - raio da circunferéncia

Figura 38 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Sendo P de coordenadas (x,y) um ponto genérico da reta r, C(x.,y.) o centro da

circunferéncia de coordenadas e R o raio dessa circunferéncia tem-se:
A equacdo reduzida da circunferéncia reduzida sera dada por:

(x = x)? + (y —¥)* = R%

Qualquer reta tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de

tangéncia, logo a sua equacdo podera ser dada por CT.TP = 0.
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Exemplo 8.1

Considere um referencial ortonormado do plano Oxy a circunferéncia de equac¢do x2 +
4y + y? — 8x = 0 e o ponto T(2,—1). Determine a equagdo reduzida da reta tangente

a essa circunferéncia no ponto T.

Resolugao:

x2+4y+y?-8x=0x2-8x+y’+4y=0=x>-8x+y?+4y=0
Sx2—-8x+4°+y? +4y+22 =42+ 22 = (x-4)?+(y-2)??=16+4 &
e (x—4)?2+(y—-2)2=20

Assim sendo o centro da circunferéncia tem coordenadas (4,2).
e Ascoordenadas do vetor CT s30 CT =T —C = (2,—1) — (4,2) = (-2,-3)
e As coordenadas de um ponto genérico da reta tangente a essa circunferéncia no
ponto T serd dado por P(x,y) desta forma tem-se:
TP = (x,y) = (=2,-3) = (x + 2,y +3)
e Assim sendo tem-se:

(T.TP=0= (-2,-3).(x+2,y+3) =0 = —2(x + 2)—=

=(-2,-3)x+2,y+3)=0=3(y+3)=0=

©-2x—4-3y-9=0 -3y=2x+13e3y=-2x—13y=—-x—=

Exercicio 8.1 | Considere um referencial ortonormado do plano Oxy a circunferéncia de
equagdo (x —5)2 + (y + 2)? = 4 e o ponto A(—3,5).

Determine a equacado reduzida da reta tangente a essa circunferéncia no ponto A.

Exercicio 8.2 | Considere um referencial ortonormado do plano Oxy a circunferéncia de
equacdo (x — 5)2 + y> —y = 0 e o ponto B(—2,—1).

Determine a equacao reduzida da reta tangente a essa circunferéncia no ponto B.

Exercicio 8.3 | Considere um referencial ortonormado do plano Oxy a circunferéncia de
equacdo x> — /8y + y% —/18x = 0 e o ponto P(0,V/2).

Determine a equacao reduzida da reta tangente a essa circunferéncia no ponto P.
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Exemplo 8.2

Num referencial ortonormado Oxy do plano a reta r definida por y = —6x — 17 é

tangente a duas circunferéncias de raio v37, no ponto T de coordenadas (—3,1).

Determine as coordenadas do centro de cada uma dessas circunferéncias.

Resolugdo:

e Ascoordenadas de um ponto genérico P da reta r sdo P(x, —6x — 17), desta forma:

TP=P—T=(x,—6x—17)—(-3,1) = (x + 3,—6x — 18)
e Um vetor % perpendicular a TP terd de coordenadas (6x +18,x + 3)

e A norma desse vetor tera de ser igual a v37, assim sendo tem-se:

2
JGx+18) + (x + 3)2 = V37 & (/(6x + 18)2 + (x + 3)?) =(V37) =
S (6x+18)?%?+(x+3)?2 =37
© (6x)2+2Xx6xx18+18%2+x2+2%x6x%x3+32=37 =

& (6x)*> +216x +324+ x> +6x+9=37 ©37x*> +222x+296 =0 &

—222+V2222-4x37x296
= > =

= x x=—-2Vx=-4

Para x = —2, tem-se:

#=(6x(=2)+18-2+3) =(61)

e como ¢ =t + U obtém-se

C=(31)+(61)=(32)

Para x = —4 tem-se:

(6 X (—4) + 18,—4 + 3) = (=6,—1)

U

e como C = T + U obtém-se

C=(-31)+(—6,—-1)=(-90)

Resposta: C(3,2); C(—9,0)

122



Exercicio 8.4 | Num referencial ortonormado Oxy do plano a reta r definida por
y = x + 5 é tangente a duas circunferéncias de raio 2v2, no ponto A de coordenadas

(—=2,3). Determine as coordenadas do centro de cada uma dessas circunferéncias.

Exercicio 8.5 | Num referencial ortonormado Oxy do plano a reta r definida por
y = Zix + 4 é tangente a duas circunferéncias de raio 2+/5, no ponto A de coordenadas

(2,5). Determine as coordenadas do centro de cada uma dessas circunferéncias.

Exercicio 8.6 | Num referencial ortonormado Oxy do plano a reta r definida por
y = x + 3 é tangente a duas circunferéncias de raio v/2, no ponto B de coordenadas (0,3).

Determine a equacao reduzida de cada uma dessas circunferéncias.

Exemplo 8.3

Num referencial ortonormado Oxy do plano a reta r definida por y = —;—C é tangente a
varias circunferéncias de raio a\/g, a € R* no ponto T de coordenadas (2a, a).

Determine as coordenadas dos centros de todas as circunferéncias.

Resolugao:

e Ascoordenadas de um ponto genérico P da reta r sdo P (x, g), desta forma:

ﬁ’)zP—Tz(x—Za,g—a)

e Um vetor U perpendicular a TP terd de coordenadas (—g +a,x— Za)

e A norma desse vetor tera de ser igual a aV/5, assim sendo tem-se:
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\/(—;+a)2 +(x—-20)?=a'5=

2

X 2

= <\/(—g+a)2+(x—2a)2> = (a\/g)z = (_E) —xa+a®+x*—4xa+4a* =5d* =

x? 5 x? 5x
@Z—Sxa+x —4xa=0<:>T—9xa=0<:)x(T—9a)=0<:>

5x X 36a
(:)szVT—9a=0@x:0VT=9a®x=OVx=?

Para x = 0, tem-se:
u=(a,—2a)
e como C = T + U obtém-se

C = (2a,a) + (a,—2a) = (3a,—a)

_)_( 36a 36a ) ( 26a 26a>
v 10’5

26a 26 3a 3la
C =(2a,a)+ (—— —a) = (_?,T>

3a 31

Resposta: C(3a,—a); C (—?,?a), a € R*
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Exercicio 8.7 | Num referencial ortonormado Oxy do plano a reta r definida por y = _5_2X

é tangente a varias circunferéncias de raio 5av/5, a € R* no ponto T de coordenadas

(10a, 5a). Determine as coordenadas dos centros de todas as circunferéncias.

Exercicio 8.8 | Num referencial ortonormado Oxy do plano a reta r definida por y=-X é

S
tangente a varias circunferéncias de raio TS a€R" noponto T de coordenadas (a, —a).

Determine as coordenadas dos centros de todas as circunferéncias.

Exercicio 8.9 | Num referencial ortonormado Oxy do plano a reta r definida por

y=—7x é tangente a varias circunferéncias de raio 5a ae%* no ponto T de

coordenadas (3a, —a). Determine as coordenadas dos centros de todas as circunferéncias.

Fim da ficha 8
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Ficha 9 | Operacdes com coordenadas de vetores definidor num plano

ortonormado do plano

Operagoes com coordenadas de vetores definidor num plano
ortonormado do plano

Descritores GA10 6.1; 6.2; 6.3; 6.4; 6.5 e 6.6 das metas curriculares

Resumo Tedrico

y
e = (1,0)
Sabendo que U = (uq,uy); i
v & =(0,1)
U= (v,1,); 2 € R, tem-se:
6_*2 ?l 1 ?2
_ X
O -
€1

Figura 39 | Figura criada pelo autor no programa GeoGebra (GeoGebra,
2001).

o U=Ue+U,e, < U=U(L0)+U,(0,]) < u=(u,u,)
o U=(U,U,),v=(V,V,), veR

o U+V=(U,U,)+(V,V,) = (U +V,, U, +V,)

. iﬁ:l(ul,uz):(lul,/luz).
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Exemplo 9.1

Considere um referencial ortonormado de plano (0,€,,€,).

Escreva as coordenadas de u sabendo que u= (2ej+3€) .
Resolugio: U=2(10)+3(0,1)=(2,0)+(0,3)=(2,3)

Resposta:  U(2,3)

Exercicio 9.1 | Num referencial ortonormado de plano (0,e,,e,) sabe-se que u =2e, +5¢,,

V=26 ++/Z6, e W= 56—,

9.1.1 | Escreva as coordenadas de U .
9.1.2 | Escreva as coordenadas de V.

9.1.3 | Escreva as coordenadas de VV
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Exemplo 9.2

Considere um referencial ortonormado de plano (0,5;,@) sabe-se que U(-3,4).

Escreva U como a soma dos seus componentes.

Resolugdo: ﬂ = —361 + l]z

Exercicio 9.2 | Num referencial ortonormado de plano (O,E;,g) sabe-se que

i =(—v2,3),3(5—-V3) e w(4,—2).

9.2.1 | Escreva U através da soma das suas componentes.
9.2.2 | Escreva ¥ através da soma das suas componentes.

9.2.3 | Escreva W através da soma das suas componentes.

9.2.4 | Escreva /5w através da soma das suas componentes.
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Exemplo 9.3

Num referencial ortonormado de plano (0,€,,€,) sabe-se que ﬁ(—5,3) e v(3,-4).

Escreva como a soma das suas componentes os seguintes vetores:
93.1|u+7v
932 |uU—-7

9.3.3 | U4 + V27

Resolugdo: 9.3.1|u+ v =(-53)+(3,—4)=(-2,—-1) = —2e; — e,

932 |4 —%=(=53)— (3,—4) = (-8,7) = —8¢; + 7¢;

9.3.3 | i + V20 = (=53) +V2(3,—4) = (-5,3) + (3vV2, —4V2) =
= (=5+43V2,3-4V2) = (=5 +3V2)e; + B - 4V2)e;

Exercicio 9.3 | Num referencial ortonormado de plano (0,e;,e,) sabe-se que
17(—\/5,—2),13(7,—4\/7) eW(\/g, \/§) Escreva como a soma das suas componentes 0s

seguintes vetores:

9.3.1|u+2v
9.3.2 | i —37
9.3.3 |14+ 57
934 |Uu+V+W

9.3.5 | —3W + V5uU — ¥
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Exemplo 9.4

Num referencial ortonormado de plano (0,€,,€,) sabe-se que U=ae, +be,,

v=ce +de, e u+v=3e —5e,, determine as coordenadas de 2 pares de vetores U€ V.

Resolugdo:
. G+V=(aej+b€)+(ce?+d€)=aej+be§+cej+dej=(a+c)ej+(b+d)€

U+v=3g +-5¢, < (a+c)e +(b+d)e, =3¢ ~5¢, < a+c=3 _ [a=3-c
=0t 2 1 2 T Y 2 bid=-5 d=5-b

e Fazendo, por exemplo c=1Ab=1obtém-se:

a=2Ad =4, desta forma:

u=2e +e, =2(1,0)+(0,2) = (2,0)+(0,2) = (2,2)

v=eg +4e, =(1,0)+4(0,1) = (1,0)+(0,4) = (1, 4)

e Fazendo, por exemplo c =2 Ab =30btém-se:

a=1Ad =2, desta forma:

u=e +3e, =(10)+3(0,1) = (1,0)+(0,3) = (1,3)

v=2e +2e, =2(1,0)+2(0,1) = (2,0)+(0,2) = (2,2)

Resposta:

u(2,1),v(L4); u(,3),v(2,2), por exemplo.
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Exercicio 9.4 | Num referencial ortonormado de plano (0, e;, e,) sabe-se que U = ae; —
2be,, U =3ce; +2de, e U — 2V = 2e; — 5e,, determine as coordenadas de 2 pares

de vetores Ui e V.

Exercicio 9.5 | Num referencial ortonormado de plano (0, e7, e;) sabe-se que i = V2ae; —
S5be,, U = —ce;, +3de, e U —+20 =5e; +3e, , determine as coordenadas de 3

pares de vetores i e .

Exercicio 9.6 | Num referencial ortonormado de plano (0, e7, e;) sabe-se que U = ae; +
be,, v = —3e;+ce, e 5u— 30U =de; + 5e,, determine as coordenadas de 3 pares
de vetores i e v, determine dois pares de coordenadas para cada um dos vetores U, U e

5u — 3.

Fim da ficha 9
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Ficha 10 | Determinac¢do da equacao vetorial de uma reta no plano

Determinac¢ao da equagao vetorial de uma reta no plano
Descritores GA10 7.1;7.2 e 7,5 das metas curriculares

Resumo Tedrico

Qualquer reta fica definida dados um ponto e uma direcdo, deste modo a equacao

vetorial de uma reta r no plano é dada por:
r(Xy)=(Xa Ya)+ AU, v,), A €R, em que:
(XA, yA) —> representa as coordenadas de um ponto da reta r

(ul,uz) —>representa as coordenadas de um vetor diretor da reta r

Exemplo 10.1

Num referencial ortonormado do plano considere os pontos A e B de coordenadas

(2,=5) e (—3,4), respetivamente. Determine uma equacdo vetorial de AB.

Resolugdo: Determinagdo das coordenadas de E, vetor diretor de AB:

AB=B-A=(-34)—(2,-5)=(-5,9)

Resposta: (X, y):(2,—5)+ﬂ,(—5,9),2,€9{
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Exercicio 10.1 | Num referencial ortonormado do plano considere o ponto A de
coordenadas (—7,4), e um vetor I' de coordenadas (—5,7). Escreva uma equagado vetorial

da reta que contém o ponto A e tem a diregdo de I .

Exercicio 10.2 | Num referencial ortonormado do plano considere os pontos A,B e C de

coordenadas, (\/§,%), (\/f,—%) e (V18,—5), respetivamente. Determine uma equagio

vetorial de:
10.2.1 AB;
10.2.2 AC;

10.2.3 BC;
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Exemplo 10.2

Num referencial ortonormado do plano, considere uma reta r, definida pela equacao
(x,y) = (—3,2) + A(3,—4), 1 € R. Determine as coordenadas do ponto A da retar cuja

ordenada é zero.

Resolugdo:

A reta r tem equagao:
(x,y) =(-32)+A3,-4), e R

Se a ordenada é zero ter-se-a:

x,0)=(-32)+13,-4),1eR=(x,0)=(-3+312-41),1eR

x=-3+31
x =—3+ 31
1
‘:’{0=2—4,1 AeERe - AeERe
-3
= /1_1 LAER o 1
2 ~ 2

3
Assim sendo o ponto A tera de coordenadas (—E,Oj.

Exercicio 10.3 | Num referencial ortonormado do plano considere uma reta r, definida pela

equacdo (X, y)=(5-3)+4(4,-7),4 € R. Determine as coordenadas do ponto A da reta

T cuja abcissa é zero.

Exercicio 10.4 | Num referencial ortonormado do plano considere uma reta r, definida pela

1 1
equagao (X, y) = (—5,—3j + /1[1, Ej ,A € R Determine as coordenadas do ponto B da reta

T que interseta o eixo das ordenadas.

Exercicio 10.4 | Num referencial ortonormado do plano considere uma reta r, definida pela

equagdo (x,y)= (\/5,1)+/1(3, —2), A € R. Determine as coordenadas do ponto B da reta

T que interseta a reta de equacao x = 4.
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Exemplo 10.3

Num referencial ortonormado do plano, considere um nimero real a diferente de zero
e uma reta r, definida pela equagdo (x,y)=(a,3a)+4(-14),AeR. Determine as

coordenadas de um ponto A da reta r cuja ordenada é zero.

Resolugao:

A retar tem equagao:
(x,y)=(a,3a)+A(-1,4),1eR
Se a ordenada é zero ter-se-a:

(x,0)=(a,3a)+A(-L4),AeR<=(x,0)=(a—-4,3a+41),le R

K—a— 1 X=-3+31 x:—3+3><(—%aj
AeRS 33 ,AeRe AeRe
0=3a+41 A=— -3a
4 A=—
4
x=—3—ga
AeR

A=1
2

9
Assim sendo o ponto A tera de coordenadas (—3—Za,0j se, por exemplo, a = 4 ter-se-

a: A:(—s—%m,oJ@ A=(-3-9,0) = A=(-12,0)
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Exercicio 10.5 | Num referencial ortonormado do plano considere um numero real k
diferente de zero e uma reta r, definida pela equagdo (X,y)=(k,~k)+A1(5-2),AeR.

Determine as coordenadas de um ponto B da reta r cuja ordenada é zero.

Exercicio 10.6 | Num referencial ortonormado do plano considere um numero real k
- i k

diferente de zero e uma reta r definida pela equagio (X, Y)= 2k,—§ +1(3,-8),1eR.

Determine as coordenadas de um ponto B da reta r que interseta o eixo das ordenadas.

Exercicio 10.7 | Num referencial ortonormado do plano considere um numero real k

diferente de zero e uma reta T, definida pela equacao
k
(x,y)= (ﬁk,—§j+ /1(\/%, 2),/1 €N . Determine as coordenadas de um ponto B da reta

T que interseta a bissetriz dos quadrantes impares.
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Exemplo 10.4

Num referencial ortonormado do plano, considere dois nimeros reais a e b diferentes

de zero e uma reta r, definida pela equagdo (x,y)=(a,—a)+4(2b,b), 1 eR.

Determine as coordenadas de dois pontos da reta r cuja abcissa é zero.

Resolugao:

A retar tem equacgao:
(x,y)=(a,—a)+A(2b,b),1eR
Se a abcissa é zero ter-se-a:

(0,y)=(a,—a)+1(2b,b),1eR<=(0,y)=(a,—a)+(24b,tb), 1 eR =

0O=a+21b 2Ab=-a
(0,y)=(a+2ib,—a+1b),leR < AeRe AeRe
y=-a+Ab y=-a+4b
pR—_ h=m ’1:_2%
=" aene 2b AeRe AeR
=-a+4b y:—a+—i><b e y=—a+(—gj
Y 2b 2
1:—2%
& AeER
__ 3
2

Qualquer ponto nestas condi¢cdes ndo depende de b, como era espectavel, uma vez que
o vetor diretor da reta serad do tipo (2b,b) = b(2,1), como se observa, consegue-se

colocar b em evidéncia, assim sendo para qualquer b diferente de zero, um ponto nestas

3a
condi¢Oes terd de coordenadas (O,—?j ,com a=0.

Assim sendo ter-se-3a, por exemplo:
a=2; A(0,-3)

a = 4; B(0,—6)
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Exercicio 10.8 | Num referencial ortonormado do plano considere dois numeros reais a e

b  diferentes de zero e uma reta r, definida pela equagdo

(x,y)=(5a,—3a)+A(—-2b,3b), 4 € R. Determine as coordenadas de dois pontos da reta r

gue interseta a reta de equacao x = 4.

Exercicio 10.9 | Num referencial ortonormado do plano considere dois nimeros reais a e

b  diferentes de zero e uma reta r, definida pela  equacdo
5
(x,y)=(-a,2a)+1 —3b,—§b ,A € R . Determine as coordenadas de dois pontos da reta

T que interseta a bissetriz dos quadrantes impares.

Exercicio 10.10 | Num referencial ortonormado do plano considere dois nimeros reais a e

b  diferentes de zero e uma reta r, definida pela  equacao

(x,y)= (3b,4b)+/1(—2a,\/§a),/1 € R . Determine as coordenadas de dois pontos da reta

T que interseta a bissetriz dos quadrantes pares.

Fim da ficha 10
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Ficha 11 | Determinacdo da equacdo reduzida de uma reta ndo vertical no

plano

Determinag¢ao da equag¢ao reduzida de uma reta nao vertical no plano

Descritores GA10 7.3 e 8.3 das metas curriculares

Resumo Tedrico

Uma reta fica definida por dois pontos, deste modo considere-se os pontos A(XA, yA) e

B(Xs: Ve )
A equacdo reduzida da reta no plano é dada por:
y=mx+b, em que:

Ye = Ya
—X

m — representa o decilve daretae M= ,Xg X, ou AB=B- A= (u,v), edeste

XB A

Vv
modo M= G , U=0.As coordenadas de um vetor diretor da reta podem ser dadas por

(1, m).

b — representa a ordenada na origem

(ul, uz)—>representa as coordenadas de um vetor diretor da reta r

Exemplo 11.1

Num referencial ortonormado do plano considere os pontos A e B de coordenadas

(—3,4) e (2, —3) respetivamente. Determine uma equagdo reduzida de AB.

Resolugao:

_—

e Determinacao das coordenadas de AB , vetor diretor de AB:

AB=B-A=(2,-3)—(-3,4)=(5-7)
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e Determinacéo do declive de AB:

7

7
m= —g , logo a equacdo reduzida de AB serd do tipo Y = —gX+b (2)

e Determinagéo da ordenada na origem de AB:

Como os pontos A e B pertencem a reta AB pode-se utilizar as coordenadas de um deles para

determinar b. Utilize-se por exemplo as coordenadas do ponto A, substituindo-as na expressdo

(1), assim sendo tem-se

21

4= Lx(B)tboa=2ipeb=a-Zop
5 5 5

e Escrever a equacao reduzida de AB:

oIyt

5 5
Resposta: y——zx—1
posta: 5 5

20 21

5 5

Sb=-=

5

Exercicio 11.1 | Num referencial ortonormado do plano considere o ponto A de

coordenadas (—8,3), e um vetor I' de coordenadas (—5,6). Escreva uma equagao

reduzida da reta que contém o ponto A e tem a diregao de I' .

Exercicio 11.2 | Num referencial ortonormado do plano considere os pontos A4, B e C de

coordenadas, (\/§, %), (\/7, —%) e (\/ 18, —5) respetivamente. Determine uma reduzida

de:
10.2.1 | AB;
10.2.2 | AC;

10.2.3 | BC.
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Exemplo 11.2

Num referencial ortonormado do plano, considere uma reta r, definida pela equacdo

4x—3+2y=0.Determine as coordenadas do ponto A da reta r que interseta o eixo das

abcissas.

Resolugdo: A retar tem equagao:
3 o .
4x-3+2y=0=2y=-4x+3 y= —2x+§ equagao reduzida da reta
No ponto em que 7 interseta o eixo das abcissas a ordenada é zero, deste

modo ter-se-3a:

O=—2x+§<:>2x=§<:>x=§
2 2 4

3
Resposta: O ponto 4 tem coordenadas Z,O

Exercicio 11.3 | Num referencial ortonormado do plano considere uma reta r, definida pela
equacao —2X+5-4y =2 Determine as coordenadas do ponto A da reta r cuja abcissa é

Zero.

Exercicio 11.4 | Num referencial ortonormado do plano considere uma reta r, definida pela
equacao 5y—-3X=-2. Determine as coordenadas do ponto B da reta r que interseta a reta

de equagdo x = 5.
Exercicio 11.5 | Num referencial ortonormado do plano considere uma reta r, definida pela

equacdao —9x+4—3y. Determine as coordenadas do ponto B da reta r que interseta a

bissetriz dos quadrantes impares.
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Exemplo 11.3

Num referencial ortonormado do plano, considere um nimero real a diferente de zero,
determine a equacao reduzida de uma reta que contém no ponto A de coordenadas

(—1,2) e cuja ordenada na origem é —3.

Resolugdo: Uma reta com ordenada na origem —3 serddotipoy = mx — 3, em que
m sera o decilve da reta e como contém o ponto de coordenadas (—1,2)
ter-se-d: 2 = —m — 3 & m = -5, deste modo a equacgao reduzida da reta

solicitada sera y = —5x — 3.

Exercicio 11.5 | Num referencial ortonormado do plano considere um numero real a
diferente de zero, determine a equacado reduzida de uma reta que contém no ponto A de

coordenadas (5, —6) e cuja ordenada na origem é 8.

Exercicio 11.6 | Num referencial ortonormado do plano considere um numero real a

diferente de zero, determine a equacao reduzida de uma reta que contém no ponto B de

2 1
coordenadas (—E,Zj e cuja ordenada na origem é —g.

Exercicio 11.7 | Num referencial ortonormado do plano considere um numero real a

diferente de zero, determine a equacao reduzida de uma reta que contém no ponto C de

coordenadas (\/E_S —Jl_z) e cuja ordenada na origem é \/E
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Exemplo 11.4

Num referencial ortonormado do plano, considere um nimero real a diferente de zero,
determine a equacgdo reduzida de uma reta que contém no ponto A de coordenadas

(2,—3) e com declive —1.

Resolu¢do: Uma reta com declive —1 serd do tipoy = —x + b, em que b serd a
ordenada na origem e como contém o ponto de coordenadas (2, —3) ter-
se-a: —3=—2+b © b = —1, deste modo a equacdo reduzida da reta

solicitadaserdy = —x — 1.

Exercicio 11.8 | Num referencial ortonormado do plano considere um numero real a
diferente de zero, determine a equacao reduzida de uma reta que contém no ponto A de

coordenadas (—8,3) e com declive 3.

Exercicio 11.9 | Num referencial ortonormado do plano considere um numero real a

diferente de zero, determine a equacao reduzida de uma reta que contém no ponto A de

coordenadas [—%,lj e com declive —%.

Exercicio 11.10 | Num referencial ortonormado do plano considere um numero real a

diferente de zero, determine a equacao reduzida de uma reta que contém no ponto A de

coordenadas (\/5 —J§) e com declive \/E
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Exemplo 11.5

Num referencial ortonormado do plano, considere um nimero real a diferente de zero
e uma reta r, passa no ponto A de coordenadas (2,5) e esta definida pela equagdo mx +

3y =7 A m # 0. Determine o decilve da reta.

Resolugdo: A retar tem equacio:

mx+3y=7<3y=—Mmx+7< y:—gx+£

Como a reta r contém o ponto A tem-se:

7 _—2m+7

5=—%x2+§@5 o 15=-2m+3< 2m=12<m=6

Exercicio 11.11 | Num referencial ortonormado do plano considere um nimero real a
diferente de zero e uma reta r, passa no ponto A de coordenadas (—3, —9) e estd definida

pela equacdo mx — 3y = —9 A m # 0. Determine o decilve da reta.

Exercicio 11.12 | Num referencial ortonormado do plano considere um nimero real a

diferente de zero e umareta r, passa no ponto A de coordenadas (—\/g \/E) e estd definida

2
pela equacao 7mx+1: 2 A m # 0. Determine o declive da reta.

Exercicio 11.13 | Num referencial ortonormado do plano considere um nimero real a

diferente de zero e uma reta r, passa no ponto B de coordenadas (—J§ \/12) e estd

3
definida pela equacgdo 7 mx+4=-5 A m # 0. Determine o declive da reta e outro ponto

da reta diferente de B.
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Exemplo 11.6

Num referencial ortonormado do plano, considere dois nimeros reais a e b diferentes
3
de zero e dois pontos A(—a,—2a)e B(—b, 3b), ai—Eb . Determine uma equacéo

reduzida da reta AB.

Resolugao:

e Determinacao das coordenadas de AB , vetor diretor de AB:

AB =B-A=(a,—2a)—(-b,30b) = (a-+h,—2a—3h)

o Determinacéo do declive de AB:

m a+h | 3o reduzida de AB serd do tipo Y b X+K(2)
= , 1080 a equagao reduzida de sera do tipo = -
Da+3p’ JBC8eauas P 2a+3D

e Determinacgdo da ordenada na origem de AB
Como os pontos A e B pertencem a reta AB pode-se utilizar as coordenadas de um deles para
determinar k. Utilize-se por exemplo as coordenadas do ponto A, substituindo-as na expressao

(2), assim sendo tem-se:

2 2 2
g a+b «(~a)+k <:>k:_a +ab_2a<:>k:_a +ab+4a” +6ab
2a+3b 2a+3b 2a+3b
__5a*+7ab
2a+3b
e Escrever a equagao reduzida de AB
__a+b X_5a2 +7ab
2a+3b 2a+3b
Por exemplo para a=1Ab =1, tem-se:
2, 12

1+1 5x1% +7x1x1
- X— =3
2x1+3x1 2x1+3x1 5 5
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Exercicio 11.14 | Num referencial ortonormado do plano, considere dois numeros reais a
e b diferentes de zero e dois pontos A(a,—a) e B(—b,b), a=—b . Determine uma

equacao reduzida da reta AB.

Exercicio 11.15 | Num referencial ortonormado do plano, considere dois nimeros reais a
. : 7 .
e b diferentes de zero e dois pontos A(—3p,4p) e B(8q,—7q), P# Zq . Determine duas

equacoes reduzidas da reta AB.

Exercicio 11.16 | Num referencial ortonormado do plano, considere dois nimeros reais a

e b diferentes de zero e dois pontos A(v2c,4c) e B(v/8¢,12¢), c#0 . Determine uma

equacao reduzida da reta AB.

Fim da ficha 11
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Ficha 12 | Determinacdo da equacdo cartesiana do plano dados um ponto e
um vetor normal, ou dados trés pontos nao colineares

Determinac¢ao de uma equagao cartesiana do plano dados um ponto e
um vetor normal, ou dados trés pontos nao colineares

Descritores GA11 3.4, 3.5 e 3.6 das metas curriculares

Resumo Tedrico

Na figura estdo representados um plano «, : #i(a, b, )
o ~ o :

trés pontos, A(xy,V4,24),Be C ndo AR~ Fys

P A L

colineares pertencentes (logo definem um ' ¢

plano) a @ e um vetor 71(a, b, ¢) normal a a.

Figura 40 | Figura criada pelo autor no programa
GeoGebra (GeoGebra, 2001).

Uma equacdo cartesiana de a é dada porax + by +cz+d = 0,

oupora(x —xz) +b (y—y4) +c(z—z,).

Exercicio 12.1 | Num referencial ortonormado do espaco, considere-se um plano «. Seja
A (=5,—8,—3) um ponto pertencente a esse plano e 71(9, —4,3) um vetor perpendicular

(normal) a esse plano. Determine uma equacao cartesiana de «.
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Exemplo 12.1

Num referencial ortonormado do espaco, considere-se um plano a. Seja A (—2,—4,5)
um ponto pertencente a esse plano e 71(—3,4,5) um vetor perpendicular (normal) a esse

plano. Determine uma equagao cartesiana de «.

Resolugdo:

e Oplano aterd de equagao —3x +4y +5z+d = 0.

e Calculando d com o auxilio do ponto A tem-se

—3X(-2)+4Xx(—4)+5Xx5+d=06—-16+25+d=0<
& d=-15.

Assim sendo —3x + 4y + 5z — 15 = 0 sera uma equagao cartesiana do plano a.

Exercicio 12.2 | Num referencial ortonormado do espaco, considere-se um plano «. Seja
3 2 S 11 .
P (— 3 —2) um ponto pertencente a esse planoe a (— 5 2) um vetor perpendicular

(normal) a esse plano. Determine uma equacao cartesiana de a.
Exercicio 12.3 | Num referencial ortonormado do espaco, considere-se um plano a. Seja

Q(—\/g,\/g—B) um ponto pertencente a esse plano e B(\/l& —V 20, 3) um vetor

perpendicular (normal) a esse plano. Determine uma equacdo cartesiana de a.
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Exemplo 12.2

Num referencial ortonormado do espacgo, considere-se trés pontos A (—5,—2,7),
B (2,-3,7) e C (—2,3,—5), ndo colineares. Determine uma equagdo do plano definido

por esses trés pontos.
Resolugao:
Como é referido que A, B e C ndo sdo colineares, ja ndo é necessario verificar a nao
colinearidade entre esses trés pontos. Assim sendo tem-se:
e Determinacdo das coordenadas de AB:
AB=B-A=(2,-3,7)-(-5,-2,7) =(7,~1,0)

e Determinacdo das coordenadas de E

AC =C-A=(-2,3,-5)-(-5,-2,7) = (3,5,-12)

e Como 4, B e C n3o sdo colineares, entdo ABe AC, logo um vetor 7i(a, b, ¢),
perpendicular, simultaneamente a esses dois vetores, é perpendicular ao plano.

Assim sendo tem-se:

nAB=0 [(ab,c).(7,-10)=0 [7a-b=0 b=7a
I, = = < =
n.AB =0 (a,b,c).(3,5,-12) =0 3a+5b-12c=0 3a+35a-12c=0
= b=7a =N b=7a =N e =N e a ‘.R\{O}
(S
3a+35a-12c=0  |38a—12c=0 c:%a =%

Logo ﬁz(aja,%aj aeR\{0}

e Fazendo, por exemplo, a = 6 tem-se 71(6,42,19), assim sendo a equacdo do plano

serd do tipo 6X+42y+19z+d =0

e Calculando, agora d com o auxilio de um ponto tem-se:

6x(—5)+42x(-2)+19x7+d =0 < -30-84+133+d =0 < d =—19, logo a equagio

cartesiana do plano ABC sera 6X+42y+19z7-19=0
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Exercicio 12.4 | Num referencial ortonormado do espaco considere-se trés pontos
A(1,1,-4),B (—1,—-2,0) e C (0,—3,—4), ndo colineares. Determine uma equagdo do

plano definido por esses trés pontos.

Exercicio 12.5 | Num referencial ortonormado do espago considere-se trés pontos, ndo

12 14 2 4
i D __!_1_2 !E __l_’_l e F __’_!_3 . i a
colineares ( 3’5 ) [ 3’5 j ( 3’5 j Determine uma equagdo do

plano definido por esses trés pontos.

Exercicio 12.5 | Num referencial ortonormado do espago considere-se trés pontos, ndo
colineares F(—\/E,\/g,—3),G(—\/§,—\/E,—1) e H (—\/g,\/ﬁ,—Z). Determine uma

equacao do plano definido por esses trés pontos.
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Exemplo 12.3

Num referencial ortonormado do espaco, considere-se trés pontos, sendo k um nimero
real diferente de zero, A (k, 2k,3k), B (—k,3k,3k) e C (—k, 2k, —2k), ndo colineares.

Determine uma equacdo do plano definido por esses trés pontos.

Resolugao:

Como é referido que A, B e C ndo sdo colineares, ja ndo é necessario verificar a ndo

colinearidade entre esses trés pontos. Assim sendo tem-se:

e Determinagao das coordenadas de E :

AB =B - A=(—k,3k,3k)—(k, 2k, 3k) = (~2k, k, 0)

e Determinacdo das coordenadas de E

AC =C — A=(—k, 2k, —2k) - (k, 2k, 3k) = (2k,0,~5k)

e Como A, B e C n3o sdo colineares, entdio ABe AC, logo um vetor 7i(a, b, c),
perpendicular, simultaneamente, a esses dois vetores, é perpendicular ao plano.

Assim sendo tem-se:

iAE=01@bo.(2kkO=0 ) -2aktbk=0 =
T_l)ﬁz() (a,b,c).(—Zk,O,—Sk) =0 —2ak — 5¢ck = 0 k=0 C:—ga

Logo 71 = (a, 2a, —ga) a € R\{0}

e Fazendo, por exemplo, a = 5 tem-se 11 = (5,10, —2), assim sendo a equac3o do
plano sera do tipo:

5x +10y —2z+d =0.

e Calculando agora d com o auxilio de um ponto tem-se:

S5k +20k—-6k+d=0sd=-19

Logo a equacao cartesiana do plano ABC serd dada por:

5x+10y—2z—-19% =0 k+#0
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e Fazendo, por exemplo, k = 1, tem-se:

S5x + 10y — 2z —19 =0

Exercicio 12.6 | Num referencial ortonormado do espaco, considere-se trés pontos, sendo
p um numero real diferente de zero, A (p, —2p, —p), B (—p, 2p, —p) e C (p, 2p, —2p), ndo

colineares. Determine uma equacao do plano definido por esses trés pontos.

Exercicio 12.7 | Num referencial ortonormado do espaco, considere-se trés pontos, sendo
p um numero real diferente de zero, D (p,0,—p),E (0,2p,—p) e F (p,2p,0), ndo

colineares. Determine uma equacao do plano definido por esses trés pontos.

Exercicio 12.8 | Num referencial ortonormado do espaco, considere-se trés pontos, sendo
p um numero real positivo, D (\/E, 0,-p),E (/8p,2p,0) e F (0,2p, —p), ndo colineares.

Determine uma equacao do plano definido por esses trés pontos.

Fim da ficha 12
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Consideragoes Finais

O programa de matematica A com as metas é mais coerente que o anterior, fazendo com
que os alunos desenvolvessem com maior facilidade competéncias muito importantes,

nomeadamente ao nivel do raciocinio hipotético dedutivo.

A reintrodugdo da légica veio clarificar o raciocinio hipotético dedutivo nos discentes.
Desde o inicio da década de noventa do século passado que a ldgica bivalente ndo constava
nos programas de matematica do ensino secunddrio e tal facto prejudicou claramente os
alunos. A légica bivalente ndo é um dominio transversal uma vez que é dada com rigor na
disciplina de filosofia, tem de ser trabalhada por docentes com formac¢do adequada. A
l6gica sempre esteve presente nos programas de matematica do décimo segundo ano
desde o seu inicio no ano letivo de 1980/81 até ao ano letivo 1992/93. A partir dai e até a
entrada em vigor do programa de 2014 a ldgica bivalente passou a ser um conteudo
transversal, deixando de ser lecionada como uma matéria independente. Neste trabalho
propobs-se esclarecer que a légica bivalente continua a ser um dominio independente, se

bem que lecionada noutra disciplina.

Poder-se-iam evitar confusdes se nas aprendizagens essenciais de matemadtica A, no lugar
de escreverem: “a légica é dada quando for necessaria” mencionassem que: “a légica
proposicional passou a ser uma aprendizagem essencial da disciplina de filosofia”, logo
evitar-se-iam comentarios datados de 27 de Julho de 2018 da SPM (2019), que passamos a

mencionar:

Ndo promove uma linguagem rigorosa — ndo introduz conceitos rigorosos, nem tao pouco
promove uma linguagem rigorosa para a qual sdo indispensaveis os conhecimentos de Ldgica.
A Légica ndo é destacada nas AE de forma explicita e clara, tal como no programa em vigor, o
que é um erro e um claro retrocesso. E reduzida a um tratamento n3o explicito, o que prejudica
o rigor indispensdvel ao ensino da Matemdtica, prejuizo alias assinalado ao longo de dez anos
de aplicagdo do programa anterior. O programa em vigor tinha corrigido esse efeito, passando
a Ldgica a ocupar um lugar central neste ciclo de estudos, uma vez que relne temas
fundamentais e transversais a todo o Ensino Secundario. Este é mais um exemplo claro em que
o programa de 2001/2002 embora ultrapassado se sobrepde ao programa em vigor, o que
contraria fortemente o quadro legal em vigor e o ensino da Matematica.

(SPM, 2019)
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As metas curriculares estavam devidamente ajustadas em termos de conteldos e
sequéncia, sendo um contributo importante no desenvolvimento do raciocinio hipotético-
dedutivo nos discentes, no entanto os docentes tinham dificuldade no seu cumprimento
devido a extensdo do programa. Estas dificuldades poderdo ser compensadas com as

estratégias propostas.

Podemos comprovar que segundo o PISA tem existido uma evolu¢ao da literacia
matematica de 2000 até 2015 e que para 2018 com a aplicacdo das metas curriculares essa
evolugdo, prevé-se que devera continuar, uma vez que ficou demonstrado que a média dos
resultados do exame do décimo segundo ano de matematica A com a aplicacdo das metas
curriculares foi superior a média dos resultados sem as metas nos cinco anos

imediatamente anteriores a aplicacdo das metas.

Pelo exposto dever-se-a apostar na manutencao das metas curriculares, apenas ajustando
os programas dos varios anos relativamente ao tempo de lecionacdo e articulando a ldgica
bivalente com a filosofia, uma vez que todos os cursos com matematica A tém filosofia e

gerando caminhos para que as aprendizagens facam sentido.

E preciso cuidado na abordagem feita pela filosofia a légica bivalente, uma vez que a parte
curricular da disciplina até ao momento apenas integrava como dominio obrigatdrio a
l6gica de argumentos, bem distinta da légica bivalente uma vez que admite falacias, como
por exemplo: “Se o Jodo vai ao cinema, entdo vé filmes de terror, se vé filmes de terror é
violento, se é violento é assassino, logo se vai ao cinema é assassino”. A légica bivalente

praticamente ndo era lecionada na disciplina de filosofia.

Este tipo de raciocinio, que durante anos foi lecionado em filosofia, é falacioso e ndo é
aplicavel a légica proposicional, uma vez quer nao faz sentido por exemplo, afirmar que se
0 Jodo vai ao cinema vé filmes de terror, pois tal facto podera ndo acontecer. Assim, os
docentes de filosofia terdo de ter formacdo no sentido de compreenderem os reais
objetivos da ldgica bivalente, que sdo bem diferentes da légica de argumentos e essa ldgica
ndo tem qualquer significado para o raciocinio hipotético dedutivo, onde o raciocinio ndo

admite “meias verdades”.
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Relativamente a teoria de conjuntos, os conceitos ja estudados no ensino bdsico serdo
consolidados segundo a nossa proposta, no inicio do estudo das fungbes, com a nog¢do do
produto cartesiano de conjuntos. Este estudo sera de extrema importancia nomeadamente

no que respeita ao calculo combinatério, que sera abordado no inicio do 122 ano.

Depois de se fazer uma profunda analise das aprendizagens essenciais, propds-se um novo
programa, com caminhos bem definidos e interligados, tendo em conta as metas
curriculares e as aprendizagens essenciais. Na definicdo de limite de uma funcao segundo
Heine, optou-se pela definicdo em vigor até 2014, pelo facto de ser essa a abordagem feita

pela maior parte das instituicdes do ensino superior.

Os problemas de inversao constituem igualmente um precioso instrumento no sentido dos
alunos terem uma maior destreza na previsdao dos resultados, hoje em dia um dominio de
extrema importancia. Grande parte das vezes tém-se as consequéncias, mas falta saber o
gue as origina, dai ser extremamente importante as sucessivas inversées dos raciocinios.
Este tipo de destreza mental é de grande importancia para se formar adultos cada vez mais
capazes nas diversas dreas do conhecimento. Os cursos que tém matematica A sdo cursos
cientifico-humanisticos, deste modo os alunos ao sairem destes cursos tém de estar
devidamente preparados para o prosseguimento de estudos em diversas areas e ir-se-ao

confrontar com todas estas situagdes.

Como um programa de qualquer disciplina, pretende-se formar homens e mulheres cada
vez mais preparados para a sua vida futura. Assim sendo, propde-se a elaboragao de

cadernos de apoio com exercicios de inversao.
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