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Resumo

Nesta dissertacdo estudamos o artigo de Bjorn Poonen [Poo03b], Hilleertts problem and Mazur's con-
jecture for large subrings @ e investigamos computacionalmente os diversos conjuntos caracterizados n
artigo.

Comecamos por introduzir a teoria referente as variedades algébrieasmas elipticas , conceitos neces-
sarios ao entendimento do artigo em estudo.

No artigo de Poonen é demonstrada a inexisténcia dum algoritmo para de@dua;des polinomiais com
coeficientes em certos subanéis@&m ou nao solucdo nesses subanéis ou sejd pridblema de Hilbert
para esses anéis tem uma solucéo negativa. A ideia da prova é a partiuduenaliptica construir um mo-
delo diofantino do anel. Com esse fim, partindo duma curva eliptica estuda-se alguns conjuntdesnfin
de ndmeros primos que S&o recursivos.

Na parte prética da dissertacao definimos alguns algoritmos e calculamaseliyuentos destes conjuntos.

Palavras-chave:10° Problema de Hilbert, modelo diofantino, curva eliptica.



Abstract

This thesis studies the article Bjorn Poonen, Hilbert's tenth problem anddaznjecture for large su-
brings ofQ and investigates computationally the various sets featured in the article. Weblgégtroducing
the basic theory of algebraic varieties and elliptic curves, conceptssagdsr understanding the article
under consideration. In Poonen article the absence of an algorithmittedepolynomial equations with
coefficients in certain subrings §f have solutions in those subrings is proved, that is, Hilbert's tenth pro-
blem for these rings has a negative solution. The idea of proof is to it curve to build a diophantine
model of the ringZ. To this end, we study some infinite recursive sets of primes that are lomilten elliptic
curve.

The idea of proof is of an elliptic curve from building a diophantine model efZhring To this end, and
from a elliptic curve is studied some infinite sets of primes that are recurkivihe practical part of the
thesis we define algorithms and calculate some elements of these sets.

Keywords: Hilbert's tenth problem, diophantine model, elliptic curve.
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Capitulo 1

Introducao

Figura 1.1: David Hilbert

O 1@ problema de Hilber{[Hil02] , enunciado em 1900, continua passados ma&sm anos a ser objeto
da investigacdo matematica.

Na sua versdo original pretendia-se saber se existe um algoritmo gerdégide se uma equagéo polino-
mial em varias variaveis, com coeficientes no anel dos nimeros inteiraotagdes no anel dos nimeros
inteiros. O problema foi generalizado a outros anéis, nomeadamentel @@snémeros racionais.

O ambito do nosso estudo é um trabalho de Bjorn Poonen de 2003, em Quproldlema de Hilbert para
determinados subanéis dos nimeros racionais tem uma resposta negativa.

Tracaram-se essencialmente 2 grandes objectivos para este trabalho:

e 1(° problema de Hilbert e a contribuicao de Bjorn Poonen:

(1) Contextualizagé@o do tema.
(2) Estudo detalhado do artigo de Bjorn Pooenen. Demonstracao dmtedesPoonen.

e Estudo computacional duma curva eliptica na perspetiva do artigo de Rjoner:

(1) Verificacdo que a curva eliptica escolhida cumpre os requisitos defipala curva de Poonen.
(2) Calculos de pontos de coordenadas racionais.
(3) Verificacdo para diversos casos concretos de [P6o03alatiora 3] e de [Poo03a, Lemad).
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(4) Construcdo de um subconjunto feeom verificacdo das condi¢des impostas [Pob03b, Seccéo
7].

(5) Construcdo de subconjuntosTeT, eS.

Sendo o artigo de Bjorn Poonen construido com base em pontos codecadas racionais de curvas elip-
ticas, procedeu-se previamente a analise dos conceitos basicos dadesialgébricas e curvas elipticas,
conhecimentos indispensaveis a interpretacéo do artigo.

Para o estudo computacional seleccionou-se um software da area daatic€Sage). O facto dos objetos
matematicos\P (pontos racionais de curvas elipticas), crescerem em nimero de digitedida quen
aumenta, teve impacto na quantidade de resultados obtidos, como se detaetivo capitulo.

Em resultado desta metodologia, vem o trabalho organizado em 3 graedss a

¢ Revisdo Bibliogréfica - variedades algébricas e curvas elipticas ( @p):2

e O 1@ problema de Hilbert e o artigo de Bjorn Poonen (cap. 4).

e Estudo computacional da curva eliptica na perspetiva do artigo de BjorreRdgcap. 5).



Capitulo 2

Variedades Algébricas

Justifica-se uma revisdo dos conceitos basicos de variedades algélfinsae projetivas para um melhor
entendimento do desenvolvido no capitulo seguinte sobre curvas elipticas.
Comecamos pela nocao prévia de fecho algébrico.

2.1 Fecho Algébrico

Ao falarmos do fecho algébrico dum corpo estamos a referir-nos a uma extensao algébrida gee é
algébricamente fechada.

DEFINICAO 2.1.1. Seja K um corpo. O fecho algébrico de K é o menor corpo algébricametitade
que contém K. Representamo-lo far

EXEMPLOS 2.1.2. O fecho algébrico dos raciondge o corpo dos numeros algebridQgg; dos reaiR
€ o0 corpo dos numeros complext® dos complexo€ é o corpo dos proprios nimeros complekbs

@:@alg7 @:C, @:C

2.2 [Espaco Afim

Vamos definir conjuntos algébricos, variedades algébricas e pontadasi#gfndo singulares. Veremos
alguns exemplos orientados a equacgdes em 2 incégnitas, que sédo edteestudo.

2.2.1 Conjuntos Algébricos Afins
Comecemos por definir um espago afim:

DEFINICAO 2.2.1.Um n-espaco afim sobre um corpo K é o conjunto de n-tuplas
A":=A"K) = {P: (X1, %n) 1 X € K}

O conjunto dos K-racionais e é o conjunto
A"(K) = {P: (X1, ..y %n) €A" 1% € K}

Seja o0 anel dos polinémios emvariaveis K[X] = K[Xy, ..., Xn]Jcom coeficientes eld el C K[X] um ideal.
E sendo assim temos que:

DEFINICAO 2.2.2.Um conjunto algébrico afimV & um conjunto
V:{PGA”: f(P)=0 Vi EI}
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O ideal de V é definido por:
(V) = {f eK[X]: f(P) =0 vpev}

Um conjunto algébrico, diz-se definido sobre um cakp@ue representamos pérK se o seu ideal pode
ser gerado por polindmios el(X] , ou sejd (V) =1 (V/K) onde:

1(V/K) = {f eK[X]: f(P)=0 vpev} = 1(V)NK[X]
Note-se que para o0 conjunto désracionais pontos do conjunto algébri¢se tem

V(K) =V NA"(K)
FACTO 2.2.3.[Sil08, Notal.1]

Todos os ideais € K[X] séo finitamente gerados, isto é, existem. f f, € | tais que(fy, ..., fn) =1. Em
particular se(fy, ..., f,) =1(V), entdo
PeVssef(P)=...=f(P)=0

EXEMPLQOS 2.2.4. Analisemos 0s seguintes conjuntos algébri¢aefinidos sobre um corg, no plano
afim.

(1) Seja o conjunto algébricd definido pela equacgéo
ViX?-Y?=1
Se considerarmds = C, teremos/
V(C)={(xy) € C?:X?~Y2-1=0}

a que corresponde a figura geométrica: hiperbole.
Se considerarmds = Q, teremos/

V(Q) = {(xy) €Q®:X2—Y2—-1=0}
(2) Seja o conjunto algébridd definido pela equacao
V:X"+Y"=1

O conjuntoV (Q), foi estudado por Fermat que afirma no denominado Ultimo Teorema de Hermat
este Teorema so foi provado pelo inglés Andrew Wiles em 1995 ) quaidug®es end) para valores
den>3

V(Q):{ : (1,0),(0,1) sené par

+1,0),(0,£1) sené impar
(3) Seja o conjunto algébricd definido pela equagéo
ViY2=X3417
O conjuntoV (Q) tem infinitas solu¢@es, de que s&o exemplos:

137 265

V(Q) =(-23),(5234378661, (-, =15

[Sil08, Exemplo 13.3]



2.2.2 Variedades Algébricas Afins

Uma variedade algébrica afim é um conjunto algébrico que satisfaz detdawiremjuisitos. Este conceito
€ importante no trabalho, dado que as curvas elipticas séo variedadaicakyéVejam-se as seguintes
definicbes:

DEFINICAO 2.2.5. Um variedade algébrica afim V & um conjunto algébrico afim, tal g(&),1€ um
ideal primo deK[X]

DEFINICAO 2.2.6.SejaV uma variedade afim, a dimens&o de V , que representamos [§u) dimgrau
transcendental[Row14, Defini¢ao] #&V] sobreK

EXEMPLO 2.2.7.SeV C A", é dado por uma equagéo polinomial ndo constante
f(Xg,..,%) =0

entdo, temos quéim(V) = n— 1. Todos os exemplos de_2.P.4 na pag@ina 4 tém dimenséo 1.

2.2.3 Pontos Singulares e Nao Singulares em Variedades Albgieas Afins

Como veremos adiante a singularidade/nao singularidade das varieltgitgicas é uma classificacéo de-
terminante no estudo das curvas elipticas. Sendo assim, temos:

DEFINICAO 2.2.8. Seja V uma variedade algébrica afim , &V e f, ..., fn € K[X] um conjunto de
geradores para (V). Diz-se que V é néo singular no ponto P se a matriz m

ofi

(67)(1-

(P))ondel<i<mel<j<n

tem caracteristica=n—dim(V). Se V for ndo-singular em todos os pontos P, diz-se que V é néo-singular
EXEMPLO 2.2.9. SejaV dado por uma equacao polinomial ndo constante

f(X1,...,%) =0.
Teremos entddim(V) = n— 1. Estandd® € V ent@oP é um ponto singular se e sé se

(P == (5

EXEMPLOS 2.2.10. Célculo da existéncia de pontos singulares em variedades algébricas afin

(P)) =0

(1) Sejav uma variedade algébrica dada pela equacgéao polinomial ndo constante
V:v2=x3

Para calcularmos a existéncia de porfos V que sejam singulares, determinamos as derivadas

parciais parX eY:
of 2 of
X~ 3X Fvie 2Y

SendoP um ponto enV, temos que(‘g—)f((P) = g—f((P) = 0 sado os pontos singulares. Resolvendo as

equacdes, obtemos= 0 ey = 0 sendoP(0,0) a solu¢do das derivadas parciais. Verificamos que
P(0,0) é igualmente um ponto em. Conclus&oP(0,0) é um ponto singular e € unico evn: Y2 =
x3



(2) Sejav uma variedade algébrica dada pela ndo-constante equacéo polinongahsémte
ViYZ=X34X

Para calcularmos a existéncia de porfos V que sejam singulares, determinamos as derivadas

parciais parX eY:

af ) of
o =L =2

SendoP um ponto emV, temos queg—;(P) = g—\f((P) = 0 sdo os pontos singulares. Resolvendo

as equacoes, obtemms= i\%i ey=0 sendoP(i%i,O) a solucéo das derivadas parciais. Mas

f(i%i, 0) # 0. Conclus&o: ndo existem ponto singularesemy? = X3 + X

2.3 Espaco Projetivo

2.3.1 Polinbmios Homogéneos

Na definicdo das curvas no plafid, utilizaremos polinémios em 3 variaveis. Dado que os ponto®em
sdo representados por triplas homogéneas. Definamo-lo a um nigklggaan variaveis

DEFINICAO 2.3.1.Um polindmio fe K[X] = K[Xq,..., X,] € homogéneo de grau d se:

(1) f(AXo,...,A%)) = A%f(xo, ..., %,)para todo oA € K. Esta identidade é equivalente a dizer que f € uma
combinacdao linear de mondmios em n variaveis em que a soma dos ®gdas variaveis é igual a
d

(2) Umideal IC K[X] € homogéneo se é gerado por polinémios homogéneos

2.3.2 Conjuntos Algébricos Projetivos

DEFINICAO 2.3.2. Definimos

P":=P"(K) = A"/ ~
onde

(X05+++sXn) ~ (Y05 -+ ¥n)

se existe
AeK: x5 =My Vi

em que denotamdso, ..., Xn] por classe de equivaléncia

DEFINICAO 2.3.3. Um conjunto algébrico projectivo V é:

V:{[xo,...xn]eIP’”: f(X0,...Xn) =0 erl}

onde | € um ideal homogéneo.
O ideal de V, denotado pokV) é o ideal deK[X]

(V)= {f € K[X]: f é um polinémio homégeneo ¢F) =0 VP e V}

V, diz-se definido sobre um corpo K, que representamos pé&r & o seu ideal pode ser gerado por
polinémios homogéneos enp¥ e definimos

[(V/K) = {f € K[X] : f €um polinbmio homogéneo ¢M) =0 VP eV} =1(V)NK[X]
Se V esté definido sobre K tem-se que o conjunto dos K-racionais pontos é

V(K) =V NP"(K)
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EXEMPLOS 2.3.4. Sdo exemplos de conjuntos algébricos projetivos:

(1) Alinha projetiva en?
V:aX+bY+cZ=0

(2) A curva eliptica eni?
V:Y2Z -Xx34+5x%2-873=0

2.3.3 Variedades Algébricas Projetivas

DEFINICAO 2.3.5. Uma variedade algébrica projetiva V € um conjunto algébrico projetivo, tal iV )
é um ideal primo.

FACTO 2.3.6. SejaV um variedade projetiva e para cada D, ...n sejag : A" — P" dada por

(ﬂ(X1>-->Xn) = [X]_,-.,Xi,]_,l,Xi,-..,Xn]

Tem-se, identificandA” com a sua imagem pag,

VNA" é uma variedade algébrica afim

Analisemos alguns exemplos de aplicacdo deste Facto, para obtencdiedadealgébrica em funcao do
indice deg utilizado no mapeamento d@g: A" — P"

EXEMPLOS 2.3.7. Dada a variedade algébrica projetwaY?Z = X3 + 1723

(1) sejagy: A2 — P?
em que Qo(X1,X%2) = [1,X1,Xp]
entao,
VNA?2:Y?Z=1+172°

(2) sejag, : A2 — P?
em que g1 (x1,%) = [xa, 1,%]
entao,
VNAZ:Z=X3+1728

(3) sejagy: A2 — P?
em que @ (X1,X2) = [X1,X2,1]
entao,
VNAZ=Y2=X3+17

Reciprocamente, se tivermdgK, uma variedade algébrica afim, entdo existe uma variedade profetix/a
fecho projetivo dé/,

(V)= ({f:fel(V)})

onde pardf € K[X] tem-se:

5 (X0 .., Xn) :>qdf[>>:’,

N Xt X Xy
e

em qued é o grau def



FACTO 2.3.8. [SIil08, Proposicad.6a)]
Se V é uma variedade algébrica afim, entaé uma variedade algébrica projetiva e

V =VNA"

FACTO 2.3.9. [SIl08, Proposi¢cad.6 b)]
SeV é uma variedade algébrica projetiva, entéo:

V NA" é uma variedade algébrica ou é vazio

2.3.4 Pontos No Infinito em Variedades Algébricas Projetiva

DEFINICAO 2.3.10.0s pontos7\v, sdo chamados os pontos no infinito

VCA" 5P"DV DV

Vejamos alguns exemplos de calculo de pontos no infinito para variedadbsiedg projetivas er” para
os 3 possiveis modelos projetivos:

EXEMPLOS 2.3.11.SejaV : Y2 = X34 X? uma variedade algébrica afim e
Fazendo a homogeneizac&o do polindmio (grad33¥= X2+ X2, obtemos:Y?Z = X3 + X?Z, variedade
algébrica projetiva

(1) Para o modelo projetiv(x/zy/z,z), em quez= 1 para os pontos V e z= 0 para 0s pontos no
infinito temos (notando que ge= 0, entdaX3 = 0 logox =0 e entdgy = 1) :

= {[xl,xz,l} L (Xe, %) ev}U{[o,l,O]}

(2) Para o modelo projetivéx/y,y,z/y), em quey = 1 para os pontos V ey = 0 para 0s pontos no
infinito temos ( notando que se= 0, entdac +x°z=0logoz= —xe entdx = 1A z= —1):

= {[xl,l,xg] : (X, Xa) eV}U{[l,O,—l]}

(3) Para o modelo projetivix,y/x,z/x), em quex = 1 para os pontos V e x = 0 para 0s pontos no
infinito temos ( notando que se= 0, entddY2Z = 0 entdoy =0vz=0logo((y=0Az=1)V (y=
1Nz=0))):

V= {[1,x2,x3] : (X, Xa) ev}U{[o,o,l],[o,l,O]}

2.3.5 Pontos Singulares e Nao-Singulares em Variedades Ahgicas Projetivas

As variedades algébricas projetivdsa semelhanca das variedades algébricas afins, tém pontos singulares e
nao singulares, classificando-se igualmente de variedades ndo ssgaao todos os pontos &msejam

nao singulares. As definigcbes sao iguais as ja referidas para asadasedfins ( ver definicdb 2.2.8 na
pagind b e exempl@_2.2.9 na pagina 5 ). Exemplifiquemos o calculo de pontakas#sgnuma variedade
projetivaVv

EXEMPLOS 2.3.12. SejaV uma variedade algébrica projetiva dada por uma equac¢do polinomial ndo-
constante
V:Y2Zz=x3+1723

Para calcularmos a existéncia de porffos V que sejam singulares, determinamos as derivadas parciais

paraX,Y eZ
of of of
— =3X? —=2YzZ —=Y?-5172
[1),4 3 oYy 0Z S



SendoP um ponto enV, temos que%(P) = %(P) = %(P) = 0 sdo os pontos singulares. Resolvendo

as equacdes, obtemas=0,y=0 ez=0. As coordenadas do nosso(s) ponto(s) B&®: 0: 0. A
coordenada tripla de zeros ndo € um ponto do plano projetivo. CooclNg&@ existem pontos singulares
emV: Y2Z =X341723



Capitulo 3

Curvas Elipticas

3.1 Definicoes

Das variadas definicdes de curvas elipticas, optamos pela dada pejdaegeaWeierstrass. Outras de
caracter mais geral, poderiam ser aduzidas mas reduzir-se-iam adteépigsentada.

DEFINICAO 3.1.1. Seja K um corpo, uma curva eliptica sobre K é uma variedade projetivébie $6,
nao-singular, de dimensao 1 dada pela equacéo de Weierstrass (gdeocadas ndo projetivas):

E:Y2+a;XY+agY = X3+ apX?+aX +ag

onde a,az,a3,a4,86 €K
Nota:

(1) Sech(K) # 2, temos uma simplificacdo da equacéao de Weierstrass:

E:Y? = 4X3 4+ X2+ 2bsX + bg

(2) Sech(K) # 2,3, temos uma simplificagcéo adicional da equagéo de Weierstrass:

E:Y2=X3+27c4X —59%4

Seja/Ag o discriminante da equacao de Weierstrags @ invariante deE, obtidos de acordo com as
seguintes definicdes:

(1) by = (a1)?+4a.

(2) by = 2(a4) +aiaz

(3) bs = (ag)*+

(4) bg = (a1)%as + 4aras — a1a3au + a(ag)” — (as)?
(5) ca = (b2)? — 2404

(6) s = (b2)®+36bsby — 21606

(7) A = (bp)?bg — 8(bs)® — 27(bg)? 4 9bbsbeg

(®) je = G

temos ainda, que:
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(9) 4bg = bybg — (ba)?
(10) 1728\ = (C4)3 — (Cﬁ)z

PROPOSICAO 3.1.2. As curvas obtidas pela equacéo de Weierstrass sdo classificadas o e\ e
de ¢ da seguinte forma:

(1) SeAg # 0entdo a curva € ndo singular.
(2) SeAg =0e ¢ #0entdo a curva é um no.

(3) Se/Ag =0e ¢ =0entdo a curva é um cuspide.

3.2 Exemplos

Vamos exemplificar os 3 casos referidos anteriormente de equacdesaistiaiss:

EXEMPLO 3.2.1.1° casoE: Y2=X3+1

Célculo deAg de acordo com as definicBes anteriores:
(1) Ag = (by)%bg —8(by)® — 27(bg )2 + 9babsbg
(2) a=0;2=0;83=014=0;a=1
(3) b,=0;b;=0;bg=4;bg=0
(4) c4=0
(5) Ag = 27x4?, logo diferente de zero

Temos assim:

Figura 3.1: Curva N&o Singular

EXEMPLO 3.2.2.2° casoE: Y2 = X3+ X?
Calculo deAg de acordo com as definicdes anteriores:

11



(1) Ag = (by)?bg —8(byg)® — 27(bg)? + 9babsbs
@ a=0;a2=1;3=0,24=0;8=0

(3) bo=4;b;,=0;bg=0;bg=0

(4) ca=43;

(B) Ae=0Acs #0
Temos assim:

-1+

Figura 3.2: Curva com N6

EXEMPLO 3.2.3.3° casoE: Y? = X3
Calculo deAg de acordo com as definicbes anteriores:

(1) Ag = (bb2)%bg — 8(ba)® — 27(bg )2 + bbb
(2) a;=0;22=0;a3=0;44=0;a5=0
(8) bp=0;bs4=0;bg=0;bg=0

(4) c4=0

(5) Ae=0Acs=0
Temos assim:

-1 L

Figura 3.3: Curva com Cuspide
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3.3 Curvas Elipticas - Geometria

3.3.1 Pontos Racionais huma Curva Eliptica

Os pontos racionais na curva eliptica sdo o objeto principal do noss@estud

Um ponto no plandx,y) € um namero racional, se queguery forem ndmeros racionais e uma reta defi-
nida pela equacaax-+ by-+c = 0 é uma reta racional seb,c € Q.

Poderemos aplicar o principio geométrico, que se tivermos encontraduadspacionais na curva eliptica,
os pontosP e Q, entdo, na generalidade podemos encontrar um terceiro pogtQ igualmente racional.
Sera suficiente desenhar a reta que une esses 2 pontos e o tercerdqu@imente racional é o ponto
de intersecado da reta racional com a curva eliptica. Se tivermos um (onitmhe desenharmos a reta
tangente a curva eliptica no porR@ como se desenhassemos uma ref @P. A reta tangente encontra
a curva eliptica num ponto raciorlz P.

Mas, nem sempre existe no plano afim®p®nto de intersec¢éo, dai a necessidade de considerarmos um
ponto no infinito. Considerando geometria projetiva, facamos a homogeéeida equacdd = x>+ ax+b

em quex = é ey= % obtendoY?Z = X3 +axXZ? 4 bZ®. Qual ¢ entéo a intersecdo desta curva com a reta
no infinito em quez = 0? E um ponto no infinito ndo singular, contado como ponto racional, que tosnamo
como o elemento zero e que denominaremos @orAdicionamos entdo esse ponto a curva eliptica e
obtemos:

E={(xy):y¥’=xX+ax+bjuo

Uma linha vertical interseta a curva eliptica em 2 pontos do plano xy e no poridna linha néo vertical
interseta a linha curva em trés pontos do plano xy.

Consideremos a seguinte curva eliptica dada pela equacdo de Weigmsrassstudo das operacdes de
soma de pontos racionais ém

E:Y2=X3_-5X+8

O Ponto emE no Infinito

Figura 3.4: Curva Eliptica
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3.3.2 Soma de PontoP e Q numa Curva Eliptica

Consideremos os pontos racionBis Q pertencentes & e representemo-los no grafico da curva

O Ponto emE no Infinito

Figura 3.5: Curva Eliptica - Soma e Q (1)

Tracemos a reta que contém os porfp®). Esta reta interseta a curva eliptiEanum terceiro
ponto racionalP® Q.

O Ponto emE no Infinito

Figura 3.6: Curva Eliptica - Soma &e Q (2)

Tracemos a reta paralela ao eixoygdégando desta forma o ponto no infinitbcomP ® Q. A reta
interseta a curva eliptica num terceiro ponto raciéhalQ.
Definimos este ponto, como a somaRle Q, igualmente representado dé#- Q.
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O Ponto emE no Infinito

Figura 3.7: Curva Eliptica - Soma ée Q (3)

3.3.3 Soma dd®> com P numa Curva Eliptica

Para adicionarmos o ponto raciofatomP, tracemos a reta tangente a curva elipticaPerasta
reta interseta a curva no ponto racioRab P. Tracemos a reta paralela ao eixoydlégando desta
forma o ponto no infinit@ comP® P. A reta interseta a curva eliptica num terceiro ponto raion
PoOP.

Definimos assim a soma dkecomP que representamos pBrs P ou 2P.

O Ponto emE no Infinito

Figura 3.8: Curva Eliptica - Soma tkecomP
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3.3.4 Simétrico deP numa Curva Eliptica

Tracemos a reta parela ao eixoyddigando o ponto raciond ao ponto racional no infinit@. A
reta interseta a curva elipticeh(K) # 2) E num ponto racional. Representemo-lo pd?.
Definimos assim o simétrico d&que representamos peiP.

O Ponto emE no Infinito

Figura 3.9: Curva Eliptica - Simétrider —P

3.3.5 Soma dé®> com —P numa Curva Eliptica

Tracemos a reta parela ao eixoydeligando o ponto raciond e o seu simétrice-P. A reta in-
terseta a curva eliptica no ponto racional no infiitgoonto este que esta em toda a reta vertical.
Definimos assim a soma dcom o seu simétrice-P que €0.

(P)&(-P)=0=(-P)&P=0 O Ponto emE no Infinito

Figura 3.10: Curva Eliptica - Soma & —P
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3.4 Curvas Elipticas - Algebra

3.4.1 Férmulas de Adicao

Consideremos a equacao geral da reta:
Y =AX+u (equacéo da reta)
Yo—VY1

X2 —X1
Consideremos a curva eliptiEa sobre um corp&, dada pela equacao

em quea = eu=Yy;—AXg =Y2—AX2

Y2+ agXy+ agy = X° + apX® + auX -+ ag (equacao de Weierstrass)
SejaP(x1,y1) € E

(1) Simétrico deP
Para calcularmos o simétrico &g que representaremos peP, precisamos de encontrar a
linha definida poP e o ponto no infinitaO e determinar o terceiro ponto de intersegao.

(a) Areta que contérR e O € a reta vertical erR, logo éX = x1

(b) Conhecida a coordenadadeterminamos a coordenada
por substituicdo nal[ equacdo de Weiersirass]:

Y24+ (apxg4+a3)Y — X+ apxe+asxy+ag =0
Sabendo que uma solucay é- y;, a outra solucdo € entdeaix; —az —V;i . isto €:

—P=(xg,—a1xq —az—y1)

No caso em que chidr# 2, em quea; = az = 0 0 valor deY é o simétrico de/;

(2) Adigcéo de PontoB eP
Representaremos a adicdole- P por 2P. Para calcularmos as coordenadas Bedlie
designaremos pdwy, y2), consideramos 0s seguintes passos:

(a) Necessitamos de determinar a equacao da reta tangemt@ & ©io pontoP. O declive
da reta tangente a curva no poxY)é dado por

(dE/dX)/(dE /dY) = (3X?+ 28X — &Y +as)/(2Y +a1X + aa)

substituindo temos,

\ _ I+ 2804 —awy1 + a
2y1+a1x1+a3
em que a equacao da reta tangentePattY = AX — AX1 + V1

(b) Por substituicdo na[[ equacdo de Weiersltrass] e fazemsiloéirico do coeficiente de
X?, temos a soma das raizes:

N+ Nag—ap

Enté@o a coordenadedo terceiro ponto de intersecao é:

X2 :)\2+)\a1—a2—2x1
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(c) Entdo a coordenadedo terceiro ponto de intersecdo pode ser encontrada pedg&mu
da reta tangente a curva éin

)/ =N —AX1+V1
Finalmente, precisamos de calcular o simétricéxdey’) e obtemos:
Y2 = —a1Xp —azg— A +AX1— Y1

(3) Adicao de PontoR eQ
SejaQ = (x2,¥2) € E um ponto diferente d® e —P. Para calcularmos as coordenadas de
P+ Q, que designaremos pxs,ys3), consideramos 0s seguintes passos:

(a) Determinamog, o declive da reta definida pelos pont®s Q:

X2 — X1
(b) Determinamosl, utilizando as coordenadas Béx;,y;) € E e o valor de\ calculado
anteriormente. Temos assim a equacao da reta que pad3& Qor

Y:)\X—)\x1+y1

eu=y1—AXy =Y2 —AX

(c) Por substituicdo nd [ equacéo de Welersjrass], obtemos :

()\X —AX1 + y1)2 + (a1X + 8.3) ()\X —AX1 + yl) = X3 + a2X2 +ayX + ag

A soma das raizes, isto é o simétrico do coeficientédéA? + a;\ — a,. Consequen-
temente
X3:)\2—|—a17\—a2—X1—X2

A coordenadas, pode ser encontrada substituindo na equacéo da reta dgfmi e

Q
Y=Mzg—A—X1+¥1

Finalmente, precisamos de calcular o simétric®dey’) e obtemos:

Y3 = —ayXx3—ag—AXa+AxXy —Vy1

3.4.2 Exemplos
Dada a curva eliptick : Y2 = X3 - 5X 48 e 0 pontdP(1,2) < E, calcular:

(1) Ponto
Designemos as coordenadas do pdhfmr (X1,y1)e de 2 por (X2,Y2).

(@) A = (dE/dX)/(dE/dY) = 358 = —1/2
Xo=NH+Aag—ap—2x = (—1/2)2—2=—-7/4
Yo=—aiXp—az—AXo+Axg—y1 = —(—1/2x -7/4)+(-1/2x1)—-2=-27/8
entdo P(—7/4,—27/8) que passaremos a designar por pdpto

(2) PontoP+Q
Designemos as coordenadas dos péhpor (x1,y1)e deQ por (X2,Y2).

— —27/8-2
() A= 20 = 202 — 43/22

X3 =N+ aA —ap— X — X = (43/22)2 —1— (—7/4) = 553/121y3 = —ajxz — az —
A3+ Axg —y1 = —(43/22x 553/121) 4 (43/22x 1) — 2 = —1195(/1331 entad® +
Q(553/121 —1195(/1331)
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3.5 Curvas Elipticas - Grupo Comutativo

A adicdo enE tem as seguintes propriedades, 0 que torna 0os pontesiden grupo comutativo:

(1) P+0=0+P=P VPcE
(2) P+-P=0 VPecE
B) P+Q=Q+P VPQecE

4) P+(Q+R) =(P+Q)+R VPQ,R€E

Vamos ilustrar geometricamente as propriedades enurssiaoia as seguintes figuras:

(1) Propriedade do Elemento Identidade

O Ponto emE no Infinito

I
P=(0aP)=Pas0) |

(P2 0)=(0®P) |

Figura 3.11: Curva Eliptica - Sonkae O

(2) Propriedade do Elemento Simétrico

Ver figura 3.9 na pagiria 16.

(3) Propriedade Comutativa

19



Ver figural 3.7 na pagifa 5.

Q®R

(4) Propriedade Associativa

O Ponto emE no Infinito

(PeQeR=(Pe(QeR)

(PeQeR=FPa(QeR)

Q®R

Figura 3.12: Curva Eliptica - Adigédo: Propriedade Associativa

3.6 Pontos de Ordem Finita ou Infinita

DEFINICAO 3.6.1.Consideremos uma curva eliptica E, definida pela equacéo teritfass

E:Y?2=X3+aX?+bX+c

com um ponto no infinit® considerado o elemento zero.
Um ponto P diz-se de ordem m, se

mP=P+P+..+P=0
N—_———

mvezes

em que P # O para todos os inteiro§ <m < m
Se existe m, entdo P é de ordem finita m, caso contrario P é @éenoirfinita
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3.7 Subgrupos dosn-Pontos de Torséo

Os pontos de ordem finita constituem um subgrupo dos—pontos de torsdo, de acordo com:

DEFINICAO 3.7.1.Seja E uma curva eliptica, mZ com m> 1.
O sub-grupo dos mpontos de torsdo em E, i.e. dos pontos de ordem m em E, refadegror
E[m] é o conjunto dos pontos de E de ordem m

Elm = {Pe E:mP= O}
Podemos entédo definir o conjunto dos pontos de ordem finitadunva eliptica:
Etors = U E[m|
m=1

Considere-se agora o0 seguinte Facto:

FACTO 3.7.2.[Sil08, Coroléario6.4]
Seja E uma curva eliptica sobre um corpo K&k com m> 1

(1) Se chatK) =0 ou se m € primo com chg(), entao:

E[m = Z/nZ x Z/mZ

(2) Se chatK) = p > 0 entdo uma das seguintes opcdes € verdadeira:
(@) E[pf|=0 para todo o e=1,2,3,...
(b) E[pf] =Z/p°Z para todo o e=1,2,3,...

Incidindo 0 nosso estudo nas curvas elipticas sobre o cogpradionais), os Teoremas de Nagel-
Lutz e Mordell-Weil sdo extremamente importantes. E demaise ambos nio séo reversiveis,
isto €, que a condi¢do de : se e sb se ndo é aplicavel.

Comecemos por enunciar o Teorema de Nagell-Lutz:

TEOREMA 3.7.3. Seja E/Q uma curva eliptica

E:Y?2=X3+aX?+bX+c

emque a, b, &€ Z, comAg = —4a’c+ a?b? + 18abc— 4b® — 27¢2
Se Rx,y) € E(Q) tem ordem finita, ent&o:

(1) X,yez
(2) y=00uyAg

O Teorema de Nagell-Lutz, pode por exemplo ser utilizadoaprova que a ordem de um ponto
P € infinita, computando sucessivameni 3P, ..., mPaté que se obtenha um ponto de coorde-
nadas néo inteiras.

Precisamos da no¢&o de corpo numérico, antes de enunciarfeasema de Mordell-Weil :

DEFINICAO 3.7.4.Um corpo numérico K é uma extensao finita do corpo dos nimeagisrais

Q

Assim temos qué&) C K
Enunciemos entdo o Teorema de Mordell-Weil :
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TEOREMA 3.7.5. Seja K um corpo numérico /K uma curva eliptica sobre K, temos que
o grupo EK)é finitamente gerado
De facto, EK) = Eors(K) x Z" em que krs(K) = UmsoE[MNE(K) e r € o rank de E sobre K

O Teorema de Mordell-Weil mostra-nos como obter todos osggdtrracionais numa curva elip-
tica.

3.8 Reducdo Mddulop

Consideremos a curva elipti€a definida pela equacéo de Weierstrass
E: Y2=X3+aX?+bX+c

com coeficientes, b, c inteiros e consideremos o mapeamento "reducdo mdufulo

@:ZH%:E@ z2—7Z

Entdo podemos obter a partir da cuBzauma nova curvé, com coeficientes, b,c num corpo
finito I
E: Y2=X34+8X2+bX+¢
em que o determinante é calculado por:
Ng = —48%E 4 &b% + 18abE — 9b% — 27¢

Sendo a reduc¢éo modufpde Z — Fp um homomorfismo, a cunfa seré uma curva eliptica, se
obedecer as seguintes condi¢des:

o Ng#0
e p>3ep|Ag

Pelo Teorema de Nagell-Lutz sabemos que os pontos de ordgadin E, tém coordenadas
inteiras. Definamos entéo o conjunto dos pontos de ordera 8miE, a que chamaremaB

® = {P=(xy) € E(Q) : Ptem ordem finitd
Enunciamos entao:

TEOREMA 3.8.1. Seja E uma curva eliptica

E: Y2=X3+aX?+bX+c
comab, c € Z e seja/\g o discriminante/\g = —4a3c+ a2b? + 18abc— 4b% — 27c2

Seja® C E(Q) o subgrupo de todos os pontos de ordem finita em E. Para quabgineo p, seja
P — P o mapeamento reducédo médulo p

= 5_ | (XY) seP=(xy)
® — E(Fp) P—>P_{ 0 seP— 0

Se p nao divid@Ag, entdo a redugdo modulo p € um isomorfismabdeum subgrupo dé(IFp)
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Capitulo 4

O 10° Problema de Hilbert para Subaneis
deQ

4.1 O10° Problema de Hilbert Original

Na viragem do seX|X para 0 seX X os fundamentos da Matemética estavam abalados e eram
objeto de ampla discussdo. Os paradoxos de Russel, de Canfigtthrd contribuem decisi-
vamente para a discussdo. O Logicismo, o Formalismo e cclohismo séo as trés linhas de
pensamento que se destacam na tentativa de dar um firme fentteanMatematica.

Hilbert, destacado matematico e representante do Fommliapresentou em 1900 uma lista de
23 problemas que na sua opinido deveriam orientar a inegstigmatematica nos préximos anos.
Vamos debrugar-nos sobre o°Jfiroblema.

O 1@ problema de Hilbert, na sua formulacdo original, colocagu@stdo da existéncia de um
algoritmo, para decidir se dada uma equacao diofantinaieegu ndo solugéo no conjunto dos
nameros inteiros.

Formalizando o problema:

(1) Input: um polinémiof (X1, ...,X,) com coeficientes e
(2) Output: Sim ou ndo, consoante

Jd=(a,...,an) € Z"tal quef(d) =0

S6 em 1970, resultante dos trabalhos de Davis, Putham, Rob{iBPR61]) e mais tarde de
Matijasevic ([Mat70]) , sobre uma conjetura de Davis, remado as definicdes de conjuntos dio-
fantinos, conjuntos recursivos, conjuntos listaveisygram o Teorema conhecido por DPRM.
Antes de enunciarmos o Teorema, vejamos as definigdes.

Comecamos com a nogéo de equacgéao diofantina,

DEFINICAO 4.1.1. Designamos por uma equacao diofantina uma equac&o polaiami 2 ou
mais variaveis, cujos coeficientes estdoZmem que so6 as solucbes &nsdo permitidas

E agora com a no¢gao dum conjunto recursivo,

DEFINICAO 4.1.2.Um subconjunto § Z é recursivo se existe um algoritmo (méaquina Turing)
com input e output de acordo com o seguinte:

(1) Input: um inteiro n

(2) Output: sim ou ndo, consoanteanS
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por fim temos a nocao de conjunto listavel,

DEFINICAO 4.1.3.Um subconjunto § Z é listavel se existe uma méaquina de Turing tal que S
€ 0 conjunto dos inteiros que imprime quando deixada a cqraga sempre.

Relembramos agora alguns Factos sobre as no¢des acima:

FACTO 4.1.4. Todo o subconjunto recursivoSZ € listavel [Coo04, capitulo 5]
FACTO 4.1.5. Existe um subconjunto listavel que nao é recursivo [CooOgitak 5]
E também necessario relembrar a nogéo de conjunto diofantin

DEFINICAO 4.1.6.Um subconjunto & Z é diofantino, se existe um polinémio
p(T,X) € Z[ty, ....tn, X1, .., Xm)]

tal que
S={deZ":(3xe Z™)p(d x) =0}

EXEMPLO 4.1.7. O subconjunto dos numeros natur&is=0,1,2... deZ é diofantino dado que
para ac Z

ac N & (Ixg, X, X3, X4 € Z)XE +X5+ X5+ %5 =a

Enunciemos entdo o Teorema DPRM: (IDPR61, Mat70])

TEOREMA 4.1.8.
Um subconjunto S d&" é diofantino se e s6 se for listavel

E por esta via indireta, que a resposta negativa gfdblema de Hilbert é obtida. Temos ent&o
o Corolario, consequéncia do Teorema anterior e do Fatib:4

COROLARIO 4.1.9. Existe um conjunto diofantino ndo recursivo, ou seja umaega polino-
mial dependendo dum parametro para o qual ndo existe algorjpara decidir para que valores
do parametro a equacao tem solucao inteira.

4.2 Generalizagdo dd.C° Problema de Hilbert a outros Anéis

Pode-se generalizar o problema, a outros anéis contérge designaremos p& da seguinte
forma:

(1) Input: um polinémiof € Z[Xy, ..., Xn]
(2) Output: Sim ou n&o, consoante

Jad=(ay,...,an) € R"e em quef (&) =0

Se SC R é outro sub-anel, poderemos considerar ® gi@blema de Hilbert sobrB mas com
coeficientes ensem lugar deZ.

Investigacdes sobre varios anéis foram efetuadas , poraesobreR e C em que a resposta ao
problema de Hilbert é positiva! ([Tar51])
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4.3 0O10° Problema de Hilbert para Subanéis deQ

4.3.1 Aproximagéao de Bjorn Poonen

A pergunta da existéncia dum algoritmo que possa respoadizda uma equacio polinomial com
coeficientes enf, tem solucdes erf), a resposta no presente momento da investigacao é : ndo se
sabe.

Uma aproximacao possivel a este problema, teria como pemarntida o Teorema de Matijasevic
paraZ, mostrando qué é diofantino sobr&). A demonstracdo da existéncia de um modelo
diofantino deZ sobreQ implicaria uma reposta negativa ac®J@oblema sobré).

Seguindo esta estratégia Poonen, no seu trabalho restrivigjeto de estudo, a sub-anéis etfire
eQ:
A
ondeSé um conjunto infinito de nimeros primos.
Note-se que s@ = 2,3,5... € 0 conjunto dos numeros primos entdo ha uma bijecédo entre

subconjuntos d& «» subanéis d&

S— Z[S Y
PNR* +—R

Observemos que, paf= 0 entd0Z[S 1] = Z e a resposta € negativa como foi referido anterior-
mente. Par&= P entaoZ[S '] = Q a resposta é desconhecida.

Poonen, demonstra pafaS—1] exemplificando com infinitos subconjuntBsle P para os quais 0
10° problema de Hilbert sobr&[S1] tem uma resposta negativa.

Antes da apresentacéo do Teorema, vejamos a definicdo déondaxfantino:

DEFINICAO 4.3.1.Modelo diofantino d& sobreQ é um conjunto A Q" que é diofantino sobre
Q com a bijeccad — A, na qual os grafos da adicdo e da multiplicacdo Znsao subconjuntos
de A C Q3 que séo diofantinos sobf@.

Em termos gerais, Poonen prova o Teorema:

TEOREMA 4.3.2. Existem 2 conjuntos recursivos disjuntos de numeros primesl,, ambos de
densidade naturdD, tal que para qualquer conjunto S de nimeros primos, comtdne disjunto
de b, verifica-se o seguinte:

(1) O conjunto dos nuameros inteiros positivos com adi¢céo e pligiéicdo, (Z-o,+,.) admite
um modelo diofantino sobf&[S1]

(2) O 10°problema de Hilbert sobré&[S~1] tem uma resposta negativa

Deste modo, o objetivo € encontrar um afg]+,-) que admita um modelo diofantino sobre
Z[S™]. O 1¢° problema de Hilbert sobi@ é equivalente ao problema da existéncia dum algoritmo
para decidir se dada uma variedade algébrica S@leeste um ponto racional. Esta é a estratégia
seguida por Poonen, em que o estudo assenta numa curveadtigbbreQ.

25



4.3.2 Curva Eliptica Escolhida

A curva eliptica escolhida obedece a determinados regsiisécessarios na argumentacao desen-
volvida na demonstracao.
Para o estudo, foi escolhida uma curva elipEcsobreQ,

E: Y2=X3+aX+bondeabeZ

tal que:

(1) E(Q =%z

Deste modo, ndo existem ebf(Q) pontos com ordem finita
(2) E(R) é conexo

(3) E néo tem multiplicagdo complexa

4.3.3 Denominadores de Coordenadas-

O geradorP de E(Q) tem coordenadas racionais. A partir Bgeobtemos P, 3P,... ou seja o
conjuntoE(Q). Deste modo, podemos representar qualquer ponté(@e por nP ondenP =
POP®...®P

N—— ——

n
Denotamos pox(nP) a coordenada eme y(nP) a coordenada emdo pontonP.

Vamos agora definir o conjunto finito de prim8gg, em que temos a considerar 2 originadores de
elementos:

(1) O numero primo 2 pertenceSyg.

(2) Os numeros primos da fatorizacdo do denominador da enad# de P

Em baixo vamos precisar de um conju@pe de numeros,

DEFINICAO 4.3.3.Para nc Z definimos g € Z-o como o produto obtido da fatorizagdo em
primos do denominador da coordenadaR) omitindo as poténcias dos primos eg$
Definimos ainda gl= 0.

O conjunto § € o conjunto dos fatores primos dg d

Vejamos os Lemas e Corolarios demonstrados por Poonen desdoealgumas das propriedades
dosd, e Sq:

LEMA 4.3.4.

(1) Para qualquer re Z o conjunto{n € Z : r|d,} € um subgrupo d&
(2) Existe um &= R-q tal quelogd, = (c—0(1))n? quando n— oo
A demonstracao deste Lema envolve os numeradicos pelo que sai fora do ambito desta tese.

COROLARIO 4.3.5.Se mn € Z, e (m,n) representa 0 seu maximo divisor comum ent&o temos
que:

S(m7n) =SnNS

em particular s§gm,n) =1, entdo $NS, =0
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Procedamos a demonstracéo deste Corolario:

DemonstragédoSejad € Smn)- Entdoq|dimn logo (m,n) € {k€ Z: g|dk}. Como{k € Z : q|dk} €
um subgrupo d& (Lema 43.4(1)), mé um mdltiplo delfm,n) e n € um mdltiplo deg(m, n), temos
quem,n € {k € Z : g|dg}. Ou sejag|dm e q|dn, logog € Sneq € S, ou sejag € SN S,.

Sejaq € ShNS,. Entdoq|dm e g/dy. Logomne {ke Z: g|dk}. Como{k € Z : g|dk} é um

subgrupo de&Z (Lema 43.4(1)) e (m,n) = km+tn para algunk,t € Z, temos quém,n) € {k €
Z ' q|dg} ou sejag|dimn)- LOgo,q € Smp).-
Finalmente, com& = 0, se(m,n) = 1, entddSy, e S, séo disjuntos.

LEMA 4.3.6.Se | e m sdo primosmax{l, m} & suficientemente grande, entéo:
Sm—(SUSn) #0

Pelas mesmas razdes que no Len®#a demonstracdo sera omitida.

4.3.4 ConjuntoTy

Comecemos pela definicdo do conjuiiia
DEFINICAO 4.3.7.
Tl = SoadU U Sﬂi

i>1
Ja vimos anteriormente a definicdo 8igy. Para a definicdo d§, temos de caracterizar os ele-
mentost;, 0 que nos leva previamente a caracteriza¢do do confjunto

DEFINICAO 4.3.8.Para cada nimero primé, seja a 0 mais pequeno a Z-q tal que ¢a > 1

Pelo Lema 43.4(2), a, existe eL = {¢: ¢ é primo ea; # 1} € um conjunto finito de nameros
primos.

FACTO 4.3.9. O conjunto L e os valoresy@m quef pertence a L sdo computaveis.

Sejaly < lp < l3<,..... uma sequéncia de numeros primos cujas propriedades sddiolate
adiante.

4.3.5 ConjuntoT;

Comecemos pela definicdo de conjuiio

DEFINICAO 4.3.10.

- T,=TAUTPUTS

Para a construcéo dos subconjurEgsT) e Tf, necessitamos da seguinte definigéo:
DEFINICAO 4.3.11.Para cada nimero primé, seja p = maxSya, onde a= ay

Consequentemente, considerando o Len®64e sendom e ¢ nUmeros primos, temogm =
max (Sm— (S USy)) quando mak/, m} é suficientemente grande

Os subconjuntosy, sz e Ty, sdo entdo definidos de acordo com o seguinte:
() T2={pr: (¢ {l1,02,03,..}}
(2 T2 ={puy: 1<j<i} quandoly é suficientemente grande.

(B) Ty ={pw;: ¢<L,i>1} quando/; é suficientemente grande.
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4.3.6 Propriedadesl; e T»
Vamos enunciar e demonstrar algumas das propriedadesmjostosT; e To.

PROPOSICAO 4.3.12.Os conjuntos Te T s&o disjuntos.

DemonstracdoNotemos qud; = SaqUUi>1 S

(1) Justifiquemos primeiro qugagN T2 = 0.

Sendo o conjuntd, a unido de 3 conjuntos, vamos proceder a analise separaigamen

(a) O conjuntor$ é o conjuntos dg, primos que por definicdo s&o 0 méaximo do conjunto
respetivoS,. Por definicdo no calculo d& ndo entram os numeros primosSigq, [0go

a intersecao é vazia.

(b) O conjuntoT2b € 0 conjuntos d@y,,; primos que por definicdo sdo o maximo do conjunto
respetivo{ S, — (SiUS;) }. Por definigdo no calculo d&S;; — (SiUS;) } ndo entram
0S numeros primos d&,,q4, logo a intersecao é vazia.

(c) O conjuntary € o conjuntos d@y,; primos que por definicdo s&o o maximo do conjunto

respetivo{Sy, — (S US;)}. Por definicéo no calculo dg5y, — (S US;)} ndo entram
0S numeros primos d&),q, l0go a intersecéo é vazia.

Logo esta provado, que a interse@gy € T» é vazia.

(2) Justifiguemos agora qu)i>1S,) N T2 = 0.

(a) Por definicdo do conjunt®?, ¢ # ¢;. Sendoa, = 1, temos entéd(*,¢;) = 1. Pelo
[Poo03b, Corolario 3], NS, = 0, logo por definicdo d@,, concluimos que, ¢ S,
donde(Ui>1S,)NTS =0

(b) Sei € {],k}, por definicéo dep, g, = max{ S,y — (S, US, )}, temos quepyy, & ;-

Sei ¢ {]j,k}, entdo(i, ) = (i,k) = 1 e consequentemen(e jk) = 1. Pelo [Poo03b,
Corolario 33], temoss, NS, = §, N, = 0 e consequentemente ten®HsN S,y =0
, implica quepy¢, ¢ S

(c) Sei = |, por definicao dep, = max{S,;jgk — (ng US,)}, temos quedy g, ¢ Sy
Sei # ], entdo(i, j) = 1 e pelo [Poo03b, Corolario.d], temosS, NS, = 0, implica
quepe, & Si-

Logo esta provado, que a interse¢éify-; S;,) e T, € vazia.
Assim, concluimos que os conjuntbse T, sao disjuntos. O

SejaE’ a curva eliptic& no anelz[S, 2.

PROPOSICAO 4.3.13.Se S contémyk € disjunta com [ entdo E(Z[S1]) € unifo de{+/P:
i > 1} e algum subconjunto do conjunto finifoP : r| []ye >}

Demonstracdo. (1) Porque a equacédo da curva elipticeelaciona as coordenada® y temos

que um pontmP pertence &' (Z[S™1]), se e s6 s&, C S. Em particular temosy, CT1 CS
donde podemos concluir que/;P € E'(Z[S ™).
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(2) Qualquer pontmP fora de
{+6iP:i>1}U{rP: r\ﬂﬁaé—l}
S

€ para algunm divisivel por um dos seguintes:

(@) (& ¢ {l1,01,...,} e entdo pelo Lema.d4(1) em que o conjunto dosé um subgrupo
deZ em que por definicdop. € T, ou

(b) 4i¢j para algum K j <i e entdo pelo Lema.d.4(1) em que 0 conjunto dos € um
subgrupo d& em que por definicaopy, € T?, ou

(c) ¢¢j para algun? € L comi > 1 e entéo pelo Lema34(1) em que o conjunto dasé
um subgrupo d& em que por definigdop, € Ty.

Podemos assim concluir que para todos os c8s@sS

4.3.7 Densidade Natural

A densidade natural de um subconjuiite © € definida por:

DEFINICAO 4.3.14.

i HpeT:p<Xj
X—eo #{peP:p<X}

caso o limite exista.

4.3.8 Construcao do¥j

Para cada primé, define-se:

#HpeS:p<X}
= Su
W= 3P #perp<x)

em que o supremum € atingido para algdrt maxS,, logo |y € computavel para cada

Temos o seguinté [Poo03b, Lemd]/

LEMA 4.3.15.Para qualquere > 0 a densidade natural d&/ : p, > €} €0

Definimos/; indutivamente. Dada a sequénéia..., /i1 , sejaf; 0 mais pequeno primo nao per-
tencente &, que satisfaga o conjunto das 5 condi¢des seguintes:

@) G>6  Vj<i
(2) p-fi < 2_i
(3) p&lj > 2i VJ Sl
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4) pu, >2  Wlel
(5) [y(4P) —i] < 1/(10i)
FACTO 4.3.16.A sequéncidy, /2, ... € bem definida e computavel. [Poo03b, Proposi¢at

4.3.9 Recursividade dél; e T»

Um conjunto de nimeros naturais € recursivo, se existir goriéno, que decida corretamente
num tempo finito, se um dado nimero pertence ou ndo ao conjunto

O conjunto{¢1,¢,...} é recursivo, pois é estritamente uma sequéncia crescentei@ms seus
elementos podem ser computados ordenadamente.

PROPOSICAO 4.3.17.0 conjunto T é recursivo.

Demonstracao O conjuntoS,5g € um conjunto finito e todos os subconjuntos dos niumerosaiatur
finitos s&o recursivos.

Precisamos entdo dum algoritmo para decidir quando um mipréno p que nao pertenca a
Sad pertence aJi-1 S, . Tem-se quep € Ui>1 S, se e so sep|d,, para algumi, o que advém
diretamente da definicdo & . -

Mas p|d;, , se e sO se, se a ordempda imagem do geradéemFy € divisor def;, para algum,
mas¢; € um namero primo, logo temos qug pertence g¢1,¢>,...}, quandop pertence &, . A
ordemnp pode ser computada.

Deste modo sera suficiente verificampes {/1,/2,...} O

Precisamos também do:
LEMA 4.3.18.Se/ € um namero primo, enta#E (Fp, )

Demonstrag&oPor definicdo dey, o ponto/®P reduz para 0 erk(Fp,), mas pard® ! isso ndo
acontece. 0

PROPOSICAO 4.3.19.0 conjunto B é recursivo.

Demonstracéo Se p pertencer &5, por definicéop = p, de algum? ¢ {/1,¢>,...} e consequen-
temente peld [Poo03b, Lema2§, p|#E(Fp).

O algoritmo para testarmos se um determinado nimero ppipertence &, verificamos que

P ¢ Sad € calculamos o cardinal d&(Fp), procedendo em seguida & decomposi¢éo em fatores
primos do valor obtido para o cardingl.c T;! se existir um fator primd ¢ {¢1,/>,...} e em que

Pr=p O
PROPOSIGAO 4.3.20. Os conjuntos ¥ e T séo recursivos.

DemonstracaoSep pertencer él’zb, por definicaop = pyy; .

Pela condicdo (3) na definicdo leum nimero prim@ € sz tem de ser igual @, para algum
1<j<iemque2<p.

Entdo para testarmos se um numero pripnpertence él'zb é suficiente computap,; < log, p
para 1< j <.

Semelhantemente provamos e definimos o algoritmo PaBe p pertencer a5, por defini¢céo
P = Pe;-
Pela condigéo (4) na definicdo deum nimero primg € Ty tem de ser igual @, para algum
¢eLemque 2<p.
Ent&o para testarmos se um nimero primpertence & € suficiente computgyy, < log, p para
algum/ € L.

O
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Os conjuntod; e T, S&0 recursivos.

4.3.10 Densidadesd& eT,

Precisamos dos seguintes Factos:

FACTO 4.3.21.0 conjunto T tem densidade naturé@l [Poo03b, Proposica®.1]
FACTO 4.3.22.0s conjuntos j’ e Ty tém densidade naturél [Poo03b, Proposicas.2]
FACTO 4.3.23.0 conjunto T tem densidade naturél [Poo03b, Proposi¢a®.4]

Os conjuntod; e T, tém ambos densidade natural O.

4.3.11 Provado Teorema

Queremos demonstrar que para qualquer conj8tantendorl; e disjunto del,, o conjunto dos
nameros inteiros positivos com adi¢cao e multiplica¢@®, o, +, -) admite um modelo diofantino
sobreZ[S™Y]

DemonstragdoPor [ShI07, Teorema.2] o conjunto de elementos ndo nulosZ& 1| é diofan-
tino.

E possivel representarmos os elemento§)deomo fracdes de elementos @S] em que o
denominador seja diferente de zero. Consequentementedsqgsagre(, podem ser reescri-
tas como sistemas de equagdes s@j& 1] e ndo ha qualquer inconveniente em uséa-las. Par-
ticularizando, podemos usar o predicade y, que representamos pofzi, 2,73,z € Q)(X =

Y+ZA+5+5+7)
Vamos construir um modelo diofantiModos nimeros inteiros positivag;. o, sobreZ[S™1].

Parai € Z~, sejay; :=y(¢;P). Seja entdo o nos#o= {y1,Y, ... }. Entdo temos qua é diofantino
sobreZ[S1] porque consiste no conjunto dos elementos ndo negativasnjianto das coordena-
dasy deE’(Z[S™1]) menos um conjunto finito. Temos deste modo uma bij@&o— A aplicando
I emy;.

O

Temos igualmente de mostrar que os grafos da multiplicagihgdo enZ- correspondem a
subconjuntos diofantinos d&. Sabemos, que pela condicdo 5, para qualquer eleriemémos
lyi —i| <1/(10i), logo podemos concluir que no méaximo tenfys-i| <1/10

LEMA 4.3.24.Seja mn,q € Z~o. Entéo:

(1) m+n=qse e so Sm+Yn—Yq <3/10
(2) m? =nse e s6 se/2,— yn| <4/10

Demonstracao.

(1) Deste modo a quantidagg + yn — Yq € 0 inteirom+ n— g diferem quando muito 10+
1/10+1/10

31



(2) A quantidadey?, — y, e o inteirom? — n diferem quando muito

1, 1 4
— —nl < ) e
Yo — 2] + |y | < [(m+ o) rnz\+10<10

O

Este Lema mostra-nos que os predicaniasn = g e nm? = nemZ-o correspondem aos predicados
diofantinos emA?,

Esta concluida a prova qéeapresenta um modelo diofantino solrey.
Por aplicacdo do Teorema de Matijasevicc, conclui-se:

O 1@ problema de Hilbert sobr&[S 1] tem uma resposta negativa
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Capitulo 5

Teorema Poonen - Estudo Pratico

5.1 Introducao

Foi escolhida a curva eliptida: Y2 = X3+ X 4+ 1 como base para o estudo pratico e tendo como
critério, o facto de haver correspondéncia com os reqgsisibmsiderados por Poonen B., na de-
monstrag&o do 18problema de Hilbert sobrB[S1].

Para comecar, caracteriza-se a curva eliptica nomeadas@re o rank esperado (manteve-se 0
termo inglés para maior clareza), ndo singularidade, st&xcia de pontos de ordem finita, ponto
P gerador d&E(Q).

Em seguida, calculam-se: coordenadasxesy, S,, dn, a de varios pontos obtidos a partir do
ponto geradoP.

Prossegue-se com o calculo§gn, e Sy para exemplificagdo do [Poo03a, Corolarig]2 do
[Poo03a, Lema 3]. Por fim, constréiem-se: 0s conjunt8gq, L e determinam-se elementos dos
conjuntos infinitosT , T, e S, verificando as condi¢goes do Teorema de Poonen B.

5.2 Software Utilizado

Apos andlise ao software disponivel, na area da matemétiea,open-source”, tendo em consi-
deracgdo a &rea de incidéncia do estudo, selecionaram-sglostes produtos:

(1) Sage - Free Open Source Mathematics Software
http://www.sagemath.org

SDAE

(2) GeoGebra
http://www.geogebra.org

GeaGebra
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5.2.1 Sage - Free Open Source Mathematics Software

Sage foi a ferramenta principal utilizada no estudo prattageMathCloud e a linguagem Sage
foram as op¢des escolhidas.

Foram utilizados 2 tipos de solucbes: comandos e pequer@snmantacdes de programacao
(transportadas para o texto quando utilizadas).

(1) Apresenta-se uma breve descricdo de alguns comandesifiazados no estudo.

# Comandos
E = EllipticCurve ([1,1]) #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos
E #visualiza as caracteristicas da curva eliptica E
P #visualiza as coordenadas X,Y,Z do ponto P na curva eliptica E
P+ P #Soma o Ponto P com P na curva eliptica E
n*PpP #Soma o Ponto P n vezes na curva eliptica E
E. rank () #visualiza o rank da curva eliptica E
E. has_cm() #visualiza (True/False) para a multiplicagdo complexa em E
E. cremonalabel () #visualiza a label da curva eliptica E na BD de Cremona
E. has_good_reduction_S ] #visualiza (True/False) se a curva eliptica E tem boa reducd 0
# fora da lista de nameros primos definida em S
E. gens () #visualiza pontos geradores de E
E. gens_certain () #visualiza (True/False) se ha prova de que os geradores de E
# séo corretos
E. S_integral_points (S=[2], mw_base=[P], verbose =false ); # visualiza os pontos da curva elipitica cujos denominadore S
# sdo fatorizados nos numeros primos definidos em S

Programa 5.1: Comandos Sage Utilizados

(2) Os programas em linguagem Sage estéo estruturadosrde aom o seguinte standard:

H*

Definicoes

**

Parametros #EDITAVEIS

# Variaveis

# Calculos iniciais

# Ciclo

# Calculos Finais

# OUTPUT

Programa 5.2: Estrutura Programas Sage

Todos os programas sao diretamente executaveis numa &gk de SageMathCloud.
Assinalaram-se como editaveis os campos que devem seizatieel consoante o0s resul-
tados que se pretendam obter. Todos 0s outros camposgiedrde programa, ndo devem
ser objeto de qualquer alteracdo. As mensagens Sage saglém iis mensagens do pro-
gramador sdo em portugués.

Alguns processamentos, por serem extremamente morosges(leoras de processamento),
foram calculados executando sucessivamente 0 mesmo pragesa que se alteravam su-
cessivamente os parametros de acordo com os resultaddgsobtiteriormente.

5.2.2 GeoGebra - Geometry, Algebra

O GeoGebra foi utilizado para geracao dos graficos quealmstr texto.
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5.3 Caracterizacdo da Curva Eliptica
Seja a curva eliptick a seguinte:

E:Y2=X3+X+1
A
50 1
40 A
30 1
20

10 A

. >
10-9-8-7-6-5-4-3-2-1 45678 9101112131«
~10 4

—20

—30 1

—40 |

[~a)

Figura 5.1: Curva Elipticg? = x* +x+ 1 de Rank 1

(1) E é uma curva de rank 1, sem multiplicacdo complexa.
Construimos a curva eliptica recorrendo ao software Sageyagigarante que a curva esco-
Ihida tem rank 1, como pretendido:

# Definicoes
E = EllipticCurve (1.1 ; E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
# Comando

rank =E. rank ()

print ' O rank da curva eliptica E é:’ , rank

# OUTPUT

Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)

O rank da curva eliptica E é 01

Programa 5.3: Determinar Rank da Curva Elipfica

Confirmamos que a curva eliptica ndo tem multiplicacdo coxapt®m igual recurso ao
software Sage ( em que cm: sinifica multiplicacdo complexa)

# Definicoes
E = EllipticCurve ([2,1]) E #geragdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
# Comando
if E. has_cm() == False :
print ' A curva eliptica E ndo tem multiplicacdo complexa’
else :
print " A curva eliptica E tem multiplicacdo complexa’
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by y "2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)
A curva eliptica E ndo tem multiplicacdo complexa

Programa 5.4: Determinar Multiplicacdo Complexa na Curva Elififica
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A identificac&do desta curva eliptica na base de dados Crememuayendo ao software sage:

# Definicoes

E = EllipticCurve (1.1 ; E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
# Comando

label = E.cremona_label ()

print ' A label Cremona da curva eliptica E é:’ , label

# OUTPUT

Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field

0:1:1)

A label Cremona da curva eliptica E é : 496 al

Programa 5.5: Label Cremona da Curva Eliptica

(2) E é uma curva nédo singular
Seja/\g o discriminante da equacao de Weierstiss: X3+ X + 1

Ag = —16(4A% + 27B?)

SendoA =1 e B =1 temos que o discriminant&g = —2* x 31+ 0, logo a curva é néo
singular.

(3) Pontos de Ordem Finita eB(Q)
Pertencendo os coeficientd® B aZ e de acordo com o Teorema de Nagell-Lutz para cur-
vas elipticas do tipo em estudo, em que os coeficientes astdp temos que para qualquer
P(x,y) € Eiors(Q), ambas as coordenadasy séo inteiras g igual a 0 owy divide Ag. Ana-
lisemos o caso em que= 0 que implicax® + x+ 1 = 0. Resolvendo esta equag&o, obtemos
uma solucao real e duas solu¢cdes complexas nao inteiras.
Por outro lado/Ag = 496 é divisivel pelos numeros primos3. Atribuindo sucessivamente
ay os inteiros que dividem o discriminante e resolvendo as@msresultantes da substi-
tuicdo dey emx®+x+1 =Y, obtemos em todos os casos uma solugéo real e duas solucées
complexas nao inteiras.

Logo néo existem solugdes inteiras simultaneas para ademadax,y de qualquer ponto
P deE(Q). Concluimos assim, que ndo existem pontos de ordem finita(&m

(4) Pontos de Ordem Infinita eE(Q)
Dado o rank da curva eliptica ser 1 e ndo existirem pontosaofinitaE(Q) como vimos
anteriormente, isto significa que existe um ponto raciéhale ordem infinita, gerador de

E(Q).

Com recurso ao software sage, vamos identificar o ponto denardmita P.

# Definicoes
E = EllipticCurve ([x.1]) E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
# Comando
P = E.gens()
print ' O ponto’ ,P, 'é o gerador de ordem infinita da curva eliptica E’
if E. gens_certain () == True:

print " O ponto’ , P, 'é seguramente gerador de ordem infinita’
else :

print " O ponto’ , P, 'ndo é seguramente gerador de ordem infinita’
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
O ponto [(0 : 1 : 1)] é o gerador de ordem infinita da curva eliptica E
O ponto [(0 : 1 : 1)] é seguramente gerador de ordem infinita

Programa 5.6: Ponto Gerador Ordem Infinita da Curva Elifica

O pontoP, em coordenadas afins, gerador de ordem infinR4021). Tem-se entdo, pelo
Teorema de Mordell-Weill:



5.4 Calculo de Pontos RacionainRPemE

Partindo do geraddP(0,1), vamos calcular pontos racionais &(Q), com recurso a seguinte

rotina em Sage:

# Definicoes
E = EllipticCurve ([1,1]) E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)

# Parametros
m=7 #numero n EDITAVEIS

# Calculos iniciais

for k in range (1):

if is_prime (m) == False :
print " O nimero m =", m, ', ndo é primo’
break

# Calcular nP e fatorizar denominadores das coordenadas X,Y
mP=m?* P
XmP = mM0];

DXmP = XmP denominator ();
FDXmP = factor (DXmB;

print  'A fatorizacdo da coordenada X do numero’ , m 'P, é = , FDXmP
YmP = mHM1];
DYmP = YmP denominator ();
FDYmP = factor (DYmB;
print  'A fatorizacdo da coordenada Y do numero’ , m 'P, é = , FDYmP
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by y A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
O :1:1)
A fatorizacdo da coordenada X do nimero 7P, € = 1172 x 672 x 127"2
A fatorizacdo da coordenada Y do niUmero 7P, é = 113 x 6773 x 127"3

Programa 5.7: CalculaP e Fatorizar Denominadores das Coordenadas

Relembrando as férmulas de calculo, calculemos os valores:

S, = nimeros primos do denominador da coordenadi@o pertencentes®ag
d, = produto dos primos er§, elevados as poténcias da fatorizagédo

Fn.oen = Fatores Primos do denominador da coordenada

Fn,pe, = Fatores Primos do denominador da coorderyada

daem quel é um numero primo a; 0 mais pequena € Z-g tal quedsa > 1
NnP=P®P®...4P Calculo denP em queP é racional ddc

n

Notas: alguns valores vém assinalados como NC quando emdeida sua dimensdo néo sao in-

cluiveis no texto, sem perda de clareza.

(1) Calculo de P
2P = P+ P ondeP é o ponto enkE(Q) gerador déE(Q)
(@) r, %)
szDen: 22
FzyDen: 23
$=0

dbh=1
(=2a0=2,d0>1

(2) Calculo de ®
3P = P+ Q ondeQ = 2P que provém do calculo anterior

(a) 3r(72,611)

xDen —

F3yDen = 1
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(3) Calculo de #
4P = P+ Q ondeQ = 3P que provém do calculo anterior

—287 40879
(a) 4P<T96= 46656)
Fapen = 24 x 3*

£ =4, ndo é numero primo. N&o aplicaa), dsa,

(4) Calculode P
5P = P+ Q ondeQ = 4P que provém do célculo anterior

43992 —3069939
(a') 5P(82369’ 23639903

F5><Den = 72 X 412
F5,pen = 73 x 413
S={7,41}
ds = 72 x 412
(=5a5=10da>1

(5) Calculo de €
6P = P+ Q ondeQ = 5P que provém do célculo anterior

26862913 13945587752
(a‘) GP( 1493284 1824793048

Foypen = 22 x 132 x 472
Fo,p., = 22 x 138 x 478

GyDen
S = {1347}
dg = 132 x 472

¢ =6, ndo € nimero primo. N&o aplicav&), dges

(6) Calculode P
7P = P+ Q ondeQ = 6P que provém do célculo anterior

() 7P( 2396697936 5914565916549
8760772801’ 81999957340079

Fropen = 112 x 672 x 1272

Frypen = 113 X 673 x 127
S ={11,67,127}

d7 =112 x 672 x 1272
(=Ta7=1d1>1

(7) Calculode &
8P = P+ Q ondeQ = 7P que provém do calculo anterior

() 8P( 1849990220465 _40581663734407439807
8662944250944 2549753985847246387

Fopen = 2° x 3* x 40879

ben = 22 x 30 x 40879
S = {3,40879
dg = 3% x 4087¢
¢ =8, ndo € nimero primo. N&o aplica\a), dgag

(8) Calculode @
9P = P+ Q ondeQ = 8P que provém do calculo anterior

(a) QP( 5186501374167086411915777535633550432194263
6504992707996225 52465065704911831290537;

Foupen = 52 % 50F x 3206%
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pen = 5° x 503 x 3206F
S = {5,503 32069
dg = 52 x 502 x 3206%
¢ =9, ndo é nimero primo. N&o aplicava, dgao

(9) Calculo de 1P
10P = P+ Q ondeQ = 9P que provém do célculo anterior

(a) 10P( - 173161424238504552415471736971819321836370706192152
310515636774481238884 2837510078543502183711830891817

Fiogpen = 22 % 7% x 41° x 30699397

Figypen = 22 % 7% x 41% x 30699397

Sio = {7,41,3069939%

dio = 72 x 412 x 30699397

¢ =10, ndo é nimero primo. N&o aplicavab, d; 10

(10) Célculo de 1P
11P = P+ Q ondeQ = 10P que provém do célculo anterior

(a) 11P( 6005923027069067356081464-21028397961497210092713450922431210037
4609517672092049172106561 9896536402929270333302501242640099809

Fiipen = 419 x 5124054251

Fipen = 419 x 5124054254
S11 = {419512405425)

dy = 419 x 5124054251
(=11 a1 =1, dlll >1

(11) Calculo de 1P
12P = P+ Q ondeQ = 11P que provém do célculo anterior

(a) 12P(516800901506579137034097949153}32844998l333750689251207572165935088414 737
1161652011530610982610237761489592604638617085219380314122331748004030272

F12,p0n = 2% x 35 x 132 x 29 x 372 x 472 x 172 x 2797

F12,pen = 20 x 3% x 133 % 29% x 373 x 473 x 1728 x 2797
Si2 = {3,13,29,37,47,1721, 2797}

d12 =38 x 13 x 2P x 372 x 47?2 x 172 x 2797

£ =12, ndo é nimero primo. Nao aplica\ab, d; 21,

(12) Calculo de 1B
13P = P+ Q ondeQ = 12P que provém do calculo anterior

(a 13P —377365423662534755708184856179671287/5430862918847473391752136804824244761280426984855
5794167433504947998768876827435276939471849890426866352738531158661925961284197233083

F13,00, = 240710769046691137

F13,pe, = 240710769046691187
Si3 = {240710769046691137
di3 = 240710769046691137
(=13 a;3=1d1z >1

(13) Calculo de 1R
14P = P+ Q ondeQ = 13P que provém do calculo anterior

(a) 14P 23419679382776533016338728874246651427713

l225880569761762989368984 027495187248836
—42669615440899599235171408697613606401015056927a3488624!
13572887276793561355003160038054885146409318342002879416

Fla,pen = 22 % 112 x 672 x 1272 x 5914565916654F7

Fla,pen = 23 x 113 x 673 x 127 x 591456591665457
S1a = {11,67,127,591456591665497

dig = 112 x 672 x 127 x 5914565916654F7

£ =14, ndo é nimero primo. Nao aplica\al, d; 414

(14) Calculo de 1B
15P = P+ Q ondeQ = 14P que provém do calculo anterior
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(Ei) 15}3 26449452347718826171173662182327682047670541792
9466094804586385762312509661837302961
46606458136711217650255902676473006722529458735855]113893945637
9209928837349924627451415221112259088619760982698568564924539564

Fisen = 72 x 412 x 36097 x 7958836% x 118000231

Fi5,00, = 7° x 413 x 36097 x 7958836% x 118000233
Si5 = {7,41,36097 7958836111800023}
dis = 72 x 412 x 36097 x 79588367 x 11800023%

¢ =15, ndo € numero primo. N&o aplicav@ls, d;zs

(15) Calculo de 1B
16P = P+ Q ondeQ = 15P que provém do calculo anterior

(Eﬁ) 16F) —389367048138495499968455411084106749368804088839145

57067021596582095418 925728565071839827782727438122
—1155513579956086446726505220309211515318861787384336851395518083160602881
136325723147498270523431902592288084194045893283998502004773796813685690368

Fi6,e = 22 x 3% x 7937 x 4087% x 51129726262325F1

F16,00, = 212 x 3% x 7937 x 4087% x 51129726262325F81
Si6 = {3,7937,408795112972626232511

dig = 3% x 7937 x 4087F x 51129726262325%1

¢ =16, ndo € nimero primo. N&o aplicav@ls, d; g6

(16) Calculo de 1P
17P = P+ Q ondeQ = 16P que provém do calculo anterior

(Ei) 17P 4591645941205651758743399376678547640439110366292689120
16015759540315507981058922649735677225876502666921782081
—3356971001512382574465024372404411139168869212038821306071804613485565174522829929681
640945805221137591561987051950162235826445242437760659451423230368974380292474542271

Fi7pen = 4097 x 82837 x 301734% x 391377210997453

Fi7y0en = 409F x 82837 x 301734 % x 391377210997453
S17 = {4091 828373017341391377210997453

di7 = 4092 x 82837 x 3017342 x 391377210997453
(=17a7=1dx>1

(17) Célculo de 1B
18P = P+ Q ondeQ = 17P que provém do calculo anterior

689591826203113887785773119722295807267601495556546837291968641

(Ei) 12;3 3694465184889387771322562406691752609229758212@086837899148100
17364961979158590109876029221066897032106988588298130753199198514730291506877535280890728096311

7101128432385367645064084786373516127020483433959369463624557472714766558011974415615335662 000
Figpen = 22 X 52 x 1F x 17% x 472 x 503 x 18397 x 3206 x 11165778 x 328509018

Figypen = 22 x 5% x 13% x 178 x 47% x 503® x 18397 x 32069 x 11165779 x 328509019
Sig = {5,13,17,47,503 1839732069 11165779328509019
dig = 5% x 13 x 17* x 477 x 50%F x 18397 x 3206 x 11165778 x 328509018

¢ =18, ndo € numero primo. N&o aplica\valg, d;gus

(18) Calculo de 1P
19P = P+ Q ondeQ = 18P que provém do calculo anterior

—1922139639584968082060226503246901428277895686686682979081002044415320

(éi) 15*) 2969l80984324254075257732769855966415483360446163&41661145231217340801
—145 904979083609231069987724849306959 022296316 7336106821424480601745466205413737498@841025!

511628826494728956169195019l11486l63737826370169659752832842681444643648133790878492944764402652869951
Figpen = 1409 x 1440 x 849209202474378989047128362239

Fig,pe, = 1409 x 1440F x 849209202474378989047128362239
Sig = {1409 14401 849209202474378989047128362239

dig = 140% x 1440F x 849209202474378989047128362239
=19 a19= 2,d191 >1

(19) Calculo de 2p
21P = P+ QondeQ = 20P

(a) 2rie NS
Fotpen = 112 x 19 x 672 x 1022 x 107 x 127 x 139 x 996888466040485726666015170445207
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Foiypen = 113 % 19 x 673 x 1023 x 107 x 127 x 139 x 996888466040485726666015170445207
S1={11,19,67,101 107,127,139 996888466040485726666015170445207

dp1 = 112 x 19 x 672 x 1022 x 107 x 127 x 13%F x 996888466040485726666015170445207

¢ =21, ndo é nimero primo. N&o aplicaval;, dy1a1

(20) Célculo de 2P
22P = P+ Q ondeQ = 21P que provém do célculo anterior

(@) 2e(j2.88)
=22 % 28%F x 41F x 9337 x 5046 F x 5124054254 x 157709022629640714785102227

2Den

I:22yDen = NC

So = {283 419,9337,504615124054251157709022629640714785102227

oo = 28F x 41F x 9337 x 5046 £ x 5124054253 x 157709022629640714785102227
£ =22, ndo é nimero primo. Nao aplica\eb, dyoap,

(21) Calculo de 2B
23P = P+ Q ondeQ = 22P que provém do calculo anterior

(@) 2NN
F23»<Den — 5824307669 x 289222981963042863877369014918671841193179293
F23yDen =NC
S3= {582430766928922298196304286387736901491867184119317}9293

do3 = 5824307669 x 289222981963042863877369014918671841193179293
(=23 ax3= l,d231 >1

(22) Calculo de 2B
25P =P+ Q ondeQ = 24P

(@) 2(e Ne)
25,00, = 7° % 412 x 33224363 x 188753300976 77x 190728312224797197710686021440375760978097

Fo5,pen = 7° % 413 x 33224368 x 188753300976 77 190728312224797197710686021440375760978097
S5 = {7,41,332243631887533009767,19072831222479719771068602144037576097B097

dps = 72 x 412 x 33224363 x 188753300976 27 190728312224797197710686021440375760978097

¢ =25, ndo € nimero primo. N&o aplicavals, dozaos

(23) Calculo de 2r
27P =P+ QondeQ = 26P

(@) 2m(ps. i)
o = 52 X 35F x 50F x 3206¢ x 17540358 x
35827368527182692137245871572444384829741652538862383
F27 Den = NC
Sp7— {5,359,503 32069 1754035935827368527182692137245871572444384829741652533862383
do7 = 52 x 35% x 50F x 3206% x 17540358 x 35827368527182692137245871572444384829741652538862383
¢ =27, ndo é nimero primo. N&o aplicavael;, dy7ay7

(24) Calculo de 3B
33P =P+ QondeQ=32P

(@) =i 1o)
33,00, = 419 x 5124054251 x 11249582711300538%

1343091216935291951449340782628927934643571115386866850547817517548516146664779
F33yDen = NC

S33 = {419 5124054251112495827113005309
,1343091216935291951449340782628927934643571115898866850547817517548516146664)779
da3 = 419 x 5124054251 x 11249582711300536%
1343091216935291951449340782628927934643571115388866850547817517548516146664779
¢ =33 nédo é nimero primo. N&o aplicaaak, d3za3
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5.5 HeightH(X(nP))

Para a curva eliptica em estudo e para o p&i1), construimos a tabela d&(X(nP)) para os
primeiros 22 pontos. Note-se o crescimento do niumero dedigimedida que aumenta [Sil08,
Lema 4.1 (b)].

# Definicoes

E = EllipticCurve ([1,1]) #geragdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
# Parametros

m=1 #nimero m inicial EDITAVEIS
ntimes = 22 #numero vezes do ciclo EDITAVEIS

# Calcular Height

for i in range (ntimes ):
mP=m?* P
XmP = mHO0] ;
A=XmP. height ()
if m < 10:
print  m,’ LA
else
print. - m " ', A
meEm+l
# OUTPUT
1P 1
2P 4
3p 72
4P 1296
5P 82369
6P 26862913
7P 8760772801
8P 8662944250944
9P 51865013741670864

10P 310515636774481238884

11P 6005923027069067356081464

12P 516800901506579137034097949153

13P 57941674335049479987688768274352769

14P 23419679382776533016338728874246651427713

15P 26449452347718826171173662182327682047670541792

16P 570670215965820954187925728565071839827782727458122 24

17p 459164594120565175874339937667854764043911036647258 297689120

18P 689591826203113887785773119722295807267601495576471 5576837291968641

19pP 296918098432425407525773276985596641548336044615314 761541661145231217340801

20P 458891135067460617559393347748448737372098017478945 47663449687796544554933032988641

21P 902969479206730073819627845037793082263297789593664 6112664771260823858752079795726741793912
22P 815319539494848460179709256156552339863652654432705 447903035660624694065590758094666477190882328803616 82

Programa 5.8: Heighi (X(nP)) de Pontos da Curva Eliptidareferidos &P

5.6 Calculo deSy

Relembramos que representamos 0 maximo divisor comum doosit e m por (I, m).
Vamos calcular os valores & referente ao pontéP, de Sy, referente ao pontmP, de Sy
referente ao pont(, m)P para exemplifica¢cédo do [Poo03a, Corolarid]3

Sem = S NSnem que, se md/,m) = 1 entdoS NSy =0
De acordo com os calculos anteriores (Verlem 5.4 na pégina 37)

(1) Sejal =4em=28.

S = {3}
S = {3,40879
Sag =S =SNS% = {3}

(2) Sejaf =4 em=12.
S = {3}
Sip = {3,13,29,37,47,1721 2797}
Sa12 =S =SNS2= {3}
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(3) Seja =9 em=18.

S = {5,503 32069
Sig = {5,13,17,47,503 1839732069 11165779328509019
So18 = S = S9N S8 = {5,503 32069

(4) Sejal =9 em=27.

S = {5,503 32069

S7 = {5,359,503 32069
1754035935827368527182692137245871572444384829741652533862383
So27) = S = SN S7 = {5,503 32069

(5) Sejal =14 em=21.

Si14 = {11,67,127,591456591665497
S1 = {11,19,67,101 107,127,139, 996888466040485726666015170445207

Sia21) = S = S4N S = {11,67,127}
(6) Sejal =14 em=15.

Si14 = {11,67,127,591456591665497
Si5 = {7,41,36097 7958836111800023}

Si415=51=5S14NS5=10

5.7 Calculo deSy,

Vamos calcular os valores d& referente ao pontéP, de S, referente ao pontonP , de S,
referente ao pontémP para exemplificacdo do [Poo03a, Lem4]3
Sm—(SUSH) #0 em que/ é suficientemente grande

De acordo com os célculos anteriores (Ve em 5.4 na pagina 37)

(1) Sejald =2, m=3e/m=6

S=0

S=0

Sx3 =S = {1347}
S (SUS) ={1347}

(2) Sejald =2, m=5e/m=10

S=0

S =1{7,41}

S5 = Sio = {7,41,30699397
Si0— (SUSs) = {30699397
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(3) Sejal =2, m=7e/m=14

S =0

S = {11,67,127}

w7 = S = {11,67,127,591456591665497
Su— (SUS) = {591456591665497

(4) Sejal =3, m=5e/m=15

S=0

S ={7,41}

Ssx5 = S5 ={7,41,36097 7958836111800023}
Si5— (SSUS5) = {36097 7958836111800023%

(5) Sejad =5, m=5e/m=25

S ={7,41}

S5 = S5 = {7,41,3322436318875330097677
19072831222479719771068602144037576097B097
S5 (SSUSs) = {3322436318875330097677
19072831222479719771068602144037576097B097

5.8 Conjunto Saq
Para determinar o conjunto finito de prin8s4, temos a considerar 2 originadores de elementos:

(1) Numero Primo 2

Por definicdo o numero primo 2 pertenc&,ag.

(2) Numeros primos da fatorizacdo do denominador da coad#erde P

Os primos da fatorizacdo do denominador da coorderattageradoiP pertecem & 4g.
Neste caso, dado a coordenadser um numero inteiro, ndo ha elementos a incluirSssg.

Podemos entao definir:

Shad = {2}

5.9 ConjuntoL

Por definicdo o conjunth, é o conjunto finito dos nimeros primégm quea; > 1, sendo que
ac Z-otalquedpa > 1

Vamos entdo pesquisar 0s numeros prih@n qued, = 1, tomando em considera¢do os numeros
primos que estéo ef,5g. Para o conseguirmos recorremos aos comandos Sage.
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# Definicoes

E = EllipticCurve ([1,1]) E #geracdo da curva eliptica y"2=x3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)

# Comandos

L = E. S_integral_points (S=[2], mw_base=[P], verbose =false );

print ~ 'os pontos que pertencem ao conjunto L, sdo:’ , L

# OUTPUT

Elliptic Curve defined by y A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field

0 :1:1)

0s pontos que pertencem ao conjunto L , sdo: [(0 : 1 : 1), (14 :9/8 : 1), (72 : 611 : 1)]

Programa 5.9: Determinar Elementos do Conjunto

S&o0 entdo 3 os pontoB; 2P e 3P. Entéo:

L={2,3}

5.10 Conjunto de Numeros Primog/;

Relembremos o conjunto de condi¢des a que 0s numeros pfjrmos representaremos pptém
de cumprir para integrarem este conjunto:

(1) Condicéo 17 > ¢; Vi <i

(2) Condigdo 2y, <2

(3) Condigdo 3pyy, >2  Vj<i

(4) Condigao 4py, > 2 Vlel
(5) Condicao 51y(¢4iP) —i| < 1/(10i)
(6) Condicdo 67; ¢ L

Tenhamos igualmente presente as defini¢des:

pr = max Sa ondea=ay

#HpeS, :p<X}
Xezo, H{PE P P<X}

I“lfi =

5.10.1 Estratégia para Construcéo e Validacao de Elementds

Constatamos que:

(1) SejammP os pontos da curva eliptica em estudo, em Bu o ponto gerador de ordem
infinita.
A medida quem cresce, as coordenada® y dos pontognP, apresentam denominadores
com um grande numero de digitos. Para valoremadevados néo foi possivel calcular as
coordenadas daP.

(2) Com os meios tecnolégicos atuais os algoritmos de faipdiz em numeros primos nao
resolvem em tempo Util o problema para nimeros com elevatermide digitos.
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Dadas as dificuldades resultantes dos factos referidosiyaegse as seguintes estratégias na im-
plementacao do estudo préatico deste conjunto.

e 1° - Construcdo do Conjunto de Candidatos ao conjénto

e 2° - Validagdo das 6 condicdes requeridas para aceitacdo diidesm como elemento do
conjunto;

(1) Construcéo do Conjunto de Candidatos ao conjénto

(a) Pesquisa sequencial do conjunto dos numeros primostiades?.
(b) Para cada numero primo, definir se é ou ndo candidato, mgadda condicao 5

(2) Validacéo das 6 condicOes requeridas para aceitacaarabdato como elemento do con-
junto 4

Analisemos as estratégias para validacdo dos candidatospmto/;, condicédo a condigcao:

(a) Condicéo 17; > /; Vi <i

A construcéo de candidatos ao conjufitgor ordem crescente, garante esta condicao.
(b) Condigdo 2y, <27, em que:

HpeS, :p<X
b= Sup {p ip }
xez., H{PE P p<X}
A impossibilidade de fatorizar totalmente ou até fatorgarcialmente o denominador

da coordenadX dos pontog;P, levaram a escolha duma solucéo alternativa, com uti-
lizacdo de 2 métodos cumulativos.

Seja:

Nf = raiz denominador coordenad&/;P) ou o resultado das divis6es phr
Ndnf = nimero de digitos de Nf

fi = fatores primos resultantes da fatorizagéo

Nfi = total de fatores primos efetivos resultantes da faamdn

Método 1:
Sempre que resultante da fatorizac&o, tenham sido idewlifscfatores primos. Permite

o calculo efetivo déﬁ{%gﬁ—%, para cada fator primo de Nf encontrado.

e Fatorizar Nf por pesquisa sequencial crescente de nimenosgpa partir de 2.

e Por cada fator primo encontrado, calcu%% em queX = fator primo e
recalcular Nf. N

Método 2:

Permite-nos calcular o nimero prinXoa partir do qualm% é sempre< 27,
Para conseguir este objetivo, estabelecemos a regra queeassseres imediatos de

sdo fatores de Nf e em numero estimado pela formula de NUméranhd Fatores
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(Max) que nos permite calcular o Maior Valor Estimado (MVHgste método, traba-
lhamos em resultados hipotéticos maximos, em que pretesgigarantir a verdade da
condicdo 2 e nédo calcular valores efetivos.

Comecemos por definir

DEFINICAO 5.10.1. Menor Numero Primo, que designamos por Lim, é o primeiro
namero primo estimado, que na pesquisa sequencial creasdemuimeros primos para
fatorizar um dado nimero, torna verdadeira a expressao:

HpeSitp<X}

<27 > Li
#{pe?:pgx}_z VX > Lim

Designamos por Ndmfp o nimero de digitos de Lim

DEFINICAO 5.10.2.Numero Maximo Fatores, que designaremos por Max, é a quan-
tidade maxima estimada de fatores primos que poderao erigth dado niumero, ba-
seados na quantidade de digitos resultantes num produto.

Nfi+Ndnf

Max= Ndmfp-1

DEFINICAO 5.10.3. Maior Valor Estimado, que designamos por MVE, é o maior
valor possivel obtido a partir de Lim e de Max.

#{pe Sj: p <Lim}+Max

MVE = -
#{pe P:< p<Lim}+Max

e Fatorizar Nf por pesquisa sequencial crescente de nUmenosga partir de 2, até
encontrar Lim.
e Para cada numero prin¥ode pesquisa, candidato a Lim , calculemos:

_ #{peSitp<X}
#{peP:p<X}
_ Nfi+Ndnf
— Max= Ndmfp-1
_ #{peS;:p<X}+Max
- MVE= #{peP: p<XJ+Max
— SeMVE < 27!, entdo 0 nosso numero prinXoé o Lim que pesquisavamos e a
partir do qual se verifica sempre a condig&o:

#HpeSi:p<X}
#HpeP:p<X}

(c) Condigdo 3p;y, >2'  Vj<i

<27 yX>Lim

Dependendo da possibilidade de efetuar calculos, utimas alternativamente um dos
seguites métodos:

Método 1:
Sabemos que:

b pfifj = max(SMj - (S& Ung)) (por deflnlgéo)
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* (S, —(S,US,)) # 0[Poo03a, Lema 3], se max/;, £} suficientemente grande

Nos casos em estudo, ndo se indo além da fatorizacdo paedas fazdes ja expostas),
sabendo qu&, = S, NS, €S, = Sy NS, [Poo03a, Corolario 3], optou-se pela
seguinte metodologia, para retirar as conclusoes:

i. Calculo de(;¢;P, isolando o denominador da coordenadaextraindo a raiz qua-
drada.

ii. Calculo de¢;P, isolando o denominador da coordenada extraindo a raiz qua-
drada.

iii. Calculo de/;P, isolando o denominador da coordenada extraindo a raiz qua-
drada.

iv. Sendof; e ¢j nimeros primos, & # /j 0s conjuntosS,, S, sao disjuntos. Neste
caso, dividimos o valor calculado empor o valor calculado eria), sendo o resto
= 0. Utilizamos o resultado da operacéo anterior (0 quocigptga nova divisao
pelo valor calculado eriii ), sendo o reste- 0
Sendd’; e£j numeros primos, = ¢ 0s conjuntosy,, §; sao iguais. Neste caso,
dividimos o valor calculado eii) pelo valor calculado erin) ouiii ), sendo o resto
=0, so0 utilizando uma operacéo de divisao.

O resultado final obtido, um ndmero néo fatorizado se maierlgé o valor originador
de (S — (S, US;)). Procedemos entdo a uma fatorizagdo parcial do resultaalo fin
até ao fator que permita decidir sobre a condicéao 3.

Método 2:

Utilizaremos este método sempre que ndo nos seja possivbecél/;P.
De acordo com a definicdo, temos que:

Peie; = max(sfiﬂj — (& US@;))
e que pelo[[Poo03a, Lemad3, (S, — (S, US,;)) # 0, se o max(i, /j} € suficiente-
mente grande.

Pelo método de reducéo maduylpe na impossibilidade de calcular os fatores, assegu-
raremos que 0s numeros que tornam falsa a exprgssao 2' ou nao sao fatores de
Sm, OU séo igualmente fatores @& U Sy).

(d) Condigdo 4py, >2'  Wlel

Sabemos que:

o Py, =max Sy, — (SUS;)) (por defini¢éo)
o (S —(SYUS,;)) # 0[P0o003a, Lema 3], se max/, ¢} for suficientemente grande

Nos casos em estudo, ndo se indo além da fatorizacdo paelas fazdes ja expostas),
sabendo qu& =Sy, NS eS, =Sy NS, [Poo03a, Corolario 3], optou-se pela se-
guinte metodologia, para retirar as conclusoes:
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i. Calculo det/;P, isolando o denominador da coordenadaextraindo a raiz qua-
drada.

ii. Calculo defP, isolando o denominador da coordenadsextraindo a raiz quadrada.

iii. Célculo de;P, isolando o denominador da coordenada extraindo a raiz qua-
drada.

iv. Sendo/ e/; nimeros primos, €+ /; os conjuntosy, S, sao disjuntos. Neste caso,
dividimos o valor calculado er) pelo valor calculado eriit), sendo o reste= 0.
Utilizamos o resultado da operacao anterior (0 quocientag pova divisao pelo
valor calculado eniii ), sendo o reste- 0

O resultado final obtido, um nimero nao fatorizado se maierlgé o valor originador
de (S, — (SUS,)). Procedemos entéo a uma fatorizagéo parcial do resulteal@fin
ao fator que permita decidir sobre a condigao 4.

(e) Condicao 5{y(4iP)—i| <1/(10)
Determinar a coordenadade ;P e verificar que a condicdo se verifica de acordo com

a expressao matematica.

(f) Condicédo 6 ¢ L
Verificar quel; ¢ L, sendo qué tem de ser previamente construido.

5.10.2 Construcdo do Conjunto de Candidatos ao Conjunté

De acordo com a metodologia definida, efetuou-se a idemifacdos candidatos a elementos de
4.

Recorreu-se ao Sage, para os célculogRjeniciando o calculo end = 2 calculando sucessiva-
mente para todos 0s nimeros primos seguintes, o val@®.de

A pesquisa a elementds revelou-se cheia de dificuldades. As capacidades de pesneso
disponiveis, a enorme dimensdo dos campos resultado, @s mhisponiveis de programacao,
limitaram os resultados que se pretendiam obter.

O célculo demP, para valores baixos dwg, foi suficientemente rapido. A medida goecrescia,

0s tempos de processamento degradavam-se acentuaddbasat@do nas propriedades da adicao
dos pontos racionais e, optou-se por calculos parciais de pontos que foram posteghte
somados, tendo em consideracdo go® = m P+ mpP + ... + myP sendo quen=m +m +
...+ my. Isto permitiu levar a analise dos niumeros primos bem magelo

A rotina em Sage € a seguinte:

Programa 5.10: Construcéo do Conjusto

# Definicoes

E = EllipticCurve ([1,1]) E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

nextPrime = 2 #primeiro numero primo a calcular EDITAVEIS
=1 #conjunto 11 < 12 < < li-1 .... EDITAVEIS
lindx = 1; #proximo i para li EDITAVEIS
ntimes =100 #numero vezes do ciclo de calculo EDITAVEIS

# Variaveis
Listlo =] #Intervalo dos numeros Primos Pesquisados

# Calculos iniciais
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Initial_nextPrime = nextPrime ;

Oindx = lindx
for i in range (1):
if is_prime (nextPrime ) == False :
print ' O namero ' , nextPrime , 'ndo é primo’
break
if nextPrime == 2:
lastPrime = nextPrime
else :
lastPrime = previous_prime  ( nextPrime );

ml = lastPrime /I3 + ( lastPrime %3);
m2 = lastPrime //3;
m3 = lastPrime //3

if ml> 0:

miP = ml* P; mP= mlP
if m2>0:

m2P = m2 * P; mP= mP + m2P
if m3> 0:

m3P = m3 * P; mP= mP + m3P

# Ciclo calculo de mP e teste condicao 5

for i in range (ntimes ):
m4 =nextPrime - lastPrime
m4P= m4 * P;
FmP = mP + m4P
YmP = FmA1] - lindx

if abs (YmP <= (1/(10 * lindx )):
| . append ( nextPrime );

lindx = lindx +1
print 'O nGmero primo’ , nextPrime , ‘'satisfaz condicdo 5 em Ii’
nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais
ListlO . append ( Initial_nextPrime );
LastPrime = previous_prime ( nextPrime );
ListlO . append ( LastPrime );
if Initial_nextPrime <> nextPrime :
print A lista dos candidatos a li é: |
print 'O préximo valor de i, é: , lindx
print 'O intervalo dos numeros primos testados é: ' , ListlO
print 'O préximo numero primo é: ' , nextPrime

# OUTPUT

Elliptic Curve defined by y A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
O :1:1)

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

O nGmero primo 97 satisfaz condigdo 5 em i

A lista dos candidatos a li é : [97]

O proximo valor de i , é: 2

O intervalo dos nameros primos testados é : [2, 541]

O préximo nimero primo é : 547

Foi analisado (por execuc¢do sucessiva da rotina) o subaonjunito dos nimeros primo& =
{2,3,5,7,11,...,27031}.
Satisfizeram a condi¢céo 5, os seguintes elementos:

(1) ¢, =97
(2) ¢, = 3299
(3) ¢3 = 14369

(4) A pesquisa dé, foi efetuada até ao numero primo 27031 no universo do subotmfinito
A. Nao foi encontrado um namero primo que satisfizesse a cdméiglogo o elementdy,
bem como todos os sucessofgsls, ...ndo foram identificados e tém um valor superior ao
ndmero primo 27031.

5.10.3 Candidato &1 = 97

O ponto 9P tem coordenadase y sendo que a raiz quadrada do denominador da coordenada
tem 973 digitos.

Procedeu-se a fatorizacao parcial da raiz quadrada do deadon da coordenadq tendo sido

pesquisados fatores primos no intervgdd?0380747483 Foram identificados 3 fatores primos e
um numero nao fatorizado.

Programa 5.11: Fatorizar Denominador Coordenfagara o Ponto 97

# Definicoes
E = EllipticCurve  ([1,1]) E #geragdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
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Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

nextPrime = 2 #primeiro numero primo fator EDITAVEIS
m=97; #numero m para calculo de mP EDITAVEIS
lindx = 1; #proximo i para fatores EDITAVEIS
ntimes  =100000000 #numero vezes do ciclo de calculo EDITAVEIS
# Variaveis

=1 #fatores de denominador x(mP) EDITAVEIS
Listto =] #Intervalo dos numeros Primos Pesquisados

# Calculos iniciais

Initial_nextPrime = nextPrime ;
Oindx = lindx
for i in range (1):
if is_prime (nextPrime ) == False :
print ' O namero ' , nextPrime , 'ndo é primo’
break

mP=m* P, XmP= mMO0J;
DmP = XmP denominator (); RmP = sqrt (DmP

# Ciclo fatorizacdo de mP

for i in range (ntimes ):
Reminder = RmP % nextPrime
it  Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
lindx = lindx +1
print nextPrime ,'é fator primo do denominador coordenada X de ' , m P’
nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais
ListlO . append ( Initial_nextPrime );

LastPrime = previous_prime ( nextPrime );
ListlO . append ( LastPrime );
if Initial_nextPrime <> nextPrime :
print  'A lista dos fatores primos do denominador coordenada X ,de ' , m P, é "
print 'O intervalo dos ndmeros primos testados é: , ListlO
print 'O préximo nUmero primo é: ° , nextPrime
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0 :1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
97 é fator primo do denominador coordenada X de 97P
520081343 ¢é fator primo do denominador coordenada X de 97P
882754619 é fator primo do denominador coordenada X de 97P
A lista dos fatores primos do denominador coordenada X ,de 97P, é: [97, 520081343, 882754619]
O intervalo dos nameros primos testados é : [2, 2038074743]
O préximo nimero primo é : 2038074751

Fo7,00, = 977 x 5200813438 x 882754618 x
17330143459548194453885840389227391033076716327808611345321914740
27303924904929799623779974998293026531474155540469344160585199754
39241962129286611852885228877833021901299591868¢93864266391119723
661243540195328134220906542697893423561222739988B8636376745472496
62597741593538443690804665332699244225663407622531850018727875075
07363408311621417064454471271114015912574343676209822287722486618
55656380293308299661832500519541490047928869716838849258599730414
45104586107995450889528778537319620110289246191830299851269388271
25675141315748983369742068281905521724915477292884786821248869201
77128604474344137182463418391041825080382877431888842294056027355
45582231356955211907116809843319646174754034373824293540151790551
74832906203301624434058988346059059037661694886266092276906493123
44487636175484293864859047400539035749639817198266264033801779176
73473994226456869214758663980953780255498899

Analisemos as 5 condi¢des necessériés a

(1) Condigéo 1: 9% ¢; Vi<l

A condicdo 1 ndo é aplicavel ao primeiro elemefito

(2) Condig&o 2pg7 <271

#{peS7:p<X}
= Su
Hor= 20 #peP:p< X}

J& verificamos, que existem 3 fatores primos. Vamos entéo aplicar o Métpdmlesses fatores.

Calculemos valore {{prfesjjgf;(}} para diferentes valores de

#{peSe7:p<89
@)#ﬁéémfzo
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(b)

(©)

#HpeS7rp<97} _ 1
#{peP:p<97} — 25

Programa 5.12:

Cardinal do Intervalo de Numeros Pri(2037)

# Definicoes
Pr =Primes (); Pr

# Parametros
First_Prime =2
Last_Prime = 97

# Variaveis
Count_Primes =0
Listlo =[]

Error_Prime =10
nextPrime = First_Prime

# Calculos iniciais
ListlO . append ( First_Prime );
ListlO . append ( Last_Prime );

for i in range (1):

if is_prime ( First_Prime ==
print " O namero inicial’
Error_Prime =1
break

if is_prime (Last_Prime ) ==
print " O namero final"
Error_Prime =1
break

#definir conjunto primos

EDITAVEIS
EDITAVEIS

#primeiro n. primo do [] cont
#ultimo n. primo do [] cont

#contador de numeros primos
#Intervalo dos nameros primos contados
#Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0

False :

First_Prime , 'ndo é primo’

False :
Last_Prime

'ndo é primo’

# Ciclo contagem de nGmeros primos no intervalo definido

):

while  (nextPrime <= Last_Prime
Count_Primes =Count_Primes +1
nextPrime =

# Calculos Finais

Pr. next ( nextPrime )

if Error_Prime == 0:
print 'O cardinal do conjunto dos nimeros primos, no intervalo ' , Listto , 'é: ' , Count_Primes
print 'O préximo ndmero primo é: , nextPrime

# OUTPUT

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

O cardinal do conjunto dos nimeros primos , no intervalo [2, 97] é: 25

O préximo nimero primo é 101

#{peSo7:p<520081343

#{pcP:p<520081343 ~— 27356746

Programa 5.13:

Cardinal do Intervalo de Numeros Pri(20520081343

# Definicoes
Pr =Primes (); Pr

# Parametros

First_Prime =2
Last_Prime = 520081343
# Variaveis

Count_Primes =0
Listlo =[]

Error_Prime =0
nextPrime = First_Prime

# Calculos iniciais
ListlO . append ( First_Prime );
ListlO . append ( Last_Prime );

for i in range (1):

if is_prime (First_Prime ==
print ' O ndmero inicial’
Error_Prime =1
break

if is_prime (Last_Prime ) ==
print ' O namero final’ s
Error_Prime =1
break

#definir conjunto primos

EDITAVEIS
EDITAVEIS

#primeiro n. primo do [] cont
#ultimo n. primo do [] cont

#contador de nUmeros primos
#Intervalo dos nameros primos contados
#Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0

False :

First_Prime , 'ndo é primo’

False :
Last_Prime

'ndo é primo’

# Ciclo contagem de nGmeros primos no intervalo definido

):

while  ( nextPrime <= Last_Prime
Count_Primes =Count_Primes +1
nextPrime =

# Calculos Finais

Pr. next (nextPrime )

if Error_Prime == 0:
print 'O cardinal do conjunto dos nGmeros primos, no intervalo ’ , Listto , 'é: ' , Count_Primes
print 'O préximo nGmero primo é: , nextPrime

# OUTPUT

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

O cardinal do conjunto dos naimeros primos , nho intervalo [2, 520081343] é: 27356746

O préximo nimero primo é 520081409
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(d) #{peSH7:p<882754619 3
#{peP:p<882754619 ~— 45173021

Programa 5.14: Cardinal do Intervalo de Numeros Prif2p882754619

# Definicoes
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

First_Prime =2 #primeiro n. primo do [] cont EDITAVEIS
Last_Prime = 882754619 #ultimo n. primo do [] cont EDITAVEIS
# Variaveis

Count_Primes =0 #contador de nameros primos

Listto =] #Intervalo dos nameros primos contados
Error_Prime =0 #Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0
nextPrime = First_Prime

# Calculos iniciais
ListlO . append ( First_Prime );
ListlO . append ( Last_Prime );

for i in range (1):

if is_prime ( First_Prime == False :
print ' O namero inicial’ , First_Prime , 'ndo é primo’
Error_Prime =1
break

if is_prime (Last_Prime ) == False :
print ' O namero final’ , Last_Prime , 'ndo é primo’
Error_Prime =1
break

# Ciclo contagem de nimeros primos no intervalo definido
while  ( nextPrime <= Last_Prime ):
Count_Primes =Count_Primes +1
nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais

if Error_Prime == 0:
print 'O cardinal do conjunto dos numeros primos, no intervalo ' , Listto , 'é: ' , Count_Primes
print 'O préximo nGmero primo é: ' , nextPrime

# OUTPUT

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

O cardinal do conjunto dos nGmeros primos , no intervalo [2, 882754619] é: 45173021

O préximo nimero primo é : 882754627

Vamos agora aplicar o Método 2 para célculo do nimero primo Lim:

Programa 5.15: Calculo de Lim para o Pont#97

# Definicoes

E = EllipticCurve ([2,1]) E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

nextPrime = 2 #primeiro numero primo fator EDITAVEIS
m=97; #numero m para calculo de mP EDITAVEIS
lindx = 1; #i de li EDITAVEIS
ntimes =10000 #numero vezes do ciclo de calculo EDITAVEIS
=1 #fatores de denominador x(mP) EDITAVEIS
Ifact =[] #( # Sli / # num primos ) p/ fator EDITAVEIS
numerador = 0 # acumulado de fatores EDITAVEIS
denominador = 0 # Acumulado de numeros primos EDITAVEIS
# Variaveis

limFound =0

FirstnextPrime = nextPrime

# Calculos iniciais

for i in range (1):
if is_prime (nextPrime ) == False :
print ' O nGmero ' , nextPrime , 'ndo é primo’
limFound = 2
break

mP=m* P

XmP = mM0]

DmP = XmP. denominator ()
RmP = sqrt (DmP

LengthRmP = len (str ( RmP));

originalLen = LengthRmP
# Ciclo fatorizacdo de mP
for i in range (ntimes ):
Reminder = RmP % nextPrime

if  Reminder ==
| . append ( nextPrime )
denominador = denominador + 1
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numerador = numerador + 1
Ifact .append (numerador / denominador )
RmP = RmP //  nextPrime
LengthRmP = len (str ( RmP));
else :
denominador = denominador + 1

# Estimar limite
LengthnextPrime = len ( str (nextPrime ) );

if LengthnextPrime > 1

LengthnextPrime = LengthnextPrime -1;
Aditional = LengthRmP /I LengthnextPrime
numeradorVirtual = numerador
denominadorVirtual = denominador
numeradorVirtual = numeradorVirtual + Aditional
denominadorVirtual = denominadorVirtual + Aditional

lim = numeradorVirtual | denominadorVirtual

if lim < 2°(- lindx ):
limFound =1
break ;

nextPrime = Pr.next (nextPrime )
# Célculos Finais
if limFound == 0:
print  'Aumente o contador ntimes, ou faca calculos parciais, para encontrar Lim’
if limFound <= 1:
print 'para ', m, 'P, temos:'" ;
print ' foi efetuada a fatorizagcdo de’ , FirstnextPrime , 'até ', nextPrime
print ’ foram encontrados os fatores: ’ s
print * para os fatores( # Sli / # num primos ) sdo: ’ , Ifact
print ’ o Menor Namero Primo ( Lim ) é:’ , nextPrime
print * Em Lim (# i / # num primos) é:’ , numerador , /" , denominador
print * o valor de MVE é' , lim
print ’ o numero de digitos da raiz do denominador é’ , originalLen

# OUTPUT
Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
para 97P, temos:
foi efetuada a fatorizacdo de 2 até 2161
foram encontrados os fatores 1 [97]
para os fatores ( # Sli / # num primos ) sdo: [1/25]
0o Menor NOmero Primo ( Lim ) é: 2161
Em Lim (# li / # num primos) é: 1 / 326
o valor de MVE é 324/649
o numero de digitos da raiz do denominador é 973

Estimamos deste modo:

e Menor Numero Primo (Lim) = 2161

e Maior Valor Estimado (MVE)=323
Podemos entdo concluir:
#peSrp<216L 1 - o-1
#{peP:p<2161 ~— 326 —

#{pcS7:p>2161} <21
#{peP:p>2161 —

Pela analise aos resultados obtidos em ambos os métodos utilizados , temiésagueauanero primo
2161, obtivemos os valord®,1/25,...,1/326} todos satisfazendo a condi¢&o2—*. VerificAmos
que para numeros primgs 2161 os valores satisfazem a condigd@ . Sendopg; 0 supremum
destes valores, concluimos:

Hor <2t
A condicgéo 2 verifica-se para = 97

(3) Condigdo 3pgy, >28  Vj<1

Paralj = (1, temos que calculdgy,, = Po7x97 = Poaog
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() Calculo ddg409 (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 9408).
(b) Calculo deg7 (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 9P).

(c) Célculo deroapg/Fo7 (Divisdo dea) porb)).

(d) Pesquisar erfgaog/Fo7, fatores primos.

Validando previamente quiysoo/Fo7 > 1, fez-se a fatorizag@o parcial #gs09/Fo7, por pesquisa
sequencial dos numeros primos, a partir de 2. Dado que neste casmqeeapenas garantir, sem
determinar que:

(P9a09 = MaxXSya09— (S97U S97))) > 2

E-nos suficiente garantir que o primeiro numero primo da fatorizac#Bodgy/Fo7) > 2. Essa con-
digcéo verifica-se, como € demonstrada na rotina desenvolvida em Sage.

Programa 5.16: Verificar quayaog € Maior que 2

# Definicoes

E = EllipticCurve ([x,1]) E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)

Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

| =97 #numero | EDITAVEIS
m = 97 #nlimero m EDITAVEIS
i =1 #valor de i para o numero li EDITAVEIS

# Variaveis

=1 #Intervalo dos numeros Primos Pesquisados
Error_Prime =0 #Primeiro e Ultimo n. primo véalido se 0

Qllmp = 0

Q2lmp = 0

nextPrime = 2 #primeiro n. primo do [] cont EDITAVEIS

# Calculos iniciais
Number_2i = 27i
Im =1 *m

for k in range (1):

if is_prime (1) == False :
print ' O ndmero | =" , , ', ndao é primo’
Error_Prime =1
break

if is_prime (m) == False :
print ' O nimero m =", m, ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

# Ciclo calculo de IP e teste condicao 5

P =1 *P

XIP = IP [0];

DIP = XIP . denominator ();

RIPbad = sqrt (DIP)

while RIPbad % 2 == 0:
RIPbad = RIPbad / 2

RIP = RIPbad

mP=m* P

XmP = mP[0];

DmP = XmP denominator ();

RmPbad = sqrt (DmP

while RmPbad % 2 == 0:
RmPbad = RmPbad / 2

RmP = RmPbad

ImP = Im * P

XImP = ImP[0];

DImP = XImP. denominator ();

RImPbad = sqrt ( DImP)

while RlmPbad % 2 == 0:

RImPbad = RImPbad / 2

RImP = RImPbad

if RImP % RIP == 0:
QllmP = RImP / RIP

if QllmP % RmP == 0:
Q2imP = Q1ImP / RmP

else :
if m==|:
Q2ImP = QlIimP
else :
Error_Prime =2
break

# Ciclo calculo de IP e teste condicao 5
while nextPrime <= Number_2i :
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(4)

Reminder = Q2ImP % nextPrime

if Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais

Len_l =len ( | );
if Error_Prime == 0:
if Len_| == 0 and Q2ImP > 1:
print  'I=" , I, " m=, m
print 'O conjunto Slm - (SI - Sm ) ndo é vazio’
print  'p de ', |,’x , m ' é maior que 2% , i
print  'a pesquisa de fatorizacdo terminou no numero primo’ , nextPrime
else :
print  'p de ', I,’x”, m ' é menor que 2"
if Error_Prime == 2:

print 'Erro ndo previsto’

# OUTPUT
Elliptic Curve defined by y "2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
I =97, m= 97
O conjunto SIm - (SI - Sm) nédo é vazio
p de 9409 é maior que 2" 1
a pesquisa de fatorizagdo terminou no numero primo 3
Assim,
1
Poaog > 2

A condicéo 3 verifica-se pafqg = 97 ondej = 1

Condigdo 4pp7 > 21  Wlel

Ja calculamos anteriormerite= {2,3} e {1 =97

(a) Paral =2, temos que calculgyy, = p2x97 = P194

i. Calculo deFg4 (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 198).
ii. Célculo deF; (raiz quadrada do denominador coordenada ponto P).
iii. Célculo deFy7 (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 9P).
iv. Célculo deF194/F, (Divisao dei) porii)).
v. Célculo de(Fi94/F,)/Fo7 (Diviséo deiv) poriii ).
vi. Pesquisar eniF194/F,)/Fo7, fatores primos.
Validando previamente qué&ios4/F>)/Fo7 > 1, fez-se a fatorizagao parcial & 94/F>) /Fo7, por

pesquisa sequencial dos nimeros primos, a partir de 2. Dado que asstgueremos apenas
garantir, sem determinar que:

(Proa= MaxSyoa— (S USy7))) > 2

E-nos suficiente garantir que o primeiro numero primo da fatorizacdédg/F>)/Fo7 > 2.
Essa condicao verifica-se, como é demonstrada na rotina desenvaoivitiage.

Programa 5.17: Verificar qugqo4 € Maior que 2

# Definicoes

E = EllipticCurve ([x,10) E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)

Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

I =2 #ntmero | EDITAVEIS
m = 97 #nlimero m EDITAVEIS
i =1 #valor de i para o numero li EDITAVEIS
nextPrime = 2 #primeiro n. primo do [] cont EDITAVEIS

# Variaveis

=1 #Intervalo dos numeros Primos Pesquisados
Error_Prime =0 #Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0

Qllmp =0

Q2lmp =0
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(b)

# Calculos iniciais
Number_2i = 27i
Im =1 *m

for k in range (1):

if is_prime (1) == False :
print ' O ndmero | =" , |, ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

if is_prime (m) == False :
print ' O nimero m =", m, ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

# Ciclo calculo de IP, mP e ImP

P =1 *P

XIP = IP [0];

DIP = XIP. denominator ();

RIPbad = sqrt (DIP)

while RIPbad % 2 == 0:
RIPbad = RIPbad / 2

RIP = RIPbad

mP=m* P

XmP = mP[0];

DmP = XmP denominator ();

RmPbad = sqrt (DmP

while RmPbad % 2 == 0:
RmPbad = RmPbad / 2

RmP = RmPbad

Imp = Im * P

XImP = ImP[0];

DImP = XImP. denominator ();

RImPbad = sqrt ( DImP)

while RImPbad % 2 == 0:
RImPbad = RImPbad / 2

RImP = RImPbad

if RImP % RIP == 0:
QllmP = RImP / RIP
if QLImP % RmP ==
Q2ImP = Q1ImP / RmP
else :
if m==|:
Q2ImP = Q1lmP
else :
Error_Prime =2
break

while nextPrime <= Number_2i :
Reminder = Q2ImP % nextPrime
if Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais

Len_l =len ( | );
if Error_Prime == 0:
if Len_| == 0 and Q2ImP > 1:
print  'I=" , I, " m=",m
print 'O conjunto Slm - (S| - Sm ) néo é vazio’
print  'p de ' ,Im, ' é maior que 2" , i
print  'a pesquisa de fatorizacdo terminou no numero primo’
else :
print  'p de ', Im, ' é menor que 2 , i
if Error_Prime == 2:

print 'Erro ndo previsto’

nextPrime

# OUTPUT

Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

Il =2, m=97

O conjunto SIm - (SI - Sm) nédo é vazio

p de 194 ¢é maior que 2" 1

a pesquisa de fatorizagdo terminou no numero primo 3
Assim,

P1o4 > 21

Concluimos que a condicédo 4 é verificada pfata2:

Paral = 3, temos que calculgy,, = p3x97 = P2o1

i. Calculo deF,o; (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 29P).
ii. Célculo deFs (raiz quadrada do denominador coordenada ponto P).
iii. Calculo deFg7 (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 9P).
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iv. Calculo deF,g1/F; (Divisdo dei) porii)).

v. Célculo de(F91/F3)/Fo7 (Divisdo deiv) poriii ).
vi. Pesquisar enizg1/F3)/Fo7, fatores primos.

Validando previamente quézg1/Fs)/Fe7 > 1, fez-se a fatorizacao parcial &91/Fs)/Fo7, por
pesquisa sequencial dos nimeros primos, a partir de 2. Dado que asstgueremos apenas

garantir, sem determinar que:

(P291=MaxX 91— (SUS7))) > 2

E suficiente garantir que o primeiro numero primo da fatorizacadslg/Fz)/Fo7 > 2. Essa
condicao verifica-se, como é demonstrada na rotina desenvolvida &m Sag

Programa 5.18: Verificar quag; € Maior que 2

# Definicoes

E = EllipticCurve ([x,10) E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

I =3 #numero | EDITAVEIS
m = 97 #nlimero m EDITAVEIS
i =1 #valor de i para o numero li EDITAVEIS
nextPrime = 2 #primeiro n. primo do [] cont EDITAVEIS

# Variaveis

=1 #Intervalo dos numeros Primos Pesquisados
Error_Prime =0 #Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0

Qllmp = 0

Q2lmp =0

# Calculos iniciais
Number_2i = 27i
Im =1 *m

for k in range (1):

if is_prime (1) == False :
print " O ndmero | =" , |, ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

if is_prime (m) == False :
print ' O nimero m =", m, ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

# Ciclo calculo de IP, mP e ImP

P =1 *P

XIP = IP [0];

DIP = XIP . denominator ();

RIPbad = sqrt (DIP)

while RIPbad % 2 == 0:
RIPbad = RIPbad / 2

RIP = RIPbad

mP=m* P

XmP = mP[0];

DmP = XmP denominator ();

RmPbad = sqrt (DmP

while RmPbad % 2 == 0:
RmPbad = RmPbad / 2

RmP = RmPbad

ImP = Im * P

XImP = ImP[0];

DImP = XImP. denominator ();

RImPbad = sqrt ( DImP)

while RImPbad % 2 == 0:
RImPbad = RImPbad / 2

RImP = RImPbad

if RImP % RIP == 0:
QllmP = RImP / RIP
if QllmP % RmP == 0:
Q2imP = Q1ImP / RmP
else :
if m==|:
Q2ImP = QlimP
else :
Error_Prime =2
break
#
while nextPrime <= Number_2i :
Reminder = Q2ImP % nextPrime
if Reminder == 0:

| . append ( nextPrime )
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nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais

Len_l =len ( | );
if Error_Prime == 0:
if Len_| == 0 and Q2ImP > 1:
print 1=, I, " m=, m
print 'O conjunto Slm - (SI - Sm ) ndo é vazio’
print  'p de ', Im, ' é maior que 2" , i
print  'a pesquisa de fatorizacdo terminou no numero primo’ , nextPrime
else :
print  'p de ', Im, ' é menor que 2% , i
if Error_Prime == 2:

print 'Erro ndo previsto’

# OUTPUT

Elliptic Curve defined by y A2 = x™3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
| =3, m= 097
O conjunto SIm - (SI - Sm) nédo é vazio
p de 291 é maior que 2" 1
a pesquisa de fatorizagdo terminou no numero primo 3
Assim,
1
P201 > 2

Concluimos que a condicao 4 é verificada pfata3:
A condicao 4 verifica-se parfa = 97

(5) Condicéo 5{y(/1P)—1| <1/(10x 1)
A condicdo 5 verifica-se parra = 97, com recurso a uma rotina desenvolvida utilizando o software

Sage.
Programa 5.19: Verificar que BSatisfaz a Condicdo 5 de
# Definicoes
E = EllipticCurve ([x,1]) E #geragdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros
m = 97 #nlimero m EDITAVEIS
lindx = 1; #valor i para li EDITAVEIS

# Calculos iniciais

for k in range (1):

if is_prime (m) == False :
print " O nimero m =", m, ', ndo é primo’
break

# Verificar se mP satisfaz condicao 5

mP=m* P

YmP = mA1] - lindx ;
if abs (YmP <= (1/(10 * lindx )):
print 'O nOmero primo’ , m, ‘satisfaz condicdo 5 em li, para o valor de i=’ ., lindx
else :
print 'O nOmero primo’ , m, 'ndo satisfaz condicdo 5 em li, para o valor de i=’ , lindx
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by y "2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
O namero primo 97 satisfaz condigdo 5 em li, para o valor de i =1

5.10.4 Candidato &/, = 3299

O ponto 3292 tem coordenadas e y sendo que a raiz quadrada do denominador da coordentzma
1125459 digitos.

Procedeu-se a fatorizacdo parcial da raiz quadrada do denomitzadoordenads tendo sido pesquisados
fatores primos no interval{2,1820041099]7 Neste intervalo ndo existe nenhum namero primo que seja
fator do denominador da coordenada que significa que todos os fatores primos tém um minimo de 11
digitos e um valor superior a 18200410997.
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Programa 5.20: Fatorizar Denominador Coordenagara o Ponto 3299

# Definicoes

E = EllipticCurve ([1,1]) E #geragdo da curva eliptica y"2=x3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

nextPrime = 18100000013 #primeiro numero primo fator EDITAVEIS
m=3299; #numero m para calculo de mP EDITAVEIS
lindx = 1; #proximo i para fatores EDITAVEIS
ntimes =4249389 #numero vezes do ciclo de calculo EDITAVEIS

I =1 #fatores de denominador x(mP) EDITAVEIS
# Varidveis

Listto =] #Intervalo dos nUmeros Primos Pesquisados

# Calculos iniciais

Initial_nextPrime = nextPrime ;
Oindx = lindx
for i in range (1):
if is_prime (nextPrime ) == False :
print ' O numero ' , nextPrime , 'ndo é primo’
break

mP=m* P, XmP= mMO0J;
DmP = XmP denominator (); RmP = sqrt (DmR

# Ciclo fatorizagdo de mP

for i in range (ntimes ):
Reminder = RmP % nextPrime ;
it Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
lindx = lindx +1
print nextPrime ,'é fator primo do denominador coordenada X de ' , m P’
nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais
ListlO . append ( Initial_nextPrime );

LastPrime = previous_prime ( nextPrime );
ListlO . append ( LastPrime );
if Initial_nextPrime <> nextPrime
print  'A lista dos fatores primos do denominador coordenada X ,de ' , m 'P, &'
print 'O intervalo dos nGmeros primos testados é: ' , ListlO
print 'O préximo nimero primo é: ' , nextPrime
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0 :1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
A lista dos fatores primos do denominador coordenada X ,de  3299P, é: ]
O intervalo dos numeros primos testados é : [18100000013, 18200410997]
O préximo nimero primo é : 18200411029

F3299,00, = NUmero nao fatorizado em primos cgfil25459digitos)?

Analisemos as 5 condicdes necessatia a

(1) Condigéo 1: 3299 /; Vi<?2
Temos que:
3299> 97 paraj =1
A condicao 1 verifica-se para = 3299

(2) Condicéo 2p3299 < 272

Né&o tendo sido encontrados quaisquer fatores primos, vamos utilizar ddvi&fmara calculo de Lim.

Programa 5.21: Calculo de Lim para o Ponto 3299

# Definicoes

E = EllipticCurve ([1.1)) . E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

nextPrime = 8300041 #primeiro numero primo fator EDITAVEIS
m=3299; #numero m para calculo de mP EDITAVEIS
lindx = 2; #i de li EDITAVEIS
ntimes = 10000 #numero vezes do ciclo de calculo EDITAVEIS
= #fatores de denominador x(mP) EDITAVEIS
Ifact =[] #( # Sli / # num primos ) p/ fator EDITAVEIS
numerador = 0 # acumulado de fatores EDITAVEIS
denominador = 558598 # Acumulado de numeros primos EDITAVEIS
# Variaveis

limFound =0

FirstnextPrime = nextPrime
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# Calculos iniciais

for i in range (1):
if is_prime ( nextPrime ) == False :
print " O nGmero ' , nextPrime , 'ndo é primo’
limFound = 2
break

mP=m* P

XmP = mPM0]

DmP = XmP denominator ()
RmP = sqgrt (DmP

LengthRmP = len (str ( RmP));
originalLen = LengthRmP

# Ciclo fatorizacdo de mP
for i in range (ntimes ):

Reminder = RmP % nextPrime

if  Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
denominador = denominador + 1
numerador = numerador + 1
Ifact . append (numerador / denominador )
RmP = RmP /[ nextPrime
LengthRmP = len (str ( RmP));

else :
denominador = denominador + 1
# Estimar limite
LengthnextPrime = len ( str (nextPrime ) );
if LengthnextPrime > 1
LengthnextPrime = LengthnextPrime -1;
Aditional = LengthRmP /I LengthnextPrime ;
numeradorVirtual = numerador
denominadorVirtual = denominador
numeradorVirtual = numeradorVirtual + Aditional ;
denominadorVirtual = denominadorVirtual + Aditional
lim = numeradorVirtual | denominadorVirtual
if lim < 27(- lindx ):
limFound =1
break ;
nextPrime = Pr.next (nextPrime )
# Calculos Finais
if limFound == 0:
print ~ 'Aumente o contador ntimes, ou faca calculos parciais, para encontrar Lim’
if limFound <= 1
print  ‘'para ' , m, 'P, temos:" ;
print ’ foi efetuada a fatorizacdo de’ , FirstnextPrime , ‘'até ', nextPrime
print ' foram encontrados os fatores: ’ o
print ’ para os fatores( # Sli / # num primos ) sdo: ' , Ifact
print ' 0 Menor Namero Primo ( Lim ) é:’ , nextPrime
print ' Em Lim (# li / # num primos) é:’ , numerador , '/" , denominador
print ' o valor de MVE é' , lim
print ' o nimero de digitos da raiz do denominador é' , originalLen
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by y A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
para  3299P, temos:
foi efetuada a fatorizacdo de 8300041 até 8365783
foram encontrados os fatores
para os fatores ( # Sli / # num primos ) sdo: []
0o Menor NOmero Primo ( Lim ) é: 8365783
Em Lim (# li / # num primos) é: 0 / 562729
o valor de MVE é 187576/750305
0 nimero de digitos da raiz do denominador é 1125459

Estimamos deste modo:

e Menor Numero Primo (Lim) = 8365783
e Maior Valor Estimado (MVE)=332378
Podemos entéo concluir:

#{PcS209p<8365783 _ 0 - o-2
#{peP:p<8365783 ~ 562729 —

#{PESs09p>8365783 - 52
#{peP:p>8365783 —
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Logo todos os valores satisfazem a condig® 2. Sendduzsge 0 supremum destes valores, conclui-
mos:
Ha2ge < 272
A condicao 2 verifica-se para = 3299
(3) Condic&o 3pazey; > 22  Vj<2

(a) Parelj = {1, temos que calculap;;, = P3299<97 = P320003

De acordo com a defini¢cdo, temos que:

P320003= MaxS320003— (So7U Sz299))

e que pelo[Poo03a, Lemad3, (Ss20003— (So7U Ss299) ) N@0 € um conjunto vazio, se o n{&%, 3299}
é suficientemente grande. Na impossibilidade de calcular 3Z0@@30s utilizar 0 método 2
para provar a condi¢do 3 com recurso a redug¢ado pnod

Programa 5.22: Geracdt ondep menor 107 para o Ponto 320003

# Parametros

nextPrime = 3 #ntimero p EDITAVEIS
Last_Prime = 107 #Fim de geragdo de p EDITAVEIS
li =320003 #numero primo a fatorizar EDITAVEIS
pontoSingular =31 #numero singular EDITAVEIS
# Definicoes

Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Variaveis

Error_Prime =0

FirstnextPrime = nextPrime

11=]]

# Calculos iniciais

for k in range (1):

if is_prime (nextPrime ) == False :
print ' O namero nextPrime =' , nextPrime , ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break ;

# Ciclo calculo da ordem de P

while  ( nextPrime <= Last_Prime ):
F = Zmod( nextPrime );
E = EllipticCurve (F,1, 1]);

P = E([0.1]);
mP=li *P;

Y = mA2];

if Y =0

I1 . append ( nextPrime );

nextPrime = Pr.next (nextPrime );
if nextPrime == pontoSingular
nextPrime = Pr.next (nextPrime );
if Error_Prime == 0:
print  ‘'para ' , li , 'P, temos: ;
print ’ foi efetuada reducdo mod p no intervalo de ' , FirstnextPrime , ‘'até ', Last_Prime
print ' foram encontrados os fatores : ' , 11
#0utput

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

para 320003 P, temos:
foi efetuada redugdo mod p no intervalo de 3 até 107
foram encontrados os fatores :[97]

Verificamos que o numero 3 néo é fator do ponto 3260893endd Sz20003— (So7U Ss209)) # 0,
entdo podemos concluir que:

Pa20003> 2°  paral; = 97 ondej = 1
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(b) Paralj = £, temos que calculaw;,, = P3299<3299= P10883401

De acordo com a definicdo, temos que:

P10883401= MaXS10883401— (Sz299U SB299))

e que pelo[[Poo03a, Lema43], (Sios83401— (Ss299U Ss299)) NA0 € um conjunto vazio, se 0
max{3299 3299 é suficientemente grande. Na impossibilidade de calcular 1088340tos
utilizar o método 2 para provar a condi¢gdo 3 com recurso a redugagpmod

Programa 5.23: Geragdt ondep menor 107 para o Ponto 10883401

# Parametros

nextPrime = 3 #namero p EDITAVEIS
Last_Prime = 107 #Fim de geracdo de p EDITAVEIS
li =10883401 #numero primo a fatorizar EDITAVEIS
pontoSingular =31 #numero singular EDITAVEIS
# Definicoes

Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Variaveis

Error_Prime =0

FirstnextPrime = nextPrime

11=]]

# Calculos iniciais

for k in range (1):

if is_prime (nextPrime ) == False :
print ' O ndmero nextPrime =", nextPrime , ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break ;

# Ciclo calculo da ordem de P

while  (nextPrime <= Last_Prime ):
F = Zmod( nextPrime );
E = EllipticCurve (F,[1, 1]);

P = E([0.1]);
mP=li *P;

Y = mA2];

if Y == 0

I1 . append ( nextPrime );

nextPrime = Pr.next (nextPrime );
if nextPrime == pontoSingular
nextPrime = Pr.next (nextPrime );
if Error_Prime == 0:
print  ‘'para ' , li , 'P, temos:’
print ' foi efetuada reducdo mod p no intervalo de ' , FirstnextPrime , 'até ' , Last_Prime
print ' foram encontrados os fatores: ’ , 1
#Output

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

para 10883401 P, temos:
foi efetuada redugdo mod p no intervalo de 3 ate 107
foram encontrados os fatores ||

Verificamos que o numero 3 ndo € fator do ponto 1088B4€Ikendo(S;oss3401— (Sz299U
Ss209)) # 0, entdo podemos concluir que:

Prossasor> 22  paralj = 3299 ondej = 2
Assim, a condicéo 3 verifica-se pata= 3299
(4) Condicdo 4pppge>22  Wlel

Ja calculamos anteriormerite= {2, 3} e /, = 3299

(a) Paral =2, temos que calculgy,, = P2x3299= Pes9s

i. Célculo deFgsog (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 6598B).
ii. Célculo deF; (raiz quadrada do denominador coordenada ponto P).
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iii. Calculo deFs»g99 (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 3298).
iv. Calculo deFgs9g/F> (Diviséo dei) porii)).
v. Calculo de(Fgsgs/F2) /Fs209 (Diviséo deiv) poriii )).
vi. Pesquisar eniFgs9s/F2) /F3299, fatores primos.
Validando previamente qu€ssgs/F2) /Fs209> 1, fez-se a fatorizagao parcial G&sgs/F2) /Fs299,

por pesquisa sequencial dos nimeros primos, a partir de 2. Dadogja&aso, queremos ape-
nas garantir, sem determinar que:

(Pesos = Max Seses— (S U S3209))) > 22

E suficiente garantir que o primeiro numero primo da fatorizacd&gdes/F2) /Fs209 > 2. Essa
condigéo verifica-se, como &€ demonstrada na rotina desenvolvida &n Sag

Programa 5.24: Verificar quassog € Maior que 2

# Definicoes

E = EllipticCurve  ([1,1]) ; E #geragdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)

Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

I =2 #namero | EDITAVEIS
m = 3299 #namero m EDITAVEIS
i =2 #valor de i para o numero li EDITAVEIS
nextPrime = 2 #primeiro n. primo do [] cont EDITAVEIS

# Variaveis

=1 #Intervalo dos numeros Primos Pesquisados
Error_Prime =0 #Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0

Qllmp = 0

Q2lmp = 0

# Calculos iniciais

Number_2i = 27i

Im =1 *m

for k in range (1):

if is_prime (1) == False :
print " O namero | =" , |, ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

if is_prime (m) == False :
print " O nimero m =", m, ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

# Ciclo calculo de IP, mP e ImP

P =1 *P

XIP = IP [0];

DIP = XIP. denominator ();

RIPbad = sqrt (DIP)

while RIPbad % 2 == 0:
RIPbad = RIPbad / 2

RIP = RIPbad

mP=m* P

XmP = mHMO0J;

DmP = XmP denominator ();

RmPbad = sqrt (DmP

while RmPbad % 2 == 0:
RmPbad = RmPbad / 2

RmP = RmPbad

ImP = Im * P

XImP = ImP[0];

DImP = XImP. denominator ();

RImPbad = sqrt ( DImP)

while RimPbad % 2 == 0:
RImPbad = RImPbad / 2

RImP = RImPbad

if RImP % RIP == 0:
QllmP = RImP / RIP
if QlimP % RmP == 0:
Q2ImP = QlimP / RmP
else :
if m==|:
Q2ImP = QlIimP
else :
Error_Prime =2
break
#
while nextPrime <= Number_2i :
Reminder = Q2ImP % nextPrime
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(b)

if Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais

Len_l =len ( | );
if Error_Prime == 0:
if Len_| == 0 and Q2ImP > 1:
print  'I=" , I, " m= , m
print 'O conjunto Slm - (SI - Sm ) ndo é vazio’
print  'p de ', Im, ' é maior que 2" , i
print  'a pesquisa de fatorizacdo terminou no numero primo’ , nextPrime
else :
print  'p de ', Im, ' é menor que 2% , i
if Error_Prime == 2:

print 'Erro ndo previsto’

# OUTPUT

Elliptic Curve defined by y "2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

I =2, m= 3299

O conjunto SIm - (SI - Sm) nédo é vazio

p de 6598 é maior que 2" 2

a pesquisa de fatorizagdo terminou no numero primo 5
Assim,

Pesos > 2

Concluimos que a condicao 4 é verificada pfata2:
Paral = 3, temos que calculgyy, = P3x3299= P9so7

i. Célculo deFggg7 (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 989P).
ii. Célculo deFs (raiz quadrada do denominador coordenada ponto P).
iii. Calculo deFs»g9 (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 3298).
iv. Calculo deFggg7/F3 (Diviséo dei) porii)).
v. Calculo de(Fygg7/F3)/Fs299 (Divisdo deiv) poriii )).
vi. Pesquisar eniFggg7/F3)/F3299, fatores primos.
Validando previamente qu&ysg7/Fs) /Fs209> 1, fez-se a fatorizacao parcial G&sg7/F3) /Fs299,

por pesquisa sequencial dos nimeros primos, a partir de 2. Dadogja&aso, queremos ape-
nas garantir, sem determinar que:

(Poga7 = MaxX Sygo7— (S8U S3299))) > 2

E suficiente garantir que o primeiro numero primo da fatorizac&sie7/Fz) /Faz00 > 2. Essa
condigéo verifica-se, como € demonstrada na rotina desenvolvida &n Sag

Programa 5.25: Verificar quagg7 € Maior que 2

# Definicoes

E = EllipticCurve ([1.1]) E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)

Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

I =3 #namero | EDITAVEIS
m = 3299 #namero m EDITAVEIS
=2 #valor de i para o numero li EDITAVEIS
nextPrime = 2 #primeiro n. primo do [] cont EDITAVEIS

# Variaveis

=1 #Intervalo dos nameros Primos Pesquisados
Error_Prime =0 #Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0

Qllmp = 0

Q2lmp = 0

# Calculos iniciais
Number_2i = 27i
Im =1 *m

for k in range (1):

if is_prime (1) == False :
print ' O namero | =" , |, ' ndo é primo’
Error_Prime =1
break
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if is_prime (m) == False :

print ' O nlmero m = m ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

# Ciclo calculo de IP, mP e ImP

P =1 *P

XIP = 1P [0];

DIP = XIP. denominator ();

RIPbad = sqgrt (DIP)

while RIPbad % 2 == 0:
RIPbad = RIPbad [/ 2

RIP = RIPbad

mP=m* P

XmP = mHOJ;

DmP = XmP. denominator ();

RmPbad = sqrt (DmP

while RmPbad % 2 == 0:
RmPbad = RmPbad / 2

RmP = RmPbad

Imp = Im * P

XImP = ImP[0];

DImP = XImP. denominator ();

RImPbad = sqrt ( DImP)

while RImPbad % 2 == 0:
RImPbad = RImPbad / 2

RImP = RImPbad

it RIMP % RIP ==
QlimP = RImP / RIP
it QlimP % RmP == 0:
Q2ImP = QlimP / RmP

else :
if m==1|:
Q2lmP = QlimP
else :
Error_Prime =2
break
#
while nextPrime <= Number_2i :
Reminder = Q2ImP % nextPrime
if Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
nextPrime = Pr.next (nextPrime )
# Calculos Finais
Len_l =len( I );
if Error_Prime == 0:
if Len_| == 0 and Q2ImP > 1:
print I =" , |, ', m=, m
print 'O conjunto Slm - (S| - Sm ) ndo é vazio’
print  'p de ', Im, ' é maior que 2 , i
print  'a pesquisa de fatorizacdo terminou no numero primo’ , nextPrime
else :
print  'p de ', Im, ' é menor que 2" , i
if Error_Prime ==

print 'Erro ndo previsto’

# OUTPUT
Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
I =3, m= 3299
O conjunto SIm - ( SI - Sm) nédo é vazio
p de 9897 é maior que 2" 2
a pesquisa de fatorizagdo terminou no numero primo 5
Assim,
2
Pogg7 > 2

Conclui-se que a condicao 4 é verificada para3:
A condicao 4 verifica-se para = 3299

(5) Condigéo 5]y(¢2P) —2| <1/(10x 2)
A condicéo 5 verifica-se pafa = 3299, com recurso a uma rotina desenvolvida utilizando o software
Sage.

Programa 5.26: Verificar que 32B0%atisfaz a Condicéo 5 d¢

# Definicoes

E = EllipticCurve ([2,1]) E #geragdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos
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# Parametros
m = 3299 #namero m EDITAVEIS
lindx = 2; #valor i para li EDITAVEIS
# Calculos iniciais
for k in range (1):
if is_prime (m) == False :
print " O nimero m =", m, ', ndo é primo’
break
# Verificar se mP satisfaz condicao 5
mP=m* P
YmP = mA1] - lindx ;
if abs (YmP <= (1/(10 * lindx )):
print 'O numero primo’ , m, ‘satisfaz condicdo 5 em li, para o valor de i=’ , lindx
else :
print 'O numero primo’ , m, ‘'ndo satisfaz condicdo 5 em i, para o valor de i=’ , lindx
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
O nlmero primo 3299 satisfaz condicdo 5 em li, para o valor de i = 2

Concluimos deste modo, confirmadas as 5 condi¢Bes, que o candidatoraimero primo 3299 é o valor

de/, para a curva eliptica em analise.

5.10.5 Candidato a/3 = 14369

O ponto 1436P tem coordenadas e y sendo que a raiz quadrada do denominador da coordertada

21350983 digitos.

Procedeu-se a fatorizacdo parcial da raiz quadrada do denomiscdoordenads tendo sido pesquisados
fatores primos no interval@,369625447. Neste intervalo ndo existe nenhum nimero primo que seja fator
do denominador da coordenaxao que significa que todos os fatores primos tém um minimo de 8 digitos

e um valor superior a 369625447.

Programa 5.27: Fatorizar Denominador Coorden&gara o Ponto 14369

#LaTex: caption = Fatorizar denominador coordenada X para o
# Definicoes

E = EllipticCurve ([1,1]) E #geracdo da curva eliptica y"2=x3+x+1
P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos
# Parametros
nextPrime = 359765669 #primeiro numero primo fator EDITAVEIS
m=14369 #numero m para calculo de mP EDITAVEIS
lindx = 1; #proximo i para fatores EDITAVEIS
ntimes  =500000 #numero vezes do ciclo de calculo EDITAVEIS
# Varidveis
I =1 #fatores de denominador x(mP) EDITAVEIS
Listto =] #Intervalo dos numeros Primos Pesquisados
# Calculos iniciais
Initial_nextPrime = nextPrime ;
Oindx = lindx
for i in range (1):
if is_prime (nextPrime ) == False :
print ' O namero ' , nextPrime , 'ndo é primo’
break
mP=m?* P; XmP = mPF0J;

DmP = XmP. denominator (); RmP = sqrt (DmP
# Ciclo fatorizacdo de mP
for i in range (ntimes ):
Reminder = RmP % nextPrime ;
it Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
lindx = lindx +1

print  nextPrime ,'é fator primo do denominador coordenada X de '

nextPrime = Pr.next (nextPrime )
# Calculos Finais

ListlO . append ( Initial_nextPrime ):
LastPrime = previous_prime ( nextPrime );
ListlO . append ( LastPrime );

if Initial_nextPrime <> nextPrime :
print  'A lista dos fatores primos do denominador coordenada X ,de '
print 'O intervalo dos numeros primos testados é: ' , ListlO

print 'O préximo nimero primo é: , nextPrime

# OUTPUT

Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
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0:1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

A lista dos fatores primos do denominador coordenada X ,de 14369P, é: ]
O intervalo dos nGmeros primos testados é : [359765669, 369625447]
O préximo nimero primo é : 369625507

F143690., = NMero no fatorizado em primos cc213509831gitog)?

Analisemos as 5 condi¢des necessatia a

(1) Condicao 1: 14368 /; Vi<l
Temos que:
14369> 97 paraj =1
14369> 3299 pargj = 2
A condicao 1 verifica-se parg = 14369

(2) Condig&o 214369 < 23

Nao tendo sido encontrados quaisquer fatores primos, vamos utilizar dd/&fara calculo de Lim

Programa 5.28: Calculo de Lim para o Ponto 14369

# Definicoes

E = EllipticCurve ([2.1]) E #geragdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

nextPrime = 347612339 #primeiro numero primo fator EDITAVEIS
m=14369; #numero m para calculo de mP EDITAVEIS
lindx = 3; #i de li EDITAVEIS
ntimes  =10000 #numero vezes do ciclo de calculo EDITAVEIS
=1 #fatores de denominador x(mP) EDITAVEIS
Ifact =[] #( # Sli | # num primos ) p/ fator EDITAVEIS
numerador = 0 # acumulado de fatores EDITAVEIS
denominador = 18682076 # Acumulado de numeros primos EDITAVEIS
# Variaveis

limFound =0

FirstnextPrime = nextPrime

# Calculos iniciais

for i in range (1):
if is_prime ( nextPrime == False :
print ' O namero ' nextPrime , 'ndo é primo’
limFound = 2
break

mP=m* P

XmP = mM0]

DmP = XmP. denominator ()
RmP = sqrt (DmP

LengthRmP = len (str ( RmP));
originalLen = LengthRmP

# Ciclo fatorizacdo de mP
for i in range (ntimes ):

Reminder = RmP % nextPrime

if Reminder ==
| . append ( nextPrime )
denominador = denominador + 1
numerador = numerador + 1
Ifact . append (numerador / denominador )
RmP = RmP /[ nextPrime
LengthRmP = len (str ( RmP));

else :

denominador = denominador + 1

# Estimar limite
LengthnextPrime = len ( str (nextPrime ) );
if LengthnextPrime > 1
LengthnextPrime = LengthnextPrime -1;

Aditional = LengthRmP /I LengthnextPrime
numeradorVirtual = numerador
denominadorVirtual = denominador
numeradorVirtual = numeradorVirtual + Aditional
denominadorVirtual = denominadorVirtual + Aditional
lim = numeradorVirtual | denominadorVirtual
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if lim < 2%(- lindx ):
limFound =1
break ;
nextPrime = Pr.next (nextPrime )
# Célculos Finais
if limFound == 0:
print  'Aumente o contador ntimes, ou faca calculos parciais, para encontrar Lim’
if limFound <= 1:
print 'para ', m, 'P, temos:'" ;
print ' foi efetuada a fatorizacdo de’ , FirstnextPrime , 'até ' , nextPrime
print ' foram encontrados os fatores: ’ ,o
print ' para os fatores( # Sli / # num primos ) sédo: ' , Ifact
print "’ o Menor Namero Primo ( Lim ) é:’ , nextPrime
print ' Em Lim (# li / # num primos) é:" , numerador , '/" , denominador
print ' o valor de MVE ¢ , lim
print ’ o numero de digitos da raiz do denominador é’ , originalLen
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by y "2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
para 14369 P, temos:
foi efetuada a fatorizagdo de 347612339 até 347613029
foram encontrados os fatores
para os fatores ( # Sli / # num primos ) sdo: []
0 Menor Namero Primo ( Lim ) é: 347613029
Em Lim (# li / # num primos) é: 0 / 18682105
o valor de MVE é 2668872/21350977
0 numero de digitos da raiz do denominador é 21350983

Estimamos deste modo:

e Menor Numero Primo (Lim) = 347613029

e Maior Valor Estimado (MVE)=258812,

Podemos entao concluir:
#{ PES14366 p<347613029 0 < 2_3
#(peP:p<347613029 18682105

#{PES14365p>347613029 _ -3
#{peP:p>347613029 —

Logo todos os valores satisfazem a condigé® 3. Sendopi43se 0 SUpremum destes valores, con-
cluimos:

-3
H14369< 2

A condicéo 2 verifica-se para = 14369

(3) Condicéo 3piszee;, > 20  Vj<3

(@) Paraj = /1, temos que calculdp,, = P14369<97 = P1393793

De acordo com a defini¢cdo, temos que:

P1393793= MaX(S1393793— (So7U S14369))

e que pelo[Poo03a, Lemad3, (Si393793— (So7U S14369)) N0 € um conjunto vazio, se o m&7, 14369

é suficientemente grande. Na impossibilidade de calcular 13@3#880s utilizar o método 2
para provar a condicao 3 com recurso a redugao mod

Programa 5.29: Geracdt ondep menor 107 para o Ponto 13933

# Parametros

nextPrime = 3 #numero p EDITAVEIS
Last_Prime = 107 #Fim de geracdo de p EDITAVEIS
li =1393793 #numero primo a fatorizar EDITAVEIS
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pontoSingular =31 #numero singular EDITAVEIS

# Definicoes
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Variaveis

Error_Prime =0
FirstnextPrime = nextPrime
11 =[]

# Calculos iniciais

for k in range (1):

if is_prime (nextPrime ) == False :
print ' O ndmero nextPrime =", nextPrime , ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break ;

# Ciclo calculo da ordem de P

while  ( nextPrime <= Last_Prime ):
F = Zmod( nextPrime );
E = EllipticCurve (F,1, 1]);

P = E([0.1]);
mP=li *P;

Y = mA2];

if Y == 0

I1 . append ( nextPrime );

nextPrime = Pr.next (nextPrime );
if nextPrime == pontoSingular
nextPrime = Pr.next (nextPrime );
if Error_Prime == 0:
print  ‘'para ' , li , 'P, temos:’
print ' foi efetuada reducdo mod p no intervalo de ' , FirstnextPrime , 'até ', Last_Prime
print ' foram encontrados os fatores: ’ , 1
#0utput

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

para 1393793 P, temos:
foi efetuada redugdo mod p no intervalo de 3 ate 107
foram encontrados os fatores 1 [97]

Verificamos que os numeros37 nédo séo fatores do ponto 1393PIsendd S;393793— (So7U
S14369)) # 0, entdo podemos concluir que:

P1393793> 23 paralj =97 ondej =1

(b) Paralj = (, temos que calculg; s, = P14369<3299 = P47403331

De acordo com a definicdo, temos que:

Pa7403331= MaX($47403331— (S3299U S14369))

e que pelo[[Poo03a, Lema43, (S47403331— (Ss209U S14369)) N0 € um conjunto vazio, se o
max{3299 14369 é suficientemente grande. Na impossibilidade de calcular 474832810s
utilizar o método 2 para provar a condi¢gdo 3 com recurso a redu¢cagpmod

Programa 5.30: Geragat ondep menor 107 para o Ponto 47403831

# Parametros

nextPrime = 3 #namero p EDITAVEIS
Last_Prime = 107 #Fim de geracdo de p EDITAVEIS
li =47403331 #numero primo a fatorizar EDITAVEIS
pontoSingular =31 #numero singular EDITAVEIS
# Definicoes

Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Variaveis

Error_Prime =0

FirstnextPrime = nextPrime

11=]]

# Calculos iniciais

for k in range (1):

if is_prime ( nextPrime ) == False :
print ' O namero nextPrime =" , nextPrime , ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break ;

# Ciclo calculo da ordem de P
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while  (nextPrime <= Last_Prime ):

F = Zmod( nextPrime );
E = EllipticCurve (F,[1, 1]);
P = E([0,1]);
mP=li *P;
Y = mA2];
if Y == 0
I1 . append ( nextPrime );
nextPrime = Pr.next (nextPrime );
if nextPrime == pontoSingular
nextPrime = Pr.next (nextPrime );
if Error_Prime == 0:
print  ‘para ' , li , 'P, temos:’
print ’ foi efetuada reducdo mod p no intervalo de ’ , FirstnextPrime , 'até ' , Last_Prime
print ' foram encontrados os fatores: ’ , 1

#Output

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

para 47403331 P, temos:
foi efetuada redugdo mod p no intervalo de 3 ate 107
foram encontrados os fatores ||

Verificamos que 0s numeros37 ndo séo fatores do ponto 47403B3 sendo(S47403331—
(Ss299U S14369)) # 0, entdo podemos concluir que:

Pa7a03331> 22 paralj = 3299 ondegj = 2

Paralj = (3, temos que calculg, ¢, = P14369:14369= P206468161

De acordo com a definicdo, temos que:

P206468161= MaX So6468161— (S14369U S14369))

e que pelo[[Poo03a, Lema4d, (Sxo6468161— (S14369U S14369)) NA0 € um conjunto vazio, se
0 maxX 1436914369 é suficientemente grande. Na impossibilidade de calcular 206488161
vamos utilizar o método 2 para provar a condi¢do 3 com recurso a rechagfo.

Programa 5.31: Geracdt, ondep menor 107 para o Ponto 206468F61

# Parametros

nextPrime = 3 #namero p EDITAVEIS
Last_Prime = 107 #Fim de geracdo de p EDITAVEIS
li =206468161 #numero primo a fatorizar EDITAVEIS
pontoSingular =31 #numero singular EDITAVEIS
# Definicoes

Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Variaveis

Error_Prime =0

FirstnextPrime = nextPrime

11=]]

# Calculos iniciais

for k in range (1):

if is_prime (nextPrime ) == False :
print ' O ndmero nextPrime =", nextPrime , ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break ;

# Ciclo calculo da ordem de P

while  (nextPrime <= Last_Prime ):

F = Zmod( nextPrime );

E = EllipticCurve (F,[1, 1]);

P = E([0.1]);

mP=li *P;

Y = mA2];

if Y == 0
I1 . append ( nextPrime );

nextPrime = Pr.next (nextPrime );

if nextPrime == pontoSingular
nextPrime = Pr.next (nextPrime );

if Error_Prime == 0:
print  ‘'para ' , li , 'P, temos:’
print ' foi efetuada reducdo mod p no intervalo de ' , FirstnextPrime , 'até ' , Last_Prime
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#Output
Set of
para

print

all  prime numbers
206468161 P,
foi efetuada redugdo mod p no intervalo de

temos :

foram encontrados os fatores: ' , 11

©2,83,5 7, ..

3 até 107

foram encontrados os fatores |

Verificamos que os numeros37 ndo séo fatores do ponto 206468R@&Lsendd So6468161—

(S14369U S14369)) # 0, entdo podemos concluir que:

3
P206468161> 2

Assim, a condicéo 3 verifica-se paka= 14369

(4) prrazeo> 22

Vlel

Ja calculamos anteriormerite= {2,3} e /3 = 14369

(a) Parel = 2, temos que calculay, = Pzx14369= P28738

para/; = 14369 ondg = 3

i. Calculo deF»g733(raiz quadrada do denominador coordenada ponto 2873B).
ii. Célculo deF; (raiz quadrada do denominador coordenada ponto 2).
iii. Calculo deFy4369(raiz quadrada do denominador coordenada ponto 1436B).
iv. Célculo deF,g73g/F» (Diviséo dei) porii)).
v. Calculo de(Feg73s/F2) /Fra369 (Divisdo deiv) poriii )).
vi. Pesquisar enfiFg73g/F2)/Fia3eg fatores primos.
Validando previamente qu&,g73s/F2) /Fia369> 1, fez-se a fatorizac¢éo parcial f&g73g/F2) /Fi4369

por pesquisa sequencial dos numeros primos, a partir de 2. Dadogjaeaso, queremos ape-
nas garantir, sem determinar que:

(P28738= MaX Sps73s— (S U Stase9))) > 2°

E suficiente garantir que o primeiro numero primo da fatorizaca@reigsg/F>)/Fra3s0 > 2.
Essa condicao verifica-se, como é demonstrada na rotina desenvaivisige (igual a desen-
volvida para condicdo 4 do pontoP7 ndo reproduzida)

Programa 5.32: Verificar queg73g€ Maior que 3

# Definicoes

E = EllipticCurve ([2,10) E #geragdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)

Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros

I =2 #ntmero | EDITAVEIS
m = 14369 #nlimero m EDITAVEIS
i =3 #valor de i para o numero li EDITAVEIS
nextPrime = 2 #primeiro n. primo do [] cont EDITAVEIS

# Variaveis

=1 #Intervalo dos numeros Primos Pesquisados
Error_Prime =0 #Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0

Qllmp = 0

Q2lmp = 0

# Calculos iniciais
Number_2i = 27i
Im =1 *m

for k in range (1):

if is_prime (1) == False :
print ' O namero | =' ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

if is_prime (m) == False :
print ' O namero m =", m, ', ndo é primo’
Error_Prime =1

break
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# Ciclo calculo de IP, mP e ImP

P =1 * P

XIP = 1P [0];

DIP = XIP . denominator ();

RIPbad = sqrt (DIP)

while RIPbad % 2 == 0:
RIPbad = RIPbad / 2

RIP = RIPbad

mP=m* P

XmP = mP0];

DmP = XmP denominator ();

RmPbad = sqrt (DmP

while RmPbad % 2 == 0:
RmPbad = RmPbad / 2

RmP = RmPbad

ImP = Im * P

XlmP = ImP[0];

DImP = XImP. denominator ();

RImPbad = sqrt ( DImP)

while RImPbad % 2 == 0:
RImPbad = RImPbad / 2

RImP = RImPbad

if RImP % RIP == 0:
QllmP = RImP / RIP
if QllmP % RmP == 0:

Q2ImP = Q1limP / RmP

if m==1|:
Q2ImP = QlIimP
else :
Error_Prime =2
break

# Ciclo calculo de I*P e teste condicao 5
while nextPrime <= Number_2i :
Reminder = Q2ImP % nextPrime
if Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais

Len_l =len ( | );
if Error_Prime == 0:
if Len_| == 0 and Q2ImP > 1:
print I =", I, " m=,m
print 'O conjunto Slm - (S| - Sm ) néo é vazio’
print  'p de ', Im, ' é maior que 2" , i
print  'a pesquisa de fatorizacdo terminou no numero primo’ , nextPrime
else :
print  'p de ', Im, ' é menor que 2 , i
if Error_Prime == 2:

print 'Erro ndo previsto’

# OUTPUT

Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

I =2, m= 14369

O conjunto SIm - (SI - Sm) nédo é vazio
p de 28738 € maior que 2" 3
a pesquisa de fatorizagdo terminou no numero primo 11
AssIim,
3
P2g73g> 2

Concluimos gue a condicao 4 é verificada plata2:
(b) Paral = 3, temos que calculgu,, = P3x14369= P43107

i. Calculo deF43107(raiz quadrada do denominador coordenada ponto 4310R).
ii. Célculo deFs (raiz quadrada do denominador coordenada ponto P).
iii. Calculo deFi4369(raiz quadrada do denominador coordenada ponto 1436P).
iv. Célculo deFs3107/Fs (Diviséo dei) porii)).
v. Calculo de(F431o7/F3)/F14369(DiViSﬁO deiv) por ili ))
vi. Pesquisar eniF43107/F3)/Fi4369 fatores primos.
Validando previamente qu€43107/F3)/F14369> 1, fez-se a fatorizacao parcial (Fxs107/F3) /Fi4369

por pesquisa sequencial dos nUmeros primos, a partir de 2. Dadosjaeaso, queremos ape-
nas garantir, sem determinar que:
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(Pas107= MaxX Suz107— (SSUS1a369))) > 2

E suficiente garantir que o primeiro numero primo da fatorizacd&gess/F2) /Fa299 > 2.

Programa 5.33: Verificar ques1q7€ Maior que 3

# Definicoes

E = EllipticCurve
P= E([0,1]); P
Pr =Primes (); Pr

(i ; E

Parametros
3

14369

3
nextPrime = 2

#
|
m
i

# Variaveis
L=0
Error_Prime =0
Qllmp = 0

Q2Imp 0

# Calculos iniciais
Number_2i = 27i
Im =1 *m

for k in range (1):

if is_prime (1) == False :
print " O namero | =" , |,
Error_Prime =1
break

if is_prime (m) == False :
print " O nlmero m =", m,
Error_Prime =1
break

# Ciclo calculo de IP, mP e ImP

P =1 *P

XIP = IP [0];

DIP = XIP. denominator ();
RIPbad = sqrt (DIP)

while RIPbad % 2 == 0:
RIPbad = RIPbad [/ 2
RIP = RIPbad

mP=m* P

XmP = mPM0];

DmP = XmP denominator ();

RmPbad = sqrt (DmP

while RmPbad % 2 == 0:
RmPbad = RmPbad / 2

RmP = RmPbad

ImP = Im * P

XImP = ImP[0];

DImP = XImP. denominator ();

RImPbad = sqrt ( DImP)

while RImPbad % 2 == 0:
RImPbad = RImPbad / 2

RImP = RImPbad

if RIMP % RIP == 0
Q1limP = RImP / RIP
if Q1lImP % RmP ==
Q2ImP = Q1lmP / RmP

#geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
#definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)

#definir conjunto primos

#namero |
#namero m
#valor de i para o numero li
#primeiro n. primo do [] cont

EDITAVEIS
EDITAVEIS
EDITAVEIS
EDITAVEIS

#Intervalo dos nameros Primos Pesquisados
#Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0

', ndo é primo’

', ndo é primo’

else :
if m==|:
Q2ImP = QlIimP
else :
Error_Prime =2
break
#
while nextPrime <= Number_2i :
Reminder = Q2ImP % nextPrime
if Reminder == 0:
| . append ( nextPrime )
nextPrime = Pr.next (nextPrime )

# Calculos Finais
Len_l = len ( |
if Error_Prime
if Len_|
print
print
print
print
else :
print
if Error_Prime

== 0:

== 0 and Q2ImP > 1:

=, 1, ,m= , m

O conjunto SIm - (SI - Sm ) ndo é vazio’'

'‘p de ', Im, ' é maior que 2% , i

a pesquisa de fatorizacdo terminou no numero primo’

pde’ , Im, ’ i

€ menor que 2"’

print 'Erro ndo previsto’

# OUTPUT
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Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

I =3, m= 14369

O conjunto SIm - (SI - Sm) nédo é vazio
p de 43107 é maior que 2" 3
a pesquisa de fatorizagdo terminou no numero primo 11
Assim,
3
P43107> 2

Concluimos que a condicao 4 é verificada pfata3:
A condicao 4 verifica-se para = 14369

(5) Condicéo 5iy(¢sP) —3| <1/(10x 3)
A condicdo 5 verifica-se parg = 14369, com recurso a uma rotina desenvolvida utilizando o soft-

ware Sage.
Programa 5.34: Verificar que 1438$%atisfaz a Condicdo 5 dg
# Definicoes
E = EllipticCurve  ([1,1]) ; E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
P = E([0,1]); P #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Parametros
m = 14369 #nimero m EDITAVEIS
lindx = 3; #valor i para li EDITAVEIS

# Calculos iniciais

for k in range (1):

if is_prime (m) == False :
print ' O nimero m =", m, ', ndo é primo’
break

# Verificar se mP satisfaz condicao 5

mP=m* P

YmP = mH1] - lindx ;
if abs (YmP <= (1/(10 * lindx )):
print 'O nGmero primo’ , m, ‘satisfaz condicdo 5 em li, para o valor de i=’ , lindx
else :
print 'O nGmero primo’ , m, 'ndo satisfaz condicdo 5 em li, para o valor de i=' , lindx
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by vy A2 = x™3 + x + 1 over Rational Field
0:1:1)
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...
O naGmero primo 14369 satisfaz condicdo 5 em li, para o valor de i =3

Concluimos deste modo, confirmadas as 5 condi¢des, que o candigatorgimero primo 14369 é o valor
de/3 para a curva eliptica em analise.

5.10.6 Candidato a/4 > 27031

Foi efetuada uma pesquisa, utilizando o software Sage,aos numeros garimervalo,|1436927031,
para encontrar um candidato que satisfizesse a condigéo 5:

Y(£4P) — 4] < 1/(10x 4)

Nenhum dos numeros primos do intervalo, satisfez a condic&o.

5.11 ConjuntosTy, o

5.11.1 ConjuntoT;

Como definido previamente,
Ti=SaUJS,

i>1
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Construimos j4 o conjunt®ag = {2}
Identificamos 3 elementos do conjurifo 97,3299 14369.
Construidos anteriormente, temos:

(1) So7 = {97,520081343882754619...}
(2) Ss299={..,---} nao foi obtido qualquer fator primo

(3) Swazeo=1{..-,---} nao foi obtido qualquer fator primo

Teremos entédo identificado alguns elementos do conjfinto

T, = {2,97,520081343882754619...} U (Sy7 — {97,520081343882754619) U S32061 S14360 - - -

5.11.2 Recursividade eni; - Algoritmo

Sad por ser um conjunto finito, é recursivo. Vamos implementar um algoritmo cie wa niamero primo
P & Shad Permita decidir s@ € Ui>1 S

e Calculo da ordem dB emF .

o \erificar se ordem d@ pertence ao conjunto dds

e Concluir sep pertence ou ndo & .
O algoritmo do calculo da ordem ¢k foi desenvolvido em Sage:

Programa 5.35: Calculo da Ordem@@arakE modulop

# Parametros

p = 520081343 #namero p EDITAVEIS
ntimes =1000 #numero vezes do ciclo de calculo EDITAVEIS
li =[97,3299,14369] #lista de elementos de i EDITAVEIS
# Definicoes

F = Zmod(p)

E = EllipticCurve (F, [1, 1]); E  #geragdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1

P = E([0,1]); #definir P como o ponto infinito gerador de E(Q)
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos

# Varidveis

m= 2 #numero para calculo mP

Error_Prime = 0 #Primeiro e Ultimo n. primo véalido se 0

# Calculos iniciais
G=E. gens ()
Cardinal = E. order ();

for k in range (1):

if is_prime (p) == False :
print ' O numero p =", p, ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break

# Ciclo calculo da ordem de P

for i in range (ntimes ):
mP=nt P;
Y = mA2]
it Y ==0:
Error_Prime =1
print  'Fp redugcdo mod’ , p
print  'Coordenadas do ponto P* , P
print  'A ordem do ponto P ¢ , m
if min i :
print  m, ’'pertence ao conjunto i’ i
print  'logo’ , p, ' Pertence ao conjunto SIi’
else :
print p, 'ndo é fator primo de’ , m'P’
break
mEm+l
if Error_Prime == 0:

print  ‘aumente o nimero de vezes do ciclo. E insuficiente’
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#Output

Elliptic Curve defined by y A2 = x"3 + x + 1 over Ring of integers modulo 520081343
Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

Fp reducdo mod 520081343

Coordenadas do ponto P (0 : 1 : 1)

A ordem do ponto P é 97

97 pertence ao conjunto i [97, 3299, 14369]

logo 520081343  Pertence ao conjunto Sli

Neste caso, dado que 97 pertence ao conjunté dosm 97= /1), entdo podemos concluir que 520081843

Uizlsfi-

5.11.3 ConjuntoT,

Como vimos anteriormente,
T =TfUTUTs

Vamos limitar o0 nosso estudo ao conjuiidem virtude de n&o nos ser exequivel o calculo de elementos de
sz e T; dado que para calcular o max dum conjunto, teriamos de proceder adefariotal do nimero.

Conjunto T}

Recordemos que:
TS ={pe: 0 ¢ {l1,02.03,....}}
Sendol; = 97, (> = 3299 (3 = 14369, temos:

T8 ={p;: (¢ {97,329914369....}}

Calculemos entéo os numerbgue servirdo de base ao calculogie

(1) Conjunto dos numeros primdsno intervalo[5,97]
[5,7,11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47,53, 59, 61, 6773, 79, 83, 89 ]

Total elementos= 22

(2) Conjunto dos numeros primésno intervalo[101, 3299

[101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 153, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197,
199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, ..., 3061, 3067, BWEB, 3089, 3109, 3119, 3121,
3137, 3163, 3167, 3169, 3181, 3187, 3191, 3203, 3209, 3271, 3229, 3251, 3253, 3257, 3259
3271]

Total elementos= 437

(3) Conjunto dos numeros primésno intervalo3301 14369

[ 3301, 3307, 3313, 3319, 3323, 3329, 3331, 3343, 3347, 353,, 3371, 3373, 3389, 3391, 3407,
3413, 3433, 3449, 3457, 3461, 3463, 3467, ...., 14083, 1408071424143, 14149, 14153, 14159,
14173, 14177, 14197, 14207, 14221, 14243, 14249, 1425811424293, 14303, 14321, 14323,
14327,14341, 14347 ]

Total elementos= 1220

Vamos calcular alguns elementos e
(1) Fopen =72 x 412

S= {7,41}
ps = max S = {41}

77



(2) Frpe, =112 x 672 x 127
S = {11,67,127}
pr =max Sy = {127}

(3) Fitpen = 41% x 51240542531
Si1 = {419 512405425}
p11 = max S;; = {512405425}

(4) Fizp,, = 240710769046691137
Si3 = {240710769046691137
P13 = Max S;3 = {240710769046691137

(5) Fipen = 409% x 82837 x 301734% x 391377210997453
Si7 = {4091 828373017341391377210997453
p17 = max Sy7 = {391377210997453

(6) Figpen = 1409 x 14402 x 849209202474378989047128362239
Sio = {1409 14401 849209202474378989047128362939
Pro = Max Sig = {849209202474378989047128362239

(7) Fosipen = 5824307669 x 289222981963042863877369014918671841193179293
S3 = {5824307669289222981963042863877369014918671841193179293
P23 = max S3 = {289222981963042863877369014918671841193179293

(8) Fagpe, = 53 x 1462F x 13522% x 91006007 x 228030767 x 1420586720797388%
3317813207556512516167862924992558043077259
Se = {53,146291352219100600722803076714205867207973897
3317813207556512516167862924992558043077259
P2g = Max Spo = {3317813207556512516167862924992558043077259

(9) Fsiype, = 1735199327021767% 1051211241647638%
1029554366477822690111444678348857003472393648329399950304413847
Ss1 = {17351993270217610512112416476383
1029554366477822690111444678348857003472393648328899950304413847
P31 = Mmax Sy1 = {1029554366477822690111444678348857003472393648329399950304413847

Teremos ent&o identificado alguns elementos do conjijfito

T = {41, 127, 5124054251 3913772109974524071076904669113B49209202474378989047128362239
331781320755651251616786292499255804307,7259222981963042863877369014918671841193179293
1029554366477822690111444678348857003472393648329399950304413847..}

Logo, estao identificados alguns elementos do conjiinto

T, = {41, 127, 51240542513913772109974534071076904669113B49209202474378989047128362239
331781320755651251616786292499255804307,7289222981963042863877369014918671841193179293
1029554366477822690111444678348857003472393648329399950304413847..}

5.11.4 Recursividade enT$ - Algoritmo

Vamos implementar um algoritmo que dado um numero prirgdS,aq permita decidir sgp € TS
Dadop, o algoritmo tem 0s seguintes passos:

1) Célculo do cardinal d&|,.

2) Fatorizar o cardinal dgp.

3) Verificar sep= p, para algunY que seja fator do cardinal.
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O algoritmo para calculo do cardinal fig e fatorizagéo foi desenvolvido em Sage:

Programa 5.36: Calculo Carding)

# Parametros

p =41 #namero p EDITAVEIS
ntimes =10 #numero vezes do ciclo de calculo EDITAVEIS
Lnotli =[5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53] #EDITAVEIS
# Definicoes
F = Zmod(p)
E = EllipticCurve (F, [1, 1]); E #geracdo da curva eliptica y"2=x"3+x+1
Pr =Primes (); Pr #definir conjunto primos
# Varidveis
Error_Prime = 0 #Primeiro e Ultimo n. primo valido se 0
nextPrime = 2
PE=]
# Calculos iniciais
G=E. gens ()
Cardinal = E. order ();
for k in range (1):
if is_prime (p) == False :
print ' O ndmero p =", p, ', ndo é primo’
Error_Prime =1
break
# Ciclo calculo da ordem de P
print  'Coordenadas do ponto gerador G’ , G
print 'O cardinal de Fp é: , Cardinal
for i in range (ntimes ):
Reminder =Cardinal % nextPrime
if Reminder == 0:
if nextPrime in LnotLi :
Error_Prime =1
Pl . append ( nextPrime )
print  nextPrime ,'é fator primo do cardinal’ , Cardinal
print  nextPrime |, 'existe no conjunto dos | que ndo estdo em I’ , LnotLi
nextPrime = Pr.next (nextPrime )
if Error_Prime == 0:
print  ‘aumente o nimero de vezes do ciclo. E insuficiente’
if Error_Prime == 1:
print  'Verique para qual dos nUmeros primos’ ,Pl,’se tem pl=" ,p
# OUTPUT
Elliptic Curve defined by vy A2 = x"3 + x + 1 over Ring of integers modulo 41

Set of all prime numbers : 2, 3, 5, 7, ...

Coordenadas do ponto gerador G [(9 : 40 : 1)]

O cardinal de Fp é 35

5 é fator primo do cardinal 35

5 existe no conjunto dos | que ndo estdo em i [5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
7 é fator primo do cardinal 35

7 existe no conjunto dos | que ndo estdo em i [5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
Verique para qual dos nimeros primos [5, 7] se tem pl = 41

47, 53]

47, 53]

Neste caso, dado quas = max S = 41 = p, como ja calculado
41e T

5.12 ConjuntoS

anteriormente, podemos concluir que

Sabemos pela [Poo03a, Proposica®] 5queE’(Z[S™1]) € unido de{+4P ;i > 1} e algum subconjunto

dum conjunto finito{rP : r| e 2 1}.

Vamos calcular os valores dejue satisfazem na curva eliptica em estudo:

{rP: r|ﬂ£a€*1}

Determinamos anteriormente o conjuhte os valores de; para 0s elementos do conjurito

L={2,3)
=2
ag=2

Assim, e 21 = 2271 x 3271 = 6. Temos entdo determinado, os valore possiveismpara {2, 3,6}
Jé& calculdmos anteriormente, os valore§¢eara os pontosk, 3P e 6P:
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$=0
S =0
S={

13,47}

SendoP o conjunto dos nimeros primos, o conjué qualquer subconjunto deque contém o conjunto
T, e é disjunto dd>.

Desta formaSyaq contribui com o nimero primo 2, o conjunto finifoP} com os numeros primos 1487 e
o conjunto{+¢;P} com os restantes nimeros primos.

Enumeremos, para a curva eliptica em estudo, alguns elemerfios de

S={2,1347,97,520081343382754619} U (Sy7 — {97,520081343882754619) U S3299U S14369U - - -

5.13 Consideragoes Finais

Os obijetivos propostos no inicio deste estudo préatico foram inteiramente adies.

Desenvolveram-se 0s algoritmos necessarios a obteng¢édo dos dadosimantise os comandos disponibi-
lizados pelo Sage, por forma a obter a informag&o necessaria.

Confirmou-se que a curva eliptica selecionada obedecia as condi¢iiedadepor Poonen. Verificou-se
para diversos casos concretos a correc¢do_do [Pbo03a, GoEre [Poo03h, Lema.3d]. Utilizando
os algoritmos desenvolvidos, obtiveram-se exemplos para os elementois idasaconjuntody, T e S
estudados no artigb [Poo03a].

Os dois maiores obstaculos encontrados durante o calculo foram o uastoande digitos quer do numera-
dor quer do denominador das coordenadasRle a complexidade algoritmica da fatorizagdo em nimeros
primos do denominador da coordenada

Uma vez que o primeiro obstaculo é um facto incontornavel da naturezablema, a solugdo encontrada
foi um investimento de mais de 1000 horas nos calculos realizados. @sagde computador disponiveis
para este estudo foram inferiores aos desejados o que se refletiantalgde de valores obtidos. Mais
velocidade de processamento, mais capacidade de memdéria, um processanit-thread, levar-nos-ia a
construir subconjuntos mais populados.

Relativamente a fatorizagdo em primos de nimeros com muitos digitos, o faaltgodtmo de fatorizagédo
Sage néo permitir fatorizacao parcial, levou a utilizacdo do algoritmo geralaembdeninado por "fatoriza-
¢do por procura direta". Embora a programacéo do mesmo tenha levatlsolucdo com complexidade
sub-6ptima, assegurou a flexibilidade necessaria a realizacdo do ¢arabkdbmo quando ndo foi possivel
realizar a fatorizagédo de forma a validar as condi¢fes dos candigRtdesenvolveram-se estratégias para
atingir este objetivo sem ser necessario recorrer a esta fatorizacao.

Apesar dos condicionalismos encontrados na implementacao dos algordnpasdivel construir um sub-
conjunto do conjunt®, onde para o maick obtido, o denominador da coordenad@m 10 digitos.

N&o é de excluir a possibilidade de existirem resultados mais avancadosidats nimeros que permitam
obter algoritmos mais eficazes para os calculos que implementamos. No entargsuitéglos saem fora
do ambito desta tese.
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