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Ezame de 22.6.94 e resolucgao.



Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIATS
(Engenharia Mecanica, 1°Ano)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 22/6/1994
Duragao: 3h00.

I.

Considere a equacao diferencial

T 1 -1 T
i) 3 1 To
T3 = —2 T3 (1)
Ty 1 1 Ty
Z5 1 1 T5

onde as posi¢oes da matriz que nao estao explicitamente indicadas sao zeros.
a) Determine a solugao de (1) com condicao inicial z1(0) = z2(0) = 0,23(0) = 24(0) = —z5(0) = 1.

b) Determine o maior conjunto L C R® tal que as solucdes x(¢) de (1) com condigoes iniciais em
L sao globalmente limitadas (i.e., existe uma constante M tal que ||x(¢)|| < M, para todo o
teR.)

11.

1. Determine a solucdo da equacdo separavel za’ — (1 + 22)t? = 0 com condicio inicial z(0) = 1.

2. Considere o problema de Cauchy

21+ a2
_zlte t? arctan(x + t)

z(0) =1

T

a) Verifique, justificando cuidadosamente, que este problema tem solugao local dnica.

b) Verifique que o intervalo maximo de existéncia da solucdo de (2) contém o intervalo
[0, +00].
(Sugestao: Tenha em conta o resultado da questao I1.1)



III.

Considere o sistema

(o 2= 3)

ry = —g(x1)

onde g : R — R é uma funao localmente lipschitziana.

1. Verifique que a fundo V : R? — R definida por
x1
V(xy,x0) = 25 + 2/ g(v)dv
0

¢ uma constante do movimento para (3).
2. Com g(z1) = 1 — 2273,

a) Determine todos os pontos de equilibrio de (3).

b) Linearize (3) em torno dos pontos de equilibrio e indique, justificadamente, para quais dos
casos o método de linearizacao ¢é valido. Para os casos em que o método de linearizacao
for valido esboce o retrato de fase na vizinhanca do ponto de equilibrio.

c) Esboce o retrato de fase do sistema e determine a estabilidade de todos os pontos de
equilibrio.

IV.

1. Seja f:]0,1] — R uma fungao seccionalmente diferencidvel. Seja f o prolongamento par de f
a[—2,2] tal que f(z) = — f(2 — ) para z € [1,2]. Estendendo f a toda a recta real como
uma funcao periddica de periodo 4, mostre que a série de Fourier de f é uma série de cosenos
e que todos os coeficientes de ordem par da série de Fourier sao nulos.

2. Utilizando o método de separacao de varidveis determine a solugao formal do problema seguinte

Up = Ugy, (t,z) € RTx]0,1]
uzy(t,0) =u(t,1) =0, t>0
u(0,7) =1 — 22, xz €[0,1]

(Sugestao: Pode ser 1til ter presente o resultado da questdo anterior.)



Resolucgao:

I.

a) Seja A a matriz do sistema (1). A solugdo geral de (1) é x(t) = P(t;0)x(0) onde P(t;0) = et
é a matriz principal em ¢ty = 0. Como a matriz do sistema é diagonal por blocos tem-se que

et = diag (eAlt,e—Qt,eAﬂ) onde A; = [ ; _1 ] ,e Ay = [ i i ] . Consequentemente, a

solucao pretendida é

et 0 0
0 0
x(t) = e 2 1| = e? |,
1 $4(t)
ezt -1 x5(t)

onde

Calculemos agora e“2?

Os valores préprios da matriz Ay sao os zeros do polinémio caracteristico pa,(A) = det(As —
A3) = A(A — 2), os quais sao A} = 0 e A2 = 2. Utilizando o método de Putzer tem-se

e2t = 1 (t) Py(Ag) + ro(t) Py (Ay)
onde

PO(AQ)ZIQZH H

e (r1(t),r2(t)) é a solugao de

{ = A\ir1, r1(0) =

1 1
’I“é:)\Q’I“Q—F’I“l, 7’2(0) 0.

A equagao para 71(t) é uma EDO linear escalar homogénea de primeira ordem, a qual é
facilmente integravel obtendo-se
7‘1(75) =1,VteR.

Multiplicando a segunda equagao por um factor integrante p = u(t) tem-se urh — 2ure = p,
e para que o membro esquerdo seja igual a (ursy)’ = prh + p'ro tem de se escolher u tal que



. ~ _ / —
i = —2u. Nestas condigoes a segunda equacgao pode-se escrever como (e ZtTQ) =e 2 a

qual, integrando entre 0 e um valor arbitrério ¢ e usando a condi¢ao inicial 75(0) = 0, fornece
a solucao

Conclui-se que

Portanto - -
o =l Ty o=l

e a solugao pedida é

b) Vejamos primeiro quais sao os valores préprios da matriz do sistema: como a matriz é diagonal
por blocos os seus valores préprios sao os valores prprios das submatrizes que constituem

os blocos. Isto permite concluir que A\ = 0, A2 = 2, A3 = —2 sao valores préprios. Para o
primeiro bloco A; = [ é _1 } a equagao caracteristica é
1-X -1 9
O—det[ 3 1_)\}—)\—2)\%—4

donde se conclui que os restantes dois valores préprios de A sdo Ay = 14+iv/3 e A5 = 1 —iv/3.
Como os valores préprios sao todos simples (multiplicidade algébrica = 1) conclui-se que os
correspondentes vectores proprios sao todos linearmente independentes e portanto as solugoes
(complexas) do sistema sdo combinagoes lineares de fungoes do tipo

xy(t) = eMlvy,
onde (Ag,vy) é um par prprio de A. Entao, no presente caso,
lIx¢(t)|| — +o0 quando |[t| — o0

se e s6 se Re(\g) # 0, pelo que se conclui que para que as solugoes sejam limitadas para
todo o t € R é necessério e (neste caso também) suficiente que a condigao inicial pertenca
ao espago vectorial dado pela soma directa dos espacos proprios correspondentes aos valores



préprios da matriz com parte real nula. Como o tnico valor préprio com parte real nula é
A1 = 0 tem-se que L é o correspondente espago préprio:

1-0 -1 0 0 0 VU1
3 1-0 0 0 0 Vg
0 0 -2-0 0 0 vy | =0,
0 0 0 1-0 1 V4
0 0 0 1 1-0] [ vs

ou seja,
1)1—2}2:0 o
v+ v =2 =
1)2—0
—2v3 =0 <~
vy +v5 =0 v3 =10
vg+v5=0 Us = 4

e portanto tem-se L = {(0,0,0,, —a)" : a € R}.
I1.

v’ = (1+22)t2 =0, 2(0) =1
separando as varidveis t e x vem
o=t z(0)=1

14 22
e integrando esta equacao, tendo em conta a condicao inicial, tem-se

1 [* 2 ¢
—/ Y du:/ s2ds
2 1 1+u2 0

1 T t
510g (1+u2) 1 = -4
%log(l—i—xQ) —%log2: %t‘?‘
1+ 22 2,3

x=ux(t) = 25 — 1,
onde o sinal da raiz na ltima linha acima foi escolhido atendendo a que x(0) =1 > 0.

2.a) Sendo
def 21+ 22
o

t? arctan(z + t)

f(t,x)

tem-se que f: R xR\ {0} — R é continua como fungao de ¢, diferencidvel como funcao de z,

e a derivada g—i é limitada em qualquer vizinhanga aberta de (¢,x) que nao contenha pontos

com z = 0. Em particular, é localmente lipschitziana em = numa vizinhanca de (¢,z) = (0,1).



Consequentemente, pelo Teorema de Picard-Lindeldf, o problema de Cauchy (2) tem solucao
local tinica definida para ¢t numa vizinhanga suficientemente pequena de 0.

b) Notando que

1+ 22

214 a?
clte t2arctan(x+t)‘ < 2] t2=: g (t,|z]),

™ x

[f(t,2)| =

(onde g (t,|z|) é definida pela ultima igualdade) tem-se, utilizando os Teoremas de com-
paracao, |z(t)| < u(t), onde u(t) é a solugao de

{526

Ora este problema de Cauchy j4 foi resolvido na alinea II.1. e sabe-se que

pelo que

z(t)] < \/2e5" — 1

para qualquer ¢ > 0 no intervalo de existéncia de x(t). Isto significa que z(¢) nao “explode”
para +0o nem para —oo no conjunto [0, +oc[. Portanto, se x(t) nao estiver definido para todo
ot € [0,+o0[ é porque existe T €]0, +o00| tal que

(t,z(t)) — fronteira do dominio de f

quando t — 7. A fronteira do dominio de f é {(6,0) : 6 € R} pelo que terd de se verificar
z(t) = 0 quando t — 7~. Como a condicao inicial é 2(0) = 1 > 0 tem-se

lim /(t) = lim t,z) =07

S, (1) (t,2)—(0%,1) ft,2)
pelo que z(t) é nao-decrescente numa semi-vizinhanga direita de ¢ = 0 suficientemente pe-
quena. Como, além disso, z(0) =1 > 0 e 2/(t) = f(t,x) > 0 para (t,z) € RT x R*, conclui-se
que x(t) é positivo e estritamente crescente em Rg e portanto z(t) 4 0 quando t — 7, para
qualquer 7 € Rar . Isto implica que o intervalo méximo de existéncia da solugao z(t) contém
o intervalo [0, 400[, como se pretendia.

III.

1. Comece-se por observar que g localmente lipschitziana = ¢ continua = 9V/0x; existe e é
igual a 2g, pelo que se tem

dV o (9V / aV ! / —
ke &’clxl + a@:ﬂg = 2g(z1)z} + 229 (—g(21)) = 0

concluindo-se que V' é uma constante do movimento.



2.a) Pontos de equilibrio:

) =0 22 =0 T =10
:c’2:0 —x1—|—2xi{’:0 x1:0\/m1:%\/x1:—

S

Os pontos de equilibrio sao (— %, O) , (0,0) e <%, O) )

b) Linearizagdo em torno dos pontos de equilibrio: A matriz jacobiana do sistema num ponto

(21, x2) arbitrario é
A(zq,29) = 0 L
LR 14622 0
pelo que

A(0,0):[ ! H A(%,O):A(—%,O):[g é]

= Lineariza¢o em torno de (0, 0).
Valores préprios de A(0,0) :

- A 1

O:det[ 1

] =N 4+1< \p = +i.

Como a parte real dos valores préprios de A(0,0) é igual a zero o método de linea-
rizagdo nao pode ser utilizado para estudar o retrato de fase do sistema nao-linear (3)
em vizinhangas do ponto de equilibrio (0, 0).

== Linearizacoes em torno de (\/Lﬁ, 0) ede (— %, 0).

Valores préprios de A(%,O) =A(— %, 0):
- 1

O:det[ 9 _\

} = A2 -2 =\ =+V2

Sendo Re (A\+) # 0 podem-se utilizar os resultados fornecidos pelas linearizagoes em
torno dos pontos de equilibrio (%,0) e (— %,O) para esbocar o retrato de fase do
sistema nao-linear em pequenas vizinhancas destes pontos. Vejamos os vectores préprios
da matriz:

Correspondendo ao valor préprio Ay = /2 :

Atendendo a que

B IS PR e e

0 espaco proprio é constituido pelos vectores

= vy =120y,

voma] L] acn

8



Correspondendo ao valor préprio Ay = v/2 tem-se

\/5 1 U1 0 \/51)1 +v9=0
= = = = —V2
|: 2 \/5 V2 0 21)14-\/51)2:0 v2 \/_,Ul’
e 0 espago proprio correspondente é

v_:ﬁ[_i/i}, 8 €R.

Os retratos de fase das linearizacoes sao, entao, o apresentado na Figura 1
~
X

{0,0)

R

Figura 1: Retrato de fase das linearizac¢oes em torno de (

%,0) ede (—-1,0).

¢) Sabendo que
a1
0

é uma constante do movimento, conclui-se que as 6rbitas de (3) estao contidas em conjuntos
de nivel da fungao f. Escrevendo E.(x2) = x3, E,y(z1) = 23 — 2} tem-se V (21, 22) = E.(22) +
E,(x1) e Ec(x2) > 0. Consequentemente tem-se o grafico de Ej, e esbogo das curvas de nivel

de V apresentado nas Figura 2 e 3.

(A parte das curvas de nivel que se encontram préximas dos pontos (\%, 0)e(— %, 0) podem
ser tragadas recorrendo aos resultados da linearizagao).

O sentido das drbitas é obtido directamente do sistema (3): atendendo & primeira equagao de
(3), 2} = x9, conclui-se que os sentidos tém de ser tais que x1(t) é crescente no semi-espago

x9 > 0 e decrescente em x5 < 0).

O ponto de equilibrio (0,0) é estédvel (mas nao assimptoticamente estavel) e os outros dois
pontos de equilibrio sdo instaveis (sao pontos de sela.)



Figura 2: Gréfico de E,, e esbogo das curvas de nivel de V.

IV.

1. Estando a considerar o prolongamento par de f a toda a recta real tem-se que a série de Fourier
tem de ser uma funcao par e portanto serd uma série de cosenos:

(o 2 surge no denominador do argumento do coseno porque f é periédica de perfodo 4 e
portanto 2L =4 <= L = 2.)

Vejamos agora os coeficientes de ordem par da série de Fourier de f (incluindo n = 0):
ag = 2/2 f(x) cos (%z)de =
2 Jo 2
1 2
— [ f@or [ (- -0y o=
0 1

(usando a mudanca de varidveis u = 2 — x no segundo integral)

- /Olf(w)dw—/lo(—f(U))duz

_ /Olf(x)dx—/olf(u)du:
= 0.

10



(o)

_fé:} /A\/U@‘”J .
(-4pe) — /E\%\./%\ 3\

™

Figura 3: Esbogo do retrato de fase de (3) .

Para n > 2, par, i.e., n = 2k, k € Ny, tem-se

2 [?
asy, = 5/ f(x)cos(%T”x)dx:
0

1 2
= /0 f(x) cos(kmx)dz —/1 f(2—x)cos(kmx)dx =

(usando a mudanga de varidveis u = 2 — x no segundo integral)

- /0 () cos(km)di — (- /1 " ) cos(kn(2 - u))du> _
_ /0 () cos(bra)dr — /0 () cos(2br — mhu)du =
- /0 () cos(km)di — /0 () cos(—mku)du —

1 1
= /Of(w)cos(k:mv)dx—/o f(u) cos(mku)du =
0.

. Seja u(t,x) = F(x)G(t). Atendendo a que u; = FG' e u,, = F"G a equagao diferencial parcial
dada pode-se escrever como F(z)G'(t) = F"(x)G(t). Supondo que F(z) # 0 para todo o
x €]0,1[ e que G(t) # 0 para todo o t > 0, pode-se dividir esta tltima equagao por F(z)G(t)
obtendo-se v o

?(.’E) = a(t), (t,.’E) €R+X]071[

Consequentemente, tera de existir uma constante real o, independente de t e de x, tal que



Como u,(t,0) = F'(0)G(t) e u(t,1) = F(1)G(t) conclui-se que as condi¢oes na fronteira
podem-se escrever do seguinte modo: F/(0) = 0 = F(1). Deste modo, o problema para F é

F'—oF =0
{ F'(0) = F(1) = 0.

Estudaremos de seguida a possibilidade de obtengao de soluc¢oes nao-triviais (que nao sao
identicamente nulas) deste problema:

== Considere-se 0 = 0. A equacao diferencial fica reduzida a F” = 0 cujas solucoes sao
F(z) = ax + b e atendendo as condigoes na fronteira 0 = F'(0) =ae 0= F(1) =a+b
conclui-se imediatamente que a = b = 0 e portanto a unica solugao do problema é a
solugao trivial F'(z) = 0.

— Seja agora o > 0. A solugao geral da equacdo é F(x) = aeVo® 4 he= Vo Atendendo
as condicdes na fronteira tem-se 0 = F'(0) = a\/o —by/o e 0 = F(1) = aeV? + be V7
cuja tnica solucao é a = b = 0 fornecendo como unica solugao da equacgao a funcgao
identicamente nula F(z) = 0.

=== Finalmente tome-se ¢ < 0. Por facilidade de notacdo é conveniente escrever o = —\? com
A > 0. A solucdo geral real da equagao diferencial é agora F'(z) = acos Az + bsin \zx.
Atendendo as condigbes na fronteira tem-se 0 = F’(0) = —aAsin0 4 bAcos0 = b e

portanto 0 = F'(1) = acos A 4+ 0sin A = acos A concluindo-se que, ou a = 0 e obtemos a
(%;1)”, k € Ny, obtendo-se
assim infinitas solucoes do problema de valores na fronteira, em particular as funcoes

2k —1
Fy(x) = cos <%m> , Vk e Ny,

solugao F(xz) =0, ou cosA =0, isto é, A\ = A\, = knr — § =

e todas as combinagoes lineares de um nimero finito destas funcoes.

Sendo 0 =0, = -\ = — (&2_171)2 tem-se como solucoes de G’ = oG as funcoes
2k — D\ ?
Gr(t) =exp | — <#> t|, VkeNy.

Daqui se conclui que a solucao formal geral da equagao com as condigoes de fronteira apre-
sentadas é

+oo 2% 1
B 2,2
u(t,x) = E (6% 3 COS( 5 7T£C> e_(Qk_l) ™ t/4.
k=1

Para que a condicao inicial seja satisfeita tem de verificar-se

+oo
2k —1
1—2%=u(0,2) :Zakcos< 5 wx).

k=1

12



Observando que a série do membro direito é uma série de cosenos que contém apenas termos de
ordem impar, e recordando o enunciado do problema anterior, para determinar os coeficientes
ay ha que prolongar f(x) = 1 — 2 como funcio par a [~2,2] com o prolongamento a [1,2]
definido por f = —f(2—2) = — (1 —(2—2)%) = (2—2)? — 1. Pelo problema anterior tem-se,
entao,

1 /2
an:—/ f(z)cos (@) dx =0, sen é par.
2 Jo 2

Se n é impar, n = 2k — 1,k € Ny, e conclui-se que

2 2k — 1
Aop—1 = /f(x)cos( 5 mv) dx =
0
! 2k — 1 2 2k — 1
= /(1—x2)cos< mv) dx—i—/ ((2—1‘)2—1)COS< Wm)dm:
0 2 1 2
! 2k — 1 ! 2%k — 1
= /cos< mn)dx—/ x2008< i 7Tx>dx+
0 2 0 2
2 2k — 1 2 2k — 1
+/ (2—:6)2(:os< i Wﬂ:)d:c—/ cos( K 7T:r:>da::
1 2 1 2

(usando a mudanca de varidveis u = 2 — x nos terceiro e quarto

integrais e lembrando que cos((2k — 1)m — ) = —cos 6 )

! 2k — 1 ! 2k — 1
= / COS< i wx) dﬂ:—/ 2 cos< i 7m:> dx. (4)
0 2 0 2

O primeiro integral em (4) ¢é facilmente obtido por primitivacao imediata:

1 =1
2k —1 2
/ cos < wx) de = sin (2]“2_1773:) =
0 2 (2]{3 — 1)7(' =0
2
= —sin((2k—1)%) =
e o (2= D3)
2
— DM
(2k — 1)m
Para o segundo integral em (4) integra-se duas vezes por partes e obtém-se

! 2k — 1 16
2 e _ k+1
/0 x* cos < 5 7Ta:> de = — %= 1)371_3(—1) .

Conclui-se assim que

2 8 &
=14+ ———— | (=¥
N YA ( Tk 1)37r2> (=1)
e portanto aj = asr_1 pelo que a solugao formal do problema de valores iniciais e de fronteira
dado é

_ .- 2 8 _1)kt+1 2k —1 —(2k—1)27%t/4
u(t,x) = kz:l T <1 + ok = 1)37T2> (—1)""" cos < 5T e .

13



Exame de 1.7.94 e resolugdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Engenharia Mecanica, 1°Ano)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 1/7/1994
Duragao: 3h00.

I.

Consider o sistema de EDOs lineares

.%'1 - — I9
/

Ty = dx

rh = —ux3
/

a) Determine a matriz principal deste sistema em ¢y = 0.

b) Determine para que condigdes iniciais as solugoes do sistema sao limitadas em RT.

I1.

Considere a equacao linear escalar
2" + 22" + 2’ = h(t)

onde h(t) é uma fun¢ao continua definida em R. Determine a solugdo da equagao que verifica as
condigoes iniciais z(0) = 2/(0) = 2 (0) — 1 = 0, sendo

a) h(t) =0, Vt € R.

b) h(t) =t.
III.
Considere a equagao diferencial nao-linear homogénea
dy y—=x
ar (5)
r y+x

1.a) Determine uma expressao implicita para as solugoes de (5).
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b) Utilize a expressao implicita da alinea anterior para concluir que todas as solugoes de (5) sao
limitadas e estao definidas em intervalos limitados de R.
(Sugestao: argumente por redugdo ao absurdo)

2. Definindo uma varidvel auxiliar ¢ pela expressao t = x, a equagao (5) é transformada no seguinte
sistema bidimensional auténomo
=
A
y =

onde ()’ designa a derivagdo em ordem a t.

N

(6)

|
8

<
+
8

a) Identifique as regides do espago de fases onde y(t) é crescente [decrescente].

b) Identifique as regides do espaco de fases onde a distancia & origem de pontos sobre as
érbitas aumenta [diminui] com ¢.

c) Atendendo as alineas anteriores e ao resultado obtido em 1b) esboce o retrato de fase de
(6) justificando cuidadosamente.

IV.

Suponha que y(t),y'(t) e y"(t) sdo fungdes de ordem exponencial (com constante o > 0). As fungoes
y(t) e ¥/(t) sdao continuas e y”(t) é seccionalmente continua em R*. Seja Y(s) a transformada de
Laplace de y(t),

def +oo —st
Y(s) = Lly(t)](s) = ; y(t)e™dt,
definida para s > a > 0.

a) Mostre que
L[ty ()] (s) = s?Y"(s) + 4sY(s) + 2Y (s).

(Sugestao: poderd ser itil recordar as sequintes igualdades

Ligf#)](s) = (= )"%L[f(t)](S)
LIfM®)](s) = s"Lf ($)](s) = s"71f(0) = s"2f/(0) — ... — sf"=1(0). )
b) Aplicando transformadas de Laplace & equacio
t2y" + 3ty +y =1 (7)
obtenha a seguinte equagao para Y'(s) :
Y + %Y’ = si?’ (8)

c) Resolva (8) e utilize o resultado obtido para determinar uma solugao de (7).
(Sugestao: poderd ser 4til considerar a mudanga de varidveis Z(s) = Y'(s) na resolugdo de

(®).)
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I.

Resolucgao:

a) Escrevendo o sistema dado na forma vectorial tem-se

!/

I 0 -1 I
) . 4 0 T2
T3 o —1 T3 (9)
Ty 1 Ty

onde as posig¢oes da matriz ndo explicitamente escritas sao iguais a zero. A matriz principal
deste sistema em ty = 0 é dada por

P(t) = et
onde A é a matriz de (9). Como A é uma matriz diagonal por blocos tem-se
eAlt
At _
et = ot
ot
0 - 1 P , Aqt , .
onde A; = 4 e Utilizamos o método de Putzer para calcular e*'*. Os valores préprios
de A; sao os zeros do polinémio caracteristico p(\) L det (A1 — M\5) = \2+4, ou seja, A\ = 2i
e Ay = — 2i. Tem-se, entao, Py(Ay) = Iz, P1(A1) = A — 2il,, e o seguinte sistema para as

funcoes r;(t) :
o= 2irq, r1(0) =1
{ rh = —2irg+r1, r2(0)=0.
A equacdo para r1(t) tem como solucdo r; = €% = cos 2t + isin 2¢t. Multiplicando a equaco
para 73(t) pelo factor integrante u(t) = e?* e integrando entre 0 e um valor de t arbitrario

conclui-se que ro(t) = 35 (€ — e72) = 1 sin 2¢t. Obtém-se entdo

10 1 -2 -1
At .. Lo _
e = (cos?t—i—zsm%)[o 1}+2s1n2t[ 4 _22,]
[ cos2t +isin2t — 2% sin2¢ — 3 sin2¢ B
B 2 sin 2t cos2t + isin2t — 2iLsin2t |
_ cos2t — % sin 2t
- 2sin2t  cos2t
e portanto et é dada por
cos2t — % sin2t 0 0
QAL _ 2sin 2t cos 2¢ 0 O
- 0 0 et 0
0 0 0 e

17



b) Utilizando o resultado da alinea anterior e sabendo que qualquer solucao x(t) de (9) pode ser

11.

escrita na forma x(t) = ef’c, com ¢ = (c1,c2,¢3,¢4)" € R* um vector constante (que é a

condigao inicial em t = 0), conclui-se que

(cos2t) c1 — (5 sin2t) e
(2sin 2t) ¢1 + (cos2t) co
67t03
etC4

x(t) =

As duas primeiras componentes de x(¢) sao limitadas em R e a terceira é limitada em qualquer
intervalo [a,+oo[, com a € R. A tltima componente tende, em valor absoluto, para +oo
quando t — +00, a menos que ¢4 seja nulo. Isto permite concluir que para se ter solugoes
limitadas em R™ é necessario e suficiente ter ¢4 = 0 e portanto as condicoes iniciais ¢ tém de
satisfazer ¢4 = 0 e ¢1, ¢9, c3 quaisquer nimeros reais.

a) Considerando o problema de Cauchy

x/// _|_ 23:// + x/ — 0
z(0) = 2/(0) = 2”"(0) — 1 =0.

Observando que #” + 22" + 2/ = 0 <= (D*+2D?*+ D)z =0 <= D (D*+2D + 1)z =
0 < DD+ 1)23: = 0, e tendo em atencdo que Dy = 0 tem como solugao geral yo(t) =
ap € R eque (D+ 1)2 y = 0 tem como base do espago das solugoes as fungoes y1(t) = et e

y2(t) = te™! conclui-se que a solugao geral da equagao dada é
z(t) = ap + are” ! + aote™,

onde ay, a1, g sdo constantes reais arbitrarias. A fim de determinar as constantes para as
quais a solugao satisfaz as condigdes iniciais dadas necessitamos de calcular primeiro /() e
" (t) :

2(t) = —are 4+ age™t —agte™?
2'(t) = are”t—age™t —aget + aste™!
pelo que se tem
x(O) = a+a =0
Z0) = —a1+ay=0
27(0) = a1 —2a2=1
cuja solugao é ag = 1,1 = ag = —1, pelo que a solucao pretendida é

x(t)=1—e'—te "
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b) Agora o problema de Cauchy que pretendemos resolver é

III.

x/// _|_ 23:// + x/ — t
z(0) = 2/(0) = 2”(0) — 1 = 0.

Vimos na alinea anterior que a solugao geral da equagao homogénea é
—t —t
Thom(t) = ap + a1e” " + agte".

Procuremos agora uma solucao particular da equagao nao-homogénea. Como o termo nao-
homogéneo h(t) = t é do tipo t™e* com m = 1 e A = 0, e como A = 0 é uma raiz, com
multiplicidade igual a 1, do polinémio caracteristico da equagao diferencial, podemos tentar
uma solucao particular da forma

Tpure(t) = at? + bt + ¢

(t) = 2at + b, 27 (t) = 2a, e

com a, b e ¢ constantes reais. Tendo em conta isto vem z/ bart

part
"

z' () = 0, pelo que substituindo na equacao temos x!. (t) + 2z, (t) + ., (t) =t <=

part part
0+2(2a)+(2at+b) =t <= (2a)t+(4a+b) =t e portanto a = 1/2, b = —2 e ¢ é qualquer real,
pelo que, sem perda de generalidade, pode-se tomar ¢ = 0. Assim, uma solucao particular é
1

Tpare (t) = 5252 — 2t e a solucao geral da equacao nao-homogénea é

1
xgeral(t) — OZO + ale_t + a2t€_t + §t2 - 2t

Para determinar a solucdo que satisfaz a condicao inicial observe-se que

2(t) = (o—ai)et —agtet+t—2
2'(t) = (g —2a3)e t+asgtet +1
pelo que se tem
z(0) = ap+a1=0
2Z0) = ag—a;—2=0
2/(0) = a1 —2a2+1=1
cuja solugao é ag = 4, a1 = —4, as = —2, pelo que a solucao pretendida é

1
z(t) =4—2t+ 5752 —de”t —2tet,

1.a) Definindo uma varidvel v = u(x) por u(z) = y(zr)/x tem-se y = xu, donde se conclui que

% :u—i—x% e como o membro direito de (5) pode ser escrito como
y—z Z-1 wu-1
y+z  L+1 u+1
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a equacao dada é transformada em

@:y—m <~ u—l—xd—u:u_l
dr  y+=x de u+1
du  u—1—u(u+1)
— Tr— =
dr u+1
du 1+ u?
— x@__l—i—u
1+wudu 1
— 1+u2dr =

Primitivando (em ordem a x) ambos os membros da ltima equagdo vem
1 d 1
/ﬁ—udaz = - / —dx,
1+ u?dx x

1
/idu: —/ldac,
14 u? x

1
arctan u + 3 log (1 + u2) = —log|z|+C

ou seja

pelo que se tem

onde C' é uma constante real arbitraria. Invertendo a mudanga de varidveis tem-se

1 2
arctan 2 + —log <1 + y_2> = —log x| + C.
z 2 T
Atendendo a que log |z| = log Va? = %log z2, a dltima equacdo pode ser escrita na forma

mais simplificada

1
arctan 2 + 3 log (ac2 + y2) =C.
x

b) Fixemos um valor arbitrario da constante real C. De acordo com o resultado obtido na alinea
anterior, a solucao y(z) da equacado diferencial é dada implicitamente por

arctan y(z) + %log (z* + y(z)?) = C, (10)
x

onde z varia no intervalo maximo de existéncia de y(z). Suponhamos que y(x) esta definida
num intervalo ilimitado, por exemplo em |a, + oo[, para algum a € R. Entao, quando = —
400, tem-se log (3:2 —|—y(az)2) > loga? — 400 e arctanL;) ¢ limitada porque arctanz €
| = m/2,7/2[, Vz € R. Conclui-se que o membro esquerdo de (10) terd de tender para +oo
0 que é impossivel visto que é igual a uma constante real C, para todo o x no intervalo em
causa. A mesma contradicdo surge se tivermos a supor que o intervalo é ilimitado a esquerda.
Para concluir que a solugao é limitada usa-se o mesmo argumento. Se y(z) nao for limitada

no seu dominio existird uma sucessao (z,) convergente para um ponto a da fronteira do
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intervalo maximo de defini¢ao da solugao y(z) e tal que |y(x,)| — +00. Nestas circunstancias
log (azfl + y(xn)Q) > log y(r,)? — +00 e tem-se uma contradicdo igual & anterior. Isto prova
o pretendido.

2.a) Atendendo a equacgao tem-se

y(t) crescente S Yit)>0 & {(z,y):y>zAy>—ztU{(z,y):y<zAy< —z}
y(t) decrescente < y'(t) <0 < {(z,y):y>zxAy<—-z}U{(z,y):y<zAy>—z}
y(t) estaciondrio < y'(t)=0 < {(z,y):y=xAy# —=x}.

Na Figura 4 apresenta-se um esboco das regioes em causa.

}": -7 Y ¥y =
escente. 7
—ﬁ d
-
e
L W v
~ o=l
-~ y Cev\{e 4
~
\\.
| > -
o i Vi) creascente ~

Figura 4: Regides de monotonia de y(t).

b) Em vez de considerarmos a fungao “distancia & origem” podemos considerar a fungao “quadrado
da distancia a origem” uma vez que a primeira é uma fungéo nao negativa e que o quadrado
é uma funcao mondtona crescente quando restringido a ]Rar. Seja entao (z,y) um ponto de
uma 6rbita de (6) e considere-se a sua distancia a origem F(z,y) = z2? + 3?. Atendendo &
diferenciabilidade de F' em relacdo a = e a y (F é um polinémio de segundo grau!) tem-se
que a dependéncia de F(z(t),y(t)) em relagao a t pode ser investigada recorrendo & derivada
(total) de F' em ordem a ¢ :

dF  OF oF y—x y? + 2
Fl=" ="' +—4/ =2 2 =2
dt (9xx+(9yy T yy—}—x y+x

)

pelo que
F' crescente < F'>0 seesése y>-u
F decrescente < F' <0 seesbése y< —.

Na Figura 5 apresenta-se um esbogo das regioes em causa.

¢) Para além das informagoes obtidas nas duas alineas anteriores é conveniente observar que ' = 0
quando y = z (#£ 0), que 2’ = 1 > 0 para todo o t, e portanto todas as érbitas tém um sentido
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" F
S, crescenbe
x
»
~

Figura 5: Regides de monotonia de t — F'(x(t),y(t)).

tal que z(t) é crescente, e que, atendendo a que a variavel ¢ foi definida por ¢t = z, a alinea 1.b)
permite concluir que todas as érbitas do sistema (6) estdo contidas em conjuntos limitados
do espago de fases. Observe-se ainda que 3y’ — 400 quando y — (—x)* com y > x e quando
y — (—x)~ com y < z, e analogamente y' — —oo quando y — (—z)~ com y > x e quando
y— (—z)T com y < x.

Estes resultados permitem concluir que o retrato de fase de (6) é o apresentado na Figura 6.

"
&
\i\

4 L
R recta “singular”: nao pode ser atrav-

essada por nenhuma orbita devido a e-

quacao nao estar definida sobre a recta.

Figura 6: Esboco do retrato de fases de (6).

22



IV.

2
L[tzy”(t)](S) = (—1)2% (L[y”](s)) =
2
- % (s°Y(s) — sy(0) = /(0)) =
- % (25Y (s) + 5°Y'(s) = 9(0)) =

= 2V (s) + 25Y"(s) + 25Y"(s) + s2Y"(s) =
— SQY”(S) +4sY'(s) + 2Y (s)

b) Como
L[t%"] = Y +4sY'+2Y
Lity] = —(sY —y(0)) = =Y —sY’
Lyl = Y
1
L] = =
[1] S

conclui-se que
1
2" +3ty +y=1 <= Y +2Y —3Y —3sY' +YV = -
s
1
Y 4 sy = =
S

1 1
= Y'+-YV' =—
+s s3

J

c¢) Fazendo Z(s) ety (s) a equagao acima é transformada em

1 1
7'+ -7 == > a. 11
+ S 5 s« (11)
Multiplicando esta equagao por p = u(s) conclui-se que o membro esquerdo é igual & derivada
de uZ, ie., uz' + 'z, se e sé se y' = %,u. Assim, um factor integrante para esta equacao é
wu(s) = exp (— [ —%ds) = exp (f %ds) = explog s = s. Atendendo a isto a solugao geral de
(11) é
c 1
Z(s)=—— =
(5)=— -2

onde C é uma constante real arbitrdaria. Consequentemente tem-se
1
Y(s)=Clogs+ -+ D,
s
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onde D é também uma constante real arbitraria.

Para que Y(s) tenha transformada inversa de Laplace é necessdrio que seja uma funcao
continua (em s > «) e que Y(s) — 0 quando s — +oo. Esta tltima condi¢ao implica que
C = D =0 e portanto conclui-se que Y (s) = % cuja transformada inversa é

y(t) = 1.

Reconhece-se imediatamente que esta fungao é efectivamente uma solugao de (7).
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Ezame de 25.7.94 e resolucao.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Engenharia Mecénica, 1 Ano)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 25/7/1994
Duragao: 3h00.

I.

Considereo sistema de equagoes diferenciais lineares
z 1’ 111 T
zo | =11 1 1 x| . (12)
T3 1 11 T3

1. Calcule os valores préprios e os espagos proprios da matriz do sistema (12).
2.a) Escreva uma expressao para a solucao geral de (12).
b) Determine a solucao de (12) que satisfaz as condioes iniciais
21(0) — 1 = x2(0) — 1 = x3(0) = 0.
3.a) Mostre que o subespaco de R? definido por

1 1
E=<(v=a| 0 +81 1], Vo, B€R
-1 1
é invariante para (12) (i.e., Vxo € E, a solucao de
X(t; tQ,Xo) € E,Vt e R).

(12) com condigao inicial xq verifica

b) Esboce o retrato de fase da restrigao de (12) ao subespago E.

11.

1. Considere a equagao diferencial ordinaria escalar
e 2" 42" 42’ =0 (13)
a) Determine a solugao geral de (13).
b) Determine para que condigoes iniciais (em ¢ = 0) as solucoes da equacao diferencial em

causa sao convergentes quando t — —+oo.

2. Considere agora a equacao nao-homogénea correspondente a (13) com termo independente h(t) =
cos t. Determine a solugao desta equagao que satisfaz a condido inicial z(0) = 2, 2/(0) = —1/4,
2"(0) = =1/2, 2”(0) = —=5/4.
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III.

a) Determine a solucao do problema de Cauchy

dy =z +y?
de 2y
y(1) =1

b) Determine, justificando devidamente, o intervalo méximo de existéncia da solugao da alinea
anterior.

IV.
Considere o seguinte problema para a equacao das ondas unidimensional
Uyt = Ugy (t,r) e RT x Rt
u(t,0) =0 t>0 (14)

w(0,2) =0, u(0,2) = f(x) >0
onde f(x) é uma funcio de classe C' definida em R*.

a) Utilizando a mudanga de varidveis (¢t,z) — (&,n) definida por £ = x +t, n = x — t, e sendo

v(&,n) =v(&(t,x),n(t,x)) def u(t, x), prove que a equagao das ondas uy = uy, € transformada

em vg, = 0.

b) Prove que a solugao geral da equagao transformada tem a forma

v(&,n) = F(§) +G(n)

onde F' e G sao funcoes arbitrarias.

c¢) Utilize as condicoes iniciais e de fronteira do problema (14) para obter as expressoes de F' e G
em termos dos dados do problema.

d) Determine a solucao de (14).
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Resolucgao:

I.

1. Os valores proprios da matriz sao os zeros do polinémio caracteristico, o qual é

1—-A 1 1
pa(A) = det 1 1-Xx 1 =
1 1 1—A

= 1-NA-N1=-XN)-1-11-A=-D+11-1=N)]=
= 1-=AP—14+A+A+ A=

= 1-XM4+332-3)1-1+3\=

= MN(3-)\).

Portanto os valores préprios sao

A1 =Xy =0 (valor préprio duplo),
A3 =3 (valor préprio simples).

Para os espacos préprios correspondentes tem-se:

= cSpaco proprio correspondente ao valor préprio nulo:
111 V1
1 1 1 vy | =0 <= vvy+tvy3=0 <
111

U3
< V3 = —V] — V2

pelo que se conclui que o espaco préprio em causa é

o)
Ey = {v= B ,Va,BER } =
1 0
= vV=a 0|+p 1|, Va,BEeR
-1 -1

(o espago préprio é bidimensional).

= eSpaco proprio correspondente ao valor proprio A3 = 3:

—2 1 1 U1 —2v1 +va+v3=0
1 -2 1 vy | =0 <= v —2v9 +v3 =0
1 1 -2 U3 V1 +v9 —2v3 =0
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multiplicando a segunda equagao por 2 e adicionando o resultado a primeira tem-se
—3v2 4+ 3v3 =0 < vy = v3,

e multiplicando a primeira equacao por 2 e adicionando-a a terceira obtém-se
—3v1 4+ 3v3 =0 <= v = vo,

pelo que se conclui que o espaco préprio é

Es=<Sv=a|1l]|,VaeR
1

2.a) Atendendo ao resultado da alinea anterior conclui-se que a expressao da solugdo geral de (12)
pode ser dada por

1 0 1
x(t) = aq 0 | +ao 1| +az| 1 |e*
-1 -1 1
onde a1, a9 e az sao constantes reais arbitrarias.
b) Usando a expressao geral da alinea anterior e as condigoes iniciais z1(0) = 1,22(0) = 1 e
x3(0) = 0 tem-se
1 0 1 1
al 0 +ao 1| 4+a3z]| 1 = 1
—1 —1 1 0
ou seja
ar +az=1
as +az =1

—a1—as+a3 =0

cuja solugao é a1 = ag = %, asz = % e portanto a solugéo procurada é

1 1
1 2
x(t) = 3 1]+ 3 1| e
-2 1

3.a) Considere-se uma condigdo inicial xg € E, entdo, para algum (g, Bg) € R?,

1 0 1 1 1
X(to) = 0| +ao 1 | 4as3| 1 e3to = () 0 +6o| 1 | =xo0.
-1 -1 1 -1 1

Daqui conclui-se que a; = g, ag = 0 e a3 = Bpe 3. Entdo, a solucao verificara

1 1
x(t;to,%x0) = | 0 | + 5063(157150) 11 € E, VteR,
-1 1

e portanto F é invariante para (12).
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b) Comecemos por observar que os vectores (1,0, —1)" e (1,1,1)" s@o ortogonais:

11.

((1,0,-1)",(1,1,1)") =140 —1=0.

por outro lado, como foi visto na alinea anterior, as solugoes do sistema restringido a F sao
da forma

1 1
x(tito,x0) =ag | 0 | +Be?t) | 1| € E, VteR, (15)
~1 1

Designe-se por S; o subespaco de R? gerado por (1,0, —1)" e por Sy o gerado por (1,1,1)T.
O subespaco 57 ¢é constituido apenas por pontos de equilibrio uma vez que S; C Ey. Por
outro lado tem-se Sy = F3 e portanto Ss é também invariante. Como quando xg € S1U S a
expressao (15) permite concluir que a componente de x(t) segundo S; é constante, conclui-se
que as érbitas nao-constantes sao rectas paralelas a So e que pontos sobre as drbitas convergem
para um ponto de equilibrio em S quando ¢ — —oo. Isto permite esbocar o seguinte retrato
de fase apresentado na Figura 7.

L A A AAA A A A A

(09, I)T

........... - .-............lrh ST P ST SO -

fi T

Figura 7: Esbogo do retrato de fases da restricao de (12) ao subespago E.

1.a) Utilizando a notacdo D = % pode-se escrever a equacao (13) na forma

(D*+ D* + D? + D)z = 0.

O polinémio caracteristico é p(A) = A* + A3 + A2 + X = A(A + 1)(\2 + 1) pelo que se pode
factorizar o polinémio diferencial e escrever a equacao diferencial como

D(D 4 1)(D? + 1)z = 0.
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Observando agora que (i) Dz = 0 tem z(¢) = 1 como unico elemento de uma base do espago
das solugoes, (i) (D + 1)z = 0 tem e~! como unico elemento de uma base do espago das
solucoes e (i) as fungdes cost e sint formam uma base do espago das solugdes da equagao
(D% + 1)z = 0, conclui-se que uma expressao para a solugao geral (real) de (13) serd

z(t) = ag + are” " + agcost + azsint,
onde ag, a1, (o, € a3 sao constantes reais arbitrarias.

b) Para que uma solugao z(t) tenha limite quando ¢ — 400 tem de se ter, na notacao da alinea
anterior, ap = a3 = 0; as constantes g e a1 podem ser quaisquer uma vez que ap+ae”t — ag
quando t — +o00. Como

z(0) =ap+ a1 +az =ap+ a;

2(0)=—-a1+a3=—-m
2(0) =1 —ay =
2"(0) = —ag —az = -
conclui-se que as condigdes iniciais tém de satisfazer 2”(0) = 2/(0), 2”(0) = —2/(0) com 2/(0)

e x(0) reais arbitrarios.

. Considerando agora a equagao D(D +1)(D?+ 1)z = cost e atendendo a que cost é uma solugio
real de (D? + 1)y = 0 sabe-se que uma solucdo particular da equacio nao-homogénea seré do
tipo

Tpare(t) = (at + B) cost + (vt + J) sint,

onde a, 3,7 e & sdo constantes reais a determinar. Derivando esta expressao até a quarta
ordem tem-se:

t) = acost — atsint — Ssint + ysint + yt cost + d cost
)= —2asint — atcost — fcost + 2y cost — ytsint — ot
)

)

= —3acost+ atsint + fsint — 3ysint — ytcost — § cost
t) =4asint + atcost + fcost — 4ycost + ytsint + dsint

e portanto, para que xl(,izt(t) + x”

") Fal () + () = cost é suficiente que se verifique

da+d+pF—-3v—2a—0—F+v=0
Yyt+ta—vy—a=0
a—vy—a+v=0
B—4y—-3a—-06—-B+2y+a+d=1
ou seja, a =y = —1/4, B e § quaisquer, vindo uma solugao particular
(t) = —2tcost — Ltsint
pare(t) = —t cos isint.

A solugao geral do problema nao-homogéneo é

1 1
z(t) = ap +are " + ag cost + agsint — Zt cost — Zt sin t.
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Utilizando as condigbes iniciais dadas conclui-se que

2=ux(t) =ap+ a1 + as
—1='(0) = —a1 +a3— 3
—5=2"(0)=a1 —as — %
a0 = ey

cuja solugao é a1 = as = a3 =1 e ag = 0, pelo que a solucao pretendida é

1
—(4 —t)(cost +sint).

t)y=e""
z(t)=e —{—4

I11.

a) Escrevendo a equacdo dada na forma (z + y?) + (Qxy)g—z = 0 e definindo M(z,y) = = + 3> e
N(z,y) = 2xy tem-se %—A; =2y = %—Jl, pelo que a equagao é exacta. Sabe-se entao que existe
uma funcao ®(z,y) tal que M = 9®/dz, N = 09 /9y e ®(x,y) = 0 é uma expressao implicita
para todas as solugoes da equacao diferencial. Para o calculo de ® observe-se que integrando
a equacio 09 /dxz = M(z,y) = = + y? em ordem a x obtém-se ®(z,y) = 322 + zy*> + h(y) e
portanto, derivando esta expressao em ordem a y vem 0® /9y = 2xy + h'(y) = N(z,y) = 2y,
pelo que se conclui que A/ (y) = 0, i.e., h(y) = K, para qualquer constante arbitraria K. Assim,
a funcao ® é dada por

1
O(x,y) = 51'2 +ay? + K.

Sendo a equagao diferencial dada equivalente a ®(z,y) = 0 e sendo ® quadratica em y pode-se
resolver a equacio explicitamente em ordem a y como se segue:

1 K 1
—? 4+ K=0 < yP’=————x
2 r 2

[ K 1

Para o problema de Cauchy dado sabe-se que y(1) = 1 pelo que o sinal que nos interessa na
expressao (16) é + e, além disso,

1 3
1=y(l)=4/-K— = K=—-
y(1) 5 & 5
concluindo-se que a solucao pedida é
3 — 22

b) O dominio de y(z) é

Dy:{xeR: 3—a 20} —]— 00, —V/31UJ0, V3.

2z
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Como o intervalo maximo de existéncia é o maior subintervalo do dominio que contém x = 1
e para o qual y(z) é de classe C! conclui-se que é

I =]0,V/3].

A razdo do ponto x = /3 ndo estar incluido em I, prende-se com o facto de y nio ter
derivada finita nesse ponto e, portanto, nao ser ai de classe C' :

3422 [ 2
y'(z) = — Z;;U 3 _xe — —00 quando z — (V/3)

IV.

a) Atendendo a mudanca de varidveis dada e a relagao entre v e u tem-se, pelo teorema de derivacao
das fungdes compostas

up = ve&p + v = ve — vy
we = (ve—vy), = (v — V) &+ (v — vy), M =
= Vge — 2vgy + Uy
Uy = Velp + Uple = ve + 0y
Uge = (ve+vy), = (ve+ vn)g Eo + (ve + v")n Ny =

= Vge + 2vey + Uy
pelo que a equagao uy = Uy, escreve-se agora
Veg — 20y + Uy = Vg + 20gy + Uy,

ou seja,
vey = 0.

o (),
oE\on)
ov

Sendo esta equacao vélida para todos os pontos de RT x RT conclui-se que an nao pode
depender de £ e portanto

b) Considere-se a equagao ve, = 0, i.e.,

ov

5_77 = é(ﬁ)

para alguma funcéo G. Integrando esta tltima equacio tem-se

v@mz/éwm+F@

onde F' (€) é uma fungao sé de &, e portanto é constante para a integracao em 7. Designando
[ G(n)dn por G(n) conclui-se, entdo, que a solugao geral da equagao é v(&,n) = F(§) + G(n).
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c¢) Utilizando as condigoes de fronteira de (14) tem-se

0=u(0,z) =v(z,z) = F(z) + G(z), x>0
f(x) = uw(0,z) = ve(z,x) — vy(x,z) = F'(x) — G'(z), =>0.

Da primeira condicao tem-se
F(z) =-G(z) = F'(z)=-G'(2)

e portanto, substituindo na segunda condigao, vem —2G’(x) = f(z), z > 0. Integrando ambos
os membros desta igualdade entre 0 e um valor de x arbitrario positivo obtém-se

1 x
G(z) = —5/ f(s)ds— K, x>0,
0
onde K ¢ G(0), e
1 X
F(z) = 5/ f(s)ds+ K, x>0.
0
Observe-se que 7 = = — t pode ser negativo para (t,z) € R™ x RT pelo que h que conhecer

a expressao de G(n) para n < 0 (a expressao de G dada acima é apenas valida para valores
positivos do seu argumento). Utilizando a condicao inicial em (14) tem-se

0=u(t,0) =v(t,—t) = F(t) + G(—t), t>0,
pelo que se conclui que G(t) = —F(—t) para t < 0. Tem-se, portanto,
1 [
G =5 [ fs)ds— K. y<o
0
As expressoes pretendidas sdo, entdo, as seguintes:
N 3
FQ = [ fe)ds 4K €50

-
Gn) = —%/0 f(s)ds— K, ¥YneR

d) Como a solugdo do problema é u(t,z) = v(&,n) = F(§) + G(n) = F(z +t) + G(z — t) com as
expressoes de F' e G determinadas na alinea anterior conclui-se imediatamente que

T+t
u(t,z) = %/ f(s)ds.

x—t|
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Ezxame de 28.11.94 e resolucao.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIATS
(Engenharia Mecéanica, 1 Ano)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 28/11/1994 (Epoca Especiall)
Duragao: 3h00.

I.

Considere a equagao diferencial y’ = Ay + h(t) onde

11 0 0
A=1]0 2 -1 | h@)=
01 0 ¢!

a) Determine a solucao geral da equacao homogénea associada a equagao dada.

b) Determine o maior subconjunto L de R? tal que solugdes da equacio homogénea com condicoes
iniciais em L sao limitadas em R™.

¢) Determine a solucao da equagao dada que passa pelo ponto y(0) = (1,0,0)".

II.
Considere a equagao diferencial ordindria escalar
2" 4 8z = te! + cost.

a) Determine uma solugao particular desta equagao.

b) Determine a solugao geral desta equagao.

I11.
Considere a equacao diferencial nao-linear separdavel 2’ = xsint + z2sint.
a) Determine a solucao desta equacao que satisfaz a condigao inicial x ( %) = -2,

b) Determine o intervalo maximo de existéncia da solugao obtida na alinea anterior.

'Para Finalistas, Atletas de Alta Competicdo, Militares, O.S., ...
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IV.

Considere a equacdo diferencial z” + G(z) = 0, com G(x) = — 2z + 322

a) Identifique a mudanga de variaveis que permite escrever a equagao dada na forma do seguinte

o= (17)

sistema de primeira ordem
{ zy = —g(z1)

e relacione g com a funcao dada G.
b) Determine os pontos de equilibrio do sistema (17) e verifique se o0 método de linearizagao em
torno desses pontos de equilibrio pode ser aplicado ao estudo de (17).

c¢) Determine uma funcao F(z1,z2) que seja constante ao longo das solugdes de (17).

d) Utilize os resultados das alineas anteriores para esbogar o retrato de fase de (17).
Sugestdo: se ndo resolveu a alinea anterior utilize a funcio E(x1,x9) = — 223 + 23 + 223,

e) Identifique no retrato de fase as regides que correspondem a: (i) Solugdes periddicas, (7i) Solugdes

nao-periédicas limitadas e (ii) Solugoes ilimitadas.

V.

a) Determine as solucoes de
(t,z) € RTx]0, 7|

teRT.

Ut = Ugy — U,
u(t,0) = u(t,m) =0,

b) Determine a solucao que satisfaz a condigao inicial (0, z) = (7 — z)z.

37



Resolucgao:

I.

a) Sabendo que a solucio geral pretendida pode ser escrita na forma y(t) = ety (0) iremos calcular
e, Os valores préprios de A sdo os zeros do polinémio caracteristico

pa(\) =det(A—A3) = (1 =N)[2 =N\ +1]=1-N)A\ =22 +1) = -1 —-1)>

Conclui-se daqui que A = 1 (com multiplicidade algébrica igual a 3) é o unico valor préprio
de A. O nucleo de A — I3 é constituido pelos vectores v = (v1,va,v3)" que satisfazem

01 0 vy vy — 0 o —
01 —1 || w :0@{ . —0 @{ ‘o
0 1 -1 v (%) V3 = v3 = L.

Consequentemente o espaco préprio de A associado a A = 1 é o seguinte subespago unidi-
mensional de R : £ = {(a,0,0)" : a € R}. Tendo A = 1 multiplicidade algébrica igual a 3 e
geométrica igual a 1 conclui-se que existe uma matriz de mudanca de base de R3, S, tal que
A=SJS"! e Jé amatriz de Jordan associada a A:

1 10
J=10 11
0 01

Consequentemente tem-se

1 1 0 1a1b1 1a1b1 1 1 0
AS =85 — 0 2 -1 0 az by | = 0 ay by 01 1 <

_010 0a3b3 0a3b3 0 01
[ 1 ar+as bi+by 1 14+a1 a1+b

< 0 2@2—0,3 2[)2—[)3 = 0 ag a2+bz <
_0 ao by 0 as as + bs
ay+az=1+ay
b1 + by =a1 + by
2&2—&3:(12

A 2b2—b3:a2+b2 =
a2 = as
( b2 =a3z+ b3
aQ:a;»,:l

<~ b2:1—|—b3
by = a3
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e aq e by sao reais arbitrarios. Uma possivel matriz S, obtida fazendo a1 = b1 = 0, é a seguinte

1 0 0
S=101 0
01 -1

A sua inversa é facilmente calculdvel (usando, por exemplo, eliminagao de Gauss) obtendo-se
S~ = S. Podemos agora calcular et : como A = SJS™! tem-se et = Se’tS~1 = SeltS e
tendo em conta que

eJt — e(I3+N3)t — e[gteN3t _
1 00 0t 0 0 0 t2/2!
= €3]0 1 0|+]00¢t|+]00 0 =
00 1 00 0 00 0
1t t2/2!
= e |01 ¢t
00 1
conclui-se que
(10 O07[1 t /2 10 0
e = el o1 0 01 ¢ 01 0=
(001 -1][00 1 01 —1
(1 0 07 [ 1 t+t2/20 —t2/2
= ¢ |01 0 0 1+t —t
001 -1] 1[0 1 -1
[ 1 t+t2/2! —t2)2
= e |0 14t —t
| 0 t 1—t
e a solucao geral pretendida pode ser escrita como
1 t+t2/2 —t?/2
y(t):et 0 14+t —t y(0)

0 t 1-1¢

b) Do resultado da alinea anterior, escrevendo y(t) = (y1(t), y2(t),y3(t))" , observa-se que

(1) y1(0) +1200) (£ + 5 ) = 45(0)5
vat) | =€ | ya(0)(1+t) — ys(0)t
ys (1) y2(0)t +13(0)(1 — 1)

Para que esta fungéo seja limitada quando ¢ € R™ é necessario e suficiente que cada uma
das suas fungoes coordenadas o seja. Atendendo a que para qualquer polinémio p(t) a funcao
p(t)e! tende para 0 quando t — —oco e é continua em R, conclui-se que, qualquer que seja a
condicio inicial (y1(0),y2(0),y3(0))", a solugao é limitada em R™.
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¢) Uma solucdo particular da equagao nao-homogénea pode ser determinada pela férmula de va-
riacao das constantes:

t
Vpare (1) = eAt/ e_ASh(s)ds:

0
(1 t+12/2 —t2/27 . (1 —s+52/2 —s2/2 0
= e |0 14t —t /e_s 0 1—s s 0 |ds=
| 0 t 1—t | 0 | 0 —s 1+s e’
(1 t+t2/2 227 [ —1s%ef
= e |0 14t —t /e_s se’ ds =
| 0 t 1—¢ |70 | (T+s)e®
(1 t+t%/2 22 [ -3
= |0 1+t -t 2| =
| 0 t 1—t | | t+ 322
B 1,3
—1t
— et _gtz
142
| t— 5t

e, atendendo a expressao para a solugao geral da equacao homogénea dada na alinea anterior
¢é a condicao inicial imposta, conclui-se que

1 —%t?’ 1— 1
yt)=e" | 0 | +e' | —5t2 | =¢| -1t
0 t— 3t t— 3t

I1.

a) Uma solucao particular da equagao pode ser obtida, por exemplo, pelo método de “guessing”
do seguinte modo: a equacio homogénea pode ser escrita como (D3 + 8)x = 0 pelo que os
zeros do polindémio caracteristico associado sao as raizes cibicas de —8, ou seja,

)\1 == —2, )\2 == 26”/3, )\3 == 267”/3.

Atendendo a que as fungoes hi(t) = te! e ho(t) = cost = Re (eit) sao solugoes das equacoes
diferenciais (D — 1)2h = 0 e (D? + 1)h = 0, respectivamente, conclui-se que as solucdes
particulares (complexas) sao do tipo

ze(t) = (it + ag)e! + aze™

o que fornece

al(t) = (a1 + ag)e’ +agte! +iage™
zl(t) = (200 + ao)e’ + aste’ — age”
' (t) = (3oq + ag)e’ + aste! —iaze™
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donde se obtém

(3aq 4 )€’ + agte! — iase’ + 8(ait + an)e’ + 8az = te! + e,

ou seja,
3a1 +9a9 =0 041:%
901 =1 < 062:—%7
. 1 8+i
(8 —i)ag =1 a3 = g = 5

Conclui-se assim que uma solucao particular complexa é

re(t) = (zt— =)'+ é%—iz (cost +isint) =
c — \9 27 65 ' 65 N

L D) o (Bcost— Ssint) +i (= cost + —sint
= —t— —=]€ —— COST — —— SIn 1| == COS — S1n
9 27 65 65 65 65

pelo que uma solucao particular real é
1 1y, 8 1.
Tpare(t) = <§t - 2—7> e + B cost — o sin t.
b) Atendendo a que a solucao geral (real) da equagdo ndo-homogénea pode ser escrita como
T(t) = Thom (t) + Tpar(t)

onde z,,.(t) ¢ uma solucdo particular da equagao nao-homogénea (por exemplo a calculada
na alinea anterior) e 2., (t) é a solucio geral da equagdo homogénea (D3 + 8)x = 0, a qual
é, atendendo aos resultados acima sobre os zeros do polinémio caracteristico,

Thom (1) = are™ 2 4+ e cos <§t) + aze? sin (gt) ,

o resultado pretendido é

1 1 8 1
a:(t) = alefzt + agth cos (gt) + Oé3€2t sin (gt) + <§t — E) et + g cost — % sin t.

III.

a) Observando que a equagao é separavel tem-se, ap6s multiplicagdo de ambos os membros por
ﬁlxg, supondo que z + 22 # 0,

1 dx

— —— —sint.
x+ 22 dt
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Integrando ambos os membros entre 7/2 e um valor arbitrario de ¢ vem

f;/2 ﬁﬁ—ids = f;/2 sin sds —
= _Igt) x(11+m) dx = —cost + cos § =
< log|z(t)| —log2 —log |l + z(t)| + logl = —cost <=
— log ‘ 11?225) ‘ =log2 — cost —
— z(t) — Qe cost

1+(t)
onde na ultima passagem o sinal foi escolhido atendendo a que em ¢ = 7/2 se tem

x(n/2) -2
1+x(7r/2)_1—2_2>0'

Pode-se entao concluir que
e~ COS t

‘T(t) = 1— 26—cost'

b) Comecemos por determinar o dominio da fungao z(t) :

Dyy = {teR:1—-2e % 40} =
= {teR:cost#log2}.

O subintervalo do dominio que contém o ponto ¢ = 7/2 é I =]arccoslog 2, 2m — arccos log 2|
(cf. Figura 8).

4

AN AN
]

/ e ¢

I =]arccoslog 2, 2 — arceos log 2].

Figura 8: Visualizacdo do modo de determinagao do intervalo I.

Atendendo a que x(t) é de classe C* no seu dominio (e portanto, em particular, é C*) conclui-
se que o intervalo maximo de existéncia da solugao é o intervalo I apresentado acima.
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IV.

a) Observando que o sistema (17) implica que 2 = z, = —g(z1), ou seja z{ + g(z1) = 0 conclui-se
que uma mudanga de varidveis que tenha transformado z” + G(x) = 0 no sistema (17) pode
ser x1 =x e x9(=2)) =2/, com g = G.

b) Os pontos de equilibrio de (17) séo as solugoes de

OZ.%'Q — i) =0
0=—g(x1) 271 — 322 =0

ou seja (x1,z2) = (0,0) e (z1,22) = (%, 0) . A matriz jacobiana do sistema ¢

J(m’y):[Q—Om H

pelo que se tem o seguinte:

m= linearizacao em torno de (0,0):

J(0,0):[g (1)]

Valores préprios: 0 = det (J(0,0) — A) = X2 —2 <= A\ = v/2,) = —/2 e como
Re (A1), Re (A\2) # 0 podemos utilizar a linearizagao em torno de (0,0) a fim de estudar-
mos o comportamento das érbitas do sistema nao-linear (17) numa pequena vizinhanca
desse ponto de equilibrio.

== linearizagao em torno de (%, 0):

2 01
/(50120
Valores proprios: 0 = det (J (%,0) — )\IQ) = A2 42 <<= )\ =ivV2, A = —iv/2 e como

Re (A1) = Re (A2) = 0 0 método de linearizacao nao é aplicével.

c) Seja E(x1,72) uma funcio real definida em R2. Pretende-se ver se é possivel encontrar uma
funcao destas que seja constante ao longo de 6rbitas de (17), i.e., tal que

%E (1(8), 2a(t)) = 0, Vit € R.

Se E for uma funcao satisfazendo esta condicao, terd de se verificar
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ou seja, como x1(t) e xa(t) satisfazem (17),

oF ok
8—.%.1332 — 8—.%'2 (331) =0.

Para que esta ultima igualdade se verifique é suficiente que

OFE OE

a—xl :g(.%'l) (§ 8—,132 = X9.

Vejamos se estas duas equagoes podem ser simultaneamente satisfeitas: da primeira tem-se,
primitivando ambos os membros em ordem a x,

E(ml,xg) = /g(ml)dxl + k‘l(ﬁﬂz)

onde kp(z2) é uma constante para a primitivagdo em ordem a x; (a qual pode, obviamente,
ser funcao de x2.) Analogamente, primitivando a outra equac¢do em ordem a zo tem-se

1
E(ml,mg) = 5.%'% + kg(m'l)

onde ka(z1) nao depende de 5. Comparando estas duas expressoes para F(z1,x2) conclui-se
que se pode tomar

1 1
E(z1,29) = 596% + /g(xl)dxl = 53&% — 2+l

d) Comecemos por linearizar em torno do equilibrio (0,0) : Os valores e vectores préprios da matriz
jacobiana J(0,0) sao

T
m= valor préprio A\; = v/2, com vector préprio vl = (vg),vgl)) , onde

-2 1 e 1 1
[ ][] e = wrovae
2

1
5 1 —
pelo que se pode escolher v [ V3 } .

1
m= valor préprio A\; = v/2 : clculos andlogos aos anteriores permitem obter v = [ 32 } .

Numa vizinhanca de (0,0) o retrato de fase é o esbogado na Figura 9.

O comportamento das 6rbitas de (17) no exterior de pequenas vizinhangas de (0,0) nao pode
ser estudado com recurso a linearizacao apresentada, mas pode usar-se o facto da funcao
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W/

Figura 9: Retrato de fases de (17) numa vizinhanga de (0,0).

E(z1,z2) determinada na alinea anterior ser uma constante do movimento para (17). Aten-
dendo a que 23 > 0 vem

1
E(x1,22) = 5333 + (=23 +2f) > Ep(x)
=E.(z2) =:Ep(x1)

e tém-se os esbogos para o grafico de E, e para os conjuntos de nivel de £ apresentados nas
Figuras 10 e 11.

Y

N\ ¢ g

S B[S - iy g Ez
—.._.-E.!

Figura 10: Gréfico de E,.

onde & = {(x1,22) € R? : E(z1,%2) = E;}. Atendendo & primeira equacdo do sistema (17)
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3
g /’ﬁ/ @(& “
4 :

Figura 11: Conjuntos de nivel de E.

20

tem-se que x1(t) é crescente em regioes do espago de fases onde xo > 0 pelo que se pode
esbogar o retrato de fases apresentado na Figura 12.

Figura 12: Esboco do retrato de fases do sistema (17).

e) Atendendo ao retrato de fase esbocado acima conclui-se o apresentado na Figura 13.
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A 5 drbita correspondente
. a soluedes nio-periédicas
limitadas

%y

/_’ \\
4 / / .\) _— regifo correspondente

N/ / / % a drbitas periddicas
j

regido corresponderite
a Orbitas ilimitadas

Figura 13: Resolucao da alinea e).

V.

a) Recorrendo ao método de separagao de varidveis pode-se procurar solucoes do tipo u(t,z) =
T(t)X (z), caso em que a equagdo dada se escreve como

T'X=TX" -TX.

Supondo que T'(t) # 0, Vt € Rt e X(z) # 0, Vz €]0, 7| pode-se dividir esta equacdo por
T(t)X (x) vindo

Tl Xl/

() = o (2) — 1.

L=
Observando que o membro esquerdo desta equagao s6 depende de t, o direito s6 depende
de z e que a equagao deverd ser satisfeita para todos os pontos (t,z) no aberto R x]0, [,
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conclui-se que terd de existir uma constante real ¢ independente de ¢ e de x tal que

T/
T

X/I

() =0 ="

(x) - 1’
ou seja,
T —oT =0
X'"—(14+0)X =0,

com as condigOes na fronteira

{ 0= u(t,0) = T(£)X(0)
0= u(t,m) = T(t)X ()

Comecemos por determinar as solugoes nao-triviais (nao identicamente nulas) do problema
de valores na fronteira para X (z) :

X"~ (1+0)X =0
{ X(0) = X(r) = 0.

m— Se 140 = 0 a equagao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solugoes sao X (x) = ax+b
e atendendo as condigoes na fronteira 0 = X(0) = b e 0 = X(7) = amw + b conclui-se
imediatamente que a = b = 0 e portanto a Unica solucao do problema ¢ a solucao trivial
X(z) =0.

— Seja agora 1 + o > 0. A solucdo geral da equacio é X(z) = aeV!To% 4 pe~VIiTor,
Atendendo as condigdes na fronteira tem-se 0 = X(0) =a+be 0= X (1) = aeV!To™ +
be~ V19T cuja tinica solucdo é a = b = 0 fornecendo como tnica solucdo da equacio a
funcao identicamente nula X (x) = 0.

== Finalmente tome-se 1 + o < 0. Por facilidade de notacao é conveniente escrever 1+ o =

—A2 com A > 0. A solucio geral real da equacio diferencial é agora X (x) = acos Az +
bsin Az. E as condic¢bes na fronteira fornecem

{0 X

COS AT + bsin A,

ou seja

a=0

bsin A\m = 0,
pelo que A = A\ = k, com k € Ny arbitrario (pois caso contrario teria de ser b = 0 e ter-
se-ia X (x) = 0.) Obtém-se assim infinitas solugdes do problema de valores na fronteira,

em particular as fungoes
Xi(x) = sinkz,

e todas as combinagoes lineares de um nimero finito destas funcoes.
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Tendo em atencdo que o = —1 — X\? = —1 — k? tem-se a equacdo para T escrita na forma
T =—-(1+kHT

cuja solugao geral é Ty(t) = ake*(HkQ)t com ap € R arbitrario. Atendendo ao que ficou
escrito acima podemos concluir que a solucao formal do problema apresentado é

u(t,x) = Z Qg Sin(kx)e_(HkQ)t.
k=1

b) Para que a solugao formal encontrada na alinea anterior satisfaca a condicao inicial dada ha que
escolher as constantes oy de modo a que

(m—z)r =u(0,z) = Z ag sin(kz),
k=1

ou seja, os ay devem ser os coeficientes da série de Fourier de senos da funcao 27 —periddica
cuja restricao a [0, 7] é igual a f(z) = (7 — x)=.

/%)(x)

Figura 14: Grafico da funcao f e do seu prolongamento.

2 s
a = ;/0 (m — x)xsin(kx)dx =
™ 2 s
= 2/ xsin(k:x)dx——/ 2% sin(kx)dx
0 T Jo

(primitivando por partes uma vez o primeiro integral e duas vezes o segundo)
™

™ 2 2 2 2
_z (_w_ cos kx + —xsinkm—i- —cosk:x)
0

o T\ k k2 k3

1
= 2 <—%coskm + ﬁsin/m>

4
= (1) -
_ % se k é par
N 0 sek é impar
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pelo que concluimos que

a1 =0 e o= e

e a solucao formal pretendida é

[e.e]
1
u(t,z) = Z o Sin(2n:ﬂ)€7<1+4"2)t.
n=1
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Exame de 10.7.95 e resolucgdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Anilise

EQUACOES DIFERENCIATS
(Ambiente, Mecanica)

Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 10/7/1995 Duracgao: 3h00.

I.

Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais ordinarias lineares

Ty = —X
xh = xo—u3 (18)
vy = —x3+B(1)

onde 5(t) : R — R é uma funcio continua.

1. Escreva (18) na forma vectorial x' = Ax + b(¢) indicando explicitamente qual é a matriz A e o vector
b(t).

2. Seja B(t) =0
a) Determine a matriz fundamental e do sistema.

b) Determine para que condigbes iniciais as solugoes de (18) tém limite finito quando ¢ — + co e
calcule o valor desse limite.

3. Seja B(t) =

Determine uma solugéo particular de (18) e escreva uma expressao para a solugdo geral do sistema.

I1.

Considere a equagao diferencial linear
2" +a(t)r’ +x = b(t) (19)

onde a(-) e b(+) sao fungdes reais, continuas, definidas em R.
1. Faga a(t) =0eb(t) = —t.
a) Determine uma base para o espago das solugdes do problema homogéneo associado.
b) Determine a solugao de (19) que satisfaz a condigao inicial z(0) = 2/(0) = 0.
2. Seja agora a(t) = —t e b(t) = 0.
Aplicando transformadas de Laplace a (19) obtenha a solu¢ao desta equagdo que satisfaz a condigao
inicial 2(0) = 2/(0) — 2 = 0.

Sugestdo: Poderd ser 4til relembrar que, sendo f(s) = L[F](s) a transformada de Laplace da fungdo
F(t) entdo, com condi¢des convenientes sobre F' (quais?) tem-se

LIF™)(s) =

s"f(s )75” LF(0) = s"2F'(0) — -+ - — F("=1)(0)
LI(=t)"F®)I(s) = f

M(s).
I1I.

Considere a fungéo ¢ definida em R, periddica de periodo 2, par, tal que a sua restri¢ao ao intervalo [0, 1] é
Y(z) ==

a) Escreva a expressao da série de Fourier de 1.

b) Estude a série de Fourier que obteve na alinea anterior quanto as suas propriedades de convergéncia

pontual e uniforme, e estabelega, justificando devidamente, a relagao entre a soma da série e o valor
da funcao v para todos os pontos x € R.



IV.

Um modelo simplificado para a propagagao de impulsos nervosos num axoénio é constituido pelas equagoes
de Fitzhugh-Nagumo que, numa versao simplificada, sao

ur = Ugy + f(u)  (z,t) e Rx R (20)

onde u = u(z,t) e f(u) = —u(u—1)(u—1).
Um impulso nervoso é, tecnicamente, uma onda de despolarizacao elétrica que se propaga ao longo do
ax6nio a uma velocidade constante V. Isto corresponde, matematicamente, & existéncia de solugoes de (20)
satisfazendo as condigoes

{ u(x,t) — 0 quando z — —oo (21)

u(z,t) — 1 quando z — 400

e tal que a “transicao” entre 0 e 1 propaga-se com velocidade constante V (z é a distancia ao longo do
axénio, que se supde de comprimento infinito, z € R.) O objectivo deste exercicio é, através de uma sucessao
de passos simples, provar a existéncia de solugoes de (20) com estas caracteristicas.

l.a) Seja ¢ : R — R definida por ¢(z 4+ Vt) def u(z,t). Considere a mudanga de varidveis s = = + V.
Verifique que se u é solugao de (20)-(21) entao ¢ satisfaz

" = V' + f(p) =0, sER
©(s) — 0 quando s— —o0 (22)
©(s) — 1 quando s — 400

onde (-) = 4.

b) Defina as varidveis dependentes y1(s) def o(s) e ya(s) def ©'(s). Mostre que nas novas variaveis (y1,y2)
a equagao diferencial (22) fica transformada no sistema

{ vh
s

2.a) Considere o caso V =0 em (23). Mostre que a fungdo

Y2
Vya — f(y1) (23)

def 1 2 v
Blyr,y2) = gya+ | flz)dz
0
é uma constante do movimento para (23).
b) Utilizando a alinea anterior e relembrando que f(u) = —u(u — 1)(u — 1), esboce o retrato de fase de

(23) (com V =0.)

3.a) Considere agora V > 0. Prove que
d 2
EE(?M(S%M(S)) =V (y2(s))"

b) Linearizando (23) em torno da origem, mostre que a solugao nula (y; = y2 = 0) é um ponto de equilibrio
instdvel (ponto de sela) para todos os V' > 0. Verifique que o mesmo se passa para o ponto de equilibrio

(yl,y2) = (170)-

4. Tendo presente os resultados de dependéncia continua em relacao as condigOes iniciais e parametros,
utilize os resultados das alineas anteriores e um argumento de continuidade para mostrar que existe
pelo menos um valor de V' > 0 para o qual (23) tem uma soluc¢do que verifica

(0’
(]"

0) quando s— —o0
0

—
— ) quando s — 400

Observagao final: Atendendo a que u(x,t) = ¢(s) = y1(s), o resultado na alinea 4. prova a existéncia de
solugoes de (20) do tipo pretendido.



Resolucgao:

I.

1. Sendo x = (x1,x2,x3)" tem-se

!/

I —I1 -1 0 0 0

x' = | x9 = To — X3 = 01 —1|x+ 0

T3 —x3 + B(t) 00 -1 B(t)
-1 0 0 0
pelo que A = 01 —1|eb(t)= 0
00 —1 B(t)

0 —1
Assim, tem-se e? = diag (e_t, eAlt) . O calculo de e41? pode ser efectuado por qualquer dos
métodos estudados. Vejamos que de facto assim é?

2.a) A matriz A é uma matriz diagonal por blocos: A = diag(—1,A4;) onde A; = { -l } .

== Pela definicao:
+oo

At E—J,Ajl Observando que

Por definicao e
j=0

=1y Sl a)=lo1]-n

conclui-se que A{ = A; se j é impar e A{ = I, se j é par, pelo que se tem

T IQ+A1t+%[Qt2+%A1t3+%12t4+...:
_ |1 0]+{t —t]+[t2/2! 0]+[t3/3! —t3/3!]+m:
10 1 0 —t 0 t?/2! 0 —t3/3
[t gttt 4 —t— Ht3— ... N
| 0 1—t+H12 — 243+ Lt — }_
_ e —%(et—e‘t)}
10 et

m== Pelo método de Putzer:
Sendo A; uma matriz triangular os valores préprios sdo os elementos da diagonal princi-

pal: )\1 == 1, e)\g = —1. Tem-se Po(Al) == _[2 ePl(Al) = (Al—)qIQ)Po(Al) = |: 8 :; :| s

2Claro que no exame bastava utilizar um dos métodos!. . .
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e ainda o sistema seguinte para as funcoes r;(t) :

rh=—ro+7r1, 1r2(0)=0

{ ri =r, r1(0) =1

donde r1(t) = e’ e a equagdo para 75 pode ser resolvida do seguinte modo: multiplicando-
a por uma funcdo p = u(t) vem prh + ure = pe'; para que o membro esquerdo seja
igual a (ury)’ = prh + p'ry é suficiente tomar p satisfazendo u/ = p, isto é, p = et.
Entao, multiplicando a equacao por este factor integrante, integrando ambos os membros
da equac@o resultante e atendendo & condigao inicial para re conclui-se que ra(t) =
% (et — e_t) . O resultado pretendido é

et = i (t)Py(A)

=== Pecla redugao a formas candnicas:
Os valores préprios de A; sao distintos (A\; = 1, 2 = —1) pelo que a matriz é dia-
gonalizdvel, i.e., existe uma matriz invertivel M tal que A = M DM~ com D é uma
matriz diagonal. Sabe-se que se pode tomar para matriz M uma matriz cujas colunas
sao vectores proprios de A. Estes s@o os seguintes: correspondendo a Ay =1 :

(1) 0 -1 ’Ugl) —’Uél) = (1) (6%
Al = M) v =0 <= =0+ v =

(A1 = Mil2) [ 0 _9 ] o) oM — [ 0 ]
onde a € R\ {0} é arbitrério. Célculos anélogos para o valor préprio Ay = —1 fornecem

v<2>:[255}, V8 € R\ {0}

Sem perda de generalidade pode tomar-se « = 8 = 1. A matriz de mudanga de base de
R2, M, é entdo

v [3]
w3 ]
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pelo que D = M~ AM = diag(1, —1) e tem-se

et = MeP'MT =

- Lo Jlo A0 -
— [eot —%(ee:e_t)}

=== Pelo método dos valores e vectores proprios:

+ o ®

J4a calculdmos na resolugéo pelo método anterior os vectores préprios de A. Assim, uma
matriz fundamental do sistema linear bidimensional com matriz A; serd

D) | ety @ e et
()= e'v ‘ev ]:[O Qet]
e portanto

eMt = (1) - d7L(0) =
et et 11 _1_
- 0 2t 0 2 -
[t et 1 =121
L0 2P0 1/2]
_[¢ e
- 0 et

Atendendo ao resultado fornecido por qualquer dos métodos apresentados para a matriz et
conclui-se que

At = diag (eft,eAlt) =
et 0 0
= 0 e —% (et — e*t)

2.b) A solucao geral de (18) ¢é x(t) = e(At)x(0) pelo que, atendendo ao resultado da alinea anterior,

et 0 0 x1(0) e tz1(0)
x= | 0 ¢ b —e) | | 0al0) | = | eaal0) = (e — e ) aa(0)
0 0 et x3(0) e tz3(0)

t t

Quando t — 400 tem-se e — 0 e e© — 400 e portanto, para que x(¢) tenha limite fi-
nito é necessario e suficiente que elwy(0) — %(et — e*t) x3(0) seja limitado, ou seja, que
e’ (22(0) — 325(0)) seja limitado, o que requer que x2(0) = 1z3(0). Conclui-se entdo que
as condigoes iniciais pretendidads sdo do tipo (z1(0),22(0),z3(0))" = (a, 8,26)" , Vo, 8 € R.
Evidentemente que para condigoes iniciais deste tipo tem-se, utilizando a expressao da solucao
geral escrita acima,

x(t) — (0,0,0)" quando t — +oo.
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3. Uma solucao particular pode ser obtida pela formula de variagao das constantes:

Xpart (1) = @(t)/q)l(s)b(s)dS:

[ et 0 0 1 .[e* 0 0 17'To
= 0 e —% (et - e_t) / 0 e —% (ef —e %) 0 | ds=
| 0 0 et ] i 0 e ® ] s
[ et 0 0 i [ e$ 0 0 170
= 0 e —L(ef—e) / 0 e* —2(e*—¢ 0 |ds=
| 0 0 et ] | 0 0 e ] S
[ et 0 0 i i 0
= 0 e —L(ef—e) / —1se7* + 1se® | ds =
. 0 O et i i se’
(et 0 0 i 0
= 0 e —L(ef—e) TteTt 4 2e7t 4+ Ttel — 16t | =
| 0 0 et | (t—1)e
0
— t
t—1

et 0 0
xt)=] 0 e —i(ef—e) |a+ t ,
0 0 et t—1

com a € R? arbitrario.

11

1.a) Sendo a equagao homogénea associada z” + x = 0 pode-se escrever esta equagao na forma de
um sistema de primeira ordem fazendo x1 = z e 29 = 2/, vindo entao

il ! . 0 1 il
€T o -1 0 T ’
Uma base para o espago das solugoes deste sistema pode ser obtida das colunas de qualquer

0 1 7 1 —
1 0 } as rafzes de pa(\) =

det (A — M\3) = A2 + 1, tem-se \; =i e Ay = —i. Usando, por exemplo, o método dos valores
e vectores préprios tem-se que um vector préprio associado a Ay =i é

(1)
v%l) ] :O<:>v:[1.]
Vs ¢

matriz fundamental ®(¢). Sendo os valores préprios de A = [

(A—il) vl =0 = [ —_I —12' ]
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Assim, uma base do espago das solugdes do sistema é constituida pelas funcoes x;(t) =
Re (x¢(t)) e x2(t) = Im (xc(t)) , onde

xc(t) = eMivD) = (cost + isint) ([ (1) ] Ty [ (1) D _ [ _CCS’ift } i [ zgr;z; } '

Atendendo a relacao entre o sistema de primeira ordem e a equacao dada conclui-se que uma
base da equacao dada é
{cost,sint}.

1.b) Sabemos da alinea anterior que a solugao geral do problema homogéneo é . (t) = oy cost +
agsint, Yagi,as € R. Uma solucao particular pode ser calculada recorrendo ao método dos
coeficientes indeterminados: A funcio b(t) = —t é solucdo de D?b(t) = 0; pode-se escrever
(19) na forma (D2 + 1) r = b(t); pelo que se conclui que D? (D2 + 1) xz = 0. A solugéo
geral desta equagdo homogénea é z(t) = ag + ait + aze + aze™™. Daqui conclui-se que
2" (t) = —aze’ — aze™ e como procuramos uma solucio da equacdo ndo-homogénea ter-se-a
de verificar

() + z(t) = —t =
—  —ase™ —aze™ 4+ ag + art + aze’ + aze” " = —¢
< aqo+ait =—t
< aqp=0Aa; =-1

pelo que uma solugao particular é x,,..(t) = —t e a solugao geral da equagdo nao-homogénea
é x(t) = ajcost + agsint — t. Atendendo as condigoes iniciais dadas

{O:x(O):al
0:27/(0)2012—1

pelo que a solucao pedida é
x(t) =sint — t.

2. A equacao que temos agora de considerar é
2" —ta' + 2 =0. (24)
Como a transformada de Laplace é linear tem-se, aplicando a transformacao de Laplace a
ambos os membros de (24), L[z"] + L[—tz'] + L[z] = 0. Seja X (s) = L[z(t)](s). Utilizando a
sugestdo tem-se L[z"] = s2X(s) — s2(0) — 2/(0) e L[—ta'] = LL[2'] = £ (sX(s) — z(0)) =

X (s) +sX'(s). Atendendo as condigoes iniciais vem L[z"] = s2X(s) — 2. A equacio transfor-
mada é, entdo, s?X — 2+ X +sX’' 4+ X =0, ou seja

2 2
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Uma solucao particular desta equacao pode ser obtida multiplicando (25) por uma fungao
= p(s); para que o membro esquerdo da equagao resultante seja igual a (uX) = pX'+ p'X

¢é suficiente que se tome p satisfazendo a equacao p' = (s + %) W, ou seja, por exemplo,

1 = s~2¢**/2. Utilizando este factor integrante, uma solugao particular de (25) ¢ Xpari(s) = S%

Finalmente, aplicando a transformada inversa, conclui-se que a solugao de (19) pretendida é

z(t) = L7HX (s)](t) = 2t.

III.

a) Nas condigdes do enunciado a série de Fourier de 1 vai ser uma série de cosenos (porque v é
par) do tipo

1 X
540 + Z ap, cos(nmx)

n=1

onde os coeficientes de Fourier a,, sao dados por

1
ap = 2/0 Y(x) cos(nmx)dx.

Tem-se,
1
a0:2/ rdx = x2|(1]:1.
0

e, paran > 0,
1
anp = 2/ x cos(nmx)dr =
0

1
——5 cos(mmc))

nem

= 2 (i sin(nmrz) 4+
nm

nm 272 n2m?
2
= n2n2 ((_1)n - 1) =
0 se n é par
— 4 ]
— Ok~ 1222 sen =2k —1.

e portanto

b) Atendendo a que

e 1) éCYem R.
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IV.

e péC®em R\ Z.
e lim ¢/(z)=1e lim ¢'(z)= —1, Vp € Z,
T—p— z—pt
conclui-se que 1) é seccionalmente de classe C! e, pelo Teorema de Fourier da convergéncia
pontual, a série de Fourier de 1) determinada na alinea anterior é pontualmente convergente
em R e a soma da série é igual a ¢(x) para todo o x € R.

Observando que v é continua em R e que ¢’ (definida em R\ Z) é integréavel (pois é seccional-
mente constante) em [—1,1] e tem quadrado integrével no mesmo intervalo (pois (¢/(z))* = 1
em R\ Z) pode-se concluir que a série de Fourier de v apresentada anteriormente converge
uniformemente em R. Um modo alternativo de investigar a convergéncia uniforme consiste
em recorrer ao teste-M de Weierstrass: como

4 4 1
— _cos((2k —V)rz)| € e~
ok 1)z ™) < Gp e Y 2

e a série Y, 1/k? é convergente, o teste-M de Weierstrass permite concluir que a série de
Fourier de v é absoluta e uniformemente convergente em R.

1.a) Atendendo a que u(t,z) = ¢(s) com s = x + Vi, tem-se

ou _ dy _ dy Os o /
E(t,x) = 3 (x4+Vt) = T Vi
ou B dy _dy 0s o
%(t,x) - Bx(x+Vt)_ ds oz 7

0%u 0 (0Ou o , dy¢ 0s , 0s "
a2 t® = g (a—x“’x)) ~%” " ason P an ¢
flw) = flult,2) = flea+ V) = f(e(s) = f(p),

e a equagao (20) pode ser escrita como V' = ¢ + f(¢), ouseja ¢’ = V' + f(p) =0, s € R.
Quanto as condigbes aos limites (21), como s = x + V't tem-se que, para cada ¢t € R fixo,
x — +00 se e 86 se s — +00 (respectivamente) pelo que (21) pode ser escrito como

o(s) — 0 quando s — —o0
¢(s) — 1 quando s — +oo.

b) Usando a defini¢ao de y; e y2 dada no enunciado tem-se

y{ = 80/ = Y2
yy =" =V — f(p) =Vy2 — f(y1)

e a equacao (22) fica transformada no sistema (23)
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2.a) Considerando V' = 0 o sistema (23) escreve-se

{yﬁ = Y
vy, = — fly)
e tem-se

dE _ 0E, 0E ,
E (y1(8)7y2(8)) - 8y1 yl + ay2 y2 -

= fly)y) +v2ys =
fwye +y2- (=f(yr)) =

= 0, VseR,
pelo que F é uma constante do movimento.
b) Sendo f(u) = —u(u — 1)(u — 1) conclui-se que uma constante do movimento é
1 9 Y1 1
E(yny) = gy +| — [ wlw-1) (v—7)du).
<~ 0 -
=Pe(yz) =Ep(y1)

Atendendo a que E.(y2) > 0 e que as drbitas da equagdo (23) com V = 0 estdo contidas
em conjuntos de nivel de E, tem-se que para um dado nivel F; de E a regiao do espaco de
fase para a qual poderd haver alguma drbita com esse valor da fungao E(y1,y2) terd de estar
contida no subconjunto de R? para o qual E,(y1) < Ej. Assim, os conjuntos de nivel de E
sao facilmente obtidos a partir do gréfico de E),, como se indica seguidamente na Figura 15.
onde &; = {(x1,22) € R? : E(zq,22) = E;} . Observe-se que o sentido das drbitas ¢ o indicado
na figura uma vez que a primeira equagao de (23) implica que y;(s) é crescente (y; > 0) se e
s6 se yg > 0.

3.a) Sendo agora V' > 0 tem-se, pelos mesmos calculos de 2.a),

dE oFE oFE

= _ YT Aty
I (y1(5),92(s)) o5, 1 + 907

= fly)y2 +y2- Vya — f(y1)) =
= Vi3

como se pretendia. Consequentemente E é nao-decrescente ao longo de érbitas de (23).

b) Obtém-se imediatamente de (23) que, para qualquer V' > 0, os unicos pontos de equilibrio do
sistema sao (0, 0), (i,O) e (1,0). A matriz jacobiana do sistema num ponto genérico é

J( )_[ 0 1}_[ 0 1
R B T B R I I
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Figura 15: Grafico de E, e conjuntos de nivel de F.

Para o ponto de equilibrio (0,0) tem-se

o[}

cujos valores préprios sdo os zeros do polinémio caracteristico p(\) = A2 — VA — i,

AN = % <V +VV24 1) e Ny = % <V —VVZ 4+ 1) . Como Re(A1),Re(\1) # 0 a linearizacao
em torno de (0,0) é aplicavel ao estudo do comportamento do sistema nao-linear (23) em
pequenas vizinhancas da solugdo nula. Como Ay < 0 < A; conclui-se que (0,0) é um ponto de
sela e, portanto, é uma solugao instével (ja que existe um valor préprio, A1, com parte real
positiva). Para o ponto de equilibrio (1,0) tem-se

ou seja,

J(1,0) = [

Bl O
<< =
| S
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cujos valores préprios sao os zeros de g(A) = A2 — V) — %, ou seja, A\; = % (V +VV2+ 3)
e Ny = % (V— VV?2 +3>. Novamente aqui, como Re(A1) e Re(A1) # 0 e g < 0 < Ag,
conclui-se que o ponto (1,0) é um ponto de sela (equilibrio instavel) do sistema nao-linear
(23).

4. Sabemos que se V = 0 a funcdo F é uma constante do movimento para (23) ese V > 0, E é

crescente ao longo de érbitas. Por outro lado, para qualquer V' > 0 o retrato de fase de (23)
numa vizinhanga de (0,0) é

\/

-
\

Figura 16: Retrato de fase de (23) numa vizinhanca de (0,0)

-

™

onde as érbitas correspondentes a solugdes que convergem para (0,0) quando ¢ — +00 ou
quando t — —o0 sao tangentes aos espacos proprios do sistema linearizado:

= para o valor préprio Ap:

(1)
(J(0,0) = Mb) | 'k | =0
Ug
~3 (v+ vV 1 W]
e = <
1 L(v-vvrEa) | [ o
1
= vél) =3 <V +VV2+ 1) v%z)
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= para o valor proéprio Ao:

N

e

-1 (v . m) 1 o
L (v vV [

= 1)52) = % <V — \/VT—H) v§2)

Os espagos proprios sao, entao,

(J(O, 0) — )\2[2) =0<—

—

- 1 .
Ey\, =< v = R

1
_ 2 _
EAz—{V =p %<V_m> ,5€R}

S, EXl

o
/ \-._/ K

I

Figura 17: Espacos préprios Ey, e Ejy,.

Observe-se que o declive da recta que coincide com E), é crescente com V' e E), tende para
uma recta vertical (com declive +00) quando V' — +oo0.

Suponha-se agora que se tem V' = V; > 0 muito pequeno e considere-se um ponto (y1(0), y2(0))
no primeiro quadrante de R?, numa pequena vizinhanca de (0,0) e tal que (y1(s),y2(s)) —
(0,0) quando s — —oo. Por continuidade das solugoes relativamente as condigdes iniciais e
parametros conclui-se que a 6rbita ~y; correspondente a solucao com a condicao inicial indicada
serd algo como se esboca na Figura 18.

Observe-se que E é crescente ao longo de ; e como ~; intersecta o eixo ys = 0 num ponto P
com abcissa inferior a 1 tem-se (porque y; < 0 quando y2 < 0) que pontos sobre a érbita v,
nunca poderao convergir para (1,0) quando s — +oo (ver figura acima).
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Figura 18: Orbita ;.

Considere-se agora V = V5 > 0 suficientemente grande para que a 6rbita correspondente a
que designamos acima por y;, designemo-la agora por s, seja agora tal que cruze a curva de
nivel & (ver figura) num ponto @ de abcissa inferior a 1, como se esboga na Figura 19.

Figura 19: Orbita ,.

Considere-se agora a funcio I' : Rt — R? definida do seguinte modo: para cada V > 0,T'(V)
¢ o ponto de intersecgao do fecho da drbita de (23) que satisfaz (y1(s),y2(s)) — (0,0)T,

5 — —o0

com a linha L = {(y1,92) : y2 =0 A 1 €]0,1]} U {55 N{(y1,92) 1 y2 >0 A y1 €0, 1]}}

Seja g : L — R:{ a fungao comprimento de arco, que a cada ponto X de L faz corresponder o
comprimento do arco de L entre (0,0) e X. Seja £ o comprimento total de L, i.e., £ = g(L).
Como g é uma bijecgao entre L e |0, /[ conclui-se, pela dependencia continua de condigoes
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VS

. ' - :
{o,0) (“/"a") {4,0) j”

Figura 20: Curva L.

Iniciais e parametros e pela unicidade de solugoes dos problemas de Cauchy, que goI' é uma
fungdo continua e estritamente monétona de |0, +oo] em ]0,¢[. Seja fp = g(P) < 1 e seja
lo =g(Q) > 1 (onde P e @ sao os pontos referidos anteriormente). Tem-se

gol(V1) =Llp <1< lg=gol(Vz)

e pelo teorema do valor intermédio aplicado a goT" em [V}, V5] existird um V' €]V;, V5[ tal que
goT'(V) =1 pelo que a drbita correspondente a este valor V' serd como se indica no esbogo
da Figura 21, tal como se pretendia.

Figura 21: Orbita pedida no enunciado.
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Exame de 20.9.95 e resolucgdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Anilise

EQUACOES DIFERENCIATS
(Ambiente, Mecanica)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 20/9/1995 Duracgao: 3h00.

I.

Considere o sistema de equagoes diferenciais ordinarias lineares

/

X1 1 0 0 0 X1
x| [0 -1 0 0 T2
zz | |0 0 -2 1 T3 (26)
T4 0 0 0 -2 T4

1.a) Determine a solucao geral de (26).
b) Determine a solugdo de (26) que satisfaz a condi¢ao inicial x(0) = es + es.

2.a) Seja y’ = By o sistema bidimensional obtido por restricao de (26) ao subespago de R* definido por
x1 = x5 = 0. Indique explicitamente qual é a matriz B.

b) Esboce o retrato de fases do sistema da alinea anterior.

II.
Considere a equagao diferential
2" — 2" + 2 —x=0b(t) (27)
1. Seja b(t) =0.
a) Determine a solugao geral de (27).
b) Determine a solugdo de (27) que satisfaz a condicdo inicial z(0) = 2’(0) = 2" (0) —1 = 0.

2. Considere agora b(t) = t2. Determine uma solugao particular de (27) e escreva uma expressio para a
solugao geral da equagao.

I1I.

Considere a equagao diferencial

Y 3 dy
Z —1 =0. 28
—+ (v’ —log) —— (28)

a) Verifique que (28) tem um factor integrante da forma p = u(y) e determine-o.
b) Prove que as solucgoes de (28) sdo dadas implicitamente por ®(x,y) = C, onde C é uma constante

arbitraria e ®(z,y) = Sy + ilog z.

¢) Determine o intervalo méximo de existéncia da solugao de (28) que satisfaz a condicio inicial y(1) = v/2.
Sugestao: Talvez seja 1util tentar explicitar x = x(y).
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IV.

1. As vibragoes de uma dada placa P, circular, de raio 1, sdo descritas pela equagao das ondas

82
S = Bu @yt € {(ey) et +y? <1} xR
com condigoes de fronteira u(z,y,t) = xy em {(z,y):2° +y*> =1} x R e com condigbes iniciais

u(z,y,0) = folz,y) e w(x,y,0) = f1(z,y) dadas. Na equacdo acima ¢ > 0 é uma constante real e

Ay = gi% + gz% é o laplaciano da fungao u.
As solugoes estacionérias (= independentes do tempo t) desta equacdo fornecem as posigoes de equi-
librio da placa P.

a) Verifique que as posi¢oes de equilibrio da placa P satisfazem a equagdo de Laplace

0?u  0%u 9 9

com a condi¢ao na fronteira
uz,y) =zy em {(z,y):2”+y* =1} (30)

2. Utilizando as coordenadas polares (r,0) dadas por = rcosf e y = rsinf e definindo v(r,0) =
u(z(r,0),y(r,0)) a equagdo (29) é transformada em

0%v 10w 1 0%v

G~ e =0, (1.6) €)0,1]x]0,2n] (31)

e o problema (29)-(30) fica reduzido & determinagéo de uma solugéo de (31) que satisfaca as condigoes
(1) v é continua em [0, 1] x [0,27] e v(r,0) = v(r, 27),
(11) v(1,0) = cosfsinf para 6 € [0, 27].

As alineas seguintes tém por objectivo a obtengdo duma solucao deste problema utilizando o método
de Fourier (separacao de varigveis).

a) Escreva v(r,8) = R(r)©(0). Verifique que as equagdes para R e © sdo, respectivamente,
r2R" 4 rR — gR =0 (32)

0"+00=0 (33)
onde ¢ é um parametro real independente de r e 6.

b) Usando (33) determine os valores possiveis de o. Escreva uma expressio para a solucao geral de
(33).

¢) Verifique que para cada o = n? € N a equacio (32) tem um par de solucdes linearmente indepen-
dentes, asaber,lelogrsen=0er" er " sene€Z\{0}.

d) Justifique que para que v(r, #) seja solugao do problema dado as tnicas solugoes de (32) que podem
ser usadas sdo R, (r) =™ com n > 0.

e) Escreva a série de Fourier para v(r, #) e determine os coeficientes de modo que v satisfaca a condigao
na fronteira. Justifique que a solugao formal assim obtida é, de facto, uma solugao do problema
dado.

3. Obtenha a solugéo u(z,y) do problema original (29)-(30).
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Resolucgao:

I.

l.a) A solucdo geral de (26) pode ser dada por x(t) = e4x(0) onde A é a matriz do sistema e

x = (21, x2,x3,24)". Observando que a matriz do sistema é uma matriz diagonal por blocos,

A = diag(1,—1,A;) com A; = _3 _; , conclui-se que et = diag (et, et eAlt) . Como
1 = —2I5 + Ny, onde I, é a matriz identidade de dimensao 2 e Ny é a matriz nilpotente
Ny = 0 1 conclui-se que
2 — 00 ) q

o —2t 4 -2t
A1t _ —2I>t _Not __ € 0 1 O 0 t o e te
et =e¢ e —[ 0 e2t}<[0 1 + 00 +0| = 0 2 |

Consequentemente tem-se a seguinte expressao para a solugao geral de (26):
(

x(t) = ex(0) = E

(

onde (71(0),22(0),23(0),24(0))" € R* ¢ arbitrario.

b) Atendendo ao resultado da alinea anterior tem-se

et 0 0 0 0 0

0 et 0 0 1 et
X(t) = 0 0 6—2t t€_2t 1 = —2t

0 0 0 e 0 0

2.a) Se x1 = xg = 0 entdo, por (26), 2} = x4, = 0 o que implica que o subespago z1 = z2 = 0 de
R* é invariante para (26). Observando que

!/

1 1 0 0 O 0 0

x| |0 -1 0 0 0| 0

z3 | 0 0 —2 1 z3 | —2 1] a3 '
Ty 0 0 0 -2 Ty [ 0 -2 :| [ Ty :|

conclui-se que a restricdo de (26) ao subespago em causa é y' = By com y = (y1,y2)" =

-2 1
T —
(x3,4) eB—[ 0 _2].
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b) Sendo B uma matriz triangular (superior) os seus valores préprios sao os elementos da diagonal

principal, i.e., A\ = Ay = —2. Os vectores préprios de B sdo os vectores v = (vy,v3)"
satisfazendo

01 v | 0 v1 € R arbitrario

0 0 (%) - Vg = 0 ’

pelo que o espaco proprio é unidimensional. A solugao geral do subsistema é

i ] = [ o |

e podemos concluir que yo é decrescente se e s6 se y2 > 0. Estas informagoes permitem-nos
esbocar o retrato de fase na Figura 22.

s

Figura 22: Esboco do retrato de fase de y’ = By.

II.

l.a) Sendo D = % a equacdo (27) com b(t) = 0 pode ser escrita como (D3 — D?> + D — 1)z = 0.
O polinémio caracteristico associado é p(\) = A3 — A2 + X\ — 1, que tem como zeros A\; = 1,
A2 =i e A3 = — i. Consequentemente o polinémio p pode ser factorizado na forma p(\) =

(A= 1)(A —4)(\ +1) e a equagdo diferencial pode ser escrita como (D — 1)(D? + 1)z = 0.
As solugoes reais de cada uma das equacdes monomiais (D — 1)z = 0 e (D? + 1)z = 0 sdo:
muiltiplos de e! para a primeira equacao e combinacoes lineares de cost e sint para segunda,
pelo que se conclui que a solucao geral da equagdo homogénea (27) é

z(t) = ae’ + Beost + ysint.

71



b) Derivando a expressao da solugao geral da equacao obtida na alinea anterior tem-se

2/(t) = ae! — Bsint + ycost
2"(t) = aet — Bcost —ysint

e portanto, das condicOes iniciais obtém-se

z(0) =0 a+p=0 a=1/2
Z0)=0 & < a+y=0 & < f=-1/2
z’(0) =1 a—p=1 v=-1/2

pelo que a solucao pretendida é

1, 1 1
x(t):ie —§cost—§smt.

2. Atendendo a que b(t) = t? é solugdo da equacio diferencial D3b = 0 (qualquer polinémio de

III.

segundo grau tem a terceira derivada identicamente nula. .. ) ou seja, de uma equagao do tipo
(D—XN)"™b =0, com A = 0; e como este valor de A nao ¢ zero do polinédmio caracteristico p
associado & equacao homogénea (ver alinea 1.a)) concluimos que uma solugao particular da
equacdo nao-homogénea poders ser da forma pari(t) = at? + Bt + . Calculando as derivadas
desta fungao até a ordem 3 tem-se z/ . (t) = 2at 4 8, a7, (t) = 2 e . . (t) = 0 e para que
Zpare (t) seja solugao da equagado nao-homogénea ter-se-a de verificar (0) — (2a) + (2at + ) —
(at? + Bt +v) = t2, ou seja

—a=1 a=-—1
200—-3=0 — = -2
B—~v—2a=0 v =0.

A solucao particular procurada é
Tpre(t) = —1% — 2t
e a solucao geral da equagao nao-homogénea (27) é dada por
z(t) = are! 4+ ag cost + agsint — t? — 2t,

onde a1, a9 € ag sao constantes reais arbitrarias.

a) A equagao (28) tem um factor integrante do tipo p = p(y) se a equagao resultante da multi-

plicagao de (28) por p for uma equagao exacta. Vejamos se assim é: multiplicando a equagao
dada por uma funcao pu(y) tem-se

Y 3 dy
J —1 Y.
wly) =~ + nly) (y° — logz) -
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Observando agora que

9 YN_ Y K
3y (M(y)l,) =t
e que
0 3 _k
. (1(y)(y® —logz)) = =

conclui-se que para que pu(y) seja um factor integrante para a equacao é necessario (embora
nao seja suficiente) que se tenha

Sk
x x
ou seja
, 2
W= = —p.
Y

Como esta tultima equacgao nao depende da variavel z, as suas solugoes também nao irao
depender da variavel z. De facto, integrando esta equagao tem-se:

2 d d
p=—-=-p <= /—M=— =
) 14 )

< loglu|= —2logly| +C

= log|u| = log (e“|y|?)

Estando sé interessados em um factor integrante pode-se tomar C' = 0 e considerar um factor
integrante estritamente positivo definido em R, vindo entao

py) = 5.

Y

Como se referiu acima, a condigao apontada anteriormente para que a equagao fosse exacta
é necessaria mas nao, em geral, suficiente. Serd no entanto suficiente se a regiao do dominio
das funcoes que estivermos a considerar for um rectangulo de R? (ou, mais geralmente, for
uma regiao simplesmente conexa). Atendendo a que o domfnio de y/z é R?\ {(0,y) : y € R}
e odey?—logz é RT x R, concluimos que a equacio estd definida no rectangulo de R? dado
por RT x R o que, atendendo ao que ficou escrito acima, permite concluir que a equacao é, de

facto, redutivel a uma equacio exacta por multiplicacio pelo factor integrante u(y) = y~2.

2

b) Na alinea anterior ji concluimos que a equacao quando multiplicada por p(y) = y~° se torna

numa equacao exacta e portanto existe uma funcio ® : Rt x R — R tal que

02 1y 1
T

dr  yPr  yx

<

o 1 4 1
— = (y"—logz) =y— —logz
S o) =y

<
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donde se conclui que

1 log
P(x,y :/—dx—i—h y) = + hi(y
(z,y) o 1(y) ” 1()

log =

1 1
®(z,y) :/?(y?’—logw) dy + ha(z) = y* +

5 + hg(x)

e portanto hi(y) = 3y + K e hao(z) = 0+ K, onde K é uma constante real arbitraria a qual,
sem perda de generalidade, pode ser tomada igual a zero, vindo entao

1 1
P(x,y) = §y2 + glog T.

A equagao (28) pode-se entdo escrever como

L b(,y()) =0,

e portanto as solugoes de (28) sao dadas implicitamente por ®(x,y(x)) = C, onde C € R é
uma constante arbitraria.

c¢) Tendo em atencdo a condicdo inicial dada, tem-se ®(1,/2) = C, ou seja
1 2 1
2 V2
A expressao (implicita) para as solugoes de (28) com a condi¢ao inicial dada é
1 1
>+ ~logx = 1.
2 Y

Esta expressao pode ser facilmente explicitada em ordem a z obtendo-se
1 3
r=z(y)=exp(y—5y° ).

Se esta funcao for invertivel entdo o seu contradominio serda o dominio de y(z); mesmo que
z(y) ndo seja invertivel poderd ser localmente invertivel numa vizinhanca de (z,y) = (1,v/2)
e novamente o contradominio de uma conveniente restrigdo de z(y) serd o dominio da sua
inversa local y(x). Estudemos entdo a fungao z(y). O seu dominio é R e é evidente que
z(y) > 0, Yy € R. Também é ficil de concluir que z(y) — 0 quando y — 400 e que
z(y) = 400 quando y — —oo. Por outro lado, derivando z(y) tem-se

3
'(y) = (1 - §y2> V2’

Assim, os pontos de inflexao de z(y) sao y— = —/2/3 e y+ = 1/2/3, os quais, atendendo ao
sinal de 2/(y), sdo pontos de minimo e de maximo locais, respectivamente. Estas informagoes
permitem-nos ja esbocar o gréafico de z(y) (Figura 23).

Observando que a restrigdo de z(y) ao intervalo |4/2/3, +0o0]
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Figura 23: Gréfico de z(y).

é estritamente mondtona e portanto tem inversa,
é de classe C! com derivada diferente de 0, pelo que a inversa é também de classe C'.
que V2 €]4/2/3, +o0[, e que

o intervalo ]/2/3,4+00[ é o maior intervalo I para o qual z(y) restringido a I satisfaz as
condicgoes dos trés pontos anteriores,

pode-se concluir que a solu¢do que procuramos é a inversa da restri¢ao de z(y) ao intervalo
referido e que portanto o seu intervalo maximo é o contradominio desta restricao, o qual é

]0, 6(2/3)3/2 [,

e a solucdo nao pode ser prolongada como funcio de classe C' para além deste intervalo uma

vez que
limy(x) = +o00
lim y(z)
e
lim ¢/(z) = —cc.
;pTe(2/3)3/2
IV.

l.a) Sendo u = wu(t,x,y) uma solucdo estaciondria da equagao tem-se que é independente de ¢
podendo escrever-se u = u(x,y) e obtendo-se imediatamente du/dt = §%u/0t*> = 0 e portanto,
como ¢ # 0, a equagdo vem Au = 0 na regiao {(:U,y) cr? 4y < 1} . Como as condicoes de
fronteira ja nao dependiam de ¢ permanecem independentes de t e nao sao alteradas.
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2.a) Sendo v(r,0) = R(r)©(0) tem-se v, = R'O, v,, = R"© e vg9g = RO" e portanto a equagao (31)
vem R"© 4+ 1R'© + L, RO” = 0. Supondo que R e O sio diferentes de 0 em ]0,1[ e em ]0, 27,
respectivamente, pode-se dividir a equagao obtida por R(r)©(#) obtendo-se

742]%//4_74R/ @//
() = =50, (1.6) €]0,1]x]0,2x].

Como o membro esquerdo desta igualdade é fungao s6 de r, o membro direito s6 depende de
6 e a igualdade tem de ser valida em todos os pontos de um aberto de R?, conclui-se que terd
se existir uma constante real ¢ independente de r e de 6 tal que

2 pl / I
w&) =0= — %(«9), (r,0) €]0,1[x]0, 2],

e portanto obtém-se as equagoes (32) e (33) pretendidas:
R’ +rR - oR =0,
0"+ 00 = 0.

b) A determinacao dos valores possiveis de o utilizando a equagao para © envolve a identificacao
de alguma condigao adicional que terd de ser satisfeita pelas solugdes O(6). No presente caso
observe-se que a condicao (i) do enunciado implica que © tenha de satisfazer ©(0) = ©(2m).
Vejamos entao quais os possiveis valores de o para os quais o problema de valores na fronteira

0"+00 =0
{ 0(0) = ©(27)

tem solucdes nao identicamente nulas.

= Se 0 < 0 a equacio pode ser escrita como (D? — |o|)©® = 0, cuja solugao geral é O(0) =
a1eV19? 4 qpe= V1919 Tendo esta solucao de ser 2m—periédica conclui-se que se tem de
ter a1 = a9 = 0, o que fornece a solucao identicamente nula.

— Se 0 = 0 a equacao fica ©” = 0 cuja solucao geral é ©(0) = af + (. Atendendo as
condigoes de fronteira conclui-se que o = 0 e 8 pode ser um real arbitrario.

=== Finalmente, considere-se o > 0 e para facilidade de notacdo faca-se o = A?. A solucio

geral da equacao é agora ©(0) = ag cos A0 + agsin Ad. A condigao na fronteira resulta
em

a1 = 0(0) = O(27) = ay cos 2T\ + agsin 2T,

a qual é satisfeita para quaisquer aq e g se e s6 se A = n € Z, concluindo-se que se tem
de ter ¢ = n? e vindo como solugdes de (33) com a condicdo de fronteira periddica as
funcoes ©,,(0) = a1 cosnb + ag sinnb.

c¢) Considere-se primeiro n = 0. Verifiquemos que R(r) = 1 e R(r) = logr sao solugoes de (32):
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e Rr)=1=R =R"=0=r’R'+rR =0
e R(r)=logr =R =1, R”:—r%=>T2R”+7°R':r2-(—T%)—i—r%:—l—i—l:O.

Para ver que estas funcoes sao linearmente independentes basta verificar que o seu wronskiano
é diferente de zero:

1 1
det[l 10?”]:——0:—%0.
0 = T T

T

Considerando agora n # 0 tem-se o seguinte: para R(r) = r™ as suas derivadas sio R’ = nr"~!
e R" =n(n—1)e"? e tem-se facilmente que r2R” + 7R’ — n?R = 0. Resultados inteiramente
andlogos ocorrem no caso R(r) = r~". Tendo deste modo concluindo que estas fungdes sao
solugoes da equacao (32) resta verificar que sao linearmente independentes, para o que basta

verificar que o wronskiano ¢é diferente de zero:
rn Tfn

T,n—l _n,r—n—l

2
det )
T
d) As solugoes R(r) =logr e R(r) = r~™ fariam com que v(r,0) = R(r)©() fosse descontinuo em
r = 0, uma vez que segundo algumas direccoes § = K a funcao tenderia em valor absoluto
para +oo quando r | 0, o que contradiz a imposi¢ao (i) do enunciado.

e) Pelo que ficou visto acima tem-se como solugao geral formal de (31)

v(r,0) = Z r" (o, cosnb + By, sinnd) .
n=0
A condigao na fronteira (ii) exige que
cosfsinf =v(1,0) = Z (ap cos n + B, sinnf).

n=0

Observando que para todo o 8 se tem sin 8 cos 6 = % sin 20 tem-se imediatamente da igualdade
anterior que

a, =0, Vn
2, Bn=0, Vn#2’

e portanto a solucao formal do problema é
1
v(r,0) = 57"2 sin 26.

Como esta fungao é de classe C™ e satisfaz as condicoes (i) e (7i) do enunciado conclui-se que
é efectivamente a solugdo do problema dado.

3. Usando x = rcosf e y = rsin f vem imediatamente que
1
57“2 sin 20 = 72 sin f cos § = (rsin 6)(r cos §) = xy,

concluindo-se a solugao de (29)-(30) é u(z,y) = zy.

[
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Ezxzame de 4.10.95 e resolugao.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIATS
(Ambiente, Mecanica)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 4/10/1995 Duragao: 3h00.

I.

Considere o sistema de equagoes diferenciais ordinarias lineares

/

T -1 1 0 T
Ty | = 1 -1 1 To (34)
T3 0 0 —2 T3

1.a) Determine todas as solucoes estaciondrias de (34).

b) Classifique as solucoes estaciondrias de (34) quanto a serem estdveis/assimptoticamente esta-
veis/instéveis.

c¢) Determine um subespaco bidimensional de R? que seja invariante para a equacio (34).
d) Esboce o retrato de fase da restricao de (34) ao subespaco que determinou na alinea anterior.
2. Determine uma solucao particular do sistema nao-homogéneo y’ = Ay + b, onde A é a matriz

de (34) e b= (0,0,1)".

11.

Considere a equacao diferencial
n

2" + 2’ = cost (35)
a) Determine uma solugao particular de (35).

b) Determine a solugao de (35) que satisfaz as condigoes z(0) = z(7/2) =0e 0”/2 z(t)dt = —1/2.
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III.

Seja H(x,t) = Z—g Considere a equagao diferencial

dz

— = H(z,t 36
= H(w,t) (36)
a) Mostre que H é uma funcdo homogénea de grau zero.

b) Utilizando uma mudanga de varidveis conveniente transforme (36) numa equacao separavel.

¢) Determine a solugao de (36) que satisfaz z(1) = 2.

d) Determine o intervalo maximo de existéncia da solugdo que obteve na alinea anterior.

IV.

Considere o seguinte problema para a equacao das ondas
Utt = Uz, (x,t) G]O, L[XR
u(0,t) = u(L,t) =0, t>0 (37)
u(x,()) = f(x)a ut(x’o) = g(x)’ T e [O’L]

onde as funcdes f e g sdo suficientemente regulares (digamos, de classe C?) e L > 0 é uma constante.

a) Utilizando técnica de separagao de varidveis, escreva uma expressao para a série de Fourier que
é solucao formal de (37) e indique como calcularia os coeficientes da série.

b) Mostre que se u(x,t) é uma solugao de uy = u,, entao existem fungoes F, G : R — R tais que
u(z,t) = F(x +1t)+ G(x — t). (38)

c) Tendo em atencao os resultados das alineas anteriores determine as expressoes das séries de
Fourier de F' e G.

d) Considere agora g(x) = 0 e suponha que o suporte de f é o intervalo [m, M], com 0 < m <
M < L. Usando um argumento geométrico, determine para que suportes [m, M| é que a
perturbagcao inicial f atinge todos os pontos da fronteira do dominio [0, L] no mesmo instante
de tempo.

Observagdo: Sendo f: A — R, o suporte de f € o conjunto definido por

suppf :={z € A: f(z) # 0},

onde B designa o fecho do conjunto B.

81



Resolucgao:

I.

1.a) Assolugoes estacionérias de (34) sdo as solugdes constantes, i.e., os pontos (z1, z2, x3)" € N (A)
onde A é a matriz de (34):

-1 1 0 x1 0 T1 = T2
1 -1 1 0 = 0 <~ T = X2
0 0 -2 T3 0 1‘320

pelo que os pontos de equilibrio sdo os pontos do conjunto

Ey={(a,0,0)" : « € R}.

b) Os valores préprios de A s@o os zeros do polindmio caracteristico
pad) = (=2=A) (=1 =A)? = 1) = =AM +2)*,

ou seja, A1 = 0,\a = —2 e A\3 = —2. Como Re(A\2) = Re(A\3) = —2 < 0 e o valor préprio
nulo é simples (e portanto tem que ter multiplicidade algébrica (= 1) igual & multiplicidade
geométrica, uma vez que esta é > 0 e < que a multiplicidade algébrica) conclui-se, pelo
teorema que classifica a estabilidade dos equilibrios dos sistemas lineares com base nos valores
préprios da matriz do sistema, que todos os pontos de equilibrio sao estaveis, mas nao sao
assimptoticamene estaveis.

¢) E 6bvio que um subespaco unidimensional invariante é o espago nulo de A, constituido pelos

equilibrios, Fy. Por outro lado o espago préprio correspondente ao valor préoprio A = —2 é
1 1 0 (%1} o = —v
111 v :O<:>{U2:01<:>v: -1 |5,
00 0 v3 5 0

onde € R é arbitrério. Consequentemente o espaco £y = {(5,—3,0)" : § € R} é invariante.
Observe-se que Ej é ortogonal a Ej: a(1,1,0)"-5(1,-1,0)" = af(1—140) = 0. Isto permite
concluir que o espago bidimensional pedido no enunciado pode ser dado por

Lo = Ey @ Eh.

d) Atendendo ao que foi visto nas alineas anteriores conclui-se que o sistema (34) restringido a
Ly tem o retrato de fase da Figura 24.
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Figura 24: Retrato de fases do sistema (34) restringido a Lo.

2. O vector b = (0,0,1)T é do tipo p(t)e#t com p um polinémio de grau 0 e u = 0. Como p = 0
é valor préprio da matriz do sistema, com multiplicidade (algébrica) igual a 1 pode-se tentar
uma solugao particular de (34) do tipo

ait + ag
Xpart (t) = blt + b2
cit + co
Tem-se, neste caso
[ aq -1 1
X — Ay = by | — 1 -1
C1 0 0

0 ait + ag
1 bit+by | =
-2 cit + co

[ (a1 + a2+ b2) + (a1 — b1)t
= (b1 —ag+by—co2)+ (b1 —a; — 1)t
L (Cl + 262) + 2cqt

e, COmo X, tem de ser uma solucao do sistema nao-homogéneo, o tltimo vector acima tem

de ser igual a b, ou seja, tem de se ter
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(a1 +as —by =0
al—b1:0
by —ag+by—c9 =0
bl—al—q:O
c1+2c =1
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pelo que se tem ¢; = 0, co = %, a

by = %, ag = by — 1 e by arbitrdrio. Uma solugio
particular serd (fazendo by = %)

H
I

Xpart (t) =

=
T |
—
DO + -
=

II.

a) Atendendo a que cost = Re (eit) iremos primeiro obter uma expressao para uma solugao par-
ticular complexa da equagao complexa associada a (35). Escrevendo a equacao dada como
(D3 + D)z = cost e factorizando o polinémio diferencial do membro esquerdo obtem-se
D(D +1i)(D — i)z = cost. A equacdo complexa correspondente é D(D + i)(D — i)z = €.
Como A = ¢ é um zero simples do polinémio caracteristico associado podemos tentar uma
solucao particular do tipo

Fpare(t) = (at + B)et  (com a, B € C).
Assim, temos ' '
Dz = ae' + (at + B)ie™

D%%,,.. = 2aie® — (at + B)e
D3% 0 = —3ae’ — (at + B)ielt

e a equacao nao-homogénea resulta em
—3ae — (at + B)ie" + ae + (at + B)iet = ™,

ouseja, « = —1/2 e § € C arbitrario. Escolhendo 8 = 0 tem-se a solugao particular complexa
Tpare(t) = —%teit, cuja parte real fornece uma solucao particular real da equacao (35):

1
Tpart(t) = —=tcost.
2
b) Pelo que vimos na alinea anterior a solucao geral real de (35) é

1
x(t) = ap + g cost + agsint — §tcos t.

Consequentemente

w/2 w/2 1
/ xz(t)dt = / (g + a1 cost + apsint — §t cost)dt =
0 0

/2 /2 /2 1 w/2 1 w/2
= apt + agsint — g cost — —tsint — —cost =
0 0 0 0 2 0
7T+ n 7T+ 1
= ay= +t« ag — — + —
05 1 2713
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e as condicoes sobre a solucao resultam no sistema seguinte

ap+a; =0
ag+as =10
awFtotar—F+i=—3

que tem como solugdo g = 1/2, ay = ag = —1/2 pelo que a solugao é

z(t) = % (1 —sint — (t+1)cost).

III.

_ A(t— _ .
a) H(Ax,\t) = ﬁ;&; AEHQ = Lr—i = H(x,t), Vt,x, o que prova o pretendido.

b) Definindo u(t) o z(t)/t tem-se = tu e ¥’ = tu' + u. Como H(z,t) = H (t£,t) = H (£,t) =

H(u,1) a equacgao diferencial (36) pode-se escrever do seguinte modo:

tu+u— (u,1) —=
1

— <1+u— ); —
S 1+u u = 1
Piou1t T T 1

que é uma equacao separavel, como se pretendia.

c¢) Integrando a ultima equagao da alinea anterior entre t = 1 e um valor de t arbitrario e tendo

em conta que u(l) = @ = 2 tem-se

1O 2w +1) t1 1 1
= ——— L _du=— [ =ds <= Zlog|u®+2u—1|—=log7=—loglt| +0
2/2 L /138 20g‘u+ u—1]| 5 log og|t| +

= log{u2+2u—1‘:logt12<:>

= |t u-1 =5 =

2752 7
= u(t):—l—i—%
— z(t)= —t+ V2247,

onde o sinal + da raiz da ultima expressao foi escolhido atendendo a que u(1) = 2.

d) O dominio da funcio z(t) obtida na alinea anterior é R uma vez que 2t +7 > 7 > 0. Como a
funcao radicanda é positiva ela é diferencidvel no seu dominio, e portanto z(t) é diferenciavel
em R, com fung¢ao derivada dada por

1 4t

22+ 7

a qual é uma funcdo continua. Isto permite concluir que z(¢) é de classe C' em R, pelo que o

intervalo méximo de defini¢ao da solucao é R.

' (t) = —
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IV.

a) A técnica de separagdo de varidveis consiste em assumir que a soluc¢do u(x,t) da equagao dife-
rencial parcial pode ser escrita na forma u(x,t) = X (2)T'(t), vindo entao a equagao das ondas
em (37) na forma

XT"=X"T em]0,L[xR.

Assumindo que X (z) e T'(t) sao diferentes de zero em (z,t) €]0, L[xR pode-se dividir esta
equagao por X (z)T'(t) obtendo-se TT” = XTN Como a fungdo do membro esquerdo s6 depende
de t, a do membro direito s6 depende de x e a igualdade tem de se verificar para todos os
pontos (x,t) do conjunto aberto |0, L[xR, conclui-se que tem de existir uma constante real
o, independente de t e de x, tal que

T/I

T
A condicdo de fronteira vem

0=u(0,t) = X(O)T(t) = X(0)=0
0=u(L,t) = X(L)T(t) = X(L)=0

(t)y=0= Xyﬁ(x) (x,t) €]0, L[xR.

e obtemos o seguinte problema de valores na fronteira para X9zx) :
X"—0X =0 em |0, L]
X(0)=0=X(L).
Vejamos para que valores de o existem solugoes nao identicamente nulas deste problema:
— Se 0 = 0 tem-se X” = 0 cujas solugoes sdo X (z) = ax + b e para a qual as condigdes
na fronteira resultam em a = b = 0 e portanto a tinica solugdo do problema ¢é a solugao
trivial X (x) =0.
— Se 0 > 0 a solugao geral da equacao é X (x) = aeVo® + e~V Atendendo as condicoes
na fronteira tem-se o seguinte sistema para a e b :

o e |[3]=[0]

e como o determinante desta matriz é e V7L — VoL < (# 0) conclui-se que a tunica
solugao do sistema é a = b = 0 do que resulta a solucao trivial X (x) = 0.

=== Finalmente tome-se ¢ < 0. Por facilidade de notacdo é conveniente escrever o = —\?
com A > 0. A solugao geral real da equagao diferencial é agora X (z) = a cos Az +bsin Ax.
Atendendo as condigbes na fronteira tem-se 0 = X (0) = acos0 + bsin0 = a e portanto
0 = X(L) = 0cos AL + bsin A\L = bsin AL concluindo-se que, ou b = 0 e obtemos a
solugao X () =0, ou sin AL =0, isto é, A = A\, = ’%, k € Ny, obtendo-se assim infinitas
solugoes do problema de valores na fronteira, em particular as fungoes

k
Xi(x) = sin <%x> , Vk € Ny,

e todas as combinagoes lineares de um nimero finito destas funcoes.
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k22

A equacao para T'(t) vem agora, relembrando que o = —*75-,

k272
L2

1 kmt 2) . kmt
Ti(t) = a,g ) cos <T> + Oc,(§ ) sin <T>

e a solucao geral formal da equacao parcial com as condigoes de fronteira é

= 1 kmt 9) . [ knt . [ knx
u(z,t) = kz_l (alg ) cos <T> + aé ) sin <T>> sin (T) .

Atendendo as condigoes iniciais tem-se

f(z) =u(z,0) Zak sin (/mrm)

T + T=0

cuja solugao geral é

2 kT kmx
g(ﬂ?) = Ut(ﬂ?,O) = kz_l()élg: )T sin <T>

(1)

donde se conclui que os ;. ’ sao os coeficientes de Fourier da série de senos de f(z), onde esta
funcao é prolongada a R com periodo 2L e como fungdo impar. Assim tem-se

L km
D= %/0 f(x)sin <Tx> dzx.

Analogamente, os termos a,g ) kL” sao os coeficientes de Fourier de identica série para a fungao
g, vindo assim
L
() 2 . [ krx
o = — x)sin | — | dz.
D=2 [ atersin (1

b) Sejaé =x+ten=x—t Entdo x = (£ +n) et = 3(£ —n). Seja v(&(,t),n(z,t) = u(x,t).
Entao
Uy = Ve&o + Uy = Ve + Uy
U = g3 (V¢ + V) = Ve + 20gn + Uy
up = v%& + vy = ve — vy
ur = g7 (Vg = vy) = veg — 20y + Uy

e se u(x,t) for solugdo de uy = u,, tem-se
0 = Uge — st = Vee + 2Vgy + Uy — Veg + 20en — Vyy = gy,

ou seja
vey = 0.
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Integrando sucessivamente, primeiro em relagdao a 7 e depois em relagao a &, tem-se

o(En) = / 21 (E)E + (),

pelo que designando @3 por G e [ ¢ por F e tendo em conta as relagdes entre &, 7 e v com
x,t e u, vem u(x,t) = F(x +t) + G(x — t) como se pretendia.

¢) Tendo em atengao que u(z,t) = F(z +1t) + G(z —t) e que

u(x,t) = Z (al(cl) Cos (%) + oz,(f) sin <%>) sin (kﬂTTx>

k=1

pode-se, utilizando as expressoes para o seno e o coseno da soma escrever as séries de Fourier
de F' e GG. Relembrando que

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

tem-se avcostsinx + fsintsinx = acostsinx + asintcosr — asintcosz + Scostcosx —
Bcostcosz+fsintsine = asin(x+t)+ [ cos(x—t)—asintsinz— [ costcosx = asin(x+t)+
Bceos(x—t)—asintsinz+acostsinz — Fcostcoszc+ fsintsine —acostsine —fsintsinx =
asin(z +t) + fcos(z —t) + asin(x —t) — fcos(z +t) — acostsinz — Fsintsinz. Utilizando
a igualdade entre o primeiro e o dltimo membro, tem-se

1
acostsinz + Bsintsine = 3 (asin(x +t) — Beos(x +t)) +

+— (asin(x — t) + cos(z — 1)) .

1
2

Aplicando este resultado ao nosso caso tem-se

> 1) ‘</€7Tt> @) . (/mrt)) . <k7mc>

Qy,~ COS | —— + Q7 sl | —— sin | —

P 1< L L L
= %Z(ak sm(lz(x—i-t))—aff)cos( x—i—t)
k=1

—{—% (O‘k sin < (x — t)> + oz,(f) Cos < (x —1t)
=1

OOE oY sin z — a\? cos k—ﬂz
—~ k k L
1 & km (2) km
G(z) =5 El<ak 51n<fz>+ozk CO&(LZ>>.
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u(z,t) =

g

)

vindo entao
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d) Sendo g(z) =0 vem oz,(f) = 0, Vk e tem-se, atendendo ao que ficou escrito nas alineas a) e c),

_ %i <% 51n< (:U—|—t)> + sin <]%T(:U—t)>> = %f(x+t)+%f(w—t)

onde f é a condigao inicial para u. Assim, a solugdo consiste na sobreposicao (soma) de duas
“ondas”, uma deslocando-se no sentido positivo do eixo dos z (com velocidade V' = 1) e outra
no sentido negativo (com velocidade V' = —1). Considerando que f é tal que suppf = [m, M]
tem-se, esquematicamente, o comportamento apresentado na Figura 25.

fet) Z0 J V5 Aot

N R Vi ]

e

Figura 25: Representacao esquematica da solugao, quando suppf = [m, M].

Como a velocidade de propagacao da condigao inicial é constante tem-se que o primeiro
instante to para o qual supp (f(-+t)) N {0} é ndo-vazio é igual a ty) = m/1 enquanto que o
correspondente instante ¢; para o qual supp (f(- —¢)) N {L} # ¢ é igual a t; = (L — M)/1.
Pretendendo que tg = t1 hd que ter L — M = m, ou seja M +m = L, o que significa

geometricamente que o ponto médio do suporte de f coincide com o ponto médio do intervalo
[0 L] : M;rm — L;O
bl )

<
- L

Figura 26: Tipo de condicao inicial pedido no enunciado.
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Exame de 25.1.96 e resolucgdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Aeroespacial, Ambiente, Mecanica)
Justifiqgue cuidadosamente todas as respostas.

Data: 25/1/1996
Duragao: 3h00.

I.
Considere o sistema
0 —4 0 0
! 0 0 0
=, 0 —1 5 x + b(t). (39)
0 0 0 -1

1. Seja b(t) = 0.

a) Determine a solugao geral de (39).

b) Identifique um subespaco tridimensional de R*, L3, que seja invariante para (39) (i.e., tal
que x(0) € Ly = x(t) € L3, Vt).

c) Esboce o retrato de fase da restrigao de (39) a Ls.

2. Com b(t) = (cos2t,0,0,0)". Determine a solucao de (39) que satisfaz a condigao inicial x(0) =
(1,0,0,0)".

11.

1. Considere a equagao diferencial de Bernoulli
d
d—f = a(t)z + B(t)z" (40)
onde a(-) e S(-) sao funcoes reais definidas e continuas em Z C R. Mostre que a mudanga de
varidveis y(t) := x(t)'~" transforma a equacdo (40) numa equacdo linear.

2. Considere a equacao de Riccati escalar

d 1
T s a? (41)

.t

a) Mostre que a funcdo ¢(t) definida por (t) := t~! 4 4 (t) é solucdo de (41) se e s6 se (t)

é solucao duma equacao de Bernoulli apropriada. Determine a equacao de Bernoulli em
causa.

b) Calcule a solugao ¢(t) definida na alinea anterior.
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III.

Seja ¢ : R — R uma funcio de classe C' e considere o sistema

{xll _ " (42)

5 —g(x1)

x]
1. Verifique que V (z1,22) := 23 + 2/ g(u)du é uma constante de movimento para (42).
0

Z1
2. Considere a fungao G(z1) := / g(u)du.
0

a) Qual a relagdo entre os pontos de estacionaridade de G e os pontos de equilibrio de (42)7

b) Argumentando geometricamente estabelega uma relagdo entre a estabilidade dos pontos
de equilibrio de (42) e o sinal da segunda derivada de G.

¢) Prove que se G(x1) — 400 quando |z1| — oo entdo todas as érbitas de (42) sao limitadas.

3. Esboce o retrato de fase de (42) quando g(u) = u(u — 1)%.

IV.

a) Utilize o método de separagao de varidveis para obter a solucdo formal geral da equacao das
ondas amortecidas

U + 2Up — Ugy = 0 em (t,z) € RTx]0,1[,
com condigoes de Dirichlet homogéneas na fronteira.

b) Determine a solugao formal do problema da alinea anterior que satisfaz a condi¢do inicial
u(0,2) =0 e u(0,z) = 5 — {x - %‘ no intervalo [0, 1].

¢) O que pode concluir quanto a continuidade em Ry x [0,1] da solugdo formal obtida em b) ? E
quanto a sua diferenciabilidade?
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Resolucgao:

I.

1.a) A matriz A do sistema (39) é diagonal por blocos: A = diag(A;, A3) com

0 —4 1 2
S NI B A |

pelo que e = diag (eAlt, eAQt) . Observando que Ay = — Is + 2N5 com
01
=[5 0]
e atendendo a que I3Ny = Nolp (j4 que a identidade comuta com qualquer matriz) tem-se
€A2t _ e—fgt . eQNgt —
et 0 10 0 2
_[0 et ]\ o 1] Tloo]tt9)=
1 2t

_ —t —

~ . [ b2 ] -

_ et et

N 0 et
Para o célculo de e'! iremos utilizar o método de Putzer:

Os valores préprios de A; s@o os zeros de pa, (\) = det(A4; — Al3) = A2 + 4 pelo que se tem

A1 = 2i e Ay = — 2i. Consequentemente, tem-se
-2t —4
Py(A) =1L, Pi(A1)=A1— Ml = [ 1 _9 }
e o sistema para as fungoes 7 (t) é
ry = 2iry, r1(0) =1
rh = —2irg+ry, 12(0)=0

A solucdo da primeira equacio é ri(t) = e?! = cos 2t + isin 2t. Quanto & segunda, multipli-
cando por uma fungao pu = pu(t), tem-se urh + 2iury = pe*. Para que o membro esquerdo
seja igual a (ure)’ = prh + u'ro é necessdrio e suficiente que se tome p igual a uma solugao
de p' = 2ip, por exemplo, p = e?*, podendo-se entdo, neste caso, escrever a equacao para s
na forma (€2it7‘2), = % Integrando esta equacdo entre 0 e um valor de ¢ arbitrario e usando
a condigdo inicial 75(0) = 0 tem-se 7o(t) = (€2 — e 2i) /4i = 1 sin 2t.
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Com isto tem-se

et = ri()Py(Ar) + ra(t)Pr(Ar) =
. 10 1 . —2i —4
= (coth—i—zstt)[O 1]+§sm2t[ 1 _21,} =
_ cos2t —2sin2t
- Tsin2t  cos2t
Consequentemente, a solugao geral de (39) é dada por
cos2t —2sin2t 0 0
1 .
| 3sin2t  cos2t 0 0
x(t) = 0 0 et 2te? x(0)

0 0 0 et

onde x(0) é um vector abitrario de R*.

1.b) Sabendo que os espagos préprios correspondentes a valores préprios reais sdo subespagos reais
invariantes para a equagao, pode-se comecar por determinar quais sao estes espagos proprios.
Os valores proprios reais de A sdo A3 = \y = — 1 e, atendendo & estrutura da matriz A, os
vectores préprios v correspondentes podem ser determinados do seguinte modo:

0
e[ z]om [ ][R (it - |
0
Temos assim um subespaco de R?* invariante para a equacio:
E; ={(0,0,,0)" Vv € R} .
Pelo resultado da alinea anterior tem-se imediatamente que se x3(0) = z4(0) = 0 entao

x3(t) = 24(t) = 0,Vt, pelo que o subespaco de R* dado por

Ey = {(ﬁav’OaO)T’ V,B,’Y € R}

é invariante para (39). Consequentemente pode-se tomar L3 = Fy @ Ej.

1.c) Do que foi visto na alinea anterior, o retrato de fase de (39) restringido a L3 pode ser esbocado
tendo em conta a invariancia de E; e de E5 e o facto de L3 ser a soma directa destes dois su-
bespacos. Assim, a restricao do sistema a F; tem o retrato de fase representado na Figura 27.

Atendendo a que a restrigao de (39) a Ey é

) = —dxs
/
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Figura 27: Retrato de fases da restricao do sistema (39) a Fj.
L1

B2

[ Lr
\

Figura 28: Retrato de fases da restricao do sistema (39) a Es.

ey
o~

tem-se que z2(t) é crescente quando 1 > 0 e é decrescente quando x1 < 0. Isto permite tragar
esbogo para o retrato de fase da restrigao de (39) a E2 que se apresenta na Figura 28.

Atendendo ao que ficou visto acima, e ao facto de, por definicdo de Ls,
L3>x=(y,z) € E;® E;

obtem-se o esbogo do retrato de fase na Figura 29.

Figura 29: Retrato de fases da restricao do sistema (39) a Ls.

2. Pela formula de variagao das constantes tem-se
¢
x(t) = ®(£)x(0) + (1) / 3 (s)b(s)ds,
0

96



onde ®(t) = e, x(0) = (1,0,0,0)" e b(t) = (cos 2t,0,0,0)". Como (eAt)_1 = e At = A1)

tem-se
cos2t —2sin2t 0 0 [ 1
1 .
_ 5 sin 2t cos 2t 0 0 0
x(t) = 0 0 et 2te”t 0 T
0 0 0 et | 0
cos2t —2sin2t O 0 Ccos 28 2sin2s 0 0 cos 2s
n % sin 2t cos 2t 0 0 t —% sin2s cos2s 0O 0 0 ds
0 0 et ote t 0 0 0 e’ —2se’ 0
0 0 0 et i 0 0 0 e’ 0
cos 2t cos2t —2sin2t 0 0 cos® 2s
% sin 2t % sin 2t cos 2t 0 0 ¢ —% sin 2s cos 2s
= + _t —t ds
0 0 0 e 2te 0 0
0 0 0 0 et 0
Atendendo a que
t 1 b
/ sin 2s cos 2sds = - sin® 2s| = = sin® 2t
0 4 0o 4

t t 1 1
/ cos® 2sds = / (% + %COS 45) ds = —t + —sin4t

obtem-se o resultado seguinte:
cos 2t + i cos 2t — i cos® 2t — tsin 2t — i sin 4¢ sin 2¢
X(t) = %sith—i—%sin32t+%t0082t+%sin4tc082t
0
0

II.
1. Suporemos z(t) # 0, Vt. Atendendo & mudanga de varidveis dada tem-se

y = (1-n)2™ "2 = 1-n)a7"(az+ B2") =
= (1-n)az'™"+(1-n)3 =
= (I1-n)ay+(1-n)B,

onde oo = «(t) e = B(t). A equagao obtida para y é linear, como se pretendia.
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2.a) Atendendo a que @(t) = t~! 4 9 (t), tem-se

1 a) 1 a1 (1 1 2
— 5ty e Y S o ——(;w)—(—w) =

t t
1 5 2
— =¥ S =
1 2

_ - = 1 = 2

s (145)u-v
onde as igualdades (a) vém da relagdo entre ¢ e 1 e a igualdade (b) vem da hipdtese de ¢
ser solucao de (42). Obtém-se assim ¢/ = — (1 + %) ) —1)? e portanto 1) tem de ser solucio
de uma equacao de Bernoulli com «(t) = — (1 + %) , B(t) = —1en = 2. A reciproca é

também evidentemente verdadeira.

2.b) Pela alinea 1. conclui-se que se pode transformar a equacao

o= (147)0-v?
em
y/:<1+%>y+1 (43)

utilizando a mudanca de varidveis y = ¢ ~!. A equacio (43) é linear nao-homogénea. Procu-
remos um factor integrante: multiplicando (43) por p = u(t) vem

, 2
py — L+ 7y =p

¢ 0 membro esquerdo desta equagao serd igual a (uy) = py’ + p'y se e sé se p/ = — (1 + %) i,
ou seja
2
,U'(t) —e f(l + ;)dt _ e—t—210g|t\ _ e—t—l—logf2 _ e—tt—Z _

Com este factor integrante a equacao pode-se escrever como

1 ! 1
(@y“)> =

pelo que primitivando ambos os membros e explicitando y(x) tem-se

1
y(t) :t?et/@dtjL Ct?e!

obtendo-se por fim a seguinte expressdo para op(t) =t~! + ﬁ :

-l 1
P T T e 1 el [ At

onde C é uma constante real.
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III.

dv ov , ov ,
ar (z1(t), 22(t)) = 3—351361 + 8—962902 =

= 2g(z1)7)| + 2200}, =
2g(w1)w2 + 222 (— g(71)) =
= 0, WVt

pelo que V' é constante sobre orbitas do sistema, i.e., é uma constante do movimento para
(42).

2.a) Os pontos de equilibrio de (42) sao as solugoes (z1,z2) do sistema

x’l =0 To — 0

zh =0 —g(x1) = 0.
Consequentemente os pontos de equilibrio de (42) sao os pontos («,0) onde a é uma solugao
da equagao g(z) = 0. (Caso g nao tenha zeros, o sistema nao tem pontos de equilibrio).

Os pontos de estacionaridade de G sao os zeros de G’ e como

d ™
G'(11) =0 = — g(u)du =0 <= g(z1) =0,
dﬂ? 0
conclui-se, entao, que os pontos de equilibrio de (42) sao os pontos («,0) onde o é um ponto
de estacionaridade de G.

2.b) Observe-se primeiro que

G"(x1) = a /”““1 gu)du = ~g(z1) = ¢ (a).
dz? Jo dxq

Seja (a,0) um ponto de equilibrio de (42). A matriz Jacobiana do sistema neste ponto ¢é

| v o]

cujos valores préprios sdo A = +4/ — ¢’(«). Conclui-se daqui que se ¢’(a) < 0 os valores
préprios sao reais e A < 0 < A4 pelo que o ponto de equilibrio é um ponto de sela de (42)
e, portanto, é instdvel. Se ¢'(a) > 0 o método de linearizacdao nao é aplicdvel ao estudo
de (42) numa vizinhanga do ponto de equilibrio, uma vez que Re (A+) = 0. Podemos neste
caso completar o estudo usando um argumento geométrico. Relembrando que V (z1,x2) =
x5 + 2G(z1) é uma constante do movimento, considere-se o que se passa numa pequena
vizinhanga do ponto de equilibrio (a,0) onde, por hipdtese, G" () > 0.
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Figura 30: Grafico de 2G numa pequena vizinhanca do ponto de z1 = a.

Sendo (Z1,Z2) um ponto arbitrdrio numa vizinhanga suficientemente pequena de («,0) e
designando por (z1(t), z2(t)) a solugao com condicao inicial (Z1,Z2) conclui-se [ver figura] que
a Orbita U {(z1(t), z2(t))} permanece numa vizinhanga de («,0). Isto permite afirmar que o

teR
ponto de equilibrio (a,0) é, neste caso, estavel. Tem-se, entao, o seguinte: sendo («,0) um

ponto de estacionaridade de (42):
G"(a) <0 = (a,0) é instavel
G"(a) >0 = («,0) 6 estével.

2.c) Seja (z1(t),r2(t)) uma solugao de (42) correspondente a uma condicio inicial (Z1,72) € R2.
Sendo V' uma constante do movimento vem

RV YV (#,5) =V (21(t), 22(t) = 22(t) + 2G (z1(1)) .

Suponhamos que a Orbita correspondente a esta solugdo nao é limitada. Entao, quando
|t| = +00, ou |z1(t)| = + 00 ou |x2(t)] = + oo. Em qualquer dos casos ter-se-ia

RoV= lim V= lim (z3(t)+2G (21(2)) = + o,
[t]| =400 [t| =400

o que ¢é absurdo. Conclui-se, entao, que todas as érbitas do sistema sao limitadas.
3. Os pontos de equilibrio de
] = x
ah = —a (v —1)
sao (0,0) e (1,0).

Linearizacoes em torno dos pontos de equilibrio:
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IVv.

m== Em torno do ponto (0,0) :
Y= _1 ¥

Valores préprios de matriz: Ay = =+i. Atendendo a que Redr = 0, o método de li-
nearizacao nao é aplicavel, pelo que nao adianta prosseguir com o estudo do sistema
linearizado em torno de (0, 0).

m== Em torno do ponto (1,0) :
Valores proprios de matriz: Ay = 0. Tal como anteriormente, o método de linearizagao
nao é aplicavel.

Utilizando os resultados da alinea 2.b):

/ oy 4 9 |1 sea=0
G'(a) =¢'(a) =1—4a+ 3 _{O a1l

pelo que (0,0) é um ponto de equilibrio estével e para (1,0) o critério obtido em 2.b) nao é
1
aplicdvel. Como V (z1,12) = 23 + 2/ u(u — 1)%2du é uma constante do movimento, sabe-se
0

que as orbitas do sistema estao contidas nos conjuntos de nivel de V' e, atendendo a estrutura
de V, isto é, ao facto de V ser a soma de uma funcao quadrética (e portanto nao-negativa)
de x2 com uma funcao sé de x1, conclui-se o apresentado na Figura 31. O sentido das orbitas
é facilmente determinado a partir, por exemplo, da primeira equacao do sistema: de 2} =
conclui-se que x1(t) é crescente quando x9 > 0 e decrescente quando xo < 0 pelo que se tem
o esboco de retrato de fase da Figura 32

a) Considere-se o problema

U + 2Up — Ugy = 0 (t,r) € RTx]0,1]
u(t,0) = u(t,1) =0

e faga-se u(t,z) = T(t)X(x), supondo que T'(t) # 0, em Rt e X(x) # 0 em |0, 1[. Tem-se
u =T'X,uy =T"X eur, = TX", pelo que a equacao diferencial fica T X +2T" X -T X" = 0,
ou seja

T/l 2Tl Xl/
+T(zﬁ) = y(x) em (t,z) € RTx]0,1].
Consequentemente tem de existir uma constante real o, independente de ¢ e de z, tal que
Tl/ 2Tl X/l
% =0 = ¥(te) eRVX1L
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Gréfico de 2G(xq)

Conjuntos de nivel V; > 0:
{(:1:1,;1;2} c R?: Ve, zg) = V1}
com Vo <« Vi <« Vo < Vo < Vy.

Figura 31: Gréafico de 2G e conjuntos de nivel de V.

o que resulta no seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinérias:

X"—0X =0
T"+2T" — 0T = 0.

Quanto as condicoes de fronteira:

u(t,0) = THX0) = 0 = X(0)=

0
ut,1) = THX(1) = 0 = X(1)=0,

uma vez que T'(t) # 0 em RT. Obtém-se assim o seguinte problema de valores na fronteira

para X :
X"—0X=0
X(0)=X(1)=0

Estudaremos de seguida a possibilidade de obtengao de soluc¢oes nao-triviais (que nao sao

identicamente nulas) deste problema:

m== Considere-se ¢ = 0. A equagao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solugoes sao
X (x) = ax + b e atendendo as condigdes na fronteira 0 = X(0) =be0=X(1)=a+b
conclui-se imediatamente que a = b = 0 e portanto a Unica solugao do problema é a

solugao trivial X (x) = 0.
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:\\\_
} drbita homoclinica ao ponto (1,0}

Figura 32: Esboco de retrato de fase.

= Seja agora o > 0. A solugao geral da equacao é X (z) = aeVo® 4 be~ Vo Atendendo as
condicoes na fronteira tem-se 0 = X (0) = a+b e 0 = X(1) = aeV? + be~ V7 cuja tinica
solugédo é a = b = 0 fornecendo como unica solucao da equagao a funcao identicamente
nula X (z) =0.

=== Finalmente tome-se ¢ < 0. Por facilidade de notacdo é conveniente escrever o = —\?
com A > 0. A solucao geral real da equacgao diferencial é agora X (z) = a cos Ax +bsin \zx.
Atendendo as condigbes na fronteira tem-se 0 = X (0) = acos0 + bsin0 = a e portanto
0= X(1) =0cos A+ bsin A = bsin A concluindo-se que, ou b = 0 e obtemos a solugdo
X(x) =0, ousinA =0, isto é, A = A\ = km, k € Ny, obtendo-se assim infinitas solugoes
do problema de valores na fronteira, em particular as fungdes Xy (x) = sin(kmx), Vk €
Nj, e todas as combinagoes lineares de um nimero finito destas fungoes.

Atendendo a que o0 = — )\i = — k?7? a equacdo para T pode-se escrever como T + 21" +
(km)2T = 0, ou seja
[D*+2D + (kn)*] T = 0.

P(D)
Os zeros de P()\) sao

— 2+ V4 — 4k3%n?
Ay = = T 1+ V1—-kr2= —1+iVk22 - 1.
Conclui-se assim que a solucao geral da equagao para T é
Ti(t) = (a/yC cos < k2n2 -1 t) + b sin ( k2m2 —1 t)) et keN

e portanto a solucao formal geral do problema de Dirichlet é

+oo
_ 1 - 5 - ~t g ‘
u(t, ) kz:l <ak cos ( k2m?2 —1 t) + by sin < k2m?2 —1 t>> e 'sin(krz)
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b) Sendo u(0,z) = 0 conclui-se que

+o00o +oo
0=u(0,z) = Z(ak +0)e O sin(krz) = Zak sin(krzr) = ar = 0, Yk € Ny,
k=1 k=1

e portanto

+o0
u(t,z) = Z by sin < k272 —1 t) sin(kmz)e".
k=1

Supondo que u(t,z) é diferencidvel termo-a-termo em relacao a t tem-se
ou <X
5 = Z b sin(kmz) [\/ k272 — 1 cos < k2m2 —1 t) et —sin < k2m2 —1 t) e*t]
k=1

e, portanto, em (0, z) vem

1

2

+o0o
1
x— —‘ =u(0,2) = Z bV k2m? — 1 sin(kmx),

2
k=1

concluindo-se que bpVk?m2 — 1 sdo os coeficientes da expansao em senos da funcao f(z) =
% — |:U — %‘ no intervalo [0, 1]. Para obter uma expansao em senos hd que prolongar esta
funcao a [ — 1,1] como uma funcao impar e depois prolongi-la periodicamente a R (com
periodo 2L = 2).

Figura 33: Funcao f e o seu prolongamento par com periodo 1.
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Deste modo, os coeficientes de Fourier sao dados por:

NG

1/2 1
= 2/ xsin(krz)dx + 2/ (1 — z)sin(krx)dr =
0 1/2

v %D sin(kra)dz =

1/2 1 2
= 2/ xsin(krx)dr — 2/ xsin(kmz)dr + — (— cos k‘ﬂ'w)ﬁ/g =
0 1 km

/2
= ;ﬂ <cos/<:§ — coskw) — Ecosk +2k21 5 (sink% —sin0> +
+ %CO& km — %coskzg — 2# <sink:7r — sink%) =
= ]{:;;2 sin k:E ~ 122 sin k;g =
0, se k é par
- %, se k =2n —1 (k é impar).

Conclui-se entao que
4( _ 1)n+1

m2(2n — 1)24/(2n — 1)272 — 1

bop—1 =

e portanto a solugao formal é

_ 1)n+1

t _ -t
) =e Z 2(2n — 1) \/(271—1)2772—1

sin <\/(2n — 1272 -1 t) sin ((2n — 1)mz) .

+oo
c) Para abreviar a escrita, seja u(t,z) = e*tz up (t, ). Tem-se
n=1
[un (t,z)| < 1 (@ ( = ) d —
up(t,x)] < ~ — ] quando n — o
" m2(2n —1)2y/(2n — 1)272 — 1 n?

e portanto, pelo teste-M de Weierstrass, a série cuja soma é u(t,z) é uniformemente conver-
gente em R2. Como somas de séries uniformemente convergentes de funcdes continuas sio
funcdes continuas conclui-se que u(t, ) é continua em R? e portanto também em R* x [0, 1].

Atendendo a que

_ n+1
agt” — 42((2 D g cos (\/(Qn —1)272 -1 t) sin ((2n — 1)mx)
w2 (2n —
tem-se
Oouy, 4

1
220 —1)2 ~ Q0 <ﬁ> quando n — o0
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e o teste-M de Weierstrass permite concluir que a séries . |0u,/0t| é uniformemente con-
vergente. Aplicando o teorema sobre a diferenciabilidade termo-a-termo de séries de funcoes
conclui-se que u é diferencidvel em ordem a ¢ e que du/0t pode ser calculado derivando
termo-a-termo a série. Analogamente, tem-se

4 1
< ~0| = quando n — oo
m(2n —1)/(2n — 1)272 — 1 n

e portanto as conclusoes anteriores sao validas também para du/Ox. Para as segundas deri-
vadas parciais presentes na equagao tem-se

Ouy,
ox

A%u,
ot?

9%u,
0x?

)

1
< M, ~ (’)(—) quando n — 00
n

e o teste-M de Weierstrass nao é aplicavel. Consequentemente nao podemos, por este método,
concluir nada sobre se a solucao formal apresentada é, ou nao, duas vezes diferencidvel em
ordem a t e em ordem a z. Em particular, nada podemos concluir sobre se a solucao formal
é, ou nao, uma solucao (classica) do problema posto.
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Ezame de 27.2.96 e resolucao.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Aeroespacial, Ambiente, Mecanica)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 27/2/1996
Duragao: 3h00.

I.

Considere o sistema , ) )
v +wtu—w = bt
{ 4w +u—w = 0. (44)

1. Considere b(t) = 0.
a) Verifique que o sistema (44) é linear.

b) Utilize uma mudanga de varidveis apropriada para transformar o sistema (44) num sistema

de equacoes lineares de primeira ordem.
c¢) Determine a solucdo geral do sistema que obteve na alinea anterior?.
d) Determine o(s) ponto(s) de equilibrio de (44) e estude-o(s) quanto & estabilidade?.

2. Suponha que b(t) = e~'. Determine uma solugao particular de (44).

11.

Considere a equacao diferencial
dy Y
- = - — 45
dx 4y? + 2x (45)

a) Mostre que esta equagao tem um factor integrante p = p(y).
b) Determine a solucao de (45) que satisfaz y(1) = 1.

c¢) Determine o intervalo méximo de existéncia da solugao que calculou na alinea anterior.

3Se ndo resolveu a alinea 1.b) considere o sistema

*Veja nota anterior
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III.

Seja V € C?(R?%;R). Considere o sistema de equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem

= _%_g(xay)
(46)
y = —%(zy)

1. Mostre que V(z,y) é uma fungao de Liapunov para (46).
2. Considere a funcio V(z,y) = y? + (2% — 1)%

a) Determine o(s) ponto(s) de equilibrio de (46).

b) Linearize (46) em torno do(s) ponto(s) de equilibrio. Esboce o(s) retrato(s) de fase do(s)
sistema(s) linearizado(s) que obteve.

¢) Utilizando a funcao de Liapunov V' e (quando possivel) os resultados da alinea anterior,
esboce o retrato de fase do sistema.

IV.

Em dinamica de fluidos uma simplificacao das equagoes de Navier-Stokes resulta nas equagoes de
Boussinesq, as quais, numa versao linear, se podem escrever como

2 2
Utt — O Upgy — /8 Uggtt = 0 (47)
onde « e 8 sao parametros nao nulos.

a) Utilizando o método de separacao de varidveis, determine a solugdo formal geral da equacgao
(47) na regiao t > 0, 0 < = < 1, com condigoes de Dirichlet homogéneas u(t,0) = u(t,1) =
0,Vt € RJ.

b) Determine a solugdo formal do problema da alinea anterior que satisfaz a condic¢do inicial
u(0,2) =0, u(0,2) =1 — |2z — 1| em [0, 1].

c) Poderd utilizar o teste-M de Weierstrass para estudar a soluc¢ao formal obtida em b) quanto a
continuidade e a diferenciabilidade? Justifique detalhadamente.
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Resolucgao:

I.

1.a) Sejam (u1,w;) e (u2,ws2) duas solucoes de (44). Entao, sendo « e  constantes reais arbitrarias,
considere-se a funcao a(uy, wr)+ B(uz, wa) = (auy + Bug, cw; + Pws). Tem-se (quy + fuz)” +
(awr + fws) + (auy + Busz) + (awy + Bws) = auf + Bul + aw] + Bwh + auy + Bug — awy — Bwg =
a(u] +w) +up —wy) + Buf + wh +uz —we) =a-0+5-0=0e (qus + Buz) + (cw; +
Bwa) + (auy + Bug) — (qwy + Pws) = au) + ful + aw) + wh + auy + Bug — awy — Pwy =
a(u] +w) +up —wr) + B(uhy + wh + ug —wy) = -0+ B -0 =0, concluindo-se, portanto, que
(aug + Bug, cwy + Pfws) é também solugao, pelo que a equagao é linear.

. def def def
1.b) Com a mudanga de varidveis 1 = u, x2 = u' e r3 = w tem-se

] = u =z
y = v =w—u—w =u =
h = W =w—-—u—u = r3—x] — 22
pelo que vem
x| 0 107 [=
T2 = 0 1 0 i)
T3 -1 -1 1 T3
l.c) Seja
0 1 0
A= 0 1 0
-1 -1 1

Os valores proprios de A sdo os zeros do polinémio caracteristico

—A 1 0 o
pa(N) & det(A—\I3) = det 0 1-X 0 |=(1-X)det [ } = —A(1-M)2,
-1 -1 1-2X L=

ou seja, Ay =0,y = A3 = 1.

Iremos utilizar o método de Putzer:
m— Célculo de 71(%) :
ri=0r;, m0)=1= ri(t)=1.
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m— Célculo de 72(%) :

rh=ro+1, r2(0) =0.

Reescrevendo a equagdo como

rh—ro=1

e multiplicando por um factor integrante p tem-se
prhy — pre = .

Para que o membro esquerdo seja igual a (ure)’ = urh + p'ro tem de se tomar
/

W= —
pelo que uma possibilidade é pu(t) = ™, vindo entao

(e7lry) = et

e integrando entre 0 e um ¢ arbitrario, fazendo uso da condigao inicial, obtém-se
e lra(t) =1—et,

ou seja

ro(t) = el — 1.

m— Célculo de 73(%) :

rh=rs+ (e7t —1), r3(0)=0.

Procedendo como anteriormente tem-se um factor integrante u(t) = ™%, pelo que se tem
(e7lrg) =1—e7t

e integrando entre 0 e um ¢ arbitrario, fazendo uso da condigao inicial, obtém-se

etrg(t) =t+et -1,

ou seja,

r3(t) = (t —1)et + 1.

m== Determinagao das matrizes Py(A), P(A) e Py(A) :

Py(A) =1I5, Pi(A)=A—\I3=A,

Conclui-se que

At

0 00
Py(A)=(A— M) A—-QI3)=AA-I)=|0 0 0
0 -2 0
100 0 10 0 0 0
= 1-10 1 0 |+(—1) 0 1 0|+[t-Def+1-10 00| =
001 -1 -1 1 0 -2 0
1 et —1 0
= 0 et 0
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e portanto a solugao geral é

x1(t) 1 el —1 0 x1(0)
xa(t) | = 0 el 0 x2(0)
x3(t) 1—e (1-2t)et—1 ¢ x3(0)

onde (z1(0),z2(0),23(0))" € R? é arbitrario.

1.d) Os pontos de equilibrio do sistema sao as solugoes de z) =z =24 =0

0 10 71 0
0 10 o | =101,
-1 -1 1 T3 0

ou seja,

$2:0 — $2:0
—x1— 22+ 23 =0. xr3 = X1.

Os pontos de equilibrio sdo, portanto, todos os pontos de R? da forma (,0,a)” com a € R
arbitrario.

Para a estabilidade dos pontos de equilibrio basta estudar os valores proprios da matriz do
sistema, A. Como existe pelo menos um valor préprio (de facto existem dois) com parte real
positiva conclui-se que os pontos de equilibrio sao instdveis.

2. Um modo possivel de resolver esta questao é o seguinte:

Da segunda equacao de (44) tem-se — «' = w’ + u — w, a qual, substituindo na primeira
equacao resulta em

W - =ete—= Du—Du=e't<=DD-1Nu=c"

cuja solugao pode ser obtida pelo método dos coeficientes indeterminados, com se segue:

Como (D+1)e~t = 0 tem-se (D+1)D(D —1)u = 0, cuja solugao geral é u(t) = a+ Bel +~ve™ .
Daqui obtém-se u/(t) = Be' — ye™t e u”(t) = Be' + ve™!, e substituindo na equagio para u
tem-se Bel +ye~t — (5et - ’ye*t) = e ! pelo que v = % Conclui-se que uma solugao particular
tem componente u dada por u,,,.(t) = %e‘t. A componente w,,,, da solucao particular pode

ser calculada a partir da segunda equacao de (44):

/ /

wpart - rl'UPal‘t = upaT + upar:tl
1 —t 1 _—t
= 3¢t 3¢
= 0
Wpare(t) = pet
part P

Uma solucao particular é

(st (1) Wy (1)) = (;) |



I1.

a) Escreva-se a equacao na forma

d
y+(4y2+2x) % = 0.
Vejamos que tem um factor integrante u = p(y) :
w()y+ () (49 + 22) 2 — o
—_
R
- Ox T oy
pelo que
0?® d
dyor d—y(u(y)y) = Wy+np
, = py+p=2p
0P 0
9wy oz (n(y) (4y* +2z)) = 2pu

pelo que se tem p/ = % e portanto

d dy
/f:/;«:logm(y)! = log |y| + C,

onde C é uma constante real arbitraria. Um factor integrante é entdo u(y) = y (fazendo
C=0)

b) Usando o factor integrante determinado na alinea anterior pode-se escrever a equagdo dada na
forma

L (r,y(r) =0

cuja solugao geral é obtida de imediato por integracao de ambos os membros da equagao,
vindo dada na forma implicita por

O(z,y(z)) =C
onde C é uma constante real arbitraria. Atendendo ao que escrevemos acima, a fungao ¢ é
tal que
0P
it = P(z,y) = y*x + hi(y)
x
0P

a—y=4y3+2:vy = ®(z,y) = y* + 2y + ho(x)

pelo que se pode tomar hy(y) = y* e ha(x) = 0 vindo ®(z,y) = y* + 2.
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Pretendendo determinar a solugdo que satisfaz a condicdo inicial y(1) = 1 determina-se a
constante C conveniente atendendo a que

C=d(Ly1)=o(1,1)=1"4+1*1=2
vindo a seguinte expressao implicita para solugao y = y(x) do problema:
y4 + y2x —-2=0.

Atendendo a que esta expressao ¢ uma equacao biquadrada em y (ou, o que é o mesmo, uma
equacio quadrada em y?) tem-se

—z+ Va2 +38

Y () = 5

” que vem da aplicacdo da férmula resolvente de equacoes de segundo grau a

(o sinal “—
equacao biquadrada fornece solugbes complexas que nao irdao satisfazer a condigao inicial

dada, uma vez que se terd y?(x) < 0)

1 1
g —_ = — 2
y(x) —i-\/ 5Tt 5V +8

onde o sinal “+” no exterior da raiz quadrada foi escolhido atendendo a que y(1) =1 > 0.

c) Atendendo aos resultados sobre a continuidade da soma, produto e composigao de fungoes

III.

continuas, a solucao obtida na alinea anterior é continua no seu dominio, o qual é R uma
vez que 22 +8 > 8 > 0 e também —z + Va2 +8 > —x + Va2 = —z + |z| > —z 4+ 2 = 0.
Por outro lado, estas desigualdades permitem também concluir que as fungoes radicandas sao
sempre estritamente positivas e, consequentemente, y(x) é derivavel e a derivada é finita em
todos os pontos de R. Atendendo a que a derivada de y(z) é o quociente de fungdes continuas
(pelas razoes invocadas no inicio da alfnea) conclui-se que y'(x) é uma fungao continua, para
qualquer x real. Isto permite concluir que y(-) € C'(R) e portanto o intervalo maximo de
existéncia da solugao determinada na alinea anterior é R.

W oty = OV OV dy OV ( OV 0V [ ovy (V)P (ovy?
dt A dy dt  Ox Ox Oy dy ) Ox Oy

pelo que V' é uma funcao de Liapunov para (47).

2.a) Sendo V(z,y) = y* + (2* — 1)2 o sistema fica

¥ = —dx(x® -1)
(o2 (49
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e os pontos de equilibrio sao as solucoes de

{ 0 = —da(2®-1)

0 = -2
ou seja, (z,y) = (0,0) ou (1,0) ou ( —1,0).

2.b) A matriz Jacobiana do sistema em (z,y) é

— 1222 + 4 0
Sa=| T

pelo que se tem o seguinte

=== Ponto de equilibrio (0,0) :

J(0,0):[é 0]

-2
A matriz é diagonal, pelo que os valores proprios sao os elementos da diagonal prin-
cipal, A\ =4 e Ay = —2, e 0s vectores proprios sao colineares com os vectores coluna

correspondentes:v(l) = (1,0)” e v(?) = (0,1)7. Assim, o sistema linearizado em torno do
ponto de equilibrio (0, 0)
/
|5 =eol5]
T2 i)

(onde x1 = x — 0 e x93 =y — 0) tem o seguinte retrato de fase da Figura 34.
—;’if/ \‘ K}Q
. 1
X
~ \@ \
i

Figura 34: Retrato de fases da linearizagao de (46) em torno de (0, 0).

&

*x
A

m== Pontos de equilibrio (1,0) e (—1,0) :

-8 0
J(1,0) = J(—1,0) =
oy =s-10=| 87
Novamente neste caso a matriz é diagonal e portanto tém-se os pares préprios (A, v) =
(=8,(1,0)") e (—2,(0,1)7). O retrato de fase é o apresentadosna Figura 35 (Obs.: a
curvatura das orbitas é tal como se apresenta porque a componente da solucao segundo

(1,0)" tende mais rapidamente para zero que a componente segundo (0,1)” devido a
—8< —2<0)
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(A
I

Figura 35: Retrato de fases da linearizagao de (46) em torno de (1,0) e de (—1,0).

2.c) Sabe-se de 1. que V é uma funcao de Liapunov e que Cil—‘t/ < 0 excepto quando %—‘; = %—‘; =0

onde se tem % = 0. Sendo V (z,y) = %+ (xQ — 1)2 > 0 tem-se que o conjunto de nivel V; da

fungédo de Liapunov V' é nao vazio de e s6 se V; > 0. Atendendo a possibilidade de decompor V'

em duas parcelas aditivas F.(y) def y?> >0 e Ey(z) def (x2 — 1)2 tem-se os esbogos do gréfico

de Ey(z) e das curvas de nivel apresentados nas Figuras 36 e 37, respectivamente. Sabe-se

Grifico de £y(2)

Figura 36: Gréfico de E,(x)

que as Orbitas atravessam as curvas de nivel de V' no sentido de niveis decrescentes (% < O),
excepto possivelmente nas regides onde %—‘; = %—‘y/ = (0. Mas estas regides consistem apenas
nos trés pontos de equilibrio do sistema (atendendo ao resultado da alinea 2.a)), pelo que
aqui as érbitas sao estaciondrias. A fim de tragar com mais precisdo o retrato de fase é ttil

conhecer a orientacao geral das drbitas, o que é muito facil de obter neste caso: atendendo a
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Conjuitos de nivel V; =0
{(.t:_y) e R?: Vir,y) = V;-}
com Vo < Vi < Vo < Vy < V.

Figura 37: Esbogo dos conjuntos de nivel V; > 0.
(48) tem-se o seguinte:

—1] —=1]€=-1,0|0]€]0,1[] 1
>0 | 0 [ <0 O] >0 |0]<0O

O que corresponde as orientagoes apresentadas no esquema da Figura 38, ao qual foram
sobrepostos os resultados das linearizagoes obtidas na alinea anterior.

b4

et

oS r A

0 S AL
““;‘“;‘ Jﬁ% -

, A lL g

Figura 38: Retratos de fases nas vizinhangas dos pontos de equilibrio e orientagoes gerais das
orbitas.

Conjugando todas estas informagoes tem-se o esbogo da Figura 39.
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Figura 39: Retrato de fases do sistema.

IV.

a) Faga-se u(t,z) = T'(t)X (). Entdo uy = T"X, ugy = TX", ugerr = X"T" € a equagao (47) toma
a forma T"X — o*TX" — B?°T"X" = 0, ou seja T"X — (T + B*T") X" = 0. Supondo que
X(x) #0ea®T(t) + B2T"(t) # 0 a equagdo anterior pode-se escrever na forma

T// X//
2 e =5
o®T + 32T X
e, para que esta igualdade seja satisfeita para todos os pontos do aberto {(¢,z) € R* x]0,1[}

onde a equacao é colocada, tem de existir uma constante ¢ € R, independente de ¢ e de =,
tal que
T// X//
o= x @

o que resulta nas duas equacgoes diferenciais ordindrias seguintes:

X"—-0X=0
(1—320)T" — a*0T = 0.

Quanto as condicoes de fronteira tem-se que u(t,z) = T(t)X(z) =0 em z = 0e z = 1,
(Vt > 0), pelo que vem X(0) = X (1) = 0 e obtemos o seguinte problema de valores na
fronteira para X (z) :
X"—0cX =0
{ X(0) = X(1) =0

Estudaremos de seguida a possibilidade de obtencao de solugbes ndo-triviais (que nao sao
identicamente nulas) deste problema:
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m== Considere-se ¢ = 0. A equagao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solugoes sao
X (x) = ax + b e atendendo as condigdes na fronteira 0 = X(0) =be 0= X(1)=a+b
conclui-se imediatamente que a = b = 0 e portanto a tunica solugao do problema é a
solugao trivial X (x) = 0.

= Seja agora o > 0. A solugao geral da equacao é X (z) = aeVor 4 e~V Atendendo as
condigbes na fronteira tem-se 0 = X(0) =a+be 0= X(1) = aeV? + be~ V7 cuja tinica
solugao é a = b = 0 fornecendo como tunica solugao da equagao a funcao identicamente
nula X (z) = 0.

= Finalmente tome-se ¢ < 0. Por facilidade de notagao é conveniente escrever ¢ = —A\
com A > 0. A solugao geral real da equagao diferencial é agora X (z) = a cos Az +bsin Ax.
Atendendo as condigoes na fronteira tem-se 0 = X (0) = acos0 + bsin0 = a e portanto
0=X(1) =0cos A+ bsin A = bsin A concluindo-se que, ou b = 0 e obtemos a solugao
X(z) =0, ousin A =0, isto é, A = A\ = km, k € Ny, obtendo-se assim infinitas solugoes
do problema de valores na fronteira, em particular as fungdes Xy (z) = sin(knz), Vk €
Ni, e todas as combinagoes lineares de um niimero finito destas fungoes

2

Atendendo a que 0 = — A7 = — k?72 tem-se 1 — %0 = 1 + %k?72 > 0 pelo que a equacio
para T'(t) pode ser escrita na forma
212, 2
a’k*m
T+ ————-T =0
+ 1+ B2k272
N———
=z (ux>0)

cuja solucao geral é Ty (t) = ¢ cos pugt + di sin puyt.

Atendendo a isto a solugao geral formal da equacao dada é

= 2122 2122
u(t,z) = kZZI [ck sin(kmz) cos <Q / % t) + dj sin(kmx) sin (1 / % t)]

onde ¢, e dj, s&o constantes reais.

b) Comecemos por observar que, para todo o = em [0, 1],

+o0
0=u(0,z) = Z [cg sin(kmzx) - 1 + dy sin(kmz) Z cx sin(kmx)
k=1

o que implica que ¢ = 0 para todo o k € Ny. Entao vem

> ' a2k272
r) = ; dj. sin(kmzx) sin T e t

e, pelo menos formalmente, tem-se

a2 k272 a2 k22
Z dk 11 182k2 D) Sln(kﬂ'.%') COS W t
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pelo que

a2k2m?
1—1]22 — 1] = w(0,2) = E dk”l%—BQkQ 5 sin(k7x)
a2k2m?
e portanto di{/ ——5—+— sao os coeficientes da série de Fourier de senos da funcao fmpar,
1+ B2k2n2

periédica de periodo 2, cuja restricao ao intervalo [0, 1] é igual a 1 — |2z — 1|. Calculemos
entao o valor destes coeficientes:

Prolongamento fmpar, 2-periédico a R da condicao inicial é apresentado na Figura 40.

Figura 40: Prolongamento impar, 2-periédico a R da condigao inicial.

Com as notagoes usuais tem-se a,, = 0, Vn, e

9 1
b, = I/ (1 — |22 — 1]) sin(nmz)dz =
0

1/2 1
= 2/ 2z sin(nrz)dr + 2/ (2 — 2x) sin(nmx)dx =
0 1/2

1 1/2 1
= 4/ sin(nmz)dz + 4/ zsin(nmx)dr — 4/ zsin(nmx)dr =
0 1

1/2 /2
< mr) 4 nw L 4 . nm n
= — —|cosnm—cos— | — —— cos — sin —
nmw 2 onm 2 n2 2 2
n 4 4 nmw 4 n 4 . nm
— COSNT — —— COS — — ———=sinn sin — =
nmw T onm 2 n2m? T2 2
8 s
( 1)€+1
_ 2= 1)2772’ sen=20—1
0, sen =2/
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a2k2m?
Como dy, W = b, conclui-se que, para todos os £ € Ny,

8( — 1)t \/1 + B2(20 — 1)272
ba—1 =

(20 — 1)%x2 a?(20 — 1)272
boy = 0

e a solucao formal do problema é

X (= 1) 14 B2(20—1)2m2 . a2(20 — 1)272 ,
u(t,z) = Z (2(6 — 1))2712\/ —;25(2; — 1)27)1_2 sin <\/1 — 5(2(26 —)1)271-2 t) sin ((2¢ — V)7z) .

(=1

c¢) Escrevendo
+o0
u(t,x) = Zw(t,x),
(=1

onde wy(t,z) é dado pelo membro direito da tultima expressao da alinea anterior, tem-se que
ug(t, z) é de classe C*° (s@o produtos de senos por constantes . .. ). Se a série for absolutamente
e uniformemente convergente pode concluir-se que u(t,z), dado pela soma da série, é uma
funcao continua. Vejamos se o teste-M de Weierstrass é aplicavel a este caso:

|ug(t, )| < (49)

8 L+ 8220 —10272 _ M
—12m2 \| 2@ —1)22 ~ (20—1)2

sucessao convergente

8 14 52(20 —1)%m2
onde M = = sgp \/ —;25(2; — 1)27)TQ7T . Como a sucessao do membro direito de (49) ¢ tal que

a série correspondente é absolutamente convergente conclui-se, pelo teste-M de Weierstrass,
que a série ) ,uy; é absolutamente e uniformemente convergente e, portanto, u(t,z) é uma
fungao continua.

Analogamente, vejamos as séries das derivadas termo-a-termo:

Z@ @ 0%uy 282W My
- ot’ ; ox’ ; Ox? ; o’ - 0x20t2”

As majoragoes que se conseguem obter para os dois primeiros casos sao

8Ug N

2

ot | — (20-1)2

Ouy Mm

Oz (20— 1) (50)
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onde M foi definido acima e N = 8/72. Conclui-se, entdo, que o teste-M de Weierstrass per-

. . /o Uy .
mite concluir que a séries g Bt é absoluta e uniformemente convergente. O teorema sobre

¢
a diferenciabilidade termo-a-termo de séries de fungoes pode agora ser aplicado para obter o

resultado sobre a diferenciabilidade de u(t, ) em relacao a t. Ja no caso da diferenciabilidade
de u(t,x) em ordem a x o mesmo argumento nao pode ser usado visto que o teste-M de Wei-
erstrass nao é aplicdvel a melhor majoracao que conseguimos obter, (50). Consequentemente
o teste nao é aplicdvel para o estudo da diferenciabilidade de u(¢,x) em ordem a z, ou seja,
dos termos ., € Uy da equagao.

2

l
observe-se que

U
uanto a ——
Q ot?

<

2
‘a e (51)

8 a?(20 — 1)%7? < M
ot?

(20— 1222 \[ 1+ B2(20 — 1)272 — (20 — 1)2

~ 8 a?(20 — 1)%7? . R

com M = — sup . Tal como com (49), o teste-M de Weierstrass é aplicivel
w2 0\ 148220 —1)%72

92y

e a série ), 55t ¢ uniformemente convergente.

Concluindo: utilizando o teste-M de Weierstrass podemos obter resultados quanto a conti-
nuidade da solucao formal e quanto a sua diferenciabilidade em ordem a ¢ (a saber, u; e uy)
mas ndo em ordem a z (nomeadamente Uy, € Ugytt).
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Teste de 4.5.96 e resolucao.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIATS
(Mecénica)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 4/5/1996
Duragao: 1h30.

Considere a equacgao diferencial ordinéria
0 — 22" 4 2’ = b(t). (52)
1. Seja b(t) =1, Vt.

a) Mostre que nas varidveis y;, i € {1,2,3,4}, definidas por y; = 20—, a equacio (52) toma
a forma de um sistema de primeira ordem

y' = Ay +h(t), (53)

onde y = (y1,¥2,y3,%4)" . Indique explicitamente qual é a matriz A e o vector h(t).

b) Determine uma solucao particular de (53).

c¢) Determine a solucao de (53) que satisfaz y(0) = e;.

d) Qual é o problema de Cauchy para a equacao (52) que corresponde ao problema dado na
alinea anterior para (53)? Qual é a sua solugao?

2. Seja agora® b(t) = 0.

a) Determine os pontos de equilibrio do sistema (53) e estude-os quanto a sua estabilidade.

b) Determine um subespaco bidimensional de R*, Ly, que seja invariante para (53) e tal que
o(s) ponto(s) de equilibrio da restrigao de (53) a Ly seja(m) estével(eis).

c) Esboce o retrato de fase da restrigdo de (53) a um subespago tridimensional invariante que
contenha o subespaco Lo da alinea anterior.

0 -1 0 0
5 ~ . . 0 0 -1 .
Se nao resolveu a alinea 1.a) considere A = 0 0 0 — em todas as alineas que se seguem.
0 -1 0 2



Resolucgao:

l.a) Atendendo & definicdo das varidveis y; tem-se y; = (z) = 2/ = ya, yh = (2') = 2" = y3,
ys = (") = 2" = yy e por dltimo y) = (2’") = 2" = 22" — 2’ + 1 = 2ys — y2 + 1. Tem-se,
entdo, o seguinte sistema de equacgoes diferenciais ordindrias lineares:

/

Y1 0 1 0 0 Y1 0
Y2 o 0 0 1 0 Y2 + 0
y3 | | O 0 0 1 Y3 0
Y4 0O —1 0 2 Y4 1
s N——
=:A =:h(t)

o que responde & questao colocada.

b) Como o termo ndo homogéneo h(t) é do tipo py(t)e, onde px(t) é um polinémio de grau
zero e A = 0, sabe-se que uma solucao particular é uma fungéo também do mesmo tipo onde
o grau do polinémio estd dependente de A = 0 ser, ou nao, valor préprio de A e, caso seja, da
respectiva multiplicidade algébrica. Vejamos entao quais os valores préprios de A. Os valores
préprios da matriz A sdo os zeros do seu polindmio caracteristico, o qual é igual (neste caso
que o sistema é de dimensao par) ao polindmio caracteristico da equagao de ordem superior
(52), a saber, p(A) = A* — 23 + \.

Como p(A) = A* —2XA3 + X = A(A3 — 2)A2 + 1) conclui-se que A; = 0 é um valor préprio de
A com multiplicidade 1 (j4 que 0 ndo é uma raiz de A> — 2A%2 +1 = 0). Os restantes valores
préprios sdo os zeros de A3 — 2A% 4+ 1. Um deles descobre-se facilmente por inspeccao directa:
A2 = 1. Dividindo A3 —2A2 41 por A — 1 obtém-se A2 — A — 1, cujos zeros sdo A3 = (14 +/5)/2
e A= (1-v5)/2.

Do facto de 0 ser um valor préprio de A com multiplicidade 1 conclui-se que uma solugao
particular de (53) ¢é da forma

a1t + as
. b1t + bs
yPart (t) - Clt + 02
dit + do
Atendendo a isto conclui-se que para que y,...(t) seja solucao de (53) é necessario e suficiente
que
a1 0 1 00 a1t + ag 0
by B 0 010 b1t + by _ 0 —0
1 0 0 0 1 cit + ¢ 0 B
dq 0O —1 0 2 dit + do 1
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ou seja

al — b2 =0
_ b -0 al = 1
! by =0
b1 — Cy = 0
by =1
— C1 = 0
e cp =0
Cc1 — d2 =0 c 0
- 2 =
di =0 di =0
di+by—2dy —1=0 do =0
b1 —2d; =0 C T
e ag é arbitrario, pelo que se pode tomar como sendo igual a 0 vindo a seguinte solucao
particular:
t
1
YPart(t) - 0
0

c) Atendendo ao que foi feito na alinea anterior a solugdo procurada pode ser escrita na forma
y(t) = ®(t)a+(¢,1,0,0)" com « tal que (1,0,0,0)" = ®(0)ac+(0,1,0,0)", ou seja, ¢(0)ax =
(1, — 1,0,0)", onde ®(-) é uma matriz fundamental de (53). Atendendo a que j& temos a
factorizacao do polinémio caracteristico de A e tendo em conta que A é a matriz companheira
de (52) pode-se tomar para ®(-) a matriz wronskiana de (52): da factorizacao do polinémio
caracteristico conclui-se que uma base para o espago das solugoes de (52) é constituida pelas
funcdes up () = 1, ug(t) = €, ug(t) = eIHVDU2 e yy(t) = e(1=VD/2 pelo que se tem

1 et e(1+V5)t/2 e(1=V5)t/2
u U U Uy _ _
U'i UZ uz il 0 e 1+2\/562(1+\/5)t/2 12\/562(1 VBE)t/2
d(t) = Y A el . (1+2\/5> o(1+VE)/2 (1—2\6) c(1-V5)1/2
n n n n
up Uy Uz Uy 0 et (1—1—2\/5)36(14—\/5)15/2 (1—2\/5>36(1—\/§)t/2
Daqui conclui-se que )
1 1 1 1
1+v5 1—/5
01 b 2 e
2 2
3 3
1+v5 1—/5
o1 (55) (59)
e portanto
(11 1 TR
0 1 1+/5 1-V5 1
~1 T 2 2 2 2 -1
a:(I)(O) (1’_1’050) = 01 <1+\/5) (1*\/5>
2 2 0
3 3
1+V5 1-V5 0
o1 (55) (59)

126



Utilizando, por exemplo, o método de eliminacio de Gauss-Jordan®, tem-se

1 0 -2 1
0 1 1 ~-1

®0) =]y 16 V63 L

0

1

2v/5 2v/5 NG
4+v5 V643 1
2v/5 2V/5 NG

pelo que vem

10 -2 1 1 1

0 1 1 -1 1 -1

a=| g 1-/5 V5-3 1 = | /561

V5 a5 0 2y/5

0 16 V643 1 0 V5+1

2V5  2v5 V5 2v/5

e a solucao pretendida é

(1 ot e(1+V5)t/2 e(1-V5)t/2 7 1

0 e 1+2\/56(1+\/5)t/2 172\/56(1—\/5)t/2 1 i
— 2 2

y(t) = 0 ¢t <1+2\/5) o(1+V5)t/2 <1—2\/5) o(1-V5)t/2 ;/—51 + 0
3 3 541 0

_O ot <1+2\/5) o(1+V5)t/2 <1—2\/5) o(1=V5)t/2 | W

d) Atendendo & relacao entre (52) e (53) conclui-se imediatamente que a condicao inicial para
(52) correspondente & condi¢ao y(0) = ey para (53) é z(0) = 1, 2/(0) = 0, 2”(0) = 0 e
2" (0) = 0, pelo que o problema de Cauchy para a equagao (52) é

:Cw _ 2x/// + x/ -1
{ z(0) — 1 =2/(0) = 2" (0) = 2”(0) = 0,

cuja solugao é

o) = () =1 — ¢+ Y2 Larvae VEH L aovsus

2v/5 2V/5
2.a) Os pontos de equilibrio sdo os pontos do nicleo de A, isto é, sdo os pontos y tais que Ay =0 :
0 1 00 Y1 yo =0 y1 arbitrério
0 010 Y2 y3 =10 y2 =0
A - =
y 0 <~ 0 00 1 ys 0 <~ ys =0 = ys = 0
0 -1 0 2 Ya —y2+2ys =0 ys =0

pelo que o conjunto dos pontos de equilibrio de (53) é
E, = {y = (,0,0,0)" ,Va € R}.

Dos resultados obtidos na alinea 1.b) sabe-se que A tem dois valores préprios positivos pelo
que todos os pontos de equilibrio do sistema linear (53) sao instéveis.

50u qualquer outro método para calcular inversas de matrizes. ..
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b) Designemos por E; o espago préprio de A correspondente ao valor préprio Aj. Como se sabe
da alinea 1.b) que todos os valores préprios de A sdo reais e simples (i.e., tém multiplicidade
algébrica = 1) e como a dimensao do espaco préprio E; (= multiplicidade geométrica de A;)
¢ maior ou igual a 1 e menor ou igual a multiplicidade algébrica de A;, conclui-se, neste caso,
que todos os espacos préprios de A s@o unidimensionais, reais e, obviamente, invariantes.
Assim, para se obter um subespaco de R* bidimensional e invariante para a equacio (53)
basta considerar os espagos Ly = F; + Ej, com j # k. Exigindo que os pontos de equilibrio
da restricao de (53) a Lo sejam estdveis teremos de escolher espagos E; e Ej, que correspon-
dam a valores préprios da matriz A com partes reais nao-positivas, i.e., 1, espaco préprio
correspondente ao valor préprio A1 = 0 e Ey, espaco préprio correspondente ao valor préprio
A = # Vejamos que espacos sao estes: o espaco Fy ja foi determinado na alinea anterior:
Ey ={y =(a,0,0,0)" ,Va € R}, quanto ao espaco F; tem-se

V51 v1 arbitrério
5 1 0 0 o 1B
0 Y51 0 vy 2T
_ — 2 = _
(A=) v=0< 0 0 \/52_1 ) v 0 Vg = (1 2\/5) v
345 VA
I e o= (550

pelo que

By {y _ 3 <17 1,2\/5’ <172\/5)27 (12\/5>3>T VB e R}

e o espaco pretendido é

2 3N\ T
Ly=Ey + Ey = {y = a(1,0,0,0)" + 3 (1, LB (1—2\/5> , (1—2ﬁ> ) Y(a, B) € RQ} .
c) Atendendo ao que foi feito na alinea anterior conclui-se que um subespaco tridimensional
invariante para a equacao (53) é
L3 = Ej + Ep. + Ey
com j, k, ¢ distintos. Sendo exigido que Lo C L3 podemos considerar j = 1 e k = 4 de modo

que ficamos com Lg = Lo + Ey onde £ pode ser igual a 2 ou 3. Para qualquer destas escolhas
o retrato de fase é qualitativamente semelhante (Figura 41).
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Figura 41: Esbogo do retrato de fases da restricao de (53) a um subespago tridimensional invariante
que contenha o subespaco Lo.
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Exame de 17.6.96 e resolucgdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIAIS
(Mecanica)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 17/6/1996
Duragao: 1h30 + 1h30.

I.

Considere a equacao diferencial

/

T1 1 0 0 0 1
| o -1 1 0]
s =10 o -1 ol]a|TPO (54)
T4 0 0 0 —1 T4

1. Seja b(t) = 0.

a) Determine a solugao geral de (54).

b) Identifique um subespaco tridimensional de R*, L3, que seja invariante para (54) e tal que
a solugao estaciondria da restrigdo de (54) a L3 seja assimptoticamente estavel.

c) Esboce o retrato de fase da restricao de (54) ao subespago L3 que determinou na alinea
anterior.

2. Seja agora b(t) = (1,cost,0,0)".

a) Determine uma solugao particular de (54).

b) Determine a solugao de (54) que satisfaz a condigao inicial z1(0) = x2(0) = z3(0) + 1 =
24(0) +1=1.

II.
Considere a equacao diferencial linear
2"+ 22" + 2" =t + cost (55)
a) Determine a solucao geral da equagao homogénea correspondente a (55).
b) Determine uma solucao particular de (55).

¢) Determine a solugao de (55) que satisfaz a condi¢ao z(0) = 2/(0) = 2”(0) = 2 (0) = 0.
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III.

Justifique que o problema de Cauchy
= (t—1)(1+2?)
z(1) =0

tem uma unica solugao. Determine-a e indique explicitamente qual é o seu intervalo méximo de
existéncia.

IV.
Um sistema hamiltoneano ¢ um sistema de EDOs do tipo
, OH
q = 8—p
/ OH (56)
p=—-—>5
dq

onde H = H(q,p) é uma funcao com a regularidade suficiente para que o membro direito de (56)
faca sentido, e que é designada por Hamiltoneana.

1. Mostre que a Hamiltoneana H é uma constante do movimento para (56).
2. Suponha que H(q,p) = ¢* — ¢* + p>.
a) Determine o(s) ponto(s) de equilibrio de (56).

b) Linearize (56) em torno do(s) ponto(s) de equilibrio.
c) Esboce o retrato de fase de (56).

V.
1. Considere a funcao ¢ definida em [0, 4] por
0 se z € [0,1]U]3,4]
plx) =< 1—z sex€]l,2]

r—3 sex €23

a) Determine uma série de Fourier de cosenos de .

b) Estude a série obtida na alinea anterior quanto as convergéncias pontual e uniforme.

2. Determine a solugao formal do seguinte problema de condic¢bes iniciais e de fronteira

U = Uy, (t,r) € RTx]0,4]
u(0,z) = p(z), z € [0,4]
ug(t,0) = uy(t,4) =0, t>0.
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I.

Resolucgao:

1.a) Observando que a matriz do sistema (54) é uma matriz de Jordan, podemos escrever a solugao

geral na forma
x(t) = e’lc

onde J é a matriz de (54), x(t) = (z1(t), z2(t), 23(t),24(t))" e ¢ = (c1,c2,c3,¢4) € R* é um
vector constante arbitrario. Como J é uma matriz de Jordan (e diagonal por blocos) tem-se
e’t = diag (et, et e*t) onde

-1 1 -1 0 0 1
Jl_[ 0 —1]_[ 0 —1}“[0 0]
—_— . —.——

=:712 :INQ

Assim, como Io Ny = Nylp, tem-se

—t —t —t
Jit _  —Ist Not __ | € 0 1 0 0 ¢t | e te
¢cTe e _[0 et]<[01 Floo|t9)=] o et |

Conclui-se entao que

x1(t) e 0 0 0 c
z(t) | | 0 et tet 0 2
z3t) | | 0O 0 et 0 3
x4(t) 0 0 0 et 4

b) Como a matriz J é triangular (superior) conclui-se que os seus valores proprios sao os elementos

da diagonal principal, i.e., Ay = 1 com multiplicidade algébrica igual a um, e Ao = — 1 com
multiplicidade algébrica igual a trés. Como tal o espago nulo de J é constituido apenas
por um tnico ponto de R%, a origem x = 0. Este tinico ponto de equilibrio de (54) ndo é
assimptoticamente estavel devido ao valor préprio A\; = 1 da matriz J : qualquer solucao de
(54) com valor inicial cuja projecgao sobre o espago préprio E),, correspondente a A1, seja nao
nula nao converge para 0 quando t — 4o00. Como o espago préprio E}y, é invariante, existe um
subespaco de R?*, tridimensional, L3, tal que E), ® L3 = R*. Da defini¢do da matriz J tem-
se imediatamente que F), = (,0,0,0)" e portanto L3 = {w = (0,ws, w3, ws)" : wj € R}.
Agora utilizando, por exemplo, a expressao geral das solugoes de (54) obtida na alinea anterior,
tem-se que se ¢ € L3 entao ¢; = 0 e consequentemente x1(t) = 0 V¢, ou seja, x(t) € Lg
concluindo-se assim que L3 ¢é invariante. Como E), L L3 é evidente que se ¢ € L3 a sua
projecgao sobre Iy, é nula e, pela discussao apresentada acima, a solugao estaciondria da
restrigao de (54) a L3 é assimptoticamente estével.
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c) Pelos resultados da alinea anterior tem-se que a restrigao do sistema (54) ao subespago tridi-
mensional invariante L3 é

/

) —1 1 0 i)
zs | = 0 -1 0] a3 |. (57)
24 0 0 —1]] x4

A fim de esbogar o retrato de fase de (57) é conveniente investigar a existéncia de subespagcos
uni- ou bidimensionais de L que sejam invariantes para (57). Sendo a matriz de (57) uma
matriz diagonal por blocos observa-se imediatamente que os conjuntos L; := {(0,0,24)"} e
Ly := {(x2,x3,0)"} s@o invariantes para (57). Atendendo a que o retrato de fase da restrigao
de (57) a L; é o apresentado na Figura 42.

™
—

= &
f
=
I
g

Figura 42: Retrato de fase da restricao de (57) a L.

e o da restricao a Lo estd na Figura 43.

3

':\‘*L
>z

Figura 43: Retrato de fase da restricao de (57) a Lo.

e, como L3 = Lj @ Ly, conclui-se que para o retrato de fase da restrigdo a L3 de (54) se tem
0 esbocgo apresentado na Figura 44.

2.a) Pela férmula de variagdo das constantes, uma solucao particular de (54) é dada por
t
Xpart (1) = e‘]t/ e 7*b(s)ds.
0
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Figura 44: Retrato de fase da restricao de (57) a Lg.

Atendendo & expressio para e’! determinada na alinea 1.a) tem-se

t
Xpart (1) = e‘]t/ e 7%b(s)ds
0

et 0 0 0 ] e 0 0 0 1
_ 0 et tet 0 t 0 e —sef 0 COS S ds —
- 0 0 et 0 0 0O 0 e 0 0 -
| 0 0 et i L 0 0 0 e’ 0
et 0 0 0 ] [ e
_ 0 et tet 0 tl escoss ds —
o 0 0 et 0 0 0 o
| 0 0 0 et i I 0
et 0 0 0 ] 1—e?
B 0 et tet 0 %et sint + %et cost — % .
o 0 0 et 0 0 o
| 0 O 0 et i 0
i et —1
. %sint—k%cost—%e*t
o 0
i 0

b) A solucao geral do sistema nao homogéneo (54) pode ser escrita na forma x(t) = Xpom(t) +
Xpart (1), onde Xy, (1) € a solucao geral da equagao homogénea, que determinamos na alinea
1.a), e X,a(t) é uma solugao particular do problema nao-homogéneo, a qual foi encontrada
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na alinea anterior. Consequentemente tem-se, atendendo & condicao inicial dada,

1 1000 c 0

1 _|0100 02+0+%—%
0 0010 cs 0 ’
0 0001 ¢4 0

donde se conclui que ¢; = ¢ =1, ¢3 = ¢4 = 0 e a solugao procurada é

x1(t) [ el 0 0 0 1 el —1
xa(t) _ 0 et tet 0 1 Tsint+ Jcost—Ze t |
x3(t) N 0 0 et 0 0 0 N
za(t) 000 0 et]|o 0

i 2e! — 1

. %sint—i—%cost—i—%e*t
0
i 0

11.

" + 22" + 2" = 0 a qual pode ser escrita

é
na forma (D4 +2D3 + Dz) x = 0. Seja p()\)déf)\4 + 2X3 + A2, Factorizando este polinémio

obtém-se p(\) = A2(A2 +2X + 1) = A2(A + 1)? pelo que a equacdo diferencial dada pode ser
escrita na forma D?(D + 1)?z = 0 cuja solucio geral é

a) A equacao homogénea correspondente a (55)

z(t) = a1 + ot + aze " + agte™,
onde oy, k =1,...,4 sao constantes reais arbitrarias.

b) Atendendo a que o membro direito de (55) é a soma de um polinémio em ¢ com um coseno e
tendo em consideracao que a equacao é linear podemos obter a solucao particular pretendida
resolvendo separadamente as equagoes = + 22" + 2" = t e 2" + 22" + 2" = cost e
adicionando os resultados. Comecemos por z”” + 22" + 2" = t. Como o membro direito é
igual a te" e 0 é uma rafz do polinémio caracteristico p(\) com multiplicidade 2 sabemos
que as solugoes particulares podem ser escritas na forma x,..(t) = aop + ait + ast? + ast?,
p/eﬂllo que se tem ! (t) = a1 + 2ast + 3agt?, z”, . (t) = 2as + 6ast, x”, (t) = 6az e finalmente

x] (t) = 0. Substituindo na equacao diferencial que estamos a considerar tem-se 0+2 (6a3) +

(2a2 + 6ast) = t concluindo-se que ay e aj s@o arbitrdrios, aa = — 1 e a3 = 1/6, sendo
uma solucao particular, por exemplo, xp'm(t) = - 2+ %t?’. Consideremos agora a equacao
z"" +22" +2" = cost. Como cost = % (e + e7) e como nem A\ = i nem A = —i sdo zeros de
p()\), as solugoes particulares da equacio podem ser escritas na forma .. (t) = ae’ + Be™*.
Daqui obtem-se z/_ (t) = aie — fie™™, ol (t) = — e — fe™™, 2 (t) = — aie + Pie™"

e finalmente 27" (t) = ae' + Be~. Substituindo na equagdo que estamos a resolver vem

(aeit + ﬁe‘”) +2 ( — aie't + ﬂie_it) + ( — et — ﬁe_it) = %eit + %e_“, donde se conclui que
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a—20i—a=3 eﬁ+2ﬁi—ﬁ:%eportantoa: - B=
Tpar(t) = Let — Le7i = L(cost+isint) — L(cost—isint)
solugao particular de (55) é

i A solugao particular seréa entao
= —=z smt Atendendo a isto, uma

1, 1
Tpue(t) = — 2 + Etg — 5 sint.

c) A solucao geral de (55) ¢
—t t 2 Ls 1.
z(t) = o1 + gt + aze”" +agte” —t +Et —ismt.

Derivando esta expressao tem-se

1 1
2'(t) = ag+(ag—az)e”t —agte”t — 2t + §t2 ~3 cost
1
(1) = (a3 —204)e ! +agte™t =24+t + 2 sint
1
2”(t) = (Bag—az)et —agte 4+ 1+ 5 cos t,

pelo que, utilizando as condicoes iniciais dadas, vem

a; +a3 =0 a; = —1
1
042—0434-044—5:0 g =2
Oé3—20[4—2:0 Oégzl
—043—1—3044—1—%:0 ag= —1/2
e a solugao pedida é
1 1 1
x(t) = —1+2t—t2—|—6t3+e—t—§te_t—§sint.

III.

A funcdo do membro direito da equacdo diferencial estéd definida em R? e é de classe C* no
seu dominio, pelo que é continua como fungéo de t e localmente Lipschitziana como funcao de
x. Assim, o Teorema de Picard-Lindelof é aplicavel, garantindo-se a existéncia e unicidade de
solucdo do problema de Cauchy apresentado. Observe-se que a equacao em causa é uma equagao
separével: dividindo ambos os membros da equacdo por 1 + 22 (que é sempre diferente de zero)
tem-se (1 +2?)"12’ = (t — 1). Integrando ambos os membros entre ¢t = 1 e um valor arbitrdrio de ¢

obtém-se . .
1 dx
———ds = —1)d
/1 1+ z(s)?ds 5 /1(8 )ds,

o(t) 1 1 1
/ SRR T
o 1+a? 2 2

ou seja



Uma integragao imediata fornece arctan x(t) = %tz —t+ % e portanto

1, 1
t) =1t —t"—=t4+=).
x(t) an<2 —|—2>

O intervalo maximo de existéncia da solucdo serd o intervalo aberto I,,,, onde x(t) é de classe C*
e que contém ¢ = 1. Observando que z(t) é a composicao de duas funcoes de classe C* tem-se
que serd de classe C! onde estiver definida. Observando que z(t) ndo estd definida nos pontos t
para os quais %tQ —t+ % =3e %tQ —t+ % = —7% ¢ conveniente calcular estes pontos: Resolvendo
a primeira equagao obtém-se as solugbes t— = 1 — /m e t; = 1 4+ /m. A segunda equagao nao
tem raizes reais. Como t_ < 1 < t4 conclui-se que o intervalo maximo de existéncia da solugao é

Loy =11 — /m, 14+ /7.

IV.

1. Seja (q(t),p(t)) uma solucao de (56). Entao
dH O0H , OH , OHOH OH OH
— = 54 TP = (ot
dt 0q dp dq Op Op
pelo que H é constante sobre solugoes, ou seja, é uma constante do movimento para (56).

2.a) Com a funcao H dada o sistema (56) fica

{ q =2p (58)

P =2q -3¢

e os pontos de equilibrio sao

{920 = {0 o = @n=00. 30,

b) A matriz jacobiana do sistema num ponto arbitrério (g,p) é

Aan =] 5 % o]

pelo que nos pontos de equilibrio tem-se os sistemas lineares seguintes

x = 02 x
120
onde x = (z1,22)" = (¢—0,p—0)". Como os valores préprios da matriz da linearizagao,

A+ = 2, tém parte real diferente de zero, poderemos utilizar esta linearizacao no estudo
do comportamento do sistema nao linear (58) numa vizinhanga da origem.

Linearizagao em torno de (0,0) :
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Linearizacao em torno de (2/3,0) :

x = 0 2 X
-2 0
onde x = (x1,29)" = (q — %,p — O)T . Os valores proprios da matriz da linearizacao sao

+2i e como tém partes reais nulas conclui-se que nao é possivel utilizar a linearizacao
para o estudo do comportamento do sistema nao-linear em pequenas vizinhancas de

(2/3.,0).

c) Para esbocar o retrato de fase de (56) utilizaremos a linearizacao em torno do ponto de equilibrio
(0,0) e o facto da hamiltoneana H(q,p) = ¢> — ¢* + p? ser uma constante do movimento.
Comecemos pela linearizacao: atendendo ao resultado da alinea anterior, o ponto de equilibrio
(0,0) é um ponto de sela. Os espagos préprios da matriz jacobiana A(0,0) sao os seguintes:

(i) Correspondente ao valor préprio Ay = 2 :

CHEIRHET

pelo que o espago préprio Fs é dado por Es {(a, )" : a € R}.

(ii) Correspondente ao valor préprio A\_ = —2:

([33]+2[s t]) [n]-ommmn

pelo que o espago préprio Fy é dado por Eo {(8,—5)" : B € R}.

O esbogo do retrato de fase do sistema numa vizinhanca de (0,0) podera ser, entdo, o apre-
sentado na Figura 45.

Figura 45: Esboco do retrato de fases de (56) numa vizinhanca de (0, 0).

Quanto ao que se passa fora de vizinhancas suficientemente pequenas da origem, isto podera
ser investigado recorrendo ao facto de H ser uma constante do movimento para (56) e, conse-
quentemente, as orbitas do sistema estarem contidas nos conjuntos de nivel de H. Observando
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que H é a soma de uma funcdo ndo-negativa da varidvel p, a saber Hy(p) = p?, com uma funcao
apenas da outra variavel, ¢, Hz(q) = ¢> — ¢%, o esboco das curvas de nivel pode ser facilmente
feito a partir do grafico de Ha(q) tendo em conta que H(q,p) = H1(p) + Ha(q) = constante e
que Hy(p) > 0. O sentido das 6rbitas da equagao é facilmente obtido utilizando, por exemplo,
a primeira equagao de (56): quando p > 0 tem-se ¢’ > 0, ou seja, ¢(t) crescente, e reciproca-
mente. Isto permite esbogar o apresentado na Figura 46, ja entrando em consideracao com
os resultados obtidos pela linearizagdo em torno de (0,0).

Figura 46: Esboco do retrato de fases de (56).
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V.

1.a) Na Figura 47 apresenta-se o grafico da funcao ¢.

¢

Figura 47: Grafico da fungao .

Para determinar uma série de Fourier de cosenos para ¢ hé que estender ¢ como funcao par
e periddica a todo o R. O modo mais simples de fazé-lo é comecar por definir a extensao par
ao intervalo [—4,4] (Figura 48).

10 |—4, U] :

Figura 48: Extensao par de ¢ ao intervalo [—4,4].

Agora prolonga-se esta funcao a todo o R como funcao peridédica. Designaremos o resultado
por ¢ (Figura 49).

£r i

I
1
v

L]

AV VAV A Ve Ve v :

R

Figura 49: Prolongamento a todo o R, como funcao periédica, da fungao apresentada na Figura 48.
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Observe-se que a fungao ¢ pode ser considerada como uma funcao 8—periddica, mas é mais
natural consideréd-la uma funcao 4—periédica, visto que 4 é o seu periodo minimo (Figura 50).

-3

I~

Figura 50: Periodo minimo da funcao apresentada na Figura 49.

Assim, os coeficientes da série de Fourier, que, por ser de uma funcao par, seré necessariamente
uma série de cosenos, sao calculados como se segue

2 [? nwr
an, = 5/0 ©(x) cos (T) dx

1 _
—35 sen=20

# (cos = cosmr) sen €Ny

Daqui conclui-se que a série de Fourier pretendida é
“+o0o
1 4 k k
1 + ,}1 722 (cos g — CoS kﬂ') cos %

b) A fungao ¢ é continua em R. A sua derivada é periddica de periodo 4 e, no intervalo | — 2, 2],

tem-se
1 sexe]—2, —1]
& (z) = 0 sezel—1,1]
-1 sex€]l,2]

Portanto as derivadas laterais em x = +1,+2 existem e s@o finitas e conclui-se que ¢ é uma
funcao seccionalmente diferenciavel. Pelo Teorema de Fourier conclui-se que a série de Fourier
é pontualmente convergente em R e que a sua soma ¢é igual & funcdo ¢. Atendendo a expressao
para ¢’ dada acima conclui-se que esta funcao e o seu quadrado sdo integraveis em [ — 2, 2]
(por serem fungao seccionalmente continuas). Isto permite aplicar o teorema de convergéncia
uniforme de séries de Fourier dado no curso e concluir que a série de Fourier determinada
acima ¢ uniformemente convergente em R.
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2. Utilizando a técnica da separagao de varidveis vamos procurar solugdes da forma u(t,z) =
T(t)X (x). Assim tem-se uy = T'X e uz, = TX" pelo que a equagdo dada pode ser escrita
na forma T"(t) X (z) = T(¢t) X" (x). Supondo que T'(t)X (x) é diferente de 0 em (¢, z)R™ x]0, 4]
pode-se dividir a equacao acima por esta funcao e obter

TI XI/
?(t) = Y(m), (t,2)RT x]0, 4].

Atendendo a que esta igualdade tem de ser satisfeita para todos os pontos do conjunto aberto

indicado, tera de existir uma constante real o, independente de t e de x, tal que

T/
T

X/l

(t)=0 e

(z), (t,2)RTx]0,4]
As condigbes na fronteira podem ser escritas utilizando a hipdtese de u(t,z) = T'(t) X (z) :

0 =wu,(t,0) =T(t)X'(0) <= X'(0) =0 porque por hipdtese T'(t) # 0,
0=wu,(t,4) =T(t)X'(4) <= X'(4) =0 pela mesma razao.

Temos assim o seguinte problema de valores na fronteira para X (z):

X"—0X =0
{ X'(0)=X'(4)=0

Estudemos a possibilidade de obtencao de solugdes ndo-triviais (que nao sejam identicamente
nulas) deste problema:

m== Considere-se ¢ = 0. A equagao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solugoes sao
X(z) = ax + b e atendendo as condigoes na fronteira 0 = X'(0) = ae 0= X'(4) = a
conclui-se, portanto, que a = 0 e b é arbitrario, ou seja, as solugoes do problema com
o = 0 sao fungoes constantes X (z) = b.

= Seja agora o > 0. A solugao geral da equacao é X (z) = aeVo® 4 be=Vo% Atendendo
as condigdes na fronteira tem-se 0 = X'(0) = a\/o — by/o e 0 = X'(4) = ay/oe*V7 —
b\/Ee*‘l‘/E cuja tUnica solucao é a = b = 0 fornecendo como unica solu¢ao da equagao a
funcao identicamente nula X (z) = 0.

== Finalmente tome-se o < 0. Por facilidade de notacdo é conveniente escrever o = —\? com
A > 0. A solugao geral real da equagao diferencial é agora X (z) = acos Az + bsin Ax.
Atendendo as condigoes na fronteira tem-se 0 = X’(0) = — aAsin0 + bAcos0 = bA
donde se obtém b = 0 e portanto 0 = X'(4) = — aXsin4\ concluindo-se que, ou a = 0
e obtemos a solugao X (z) =0, ou sin4\ = 0, isto é, A = \y = kn/4,k € Ny, obtendo-se
assim infinitas solugoes do problema de valores na fronteira, em particular as fungoes
Xi(z) = cos(kmx/4), Yk € Ny, e todas as combinacoes lineares de um nimero finito
destas funcoes
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Dos resultados obtidos para os casos o = 0 e o < 0 conclui-se que se pode tomar o = —)\2 =
—k?72/16 com k € Ny. Atendendo a isto a equacio para T'(t) fica

;L k22
16
cuja solugao geral é
Ti(t) = age™F 116,

com aj constantes reais arbitrarias e k um inteiro nao-negativo. Assim, solucao geral formal

do problema é
+00

u(t,z) = Z ag cos(kwx/4)e—k27r2t/16.
k=0

Para que seja verificada a condigao inicial (0, x) = ¢(z) tem de se ter

400
o(x) =u(0,z) = Z ay, cos(kmz/4).
k=0

Uma série de Fourier de cosenos para a funcao ¢ foi determinada na alinea 1.a) e na alinea 1.b)
concluiu-se que essa série de Fourier era uniformemente (e portanto também) pontualmente)
convergente em R e a sua soma é igual a ¢. Daqui conclui-se imediatamente que os coeficientes
da série de Fourier entao obtida e da série para u(0,z) tém de ser iguais, pelo que:

km
Qo) = 122 <cos 5 cos k?ﬂ') , keN;

agg—1 =0, keN;

Substituindo estes valores para as constantes ai na expressao da solugao formal geral apre-
sentada acima obtém-se a solucao formal:

_ 1 &4 km 1 kmx _k2r2¢/4
u(t,z) = —Z—FZW cos —- — coskm | cos | —— | e .
k=1
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Exame de 15.7.96 e resolucgdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIAIS
(Mecanica)
Justifiqgue cuidadosamente todas as respostas.

Data: 15/7/1996
Duragao: 3h00.

I.

Considere o sistema de equagoes diferenciais ordindrias lineares
010
X= -101|x (59)
0 01

a) Determine a(s) solugao(oes) estaciondria(s) de (59) e classifique-a(s) quanto a estabilidade.
b) Determine a solugao geral de (59).

c¢) Determine o maior subconjunto L de R? tal que se x(0) € L entdo a solucio é limitada.

II.
Considere a equacao diferencial linear

w" + w" 4 2w’ = t? + cost (60)
a) Determine a solucao geral da equagao homogénea correspondente a (60).

b) Determine a solucao geral de (60).

III.

Determine a solucao formal do seguinte problema
Ut = QUmm (t,CC) € R+X]0, 1[
u(t,0) = ug(t,1) =0 te RS

u(0,2) =0, u(0,x) =sin(zw/2) 0<z <1

e estude a sua regularidade a fim de decidir se a solugao obtida é, ou nao, uma solucao classica
(i.e., de classe C%) do problema dado.
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IV.

Considere a equacgao diferencial ordinéria
d
(42%y + 3xy? + 2°) + (227 + 322y + day?) d—y —0 (61)
x

a) Mostre que (61) tem um factor integrante do tipo pu = u(xy).

b) Mostre que a solugdo de (61) com condigao inicial y(—1) = 1 é dada implicitamente pela
expressdo zty? + 23y + 2%yt = 1.

c¢) Determine o polinémio de Taylor de segunda ordem, no ponto — 1, da solugdo dada implicita-
mente na alinea anterior.

V.

Uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem
M(t,z,2') + N(t,z,2")2" =0 (62)
diz-se exacta se existir uma fun¢io ®(t,z,2’) tal que M + Nz" = £&.

a) Deduza relagdes entre as derivadas (de primeira e de segunda ordem) de M e de N que sejam
necessarias para garantir a existéncia de uma funcao ® nas condicoes descritas acima.
(Sugestao: poderd ser 4til usar o mesmo tipo de argumento que foi utilizado para o estudo
das equagoes exactas de primeira ordem.)

b) Sendo (62) exacta, indique como determinaria ®.
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Resolucgao:

I.

a) As solugoes estaciondrias sao as fungoes x(t) constantes, ou seja, x'(t) = 0, pelo que se tem

010 T x9 =10
-1 0 1 Ty | =0 < —x1+23=0 <=—=x=0.
0 0 1 T3 z3 =0

Os valores proprios da matriz do sistema sao os zeros do polinémio caracteristico,

—-A 1 0
pa(N) =det | —1 -\ 1 =(1-=N(\+1),
0 0 1—-2A\
os quais sao A1 = 1, A9 = ¢ e A3 = —i. Como existe um valor préprio com parte real positiva,

A1, conclui-se que a solugao estacionaria é instavel.

b) Atendendo a que os valores préprios sdo simples, pode-se facilmente obter a solu¢ao usando o
método dos valores e vectores proprios: Para A1 = 1 os vectores préprios associados sao

010 vy oy 4oy =0 1
—1 0 1| =Ml | v :0@{_;_@2;} _o ©v=a|ll|, VaeR
001 v3 R 2
Para Ay = —i os vectores préprios associados sao
010 wq 1wy +wo =0 1
—1 0 1 | —XI; wy | =0& —wy +iwe+w3=0 sw=a| —i | ,YVaeC.
0 01 w3 (I1+i)ws =0 0

Daqui tem-se

' 1 0
e "w = (cost—isint) 0|+ —1
0 0
1 0 0 1
= O [cost+ | —1 |sint ]| +¢ —1 |cost— | O |sint
0 0 0 0
cost sint
= —sint | —4 | cost |,
0 0
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concluindo-se, assim, que a solucao geral real é dada por

1 cost sint
x(t)=aje’ | 1 | +ay| —sint | +ag | cost |,
2 0 0

com o, a9 € ag constantes reais arbitrarias.

c¢) Atendendo ao resultado da alinea anterior, a solugao serd limitada se e sé se a3 = 0, caso em
que se terd x(0) = (ag,as,0)" pelo que se conclui que

L={x=(z1,29,73)" € R®: 23 =0}.

I1.

a) A equagado homogénea correspondente a (60) é
w//// + w// + 2“), — O

a qual pode ser escrita na forma (D*+D?+2D)w = 0. Considere-se o polinémio caracteristico
associado p(\) = A* + A? + 2). Este polinémio pode ser factorizado como se segue: p()\) =
A(A% + X + 2), notando que o polinémio entre parentesis tem um zero em A = — 1 obtem-se

p(A) = AA+D (A2 =A+2) = A(A+1) <)\ - <% + §Z>) <)\ - <% - §z>) . Consequentemente,

a solucao geral real de (60) é

w(t) = oy + age ™t + aset’? cos (475) + aget’?sin <gt> )

onde a7, ...,a4 SA0 constantes reais arbitrarias.

b) A solugao geral de (60) pode ser escrita como a soma da solucao geral da equagdo homogénea
(determinada na alinea anterior) com uma solugao particular da equacdo nao-homogénea:
W(t) = Whom (t) + Wpare(t). Atendendo a que o termo nao-homogéneo é da forma >, pi(t)et!
e tendo em conta que a equacgao é linear conclui-se que uma solugao particular serd da forma

Wpart (1) = ag + a1t + ast® + ast® + ay cost + as sint.
Derivando esta funcao até a quarta ordem tem-se

= a1+ 2a9t + 3a3t2 —aysint + as cost

2a9 + 6ast — agcost — assint

6as + a4 sint — as cost

~— — ~— ~—

agcost + assint.
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Substituindo em (60) vem

(2a1 + 2az) + (4as + 6a3)t + 6aszt® + (ay — aq + 2a5) cost + (a5 — a5 — 2a4) sint = t* + cost
pelo que se conclui que a; = 1/4, as = —1/4, ag = 1/6, agy = 0, a5 = 1/2, e ag arbitrario,
vindo entao (escolhendo ag = 0),

1, 1 1 1.
Ware (1) = yide Zt2 + 6t3 + 5 sint

e a solucao geral pretendida pode ser escrita somando esta expressao com a obtida na alinea
anterior para a solucao geral da equacao homogénea correspondente, como foi referido acima.

III.

Utilizando a técnica da separagao de varidveis vamos procurar solugoes da forma u(t, z) = T'(t) X (x).
Assim tem-se uy = T"X e uy, = TX” pelo que a equacao dada pode ser escrita na forma
T"(t)X (x) = 2T(t)X"(x). Supondo que 27T'(t)X(x) é diferente de 0 em (¢, z)R* x]0,1[ pode-se
dividir a equag@o acima por esta funcao e obter

=@, wortol

Atendendo a que esta igualdade tem de ser satisfeita para todos os pontos do conjunto aberto
indicado, tera de existir uma constante real o, independente de t e de x, tal que

1 T// X//
5?(t) =0 = T(m), (t,2)R*x]0, 1].

As condigoes na fronteira podem ser escritas utilizando a hipétese de u(t,x) = T'(t) X (x) :

0=u(t,0) =T(t)X(0) <= X(0) =0 porque por hipétese T'(t) # 0,
0=1u,(t,1) =T(t)X'(1) <= X'(1) =0 pela mesma razao.

Temos assim o seguinte problema de valores na fronteira para X (x):

X"~ 06X =0
{ X(0)=X'(1)=0

Estudemos a possibilidade de obtengao de solugoes nao-triviais (que nao sejam identicamente nulas)
deste problema:

= Considere-se o = 0. A equagao diferencial fica reduzida a X" = 0 cujas solugdes sao X (z) =

ax + b e atendendo as condigoes na fronteira 0 = X(0) = b e 0 = X'(1) = a conclui-se,
portanto, que a = 0 e b = 0, fornecendo como unica solugao da equagao a func¢ao identicamente
nula X (z) =0.
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— Seja agora o > 0. A solugao geral da equacgao é X (x) = aeVor+be V7% Atendendo as condigoes
na fronteira tem-se 0 = X(0) =a+b e 0 = X'(1) = ay/oeV? — by/oe V7 cuja tinica solucao
é a=>b=0 e, tal como no caso anterior,a tnica solugao da equagao é a fun¢do identicamente
nula X (z) =0.

=== Finalmente tome-se o < 0. Por facilidade de notacdo é conveniente escrever o = —\% com A >
0. A solucao geral real da equacao diferencial é agora X (x) = acos Az + bsin Az. Atendendo
as condigoes na fronteira tem-se 0 = X (0) = acos0 + bsin0 = a donde se obtém a = 0 e
portanto 0 = X'(1) = bAcos A concluindo-se que, ou b = 0 e obtemos a solugdo X (z) = 0, ou
cos A = 0, isto é, A = A\ = 5 +km, k € Ny, obtendo-se assim infinitas solugoes do problema de
valores na fronteira, em particular as fungoes Xy (z) = sin[(w/2 + k) x|, Vk € Ny, e todas
as combinagoes lineares de um nimero finito destas fungoes

Destes resultados conclui-se que se pode tomar o = —\? = — (7/2 + lmr)2 com k € Np. Atendendo
a isto a equacgao para T'(t) fica

/ ™ 2
T +2(S+kn) T=0
cuja solugao geral é
T ) T
Tk (t) = ay cos [\/5 <§ + k:7r> t} + by, sin [\/5 (5 + k‘ﬂ') t] ,
com ay, e by constantes reais arbitrarias e k € Ni. Assim, solucao geral formal do problema é

lts) = 3 (wcos [VE (% k) o]+ bosin [VE (2 -+ k) ] Ysin (2 k) o]

k=0

Atendendo a condicdo inicial tem-se:

0=u(0,z) = ioak sin [(% + k‘ﬂ') x}
k=0

pelo que se tem a; = 0, Vk € Ny, por outro lado, tem-se também
= T T
sin(zm/2) = u(0,z) = l;)\/i (5 + /mr) by, sin [(5 + /<:7T> x} ,

e portanto by = v/2/m e by = 0 para todo o k > 1. Atendendo a isto, solucdo formal pedida é a

seguinte
2
u(t,z) = £ sin (lt> sin <zx) ,
T V2 2

a qual é uma funcao infinitamente diferencidvel em ordem a ¢t e a = e, portanto, é mesmo uma
solugao (cléssica) do problema posto.
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IV.

a) Suponhamos que existe de facto um factor integrante do tipo pu(zy) para a equagao (61). Entao
a equagao obtida por multiplicagao de (61) pelo factor integrante serd uma equacao exacta e,
consequentemente, ter-se-a

i (,u(xy) (4x2y + 3xy2 + 2y3)) = 3 (,u(a:y) (2x3 + 3x2y + 4xy2)) . (63)

oy Oz
Se conseguirnos provar que esta equacdo diferencial para p tem uma solugdo que é, efecti-
vamente, funcao apenas de zy entao concluimos que a nossa hipdtese inicial é vélida e que,
portanto, existe um factor integrante do tipo pretendido. Vejamos o que se passa: A equagao
(63) pode ser escrita na forma

ou(zy)
Jy

(4:c2y + 3xy? + 2y3) + u(zy) (43:2 + 6xy + 6y2) =

0
= w (2353 + 32y + 4my2) + p(zy) (61‘2 + 62y + 4y2)
x

e atendendo a que

Oplzy) _ Oulzy)dzy _
dy d(zy) Oy
Ou(zy) _ Oulzy) Oxy
Ox d(zy) Oz

tem-se

W (4x2y + 3x1? + 2y3) — iy (2:63 + 32y + 4:Uy2) = (63:2 + 6zy + 4y — 42 — 6xy — 6y2) I

e portanto
(2x3y — Qxy?’) p = (2302 — 2y2) o

ou seja

, 1

no=—U,
Yy
cuja solugao geral é
p(ry) = oy,

onde a é uma constante real arbitraria. Com isto conclui-se o que se pretendia.

b) Escolhendo o = 1 no resultado da alinea anterior e multiplicando a equagao (61) pelo factor
integrante assim obtido, pu(zy) = xy, obtém-se a equagado exacta

d
(4x3y2 + 322y + 23:y4) + (2:c4y + 323y + 4x2y3) d_y =0
x
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e, sendo exacta, tem-se que existe uma fungao suficientemente regular, ®(z,y), tal que

g—i = da3y® + 322%y3 + 20y*
(Z—j = 22ty 4 323y? + 42%?
integrando cada uma destas equagoes tem-se
O(z,y) = / (4x3y2 + 3223 + 2xy4) dr = 2ty + 239° + 2%yt + hi(y)
O(z,y) = / (2m4y + 323y + 4x2y3) dy = xYy? + 2393 + 22" + hy(x)

pelo que, comparando estas duas expressoes, tem-se hi(y) = ha(z) = constante. Como esta
constante ¢ arbitraria pode tomar-se igual a 0. A equacao (61) pode agora ser escrita na forma

d
- (3:4y2 + 233 +x2y4) —0
e portanto as suas solugdes y = y(z) sao dadas, implicitamente, por

x4y2 +x3y3 +x2y4 - a.

Atendendo & condicdo inicial y(—1) = 1 conclui-se que o = (—1)*12 4 (=1)313 4 (=1)21* = 1,
0 que permite concluir o que se pretendia.

¢) O polinémio de Taylor pedido serd
1
P(z) = y(=1) + (z + Dy'(=1) + 5 (@ + 1)*y"(-1).

Atendendo & condicao inicial dada tem-se y(—1) = 1. Pela equacao diferencial (61) escrita
agora na forma

dy 4z%y + 3xy? + 293

dr 223 + 322y + dxy?

conclui-se que, em (x,y) = (x,y(z)) = (—1,1) tem-se y'(—1) = 1. Finalmente, calculando a
derivada total (em ordem a x) de (61) tem-se

(8zy + 42’y + 3y* + 6ayy + 6y2y’) +
+ (62” + 62y + 327y + 4y* + 8zyy) v+
+ (2x3 + 32y + 4xy2) y' = 0.

Calculando esta expressao no ponto z = —1 e tendo em atengdo que y(—1) =1ey/(-1) =1,
conclui-se que y”(—1) = —2/3, vindo o polinémio de Taylor dado por

Px)=1+(z+1) —é(x+1)2.
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V.

a) Suponhamos que (62) é exacta e que, consequentemente, existe uma funcao @ tal que %@(t, x,2') =
M(t,z,2') + N(t,z,2')2"”. Entao, pela regra da derivagao das fungdes compostas, tem-se

d
E(I)(t’ r,2') =& + &' + Pz’ = M+ N’

donde se obtém

M = &+ d,.p
N = &,

.1 ~ def , . ~
onde, para facilidade de notagao, fizemos p=x'. Pretendemos, a partir destas expressoes,
deduzir relagoes entre as derivadas de N e de M (mas nao de ®) em analogia com o que foi
feito para equagoes exactas de primeira ordem. Um primeiro passo consiste em calcular as
derivadas parciais de M e N em ordem as diferentes varidveis:

Ny = @y My = Py + Dyp
NJ: = q)xp Ma: = q)ta: + q)a:a:p
Np = (bpp Mp = (Dtp + (P:B + q)fl'pp

A partir destas expressoes obtém-se facilmente as expressoes das segundas derivadas parciais
de M e N as quais sao, atendendo ao Teorema de Schwarz, as seguintes:

Ny = Py My = Py + Ppep

Ntx = q)tmp Mtx = q)ttx + (I)txxp

th = (I)tpp Mtp = (I)ttp + q)t:v + q)t:vpp
NJ:J: = q)xxp MJ:J: = q)taraz + q)xxxp

Nazp = q)xpp Mmp = q)tmp + (b$$ + q)xxpp
Npp = Pppp Mpp = Pipp + 2Pyp + Puppp

Atendendo a estas expressoes conclui-se que, por exemplo,

Mpp = Pipp + 2Pgp + Pgppp

= Ny + 2Nz + Nyyp

My, = ®up + Pip + Pigpp

Ny + (Mg — ®yep) + Nigp

Ny + My — (Myp — Piap — Powpp) p + Niwp
= Ny + My — Mypp + 2Ngzp + Nywp?

que sao expressoes do tipo pretendido.
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b) Sendo (62) exacta sabe-se que existe uma fungao ®(¢, x, p) tal que (ver inicio da alinea anterior)

M = & +®,p
N = 9o,

Da segunda destas equacoes obtém-se
®(t.0.p) = [ Nt p)dp+ (. 2) (64)

onde h é uma funcao arbitraria, independente de p. Substituindo esta expressao na primeira
equagao tem-se

) oh ) oh
M(t,x,p) = E/N(t,x,p)dwrg+p%/N(t,x,p)dp+p%

ou seja
0 0
bt phe = M(t,2,p) ~ 5 [ Nt~ o3 [ Nit,z.p)dp

a qual é uma equacao diferencial parcial linear de primeira ordem para a funcdo incognita
h = h(t,x). Resolvendo esta equagao obtem-se h e, atendendo a (64), fica-se a conhecer ®.
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Teste de 8.11.96 e resolucgao.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Aeroespacial, Ambiente, Mecanica)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 8/11/1996
Duragao: 1h30.

I.
Considere o sistema de equagoes diferenciais
rp = —x
/
1’2 == —.%'2
65
oy = —x4+b(t) (65)
Ty = my

1. Escreva o sistema (65) na forma vectorial x’ = Ax + h(¢) indicando explicitamente qual é a
matriz A e quais sao os vectores x e h(t).

2. Seja b(t) = 0.

a) Determine a solugao geral de (65).
b) Determine a(s) solucao(des) estacionaria(s) de (65) e estude-a(s) quanto a estabilidade.

¢) Identifique o maior subespaco L C R* tal que as solucdes estacionérias da restricao de (65)
a L sao estaveis.

d) Resolva a alinea anterior substituindo “estdveis” por “assimptoticamente estéveis”.
3. Considere agora b(t) = t.

a) Determine a solugao geral de (65).

b) Calcule a solucao de (65) que verifica a condigao inicial z1(0) = z2(0) = 23(0) = x4(0) = 1.

11.

Considerem-se as fungoes reais ag(t),a1(t) € C*(R) e az(t) € C*(R). Para qualquer funcio real
r = x(t) € C}(R) definem-se os operadores lineares
L = L[z] : C3(R) — CO(R), Liz] ¥ ay(t)2” + ar ()2 + ao(t)z

Lt = L*[2] : C3(R) — C(R), L] % (as(B)2)" — (a1 (t)z)' + ao(t)z.

O operador L™ designa-se por operador adjunto do operador L.
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1. A equacao diferencial linear
Llz] =0 (66)

diz-se eracta se, e s6 se, existirem funcdes reais Ag(t) e Ai(t), de classe C'(R) tais que
Lz] = (A1 (t)2" 4+ Ag(t)z)" .

a) Mostre que (66) é exacta se e s6 se ag(t) = A1 (t), a1(t) = AL (t) + Ao(t) e ao(t) = A(t).
b) Conclua que (66) é exacta se e s6 se aj(t) — a)(t) + ap(t) = 0.

2. Diz-se que (66) tem um factor integrante u = u(t) se e sé se a equacgao diferencial pLlzx] =0 é
exacta.

a) Mostre que p € C2(R) é um factor integrante para (66) se e s6 se L*[u] = 0.
3. A equagao diferencial (66) diz-se auto-adjunta se e sé se L[x] = L1 [x].
a) Mostre que (66) é uma equagao auto-adjunta se e sé se pode ser escrita na seguinte forma
(ag(t)x'), + ap(t)z = 0.

b) Supondo que as(t) # 0,Vt, mostre que existe uma funcio v = v(t) € CY(R) tal que a
equagao diferencial vL[z] = 0 é auto-adjunta. Determine a expressao de v.
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Resolucgao:

I.

1. Fazendo x = (x1,x2,x3,24)" o sistema (65) escreve-se

5/

I — T2 0 -1 0 0 0
N 0N _ o —10 o] |0
|z | | —xatb@) | | O 00 -1 b(t) |’
$4_ Ty 0 0 O 1 0
[0 -1 0 0
) 10 =10 0 _ T
pelo que se tem A = 0 00 —1 e h(t) =(0,0,b(t),0)".
0 00 1

2.a) A matriz A é triangular superior e portanto os seus valores préprios sao os elementos da diago-
nal principal, ou seja, A\ = Ao =0, 3 = — 1 e Ay = 1. Os vectores préprios correspondentes
sao os seguintes: para \; = Ao =0

0O —1 0 0 U1 )

i . 0 -1 0 0 V2 i —V2
0=(-0myv="0 " oo 1| || -u
0 0 0 1 V4 V4

consequentemente os vectores préprios correspondentes ao valor préprio nulo sao do tipo
v = (v1,0,v3,0)", com vy e vg constantes reais arbitrarias. Tem-se, entdo, um espago préprio
bidimensional, uma base do qual é {(1,0,0,0)",(0,0,1,0)"}. Para o valor préprio A3 = —1 o
vectores préprios sao dados por

1 00 0 V1 0
B oo o of]w| | —uitw
0=(A+L)v= 001 -1 v | | wvs— s
0 00 2 V4 2v4

e conclui-se que v = (v1,v1,0,0)T. Assim, uma base para o espago préprio é {(1,1,0,0)"}.
Finalmente, para Ay = 1 tem-se

-1 0 0 0 VU1 —v1
. i 0 -2 0 0 () . —2?}2
0=(Ad-I)v= 0 0o -1 -1 vs | | —v3—us
0 0 0 0 V4 0
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e uma base para o espago préprio é {(0,0,1,—1)"}. Estes resultados permitem concluir que
a solucao geral de (65) ¢

x(t) = + o + asg

OO O =
O = O O
O O = =

com «, s,y € ay constantes reais arbitrarias.

b) Atendendo & alinea anterior, as solugoes estaciondrias (ou constantes) do sistema sao

x(t) = + ao

o O o=
o= O O

Como a matriz A tem um valor préprio com parte real positiva, a saber Ay = 1, conclui-se
que todas as solucoes estaciondrias sao instaveis.

¢) Observamos na alinea a) que todos os valores préprios de A sao reais. Portanto todos os espagos
préprios de A s@o reais e invariantes para a equacao (65). O subespaco L que se pretende
determinar deve ser tal que a restricao de (65) a L tenha todos os equilibrios estaveis. Como
o valor préprio nulo de A tem multiplicidade algébrica igual & multiplicidade geométrica (=2)
conclui-se que L = Ey+ FE_1, onde Ey = £{(1,0,0,0)",(0,0,1,0)"} e E_1 = L{(1,1,0,0)"},
ou seja,
L={xe RY:x = (z1,22,23,0)" } .

O espago em causa é tridimensional.

d) Neste caso apenas podemos considerar os espagos proprios correspondentes aos valores proprios
com parte real estritamente negativa o que, no presente caso, resulta que que L = F_;, com
FE_4 indicado na alinea anterior, e portanto o subespaco pedido é unidimensional.

3.a) Sabendo ja qual a solucdo geral da equagao homogénea podemos responder & questao tentando
determinar uma solucao particular da equacao ndo-homogénea. Atendendo a que o termo néao-
homogéneo de (65) é h(t) = (0,0,t,0)T = (0,0,¢,0)"e% e como y = 0 é um valor préprio da
matriz A com multiplicidade algébrica ag igual & multiplicidade geométrica gg e igual a 2
conclui-se que uma solucio particular de (65) é do tipo Xpu(t) = qm(t)e” onde q,,(t) é um
polinémio vectorial de grau m <14 ag — go + 1 = 2. Portanto, escrevendo

a1t2 +bit+ ¢
X (t) = ast? + bat + ¢
part o a3t2 + bgt +c3 ’

aqt® + bat + ¢4

163



tem-se
ast? + (2a1 + bo)t + (b + c2)

ast? + (2ag + bo)t + (by + c2)
ast? + (2a3 + by)t + (b3 + c4)
— a4t2 + (2(14 — b4)7f + (b4 — 64)

x () — AX o (t) =

part

O+ O O

concluindo-se que a; = az = a4 =by =by=b3=by=ca=c4 =0,a3 =1/2 e 1 e c3 s@o

arbitrérios (fé-lo-emos iguais a 0.) Daqui obtém-se a solugao particular x,,...(t) = (O, 0, %tQ, O)T
e a solucao geral pode-se escrever como
1 0 et 0 aq 0
0 0 et 0 e 0
=101 o t las | T L2
0 0 O — et oy 0
b) Atendendo ao resultado da alinea anterior tem-se
1 101 0 o1 0
1] 1001 0 Q9 0
| =XO0=10 10 1|]|a |0
1 000 -1 oy 0
e portanto
l=a;+as
1= asg
l=0as+ay
1= — Oy
cuja solugao é a1 = 0,0 = 2,03 = 1 e gy = —1. Consequentemente, a solucao pretendida é
1 0 et 0 0 0
0 0 et 0 2 0
xO=19 1 o ¢ 1| e
00 0 —¢ -1 0

11.

La) Como (Ay(t)z’ + Ag(t)x) = AL (t)a'+ AL ()" +A)(t)x+Ag(t)x’ = Ay (t)z"+(AL(t) + Ao(t)) 2+
Al(t)z conclui-se que Lz] = az(t)z” + a1(t)x’ + ap(t)z é igual a (A;(t)z’ + Ag(t)z) se e s6
se as(t) = A1 (t), ar(t) = AL (t) + Ao(t) e ap(t) = Ay(t).

b) Atendendo ao resultado da alinea anterior tem-se af(t) = AY(t) + Ay(t) = a4(t) + ao(t), ou
seja aly(t) — a)(t) + ao(t) = 0, como se pretendia.
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2.a) Como se tem

pLlz] = p(az(t)a” + a1 (t)r’ + ao(t)z)
= paz(t)z” + par(t)x’ + pao(t)
= (paz(t) 2" + (nar(t)) 2’ + (nao(t)) =

/

+

conclui-se, pela alinea anterior, que uL[z] = 0 é exacta se e 56 se (ao(t)p)” — (a1(t)p)
(ao(t)p) = 0, ou seja L*[u] = 0.

3.a)

A equagao (66) é auto-adjunta <
< Lz]=L"[z]

< ag(t)r” + a1 (t)2’ + ap(t)

< ag(t)” + a1(t)2’ + ap(t)

)

PN { ai(t) = Qg

= ay(t) = ar(t)

= (az(t)x)" = (a1(t)z) + ag(t)z
= as(t)z” + (2a5(t) — a1(t)) &' + (a5(t) — ay(t) + ao(t)) =

e portanto
as(t)z” + a1 ()2’ + ap(t)z = az(t)z” + dy(t)x’ + ag(t)x = (az(t)x’) + ag(t)a.

b) Suponha-se que L[z] = 0 ndo é auto-adjunta. Atendendo a alinea anterior, para que vL[z| =
seja auto-adjunta é necessario e suficiente que (vag(t)) = vay(t), ou seja v'as(t) + vah(t)
vay(t). Mas isto significa que se tem de escolher v como solu¢ao da equagao diferencial or-

a1 (t)—ay(t)

ag(t)

e ay € C?, tem solucdo dada por

V() = v(to) exp [/: a(s) —ay(s), |

o a2(s)

0

dindria v/ = v. Sendo as(t) # 0 conclui-se que esta equacio, para quaisquer a; € C!

onde ty e v(ty) sado constantes reais arbitrarias.
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Exame de 16.1.97 e resolugdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Anilise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Aeroespacial, Ambiente, Mecénica)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 16/1/1997 Duracgao: 1h30 + 1h30.

I.

Considere o sistema

-2 1 0 0

, 0o 20 o

x = 0 0 1 —1/2 x + b(t). (67)
0 0 9 —2

1. Seja b(t) = 0.

a) Determine a solugao geral de (67).
b) Identifique um subespaco tridimensional de R*, L3, que seja invariante para (67).

c¢) Escreva o sistema que obtém por restrigao de (67) a Ls. e esboce o seu retrato de fase.

2. Considere agora b(t) = (0,1+¢,0,0)T. Determine uma solugéo particular de (67) e escreva uma expressao
para a solucao geral.

II.

Sejam a;(t) fungdes reais de varidvel real tais que a;(-) € C?(R). Uma equagdo diferencial ordindria linear de
ordem n,
an ()™ 4 an_ ()™ 4 Fas(B)a” + a1 ()2’ + ao(t)z = b(t), (68)

diz-se exacta se e s se existirem fungdes reais de varigvel real A;(t), j =0,1,...,n — 1, tais que

n—1 n
% S A0 | =3 aja.
=0 =0

1.a) Mostre que (68) é exacta se e s6 se

a0:A6
aj:A3»+Aj_1, 1§j§n—1
an:Anfl

b) Conclua que (68) é exacta se e sé se

(-1)"7a = 0.
7=0

2. Considere a equacao diferencial
(1+t+t3)2" + (34 6t)x” + 62’ = cost (69)

a) Mostre que (69) é exacta.

b) Utilizando o resultado da alinea anterior, primitive a equacao (69) e mostre que a equagao resultante
é também exacta.

¢) Repetindo o processo da alinea anterior, determine a solucao geral de (69).



I1I.

Suponha que se deita dgua com um caudal de 1 metro ctibico por segundo para dentro de um cone de eixo
vertical e com uma abertura de /2. Designe por h(t) a altura de dgua, em metros, no cone, no instante ¢.
Suponha ainda que a dgua se escoa pelo vertice com um caudal proporcional & altura de 4gua no cone, sendo
« > 0 a constante de proporcionalidade.

a) Sabendo que o volume de um cone é igual a um tergo do produto da drea da base pela altura, mostre
que a equagao diferencial para h(t) é
o 1—ah

wh? (70)

b) Sem resolver a equagdo determine a constante de escoamento « de modo a que a altura limite de dgua
no cone, hoo = limy— 4 h(t), seja de 1 metro.

¢) Determine uma expressao para a solucao de (70) que satisfaz a condigdo inicial h(tg) = ho metros.

IV.

Iremos considerar um modelo muito simplificado de uma descarga radioactiva num rio.

Considere-se um trecho de comprimento L > 0 de um rio e suponha-se que a velocidade média das aguas é
constante e igual a ¢ > 0. O rio é representado matematicamente pelo intervalo [0, L], sendo a foz localizada
em x = L. Numa das margens, entre as posi¢des = L/100 e z = L/50, estd implantada uma central
nuclear. Considere-se que uma descarga acidental da central lanca no rio um nucleétido radioactivo U com
constante de decaimento A > 0 e com constante de difusao na agua D > 0.

Sendo u(x,t) a concentracao de U no instante ¢ e posi¢do no rio z, a equacao que modela a dispersao de U
é a seguinte equacao de difusao-convexao-reacgao

up = Dugy — cuy, — Au, (z,t) €]0, L[xRT (71)

com condi¢do de Dirichlet homogénea na fronteira.

. . . ~ def
l.a) Sejam « e B duas constantes reais e considere a fungio v(z,t) =

solugdo de (71) se e 86 se v(x,t) for solugdo da equagédo

e Bty (x,t). Mostre que u(z,t) é

vy = Dvgy — (¢4 2aD)v, + (B + Da’ + ca — \)v.
b) Determine a e 8 de modo a que a equagdo para v seja v; = Du,, e identifique a condi¢do na fronteira
correspondente.
¢) Determine a solucéo geral formal do problema da alinea anterior.

2. No instante ¢t = 0 a descarga da central provoca o aparecimento do nucleétido U no rio com concentragao
u(z,0) = uoX[rL/100,1/50) (), onde ug > 0 é uma constante e y 4(z) é a fungao caracteristica do conjunto
A.

a) Determine a condigao inicial v(z, 0) para o problema da alinea 1.b).

b) Determine a solugéo formal do problema da alinea 1.b) correspondente & condigéo inicial que obteve
na alinea anterior.

¢) Obtenha a solugdo formal do problema para u(x,t) originalmente colocado.
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I.

Resolucgao:

l.a) Observando que a matriz do sistema ¢é diagonal por blocos podemos escrever a solucao geral

de (67) na forma
x(t) = diag (eAlt, eA2t) x(0),

1 —1/2
9 -2

-2 1
0 —2 ] ¢ s = [
a que Is Ny = Nolo conclui-se que

-2t —2t —2t
Ayt —2Ist Not _ | © 0 1t e te
(At _ =20t _{ ) MHO Plafe e ],

Quanto a matriz Ay os seus valores préprios s@o os zeros de p(A) = det(As — A\l2) = (1 —
M)(=2—=A)+9/2 =22+ X +5/2, os quais sdo Ay = —3 + 3i e A_ = —% — 3i. Recorrendo ao
método de Putzer sabe-se que

onde Ay = } . Observando que Ay = —2[5 + N5 e atendendo

eA2t = 11 () Py(As) + r2(t) P (Ag)

onde as matrizes P;j(Az) sao dadas por Py(Az) = Ir e Pi(A2) = Aa—Ay 1 =

e (r1(t),r2(t)) é a solugdo do problema de Cauchy

A solugao da primeira equacao deste sistema obtem-se sem dificuldade e é

ri(t) = e(féJr%i)t

A segunda equagao é facilmente resolvida multiplicando a equagao por um factor integrante.

O resultado final é .
r2(t) = — <e(7%+%i)t — e(féigi)t> .
3t
Atendendo a isto tem-se

3 3, 1
, , ) 2~ 2! 2
et = ara | DL (b (i)
0 1 31 3 _3;
9 33
272
cos(3t/2) + sin(3t/2) — 1sin(3t/2)
o t/2
6sin(3t/2) cos(3t/2) — sin(3t/2)
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e portanto a solucao geral de (67) é

e 2 te 2 0 0 x1(0)

0 e 0 0 z2(0)

x(t) = 0 0 e */?(cos(3t/2) + sin(3t/2)) - %e‘t/Q sin(3t/2) x3(0)
0 0 6et/2 sin(3t/2) e~t/2(cos(3t/2) — sin(3t/2)) 24(0)

onde a condigao inicial (z1(0),z2(0),23(0),24(0))" é arbitraria.

b) Recorrendo ao resultado da alinea anterior observa-se facilmente que z2(0) = 0 = z2(t) =0
para todo o t € R. Consequentemente um subespaco tridimensional invariante para a equagao
dada sera

Ls = {x = (21,20, 23,24)T € R : 2y = 0} )
c¢) Com o subespaco L3 determinado na alinea anterior identificado com R? pela correpondéncia
L33 (1,0,23,34)" = x =y = (1,23,74)" € R’

pode-se escrever a restrigao de (67) a Lz do seguinte modo

-2 0 0
y = 01 —-1/2 |y.
0 9 —2
Observe-se que os valores préprios da matriz deste sistema sdo A1 = —2, Ay = —%i %z e da es-

trutura da matriz conclui-se ainda que o subespaco F; = {y = (y1,y2,y3)T ER3 1y = 93 = 0}
¢é invariante e o subespaco Lo = {y = (y1,y2,y3)" €ER3 1 gy = O} é também invariante. Ob-
servando que Lg = E1 ® Lo e tendo em conta os retratos de fase das restrigoes a F1 e a Lo
pode-se tracar o retrato de fase pretendido. Vejamos: E; é o espaco proprio correspondente

a A1 = —2 e portanto o retrato de fase da restricao do sistema a E; é o apresentado na
Figura 51.
Ny o~

Figura 51: Retrato de fase da restri¢ao do sistema (67) a Ej.

Observando que um vector préprio v correspondente ao valor proprio complexo Ay é

-3-3 0 0 vy v1 =0 0
0 % — %z —% ve | =0 & < v qualquer S v= 1 Q,
0 9  —2-3 vs vy = (1 — 3i)vy 1—3i
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Figura 52: Retrato de fase da restricao do sistema (67) a Lo.

onde « é uma constante complexa arbitraria. Daqui conclui-se que o retrato de fase da
restricao a Lo tem o aspecto apresentado na Figura 52.

e portanto o retrato de fase da restricdo do sistema dado ao subespago invariante L3 é o
esbogado na Figura 53.

N

Figura 53: Retrato de fase da restricao do sistema (67) a Ls.

2.a) Atendendo a que o termo ndo-homogéneo de (67) é b(t) = (0,1 +¢,0,0)T = (0,1 +¢,0,0)%e”
e como u = 0 nao é valor préprio da matriz do sistema, conclui-se que uma solugao particular
de (67) é do tipo

ait + by

ast + by

ast + b3

ayst + by

Xpar (1) =
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o que substituindo na equagao (67) fornece

aj (—2a; + az)t + (—2b1 + b2) 0
a2 . —2a9t — 2by n 1+t
as (ag — %a4)t + (b3 — %54) 0
a4 (9&3 — 2(14)t + (9b3 — 2b4) 0

concluindo-se que a1 = 1/4,a9 = 1/2,by = 1/4 e a3 = ag = by = bg = by = 0. Consequente-
mente, uma solucao particular é

Xpar (1) =

N[

H~>J>I>—l
o O + "

=

e a solucao geral pode ser dada por

e 2t e~ 0 0 1
0 e 2 0 0 1 t4+ 1
x(t)=1] 0 0  cos(3t/2) +sin(3t/2) — 1 sin(3t/2) a+ | 2 0 4|,
0 0 6sin(3/2) cos(3t/2) — sin(3t/2) 0

onde a € R* é um vector constante arbitrario.

II.

1.a) Atendendo a que
n ' d n—1 '
Zajx(J) = = Z Azl
j=0 j=0

n—1 n—1
— ZA;,m(j) + ZAjHU(j+1)
j=0 j=0

n—1
i 5+ 49042y a0
j=1
conclui-se que ag = Ap, ap, = Ap—1 ea; = A+ Aj yparaj=1,...,n—1
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b) Atendendo ao resultado da alinea anterior

n

Z(_l)n—jagj) _

J=0

n—1
= (=1)"4+ Ailn,)l + Z(—l)"_jA§]+1) + Z(—l)"_jA§@1
— ~
n—1 _
= (U A = DI AY, - A Z yiAD, 4 (1
Jj=2 =9

= 0.

2.a) Para mostrar que a equacao (69) é exacta basta aplicar o resultado da alinea anterior que, no
presente caso em que n = 3, az(t) = 1+t + t2, az(t) = 3+ 6t, a1(t) = 6 e ap(t) = 0, resulta

em
3

Z(—l)g_jagj) =—ap+a)—aj+a =-0+0-0+0=0,
§=0
concluindo-se o pretendido.

b) Pelos resultados das alineas 1a) e 2a) tem-se

0= A
6= Al + A
3+6t=A,+ A
14+t+t2= A

e portanto As(t) = 1+t +12, Aj(t) =3 +6t — Ay(t) = 3 +6t — 1 — 2t = 2+ 4t, Ag(t) =
6 — A (t) = 6 — 4 = 2. Conclui-se assim que a equagao (69) pode ser escrita na forma
jt (L +t+)2" + (24 4t)2’ + 22) = cost
e primitivando ambos os membros obtém-se
(1+t+ 32" + (2 +4t)2’ + 2z =sint + C,
onde C7 é uma constante real arbitraria.

Para mostrar que esta equacao também é exacta basta novamente aplicar o resultado da
alinea 1b), agora com n = 2, as(t) = 1+t +12, a1(t) = 2+ 4t e ap(t) = 2. Tem-se, neste caso,

2
> (-1 7a —d)+adf=2—-4+2=0,
7=0

e portanto a equacao ¢é exacta.
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¢) Atendendo ao resultado final da alinea anterior tem-se que existem fungoes Ag(t) e A;(t) tais

que
2 = Al
2+ 4t = A} + Ag
1+t+t2=A;

e portanto Ay (t) = 1+t+12, Ag(t) = 2+4t —1—2t = 1+2t. A equacio pode agora escrever-se
na forma

d
- (L +t+t)2" + (1 +2t)z) =sint + Cy

e primitivando mais uma vez ambos os membros tem-se
(14t 4tz + (14 2t)x = —cost + C1t + Cy,

onde Cy é uma constante real arbitraria. Como 1+ ¢+ t?> > 0 para todo o t € R, a equacio
pode ser escrita na forma

, 142t Cit + Cy — cost
= — T
1+t4+1¢2 1+t41¢2
reconhecendo-se imediatamente que estamos perante uma equacao linear nao-homogénea de

primeira ordem, cuja solucao geral pode ser facilmente obtida observando que um factor
integrante para a equacgao é

)

142t

pn(t) = ) Trird = glog[l+t4e?| 1+t +2 =1+t+1

e portanto, primitivando, temos

Cit + Cy — cost
14+¢41¢2

= /(C’lt + Cy — cost)dt

(L+t+ () = /(1+t+t2)

1
= §C1t2 + Cot + C3 —sint

onde (5 é uma constante real arbitrdria. Assim, a solugdo geral pretendida é

_ %Clt2 + Cot + C3 —sint

z(t) T+¢+12

III.

a) Seja V o volume de dgua contida no cone. Atendendo ao enunciado tem-se que a taxa de

variagao de V é Cil—‘t/ = 1 — ah. Para um cone com as caracteristicas dadas o raio da “base” e
a altura da dgua sao iguais e portanto V = %ﬂ'h?’. Consequentemente dd—‘; = 7h?h/ e portanto

a equacdo diferencial que h satisfaz é Th?h’ = 1 — ah, a qual pode ser imediatamente escrita
na forma (70), supondo h > 0.
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Al

Figura 54: Retrato de fase da equagao (70).

b) Atendendo a que a fungao h — 1;,?%”, com h > 0, é positiva se 1 —ah > 0, negativase 1 —ah < 0

e nula para 1 — ah = 0, a equagao (70) tem o retrato de fase da Figura 54.

e portanto hoo = 1/a, pelo que se se pretender ho, = 1 hd que fazer o = 1.

c) Atendendo a que a equacao (70) é separavel, tem-se

mh? @_1

Tohd — 0 [ ()] dh(s)ds:/tds@ LA
1o 1 —ah(s) ds to he 1—ah 0

h(to) = ho

Para integrar o membro esquerdo simplifique-se primeiro a funcgéo racional. Efectuando a
divisao dos polinémios tem-se
7h? T T T 1

My~ T
1—ah a a2 a?2l-—ah

e portanto a solugao geral é
3

2
o?h?(t) + 2ah(t) + 2log |1 — ah(t)| = (a®h3 + 2ahg + 2log |1 — aho|) — 22t —to).
T

IVv.

1.a) Sendo v(x,t) = e*®Fty(x,t) tem-se u(x,t) = e~ **Ply(x,t) e portanto
up = _ﬁe—am—ﬁtv + e—aa:—ﬁt,vt
Uy = —qem 0w Bty 4 e*a:’:*ﬁtvw
Upy = ale—ar—Bty, _ 20[6_0‘””_6'52}33 + e_‘m_ﬁtvm

concluindo-se que a equagao (71) é equivalente a

(—Bv+ vt)ef‘mfﬁt = De x bt (oz21) — 20w, + vm) —
—ce P —qu 4+ v,) —
_)\e—ozx—ﬂtv’
—ax—pt

ou seja, dividindo ambos os membros por e

—Bv+ v = Dav — 20Dvy + Dugy + acv — cvg — M.
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Rearranjando os termos desta equagao tem-se
vy = Dvgy — (c+ 2aD)v, + (B + Do’ + ac — A)v,
como se pretendia.

b) H& que escolher « e 5 de modo a que

c+2aD =0
B+Da’+ac—A=0
ou seja
c
2D

2

D

Atendendo a que a condic¢do na fronteira para u é de Dirichlet homogénea, a condi¢do na
fronteira para v é do mesmo tipo:

B=A+

i e {0,L} = v(&,t) = Py (i, t) = 0.

c¢) Tendo agora o problema

vy = Dugy, (z,t) €]0, L[xR*
v(0,t) =v(L,t) =0, t>0

iremos recorrer ao método de separacao de varidveis. Fazendo v(z,t) = X (z)T'(t) vem v, =
XT' e vy = X"T pelo que a equacao diferencial vem X7’ = DX"T, ou seja, supondo que
v = XT nao se anula em 0, L[xR™T,

1 T/ Xl/
——(t) = —(x), x,t) €]0, L[xR"

S = @), (@) €0

e portanto tera de existir uma constante real o, independente de t e de x, tal que

1 T/ B X/I

5?@) =0=- (x), (z,t) €]0, L[xRT

o que resulta no seguinte sistema de equacoes diferenciais ordinarias

X" —oX =0
T' — oDT = 0.

As condigoes na fronteira para v(zx,t) fornecem o seguinte

0=0(0,t) = X(0)T'(t
0=o(L,t) = X(L)T(
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uma vez que T(t) # 0 em RT. Obtemos assim o seguinte problema de valores na fronteira
para X :
X"—0X =0
{ X(0)=X(L)=0

Estudaremos de seguida a possibilidade de obtencao de solugoes ndo-triviais (néo identica-
mente nulas) deste problema:

== Considere-se 0 = 0. A equacao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solucoes sao
X (x) = axr+ b e atendendo as condicoes na fronteira 0 = X(0) =be 0= X(L) =al+b
conclui-se imediatamente que a = b = 0 e portanto a unica solugao do problema é a
solugao trivial X (x) = 0.

= Seja agora o > 0. A solugao geral da equacao é X (z) = aeVor 4 e~V Atendendo as
condicoes na fronteira tem-se 0 = X (0) = a+be 0 = X (L) = aeV°L +be VL cuja tinica
solugao é a = b = 0 fornecendo como tunica solugao da equagao a funcao identicamente
nula X (z) = 0.

= Finalmente tome-se o < 0. A solugao geral real da equagao diferencial é agora X (z) =
acos \/[o|z + bsin\/|o]z. Atendendo as condigdes na fronteira tem-se 0 = X(0) =
acos0 + bsin0 = a e portanto 0 = X (L) = 0cos+/|o|L + bsin/|o[L = bsin+/|o|L
concluindo-se que, ou b = 0 e obtemos a solu¢do X (z) = 0, ou sin \/HL = 0, isto é,
\/m = \/m = ]%r,k € Nj, obtendo-se assim infinitas solugoes do problema de va-
lores na fronteira, em particular as func¢oes Xy(z) = sin (k—7T ) , Vk € Ny, e todas as

x
L
combinagoes lineares de um nimero finito destas fungoes.

Atendendo a que 0 = o), = — —sz a equacao para T'(t) pode-se escrever como
k*m2D
/ _
T+ =T =0,

para a qual uma base do espaco das solucoes é constituida pela funcao

k*7*Dt
Ty (t) = exp [— L] .

L2

Assim, a solucao formal geral do problema dado é
> ]{?7'('1' 2.2 2
v(z,t) = I;bk sin <T> e kmLTIDL

2.a) A condigao inicial para v serd

upe™”, se z € [L/100, L/50]
v(x,0) = e u(z,0) = uoe™ X|1/100,,/50] () =
0, se € [0,L]\ [L/100, L/50]
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b) Atendendo a solugao geral formal obtida na alinea 1c) tem-se

o(,0) = gbk sin (’”%”) (72)

pelo que os coeficientes by terdao de ser escolhidos de modo a que a série no membro direito
de (72) seja a série de Fourier de senos, de periodo 2L, da funcdo v(x,0) dada na alinea

anterior. Atendendo a isto hé que prolongar v(z,0) a R como uma fungao impar de periodo
2L (Figura 55).

Figura 55: Prolongamento de v(z,0) a R como fungao impar de periodo 2L.

Assim tem-se

2 [ k
by = Z/o v(x,0) sin <%m> dx
o [L/50 k
= —/ upe™* sin <ﬂ> dx
L Ji100 L
(integrando por partes duas vezes)

_ 2kmug |:eaL/50 <% sink—w _ cos k_77> _ paL/100 (% Sink_w — COS k_ﬂ>]

k272 + L2a2 km 50 50 km 100 100
e a solucao formal pretendida é
v(z,t) =
oo
prt k2n2 + L2a2 km 50 50 kx 100 100

. kmx 1227 -2
'SHI(T ek‘T(L Dt.

c¢) A solugao formal do problema original serd simplesmente o produto da solu¢ao v(z,t) indicada
acima por
c c?
exp [—ﬁx—i- (”\+E> t] .
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Exame de 22.2.97 e resolugdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Anilise

EQUACOES DIFERENCIAIS
(Aeroespacial, Ambiente, Mecanica)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 22/2/1997
Duracgao: 3h00.

I.

Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais lineares

:cll = —I1+x9— 23
2= ot )
Ty = x4
Considere o subespaco de R?* definido por L3 def {x = (1,72, 23,74)" €ER* 1 2y = 0} .
1.a) Mostre que L3 é invariante para (73).
b) Escreva a restrigao de (73) a L3 na forma vectorial
y' = Ay + b(t) (74)

identificando explicitamente os vectores y e b(t) e a matriz A.
c¢) Determine a solugao geral do sistema obtido na alinea anterior?.

2.a) Justifique que a projecgao de (73) em Lz é dada por (74) com b(t) = (0,0, C46t)T, onde ¢4 é
uma constante real arbitraria.

b) Determine a solucdo geral do sistema obtido na alinea anterior e use o resultado para escrever

uma expressao para a solucao geral de (73).

II.

Considere a equacao diferencial ordinaria
2 — g g — o = h(2). (75)
1. Seja h(t) =0.
a) Determine a solugao geral real de (75).

b) Determine a solugdo de (75) que satisfaz a condigao inicial z(0) = 0, 2/(0) = 1, 2”(0) = 2,
2 (0) = 3.

2. Seja agora h(t) = v/2cos (t — %) . Determine uma solugio particular de (75) e escreva uma
expressao para a solucao geral da equagao.

-1 1 -1
“Se ndo resolveu a alinea anterior tome y = (21,2, 23)", b(t) =0, ¢ A = [ 0 -1 1 ] .
0 0 -1



I1I.

Considere um sistema ecolégico constituido por uma populagdo P = P(t) de predadores e por
uma populagdo N = N(t) de presas. Um modelo simples para a evolugao destas populagoes ao
longo do tempo t foi proposto por Vito Volterra em 1926 no ambito de estudos sobre as variagoes
das capturas pisciculas no mar Adridtico. As equagoes diferenciais, actualmente designadas por
equacoes de Lotka—Volterra, sao as seguintes

AN
Y AN -8NP
dt oN -
(76)
P
Y _ p4+SNP
dt e

onde «, 3,7 e & s@o constantes positivas. Observe-se que, sendo N(t) e P(t) populagoes, estamos
interessados em solugoes nao-negativas, i.e., nos casos em que (N, P) € Rg X Rg .

1.a) Identifique o espago de fases de (76) e mostre que o primeiro quadrante, Rar X Rar , é invariante
para (76).

b) Determine os pontos de equilibrio de (76), estude em que casos é que o método de linearizacao
¢é aplicavel e nos casos em que for esboce o retrato de fases do sistema linearizado.

c¢) Determine as regides de Rj x Rd onde P(t) e N(t) sio crescentes [decrescentes].

2.a) Obtenha, a partir de (76), a seguinte equacao diferencial para P considerado como fungao de
N,
dP (0N —~)P

dN ~ (a— BP)N (77)

esclarecendo a regiao de ]RS' X ]RS' onde esta equacao é valida.

b) Mostre que as solugoes de (77) em RT x RT sao dadas implicitamente por (N — ylog N) +
(BP — alog P) = constante

c) Use a expressao obtida na alinea anterior para mostrar que as solugoes de (77) em RT x R
sao limitadas e estao definidas em intervalos limitados.
(Sugestao: argumente por redu¢do ao absurdo.)

3. Conjugando os resultados obtidos nas alineas anteriores, esboce o retrato de fase do sistema.

IV.

Considere a fun¢io f(z) definida em [0,1] por f(z) = (z — 3) X124 (%), onde x,(z) é a funcao
caracteristica do conjunto A. Determine uma série de Fourier de senos para a funcao f de modo a
que a série seja uniformemente convergente em R e esboce o grafico da soma da série. Justifique
detalhadamente.
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Resolucgao:

I.

1.a) X(O) S Lg — .%'4(0) =0= 1‘4(t) = 1‘4(0)6t =0= X(t) S Lg, Vt.

b) Se x € L3 entao

Ty = —T1+ T2 — 23 T —1 1 -1 0 T
/

Ty = —T2 + 23 9 _ 0 —1 1 0 To

Th = —x3 x3 | 0 0 -1 0 3

) =0 x4 0O 0 00 T4

e portanto, identificando
R* D Lz 3 (21,22, 23,0)T — (21,22, 23)" € R3

e designando este ultimo vector por y, vem

-1 1 -1
y = 0 -1 1|y
0 0 -1
=:A

que ¢é do tipo (74) com b(t) = 0.

¢) Sendo a matriz A triangular superior, a solucao do sistema pode ser obtida resolvendo suces-
sivamente as diferentes equagoes, comegando com a ultima:

Th=—x3 & x3(t) =cze”’

Th=-—myt+x3 & TH=—T9+ cze”
& ahtwz= cze” !

(multiplicando pelo factor integrante u(t) = et)
(eth)l =c3

elxy(t) = et + co

To(t) = coet + cate™

r) = —x1 +este 4 (cp —c3)e”t

/
T =—T1+x2— T3

O I

xh + a1 = czte™ 4 (co — c3)e”t
(multiplicando pelo factor integrante u(t) = e)

(etxl)/ = cst + (e — ¢3)

¢

1
elry(t) = 503t2 + (g —c3)t+ 1

i

1
& x(t) =cre '+ (ca —e3)te t + 5031526715
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e portanto a solugao geral é

x1(t) [ cre7t + (e — cz)te ™ + SegtPe!
xa(t) = coe”t + cgte™t
3(t) | cze!
et temt —te t 4 %tQB_t c1
= 0 et te~t Co
| 0 0 et c3

onde cq, co e c3 sao constantes reais arbitrarias.

2.a) Atendendo a que a solugao geral de 2/, = x4 é x4(t) = c4e’ tem-se

Ty = —IT1+2To—x3
xh = —ma+u3
Ty = —z3+ el

e portanto y' = Ay + (0,0, cse’)T como se pretendia.

b) Como conhecemos a solugao geral do sistema homogéneo (alinea 1c)), basta determinar uma
solugado particular do sistema nao-homogéneo. O método dos palpites indica-nos que uma
solugdo particular serd do tipo X,...(t) = qo(t)e! onde qo(t) é um polinédmio vectorial de grau
zero: qo(t) = (a1, g, a3)™. Entao

-1 1 -1 0
0 = X;m - 0 -1 1 | xXpars— 0
0 0 -1 chet
200 — g + a3
= 200 — (g el
203 — ¢4
pelo que se tem a3 = ¢4/2, ag = c4/4 e ay = —c1/8. portanto, a solucao geral da equagao da
alinea anterior é
et temt —te t4 %th_t c1 —c4/8
yt)=| 0 et te~t co | + | cafd | el
0 0 et c3 cy/2

E claro que a solugao geral de (73) pode ser obtida a partir da sua projeccao em L3 (que
acabdmos de determinar) e da expressdo x4(t) = cse! (com a mesma constante ¢4 que surge
na projecgao.) Assim, tem-se a solugao geral

et temt —te t 4 %th_t —%et c1

x(t) = 0 et te™? %et Co
0 0 et %et c3

0 0 0 et cy
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I1.

l.a) Atendendo a que
2 — " 4o — o' =04= (D'~ D*+D*~ D)z =0+ D(D-1)(D*+1)z =0,

conclui-se que a solugao geral complexa da equagao sera

zo = g + aget + aze + age™,

com ai,...,aq € C arbitrdrios. Utilizando as férmulas de Euler e sendo ayr = Re(ay),
agr = Im(ayg), tem-se

o = [alR + asre’ 4 (asp + ayr) cost — (a3r — ayr) sin t] +
+i [a1r + agre’ + (asr + aar) cost — (azp — aup) sint]
= zg(t) +iz(),

onde a ultima igualdade define as fungoes reais z(t) e x;(t). Daqui conclui-se que a solugao
geral real de (75) pode ser dada por

x(t) = ay + aze’ + agcost 4 aysint,
onde a1, ..., a4 sdo constantes reais arbitrarias.

b) Observando que
x(t) = aj + aze! + agcost + aysint
2/(t) = age’ — agsint + a4 cost
2" (t) = age’ — azcost — aysint
2" (t) = age’ + agsint — aqcost

e portanto
a1+ as+a3=0 a; = —2
as+ay =1 N ag = 2
ag—a3:2 a3:0
ag—a4:3 a4:—1

concluindo-se que a solugao pedida é

z(t) = —2 + 2¢' —sint.
c¢) Sendo h(t) = v2cos (t —Z) = V2 (costcos T +sintsinZ) = cost + sint e observando que

esta funcao é solucao da equagao homogénea, o método dos palpites permite escrever uma
solugao particular na forma

Tpart (1) = (1 + at) cost + (a3 + aut) sint
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III.

l.a) As solugoes de (76) serdo fungoes N, P : R — R de classe C! e portanto o espaco de fases é
R2. Para mostrar que RaL X ]Rar ¢é invariante, basta observar que o fluxo nos eixos coordenados
N =0e P =0 ¢ o apresentado na Figura 56 e que, portanto, os eixos sao invariantes.

donde se tem

xl L (t) = —(1 — aq + agt)sint + (g + a3 + agt) cost
zl (1) = (204 — a1 — aat) cost — (2a2 + a3 + agt)sint
x (t) = —(3a4 — oy — aot) sint — (3o + a3 + agt) cost
;cff;iZ (t) = —(4ay — a3 — ast) cost + (dag + as + ayt)sint

e portanto tem-se

[—(4ay — an — ant) + (Bag + as + aut) + (204 — a1 — agt) — (ag + a3 + agt)] cost +
+ [(4dag + ag + agt) + (Bay — a1 — ast) — (200 + a3 + aat) + () — ag + ast)]sint =
= cost + sint

ou seja,
—204 + 2090 =1 ag =1/2
{2a2+2a4:1 {04420

e a1 e ag quaisquer. Consequentemente, uma solugao particular serd
Tpare(t) = —tcost
2
e a solucao geral pode ser escrita na forma
¢ . 1
x(t) = a1 + aze’ + azcost + aygsint + §tcos t,

onde a1, ..., a4 sdo constantes reais arbitrarias.

Consequentemente, sendo (Ny, Py) um ponto arbitrario do primeiro quadrante, a 6rbita que
em t = tg passa por (Ny, Py) ndo poderd passar para outro quadrante, uma vez que para
tal teria de existir um valor ¢; > to tal que (N(¢1), P(t1)) seria um ponto de um dos eixos
coordenados, o que nao é possivel devido & unicidade de solugdo (a qual é garantida pelo
Teorema de Picard-Lindel6f e pelo facto do membro direito de (76) ser uma fungao vectorial

de classe C*).
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—~vP+ NP =0
PN N = ou P:%
N:% ou P=0

> (N,P)=(0,0) ou (N,P)= (g,%).

Considere-se primeiro a linearizagdo em torno de (0,0) : a matriz jacobiana do sistema num
ponto arbitrario (N, P) é
a—BP —BN
[ 0P -y + 0N ]

e portanto na origem a matriz do sistema linearizado é [ ] cujos valores proprios sao

0 —v
Al = —y < 0 < a =: Ag. Sendo a matriz diagonal tem-se imediatamente que os espagos
préprios correspondentes a A1 e a Ay tém por base {(0,1)} e {(1,0)}, respectivamente. Isto
permite-nos concluir que o retrato de fase da linearizacao em torno da origem é o apresentado
na Figura 57.

0  —vB/o
ad/p 0
préprios sdo os zeros do polinémio caracteristico p2(A\) = A2 + ay. Como ay > 0 os ze-
ros deste polinémio sao imagindrios puros, A+ = +i,/a7, pelo que o método de linearizagao
nao ¢ aplicavel ao estudo do retrato de fase numa pequena vizinhancga do ponto de equilibrio
em questao.

No ponto de equilibrio (v/d,«/f) a matriz jacobiana é [ } cujos valores
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[/‘ N

Figura 57: Linearizacao de (76) em torno de (0, 0).

¢) No primeiro quadrante ]R(')F X ]R(')F tem-se:

¥ >0 [< 0]

(a — BP)N > 0 [< 0]
N>0AP<a/f>a/f
a8 >0 [< 0]

(=7 + 6N)P > 0 [< 0]
P>0AN >~/d[<v/d].

N(t) é crescente [decrescente]

P(t) é crescente [decrescente]

1170100

A representacio gréfica destas regides é a fornecida pela Figura 58.

i ¥

Pl] |
detyes- P{{;) c re.;f..u&‘e '

canliz

P} decrescou {'e

i
i| N creseante.
I .

] [
14 N

Figura 58: Regidoes de monotonia de t — P(t) e de t — N (t).

2.a) Se aN — NP # 0 pode-se garantir que a solu¢do N = N(t) de (76) tem derivada diferente

de zero e, portanto, é invertivel sendo j—]f[ = W, onde P = P(t) = P(t(N)). A equacao
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para P como funcao de N serd, entao,

P _dP i _ (9N - )P
AN ~ dt dN ~ (a—BP)N’

. on ~ . 41e ~ def
como se pretendia mostrar. As regides de RaL X ]Rar onde esta equacao ¢é valida sao Q1 =

{(N,P):N>0,0<P<a/fleQ@{(NP):N>0P>a/s

b) Como a equagao (77) é separavel tem-se

a— [P
dP =
P

<~ «alogP - P =6N —~logN —const <=
<= (0N —~vlogN)+ (BP — alog P) = const

ON —
7dN —

onde “const” é uma constante real arbitraria.
c) Considere-se a expressao implicita
(ON —~log N) + (BP — alog P) = const

para P = P(N). Vejamos que estas solugdes sao limitadas e estdao definidas em intervalos
limitados, argumentado por redugao ao absurdo. Suponhamos que nao estavam definidas em
intervalos limitados. Isto significaria que existe uma sucessao crescente (N;) com N; — 400
e tal que P(Nj) estd definido para cada j. Entao dN; — ylog N; — 400 quando j — oo e

;. ~ f , .
portanto, atendendo a que o minimo da fungao f(x) def fx — alogx é atingido em x = /3,
conclui-se que

const = lim (6N; —vlog N;) + (BP(N;) — alog P(N;))

J—00

> lim (0N; —ylog N;) + (o« — alog g) = +00
J]—00 /8
o que é absurdo. Supondo agora que o dominio de P(N) contém N = 0 na sua aderéncia
tem-se que existe N; — 0 tal que P(N;) estd definido para cada j. Neste caso também
ON;j —vlog Nj — 400 quando j — o0 e a conclusao ¢ identica a anterior. De modo analogo
tem-se que se existisse (V) convergente e tal que P(N;) — +o0 ou P(N;) — 0 quando j — 00
ter-se-ia P (N;) — aclog P(N;j) — 400 quando j — 0o e a mesma conclusao seria obtida. Isto
permite concluir que as solugdes de (77) sao limitadas e estao definidas em intervalos limitados
e que nem o dominio nem o contradominio contém o zero na sua aderéncia.

3. Pelos resultados obtidos na linearizagao (alinea 1b)), no estudo das regides de monotonia do
primeiro quadrante (alinea 1c)) e na investigacdo do dominio e contradominio das solugoes
P = P(N) de (77) pode-se concluir o esbogo do retrato de fase do sistema (76) apresentado
na Figura 59.
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Figura 59: Esboco do retrato de fases do sistema (76).

Iv.

Comecemos por esbogar, na Figura 60, o gréfico da fungao f(x) dada no enunciado,

Flz) = (w _ %) Yooy (@), 7€ [0,1]

1 1

Figura 60: Gréfico de f.

Atendendo aos resultados sobre convergéncia uniforme de séries de Fourier e as imposi¢oes do
enunciado, hd que prolongar f(z) a R de modo a que o prolongamento seja uma fungao

(i) fmpar
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(ii) periédica
(iii) continua e seccionalmente diferencidvel

(iv) com primeira derivada integrével e de quadrado integravel num periodo.

As duas primeiras condig¢oes garantem-nos que a série de Fourier é uma série de senos, a terceira
condicao implica que a série serd pontualmente convergente em R e que a soma da série de Fourier
coincide com o prolongamento de f a R, por ultimo a condi¢ao (iv) garante que a série serd
uniformemente convergente em R.

Como exemplo tem-se a funcio f (z), 4-periddica, com o grafico dado na Figura 61.

ife ]
\ o /\ |
-2z \/ 0 Yoot a2 \/ X
-1

Figura 61: Gréafico de f.

Os coeficientes de Fourier sao, entao, os seguintes
nmx

b, = ;/Qf(x)sin—dx

0 2
1

1\ . nmx 3/2 /3 . nmx
= Tz — — | sin —dx + — — 1z | sin —dz
1/2 2 2 1 2 2

(integrando por partes)

8 . nm 4 <,3n7r ,mr)
= ——=Ssin— — sin —— -+ sin —

w2 2 n2p2 4 4
e portanto a série de Fourier sera
i 8 . nmw 4 . 3nmw L nm . nnx
——sin— — —— [sin—— +sin— | | sin —.
n2m?2 2 n2n2 4 4 2
n=1
Atendendo a que f é fmpar, 4-periddica, continua com derivada em [—2,2] dada por

-1, sez€]—-3/2,—1[U]L,3/2]
=<0, sex € [—2,-3/2[U] —1/2,1/2[U]3/2,2]
1, sex €] —1,-1/2[U]1/2,1]
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a qual é seccionalmente constante e portanto integravel e de quadrado integravel. Daqui conclui-se
que a série de Fourier de f tem as condigoes exigidas no enunciado e que o seu grafico coincide com
o grafico de f apresentado anteriormente.
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Teste de 3.5.97 e resolugao.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Engenharia Mecanica, 1°Ano)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 3/5/1997
Duragao: 1h30.

I.

Considere o sistema de equagoes diferenciais lineares de primeira ordem

/

. 2 0 007

| |0 -1 10|

| = 0 22 —3 1 ||| PO (78)
T4 0 0 01 T4

1. Considere que b(t) = (1,1 +¢,¢,0)".
a) Determine a solugao geral da equagao homogénea correspondente a (78).
b) Determine uma solugao particular de (78) e escreva uma expressao para a sua solugao geral.
c¢) Determine a solugao de (78) que satisfaz a condicao inicial x(0) = (1,1,0,1)".

2. Seja agora b(t) = 0.

a) Determine todos os subespagos de R* que sdo invariantes para o sistema e para os quais o(s)
ponto(s) de equilibrio da restrigao de (78) é(sao) assimptoticamente estavel(eis).

b) Esboce o retrato de fase da restri¢ao de (78) ao subespago de maior dimensao que determinou
na alinea anterior.

II.
Considere a equacao diferencial ordindria de ordem n

2™ i a1 11720, o™ 4 (0 N g 4 g = 0, (79)
onde aj, com j = 0,...,n — 1, sao constantes reais e t > 0. Considere a nova varidvel dependente

Yy = (Y1,Y2,---,yn)" definida por y; def j=1,,G-1),
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1.a) Mostre que na nova varidvel dependente a equagao (79) transforma-se num sistema de primeira

ordem do tipo
ty' = Ay (80)

e determine explicitamente a matriz A.

b) Mostre que uma matriz fundamental para (80) é ®(t) = t4.

c¢) Conclua que uma base para o espaco das solugoes (complexas) de (79) é constituida pelas
funcoes
p(t) = t(log t)™
onde os A\ sdo os valores préprios distintos da matriz A e, para cada A, os mm sdo inteiros

nao-negativos inferiores a multiplicidade algébrica de .
(Sugestao: Poderd ser ttil utilizar a mudan¢a de varidvel independente t — s = logt. )

2. Mostre que a solucio geral da equacdo diferencial 2" + t~'2” — t=22’ = 0 é dada por z(t) =
ag + aplogt + ast?, onde ag, o e ay sdo constantes reais arbitrarias.
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Resolucgao:

I.
l.a) Observando que a matriz do sistema, que designaremos por A, é diagonal por blocos, A =
-1 10
diag(—2,4;) com A; = | —2 -3 1 |, concluimos que uma matriz fundamental é, por
0 01
exemplo,
o2t ‘
D(t) =

D4 (t)

onde ®4(t) é uma matriz fundamental para o sistema tridimensional obtido da submatriz A;.
Os valores préprios de Ay sdo os zeros do seu polindémio caracteristico,

pa, () Y det(A; — M)
—1-2) 1 0
= det -2 —-3-A 1
0 0 1-A
= (1-XNA\+4\+5)
= (1=-MNA=(=2+9)(\—(-2-1))

ou seja, s80 A\ = 1, Ao = —2+17 e A3 = —2 —i. Os vectores préprios correspondentes ao valor
préprio A; = 1 séo os elementos de N'(A; — I3) :

-2 10 U1
VGN(Al—Ig) <~ -2 —4 1 V9 =0
0 00 V3

—2v1+v9=0

—2v1 — 4wy +wv3 =0

vy = 201

{ V3 = 10?}1
1
<= v= 2 | vy, com wp arbitrario.

10
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O espago proprio complexo correspondente a Ao = —2 + ¢ é constituido pelos vectores v =
(v1,v2,v3)T tais que

1—12 1 0 V1
VGN(Al—)\ng) < -2 —-1-—3 1 () =0
0 0 3—1 V3
(1—i)?)1+?)2=0
<= —2v1+(—1—i)v2+v3:0
(3 —i)vs
— {02:—(1—1)1)1
U3:0
1
— v=| -1+ | vy,
0

com vy € C arbitrario. Por exemplo, fazendo v; = 1 tem-se

1 0
v=| -1 |+4+¢| 1
0 0

e portanto duas solugoes reais linearmente independentes sao a parte real e a parte imaginaria
da solucao complexa

1 0
T2ty e *(cost +isint) -1 | +il1
0 0
cost sint
_ —2t : . 2t .
= e —cost —sint | +e —sint + cost
0 0
cost sint
ouseja, e 2 | —cost—sint | ee ? | —sint+cost | . Assim, ®4(t) pode ser escrito como
0 0
se segue
e~ cost e sint el
Py(t) = | —ePcost —e ?sint —e Zsint +e ?cost 2!
0 0 10e
e portanto a solucao geral da equagao homogénea é
x1(t) e 2 0 0 0 ay
xo(t) | 0 e 2 cost e 2sint el Qg
z3(t) | 0 —e Ycost—e 2sint —e ?sint+e Hcost 2e as
x4(t) 0 0 0 10€! ay
onde aq,...,a4 SA0 constantes reais arbitrarias.
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b) Atendendo a que b(t) = (1,1+¢,,0)" é do tipo px(t)eM, com o grau k do polinémio vectorial
igual a 1 e com A\ = 0 podemos utilizar o método dos palpites: como A = 0 nao é valor préprio
da matriz do sistema tem-se que uma solugao particular serd do tipo qy(t) com £ <k =1¢e

portanto iremos tentar

a1 + byt
as + bat
as + bst
a4 + bat

Xpart (t) =

Temos entdo, substituindo este palpite em (78),

by -2 0 0 0 ay + bit

0 = bg . 0 —1 1 0 as + bgt .
b3 0 -2 -3 1 as + bst
by 0 0 01 a4 + byt

(bl + 2a1 — 1) + 2byt
(bg—i-ag—ag—l)—i-(bg—bg—l)t
(bg + 2a9 + 3az — a4) + (2b2 + 3b3 — b4 — 1)75

L (b4—a4)—b4t
pelo que

(b1 +2a1 —1=0 'a1:1/2
261 =0 by =0
bo+as—a3—1=0 a2:4/25
bo—b3—1=0 by =4/5
by +2a2 +3a3 —as=0 ) az=—1/25
2by +3b3 —bs—1=0 b3:—1/5
b4—a4:0 a4:0

\b4:0 \b4:0

e portanto uma solucao particular da equagao nao-homogénea é

1/2
(4 + 20t)/25
—(1+5t)/25
0

Xpart (t) =

e a solugao geral é obtida por
(1) = Xnom () + Xpare ()

1+t

9

onde X, (t) é a solucao geral da equacao homogénea associada a (78) que foi apresentada no

fim da resolucao da alinea anterior.
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¢) A solucao pedida tem de satisfazer x(0) = (1,1,0,1)" e portanto as constantes aq, ..., a4 terao
de satisfazer

1] 1 00 0] [ m [ 1/2
11 [0 1 0 1 9 n 4/25
0 0o -1 1 2 Qs —1/25
1] |0 0 0 10 | | a4 |0
ou seja
1/2 i [ (05} i o] = 1/2
21/25 o + oy ag = 37/50
1/25 | ~ | —ag+ a3+ 20y = ag = 27/50
1] | 100y i ay =1/10

2.a) Como a matriz do sistema nao tem valores préprios nulos, o inico ponto de equilibrio é x = 0.
Observando que para que a origem seja assimptoticamente estavel é necessario e suficiente
que todos os valores préprios da restricao do sistema tenham parte real negativa, e atendendo
a que, pela resolugao de 1.a), aos valores préprios com parte real negativa correspondem os
seguintes subespacos invariantes de R?,

A=-2, E ={(«,0,0,0)" : « € R}
A=-=241, F={0,5,7,0)T:8,v€R}
concluimos que os subespacos invariantes de R* para os quais a origem é assimptoticamente

estavel sao
{0} E, F e E@F.

0s quais, exceptuando o caso do primeiro que contém um unico ponto, tém dimensdao um,
dois e trés, respectivamente.

b) Os retratos de fase em E e F' podem facilmente esbogar-se por observacao de (78) e relem-
brando os célculos efectuados na alinea 1a):

= cm F tem-se o que se apresenta na Figura 62.

v
A

Figura 62: Retrato de fases em F.

= cm F' : atendendo aos cédlculos feitos anteriormente, um vector préprio correspondente a

—2+1ié
0 0
. 1 .1 0
VR + vy = 1 +1 1
0 0
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e a representacao de vy e vy no plano (z2,z3) é a dada na Figura 63.

A2
P*3
k"“\ Wy
1 X\\
it N
. Sy
N 0 .,
Y f
Y
\‘-Q | Vo
=

Figura 63: Representacdo de vg e vy no plano (za,x3).

No eixo dos x3x3 os vectores tangentes as orbitas do sistema sao

/

I 0
) . T3
T3 - —3$3
Ty 0

e portanto o retrato de fase do sistema restringido a F' é o esbogado na Figura 64.

Figura 64: Retrato de fase do sistema restringido a F'.

Consequentemente, o retrato de fase em E @ F' serd algo como se esboga na Figura 65.
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Figura 65: Retrato de fase do sistema em E @ F'.

II.
1.a) Observando que y; = t7-120-1 e que portanto z) = tijyj+1, tem-se, para j = 1,
yr =2’ =ty
para 1 < j < mn,
g = (tj—lx(j—n)’ = (= )R 4 1,0)

(] _ 1)tj*2t*(j*1)yj + tjfltijjurl
= 71— Dyj + yj+1)

e finalmente para j = n,

/
= (n—1)t"1y, +
¢! <—t*”aoz — = Vaga! — 1720, 027D fla”*ﬂ(nil))
(n— 1)t 'y —t aoys —t rarys — - =t an_oyn-1 — t an—1yn
= ¢! (—aoy1 —a1y2 — -+ — ap—2yn—1+ ((n — 1) — an—1)yn)
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Consequentemente a equagao (79) é transformada no sistema

_ -/ _ - - -

" o 1 0 0 0 0 n
Yo 0 1 1 0 0 0 Yo
Y3 o o0 2 1 0 0 Y3
il v | 2] 0 0o o 3 .. 0 0 Ya
Yn-1 0 0 0 0 (n—2) 1 Yn1
L Yn | —ap —aip —a2 —asz -+ —ap-2 (’I’L - 1) —Aan-1 | L Yn ]
=:A
b) Atendendo a que ®(t) = t4 = eA1°8? tem-se
/ Alo tl 1

ou seja td'(t) = AP(t) e portanto ®(t) é uma solu¢do matricial de (80). Como

1 =
‘I)(t)_l — (eAlogt) — e—Alogt — GA(_ logt) _ 6Alogt

estd bem definida para todos os valores de t > 0, conclui-se que ®(t) é invertivel para qualquer
t > 0 e que, portanto, é uma matriz fundamental de (80).

c¢) Da alinea anterior tem-se que uma matriz fundamental de ty’ = Ay é ®(t) = eA1°8¢, Para
qualquer matriz A existe uma matriz de Jordan J e uma matriz de mudanga de base de R™,
M, tal que A= M~1JM e portanto e = M~'e’/* M. Conclui-se assim que os elementos da
matriz e, e em particular os da sua primeira linha, sio combinacoes lineares dos elementos
da matriz e’* meAs com os A\ sendo os valores
préprios de A e os mm sendo constantes inteiras nao-negativas inferiores a multiplicidade
algébrica dos A\. Atendendo ao que ficou exposto e ao facto de, no presente caso, termos log ¢
em vez de s, conclui-se o pretendido.

, 08 quais sao multiplos de fungoes do tipo s

2. Iremos resolver esta questio de dois modos distintos’ comecando com o mais directo: atendendo
a que z(t) € C'(RT) e tendo em conta que a/(t) = arf + 2a9t, ”(t) = —a175 + 20 e
2" (t) = 20175, conclui-se que

_ _ 1 _ (e73] _ a1
(1) + 71 (1) — 7R () = 2005+t <—t—2 n 2a2) 2 (T n 2a2t>
= 20[1t73 — 0417573 + 20[27571 — 0117573 — 20[2t71

= 0

e portanto a funcdo dada é solucao da equacao diferencial. Para concluir que é a solucao
geral basta mostrar que as funcoes 1, logt e t? sio linearmente independentes em RT o que é

"Obviamente que no Teste néo era necessario apresentar os dois. . .
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facilmente conseguido observando que o determinante da correspondente matriz Wronskiana
¢é diferente de zero para t > 0 :

1 logt t2
det | 0 ¢71 2t | =242t =47t > 0.
0 —t=2 2
A segunda resolucao baseia-se na observacao de que a equacao dada é um caso particular de
(79) com n =3, ag =0, a; = —1 e ag = 1. Consequentemente, pela alinea 1.a) a matriz A é,
neste caso

0 10
A=10 11
011
cujos valores préprios sao os zeros do polinémio caracteristico

—-A 1 0
pa(A) = det| 0 1-X 1
0 1 1—-A

= AMA=NIT =N —=1)==2N=2))=-N(\-2),

ou seja, A = 0 (com multiplicidade algébrica igual a 2) e A = 2 (com multiplicidade algébrica
igual a 1). Assim, usando a alinea 1c) conclui-se que as fungoes

o1(t) = t°(logt)? = 1
pa(t) = t°(logt)" =logt
@3(t) = t2(logt)? = t?

constituem uma base para o espago das solugoes, pelo que a solugao geral serd a apresentada
no enunciado.
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Exame de 20.6.97 e resolucgdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Anilise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Engenharia Mecanica, 1°Ano)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 20/6/1997
Duracao: 1h30 + 1h30.

I.

Considere o sistema de equagoes diferenciais ordinédrias

!/

x -1 0 1 T
Y = 0 -1 0 y | +b(?) (81)
z 1 0 -1 z

1. Seja b(t) = 0.
a) Determine o(s) ponto(s) de equilibrio de (81) e estude-o(s) quanto a estabilidade.

b) Determine um subespago L de R3 tal que o(s) equilibrio(s) da restri¢gao de (81) a L seja(m) assimpto-
ticamente estdvel(eis) e que L tenha a maior dimenséo possivel.

c¢) Esboce o retrato de fase de (81).
2. Considere agora b(t) = (0, cos(2¢),0)".
a) Determine uma solugao particular de (81).
b) Determine a solugéo geral de (81).
¢) Determine a solugao de (81) que satisfaz (x(0),y(0), z(0))" = e;.

I1.

Sejam ag, a1, as e ag constantes reais e az # 0. Considere a equacao de Euler de terceira ordem
ast®z" + axt®z" + artz’ + apx = 0. (82)

1. Definindo uma nova variavel independente s pela relagao t = e® e usando a notagao f = % 1,
a) Mostre que #’ = e %%, 2" = e 25(i — 1) e 2" =e 3%(% —3i + 24).
b) Escreva a equacao diferencial ordindria resultante da aplicagdo da mudanca de varidvel ¢ — s & equagéo
(82).

2. Sejam ag = a1 = az — 2 = ag = 1. Determine a solugao geral real de (82).



I1I.

Considere a equagao diferencial ordinéria

3 w 3 z \ dw
(E‘FF)‘F(E-FE)E—O. (83)

a) Mostre que (83) tem um factor integrante do tipo pu = p(zw).
b) Mostre que a solucio de (83) com condigao inicial w(1) = 1 é dada implicitamente por 23w+ zw? —2 = 0.

¢) Determine o polinémio de Taylor de segunda ordem, no ponto 1, da solugdo dada implicitamente na alinea
anterior.

IV.

Sejam a(t) € C e b(t) € C° duas fungoes reais definidas em RT. Suponha que a(t) > 0 e considere a equacao
diferencial ordinaria de segunda ordem
(a(t)z") +b(t)z =0 (84)

A mudanga de varidveis (az’,z) — (p,0) dada por az’ = pcosf e x = psiné, usualmente designada por
transformagdo de Prifer, transforma a equagio (84) no sistema de primeira ordem

0 = ﬁ cos? 0 + b(t) sin? 0

(85)
o= (ﬁt) - b(t)) pcosfsinf
a) Justifique que os problemas de Cauchy para o sistema (85) tém solucdo local tunica e mostre que os
respectivos intervalos maximos de existéncia sao ilimitados a direita.
(Sugestao: Poderd ser itil observar que a primeira equagdo de (85) ndo depende de p(t). )

b) Considere a(t) = 1/t e b(t) = t. Determine a solugdo de (84) que satisfaz a condicio inicial z(v/2) = /3

e 2/(V3) = V3.

V.

A posicao de equilibrio de uma membrana que cobre um dominio limitado Q2 é descrita por uma funcao
u = u(z,y) € CO(Q) NC3(N) que é a solucio da equacio de Laplace Uz, + uyy = 0 em Q e que satisfaz
condigdes apropriadas em 0f).

Seja © =]0,1[x]0, 1] e considere a seguinte condi¢ao na fronteira 92

u o0 (x,y){ flz) sey=0,

0 caso contrario,

onde f :[0,1] — R satisfaz f(0) = f(1) = 0.
a) Determine uma expressao formal para u(x,y).

b) Mostre que se f € C*([0,1]), entdo a solugao formal é uma solugdo cldssica (i.e., no sentido indicado
acima) da equacédo de Laplace.
(Sugestio: Mostre que sendo f de classe C*([0,1]) entdo os coeficientes de Fourier de f convergem
para 0 pelo menos como 1/nk.)



Resolucgao:

1.a) Os pontos de equilibrio de (81) s@o os elementos do espago nulo da matriz do sistema, ou seja,
sao os pontos (z,y,z)" tais que

—z+2z=0 —0 T 1

—y=0 @{y— Sly|=al| 0],
T =z

rz—2=0 z 1

com « € R arbitrdrio. A estabilidade dos pontos de equilibrio é determinada pelo com-
portamento dos valores préprios da matriz do sistema, os quais sao os zeros do polinémio

caracteristico
—1-A 0 1
p(A) = det 0 —1-2A 0
1 0 —1-X
= (F1=M(1=X)(=1=-X)-1)
= —(14+MAN2+2))
= “AA+1)(A+2)
ou seja, Ay = 0, Ao = —1 e A3 = —2 sao os valores proprios da matriz do sistema. Como

a multiplicidade algébrica de Ay = 0 é m, = 1 e portanto a multiplicidade geométrica my,
satisfazendo 1 < m,; < m,, ¢ também igual a 1, concluimos que os pontos de equilibrio sao
todos estaveis (porque a parte real de todos os valores proprios é nao-positiva e aquele com
parte real nula tem multiplicidades algébrica e geométrica iguais) mas nao assimptoticamente
estdveis (porque existe um valor préprio com parte real nula).

b) Sabendo que os espagos préprios correspondentes a valores préprios reais sao subespagos reais
invariantes e atendendo a que se pretende determinar L de modo a que os pontos de equilibrio
do sistema restringido a L sejam assimptoticamente estéveis, hé que tomar os espacos préprios
correspondentes aos valores proprios negativos:

0 0 1 U1
E_1 = vV = (Ul,vg,vg)T . 0 0O (%) =0
1 0 0 V3
= {v=(v1,v2,v3)" : v1 = 0,v3 =0}
= {(0,a,0)" : a« € R}
1 0 1 VU1
E_2 = vV = (Ul,vg,vg)T 01 0 V2 =0
10 1| v
= {v=(v1,v2,03)" :v1 +v3 =0, va =0}

= {(8,0,-8)" : BeR}
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e portanto o subespaco L pretendido é
L=FE 16FE s={v=(8,0,—0)" : a, B € R}.

c) O retrato de fase de (81) restringido a L é, atendendo as alineas anteriores, o esbogado na

Figura 66.
oy,
Lz E.,

Figura 66: Retrato de fase de (81) restringido a L.

e portanto, atendendo a que o outro subespago invariante para (81) é o espago préprio corres-

pondente a A\; = 0, ou seja, é o espago nulo da matriz do sistema, o qual, como foi calculado
na alinea a), é

Eo={v=(7,0,7)":veR}

e atendendo a que Fy L L tem-se o retrato de fase de (81) que se exibe na Figura 67.

Figura 67: Retrato de fase de (81).

2.a) Observe-se que com o b(t) dado o sistema (81) pode-se escrever na forma



e portanto uma solucao particular pode ser conseguida tendo em conta que o subsistema para
(z,z) é homogéneo, pelo que uma solucao particular é z(t) = z(t) = 0, e, utilizando o método
dos palpites para a equagao para y, tem-se o seguinte: como cos2t = Re (em) e 2i # —1
tem-se que uma solugao particular da equacao para y serd do tipo Yp...(t) = o cos 2t + [ sin 2,
onde « e [ sdo reais que terao de satisfazer

0 = Ypui + Ypare — COS2¢
= —2asin 2t 4 25 cos 2t + acos 2t + [ sin 2t — cos 2t
(28 4+ a—1)cos2t + (8 — 2a) sin 2¢
ou seja

2B+a—-1=0 a=1/5
{5—2a:o ‘:’{ﬁ:m

e uma solucao particular de (81) é

x 0
y |(t)=| :cos2t+ Zsin2t
0

part

b) Atendendo & alinea anterior a solugao geral de (81) pode ser escrita na forma

T T 0
y | M) =]y [(t)+ | tcos2t+ Zsin2t
< < hom O
onde (z,y, )L . é asolugao geral da equacao homogénea, a qual, atendendo as alineas 1.a) e

1.b) pode ser imediatamente escrita pelo método dos valores e vectores préprios:

x ~y 0 15}
y [(t)=1]0|+|alet+ 0 |e 2.
< hom 7 0 _5
c) As constantes a, f e v tém de ser tais que a igualdade seguinte seja valida
1 ~y I3 0 0 v+ B
Ol=1]101]+ O|l+|a|+|1/5|=]a+1/5
0 gl —p 0 0 y-58
ou seja
y+8=1 268=1 a=-1/5
a+1/5=0 <= a=-1/5 << p=1/2
y-=8=0 y=4 v=1/2
e a solugao pretendida é
x 1/2 0 1/2 0
y )= 0 |+ | —-1/5 |et+ 0 | e+ | cos2t+ Zsin2t
z 1/2 0 -1/2 0
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I1.

1.a) Observe-se que t = e® < s = logt. Pelo teorema de derivacao das fungdes compostas tem-se

x/—d—x—d—xﬁ—@i—lx—e*%
Cdt dsdt  dtT tT
d d d ds
" ) (o788 — (55 D
o= g = gleri) = e

= (—ePi4eti)e® = e B(F— 1)

d d d ds

" A e FY e N
g = g eE ) = (e E ) 5

= (—2672351'? +2e Bi+e B —67285[3) e = e 3%(7 —3& + 24)
como se pretendia obter
b) Substituindo o resultado da alinea anterior e a defini¢do de s na equacao (82) obtem-se
0 = aze3®e™35(7 =33 + 20) + age®e (& — 1) + are’e %% + apx
= a3 Z +(a2 — 3a3)¥ + (a1 — az + 2a3)% + apx
que é a equacao pretendida.

2. Com ag = a1 = ag — 2 = ag = 1 e a transformacao de variaveis fornecida, a equagao da alinea

anterior é
lz+B-3-1)i+(1-34+2-)z+1-2=0,

ou seja, Z +x = 0. Denotando 4 por Dz a equacdo escreve-se (D + 1)z = 0. Para factorizar
o polinémio diferencial D3+ 1 observe-se que A = —1 é um zero de p(\) := A3 + 1 e dividindo
p(A\) por A + 1 obtém-se A2 — X\ + 1, cujos zeros sio % + @z Consequentemente a solugao
geral real da equacio (D3 +1)x =06

3 3
x(s) =cie * + c2e7° cos <§S> + c;;eéssin <§s>

com cp,cy € cg constantes reais arbitrarias. Portanto, na varidvel independente original, ,
obtém-se a solucao

1
x(t) = Cl; + coV/t cos <\/7§ logt) + c3V/tsin <\/7§ logt) .
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III.

a) Seja v = xy. Procuremos um factor integrante do tipo p = u(v). Se existir a equagao obtida por
multiplicagao de (83) por u(v) serd exacta, ou seja, verificar-se-a

0 () 3+w 0 () 3+x —
ow \M w22 oz \! x w?
'v é_{_ﬂ + i_Fi = dw §_|_i + i_{_i —
H w  x? w? 22 = x w2 2 w? H
2 —w?\ , w? — 2
wzT w2z
, 2
B=—p
W
, 2
o= —p
v

e uma solucio desta equagdo linear escalar de primeira ordem é u(v) = v? pelo que um factor
integrante para (83) é u(zw) = (rw)?.

b) Pela alinea anterior sabe-se que a equacao

3 w 3 z \ dw
2(2 W 2 (2 T \dw _
(zw) <w + x2> + (zw) <m + w2> T 0

é exacta. Escrevendo esta equagdo na forma mais simplificada

d
(322w + w?) + (3zw? + :c3)—w =0
dx
sabe-se que existe uma funcao ® tal que
9 2 3
%@(x,w) =3z7w +w ®(z,w) = 23w + 2w + hi(w)

0

—®(z,w) = 3zw? + 23 ®(z,w) = zw? + 23w + ha(x)
ow ’

e portanto pode-se escolher hi(w) = ha(x) = 0 e as solugoes de (83) sao dadas implicitamente
por 23w + w3z = C, onde C' é uma constante real arbitraria. Para a condicdo inicial dada, a
saber w(1) =1, tem-se 13 -1+ 13 -1 = C < C = 2 provando -se o pretendido.

c) Seja Py(z) o polinémio da Taylor da solu¢do em = = 1, ou seja
1
Py(z) = w(l) +w' (1) (z — 1) + 5w”(l)(gc —1)>2

Sabe-se da condigao inicial que w(1) = 1. Da equagao (83) calculada em x = 1,w = 1, vem
3 1 3 1)\ dw
S )y =0
<1+12>+<1+12> i
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ou seja, 4 + 4w'(1) = 0 e portanto w'(1) = —1. Finalmente, para calcular w”(1) derive-se
(derivada total) a equagdo (83) em relagdo a = e calcule-se o resultado em z = w = 1.
Derivando a equacao tem-se

3dw+1dw 2w . 3+1 2z dw dw+ 3+x dzw_o

w?dr  x?dr x3 2 w? wddr ) dx z  w?) dx?2
pelo que substituindo os valores vem (3 —1 —2) + (=3 + 14 2)(—1) + 4w”(1) = 0, ou seja
w”(1) = 0. Assim, a expressiao pretendida é

Pz)=1—(x—1)=2—u=z.

IV.

a) Atendendo a que a equacao para 6(t) ndo depende de p(t), podemos comegar por analizar
esta equagao. Como a(t) é continuamente diferencidvel e positivo em Rt e b(t) é continuo,
conclui-se que o membro direiro da equacao para 6 é continuo em relacao a t. E imediato
que é de classe C*®° em relacdo a 6 com derivada parcial em ordem a esta varidvel igual a
2(b(t)—1/a(t)) cos 0 sin §. Consequentemente, em regives compactas 2 C R xR a quantidade

L= sup
(t,0)eQ

1
2(b(t) — —= | cosf@sinf| = sup
< Q a(t)) ‘ (t,0)€Q

é um numero real, pelo que a fungao do membro direito da equacao para 6 em (85) é localmente
Lipschitz em relacao a 6 e o teorema de Picard-Lindel6f permite afirmar que existe uma solugao
local dnica 6(t) para os problemas de valores iniciais associados a esta equagdo. Obtida a
garantia de existéncia da fungao 6(t) pode-se substituir esta na equacao para p(t) obtendo-se
a equacao diferencial linear de primeira ordem

1
o= | —= —bt))cosf(t)sind(t)| p (86)
a(t)
e, como a fungao entre parentesis rectos é continua, conclui-se que os problemas de Cauchy
para esta equagao tém solucao local tnica.

Para concluir que os intervalos maximos de existéncia das solucoes de problemas de valores
iniciais s@o ilimitados a direita comecemos também por estudar a componente 6(t). Suponha-
se que é dada uma condicao inicial arbitraria 6(ty) = 6p. Observando que o valor absoluto
do membro direito da equagao para 6(t) pode ser majorado por |b(t)| + 1/a(t), sabemos que
|60(t)] < u(t) onde u(t) é a solugdo da equacao diferencial v’ = |b(t)| + 1/a(t) com condi¢ao
inicial u(tg) = 0y, e portanto

t

01 <00+ [ (b(s)| + 1/a(s)) ds.

to
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Como a funcao integranda estd definida e é continua em todos os valores de t satisfazendo
t > tg > 0, concluimos que o integral é finito para todos os valores reais positivos de t. Isto
implica que a dnica maneira da solugao 0(t) deixar de existir para algum valor de t < oo
¢ existir um 3 tal que nao exista limyg 0'(t), o que nao é possivel acontecer uma vez que a
derivada de 0(t), a qual é dada pelo membro direito da equagao para 6, estéd definida para
todos os valores reais de 6 e para todos os valores de t > 0. Isto permite concluir que o intervalo
méximo para 0(t) é ilimitado & direita. Quanto ao intervalo méximo para a componente p(t)
observe-se que podemos obter uma expressao para esta fungao resolvendo a equacao (86) com
uma condigao inicial p(ty) = po, vindo

p(t) = po exp [ /t: ((% - b(t)) cos 0(s) sin6(3)> ds} .

Como, atendendo as hipéteses sobre a(t) e b(t) e ao resultado do estudo do intervalo méximo
para 6(t), a fungao integranda estd definida e é continua em, pelo menos, [tg, +00), entao
podemos concluir que p(t) estard também definido neste intervalo, o que mostra o pretendido.

b) Usando a transformacao de Priifer para estes valores de a(t) e b(t) o sistema (85) toma a seguinte
forma

0 = tcos® 6 + tsin? 6 0 =t
p' = (t —t)pcosfsinb pP=0
cuja solugao geral é
2
{ 0(t) =5 +5
p(t) =
onde 5 e v sdo constantes reais arbitrarias. Consequentemente, a solugao geral do problema
dado é z(t) = p(t)sinO(t) = ysin <§ + ﬁ) e como z’(t) = tysin <§ + 5) , a condicao inicial
dada implica que se tem de ter
i ((V2)?
ﬁ:’y&lﬂ(%—kﬂ) {\/ngysin(ﬂ—kl)
. 2 e 1
V2 = /2ysin <—(\/2§) —i—ﬂ) l=~sin(f+1)
Dividindo a primeira equacdo pela segunda tem-se tan(8 + 1) = /3 e portanto 3 + 1 =
g+ km, k € No, ou seja, 3 = § — 1 + km. Consequentemente, 1 = ~y cos (% — 1+ km+ 1) =
7y cos (% + kﬂ') ou sejay = 2(—1)*, k € Ng. Observando que todas as expressoes, com todos os

possiveis diferentes valores de k, s@o iguais, podemos, sem perda de generalidade, considerar
k = 0 e a solugao pretendida vem dada por

2 7
)=2sin (= + 2 1),
x(t) sm<2—i—3 )
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V.

a) Iremos recorrer ao método de Fourier. Fazendo u(z,y) = X (2)Y (y) tem-se uy, = X" (2)Y (y) e
uyy = X (2)Y"(y) pelo que a equagdo de Laplace no quadrado 0, 1[? pode ser escrita como
X"Y + XY"” = 0. Supondo que u = XY nao se anula em ]0, 1[> podemos dividir esta equacao
por u e separar varidveis obtendo-se

X// Y//
Y(x) = _Y(y)? (Cﬂ,y) 6]0’ 1[2

e portanto tera de existir pelo menos uma constante real o tal que

Y//

(1‘) =0= % (y)7 (x,y) 6]07 1[2

XI/
X

o que resulta no seguinte sistema de equacgoes diferenciais ordinéarias lineares

X"—0X =0
Y"+oY =0.

A condicao na fronteira para u(z,y) dada no enunciado pode escrever-se do seguinte modo:
u(1l,y) = 0,u(0,y) = 0,u(z,1) =0, e u(z,0) = f(x) (cf. Figura 68).

y e
4 %//

/

4 M=0
J .

//
i \

Figura 68: Esquema das condigoes na fronteira dadas no enunciado.

Assim, nas novas variaveis tem-se X (1) = X (0) = Y (1) = 0 pelo que é conveniente comegarmos
por considerar o problema de valores na fronteira para a equacdo para X (z) :

X"—-0X=0
{ X(0) = X(1) = 0.

Estudaremos de seguida a possibilidade de obtencao de solugoes ndo-triviais (néo identica-
mente nulas) deste problema:

== Considere-se 0 = 0. A equacao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solucoes sao
X (x) = ax + b e atendendo as condigdes na fronteira 0 = X(0) =be 0= X(1)=a+b
conclui-se imediatamente que a = b = 0 e portanto a unica solugao do problema é a
solugao trivial X (x) = 0.
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= Seja agora o > 0. A solugao geral da equacao é X (z) = aeVor 4 e~V Atendendo as
condicoes na fronteira tem-se 0 = X(0) = a +be 0 = X(1) = aeV? 4 beV? cuja tinica
solucao é a = b = 0 fornecendo como unica solugao da equagao a fungao identicamente
nula X (z) =0.

= Finalmente tome-se o < 0. A solugao geral real da equagao diferencial é agora X (z) =
acos(y/|o|x) + bsin(y/|o|x). Atendendo as condigoes na fronteira tem-se 0 = X (0) =
acos0+bsin0 = a e portanto 0 = = Ocos \/F—i—b sin \/|7 = bsin \/F concluindo-
se que, ou b = 0 e obtemos a solugao X( ) =0, ousiny/|o| =0, isto é, \/|o| = /|ok| =
km,k € Ni, obtendo-se assim infinitas solugoes do problema de valores na fronteira, em
particular as fungoes Xy(x) = sin(kmx), Vk € Ny, e todas as combinagoes lineares de
um numero finito destas funcoes.

Para a equacdo para Y (y) j4 sabemos que 0 = —k?72 e portanto a equacio pode ser escrita
como Y —k?7?Y = 0 cuja solucdo geral é Y (y) = apef™ +bre "™ com ay, e by, constantes reais
arbitrarias (eventualmente diferentes para diferentes valores de k) que terao de ser escolhidas
atendendo as condicoes na fronteira. Assim, a solucdo formal da equacao de Laplace em 2
serd dada por

o
u(z,y) = Z <akek7ry + bkefk”y) sin(kmx)
k=1
em que a e by tém de ser tais que se verifiquem as condi¢Oes na fronteira

o
f(z) =u(z,0) = Z(ak + by) sin(kmx)
k=1
o
0=u(x,1) = Z(akek” + bpe ™) sin(krx).
k=1
Da segunda igualdade tem-se a; = —bge 2*™ e substituindo esta expressdo na primeira vem

—2km )b sin ke

Mg

k:l
concluindo-se assim que (1—e~2+7)

f(x), ou seja

by, sao os coeficientes da série de Fourier de senos da fungao

2 ! _
bk = WA f(l') Sln(kﬂ'.%')d.%'.

1
Designando por f; o valor do integral / f(x)sin(kmx)dr pode-se escrever by = 2fr/(1 —
0

e 2kT) = 2f.eFT /(P — e7FT) e ap, = —2fe F7 /(P — e7F™) pelo que a solucdo formal do
problema dado é
m(l-y) _ g—km(l-y)
u(x,y) =2 Z fk T —— sin(krz).
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b) Comecemos por verificar que a solugao formal u(x,y) dada na alinea anterior é continua em
[0, 1]2. Observando que todos os termos da série de u(z,y) sdo funcdes de classe C*°, e portanto
sao continuas, é suficiente verificar se a série é uniformemente convergente. Usaremos o teste-
M de Weierstrass. Para majorar os termos da série formal em (x,%) € [0,1]? observe-se que
é obvio que se tem |sin(kmy)| < 1 e que a funcao

Sp(y) déf ekﬂ'(lfy) — eikﬂ—(lfy)
ek7r _ e*lmr

tem a seguinte derivada
—kr(1—y) kn(l—y)
e +e
@ y) = ke

a qual é sempre negativa e portanto p(y) é estritamente decrescente, sendo o seu méximo em
[0, 1] atingido quando y = 0 e o seu minimo quando y =1 :

—1=9(1) <py) <p(0) =1

Consequentemente tem-se |[p(y)| < 1 em [0, 1] e pode-se majorar o termo geral da série em
[0,1]? como se segue
ekﬂ'(lfy) — eikﬂ'(lfy)

ek‘T( _ e—k‘T(

IE sin(kmx)| < |fx|.

Para determinar a variagao de |fx| com k temos de ter em atencdo que , por hipdtese, f €
C*([0,1]) e £(0) = f(1) = 0. Integrando por partes a expressdo de f; tem-se

1
fr = /Of(ﬂ:)sin(k‘wx)dx

= %/1 f'(z) cos(kmx)dx
0

Lot
= _k:271'2/0 [ (z) sin(krz)dx
— _L/l 1" (z) cos(kmx)dx
]C37T3 0

I
- = (iv) .
k47r4/0 Y (x) sin(krz)dx

e portanto
1
|fk| < WM

1
onde M = / £ (2)|dz < oo visto que a funcdo integranda é continua. Como a série
0

Dk % é convergente conclui-se, pelo teste-M de Weierstrass, que a série é uniformemente
convergente e que, portanto, a funcao u(z,y) é (pelo menos) continua.
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Para verificar se u é de classe C? prosseguiremos de modo andlogo. Comecemos pelas derivadas
em ordem a x :

B ekm(l—y) _ o—kn(1-y) ) ekm(l—y) _ o—km(1-y)
2 < L T —— sin(kmx) = |kmfy i —— cos(kmx)
M

< k77|flc| < W

o2 ekm(l=y) _ o=km(l-y) ehm(l-y) _ o=kn(l-y)
el < k I — sin(kmz) = |—k%x%f, T —— sin(kmx)
M
2_2
< Bl S 5
Para as derivadas em ordem a y tem-se
B ekm(l—y) _ o—km(1-y) ) ekm(1—y) _|_e—k7r(1—y) )
a_y (fk; N T—— sin(kmz) = |—knfi T —— sin(kmrz)
M ekﬂ—(lfy) + eikﬂ'(lfy)
- k373 ekm _ o—km
52 ekm(l—y) _ o—km(1-y) ) ekm(l—y) _ o—km(1-y) )
B (fk i T—— sin(kmx) = |K*7fy N — sin(kmx)
M
< k27r2|fk| < 122

Para estimar o comportamento da primeira derivada em ordem a y temos de estudar o
comportamento de ¥(y) = ekm(1=v) 4 e=km(1=v)  Observe-se que, para 0 < y < 1, tem-se
V' (y) = —kn(eFT(1=¥) — ¢=k7(1=9)) < 0 e portanto ¥ (y) é estritamente decrescente, ou seja,
para qualquer y € [0, 1] verifica-se

2=(1) <¥(y) <YP(0) = +e

Conclui-se daqui que

ekm(1—y) _|_e—k7r(1—y) B ¢(y) _ 6lc7r_|_e—lc7r
6l~<:7r _ eflmr - elmr _ eflmr — 6l~<:7r _ eflmr
€ Como & &
e 4 e "7
1 =1

concluimos que esta sucessao é majorada por alguma constante real N > 1 e portanto um

majorante para o médulo da primeira derivada em ordem a y é %
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Finalmente, para a derivada cruzada tem-se

62 ekﬂ(l—y) _ e—kﬂ(l—y) ) ekﬂ(l—y) + e—kﬂ(l—y)
920y (fk T —— sin(kmz) = |—k*n%fy T —— cos(kmz)
MN
< k27T2|fk-|N ~ m

Estes resultados e o teste-M de Weierstrass permitem concluir que as séries das primeiras e
das segundas derivadas parciais sao uniformemente convergentes, o que permite concluir que
u(z,y) tem segundas derivadas parcias continuas e que, portanto, é uma solugao cléssica do
problema posto.
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Exame de 18.7.97 e resolugdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Anilise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Mecénica)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 18/7/1997
Duracao: 3h00.

I.

Considere o sistema de equagoes diferenciais ordinarias lineares

2 3 0 0

, 2 2 2 2
x' = 0 0 0 0| % (87)

0 0 1 -1

a) Determine os valores e os vectores préprios da matriz do sistema (87).
b) Determine a solugao geral real de (87).
c) Identifique os dois subespacos bidimensionais de R* que sdo invariantes para (87).

d) Esboce os retratos de fase da restrigdo de (87) aos subespagos bidimensionais que determinou na alinea
anterior.

II.
Considere a equagao diferencial linear
w™ —w" + 8w — 8w =1t>+1 (88)

a) Determine a solugao geral real da equagdo homogénea correspondente a (88).

b) Determine uma solugao particular de (88) e escreva uma expressao para a solucao geral real da equagao
dada.

I1I.

Determine a solucao do problema de valor inicial

@_1—#3}
de  1-—=z
y(0) =0

indicando explicitamente o seu intervalo maximo I,,.. e qual a razao por que a solugao nao pode ser prolon-
gada a intervalos J D I ..
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IV.

Os movimentos vibratérios de uma molécula diatémica podem ser modelados, em primeira aproximagao,

pela equacao diferencial
1dV

2+ ME(QU) =0 (89)

onde z = x(t) > 0 é a distancia interatémica, V' = V(x) é o potencial interatémico e p > 0 é a massa

. . . s def def
reduzida do sistema. Considere as novas variaveis dependentes 71 = = e 75 = z'.
a) Usando a mudanga de varidveis dada, escreva o sistema de primeira ordem correspondente a (89).

b) Mostre que a funcdo E(z1,x2) = 23+ V(x1) é uma constante do movimento para o sistema que obteve
na alinea anterior.

¢) Esboce o retrato de fases do sistema quando o potencial interatémico é o potencial de Lennard-Jones

definido em R* por
o= [(8)"-2)]

onde € e a sao constantes positivas.

d) Identifique no retrato de fases da alinea anterior as regides correspondentes a érbitas limitadas e a érbitas
ilimitadas. Interprete fisicamente os resultados.

V.

Seja 2 uma placa rectangular disposta paralelamente aos eixos coordenados e feita de um material ani-
sotrépico tal que os coeficientes de conducao térmica na direccao do eixo dos xzx, D1, e na direccao do eixo
dos yy, D2, sao diferentes. A evolugao da distribuicao de temperatura na placa é modelada pela equacao do
calor 5 o2 52
U u U

— =D1— + Dy—, t,z,y) €ERT x O 90
o =~ DiggE TP o) (90)
onde u = u(t, z,y) é a temperatura, no instante ¢, do ponto (z,y) da placa Q.

1. Mostre que a mudanga de varidveis (z,y) — (£,n) definida por & def D;l/Qac en def

equagdo (90) na equagio seguinte

Dy 1/ %y transforma a

ov  0%v 0% S
E*G—gﬂLa—nQ, (t,&m) €eRT xQ (91)

onde v(t,&,n) def u(t, z(€),y(n)). Relacione Q com €.

-1/2 _

2. Seja Q =0, L1[x]0, Lo[ e considere L, Dy */? = LyD; .

a) Suponha que na fronteira 9 da placa € sdo impostas condi¢oes de Dirichlet homogéneas. Utilizando
o método de separagao de varidveis, obtenha uma expressao para a solucao geral formal do problema
(91) correspondente.

b) Suponha que a distribuicao inicial (¢ = 0) da temperatura na placa {2 é representada por uma fungao
real dada f(z,y). Forneca uma expressdao formal para a distribuicdo de temperaturas na placa em
qualquer instante subsequente ¢ > 0.
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Resolucgao:

I.

a) Designemos por A a matriz do sistema.
polinémio caracteristico,

2—A 3

0

Os valores proéprios da matriz sdo os zeros do seu

2-X 3 0
pa(A) = det “2 2o =2 2 = —Adet | -2 -2-X -2
v 0 A0 0 0 —1-2A
0 0 1 —1-2X
AA+ DA =2)(A+2) + 6]
= MA+1)(N+2)

ou seja, A\; =0, Ao = —1, A3 = iv/2 e \y = —iv/2. Os vectores proprios sdo os seguintes:

= Correspondentes ao valor préprio
2 3 0
-2 -2 =2
0= 0 0 0
0o o0 1

A =0:
0 V1 2v1 + 3vg

-2 vy | | —2v1 —2vg — 2u3 — 214
0 V3 o 0

-1 Vg V3 — U4

e portanto os vectores préprios sdo v = a(—6,4,1,1)" onde « é um escalar arbitrario.

= Correspondentes ao valor préprio
3 3 0
-2 -1 =2
0= 0 0 1
0 0 1

-2

Ao =—1:
0 w1 3wy + 3wy
wy | | —2w; — w2 — 2w3 — 2wy
0 ws - ws
0 Wy ws

pelo que w = 3(2,-2,0,—1)" com § um escalar arbitrario.

= Correspondentes ao valor préprio
[ 2 —iV/2
-2

0

0

—i\/§U3

e entdo w = y(—3,2 —i1/2,0,0)"

A3 =iv?2:

3 0 0 uy
—2—iv/2 =2 -2 U
0 —iV2 0 us
0 1 —1—-iv2 Uy

(2 — Z\/i)ul + 3us
—2uy — (2 +ivV2)ug — 2uz — 2uy

| uz — (14 iv2)uy

com -y qualquer escalar.

226



= Correspondentes ao valor proprio Ay = —iv/2, o qual é conjugado do valor préprio As,
tem-se como vectores préprios os vectores z = §(—3,2 + i\/i, 0,0)" com § constante.

b) Uma solugdo complexa correspondente ao valor préprio iv/2 é

-3 0
(2) +i _\/g (cos(V2t) + isin(v/2t)) =

0 0

[ -3 0] 0 -3
= (2) cos(V2t) + \/g sin(v2t) | +i _\/g cos(V2t) + (2) sin(v/2t)

0 0 0 0

[ —3cos(v/2t) i —3sin(v/2t)
_ 2 cos(v/2t) +0\/§ sin(v/2t) 4 2sin(v/2t) —O\/§ cos(v/2t)
0 0

Consequentemente, o método dos valores e vectores proprios fornece a seguinte solugao geral
real do sistema (87)

—6 2 —3cos(v/2t) —3sin(v/2t)

_ . 4 ) -2 ey 2 cos(v/2t) + v/2sin(v/2t) 4 d 2sin(v/2t) — v/2 cos(v/2t)
1 0 0 0
1 —1 0 0

onde a, b, c e d sao constantes reais arbitrarias.

c) Atendendo aos resultados sobre valores e vectores préprios obtidos na alinea a), ou & expressao
da solucao geral real da alinea anterior, conclui-se imediatamente que os subespacos bidimen-
sionais de R* que sdo invariantes para o sistema sao

E=L{(—6,4,1,1)",(2,-2,0,~1)"} = Eg + E_,
F=1L {(_3727070)T7 (07 _\/57 07O)T} = L{el762}7

onde E)y é o espaco proprio correspondente ao valor préprio A.

d) Como E = Ey+ E_1 e Ey é o espaco nulo da matriz A conclui-se que o esbogo do retrato de
fase do sistema restringido a E ¢é indicado na Figura 69.

Para a restricao do sistema a F' tem-se o seguinte: representando apenas as componentes
nao-nulas, as orbitas do sistema sao elipses com a posicao indicada na Figura 70, onde vy =
(=3,2,0,0)" e v; = (0,—+/2,0,0)". Para decidir o sentido das érbitas observe-se que no eixo
e 0s vectores tangentes as drbitas sdo x’ = A - (0,5,0,0)" = 5(3,—-2,0,0)T e portanto o
esbogo do retrato de fase é apresentado na Figura 71.
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Figura 69: Retrato de fase do sistema (87) restringido a E.

Figura 70: Posicao das elipses que constituem as orbitas do sistema restringido a F.

Figura 71: Retrato de fase do sistema (87) restringido a F'.



I1.

a) Sendo (88) uma equacao linear de quarta ordem, de coeficientes constantes, tem-se, escrevendo

— 4
D_dt’

(D* = D3 4+8D — 8)w =t> + 1.
Seja p(A) N1 A3 4+ 8)\ — 8. Um zero de p(A) obtem-se facilmente e é igual a 1. Dividindo
p(A) por A — 1 tem-se p(A) = (A — 1)(A3 +8). Como A = —2 é um zero de A3 + 8 tem-se,
dividindo este polinémio por A+ 2, a factorizacao p(A) = (A —1)(A +2)(A\%2 — 2\ + 4). Usando
a férmula resolvente dos polinémios de segundo grau obtem-se p(A) = (A—1)(A+2)(A— (1 +
iv3))(A — (1 —iv/3)). A solucio geral real da equacdo homogénea correspondente & equacio
(88) é, entao,
w(t) = ae' + be 2t + cet cos(V/3t) + de' sin(V/3t),

onde a,b, c e d sao constantes reais arbitrarias.

b) Usando o método dos palpites, como A = 0 nao é uma raiz do polinémio p(\) conclui-se que
uma solucao particular de (88) pode ser da seguinte forma

Wpare (1) = at® + Bt + 5.

Consequentemente, substituindo na equacio (88), tem-se (0) — (0) +8(2at + 3) — 8(at? + Bt +
v) = t2 + 1, ou seja

—8a =1 a=-1/8
16a -84 =0 <+= ¢ B=-1/4
83 -8y =1 v=-3/8
pelo que uma solugao particular é w,,.(t) = —%tQ — %t — % e a solugao geral de (88) pode ser
dada por
1 1.3
w(t) = ae' + be 2 + cet cos(V/3t) + de’ sin(vV/3t) — th - Zt ~ %
I11.

A equacao diferencial dada é separavel e portanto a solucao é facilmente calculada por integracao
directa, usando a condigao inicial,
1 d S|
= e = / dr <
o 1+ydx A

y(@)  q r
& / —dy:/ dx
0 1+y 0 1—=x
< log|l+y(z)|—0=—log|l —z|+0
< log|l+y(z)|+log|l —x| =0
& log|(1+y(x))(1 —x)[ =0
< (14+y(z))(1—z)=1 (atendendo a que quando = = 0 vem y(0) = 0)
x
® ylo) =1
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E evidente desta expressao que o intervalo méximo de existéncia da solucao é I, =] — 0o, 1]
visto que 0 estd neste intervalo, o qual é o maior intervalo de R onde a expressao acima define
uma funcao de classe C'. Nao é possivel estender a solucdo para intervalos J contendo I,,,. porque
liI{l y(z) = 400 e portanto qualquer prolongamento real de y(z) a z = 1 terd de resultar numa
T— 1"

funcao descontinua, a qual, de acordo com a definicao de solucao por nés adoptada, nao poderd ser
solucao.

a) Da mudanca de varidveis dada tem-se imediatamente 2} = 2/ = x9 e 2, = 2" = —%Cé—‘;(x) =
—%j—;/l(xl). Portanto o sistema de primeira ordem é
x| = xo
1dv (92)
xh = ———(x1).

pdxq

b) Seja z; = z1(t) e x2 = x2(t) uma solugao do sistema (92). Calculando a derivada de E ao longo
da érbita (z1(t), z2(t)) tem-se, para todo o t,

d OF , OF ,

aE(ﬂcl(t)ﬂz(t)) = 3—mx1+8—x2x2

/ /
= —1 + Ur2T
da 1 2

w1
N d:le2 HT2 wdxy

=0
pelo que E é constante ao longo das 6rbitas de (92), ou seja, é uma constante do movimento.

x xT

¢) Sendo V(z) = 4e {(“)12 - (9)6} os pontos de equilibrio de (92) sdo os pontos de R? da forma

(21,0), onde 21 é um zero de j—;/l(xl). Como
dav a\12 1 a\6 1
o= (9" e(4)'s]
dx x x /) x
B 48¢ (a)ﬁ <a>6 1
N r \z T 2
pelo que se observa imediatamente que o dnico zero é #; = a+v/2. Da expressdo acima para a
derivada de V é também evidente que V() é estritamente decrescente para 0 < z < av/2 e
estritamente crescente para x > a+v/2. Por outro lado, da definicdo de V conclui-se facilmente

que V(z) — +oo quando z — 01 e que V(z) — 0 quando x — +o0o. Esta informagao
permite-nos j& tracar o gréfico de V(z1) com x; > 0. Este é apresentado na Figura 72,

230



E;

Figura 72: Gréfico de V em R™T.

juntamente com os “niveis de energia” que usaremos para tracar o retrato de fase do sistema,
E..<FE 3<FE s<FE 1<Ey=0<E| <FEy onde E,;, def néiﬂg+ V(xy) = V(a\e/§).

z1
Como, pela alinea anterior, a fungao % px2 + V(x1) é uma constante do movimento, conclui-
se que o retrato do sistema (92) é que se apresenta na Figura 73, onde Cp, ¢ definido por
Cp; = {(z1,22) € RT X R: E(x1,22) = Ej}, ou seja, ¢ o conjunto de nivel E; da fungao
“energia total” E(x1,x32),

*y

Figura 73: Retrato de fases de (92).

O sentido das érbitas, indicado na figura acima, pode ser obtido atendendo a que, no semi-eixo

T
positivo dos 18, os vectores tangentes as érbitas sao (z],25)" = ( , —%g—;(m)) . Como V é

6 .~
decrescente em ]0, a\/§ [ tem-se x’2 > () para essa regiao do espago de fases, como se apresentou
acima.
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d) Pelo retrato de fase da alinea anterior observa-se imediatamente que a separatriz entre érbitas
limitadas e ilimitadas é a drbita assente na curva de nivel Cg, (ela prépria uma 6rbita ilimi-
tada) e conclui-se ainda o que se apresenta na Figura 74.

1, \\
e -—/7 \

A C
S J—— // &
\w«.*‘a&;s _ / / / _ < “1

\W\ \

o

/

/

Figura 74: Solugao da alinea d).

As érbitas limitadas sdo periddicas e correspondem a verdadeiros movimentos oscilatérios
dos dois atomos em torno de uma distancia interatémica de equilibrio (a qual é igual a
av/2). Séo as 6rbitas de “baixa” energia E < FEj. As érbitas de “alta” energia, com energias
totais ¥ > FEj, correspondem a movimentos nao-periédicos em que a distancia x; entre os
dois atomos tende para infinito quando ¢ — +oo : a “molécula” diatémica é demasiado
energética para ser estdvel e os seus dtomos constituintes separam-se irreversivelmente (a
menor energia que é necessario fornecer ao sistema para que este comportamento ocorra é

igual a Fy — E;, = —V(a%) > 0 e designa-se por energia de dissociagao da molécula em
causa).

V.

1. Observando que

@_3 Ou\ _ 0 (Ovde\ _ 9 (v D*1/2_D*1/2i 4l ﬁ_D—lﬁ
0z2  Ox \0x/) 0Ox \oédx) 0Ox \O¢ o7 qe\og) de 1 o€2

e analogamente, trocando x por y e £ por 7,

Pu_ a0
o2 % o2’

Conclui-se assim que D1ty + Doty = veg + vy Como v = u e t nao é alterado pela mudanca
de varidveis, os membros esquerdos de (90) e de (91) sao claramente iguais, concluindo-se que
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as equagcoes sao equivalentes, como se pretendia. A relacio entre (2 e  é facilmente conseguida
uma vez que ) é um rectangulo de lados paralelos aos eixos coordenados, ou seja, do tipo
Q) =la, b[x]c,d]. Portanto, como a < x < b & a < D}/zg <b<s D;1/2a <¢{< D;l/Qb e

analogamente para o intervalo de variacao da varidvel y, tem-se

O = | Dy, D720 x| Dy 2e, D5 2|

2.a) Atendendo ao enunciado, o problema a resolver nesta alinea é determinar uma expressao para
a solucao geral formal de

o v %
- - _ R+ 2

v(t,0,m) = v(t,m,n) =0, t>0,n7€(0,7]
U(t7 57 0) = v(t7 §7 Tr) = 07 t 2 075 e [07 7T]

(93)

Procurando solugoes do tipo v(t,&,n) = T(t)X(£)Y (n), a equagao diferencial em (93) pode
ser escrita como T'XY = TX"Y + TXY" e supondo que v(t,&,n) # 0 para todos os pontos
(t,&,m) de R*x]0, w[?, tem-se, dividindo a equagdo anterior por v = TXY,
Tl Xl/ Y/l
—(t) = =— — t R 2,
Como o membro direito é independente de ¢ e o esquerdo ¢é independente de (£,7n) tera de
existir pelo menos uma constante o € R tal que
T/ Xl/ Y/l
=) =0 ="+ o)
Observe-se agora que, na segunda equagao,

X/l Yl/

o= Y(f) + 7(77),
pode-se novamente separar varidveis: escrevendo a equacao como
X/l Y/l
7(5): —7(77)+07 (&m) €)0,x [

e notando que o membro esquerdo é independente de 1 e o direito é independente de &
conclui-se que tem de existir pelo menos um nimero real A tal que
Xl/ Y/l

FO=A= -+

As condigoes na fronteira sdo transformadas do seguinte modo: uma vez que, por hipdtese,
v(t,&,m) # 0 em R x]0,7[2, conclui-se que

0=v(t,0,n) =Tt)X(0)Y(n) = X(0)=0
0=v(t,m,n)=THXMY(n) = X(r)=0
0=w(t,&,0)=THXEY(0) = Y(0)=0
0=v(t&m) =Tt)XEY(r) = Y(r)=0



e portanto o sistema (93) fica transformado em

T =0T
X"—AX =0, X(0) =0=X(m)
Y- (o0 —AN)Y =0, Y(0)=0=Y(n)

Comecemos por estudar a possibilidade de obtengao de solugoes ndo-triviais (ndo identica-
mente nulas) da equacao para X (§) :

m== Considere-se A = 0. A equacao diferencial fica reduzida a X” = 0 cujas solucoes sao
X (&) = a& + b e atendendo as condigoes na fronteira 0 = X(0) =be 0= X(m) =ar+b
conclui-se imediatamente que a = b = 0 e portanto a tnica solucao do problema é a
solugao trivial X (&) = 0.

= Seja agora o > 0. A solugao geral da equagao é X (§) = aeV 6 4 be=VAE. Atendendo as
condigbes na fronteira tem-se 0 = X (0) =a+be 0= X(7) = aeV ™ 4 be=VAT cuja tinica
solugédo é a = b = 0 fornecendo como unica solucao da equagao a funcao identicamente
nula X (&) =0.

= Finalmente tome-se o < 0. A solucao geral real da equacao diferencial é agora X (§) =
acos(y/IN€) + bsin(y/[A€). Atendendo as condigoes na fronteira tem-se 0 = X (0) =
acos0+ bsin0 = a e portanto 0 = X (7) = 0cos(/|A\|7) + bsin(y/| A7) = bsin(/|A|7)
concluindo-se que, ou b = 0 e obtemos a solu¢do X (§) = 0, ou sin(\/mw) = 0, isto é,
\/W = /|| = k,k € Ni, obtendo-se assim infinitas solugbes do problema de valores
na fronteira, em particular as fungoes Xy (&) = sin(k€), Vk € Ny, e todas as combinagoes
lineares de um numero finito destas funcgoes.

Vejamos agora a equacio para Y (7). Sabemos ji que A = A\, = —k?

fixo, temos que resolver o problema de valores na fronteira

, ou seja, para cada k € N;

Y// ( )
{ YO S0 Vi)

Chamemos p a 0 4+ k%. A equacdo e a condicio na fronteira sdo precisamente iguais as que
estuddmos acima substituindo X por Y e A por u. Assim, sabemos que este problema sé tem
solugdes nao-triviais quando p = py = —¢2, para qualquer ¢ € Ny, e, nestes casos, uma base
do espago das solugdes é constituida por Yy(n) = sin(¢n). Naturalmente que daqui se obtém

= —k? — ¢2 com (k,f) € N? e portanto uma base para o espago de solucdes de T’ = oT ¢
constituida pela fungao T'(t) = e~ (Rt

Atendendo aos resultados acima, a solu¢ao geral formal do problema (93) é dada por

v(t,&,m) ZZ@ esin(k€) sin(fn)e —(2 4t (94)

k=1 /¢=1
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def

b) Sendo a condi¢ao inicial igual a f(x,y) e definindo F'(§,n) por F(§,n) = f(z(£),y(n)), tem-se,

atendendo ao resultado da alinea anterior,
(o.0] o ]
= Z Z ay ¢ sin(kg) sin(4n). (95)
k=1 ¢=1

Para determinar uma expressao para os coeficientes oy, ¢ comecemos por fixar uma das varia-
veis, por exemplo, a varidvel 7. Entao, fixe-se 7, escreva-se a igualdade (95) na forma

Fgm =) (Z ke Sin(%)) sin(k¢)

k=1 \/=1

e chame-se Ag(n) a fungao de n entre parentesis. Como 7 estd, por hipétese, fixo, os nimeros
reais Ag(n) sao os coeficientes da série de Fourier de senos da funcao 2m-periddica F'(-,n) e
portanto sao dados por

Atn) = = [ Py sinreyde. (96)

Por outro lado, observe-se da defini¢ao de Ag(n), a saber

n) =Y agesin(fn),
/=1

que, para cada k € Nj fixo, oy ¢ sao os coeficientes da série de Fourier de senos da funcao
2m-periddica Ag(n), pelo que se tem

O, = % /0 ' Ap(n) sin(fn)dn (97)

e substituindo (96) em (97) obtém-se a seguinte expressao para os coeficientes oy ¢ da solugao

formal geral (95):
2 rm ™
one=(2) ([ Femsin(ko) sinenyan.

A substituigao desta expressao em (94) fornece a solucdo formal pretendida.
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Teste de 9.5.98 e resolugao.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgao de Algebra e Anaélise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Engenharia Aeroespacial, Engenharia do Ambiente, Quimica, 1°Ano)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 9/5/1998
Duragao: 1h30.

I.

Considere o sistema de equagoes diferenciais ordinarias lineares

2 4 0 0
| -1 =2 ¢ 0
x = 0 0 0 R (98)

1. Seja e =0.
a) Determine todos os vectores préprios e vectores proprios generalizados da matriz do sistema.
b) Determine a solucao geral real de (98).

c¢) Identifique todos os subespacos de R* que sdo invariantes para o sistema (98).

d) Seja L o maior subespaco invariante de R* tal que o(s) ponto(s) de equilibrio da restricio de
(98) a Ly é(sao) estavel(eis). Esboce o retrato de fase dessa restrigao.

2. Considere agora € = 1.

a) Atendendo a estrutura da matriz do sistema (98), obtenha dois sistemas bidimensionais (nao
necessariamente homogéneos) que sejam “equivalentes” ao sistema quadridimensional dado;
estabeleca com precisao o que deve ser entendido por “equivalentes” na frase anterior.

b) Calcule a solugao de (98) que satisfaz a condicao inicial x(0) = e4.
(Sugestao: poderdo ser iteis as seguintes primitivas: [e 'sintdt = —%e_t(sint + cost) e
fe tcostdt = —%e~t(sint — cost) )
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I1.

Considere a seguinte equacao diferencial linear de segunda ordem
2" +p(t)z' + q(t)x =0, (99)
onde p(t) e q(t) sao fungoes continuas definidas em R.

a) Usando uma mudanga de varidveis adequada transforme (99) num sistema linear de primeira
ordem

y = A(t)y, (100)

e identifique explicitamente a matriz A(t).
b) Sendo W (t) uma matriz wronskiana de (100), mostre que (det W (t)) = —p(t) det W (t).

¢) Conclua que se todas as solugoes z(t) de (99) satisfazem (z(t),2'(t)) t:> (0,0), entao

+o0
/ p(t)dt = +o0.
0
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Resolucgao:

I.

l.a) Designemos por A a matriz do sistema. Repare-se que no caso € — 0 a matriz A é diagonal
por blocos A = diag(A;, A2), com

2 4 0 1
A1—|:_1 _2:| (§] A2—|:_2 _1:|.

Comecemos por estudar a submatriz A;. Os valores préprios de A; s@o os zeros do seu
polinémio caracteristico

2—-A 4

pAl()\):det[ ey ] =(2-A)(=2—-)\)+4= )2

ou seja Ay = Ao = 0. Os vectores préprios correspondentes sao os elementos do espago nulo

de A; — 015, ou seja
2 4 U1 o v = —2’02
[ -1 -2 ] [ Vg } =0= { vy arbitrdrio

Assim, escolhendo v = 1, uma base para os vectores préprios de A; correspondentes a A = 0
tem como dnico elemento o vector (—2,1)T e a base para os vectores préprios de A conterd o
vector correspondente, a saber (—2,1,0,0)". Pelo que foi feito conclui-se que a multiplicidade
geométrica do valor préprio duplo 0 é igual a 1. H4, portanto, que determinar um vector
préprio generalizado correspondente a este valor préprio, o qual pode ser feito por resolucao
de (A1 — 0I)w = v, onde v é um vector préprio (por exemplo: o calculado anteriormente).

Assim, tem-se
2 4 w1 o —2 w1 = —-1- 2?1}2
-1 -2 we | 1 ws arbitrario
e um possivel vector préprio generalizado é obtido fazendo we = 0, a saber (—1,0)T, pelo que
o correspondente vector préprio generalizado da matriz A é (—1,0,0,0)7.

Quanto aos valores préprios de A, tem-se:

pa,(A) = det [ :;\ _21_ \ } =(=N)(=2=A)+2=X1+2)\+2,

cujos zeros sao A3 = —1 414 e \y = —1 —i. Os vectores préprios correspondentes a A3 sao 0s
elementos u de N'(Ay — \3l>) :

0= (- xompu= | 10 [ [0 e
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ou seja, u = uy (1,—1 +19)", com uy € C arbitrario. Consequentemente, os vectores préprios
de A correspondentes sdo gerados por (0,0,1, —1-+4)". Como Ay = A3 e Ay é uma matriz real,
sabe-se que os vectores préprios associados a A4 sdo os complexos conjugados dos vectores
préprios associados a A3. Conclui-se, portanto, que os vectores préprios de A associados a A4

sdo vectores de C* gerados por (0,0,1,—1 —4)T.

b) Utilizando o método dos valores e vectores préprios pode-se concluir que uma matriz funda-
mental para o sistema associado a submatriz A; é

“Jloal=07 ol =00 ]

Para o sistema associado & submatriz As tem-se o seguinte: uma solucao complexa é

®y(t) = e [ v

(71+/[/)t 1 — 7t . . [ 1 . O
e [—1+i_ e (cost—i—zant)(__l]—i—z[l])

_ ot cost 4iet sint
o —cost —sint cost —sint

e portanto uma base para as solugoes reais do subsistema correspondente a Ay é

- cost ot sint |
—cost —sint |’ cost —sint |

concluindo-se que uma matriz fundamental é, por exemplo,

cost sint

Py(t) = et [

—cost —sint cost —sint

Atendendo & estrutura da matriz A tem-se que a solugao geral real de (98), quando € =0, é

-2 —-1-2t 0 0
1 t 0 0
x(t) = 0 0 e tcost e tsint *
0 0 —e(cost +sint) e ‘(cost — sint)

onde a € R?* é uma constante arbitraria.
¢) Comecemos por notar que os seguintes subespagos de R* sdo obviamente invariantes:

{0}, o espago trivial constituido por um tnico ponto.

R*, o espaco todo.

Como subespagos invariantes temos ainda os espagos préprios correspondentes a valores
préprios reais, ou seja

Li={xeR:x=0a(-2,1,0,0)",0 € R}
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e o espaco gerado por ug e u; onde u = ug + fu; é um vector préprio complexo de A. No
presente caso tem-se

0
0 0 +1
1

= o O O

-1+ -1

e portanto o subespaco
Ly = £{(0,0,1,-1)", (0,0,0,1)"}

¢é invariante. Consequentemente, é também invariante o espago Lg = L1 @ Lo.

d) Para que os pontos de equilibrio da restrigao de (98) sejam todos estdveis é necessirio e
suficiente que os valores préprios do sistema restringido tenham parte real nao-positiva e que
aqueles com parte real nula tenham multiplicidades algébrica e geométrica iguais. Atendendo
a isto, o espaco pedido é Ly = L3 com o L3 dado na alinea anterior: trata-se de um subespaco
tridimensional definido por Ly (o espago associado ao par de valores préprios —1 + i) e por
L; ( o espago préprio associado ao valor préprio 0, o qual tem dimensao 1 e a restricao do
sistema a L7 terd dimensao 1, pelo que as multiplicidades geométrica e algébrica do valor
préprio da restri¢ao de (98) a L; ndo podera deixar de ser também igual a 1).

O esbogo do retrato de fases da restricao de (98) a Ly ¢ imediata atendendo a decomposicao
Ls = L1®Ly: em Ly todos os pontos sdao pontos de equilibrio visto que L1 = N(A) (Figura 75).

irrdrk A S B S S TS S AP SF T A A b ; ............. AR r S FEP T mh
Figura 75: Retrato de fases da restricao de (98) a L;.

Em L, tem-se a elipse definida, pelos vectores ug e u; apresentados acima, que é apresentada
na Figura 76.

Figura 76: Elipse definida pelos vectores ug € u;.
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Atendendo a que a orientacao das érbitas no eixo x4 é a definida pelos vectores

dados por

Atendendo também ao facto de que Re(—1+ i) = —1 < 0 implica que todas as solu¢oes em

R ER I RN

[TER

Figura 77: Vector tangente a 6rbita num ponto do eixo x4.

tangentes

Lo convergem para 0 quando ¢t — 400, pode-se esbocar o retrato de fase para a restricao de
(98) a Ly como se faz na Figura 78.

1]
)
Y
“H!
e Y
LA
k!

Figura 78: Retrato de fase para a restricao de (98) a Lo

Consequentemente, em Ly = L1 @ Ly tem-se o esbogo de retrato de fase apresentado na

Figura 79.

variaveis x3 e x4 sao independentes das restantes equagoes:

FIEER

2.a) Sendo agora o parametro ¢ igual a 1, podemos comegar por observar que as equagoes para as

(101)
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Figura 79: Retrato de fase para a restricao de (98) a L; & Lo

Por outro lado, as equagoes para as varidveis x1 e x9 dependem, de facto, do comportamento
da fungdo z3(t) uma vez que a equagdo para xg é ), = —x1 — 2x2 + x3. No entanto, como
(101) pode ser resolvido independentemente do que se passa com 1 e x, 0 sistema para estas

dltimas funcgoes é
/
I . 2 4 T 0
| Y 1

onde z3(t) terd de ser previamente calculado resolvendo (101). Assim, o sistema (98) foi
“decomposto” em dois sistemas bidimensionais (101) e (102), com este ultimo ndo-homogéneo,
e as solucoes de (98) sao obtidas da maneira natural: (x1(t), z2(t), z3(t), z4(t))" é solugao de
(98) se e s6 se (z3(t), z4(t))" é solucao de (101) e (z1(t),z2(t))" é solucao de (102), e isto
constitui a “equivaléncia” referida no enunciado.

b) Usando a ideia apresentada na alinea anterior e os resultados da alinea 1.b) conclui-se que

xz3(t) | e tcost e tsint ag
z4(t) | | —e(cost +sint) e '(cost — sint) oy

HE BRIt
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ou seja, ag = 0 e ag = 1. Tem-se, entao,
x3(t) _ e tcost e tsint 0
x4(t) | | —eY(cost+sint) e !(cost —sint) 1
_ e lsint
| e7Y(cost —sint)

O sistema (102) fica agora

] =0 2 n ][]

e, pela férmula de variacao das constantes, pelos resultados de 1.b) e usando a condigao inicial
x1(0) = z2(0) = 0, tem-se

B R | s R R
t -1
o I S I DS

o[ -2 12t ] '] s 1+2s 0 J
- 1 t o -1 -2 e~ssins | *°

—2 —1-2t] ['[ (1+2s)e *sins
= s ds
1 t 1 Jo —2e ®sins
[ —2 —1—2t | [ (t+2)(sint + cost)e™ — (sint — cost)e ™t + 3
1 t (sint + cost)e™t —1 '

[ —4(1 +t)(sint + cost)e™t + 2(sint — cost)et + 2t
| (2t + 2)(sint + cost)e™ — (sint — cost)e ™t + (3 — ¢)

A solucao de (98) é obtida como indicado na alinea anterior.

I1.

a) Sejay = (y1,y2)" comy; =z ey =2'. Entdo y] =2’ = ya e yh = 2" = —p2’ —qx = —py2—qu,

pelo que o sistema para y é
BEEAE
Yo —q(t) —p@) | [ v2 |’

o qual é um sistema do tipo (100) com



b) Sendo W (¢) uma matriz wronskiana de (100) tem-se que

W(t):[u/ v,]

u v

onde u = u(t) e v = v(t) sao solugbes linearmente independentes de (99). Consequentemente
det W(t) = u(t)v'(t) — v/ (t)v(t) e tem-se

(detW(t)) = (w'— u’v)/

'U/’Ul _|_ 'LL’U” _ u”'U _ 'LL/'U/

u (=p(t)v' —q(t)v) — (—p(t)u' — q(t)u) v
—p(t)uv’ — q(t)uv + p(t)u'v + q(t)uv

—p(t)

= —p(t)

(U’U/ — U/U)

det W (t)
0 que mostra o pretendido.

¢) Se todas as solugoes de (99) satisfazem (z(t), 2/ (t)) t—>ﬁ (0,0) entao, pela mudanga de varidveis
oo
introduzida em a), todas as solugoes de (100) satisfazem (y; (t),yg(t))Tt —>_) N (0,0)", ou seja
o

BARCIE

ya(t) Qs } t — 400

)

com « e ap constantes reais arbitrarias. Isto naturalmente implica que W () tem de convergir
para a matriz nula, O, quando t — 400, ou seja, que todas as componentes da matriz
W (t) convirjam para a fungao identicamente nula, e portanto det W (t) = u(t)v'(t) — v’ (t)v(¢)
também convergird para 0 quando ¢t — 4o00. Como sabemos que (det W (t)) = —p(t) det W (¢),

t
ou seja det W (t) = det W (0) exp <—/ p(s)ds> , conclui-se que se tem de ter
0

t
t_lginoo exp( /0 p(s)ds) =0
t

e portanto lim p(s)ds = +00, ou seja

t—+oo Jj
+oo
/ p(s)ds = +o0,
0

como se pretendia.
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Ezxame de 1.7.98 e resolucao.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Anilise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Engenharia Aeroespacial, Engenharia do Ambiente, Quimica, 1°Ano)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 1/7/1998 Duracgao: 3h00.

I.

Considere o sistema de equagoes diferenciais ordindrias lineares x’ = Ax + b(t), onde

0 1 -1
A = diag [8 ;}, 0 0 0
1 0 O

1. Seja b(t) = 0.
a) Determine todos os pontos de equilibrio do sistema e estude-os quanto & estabilidade.

b) Identifique o maior subespaco invariante L de R® tal que a restricio do sistema a L tenha um
tnico ponto de equilibrio.

c¢) Esboce o retrato de fases da restrigdo do sistema ao subespago L referido na alinea anterior®.
2. Seja b(t) = tes + es.
a) Determine uma solugéo particular do sistema nédo-homogéneo.

b) Calcule a solucao do sistema nao-homogéneo que satisfaz a condigao inicial x(0) = ea.

II.

Determine a solugao geral real da equagao =’ + 22" + 22’ = sin(2t).

I1I.

Considere o problema de Cauchy

2ey + (3y* +2%)y’ =0
103
{ y(1) =1 (103)
a) Justifique que (103) tem solugéo local tnica.
b) Determine uma expressao implicita para a solucao de (103).
¢) Determine o intervalo méximo de existéncia da solucao de (103).
IV.
Para um dado sistema fisico, considere a lei de Newton escrita na forma
d*x dv (2) (104)
22 2 (r
dt? dx 7

onde V(z) : R — R é a energia potencial do sistema.

“Se néo resolveu a alinea anterior, considere L = L{e1 — 3e2, e3,es5}.



a) Mostre que a fun¢io E(z,2') = 1 (2/)* 4+ V() é uma constante do movimento para (104).

b) Usando uma mudanga de varidveis adequada, escreva um sistema linear de primeira ordem corres-
pondente a (104).

¢) Esboce o retrato de fase do sistema de primeira ordem quando a energia potencial é dada por
V(z) = —1(2? — 1)%. Identifique no retrato de fases que obteve as regides correspondentes a

orbitas ilimitadas, limitadas periédicas e limitadas nao-periédicas.

V.

Considere um fio metélico isolado, de comprimento 4. A temperatura, no instante ¢ > 0, de um ponto do
fio com coordenada x é representada por uma fungao u(t,z) € C°(Q2)NCZ(Q)NCH (Q), onde Q = R* x]0, 4]
e 2 =QUIN, e que satisfaz o problema de valores iniciais e de fronteira

Uy = DU117 (t,SC) e Q
Uug(t,0) = uy(t,4) =0, t>0 (105)
u(0,2) = (), 0<zx<4,

onde D > 0 ¢ uma constante e p(z) € C°([0,4]) ¢é a distribuic¢ao inicial da temperatura no fio.
a) Determine a solugao formal geral de (105).
b) Determine a solugdo formal de (105) quando ¢(z) =4 — .

¢) Investigue se a solugao formal da alinea anterior é, ou nao, uma solugao cléssica de (105).

VI.

O estudo de sistemas lineares autéonomos é em geral muito mais simples que o de sistemas nao-
auténomos. Em muitos casos é importante conseguir relacionar propriedades das solugoes de sistemas
nao-auténomos com o mesmo tipo de propriedades das solucoes de sistemas auténomos correspondentes.
Iremos neste grupo investigar a limitacao de solucoes em RT.

1. Comecemos pelo caso escalar:

a) Seja a € R uma constante e b(¢) uma funcdo real, continua, definida em RZ. Mostre que, se todas
as solucoes de y' = ay sao limitadas quando ¢t — +00, entdo o mesmo sucede com as solucoes de
2 = (a+b(t))z, desde que [;7°° [b(t)]dt < +o0.

2. Agora estenderemos o resultado acima para o caso de sistemas de dimensao n > 1. Para tal necessi-
tamos de um resultado auxiliar que serd o objecto da alinea a).

a) Mostre o seguinte resultado (desigualdade de Gronwall): Sejam wu(t),v(f) > 0 duas fungoes
continuas definidas para t > 0 e tais que

u(t) < a Jr/o u(s)v(s)ds (106)

para alguma constante positiva . Entao, u(t) satisfaz a desigualdade

u(t) < aexp (/Otv(s)ds) .

(Sugestao: divida (106) pelo seu sequndo membro, multiplique o resultado por v(t) e integre.)

b) Seja A € M, e seja B(t) : Rf — M,, continua. Mostre que, se todas as solucdes de y’ = Ay sio
limitadas quando t — 400, entdo o mesmo sucede com as solugoes de z’' = (A + B(t))z, desde
+
que [;7|B(t)||dt < +oo.
(Sugestao: Encare z' = (A+ B(t))z como um sistema ndo-homogéneo com termo nao-homogéneo
igual a B(t)z(t) e tenha presente a desigualdade de Gronwall.)



Resolucgao:

I.

l.a) Atendendo a que a matriz A do sistema é diagonal por blocos podemos investigar os pontos
de equilibrio de x’ = Ax estudando os espacos nulos das submatrizes na diagonal principal

de A. Vejamos: O espago nulo de [ 8 _:1)) ] ¢é constituido pelos vectores
0 1 (5] . (75} . 1
o sl ] lo)
01 —1
com « € R arbitrario. Para a matriz | 0 0 0 | o espaco nulo é formado pelos vectores
1 0 0
01 —1 us us 0
0 0 0 Uy | =0 | ug | =8| 1|,
1 0 0 us us 1

com 8 € R arbitrario. Isto permite concluir que o espago nulo da matriz A é bidimensional e
é dado por N(A) = L(e1,e4 + e5) onde os e; sdo os versores da base canénica de R®.

Quanto a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema, ela sera determinada pelo sinal
da parte real dos valores proprios da matriz A. Novamente usando a estrutura em blocos da
matriz A conclui-se que os valores proprios podem ser conhecidos a partir da determinagao
dos valores préprios das matrizes (2 x 2) e (3 x 3) indicadas acima. No caso da matriz (2 x 2),
trata-se de uma matriz triangular (superior) e portanto os valores préprios sao os elementos
da diagonal principal: 0 e — 3. Para a matriz (3 x 3) tem-se o polinémio caracteristico

-2 1 -1
p(A)=det| 0 —X 0 |= -\ +1),
10 -

cujos zeros sao 0, 1 e —i. Assim, como todos os valores proprios tém partes reais nao-positivas e
aqueles com partes reais nulas tém multiplicidade algébrica igual a multiplicidade geométrica
(iguais a 1 no caso de A =i e de A = —i e igual a 2 no caso do valor préprio nulo) conclui-se
que todos os pontos de equilibrio do sistema sao estaveis, mas nao assimptoticamente estdveis.

b) E claro que para que a restricao do sistema a um subespaco invariante L s6 tenha um ponto
de equilibrio é necessario e suficiente que L nao contenha nenhum vector préprio da matriz
do sistema A correspondente ao valor préprio nulo. Assim, como os subespacgos invariantes
de R® que nio contém elementos nao nulos de N'(A) sdo

0 espacgo proéprio associado ao valor préprio —3: Ey ={vy(e1 —3e3) : v € R}
o espago invariante associado ao par de valores préprios Ay = +i:

Ey = L(vg,vy) tal quev = vi +iv; é um vector préprio associado a i
0 espaco invariante obtido por soma directa dos anteriores: Es=F D E;
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E agora imediato que o espaco invariante procurado é L = Ej.

c) Atendendo a que L = F1® Fy com E; e Ey especificados na alinea anterior tem-se que o retrato
de fases em L pode ser obtido atravez dos retratos de fases em cada um dos subespacos de
dimensao inferior E1 e Es. Vejamos:

Em FE; o sistema é unidimensional, o valor proprio associado é igual a —3 e portanto o retrato
de fases é o indicado na Figura 80.

-0 =
0 Ey

Figura 80: Retrato de fases da restricao do sistema a Ej.

Para a restricao a Es observe-se que os valores préprios sao 4i e portanto as orbitas vao ser
periédicas, sabendo-se que as elipses que as descrevem vao ser determinadas pelo paralelo-
gramo gerado por vg e vy, onde v = vg + iv; é um vector préprio associado ao valor proprio
i (ou a —1, é indiferente). Os vectores préprios em causa sao

- 1 -1 V3 1 1 0
0 —2 0 vy | =0<=v=a« 0]l =a]| 0| +1cx 01,
1 0 —i Vs —1 0 -1
com « arbitrario. Fazendo o = 1 tem-se vy = e3 e v = —es5. Assim o paralelogramo que

determina a orientacao as elipses é o apresentado na Figura 81 e conclui-se que o retrato de
fase do sistema restringido a Fs é o apresentado na Figura 82, onde a orientagao das orbitas
pode ser facilmente obtido atendendo a que a equacdo para x5 é xf = x3 e portanto zs5(t) é
crescente no semi-eixo positivo da componente x3.

Figura 81: Paralelogramo que determina a posigao das elipses e uma dessas elipses.

Atendendo a anilise feita, podemos esbogar o retrato de fases em L apresentado na Figura 83.
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R
Q%{/ T,

Ez

Figura 82: Retrato de fases do sistema restringido a Fs.

Figura 83: Retrato de fases do sistema em L.
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2.a) Atendendo & estrutura da matriz do sistema e ao facto do termo nao-homogéneo b(t) = tes+es
ter primeira e segunda componentes nulas, concluimos que uma soluc¢ao particular do sistema
pode ser escrita como X,..(t) = (0,0,23(t),x4(t),z5(t))" onde (x3(t),z4(t),z5(t))" é uma
solucao particular do sistema nao-homogéneo tridimensional

/

T3 01 —1 T3 t
4 | =10 0 O g |+ 0
I5 1 0 0 5 1

Além desta observacdo, que permite reduzir o problema & resolucdo de uma questao para um
sistema de dimensao inferior, podemos ainda notar que a segunda equagao, para a varidavel
x4, do sistema tridimensional anterior pode ser resolvida independentemente das restantes: a
equagao é x)y = 0, cuja solugao geral é z4(t) = ay4. Substituindo este resultado nas equagoes
para as restantes variaveis x3 e x5 obtem-se o sistema

xs3 ' 10 -1 xs3 i t+ oy

x5 | |1 0 x5 1 ’
Para obter uma solugao particular deste sistema bidimensional podemos utilizar o método
dos palpites: o termo ndo-homogéneo é um polinémio de grau 1 e portanto é do tipo p1(t)e®.
Como 0 nao é valor préprio da matriz do sistema bidimensional (os quais s@o +i) conclui-se

que uma solucao particular também serd um polinémio de grau 1, podendo assim tentar-se
funcoes do tipo

ait + by
ast +by |-
Para que estas funcoes sejam solucoes terao de satisfazer
a; = 0
a | 0 —1 ait + by t+ oy as =1
|:a2]_|:1 O][a2t+bz]+[ 1 ] 61:0
b2 = Q4

e portanto uma solucao particular do sistema tridimensional acima pode ser obtida tomando
ay = 0, do que resulta (0,0,¢)" e portanto uma solugao particular do sistema original sera

Xpart (t) = (0, 0, 0, 0, t)T

b) J4 possuindo uma solugao particular do sistema, podemos escrever a solugao do sistema na
forma x(t) = ®(t)a + X,a () onde o vector a é determinado atendendo a que e4 = ®(0)c,
onde se usou a condigao inicial dada e o facto de x,...(0) = 0. Consequentemente tem-se
a = ®71(0)ey. Atendendo & estrutura em blocos da matriz A do sistema, pode-se concluir que
as matrizes fundamentais vao também ter o mesmo tipo de estrutura e como as duas primeiras
componentes de e4 sao nulas, conclui-se que as duas primeiras componentes de a e portanto da
solugao x(t) serao também nulas. Portanto, basta-nos considerar o que se passa com o segundo
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bloco, correspondente as componentes 3, x4 € x5 do sistema. Ja temos, pelos resultados das
alineas 1.a), 1.b) e 1.c), os valores e vectores préprios da matriz e, portanto, concluimos que
trés solugoes reais linearmente independentes do sistema tridimensional correspondente ao

segundo bloco sao

(pl(t) = (0’ 1a 1)T )
©5(t) = Re ((v +ivy)e') = (cost,0,sint)”
p3(t) =Im ((vg +ivy)e’) = (sint,0, — cost)”

Assim, uma matriz fundamental para o sistema tridimensional sera

0 cost sint
o(t) =11 0 0
1 sint —cost
e portanto a solucao do sistema tridimensional pode ser escrita como

- 1 r -1

x3(t) 0 cost sint 01 0 0
at) | = |1 0 0 10 0 1
x5(t) | 1 sint —cost | [ 1 0 —1 | 0
[0 cost sint | [O 1 0 0
= 1 0 0 1 0 0 1 :|
| 1 sint —cost | [ 0O 1 -1 | 0
i sint
= 1 ,
| 1 —cost+t

pelo que se conclui que a solugao pedida é

0
0
x(t) = sint
1
1 —cost+t

D(D = (=1 +))(D = (=1 —i))z =0
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A solugao geral da equagao x’’ + 22" + 22/ = sin(2t) pode ser escrita como x(t) = Tyom(t) +
Tpare(t), onde Ty (t) é a solugao geral da equagao homogénea associada e .. (t) é uma solucao
(particular) da equagao (nao-homogénea) dada. Para o cdlculo de z,,, comecemos por escrever
(:) = D(-). A equacio homogénea vem entdo dada como (D3 + 2D? + 2D)z = 0. Considere-se o
polinémio caracteristico p(\) N3 o2y o) = AN 420 4+2) = AN = (=1 +4)(A = (=1 —1)).
Consequentemente, a equacao diferencial pode ser escrita como



que tem como solucao geral real
Trom(t) = a3 + age ' cost + aze 'sint.

Para a solugao particular z,,,.(t) observe-se que o termo nao-homogéneo pode ser escrito como
sin(2t) = Im (€2Zt) e podemos assim obter uma solucao particular da equacao dada tomando a
parte imaginaria de uma solucao particular da equagao complexificada

D(D — (=1 4i))(D — (=1 —1i))z = %,

Como p(2i) = —8—4i # 0, 0 método dos palpites permite-nos afirmar que a equacao complexificada

tem solugdo particular da forma z,..(t) = ae?! para algum o € C conveniente. Como 2 (t) =

20t 2l = —daet e 2! = —8aie*, a equagdo complexificada resulta em —8aie*" — 8ot +
daie?™ = ¥ ou seja —8a —4dai = 1 <= a(-8 —4i) =1 <= a = —ﬁ = o= —1—10 + 2—101'.
Consequentemente, tem-se como solucao particular da equagao complexificada a fungao
1 L\ o
Zpart(t) = (‘ ot %2> e’
: + L, (cos(2t) + isin(2t))
= — — 4+ —i ] (cos isin
10 20
2 cos 2t + sin 2t n cos 2t — 2sin 2t .
= - i
20 20
e portanto a solucao particular pretendida é .. (t) = Im(z,..(f)) = % cos 2t — %0 sin 2¢. A solugao
geral da equacao dada serd, entao,
¢ . 1 1.
x(t) = a1 + age " cost + aze” "sint + — cos 2t — — sin 2¢.
20 10
I11.
a) Escrevendo a equacao na forma y' = — ?)y%% tem-se que f(x,y) def 3;235% ¢ uma funcao

continua definida em R?\ {(0,0)} e é de classe C! em relacdo a y (e também em relacio a ).
Consequentemente, numa vizinhanga suficientemente pequena do ponto inicial (1, 1) a funcao
é localmente Lipschitziana em relagdo a variavel y e o teorema de Picard-Lindel6f permite
concluir que (103) tem solucao local tunica.

b) Como a equagao dada pode ser escrita na forma M (z,y) + N(z,y)y’ = 0 com M(z,y) = 2zy

e N(z,y) = 3y? + 22 é natural observarmos se poderd ser escrita na forma %(I)(CC, y(x)) =0

para alguma funcao ®(x,y) conveniente. Como %—A; =2z = %—]X em todo o R? conclui-se que
a equacao dada é exacta e portanto existe ® nas condicoes indicadas acima. Isto permite-nos

determinar ® sem dificuldade:

oD

9 - M(z,y) =22y <= ®(z,y) = 2%y + h1(y)

oD

W N(z,y) = 3y° + 2° < ®(2,y) = 2°y + y° + ho(z)
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Conclui-se, entdo, que se podem escolher hi(y) = 3> e ha(x) = 0, obtendo-se ®(x,y) =
2%y +y3. A solugdo de (103) serd ®(z,y) = C, com a constante real C dada por C = ®(1,1)
121 4+ 13 = 2. A expressao implicita pretendida é y® + z?y — 2 = 0.

c¢) Observando que y3 + 22y — 2 = 0 é facilmente resolvida para z como funcio de y obtém-se,
atendendo a que z(1) =1 > 0,

2 —y3
r=ux(y) = :
() "
O dominio de z(y) é |0, v/2] . Como 2/(y) = — 1;32 /757 < 0em 10, V/2[ conclui-se que z(y)

é estritamente decrescente e é, portanto, invertivel. Consequentemente, o intervalo maximo
de existéncia da solugdo serd |, B[ com o =z (V2) =0e 8 = lin})x(y) = +o00.
y—

IV.

a) Observe-se que 4 E(z,2') = & (% (z')* + V(x)) =22 + V()2 = (" + V'(z)) 2’ = 0, onde
a dltima igualdade é devida & equacao diferencial (104). Isto conclui o pretendido.

b) Definindo y; = x e y3 = 2’ tem-se

Yy =2 =y
yy=2a" = = V'(x) = = V'(y1)

e portanto o sistema nao-linear de primeira ordem é

{ Y1 =2

yo=—V'(y)

¢) Comecemos por determinar os pontos de equilibrio e estudar a linearizagao do sistema em torno
destes. Os pontos de equilibrio sdo os pontos (y1,y2) que satisfazem o sistema

0= =0
{ 0= y_QV/(yl) — { zy/i(y% i 1) —0 — (yl,y2) = (_1’0)’ (0’0)’ (1’0)'

A matriz Jacobiana do sistema num ponto arbitréario (91,9s2) é
0 1
J(U1,92) = .

e portanto em trono de cada um dos pontos de equilibrio determinados acima tém-se as
seguintes Jacobianas e respectivos valores préprios

(31,12) = (0,0) : o= o] A = ki

(91.92) = (—1,0),(1,0) : J<—1,o>:m,o>:[g 3], N
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Conclui-se, assim, que o método de linearizacdo em torno dos pontos de equilibrio nao é
vélido para o equilibrio (0,0) visto que as parte reais dos valores préprios da matriz Jacobiana
correspondente sao iguais a zero neste caso. A linearizagao é vélida em torno de (—1,0) e de
(1,0) com a mesma matriz Jacobiana e, portanto, o mesmo sistema linear associado:

HEEIE

em que (z1,22) = (y1,¥2) — (91,%2) e (91,92) é o ponto de equilibrio em causa. Os vectores
préprios desta matriz Jacobiana sao

N =3, 0=[_§/§ —bini]’ [Z;]:a“@}
V2, Oz[\f \}EHZ;} [Z;]:ﬁ[;ﬂ

com « e 3 constantes reais arbitrarias. Atendendo a isto os retratos de fases das linearizagoes
sao o indicado na Figura 84.

A

Figura 84: Retrato de fases das linearizagdes em torno de (—1,0) e de (1,0).

Para prosseguir e estudar o retrato de fase em zonas onde a linearizacao acima apresentada
nao é valida utilizamos o facto de E(y1,y2) = E(z,2’) ser uma constante do movimento para
o sistema de primeira ordem, ji que E(x,x’) era uma constante do movimento para a equagao
(104) a qual é equivalente ao sistema de primeira ordem.

Escrevendo 1 1
2
Ey,y2) = v3 + <_Z (i —1) >
=~
=:Ec(y2) =:Ep(y1)

atendendo a que E.(y2) > 0 e a que as 6rbitas do sistema estdo contidas nos conjuntos de
nivel de E, conclui-se que para um dado valor (ou nivel) de E, digamos E};, a regiao do espago
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de fases para a qual podera haver alguma Orbita com esse valor da funcao E tera de estar
contida no subconjunto de R? no qual é satisfeita a desigualdade E,(y1) < Ej. Atendendo a
estes factos, os conjuntos de nivel de E sao facilmente obtidos a partir do grafico de E,(y1),
como se indica seguidamente.

Figura 85: Grafico de FE, e conjuntos de nivel de F.

O sentido das drbitas, que ja se indicou na figura anterior, é obtido imediatamente da primeira

» que J ) p
equagao do sistema de primeira ordem: y] = yo diz-nos que a fungao yi(t) tem derivada
positiva e é, portanto, estritamente crescente, se e s6 se yo > 0, pelo que as orbitas sao
orientadas no sentido de valores maiores de y; sempre que permanecerem em regioes onde
y2 > 0. Do retrato de fases esbogado acima conclui-se também imediatamente a informagao
quanto a limitagao das orbitas do sistema indicada na Figura 86.
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Figura 86: Informacao quanto as propriedades de limitagao das orbitas do sistema.

V.

a) Considerando u(t,x) = T(t)X(z), a equagao do calor vem escrita como T"X = DT X". Assu-
mindo que T'(t) X (x) # 0, a equagao pode ser escrita como T"/T = DX" /X, e portanto existe
pelo menos uma constante real o tal que, para quaisquer (t,z) € €, sao vélidas as igualdades

As condicoes na fronteira podem ser escritas utilizando a hipdtese u(t, z) = T'(t) X () :
= u,(t,0) = T(t)X'(0) <= X'(0) =0 porque, por hipétese, T(t) # 0
= uy(t,4) = T(t)X'(4) <= X'(4) =0 pela mesma razao.

Temos, assim, o seguinte problema de valores na fronteira para X (z) :

X"—-0X =0
{ X'(0)=0=X'(4).

Estudemos a possibilidade de obtencao de solugoes nao identicamente nulas para este pro-
blema:

m— Considere-se o = 0. A equagdo fica X” = 0, cujas solugoes sao X (z) = ax+b. Atendendo
as condicoes na fronteira e a que X'(z) = a para qualquer = tem-se a = 0 e b arbitrario,
pelo que as solugoes do problema s@o as fungdes constantes X (z) = b,V

259



— Se 0 > 0 a solugao geral da equacao é X (x) = aeVo® + e~V Atendendo as condicoes
na fronteira tem-se o seguinte sistema para a e b :

e | [22]-19]

e como o determinante desta matriz é —e~V?* 4 V7% > 0 ( 0) conclui-se que a tnica
solucao do sistema é a = b = 0 do que resulta a solugao trivial X (z) = 0.

= Finalmente tome-se o < 0. A solugao geral real da equagao diferencial é agora X (z) =
acos(y/|o]x)+bsin(y/|o|z). Como X'(z) = —ay/|o|sin(y/|o|x)+by/|o| cos(/|o|z) tem-
se, atendendo as condigdes na fronteira, 0 = X'(0) = by/|o] = b =0e 0 = X'(4) =
—a/|o]sin(4+/]o]) = 4+/]o| = km,Vk € Ny. As solugdes correspondentes sio, entdo,

k
Xk (x) = cos (%) , Vk € Ny,

e todas as combinagoes lineares finitas destas funcoes.

Dos resultados acima resulta que 0 = o, = — %, k € Np. Atendendo a isto a equagao para
T(t) é
k*m*D
T = —TTT, k € N,
cuja solugao geral é
k2m?Dt
Tk (t) = ar exp (— 716 > , k€N,

onde aj sdo constantes reais arbitrarias. Assim, a solucdo geral formal do problema é

oo 2,2
kmx k*m*Dt
u(t,x) = E a, cos (T) exp ( ST > .

k=0

b) Usando a condigao inicial e a solugao geral formal obtida na alinea anterior tem-se

= kmx
4—x:]§akcos<T>, 0<x<4

e portanto as constantes ag, k > 0, sdo as constantes de Fourier da série de Fourier de cosenos
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da fungao 8—periddica cuja restrigao a [0, 7] é igual a p(z) =4 — x. Portanto, se k > 0,

N 4
4 4

= 2/ cos lmr_x dﬂ:—l/ T COS knr_x dzx
0 4 2 Jo 4

8 . 14 1 16 1 16
= L om (k) — 5%4 sin(km) — 2723 cos(km) + 372
8
= 20 (1 — cos(km))

_ %(1—(—1)’“).

Se k =0 tem-se aj, = % (% f04(4 — x)dm) = 2 e portanto a solucao formal é dada por

too k 2.2
B 1—(-1) [ krx k*m=Dt
u(t,z) = 2+ 8;1 23 Cos ( 1 > exp ( T >
+oo
B Z 1 (2 — )7z (20 — 1)?72Dt
= 2 + 16 2 m COS (f) exXp < — T (107)

¢) Comecemos por estudar (107) quanto a continuidade. Designemos por uy(t,z) o termo geral da
série (107). Observe-se que

1
lup(t, x)| <

Consequentemente, sabendo que ), ¢=2 é convergente e utilizando o teste de Weierstrass,
conclui-se que a série do membro direito de (107) é absolutamente e uniformemente conver-
gente e como, para cada £ > 1, as funcdes u(t, z) sdo continuas em €2, pode-se concluir que
u(t,r) é uma fungao continua em Q. Para investigar se u(t,z) € C}(Q2) N C2(f) observe-se

primeiro o que se passa com as séries de termos gerais Quy/0t, Ouy/0x e 0?up/d2%. Como,

para qualquer (t,z) € Q, def [to, +00[%]0, 4], com ty > 0, se tem

D 20 — 1)*7*Dt
<—exp<—(1)$> =: Mo,

e como a série ), My é convergente, conclui-se, pelo teste de Weierstrass, que a série ) -, Qug/0t
é absolutamente e uniformemente convergente em €, e, como u; € Cf e Y, uy é convergente,
podemos concluir que u € C} (€, ), para qualquer ¢y > 0. Consequentemente u é também de
classe C} em U0, = Q. Agora quanto & diferenciabilidade de v em ordem a x tem-se,
para todos os pontos (¢,z) € ,,t0 > 0,

Ouy 1 (20 — 1)272Dty
i < - S Sl
oz (t’x)' SA20— 1) P ( 16 e,
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VI.

e portanto o teste de Weierstrass permite concluir que ), duys/0x é absolutamente e uni-
formemente convergente, visto que >, Ny < +00. O argumento apresentado acima pode ser
agora de novo aplicado a este caso para concluir que u € C.(€). Analogamente, tem-se, em

Q4, com tg > 0,
1 20 —1)2m2Dt -
<—exp<——( S 0) =: Ny,

32Ug
— 16 16

W(tﬂ)

e como ), Ny < 0o tem-se a convergéncia uniforme da série >, 0%ug /02 e, como a série
>, Oup/Ox é convergente em Qe uy € C2(12), conclui-se que u € C2(Q,) para qualquer
tp > 0, e portanto conclui-se que u € C2(12).

Isto permite concluir que a solucao formal apresentada em (107) é, de facto, uma solucao
classica de (105).

l.a) A equacao 2z’ = (a + b(t))z tem como solugao geral

At) = 2(0)exp ( /Ot(a+b(s))ds>

= 2(0)exp <at+ /O t b(s)d5>
= 2(0)e™ + z(0) exp ( /0 t b(s)ds) .

Como z(0)e® é a solugdo de 3y’ = ay com condigao inicial em ¢t = 0 igual a z(0) e como,
pelo enunciado, todas as solugdes desta equagao sao limitadas, conclui-se que z(t) serd uma

funcao limitada, quando t — 400, se exp (f(f b(s)ds) for limitada quando ¢t — 400, ou seja, se

f0+°° b(s)ds < 400 e portanto, como b(s) < |b(s)], se f0+°° |b(s)|ds < 400, como se pretendia.

2.a) Pelas hipdteses apresentadas no enunciado tem-se, para todos os t > 0, o + f(f u(s)v(s)ds >

a > 0 e portanto pode-se dividir a desigualdade (106) pelo seu membro direito. Obtem-se,
assim,
u(t)

g <1.
a+ [y u(s)v(s)ds
Multiplicando esta desigualdade por v(t) tem-se
u(t)v(®) < o(t). (108)

a+ fg u(s)v(s)ds

Atendendo a que o membro esquerdo de (108) é igual a

d
— log

- a—i—/o u(s)v(s)ds

262



tem-se, integrando ambos os membros de (108) entre 0 e t > 0 e atendendo & monotonia do

integral,
t ¢
log <a+/ u(s)v(s)ds) — log «v g/ v(s)ds
0 0

ou seja, usando (106),
t t
log u(t) < log <a —|—/ u(s)v(s)ds) < log & —|—/ v(s)ds
0 0

pelo que log(u(t)/a) < fg v(s)ds, e portanto conclui-se que
t

u(t) < aexp </ v(s)ds) ,
0

2.b) Considerando z’' = (A + B(t))z como sendo um sistema nao-homogéneo z’' = Az + B(t)z(t) e
usando a férmula de variacao das constantes para este sistema tem-se

como se pretendia.

z(t) = ez(0) + /t A=) B(s)z(s)ds. (109)
0

Como, por hipdtese, todas as solucoes de y' = Ay sao limitadas em RT, conclui-se que todos
os valores préprios de A tém parte real nao positiva e aqueles com parte real nula tém mul-
tiplicidades algébrica e geométrica iguais. Em particular, sabemos que nestas circunstancias
existe uma constante M, independente de 6 > 0 tal que, para estes valores de 6, se verifica
lleA?|| < M. Consequentemente, aplicando normas a (109) e usando as propriedades elemen-
tares das normas vectoriais e matriciais tem-se

t
A A(t—
lz®) < ale™] - [l2(0)] + a/o e - | B(s)a(s)llds
t
< aM|lz(0)] +a2M/O I1B(s)Il - lIz(s)l|ds
t
— at [ )lats)lds
0
onde se definiu o & aM||z(0)|| > 0e v(s) & a’M||B(s)|| > 0, e onde a é uma constante posi-
tiva tal que, para qualquer matriz X € M,, e qualquer vector x € R™, é vélida a desigualdade
| Xx| < a|X||-|x|| (por exemplo: a =1 se || - || for a norma matricial induzida pela norma

vectorial || -||). Aplicando a desigualdade de Gronwall (com ||z(t)|| em vez de u(t)) & tltima
desigualdade acima conclui-se que

ot < e ([ vts)is) =aesp (a2 [ 1057105 )

e portanto z(t) serd limitado quando ¢ — 400 desde que f0+°° IB(s)|lds < +oc.
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Exame de 17.7.98 e resolucgdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Anilise

EQUACOES DIFERENCIAIS

(Engenharia Aeroespacial, Engenharia do Ambiente, Quimica, 1°Ano)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 17/7/1998 Duragao: 3h00.

I.

1. Considere um sistema tridimensional de equagoes diferenciais ordindrias, lineares, auténomas e ho-
mogéneas, para o qual se sabe que A = 0 e A = —1 sao os tUnicos valores préprios distintos da
matriz do sistema e que os correspondentes espacos proprios sao ortogonais.

a) Quantos retratos de fase qualitativamente distintos existem correspondentes a esta situagao?
b) Estude a estabilidade da solucao nula em todas as situagoes identificadas.
c¢) Esboce todos os possiveis retratos de fase qualitativamente distintos.

2. Considere o sistema

x+e ey +es (110)

M\
I
o O O
\
o = O
o O =

a) Determine uma expressio para a solugdo geral de (110).

b) Determine a solugao de (110) que satisfaz a condigao inicial x(0) = e; + ez + es.

I1.

Considere a equacao diferencial 2 + px’ + qx = cos(wt), onde p, g e w sdo constantes reais.

a) Determine para que valores de p e de ¢ é que todas as solugoes da equacdo homogénea correspondente
sao limitadas em todo o R.

b) Determine para que valores de (p,q,w) é que todas as solugoes da equacao dada sdo limitadas em
todo o R.

I1I.

Seja f: R — R uma fungao continua e considere o problema de Cauchy

{ s dorve o

1. Considere f(x) = /4, para todo « € R. Resolva o problema de Cauchy (111), indicando o intervalo
maximo de existéncia da solucgao.
2. Considere agora f(x) = arctan (1 + z?) .

a) Justifique, sem tentar resolver explicitamente (111), que, também neste caso, o problema de Cauchy
tem localmente uma e uma s6 solugao.

b) Mostre que o intervalo méximo de existéncia da solugao referida em a) é limitado & direita.



IV.

Em determinados fenémenos de transferéncia de energia térmica é importante considerarem-se simulta-
neamente mecanismos de difusao e de convecgao. Um modelo unidimensional muito simples é constituido
pela equacao

ou 0%u Ju

— =(1—¢)e—5 +e—, t,z) € Q=R"x]0,1 112

S —(-gogtest, (L) 10,1 (12)
onde € €]0,1[ é um pardmetro que mede a importancia relativa da contribuicao difusiva (u,.) e conve-
ctiva (uy). Considere (112) com condigbes de Dirichlet homogéneas.

1.a) Utilizando o método de separagdo de varidveis, determine uma expressdo para a solugdo geral
formal, u(t,z;¢), deste problema.

b) Sendo dada uma condigao inicial u(0, z;e) = f(x) indique como calcularia os coeficientes da solugao
geral formal do problema.

2.a) Considere agora a condigdo inicial f(z) = 1, Va €]0,1[. Estude o comportamento dos coeficientes
de Fourier da solucao formal obtida acima quando € — 0" e quando ¢ — 1™
(Sugestdo: poderd ser ttil recordar que [e** sin(Bz)dx = (e**(asin(Bz) — Bcos(Bz))) /(a*+5?))

b) Mostre que a solugao formal é continua em €.

¢) Mostre que, para cada (¢, z) € ) fixo, o limite 1im+ u(t, z;e) existe e a fungdo limite é uma solugao
e—0
formal continua em €2 do problema limite (112) com e = 0. Estude o que se passa quando e — 1.

3. Considere (112) com e = 1. Utilize a mudanca de varidveis (¢, z) — (£,7) definida por € =z +t,n =
x —t, para mostrar que todas as solugoes da equagao sao da forma u(t, z;1) = p(x+1t) e relacione
¢ com a condigao inicial do problema.



Resolucgao:

I.

l.a) Tendo em conta que a matriz do sistema tem dimensao 3 e que os seus valores préprios distintos
sao A =0 e A = —1 conclui-se que ou um, ou o outro, mas nao os dois simultaneamente, tem
de ter multiplicidade algébrica igual a 2. H4, entao, duas hipéteses:

A=—-1 com my,=1 A=-1 com mg=2"

A){)\:O com mg =2 o B){)\:O com mg =1

onde m, ¢ a multiplicidade algébrica do correspondente valor préprio. Seja m, a multi-
plicidade geométrica (=dimensao do espago préprio) do valor préprio A. Como se sabe que
1 <mgy < my, existem duas situacgoes distintas para cada um dos casos acima, a saber

Al A=0 com mg=2 e myg=2
' A=-1 com mg=1 e myg=1

@

A=0 com mg =2 my = 1
A2 @ g
) {)\:—1 com mg=1 e myg=1

@

mg =1
mg =2

@

B.1) {i:O com mg =1

=—1 com mg, =2

A=0 com mg=1 ¢ m,=1
B.2 @ g
) {)\:—1 com mg=2 e mg=1

A cada uma destes casos estd associada uma tnica forma candnica de Jordan (a menos da
ordenacao dos blocos) e a casos diferentes correspondem matrizes de Jordan diferentes e
nao-semelhantes. Portanto estes quatro casos constituem as quatro possibilidades distintas
correspondentes a presente situacao.

b) Atendendo a classificacao dos quatro casos possiveis dada acima e ao resultado de caracte-
rizacao da estabilidade dos pontos de equilibrio de sistemas lineares, podemos afirmar que a
solucao nula nao serd, em qualquer dos casos, assimptoticamente estavel, ja que existe sempre
um valor préprio nulo. Nos casos A.1), B.1) e B.2) em que o valor préprio nulo tem multipli-
cidades algébrica e geométrica iguais, conclui-se que a solugao nula é estavel. No caso A.2),
tem-se mg, = 2 > 1 = my, para o valor préprio nulo, e a solu¢ao nula ¢ instavel.

c) Nos casos A.1) e B.1) a matriz do sistema é diagonalizdvel. Usando o facto do conjunto dos
pontos de equilibrio constituirem o espago nulo da matriz, o qual é igual ao espaco proprio
do valor préprio nulo e atendendo a ortogonalidade entre os espagos préprios fornecida no
enunciado, conclui-se que os retratos de fase nestes casos sao os apresentados na Figura 87.
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B.1) Sal 1

Figura 87: Retratos de fase nos casos A.1) e B.1).

Nos casos A.2) e B.2) a matriz do sistema nao é diagonalizédvel. No espago invariante gerado
pelo vector préprio e pelo vector proprio generalizado correspondentes ao valor préprio com
mg # mg tém-se os retratos de fase indicados na Figura 88.

Os retratos de fase sao agora faceis de obter ja que os comportamentos dos sistemas nos
espagos proprios correspondentes aos valores proprios com mg = m, Sa0 0 que se apresenta
na Figura 89. Tem-se, portanto, os retratos de fase apresentados na Figura 90.

2.a) Sabendo que a solugao geral de (110) pode ser escrita como X(t) = Xpom(t) + Xpare(t), onde
Xnom (t) € a solucao geral da equagao homogénea e x,,.(t) é uma solugao particular da equagao
nao-homogénea, comecemos por determinar X, (t). A matriz do sistema é triangular supe-
rior, pelo que podemos resolver o sistema sucessivamente comecando na iltima equagao:

zh =0 = x3(t) = a3
vh= —x9 = wa(t) =age”?
Ty = w3 = zi(t)=a3 = z1(t) = agt + a3

pelo que a solugao geral da equagao homogénea é

1 0 t (65}
Xpom(t) = | O
0o 0 1 Qa3

Uma solugao particular da equagao nao-homogénea pode ser obtida utilizando o método dos
palpites, a linearidade da equacao e a estrutura da matriz do sistema: o termo nao-homogéneo
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A.2)

Figura 88: Retratos de fase nos casos A.2) e B.2).

A.2) B.2)
E” Ea

~ - B 2y Y PR A L IR S s

[}

\

Figura 89: Comportamento nos espagos préprios com mg = mg, nos casos A.2) e B.2).

Figura 90: Comportamento nos nos casos A.2) e B.2).
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¢ h(t) = hy(t) + ha(t) com hy(t) = e ey e ha(t) = e3. Atendendo a que os valores préprios
da matriz do sistema sao A = 0 com m, = 2emy =1l e A= —1com m, = my = 1,
concluimos que uma solucao particular do sistema serd do tipo Xpa(t) = Upare () + Vpare(t),
em que U, (t) = (a1t + az)e ey e vou(t) = (ast? + ast + as,0,a6t® + azt + ag)™, onde
foi explicitamente usado o facto da estrutura da matriz do sistema implicar que a equagao
para x2(t), por um lado, e o sistema para (x1(t),z3(t)), por outro, estarem desacoplados no
sistema homogéneo, e assim permanecerem no caso nao homogéneo. Substituindo este palpite
no sistema tem-se

2ast + ay 0 01 agt?® + aqt + as 0
ae bt —aitet—age™t | =] 0 =1 0 ajte b +age”t | = | et <=
2agt + a7 0 0 0 agt? + art + ag 1
[ — a6t2 + (2&3 - a7)t + (a4 - ag) 0
= ae”t = | et =
L 2agt + a7 1
( ag — 0 ay = 1
2@3—0,7:0 a3:1/2
— a4 —as =0 — as=a
4 8
al = 1 ag = 0
2@6 =0 .
| a7 = 1 a7 = 1

e ag,as e ag sdo arbitrarios. Fazendo-os iguais a zero tem-se a solucdo particular x,..(t) =
— T ~ ~ ,
(t2 /2,te™t, t) , pelo que uma expressao para a solugao geral serd

1 0 ¢ o 512
xt)=10 et 0 ag | + | tet
0 0 1 o t
b) Usando a condicao inicial dada tem-se
1 1 00 a1 0
1{=1010 ag |+ | 0|,
1 0 01 ag 0

pelo que se conclui imediatamente que a3 = s = ag = 1 e portanto a solucdo pretendida é
stP+t+1
x(t)=| tet+et
t+1
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I1.

a) Considerando a equagao homogénea x” + pz’ + ¢ = 0, as suas solugdes podem ser determinadas

escrevendo-a na forma (D? + pD + q)x = 0 e factorizando o polinémio diferencial P(D) o
D? + pD + q. Para que todas as solucdes sejam limitadas em R é necessério e suficiente que
os zeros de P()) tenham parte real nula e sejam simples. Usando a férmula resolvente para
as equagoes algébricas do segundo grau, os zeros de P(\) sao

N = PEVP -4
: :

Analizando agora esta expressdo conclui-se que

(i)g<0=p?>—4¢>0= A_ <0< A, = as solucdes nio nulas sdo ilimitadas em R.
Consequentemente, tem de se ter g > 0.

(i) Se, com ¢ > 0, p? — 4q > 0, entdo A+ € R~ e as solucdes sao ilimitadas em R™.
Portanto, tem de ser ter p?> — 4¢q < 0, caso em que vem

e, para que Re(A+) = 0, tem de se ter p = 0, vindo, entdo, Ay = +i,/q. A regido do espaco
(p, q) pretendida é, entao, {0} x RT.

b) Sabemos que qualquer solugao nao homogénea pode ser escrita na forma x(t) = Zyom (t) + 2 pare ()
onde ,,,(t) é a solucdo geral da equagdo homogénea associada e z,..(t) é uma solucao
particular da equagao nao-homogénea. Da alinea anterior, para que x,,(t) seja limitada em
R é necessério e suficiente que (p,q) € {0} x RT. Usando o método dos palpites, uma solugio
particular da equacao nao-homogénea é do tipo a; cos(wt)+az sin(wt) se w # +,/q e é do tipo
(a1t +By) cos(wt)+ (apt + B2) sin(wt) se w = £,/q. Nesta 1iltima situacao as solugdes nao serao
limitadas em R pois em geral pelo menos uma das constantes a; e ag serd diferente de zero.
Conclui-se, assim, que tem de se ter w # £,/ e vem (p, q,w) € {0} xR x (R\ { — /7, /q}) -
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III.

1. Nestas condigoes, a equacao é =’ = ¢(1 + xQ)%, a qual é separavel e pode ser integrada como se

segue, usando a condigao inicial z(1) =0:

1L do _ 7
' =t(1+2%)% o 1+a2dt 4
z(1) =0
z(1)=0

@‘[1+é®2mmwzgﬁg@

)2 ds
/WK;L% (1
o 1+2™Ta\2 72

2
& arctanz(t) = I (&

1
2
& x(t)ztan(%(%—%)), com —g<%(%—

¢

N[
NJE]

) <

. . o . 2
Como t tem de satisfazer as desigualdades acima indicadas, conclui-se que —5 < 7 % — %) <

To —d4<t’-1<4e -3<t?<5=0<t? <54 —+b6 <t< b Observando
que quando t — +£1/5 se tem x(t) — o0, conclui-se que, de facto, o intervalo méximo de
definicdo da solucdo do problema de Cauchy em causa é I'max =] — v/5,v/5[.

2.a) Neste caso a equacao é do tipo 2’ = g(t,x), com g(t,x) o t(1 4 z?) arctan(1 4 z?). Esta

funcdo estd definida e é continua em R? e é af de classe C' em relacdo & varidvel x visto
que é obtida por composicao, produtos e somas de fungoes continuamente diferencidveis na
varidavel x. Portanto, em particular, g é localmente Lipschitziana em relacao a varidavel x e o
Teorema de Picard-Lindel6f permite concluir que o problema de Cauchy indicado tem uma
Unica solucgao local.

b) Estamos interessados em estudar o que acontece parat > 1 > 0. A solugao local, cuja existéncia

e unicidade ficou estabelecida na alinea anterior, ¢ mondtona crescente pois a sua derivada
satisfaz 2/(t) = g(t,z(t)) e a funcao g(t,x) é positiva para todos os t > 0 e para todos os
valores de x. Consequentemente z(t) > x(1) = 0 para todos os valores de ¢ > 1 para os quais
a solugdo estd definida. Para z > 0 tem-se arctan(l + x?) > arctan1 = 7. A solucao do

problema de Cauchy
{ = ( u?)
u(l) =

foi ja determinada e é igual a wu(t) = tan (% (% — %)) , a qual estd definida no intervalo

N

méximo | — /5, /5[ e tende para +oco quando t — v/5. Atendendo & relagio indicada acima
entre o membro direito desta equagao e g(t,x) e tendo presente os teoremas de comparagao,
conclui-se que x(t) > wu(t) para todos os valores de ¢ para os quais ambas as fungoes estao
definidas. Mas esta desigualdade implica que z(t) nio estéd certamente definida para t > v/5
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IV.

uma vez que u(t) — 4oo quando ¢ — /5. Consequentemente o intervalo maximo de x(t) é
limitado & direita por algum t* < /5.

1.a) Escrevendo u(t,z;e) = T(t) X (z) a equagdo (112) pode ser escrita como T"X = (1 — )T X" +

eT X' e, supondo que T'(t)X (z) # 0 para (t,x) € RT x]0, 1], obtém-se

%t) =(1- 6)%(3:) +e§(x).

Como esta igualdade tem de ser valida em todos os pontos (¢,z) do aberto R x]0, 1[, conclui-
se que existe uma constante real o tal que

Tl Xl/ X/

Tt =0=[1-¢e)~ () +e—(2),

obtendo-se assim as equacoOes diferenciais ordinarias seguintes

T —oT =0
1-e)X"+eX'—0X =0

e, atendendo as condigoes de Dirichlet homogéneas, 0 = u(t,0;¢) = T(t) X (0) e 0 = u(t, 1;¢) =
T(t)X (1), a equacao diferencial para X (z) vem suplementada com as condigdes na fronteira
X(0) = X(1) =0
1-)X"+eX'—0X =0, 0<z<1,
{ X(0)=0=X(1).

Como € €]0, 1] tem-se 1 — ¢ # 0 e dividindo a equagao por 1 — & obtém-se

LX/_
1—c¢ 1—e¢

g

X"+ X =0, (113)
a qual pode ser escrita como P(D)X = 0, com P(-) o polinémio definido por P(\) = A% +
T==A — 722 Os zeros de P(\) sdo

—e+\/e?24+40(1 —¢)

At = 2(1 —¢)

Vejamos as diferentes possibilidades:

— Se c2 +40(1 —€) > 0, ou seja o0 > — 4(1‘3—;), entao A+ € R e tem-se A_ < 0 < A4, pelo
que a solugao geral de (113) é

X(z) = e + ape?,
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Atendendo as condigoes na fronteira vira

O0=0a1+a
_ A At
0=oa1e’ + age’t.

Da primeira equagao tem-se ap = — 1 e substituindo na segunda vem 0 = al(e)‘* — e)‘+)
o que implica que a1 = 0 e portanto também o = 0, concluindo-se que a tnica solucao
é a solucao trivial X (z) = 0, que nao nos interessa.

— Se 2 +40(1 —¢) = 0, ou seja 0 = — 4(1‘5—;), tem-se também Ay € R mas agora

A+ = A_ < 0. A solugao geral de (113) sera
X(x) = 1M 4+ aoret?®

e portanto, de 0 = X (0) = oy e 0 = X (1) = aye™ + age, conclui-se que a; = ay = 0
e a Unica solugao é novamente a identicamente nula.

== Finalmente, quando e? +40(1—¢) < 0, ouseja o < — él(f—is)’ tem-se Ay € C\R e pode-se
escrever
G (D]
2(1—¢) 2(1—¢)

Designemos por p a parte imagindria de Ay. A solugao geral da equagao (113) é
X(zr)=¢€ 0o (a1 cos pxr + g sin )
e as condicoes na fronteira resultam em

0= 1(a11 + a20)

7—5 .
0=e 20-9) (ovj cos pu + g sin ).
Da primeira equagao conclui-se que a; = 0 e substituindo este resultado na segunda
7L . . . ~ ~ . . . ~ .
equacao vem 0 = e 20-9) ay sin 4, 0 que implica que as solugdes nao-triviais sdo obtidas
se e s6 se u = km, k € Ny. Consequentemente, as solu¢ées em causa sao todas as obtidas
por combinagoes lineares das funcoes

X(z)=¢€" 2(1if)xsin(kz7rzc), k € Nj.

Podemos agora resolver a equagao para T'(t) uma vez que os possiveis valores de o sdo ja
conhecidos: como tem de se ter u = km, obtém-se, da expressio de p e da condicio €% +
40(1 —e) < 0, os seguintes valores possiveis para o :

VI Fdo(l—9)]

2 2,2 2
30— o) =kr & |+40(1—¢)| =4(1—¢)’k*n
& 2 440(1 —¢) = —4(1 —e)?k?r?
& 4o(l—e)= —e? —4(1 —e)%k*r?
2
€ 22
- - .
& o =2 (1—e)km
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As solugdes da equagao para T'(t) sao, entao,

2
T(t) = QO eXp [(—ﬁ—(l—&)kg'ﬂj) t:| s k‘GN1
A solucao geral formal é, portanto,
_€ _e? o= 2 2
u(t,z;e) = ¢ T—o e =" Z oy sin(kmx)e” 1=k (114)

k=1

b) Sendo dada a condigao inicial u(0,z;¢) = f(x) tem-se

+o00
f(@) =u(0,z;6) = e 20-97 Z ay sin(krz),
k=1

ou seja,
e2=9" f(x) = Z oy sin kmz.
k=1

Consequentemente, as constantes aj, sao os coeficientes da série de Fourier de senos da fungao
£
T , . . ~ 57 L
periédica de periodo 2 que em |0, 1[ coincide com a fungao e20-9" f(x), havendo, portanto,
que prolongar esta fungdo a R como uma fungao impar (para que a série de Fourier seja de
senos) de periodo 2. Assim sendo, os coeficientes de Fourier sao calculados por

1 [
o = 2/ f(x)e20-97 sin(knx)dz, k € Nj.
0
2.a) Sendo dada f(x) =1, Vx €]0, 1], tem-se, pela alinea anterior e atendendo a sugestao,

1 €
o = 2/ e20-9 " sin(knx)dx
0

e . . 1
., e20-¢) (ﬁ sin(kmx) — km cos(/mrm))

4(16725-:)2 + kP 0
1—(—1)kexa-2
= 8km(l—¢)?
=€) i~ oy
Consequentemente tem-se
, I—(-DF1  _1-(—-1F
esor F T O Ty Ak =
e €
1 —( = 1)ke2a—9 1—(—1)ked
lim o = 8kw lim ( 5 ) = 8km lim %;
e—1— e—1— ﬁ) +4k2ﬂ'2 S—+oo 02 +4k?m
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usando a regra de Cauchy para o levantamento de indeterminagoes obtem-se imediatamente

li ¢ Hm ©— g
m ———"7—-7= m — = 1im e
S——4o00 02 + 4k2 72 §—+o00 20 §——+o0

S 4o

e portanto tem-se lim,_,;- o = 00 (00 quando k é impar e — oo quando k é par).

b) Seja
. _(1_ 2.2
ug(t, ;€) = oy, sin(krax)e” 1R T
com os coeficientes «y obtidos na alinea anterior. E evidente que cada uma das fungoes
ug(t,x;€) é continua em € como fungao das varidveis ¢ e x. Da alinea anterior tem-se que

ag ~ O(1/k) quando k — oo e portanto, para qualquer ¢ > ¢y, com ¢y > 0 fixo, tem-se
lug(t, z,e)| < (const)k —(-ek*mto —. £, (115)

Como ), M}, é uma série convergente, o teste de Weierstrass permite concluir que a série
> i Uk(t,x;€) é absolutamente e uniformemente convergente e portanto a sua soma é uma
funcao continua em €, := [tg, +00[x]0,1[. Como ty > 0 é fixo e arbitrério, conclui-se que a
soma da série é uma funcao continua também em €2 = Ut0>OQt0 Atendedo a (114), a solugao

formal é o produto desta série pela funcao e e ! , a qual é continua em (2, pelo
que se conclui o pretendido.

c¢) Comecemos por estudar o limite ¢ — 0", Neste caso é imediato que

. _ 2,2
lim u(t,z;¢) = lim E ay sin(krz)e —(I—e)k*mt
e—0* 5%0"‘

O argumento utilizado na alinea anterior para a continuidade da soma da série em relagao
as variaveis ¢ e  pode ser de novo aplicado para o estudo da sua dependéncia em . Se
£ < 1 o argumento entdo usado é valido sem alteracao e (115) permite concluir que a série
é absoluta e uniformemente convergente e que a sua soma é continua em todos os pontos
(t,z;¢) € RTx]0,1[x]0, 1[. Consequentemente

. . _(1— 2.2
lim u(t,z;¢) = lim Zak sin(kma)e”(1—ok T
e—=0F e—=0+ P
+oo
. . . (11— 2.2
= Zsm(kwx) lim oy - lim e~ (mek
1 e—07F e—07t

k

+o0
1-(—1
= Z 2(7) sin(kﬂx)e_kQWQt.
P km
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Designemos por v(t,z) a fungao limite assim determinada. Comecemos por ver que v(t, )
é continua em (). Usando exactamente o mesmo argumento da alinea anterior pode-se, para
t >ty > 0, majorar os termos da série que define v(¢,x) por

1
Nj, := (const) Ee_kQWQtO

e como y_, Nj é uma série convergente, o teste de Weierstrass pode ser aplicado para obter a
convergéncia absoluta e uniforme em €y, da série que define v(¢, ) e, portanto, a continuidade
desta funcao em €, Vtp > 0, e consequentemente também em Q = U ~08,. J4 tendo
mostrado a continuidade de v(¢,z) em ) temos agora de verificar que é solucao formal de
(112) com & = 0. Comecando pelas condi¢oes na fronteira:

+00 k
1-(—-1
v(t,0) = E Q#Sin(lm())ek%% = 0, Vt
k=1
+00 k
1-(-1
U(t71) = E Q#Sin(lﬂﬂ'l)elﬁﬂjt = 0, Vt.
k=1

Quanto & condigao inicial tem-se

+0o0o o 1\k
v(0,z) = Z 2% sin(kmx)
k=1

pelo que ap = 2(1 — ( — 1)¥)/(kn) serdo os coeficientes de Fourier da expansdo em série
de Fourier de senos da fungao impar e 2—periédica cuja restrigao a ]0,1[ é igual a v(0,z).
Observando os célculos feitos na alinea 2.a) conclui-se imediatamente que se tem v(0,z) =
1, Vz €]0, 1[. Por fim, formalmente, isto é, supondo que se pode derivar termo-a-termo a série
que define v(¢, ), tem-se

ov = 2 2
— = ZQkﬂT (—1)* —1) sin(krz)e Fm
- ()

o _ +§2 <1 (- 1)k) cos(kwx)e*k%%
Ox P

Ox?
pelo que se verifica imediatamente que

ov B 0%

ot 9a?

e portanto, formalmente, v(t,z) é a solugdo u(t,x;0) do problema de valores iniciais e de
fronteira para a equacao limite quando € = 0.
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Quanto ao limite € — 17 nada podemos concluir de modo simples ja que, no argumento da

alinea anterior, a utilizagdo da majoragao (115) falha quando £ = 1 uma vez que se tem My, ~

O(1/k) quando k — 400 e portanto ), M) nao é uma série convergente. Consequentemente,

nao podemos garantir a continuidade da fungao u(t,x;¢) em e = 1. Para agravar o problema,
2

. —5=—=r —=—t . ..
observe-se que lim,_ ;- e 20-97¢ 40-9" = (0 mas lim._,;- o = 00, 0 que significa que,
mesmo que a continuidade da soma da série em ¢ = 1 pudesse ser garantida de algum outro
modo, estarfamos perante uma indeterminagao 0 - co cuja elucidagao se adivinha dificil.

3. Com € = 1 a equagao (112) fica uy —u, = 0. Considerando a mudanca de varidveis apresentada e
designando por w a funcdo u nas novas variaveis, isto é, u(t,z;1) = w(§(t, x),n(t, x)), tem-se

Up = We&t + Wy = Wg — Wy
Uy = Wey + Wyt = We + wy)

e portanto a equacao dada transforma-se em
0=wu —up = we —wy —we —wy = — 2wy,.

Primitivando ambos os membros de w, = 0 em ordem a 7 vem w(§, 1) = ¢(§), para alguma
funcao ¢ de classe C'. Pela relacio entre u e w e usando a mudanca de variaveis dada conclui-se

imediatamente que
u(t @i 1) = (@ +t).

Se for dada uma condicao inicial u(0,z;1) = f(x) entao é evidente que f(x) = u(0,z;1) =
o(z + 0) pelo que se conclui que ¢ = f e a solugao é

u(t,z; 1) = f(z +1t).
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Exame de 11.9.98 e resolugdo.
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Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Secgdo de Algebra e Andlise

EQUACOES DIFERENCIAIS

Engenharia Aeroespacial, Engenharia do Ambiente, Quimica, 1°Ano
g P ) g

Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 11/9/1998 Duracgao: 3h00.
1.
Considere o sistema
1 -1 0 0
, 2 -11 o0
=1 T o |x+b) (116)
0 0 0 -1

1. Seja b(t) = 0.
a) Determine todos os pontos de equilibrio de (116) e estude-os quanto & estabilidade.

b) Identifique o maior subespago invariante L de R* tal que a restricao do sistema a L tenha um
unico ponto de equilibrio.

c¢) Esboce o retrato de fases da restricio do sistema ao subespaco L referido na alinea anterior®.
2. Seja b(t) = eley + e3.

a) Determine uma solugao particular do sistema nao-homogéneo.

b) Calcule a solugdo do sistema nao-homogéneo que satisfaz x(0) = —3e; + e + eq.

11.

Considere a fungao real z(t;w) definida em R x RT, a qual, para cada valor fixo do parametro w,
é a solucao do problema de Cauchy

d2_x + 2 = coswt
dt? (117)
z(0;w) = 2/(0;w) =0

a) Calcule z(t;w) quando w # 1.

b) Usando o resultado da alinea anterior e a continuidade da fungao z(t;w), calcule x(t;1).

8Se nio resolveu a alinea anterior, considere L = L{e1,e2,e4}.
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I11.
Considere o problema de Cauchy

<sin(gg + ) + 2z cos(x + y)) + 2z cos(z + y)j—i’ =0
(118)

y)=1-1
a) Justifique que (118) tem solucao local tnica.

b) Mostre que a equagao diferencial em (118) tem um factor integrante do tipo u = pu(x +y) e que
a solucdo do problema de Cauchy (118) pode ser dada implicitamente por 2z sin?(z +y) = 1.

c¢) Determine uma expressao ezplicita para a solugao de (118) e diga qual é o seu intervalo maximo.

IV.

Em certas situagoes é importante, conhecendo o estado actual de um sistema, saber quais foram
os seus estados no passado. Matematicamente isto corresponde a, dada uma condicao inicial em
t = 0, investigar o comportamento do sistema para t < 0.

Ao invés do que se passa com EDOs lineares auténomas, o comportamento das soluges de
EDPs lineares auténomas pode ser muito diferente para ¢ > 0 e para ¢t < 0; em particular, com a
mesma condicao inicial, pode existir solugao para todos os t > 0 e nao existir para nenhum ¢ < 0.

O presente exercicio ilustra esta situagdo no caso muito simples da equacao do calor com
condicoes de Dirichlet homogéneas

{ Ut = Ugg (t,x) € Rx]0,1[

u(t,0) =u(t,1) =0, teR (119)

1. Comecemos por considerar o caso t > 0.
a) Determine a solucao formal geral de (119).

b) Determine a solucao formal de (119) que satisfaz a condico inicial

o= {7, 22E0 i

(Observagao: Poderd ser 1itil ter presente que [xsin(ax)dx = a% sin(az) — Lz cos(ax).)

c) Mostre, justificando detalhadamente, que a solucao formal da alinea anterior é uma solugao
cléssica de (119)-(120), isto ¢, que u(t,z) € CO)NCH) NC2(R), com Q =R+ x]0,1] e com
Q=QUaN =R x [0,1].

2. Seja agora t < 0. Justifique que a expressao formal ndo define uma solugao classica de (119)-
(120) para nenhum ¢ < 0.
(Sugestao: Estude o que se passa em x = 1/2.)
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Resolucgao:

I.

1.a) Os pontos de equilibrio do sistema sdo os pontos x., € R* tais que x., € N(A), onde A é
matriz do sistema. Consequentemente tem-se

1 -1 0 0 T Tl — T2
0— 2 -1 1 0 T2 . 2x1 — o + x3
10 00 O x3 | 0 ’
0O 0 0 -1 T4 —T4
pelo que vem x4 = 0, 23 = 1, 3 = —x; e os pontos de equilibrio sdo x., = (o, @, —,0)",

com « € R arbitrario.
A estabilidade dos pontos de equilibrio é determinada pelo sinal da parte real dos valores
préprios da matriz A, os quais sao zeros do polindmio caracteristico:
0 = det(A— )
1—A -1 0 0

2 —1-X 1 0
= det) 0 - 0

0 0 0 —1-2X
= AMA+ DA+ 1).

Os valores préprios sao, entdao, A = 0,A = —1 e A = =£i. Como os valores préprios com
parte real nula tém multiplicidades algébricas iguais a 1 e como 1 < my < m,, conclui-se
que para todos eles my, = m, e portanto os pontos de equilibrio sao todos estdveis (mas nao
assimptoticamente estdveis).

b) Para que a restrigdo de (116) a L tenha um tnico ponto de equilibrio é necessério e suficiente
que L nao contenha elementos do espaco préprio correspondente ao valor préprio nulo. Os
subespacos de R* invariantes para o sistema sdo, além de A/(A), o espago préprio correspon-
dente ao valor proprio A = —1 e o espago gerado por vy e vy, onde w = wg + iw; é um vector
préprio associado ao valor préprio A\ = i.

O espago préprio correspondente a A = —1 é constituido pelos vectores v = (vy, v, v3,v4)" #
0 tais que
0 = (A+1)v
2 -1 0 0
_ 2 0 10
N 0 0 10
0 0 00

= (2u1 — v2,2v1 + v3,v3,0)"
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ou seja v; = vo = v3 = 0 e portanto F = {(0,0,0,5)" : 8 € R é arbitrario} é um subespaco
invariante. O espago préprio complexo correspondente a A = ¢ é constituido pelos vectores w
que satisfazem

0 = (A—il)w
1—12 -1 0 0
2 —1—7 1 0
0 0 —1 0
0 0 0 —1-—1
= ((1 — i)w1 — wo, 2w — (1 + i)UJQ, —iws, —(1 +z’)w4)T

e portanto we = (1 — i)w;, w3 = wy = 0, donde se conclui que um vector préprio é w =
(1,1,0,0)T +4(0,—1,0,0)T e o subespago de R* invariante ¢ F' = £{(1,1,0,0)",(0,1,0,0)}.

Consequentemente, como R* = N (A) + E + F, conclui-se que L = E + F é o subespaco
pretendido.

c¢) O retrato de fases da restrigao do sistema a F' é constituido por drbitas periddicas representadas
geometricamente por elipses cuja orientagdo é determinada pelos vectores wy = (1,1,0,0)" e
w; = (0,1,0,0)" (cf. Figura 91).

Figura 91: Paralelogramo e elipse determinados pelos vetores wy e wy.

O sentido de percurso das érbitas é determinado directamente pela equacao, por exemplo
estudando o que se passa no eixo dos x7 :

1 -1 0 0 I T
o211 0 0| | 2m
0 00 O 0 0
0 00 -1 0 0

e portanto z1 e xo sdo crescentes se x1 > 0, pelo que o sentido é o apresentado na Figura 92.

O subespaco invariante E é unidimensional e o valor préprio correspondente é A = —1, pelo
que o retrato de fases é o apresentado na Figura 93.

Um esbogo do retrato de fases da restrigao de (116) serd, entao, o dado na Figura 94.
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Figura 92: Retrato de fases do sistema restringido a F'.

Figura 93: Retrato de fases do sistema restringido a F.

Figura 94: Retrato de fases do sistema restringido a L.
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2.a) Considerando agora o sistema nao-homogéneo

/

- 1 -1 0 077 0
T2 12 -1 1 0 T2 et
zs | Lo o0 oflax || 1| (121)
74 0 00 —1 || a 0

Pretendemos nesta alinea apenas uma solugao particular de (121) pode-se comegar por ob-
servar que a equacao para x4 ¢ homogénea e desacoplada das restantes equagoes e é igual a
x)y = —x4 tendo, portanto, x4(t) = 0,Vt, como uma possivel solu¢do. A equagdo para 3 é
xh = 1, para a qual uma solugao possivel é x3(t) = t e substituindo isto na equacdo para s
esta toma a forma z, = 221 —x9 +t +sin 2t. Assim sendo, o sistema (121) reduz-se ao sistema

bidimensional .
T . 1 -1 T1 0
B R | s S P | (122

Os valores préprios da matriz deste sistema sdo A+ = +i. O termo nao homogéneo é

o[ L] [1]m 1)

e como quer u = 0 quer u = 1 sao diferentes dos valores préprios da matriz do sistema, o
método dos palpites permite-nos afirmar que o sistema (122) tem solugdes particulares do
tipo

| et +az+ aset
Xpare () = [ bit + by + bse }

Substituindo esta expressao de X,...(t) no sistema (122) tem-se

o = 40-[4 Ao, 2]

_ (a1 —a2—|—b2) —|—(b1 —al)t+(a3 —a3—|—b3)6t
(b1 — 2a9 + bg) + (b1 —2a1 — 1)t + (bg — 2a3 + bg — 1)6t

e portanto tem-se

(a1 —ag +by=0
bl—a1:0
a3 —ag+b3=0
by —2a9+by=0
bl—2a1—1:0

L b3 —2a3+b3—1=0

cuja solugao é a3 = by = —1,a3 = —1/2,a9 = bs = 0,bs = 1. A solugao particular x,,..(t) é

Xpart (1) = —[tf1]_%et[é]
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e a solucao de (122) pretendida é

b) A solugao pretendida pode ser escrita como
X(t) - (I)(t)a T+ Xpart (t)

onde X,,.(t) é a solucdo particular calculada na alinea anterior e ®(t) é uma matriz funda-
mental da equacdo homogénea. A constante a deve ser ajustada de modo a que a condigao
inicial dada seja satisfeita, isto é,

~1/2 ~1/2
1 1
0 =d(0)ax + 0 ;
1 0

ou seja e4 = ®(0)a. Utilizando os resultados sobre os valores e vectores proprios determinados
anteriormente tem-se

cost sint 1 0
cost +sint sint — cost 1 O
(1) = 0 0 -1 0
0 0 0 et
e portanto
0 1 0 1 0 aq a1+ asg
o] 1 -1 1 0 o9 o] —ag 4+ asg
0 - 0 0 -1 0 a3 - —Qs3
1 0 0 0 et oy oy

cuja solugdo é a1 = ap = az =0 e ag = 1, ou seja, a solucao pretendida é

1t
—t—le
1—t

t
—t

x(t) =

e
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I1.

a) A solugao geral real da equagdo homogénea z”" + =0 é x(t) = acost + Bsint. Como os zeros
do polinémio caracteristico da equagao sao A = +i e w # 1 por hipétese, conclui-se que uma
solucao particular da equacao é do tipo

Tpart (t) = 7y cOswt + 0 sinwt,
com 7y e § constantes reais que sdo determinadas atendendo a que
0 = Zpar () + Tpare(t) — coswit
= —qw?coswt — dw? sinwt 4 7 coswt +  sinwt — cos wt

= (y—1—w?) coswt+ (§ — dw?)sinwt,

ou seja
{ 0=a+ 1
0=5
e portanto conclui-se que
x(t;w):—#cost—i— coswt:—w
1—w? 1 —w? w2 —1

b) Como o membro direito da equagao diferencial em (117) depende continuamente de w, tem-
se, pelo resultado de dependencia continua das solugoes relativamente aos parametros da
equacao,

z(t;1) = lim z(t;w)
w—1
coswt — cost
w—1 w?—1
1 coswt —cost

w—=lw+1 w-—1
1 coswt—cost

= —tlim
w—lw+1 wt—1

= —tsint,
2
onde a dltima igualdade vem da definicao de derivada (ou, de forma equivalente, da regra de

Cauchy aplicada a indeterminacao 8 obtida da razao %, encarada como funcao de w,
quando w — 1.)

III.

a) Escrevendo a equacao em (118) na forma

dy  sin(z+y) +2zcos(z+y)

dz 2z cos(x + y)
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e designando por f(z,y) o membro direito desta equacao, conclui-se imediatamente que f é
de classe C* no seu dominio, visto que é construido por operagoes algébricas elementares e
composicoes de fungdes trignométricas e polinomiais. Como o ponto inicial (1,7 — 1) estd
no interior do dominio de f (o qual é o aberto {(z,y) € R?: z # 0, +y # 5 + km, k € Z})
conclui-se que existe um rectangulo R centrado em (1,% — 1) e contido no dominio de f
no qual podemos reproduzir o argumento da demonstracao do Teorema de Picard-Lindelof,

mostrando, assim, a existéncia e unicidade de solucao local do problema de Cauchy em causa.
b) Multiplicando a equagao diferencial dada por pu = u(x + y), designe-se

M(z,y) © (e +y) (sin(z + y) + 2z cos(z + 1))

e

€

= p(x +y)2z cos(z +y)

2
8
o

Para que a equacgao seja exacta ¢é suficiente que exista um aberto simplesmente conexo onde

a igualdade
oM  ON

dy  Or

seja identicamente verificada. Como se tem

M

aa— = u- (sin(m +y) + 2x cos(x + y)) + - (cos(m +y) — 2xsin(z + y))
Y

ON , .

o = M 2x cos(x +y) + p2cos(x + y) — p2z sin(z + y),

conclui-se que ha que escolher u de modo a que

i <Sin(gg +vy) + 2z cos(x + y) — 2x cos(z + y)) =

= u- ( —cos(z +y) + 2xsin(x + y) + 2cos(x + y) — 2z sin(x + y))

ou seja 4/ = pcos(x +y)/sin(z + y) e portanto, por integracao, obtém-se que uma solugao é
w = u(x+y) =sin(z + y), o que mostra que existe um factor integrante do tipo pretendido.
Multiplicando a equagao diferencial dada por este factor integrante sabe-se que a equagao
resultante é exacta, ou seja, existe ®(x,y) de classe C? tal que

)

(2_ = puM = sin®(z +y) + 2z sin(z + y) cos(z + )
x

0P

30 = uN = 2z sin(z + y) cos(z + y)
Y

Usando a segunda destas igualdades tem-se

g—q) = uN = 2zsin(z + y) cos(z + y) = zsin(2(z + y))
Yy

290



e portanto
®(z,y) = x/ﬂmﬂm+wﬂy+Mm
= x/ﬂmmx+MM@+yy+M@
= / sin(2(z + 9))d2(@ + v)) + h(z)
1

= —gwcos(2(z +y)) + h(@).

Consequentemente, derivando esta expressao em ordem a x, tem-se

g_i’ _ _% cos(2(x + y)) + wsin(2(x + y)) + I (),

e portanto
1
D) cos(2(x + y)) + zsin(2(z + y)) + K (z) = sin?(z + y) + zsin(2(z + y)),
ou seja h'(z) = sin®(x + y) + 3 cos(2(z + y)) = 3 pelo que se conclui que h(z) = 1z e
1 1 . 9
O (z,y) = —37 cos(2(x +y)) + 5% = sin (x +y).
A equacio pode, entdo, ser integrada para dar zsin?(z+y) = C onde C' é uma constante cujo

valor depende da condigdo inicial. Como y(1) = ¥ —1 conclui-se que C' = 1sin?(1+%—1) = 1
e a expressdo implicita para a solucao de (118) é 2z sin?(x 4+ 7) = 1.

c¢) Atendendo & expressdo 2xsin?(z + y) = 1 obtida na alinea anterior tem-se sin?(x + y) = % e
. 1 . o . 1 3 o= s ~
portan.to sin(z +y) = g Ouseja x4y = arcsin -, sendo a expressao explicita da solucao
a seguinte
.1
y(r) = —x + arcsin —.

V2z

O intervalo méximo desta solucao é facil de obter atendendo a que se tem de ter 0 < \/%73 <1,
ou seja v2z > 1 e portanto x > 1/2. Como

, 1 1+
yr)=-1- ——— — —x quando x—)i,

/ / 1
321’ ]‘_ﬁ

conclui-se que y é de classe C! em ]%, +oo[ e é este o intervalo méximo.
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IV.

1.a) Considerando u(t,z) = T(t)X (x), a equagdo do calor vem escrita como T'X = TX". Assu-
mindo que T'(t) X (z) # 0, a equagao pode ser escrita como T'/T = X" /X, e portanto existe
pelo menos uma constante real o tal que, para quaisquer (t,z) € €, sao vélidas as igualdades

As condigbes na fronteira podem ser escritas utilizando a hipdtese u(t,z) = T'(t) X (z) :

0=u(t,0) =T(t)X(0) <= X(0) =0 porque, por hipétese, T'(t) # 0
0=u(t,1)=T({t)X(1) <= X(1) =0 pela mesma razao.

Temos, assim, o seguinte problema de valores na fronteira para X (z) :

X"—0X=0
{ X(0)=0=X(1).

Estudemos a possibilidade de obtencao de solugoes nao identicamente nulas para este pro-
blema:

m— Considere-se o = 0. A equagdo fica X” = 0, cujas solugoes sao X (z) = ax+b. Atendendo
as condigbes na fronteira tem-se 0 = X(0) =be 0 = X(1) = a+ b, pelo que nao existem
solucoes nao-triviais.

— Se 0 > 0 a solugao geral da equacao é X (x) = aeVo® + e~V Atendendo as condicoes
na fronteira tem-se o seguinte sistema para a e b :

e =]

e como o determinante desta matriz é e V7 — eV? < 0 (# 0) conclui-se que a tnica
solugao do sistema é a = b = 0 do que resulta a solugao trivial X (z) = 0.

= Finalmente tome-se o < 0. A solugao geral real da equagao diferencial é agora X (z) =
acos(y/|o|x) 4+ bsin(y/|o|z). Atendendo as condigbes na fronteira, 0 = X(0) = a e 0 =
X (1) = acos(+/|o|) + bsin(+/|o|) = /|o| = km,Vk € N;j. As solugdes correspondentes
sao, entao,

Xi(x) = sin (knx) , Vk € Ny,
e todas as combinagoes lineares finitas destas fungoes.

Dos resultados acima resulta que o = o, = — k?w2, k € Ni. Atendendo a isto a equacio para
T(t) é
T = —kK*7°T, keNyp,
cuja solugao geral é
Tk (t) = ar exp ( — k:27r2) , keNy,
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onde aj sdo constantes reais arbitrarias. Assim, a solucdo geral formal do problema é

+o0
u(t,x) = Z ag sin (krx) exp (— kAr?t) .
k=1

b) Usando a condicao inicial e a solugao geral formal obtida na alinea anterior tem-se

+o00
f(ﬂ:):Zaksin(kmx), 0<z<1
k=1

e portanto as constantes ag, k > 1, sao as constantes de Fourier da série de Fourier de senos
da funcao 2—periédica cuja restricao a [0, 1] é igual a f(x). Portanto, usando a observacao no
enunciado,

a = I/O xsin(kzwx)dx+1/ (1 — x)sin(k/piz)dx

1/2
4  kr
= ]{;271'2 Sin ?,
desta expressao obtém-se que os termos de ordem par sao sempre nulos, pelo que se pode
escrever o
-1
az =0, a2¢—-1 = 4W
too ( _ 1)€+1
u(t,z) = 4 ; =122 sin((2¢ — 1)mz) exp ( — (2¢ — 1)*7?t) (123)

¢) Comecemos por estudar (123) quanto a continuidade. Designemos por u,(t,z) o termo geral
da série (123). Observe-se que

1
t <——mF—

V(t,z) € Q =RI x [0,1].

Consequentemente, sabendo que ), ¢=2 é convergente e utilizando o teste de Weierstrass,
conclui-se que a série do membro direito de (123) é absolutamente e uniformemente conver-
gente e como, para cada ¢ > 1, as fungoes uy(t, ) sao continuas em §2, pode-se concluir que
u(t,z) é uma funcio continua em . Para investigar se u(t,z) € C}(2) N C2(Q2) observe-se

primeiro o que se passa com as séries de termos gerais duy/0t, Ouy/0x e 0?up/d2%. Como,

para qualquer (t,z) € Q, def [to, +00[%]0, 1], com ty > 0, se tem

Ouy

W(t,x) <exp (= (20— 1)*7%ty) =: My,
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e como a série »_, My é convergente, conclui-se, pelo teste de Weierstrass, que a série ), Qug /0t
é absolutamente e uniformemente convergente em €, e, como uy € C} e > ¢ U é convergente,
podemos concluir que u € C}(Qy,), para qualquer to > 0. Consequentemente u é também de
classe C} em Uy >ofk, = €. Agora quanto & diferenciabilidade de u em ordem a z tem-se,
para todos os pontos (t,z) € Q,,tg > 0,

‘% exp ( — (26 — 1)27T2t0) = Ng,

1
0z (t’””)' S NCTEST

e portanto o teste de Weierstrass permite concluir que ), Qu;/0x é absolutamente e uni-
formemente convergente, visto que ), Ny < +o00. O argumento apresentado acima pode ser
agora de novo aplicado a este caso para concluir que u € C.(€2). Analogamente, tem-se, em
4, com tg > 0,

< exp ( - (26 - 1)27T2t0) = Ng,

8211,g
‘ 92 (t,x)

e como ), Ny < 0o tem-se a convergéncia uniforme da série >, 0%ug /02 e, como a série
>, Oup/Ox é convergente em Qe uy € C2(12), conclui-se que u € C2(Q,) para qualquer
tp > 0, e portanto conclui-se que u € C2(12).

Isto permite concluir que a solucao formal apresentada em (123) é, de facto, uma solucao
classica de (119)-(120).

2. Considerando t < 0, a expressao para a solucao formal pode ser escrita na forma

= (=D 2 2
u(t,z) = 4stm((2€—1)7Tx)exp((2€—1) |t . (124)
/=1

No ponto z = 1/2 tem-se

+oo
u(t, 1/2) =4 m exp (20 — 1)>7[t])
=1

e é evidente que esta série é divergente se ¢t < 0 uma vez que o seu termo geral nem sequer
tende para zero quando £ — co. Consequentemente a expressao formal ndo define uma funcao
real no ponto x = 1/2 para qualquer ¢t < 0 e portanto (124) nao define uma solugao cléssica
(119)-(120) para estes valores de t.
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