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1 Introducao

Na aprendizagem da geometria elementar a necessidade dos alunos aprende-
rem a dominar os conceitos relevantes através da manipulacao de entidades
concretas e palpaveis é de importancia central se se pretender que os assuntos
sejam significativamente apreendidos e interiorizados de modo a serem inter-
namente transformados e reutilizados por cada aluno quando confrontado
com situacgoes diversas e com contextos distintos daqueles em que se deu a
sua aprendizagem, seja no estudo de outros assuntos, seja em situacgoes da
“vida real”.

Um dos mais eficazes meios de possibilitar essa manipulacao é através
das construgoes geométricas, com régua e compasso, de figuras no plano e de
construcoes, com materiais variados, de modelos tridimensionais de sélidos
no espago.

As presentes notas foram elaboradas como parte do material de apoio a
um curso de curta duragao para actualizagao dos conhecimentos matematicos
de professores priméarios de Timor.

2 Construcoes com régua e compasso

O que faremos nesta primeira Sessao do curso ¢ passar em revista um certo
numero de construgoes geométricas no plano, utilizando compasso e régua
nao graduada. Numa Sessao seguinte iremos apresentar alguns modelos de
poliedros e, baseando-nos na sua observacao, investigaremos algumas das
suas propriedades.

Para acompanhar todo presente texto necessitaremos de utilizar um com-
passo e uma régua (nao graduada). Em algumas construgdes utilizaremos



também um esquadro para tracar paralelas de um modo rapido, embora,
como também veremos, tal instrumento nao é, de facto, absolutamente ne-
cessario, mas apenas uma ‘abreviatura” 1util de uma construcao que se pode
fazer unicamente com a régua e o compasso.

[remos considerar um certo nimero de construgoes geométricas e, a proposito

delas, faremos breves digressoes (por vezes meras referéncias) a assuntos re-
lacionados. Como ha que comegar em algum lado, admitiremos conhecidos
alguns (poucos) conceitos e propriedades bdasicas de geometria, como por
exemplo os relativos a semelhanca de triangulos.

As construgoes geométricas que iremos estudar sao as seguintes:

1.
2.

11.

12.

13.
14.

Construcao do ponto médio de um segmento de recta

Construcao de uma recta perpendicular a um segmento de recta dado,
num ponto determinado

Construcao de uma recta paralela a um segmento de recta dado, num
ponto determinado

Construcao de um angulo congruente com um angulo dado

Divisao de um segmento de recta dado num numero determinado de
partes iguais

Biseccao de um angulo dado

Construcao de um triangulo sendo dados os comprimentos dos seus trés
lados

Construcao de um quadrado conhecido um dos seus lados
Construcao de um hexagono regular sendo dado um dos seus lados

Construcao de um hexagono regular sendo dada a circunferéncia que o
circunscreve

Construcao de um quadrado sendo dada a circunferéncia que o circuns-
creve

Construcao de um pentdgono sendo dada a circunferéncia que o cir-
cunscreve

Que poligonos sao construtiveis com régua nao graduada e compasso?

E se usarmos outros instrumentos além da régua nao graduada e do
compasso?

Comecemos, entao, o estudo destas construcoes.



2.1 Construgao do ponto médio de um segmento de
recta

Comecemos por considerar um segmento de recta OA do qual pretendemos
determinar o ponto médio (Figura 1).

Colocando o compasso em O com abertura |OA| (a notagao |OA| designa
a distancia entre os pontos O e A) trage um arco de circunferéncia (Figura
2).

Agora faga 0 mesmo mas com o compasso centrado em A. Os dois arcos
de circunferéncia intersectam-se em dois pontos distintos P e P’ (Figura 3).

Tracando com a régua o segmento de recta PP’, este intersectard o seg-
mento O A num ponto M (Figura 4). Repare que todos os pontos do segmento
PP’ sao equidistantes de O e de A. Consequentemente M é o ponto médio
procurado.

E interessante observar que esta construgao tem um bénus adicional. Ob-
temos também um segmento de recta perpendicular ao segmento dado OA
(no ponto médio M): o segmento PP’. Isto sugere que, se pretendermos
tragar uma perpendicular a um dado segmento de recta OA num determi-
nado ponto (nao necessariamento no ponto médio), repitamos esta construgao
centrada, agora, nesse ponto. E isto que faremos no caso que estudaremos ja
a seguir.

O A

Figura 1: O segmento de recta OA

Figura 2: O arco de circunferéncia de centro em O e raio |OA|



P/

Figura 3: Os dois arcos e os pontos P e P’

Figura 4: O ponto médio M



2.2 Construgao de uma recta perpendicular a um seg-
mento de recta dado, num ponto determinado

Considere o segmento OA e um ponto M entre O e A e mais préximo de O
(Figura 5). Se estivesse mais proximo de A a construgao seria inteiramente
andloga: faca-a como exercicio!

Com o compasso em M e abertura até ao extremo de OA mais préximo
(que, neste caso, é O) trace um arco de circunferéncia e seja B a intersecgao
desse arco com o segmento M A (Figura 6)

Agora repita a construgao que fizemos na Secc¢ao anterior. De facto, s6
precisamos da parte da construcao que nos permitiu determinar o ponto P
porque, neste caso, ja temos um outro ponto, o M. Unindo P a M tem-se o
segmento perpendicular pretendido (Figura 7).

O M A

Figura 5: O segmento de recta OA e um seu ponto M

O M B A

Figura 6: A semi-circunferéncia de raio |OM| centrada em M e o ponto B

P

O M B A

Figura 7: A repetigao de parte da construgao na Secc¢ao 2.1 para determinar
P e a perpendicular pretendida

Outra situacao interessante é quando se pretende construir a perpendi-
cular a OA num dos seus extremos, digamos em O. Deixamos este problema
como exercicio com a seguinte sugestao: prolongue o segmento OA a partir



Figura 8: Um exercicio: trace, passando por P, uma recta perpendicular a
T

de O para o lado oposto a A e marque nesse prolongamento um ponto A’
usando convenientemente o compasso.

Um outro problema anélogo ¢é o seguinte: dada uma recta r e um ponto
P que nao pertenga a r, construir uma recta perpendicular a r que passe por
P. A situagao é a representada na Figura 8. Deixamos este problema como
exercicio, com a seguinte sugestao: obtenha, em r, dois pontos que facam
o papel de O e de B, relativamente a P, na construcao anterior.

Agora que ja sabemos que é possivel tragar perpendiculares a um dado
segmento de recta utilizando unicamente régua e compasso, podemos abre-
viar este procedimento utilizando um esquadro conjuntamente com a régua
(Figura 9). Mas note-se que a utilizagdo do esquadro é uma mera “abrevia-
tura” que nada tras de novo e que pode ser perfeitamente dispensada: tudo
podera continuar a ser feito com a régua e o compasso apenas!

0 M B A

Figura 9: O processo “abreviado”: a utilizacao do esquadro



2.3 Construgao de uma recta paralela a um segmento
de recta dado, num ponto determinado

Sendo dado um segmento OA e um ponto exterior P comecemos por tracar
o segmento de recta OP e prolongé-lo para la de P (Figura 10).

Com o compasso centrado em P e raio igual a |OP| trace uma circun-
feréncia. Seja P’ a sua intersecgdo com o prolongamento de OP (Figura
11).

Novamente com o compasso centrado em P, trace agora um arco de cir-
cunferéncia de raio |OA| e designe-o por ¢ (Figura 12).

Trace seguidamente um arco de circunferéncia ¢’ centrado em P’ e de raio
|PA|. Chamemos A" ao ponto de intersecgao de ¢ com ¢ (Figura 13).

Desenhe, usando a régua, o segmento de recta PA’. Como os triangulos
ANOAP e APA'P' sio semelhantes e tém os lados OA paralelo a PA’ e
OP paralelo a PP’, concluimos que também PA’ tem de ser paralelo a OA
(Figura 14), como preteniamos construir!

O A

Figura 10: O segmento de recta original OA e o prolongamento do segmento
de recta OP para além de P

O A

Figura 11: A circunferéncia centrada em P e o ponto P’



P/

Figura 12: O arco de circunferéncia centrado em P e com raio |OA|

Figura 13: O arco de circunferéncia centrado em P’ e com raio |PA| e o
ponto de intersccao A’

Figura 14: Os triangulos AOAP e APA'P’ e o segmento PA’, paralelo a
OA



Tendo ja visto na seccao anterior que podemos considerar o uso do es-
quadro como uma espécie de “abreviatura” geométrica, podemos agora, que
ja sabemos ser possivel tragar, por um dado ponto, uma paralela a um dado
segmento de recta usando apenas régua e compasso, socorrermo-nos dessa
“abreviatura” também para tracar as paralelas: querendo passar uma para-
lela a OA por P usa-se o esquadro para tracar uma recta r perpendicular a
OA por P (prolongando OA se necessario) (Figura 15) e depois usa-se nova-
mente o esquadro com o vértice em P para tracar uma recta s perpendicular
arem P, a qual serd naturalmente uma paralela a OA (Figural6).

r
P

10 | A

Figura 15: Tracado de uma paralela a OA por P usando o esquadro: primeira
etapa

e

O A

Figura 16: Tracado de uma paralela a OA por P usando o esquadro: segunda
etapa

2.4 Construgao de um angulo congruente com um angulo
dado

A construcao que fizemos na seccao anterior pode ser vista de um ponto de
vista ligeiramente diferente: dado o énguloﬂ <AOP da Figura 10 acabamos
por construir o angulo <A’PP’ congruente com ele (Figura 17).

1 Ao longo do corrente texto, e salvo algo dito em contrario, a notacio <XY Z repre-
sentard o menor angulo delimitado pelos segmentos de recta XY e Y Z, concorrentes em
Y; diz-se que Y é o vértice desse angulo.




Este problema sugere imediatamente um outro semelhante mas mais ge-
ral: e se o vértice do segundo angulo nao estiver sobre um lado do primeiro?
Suponhamos que nos é dado um angulo <AOP e um segmento BC como se
mostra na Figura 18.

Como poderemos tracar um angulo congruente com <<AOP com lado BC
e vértice em C7 Para que os angulos sejam congruentes (ou seja, tenham a
mesma abertura) necessitamos de fixar alguns pontos no primeiro angulo que
nos permitam medir distancias, o que possibilitara a sua transferéncia para o
segmento dado e a correspondente construcao do segundo angulo. Para este
efeito trace em <AOP um arco de circunferéncia centrado em 0 com raio
inferior a |OA|. Seja A’ a interseccio desse arco com OA e P’ a interseccao
com OP. Com o mesmo raio trace um arco de circunferéncia o com centro
em B e seja €' a sua interseccio com BC. Meca com o compasso a distancia
|A’P’| e com essa abertura trace um arco de circunferéncia centrado em C.
Seja D o ponto de interseccao desse arco com o arco « previamente tragado
(Figura 19). Una D com B: o angulo <CBD que obteve é congruente com
<AOP.

Pl
P

A’
O A

Figura 17: O angulo <AOP e o angulo <A’PP’ com ele congruente

P

C

Figura 18: O angulo <AOP e o segmento BC'
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Figura 19:

2.5 Divisao de um segmento de recta dado num nimero
determinado de partes iguais

O caso estudado na seccao anterior surge naturalmente da generalizacao da
construcao de um segmento, paralelo a um inicialmente dado, passando por
um ponto exterior também dado (caso que tratdmos na Seccao 2.3. Uma
aplicagao interessante desta ultima construcao ¢é a divisao de um segmento
dado num nimero determinado de partes iguais. E claro que se pretendermos
dividi-lo em duas partes iguais, entao a construgao que usamos na Secgao 2.1
é valida. Mas o que fazer se pretendermos dividir num ndmero maior de
partes iguais?

Suponhamos que queremos dividir um segmento OA em cinco partes
iguais. Uma maneira possivel de proceder é a seguinte: trace, passando
por A uma porcio de semi-recta, 7, ndo colinear com OA (Figura 20).

Com uma qualquer abertura do compasso trace um arco de circunferéncia
centrado em O e designe por P; o ponto em que esse arco intersecta a semi-
recta r (Figura 21).

Com o mesmo raio |OP;| trace um arco de circunferéncia com centro em
Py, e seja P, o ponto de r distinto de O que também pertence a esse arco
(Figura 22).

Repita o processo até termos marcado sobre r cinco pontos Py, Ps, ..., Ps
(Figura 23).

Agora trace o segmento de recta AP (Figura 24).

Desenhe seguidamente os segmentos de recta paralelos a AP; passando
por Pi,...,P,. Estes segmentos intersectam o segmento OA nos pontos
By, ..., By, respectivamente.

11



O A

Figura 20: O segmento original OA e a semirecta r passando por O

O A

Figura 21: A marcacao de um ponto P,

P,
P

O A

Figura 22: A marcagao de um ponto P, com |P Ps| = |OP;]

B
Py
Py
Py
Py
O A
Figura 23: A marcagao dos cinco pontos P, ..., Ps

12



Figura 24: Tragado do segmento de recta unindo Ps a A

O B B, By B A=DB

Figura 25: Tracado dos segmentos de recta paralelos a AP5 e passando por
Py, ..., P, e marcacao dos correspondentes pontos By, ..., By

13



Os segmentos OBy, BBy, BsBs, B3B, e B4A tém todos o mesmo com-
primento, o qual é igual a % do comprimento do segmento original OA. A
razao de ser da veracidade desta afirmagcao é a seguinte: para qualquer valor
de j = 1,2,...,5, os angulos <P;0B;, com vértice O, sao todos iguais e
portanto |OP,| estd para |OP;| assim como |OBy| estd para |OB|, ou seja
}8%} = }85?}. Como, por construgao, |OP,| = 2|0 P,|, conclui-se que também
|OBs| = 2|OB;|. Como se tem |OBsy| = |OB,| 4 | By Bsl, conclui-se o preten-
dido. Este raciocinio é, obviamente, o mesmo para os restantes segmentos
marcados na Figura 25.

O resultado sobre as razoes entre os comprimentos dos lados de triangulos
semelhantes que acabamos de usar é um caso particular do importante Teo-
rema de Tale% o qual é um resultado fundamental da geometria e fara muitas
outras intervencoes importantes ao longo do corrente curso.

E claro que o processo agora descrito é aplicavel a sub-divisao de um dado
segmento num qualquer outro numero de partes iguais. Como exercicio
divida um segmento de 15 cm de comprimento em 9 partes iguais.

2.6 Biseccao de um angulo dado

Ao contrario do que acontece com a divisao de um segmento de recta em
partes iguais, a divisao de um angulo é um problema bastante mais dificil e,
pode-se demonstrar rigorosamente, no caso geral é mesmo impossivel de ser
feito recorrendo apenas a régua (ndo graduada) e compasso. Um exemplo
famoso de um desses casos impossiveis é a subdivisao de um angulo genérico
dado em trés partes iguais, problema importante da geometria desde a anti-
guidade grega (séc. V a.c.) e que permaneceu um desafio até a demonstragao
rigorosa da sua impossibilidade no inicio do séc. XIX (mais de 2300 anos de-
pois!) E importante assinalar que este resultado envolveu o desenvolvimento
de conceitos matematicos muito para além da Geometria classica e esteve,
de facto, na génese da Algebra moderna.

Assim, no que respeita a subdivisao de angulos em partes iguais, ficamo-
nos, nesta breve abordagem, pelo caso da divisao ao meio de um angulo,
a qual é uma construcao muito simples e que poderia ter sido dada logo a
seguir a Seccao 2.1 onde se estudou a divisao ao meio de um segmento de
recta. As duas construgoes sao, como veremos agora, muito semelhantes.

Considere-se um angulo <AOB (Figura 26).

2Tales de Mileto (cc. 624 a.C.-547 a.C) foi um filésofo, naturalista e matemético grego,
um dos primeiros matematicos a quem sao atribuidas contribui¢bes importantes em ge-
ometria. Um breve esbogo biografico de Tales e de todos os restantes matematicos que
citaremos neste texto pode ser consultado em [I0].
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Trace um qualquer arco de circunferéncia centrado em O e determine os
dois pontos de interseccio com os lados do angulo: A’ sobre o lado OA e B’
sobre o lado OB (Figura 27).

Com o compasso em A’ e raio igual a |A’B’| trace um arco de circun-
feréncia, (8 dirigido para o exterior do angulo <AOB e faga o mesmo cen-
trando o compasso em B’ para obter um outro arco de circunferéncia 3'. Os
dois arcos [ e #' intersectam-se num ponto P (Figura 28).

Cada um dos angulos <AOP e <POB sao metade do angulo original
<AOB (Figura 29).

B

O A

Figura 26: O angulo <AOB

B
B/

O Al A

Figura 27: Os pontos A’ e B’ equidistantes de O

B
) I
B P

B

0) w A

Figura 28: Os arcos de circunferéncia e o ponto P

Observe que a parte da construcao que permite, a partir de A’ e B, obter
P é exactamente a mesma que foi utilizada para dividir ao meio um segmento

15



B g

g

0 A A
Figura 29: Os arcos de circunferéncia e o ponto P

de recta, na Seccao 2.1, e, de facto, com OP dividimos ao meio o segmento
de recta A’B’ (nao desenhado nas figuras).

E claro que mesmo que, em geral, a divisao de um angulo num certo
nimero de partes com régua nao graduada e compasso seja impossivel, ha
casos, quer de certos angulos, quer de certo nimero de partes, em que essa
divisao é facil. Como exemplo da primeira situacao pode referir-se a divisao
de um angulo num ntmero N de partes iguais, onde N é uma poténcia de
2, isto é, N € {2,4,8,...,2",...}. J4 vimos como se faz a divisdo quando
N = 2. Usando o mesmo método sucessivamente obtém-se os restantes
casos. (Exercicio: tome um qualquer angulo e subdivide-o em quatro partes
iguais).

2.7 Construcao de um tridngulo sendo dados os com-
primentos dos seus trés lados

As construcoes a que nos dedicamos nas Secgao 2.3 e 2.5 envolveram, a certa
altura, a construcao de triangulos auxiliares. A possibilidade de construir
poligonos de determinado tipo apenas com o auxilio de régua nao graduada
e de compasso é um problema muito interessante e que nos ocupara a restante
parte deste texto sobre construgoes geométricas. Desde sempre este problema
tem tido obvias aplicacoes noutras actividade humanas, como por exemplo
nas artes plasticas e na arquitectura. E também um problema geométrico
muito profundo, cuja completa elucidacao rigorosa so foi conseguida no séc.
XIX por Carl Friedrich Gauffl e por Pierre Wantzelll Um pouco mais adiante,

3Johann Carl Friedrich Gau8 (1777-1855), foi um notével matematico aleméao com con-
tribuicoes importantissimas nas mais variadas drea da matematica, incluindo no assunto
das construcoes com régua e compasso, onde descobriu o processo de construir um poligono
com 17 lados (o primeiro resultado original nesta drea desde a antiguidade grega) e de-
monstrou que para um poligono de n lados ser constructivel o nimero n tem de satisfazer
uma determinada equagio envolvendo nimeros primos (cf. Seccao 2.13).

4Pierre Laurent Wantzel (1814-1848), matemético frances.
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na Seccao 2.13, voltaremos a referir estes problemas mais gerais, mas por
agora comecemos com o caso simples da construcao de um triangulo, sendo
dados os comprimentos dos seus lados.

Sejam a, b e ¢ os comprimentos dos lados de um triangulo AABC' (com
A o vértice oposto ao lado de comprimento igual a a, etc.) e suponha que
a < b < c. Fixemos um segmento de recta AB de comprimento ¢ (porqué
c?) (Figura 30).

Com centro em A e raio igual a b < ¢ trace um arco de circunferéncia ~y
(Figura 31).

Agora abra o compasso com raio a < b e trace um arco de circunferéncia
7 centrado em B. Seja C' o ponto de intersec¢ao de v com +. (Figura 32).

Unindo com a régua A com C' obtém-se um segmento de recta de compri-
mento b (porqué?) Faga-se o mesmo entre A e C' e obtém-se outro segmento
de recta, este com comprimento igual a a (porqué?) terminando assim a
construcao do triangulo AABC pretendido (Figura 33).

A . B

Figura 30: O lado do triangulo com comprimento ¢

Figura 31: O arco de circunferéncia v com raio b

Convira talvez atentar numas quantas observagoes: primeiro note que
na construgao que acabamos de fazer assumimos que a + b > ¢ pois caso
contrario nao haveria qualquer triangulo (porqué?); em segundo lugar, re-
pare que, quando a # b, com base num segmento AB de comprimento ¢ é

17



Figura 32: O arco de circunferéncia 7' com raio a e o ponto C' da sua inter-
seccao com '

Figura 33: O triangulo AABC'
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sempre possivel construir quatro triangulos com a mesma base AB e restantes
lados de comprimento a e b. Acima s6 construimos um deles. (Exercicio:
construa os restantes trés). Por ultimo note que se a = b = ¢ entao tem-se
um triangulo equilatero, cuja construcao segue exactamente o mesmo proce-
dimento (e que também pode ser vista como metade da constru¢ao para a
bisseccdo do segmento AB que estuddmos na Seccdo 2.1: agora basta marcar
um ponto C', correspondente a um dos pontos P ou P’ da Figura 3 e unir
este ponto aos pontos A e B dados (Figura 34).

C

Figura 34: O triangulo equilatero AABC

2.8 Construcao de um quadrado conhecido um dos
seus lados

Sabendo construir um triangulo com lados dados é natural tentar estender
as nossas construcoes para o caso de um quadrado de lado AB dado. De
facto este problema é muito simples e poderia ter sido tratado logo apods
termos aprendido a tracar perpendiculares e paralelas com régua e compasso,
nas Secgoes 2.2 e 2.3, respectivamente. Consequentemente, deixaremos este
caso como exercicio de treino: construa, apenas com régua e compasso um
quadrado cujo lado tem comprimento igual a 5 cm.

2.9 Construgao de um hexagono regular sendo dado
um dos seus lados

Apoés termos conseguido construir quer um triangulo equildtero, quer um qua-
drado, com base num dos seus lados (este ultimo foi deixado como exercicio),
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¢é natural pensar no passo seguinte e procurar construir um pentiagono regu-
lar, isto é, um pentagono no qual todos os lados tém o mesmo comprimento e
todos os angulos internos tém a mesma medida. Talvez surpreendentemente,
este caso do pentagono é bastante mais dificil e iremos deixa-lo para uma
das nossas ultimas construcoes, na Seccao 2.12.

Curiosamente, a construgao do hexagono regular ¢ muito mais simples que
a do pentagono e, recorrendo as propriedades dos triangulos, é, mesmo, quase
imediata. Atendendo a que ja conhecemos como se constréi um triangulo
equilatero (relembre o final da Secgao 2.7), vamos tomar como dado de par-
tida um triangulo equildtero AABC com um dos lados o segmento AB que
pretendemos que seja também um dos lados do nosso hexdgono regular (veja
a Figura 34, na Seccao 2.7).

Convém relembrar que a soma dos angulos internos de um triangulo (no
plano) é de 180°. Por outro lado, como AABC é equildtero, é também
equiangulo, isto é, todos os seus angulos internos sao iguais e, portanto,
como ha trés angulos internos, cada um deles mede % = 60°. Como 3660000 =
6, vemos que em torno de um qualquer ponto do plano podemos arrumar
seis triangulos equilateros, com esse ponto comum a todos eles e todos se
ajustarao perfeitamente, nao havendo quaisquer folgas ou sobreposicoes dos
seus interiores. Iniciemos entao este processo comecando por construir um
segundo triangulo equilatero sobre o ja construido na Figura 34, agora tendo
por base o lado BC. Repetindo a construcio descrita na Seccdao 2.7 obtém-
se um ponto D, equidistante de C' e B (e distinto de A), o qual constitui
o terceiro vértice do novo triangulo equilatero AC'BD com comprimento de
lado igual a ¢ (Figura 35).

Agora repita este processo mais trés vezes, obtendo sucessivamente os
triangulos equildteros ACDE, ACEF e ACFG (Figura 36).

C C D

A c B

Figura 35: Primeira etapa da construcao de um hexdgono regular partindo
do triangulo equilatero AABC

Como, por construcao, |[CG| = c e |AC| = ¢ e o angulo <ACG é igual a

360°—5x60° = 60°, concluimos, pelas propriedades conhecidas dos triangulos
semelhantes, que o triangulo obtido tracando com régua o segmento que
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Figura 36: Ao fim da quarta etapa da construgao de um hexdgono regular
partindo do triangulo equilatero AABC

F E

A B

Figura 37: Os seis triangulos equilateros com um tnico ponto comum, obtidos
no final da quinta etapa da construcao de um hexagono regular descrita no
texto

une A a G é um triangulo equildtero igual (ou melhor: congruente) com os
restantes ja construidos na Figura 36.

Obtém-se, assim, um conjunto de seis triangulos equilateros tendo todos
eles em comum o ponto C' e mais nenhum ponto do plano é comum a todos
eles em simultaneo (Figura 37).

Repare que o angulo <ABD ¢ igual a

<ABD = <ABC + <CBD = 60° + 60° = 120°,

e 0 mesmo se passa para <BDFE, <DEF, <FFG, <FGA e <GAB; ou seja:
atentando ao poligono obtido apds retirar o ponto C' e os restantes segmentos
de recta que unem C' aos restantes vérticas, obtemos um hexagono em que
todos os lados tém comprimento igual a ¢ e todos os angulos internos sao
iguais (e iguais a 120°). Portanto, este é o hexdgono regular que pretendiamos
construir (Figura 38).
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A B

Figura 38: O hexagono regular final, apés retirarmos o ponto C' e os segmen-
tos de recta ai concorrentes.

F E

A B

Figura 39: O hexagono regular e a circunferéncia que o circunscreve.

2.10 Construcao de um hexagono regular sendo dada
a circunferéncia que o circunscreve

Iniciamos esta Seccao por observar que o hexdgono que obtivémos no final
da construgao da Secgao anterior (Figura 38) tem todos os seus vértices &
mesma distancia ¢ de um tunico ponto, C', do plano e, portanto, todos os
vértices do hexdgono estao sobre uma circunferéncia de centro C' e raio c:
a circunferéncia que circunscreve o hexagono. Tendo ainda representado o
ponto central C'; como sucede na Figura 37, é facil tracar a circunferéncia
em causa abrindo o compasso com o raio |AB| e centro em C' (Figura 39)
O que pretendemos investigar nesta Seccao é o problema reciproco: dada
uma circunferéncia o, com centro O e raio ¢, construir um hexagono regular
inscrito em 0. Conhecendo o centro da circunferéncia o problema ¢é de facil
resolucao atendendo ao que ja sabemos da Secgao anterior: escolha um ponto,
A, ao acaso sobre a circunferéncia o e, centrando ai o compasso, abra-o até
ao centro da circunferéncia C' e trace um arco de circunferéncia com esse
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raio. Este arco intersecta a circunferéncia o em dois pontos, chamemos-lhes
B e F (Figura 40).

Agora repita o mesmo procedimento com o compasso centrado primeiro
em B e depois em F e assim sucessivamente. Os pontos que vao sendo
assim obtidos distam todos a mesma distancia dos pontos anteriormente
determinados e o processo termina quando tivermos marcado seis pontos
sobre a circunferéncia, pois a partir dai todos os pontos que sejam obtidos
deste modo sao coincidentes com outros pontos ja previamente marcados
(porqué?). Obtém-se, assim, a situagao representada na Figura 41.

B

Figura 40: Primeira etapa da construcao do hexagono regular inscrito na
circunferéncia o com centro em O.

Figura 41: Seis pontos equidistantes dos seus vizinhos, sobre uma circun-
feréncia o com centro em O. (Observagao: o arco a tracejado mais largo ja
nao necessitaria de ter sido tragado: os pontos que sao determinados pela sua
intersegdo com o coincidem com outros pontos ja previamente construidos).

E claro pela construcao que a distancia entre quaisquer dois pontos vi-
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zinhos é igual ao raio da circunferéncia e portanto, unindo com a régua os
pontos A e B, Be C, ...F e A, obtém-se finalmente o hexdgono regular
pretendido.

Note-se que a construcao que acabamos de estudar depende crucialmente
do facto de que sabemos o centro C' da circunferéncia o. Se apenas nos fosse
dada a circunferéncia sem qualquer indicagdo sobre o valor do raio (nem,
obviamente, sobre a localizacao do centro) nao poderiamos iniciar o processo
construtivo visto que nao teriamos maneira de saber como marcar os pontos
B e F apos termos escolhido o ponto A. Portanto, sendo dada a partida uma
circunferéncia o nestas condicoes, teremos primeiro que saber determinar o
seu centro usando apenas régua (nao graduada) e compasso. Veremos de que
modo em seguida.

Considere a circunferéncia o e suponha que nao se conhece o seu centro
nem temos informagao sobre o seu raio (Figura 42).

Tome dois quaisquer pontos, A e P, sobre a circunferéncia o (pontos nao
muito préximos tornam a construgao real mais rigorosa). Trace o segmento
de recta AP, o qual se designa por corda da circunferéncia (Figura 43).

Determine o ponto médio de AP e trace a recta r que é perpendicular a
AP e que passa por esse ponto médio. Repare que todos os pontos da recta
r sao equidistantes de A e de P e, reciprocamente, todos os pontos do plano
que sejam equidistantes de A e de P estao necessariamente sobre a recta
r. E claro que o centro da circunferéncia o é um desses pontos visto que,
pela propria definicao de circunferéncia, todos os seus pontos estao a mesma
distancia do centro.

O ultimo passo da construcao consiste exactamente na determinacao desse
ponto especial de r que é o centro da circunferéncia. Sejam ) e R os dois
pontos de intersec¢ao da recta r com a circunferéncia (Figura 44). O centro
da circunferéncia, O, é o ponto médio do segmento QR, o qual pode ser
determinado pelo agora j& familiar método exposto na Seccao 2.1 (Figura
45).

Tendo construido o centro O sabe-se imediatamente que o raio é a distancia
|OA| que pode ser facilmente medida com o compasso e a partir daqui a cons-
trucao do hexdgono prossegue como indicado anteriormente nesta Seccao
(Figuras 40 e 41).
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Figura 42: A circunferéncia o

P

Figura 43: A corda AP da circunferéncia o
P
l U
A

Figura 44: A recta r mediatriz de AP e os seus pontos de interseccio com

o, Qe R.
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AN
)

Figura 45: O centro O da circunferéncia: o ponto médio do diametro QR.

2.11 Construcao de um quadrado sendo dada a circun-
feréncia que o circunscreve

A construgao de um quadrado inscrito numa circunferéncia dada é de uma
grande simplicidade e ja foi praticamente tudo feito anteriormente. Tal como
no caso estudado na Secc¢ao anterior, deparam-se-nos duas situacoes distintas:
ou o centro da circunferéncia é conhecido, ou nao.

Suponhamos que o centro é conhecido. Tome-se um qualquer ponto X na
circunferéncia e una-se este ponto com o centro O, prolongando o segmento
XO assim obtido para além de O até intersectar outra vez a circunferéncia
e chame-se Z a esse ponto de intersec¢ao (Figura 46).

Determine a recta perpendicular a XZ que passa pelo centro O. Esta
recta intersecta a circunferéncia em dois pontos distintos Y e W. Tragando
os segmentos de recta XY, YZ, ZW e WX obtém-se o quadrado pretendido
(Figura 47).

Consideremos agora o caso em que ¢ dada a circunferéncia que circuns-
crevera o quadrado mas o seu centro nao é conhecido. Entao, a construcao
estudada na segunda parte da Seccao anterior para determinar o centro da
circunferéncia (Figuras 42 a 45) ¢ aplicdvel a este caso.

Mas no presente caso, uma vez achado o centro O da circunferéncia (Fi-
gura 45), a interseccao da recta perpendicular a QR em O com a circun-
feréncia d4 origem a dois pontos, S e 7', os quais, conjuntamente com os
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Figura 46: O segmento X O prolongado até intersectar a circunferéncia no
ponto 7

Figura 47: O quadrado inscrito na circunferéncia de centro O
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pontos ) e R constituem os vértices do quadrado que queriamos construir
(Figura 48).

Figura 48: Determinagao do centro O da circunferéncia e do quadrado.

2.12 Construcao de um pentagono sendo dada a cir-
cunferéncia que o circunscreve

De todas as construcoes que consideramos neste estudo, a construcao do
pentagono regular inscrito numa circunferéncia dada é claramente a mais
complicada e aquela para a qual a justificacao de que a construcao que pro-
duzimos ¢, de facto, um pentdgono regular (e ndo apenas que aparenta ser
um) é a mais elaborada e menos 6bvia. Por isso deixdmos este estudo para o
final: nao s6 é conveniente ter ja alguma esperiéncia com construgoes antes
de abordar a do pentagono, como, na nossa opiniao, ¢ com esta construcao
que se comeca a perceber mais claramente que ha certas afirmacoes cuja
justificacao matematica rigorosa exige uma cadeia de raciocinios que podera
nao ser tao 6bvia como a generalidade daquelas com que nos defrontamos até
aqui. E talvez aqui, no contexto do presente estudo, que nos apercebemos
pela primeira vez da importancia da demonstracao rigorosa em matemaética.

Seja dada uma circunferéncia o de centro O (se o centro nao for conhecido
teremos de determind-lo com a construgao utilizada na Seccao 2.10). Marque
em ¢ um ponto A qualquer e trace o segmento de recta OA. Determine o
ponto médio do segmento OA e designe-o por M (Figura 49).
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Trace um troco da recta r perpendicular a OA passando por A. Trace
um arco de circunferéncia de raio |M A| e centro em A e designe por A’ o
ponto de interseccao desse arco com a recta r. Trace de seguida o segmento
de recta OA’ (Figura 50).

Trace um arco de circunferéncia de centro A’ e com raio |AA’|. Seja C
a sua interseccio com OA’ e trace um arco de circunferéncia de centro O e
raio |OC/|. Designe por B a intersecgao deste arco de circunferéncia com o
segmento OA. (Figura 51).

Com centro em A e raio |OB| trace um arco de circunferéncia que inter-
secta a circunferéncia o em dois pontos, chame-os D e E. Estes dois pontos
sao vértices adjacentes do pentagono. Com o compasso centrado em E e
raio |DE| trace um pequeno arco de circunferéncia e seja F' a sua intersecc¢ao
com a circunferéncia o. Prossiga do mesmo modo e obtenha os restantes
dois vértices G e H. Com a régua una os pontos adjacentes por segmentos
de recta (Figura 52): eis o pentdgono regular!

Figura 49: O ponto A da circunferéncia o e o ponto M a meia distancia entre

O e A.
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Figura 50: Construcao do ponto auxiliar A’ e do segmento de recta O A’.

Figura 51: Construgao dos pontos auxiliares B e C.

Figura 52: O pentdgono regular DEFGH.
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Bom. .. de facto o que podemos nesta altura afirmar é “eis algo muito pa-
recido com um pentdgono regular!” Mas serd mesmo um pentagono reqular?
Ao invés dos casos do triangulo equilatero, do quadrado ou do hexdagono, para
os quais as justificacoes de que estavamos, de facto, em presenca dos poligonos
requlares eram essencialmente simples e até 6bvias geometricamente, no pre-
sente caso, como ja observamos no inicio desta Secgao, essa justificacao é
menos 6bvia e requer alguma atencao suplementar.

Iremos provar que o angulo ao centro <EOD é igual a 2% Como todos
os vértices do pentagono estao sobre a circunferéncia o e, por construgao,
|DE| = |EF| = |FG| = |GH| conclui-se que todos os angulos ao centro
<EOF, <FOG e <GOH sao também iguais a %. Consequentemente o
angulo que resta serda <HOD = 360° — 4 x % = @ e, pela semelhanca
de tridngulos, também o comprimento |H D| serd igual ao valor das restantes
arestas, mostrando assim que o pentagono que construimos é regular.

Vejamos entao que <FOD = 360 (deve acompanhar a leitura do que se
segue com a observacao atenta da Construcao representada na Figura 52).

Note primeiro que, pelo teorema de Pltagoraﬁ aplicado ao Triangulo
ANOAA’, rectangulo em A,

60

[OA'* = |OA]” + |AAT". (1)
Por outro lado, devido ao modo como C' foi construido,
|AA"] = |C AT, (2)
|OA'| = |0C| + |CA'|. (3)
Elevando ao quadrado ambos os membros da equacao (Bl) vem
|0A']> = (|OC| + |CA|)* = |OC]* + |CA? +2|0C| - |CA'|,  (4)

(132

onde o ponto representa a multiplicacdo. Usando (£) em (@) obtém-se
|OA']> = |OC)* + |AA'|? + 2|0C| - |[AA']. (5)
Substituindo () no membro esquerdo de (H) vem

|OA|? + |AA']? = |OC)? + |AA'|? +2|0C| - |[AA|, (6)

SPitagoras de Samos (cc. 569 a.C.-475 a.C.), fildsofo e matematico grego extremamente
importante. A ele e & sua “fraternidade pitagorica” sao atribuidos resultados matematicos
importantes, como a descoberta da existéncia de nimeros irracionais, com a demonstragao
da irracionalidade de v/2, e, em geometria, a demonstracio do celebérrimo teorema de
Pitagoras.
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ou seja,

0C|? = |OA[? — 2|0C| - |AA|. (7)

Por construcao de A’ tem-se
|OA| = 2|AA| (8)
e como B e C ficam no mesmo arco de circunferéncia centrado em O tem-se
|0C] = [0B|. (9)
Substituindo () e (@) em (@) resulta em

|OB|*> = |OA|* —|0B|-|0OA|
|OA|- (|OA| - |OB)
|OA| - |AB| (10)

onde a igualdade (M) vem do facto de, por construcao do ponto B, se ter
|OB| + |BA| =|OA]|.

Multiplicando ambos os membros da igualdade () por m resulta
em
OB OA
|AB|  |OB|
e atendendo a que, por construcao, |AD| = |OB]|, pode-se escrever ([[l) na
forma AD| (O]
_ o4 12
|AB|  |AD| (12)
Esta igualdade implica que os triangulos AAOD e AABD sao semelhantes
e portanto, como o primeiro destes é isésceles (porque |OA| = |OD], ja que

A e D pertencem a circunferéncia o de centro em O) o segundo também sera
isdsceles. Mas AABD ser isosceles implica que |AD| = |BD| e portanto

<ODA = <0AD = <ABD. (13)
Como se tem, por construcao de B e de D,
|AD| = |BD| = |OB|, (14)
o triangulo AOBD é também isosceles e portanto

<BOD = <BDO, (15)
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o que , como <OBD+<ABD = 180° e <OBD = 180° — («BOD+<BDO),
quer dizer que, devido a ([[3)) e ([[H), se tem <ABD = 180°—<tOBD = <AOD
e, entdo, tem-se também, atendendo novamente a ([3F),

<ODA = <OAD = 2<AOD. (16)

Como a soma dos angulos internos do triangulo AOAD ¢é igual a 180°, isto
é, <ODA + <OAD + <AOD = 180° conclui-se, usando (), que

2<9AOD + 2<AOD + <AOD = 180°,

ou seja,

e portanto, por construcao,

<FEOD = 2<AO0D = %,

como pretendiamos provar.

2.13 Que poligonos sao construtiveis com régua nao
graduada e compasso?

A completa elucidacao da pergunta que serve de titulo a presente Seccao esté
claramente muito para além do ambito do presente curso. Consequentemente
o que iremos apresentar ¢ uma breve digressao sobre o problema e esclarecer
qual a resposta, mas sem qualquer tipo de tentativa de demonstrar seja o
que for. No entanto, recomenda-se vivamente que quem se interessar por
verdadeiramente entender a resposta que iremos dar a esta pergunta comece
por estudar o pequeno mas magnifico livro [6].

Sabemos j& construir o triangulo, o quadrado, e também o pentdgono
e o0 hexagono regulares, utilizando apenas régua nao graduada e compasso.
Ou seja, com estes instrumentos geométricos sabemos construir poligonos
regulares com 3, 4, 5 e 6 lados. Como sabemos também dividir um qualquer
angulo ao meio, podemos facilmente construir poligonos regulares com 8(=
4x2),10(=5x2) ou 12(= 6 x 2) lados, inscritos numa dada circunferéncia.
Na Figura 53 apresenta-se a construcao do octégono (8 lados) regular a partir
do quadrado (Exercicio: construa o decdgono (10 lados) e o dodecédgono (12
lados) regulares).

Como cada novo vértice, oriundo da bicessao de um determinado angulo
ao centro, define, por sua vez, um novo angulo ao centro com os vértices seus
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Figura 53: A construgdo dum quadrado inscrito na circunferéncia (ABCD,
a tracejado) e a bisec¢ao dos seus angulos ao centro (<AOC, etc.) de modo
a construir um octégono regular (AGC'. .. DF, a cheio)

adjacentes, o processo de bisecgao pode ser repetido sucessivamente (relembre
o final da Secgao 2.6) o que possibilita a obtencdo, a partir de um poligono
regular com P lados, de outros poligonos regulares com numero de lados
igual a 2P, 4P, 8P,...,2"P,. ..

Poder-se-ia pensar que esta ideia de dividir os angulos ao centro resul-
taria na construcao de, pelo menos, todos os poligonos com um numero de
lados que néo fosse um nimero primo. Por exemplo, un nondgono (9 lados)
poderia ser obtido dividindo em trés partes cada um dos angulos ao centro
de um triangulo equilatero inscrito numa dada circunferéncia. Infelizmente,
como ja referimos na Seccao 2.6, trisectar angulos é, em geral, impossivel
unicamente com régua nao graduada e compasso. Pode-se mostrar que o
caso do angulo de 120° (que é o angulo ao centro do triangulo equildtero
(porqué?)) é um dos casos incluidos no caso geral. (Como curiosidade, note
que se pode provar que um outro angulo importante, 90°, o angulo ao centro
do quadrado, ¢ trisectavel com régua nao graduada e compasso, e portanto
o dodecdgono (12 lados) pode ser obtido por trisecgao dos angulos ao centro
do quadrado inscrito na circunferéncia, embora seja claramente mais facil
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obté-lo por bisec¢ao dos angulos ao centro do hexagono regular. . . )

A pergunta volta a assaltar-nos: quais os poligonos regulares constructi-
veis?

Somente na primeira metade do século XIX esta pergunta, que teve ori-
gem na antiguidade grega, foi completamente respondida. A resposta esta
longe de ser 6bvia e a sua demonstracgao € dificil e muito para além do que é
possivel apresentar aqui:

Um poligono regular de N lados é constructivel com régua nao
graduada e compasso se e s6 se o numero N pode ser escrito na
forma

N =2"pips- - py,

onde n ¢ um ndmero inteiro maior ou igual a zero, os p; sao
nimeros primos, todos distintos uns dos outros, e todos da forma
Dj = 22" 4+ 1, com m um nimero inteiro nao-negativo (nimeros
primos desta forma chamam-se primos de Fermatﬁ).

A condigao suficiente deste resultado (o “se”) foi demonstrado por Gaufl
em 1801 e a condigao necesséaria (o “s6 se”) por Wantzel em 1837.

Usando este resultado concluimos que sao constructiveis os poligonos re-
gulares com um numero de lados igual a 3, 4, 5, 6, 8 (que estuddmos ante-
riormente) e ainda 10 e 12 (que deixdmos como exercicio). A seguir a estes,
sao também constructiveis o poligono de 15 lados (15 =3-5e 3 = 22" 41,
5=2241sdo primos de Fermat) a construgao do qual é conhecida desde a
antiguidade grega, sendo descrita nos Elementos de Euclidedd [5, Livro IV-
16], e o poligono de 16 lados, que pode ser facilmente obtido por bisecc¢ao
dos angulos ao centro de um octégono (faga-o como exercicio!). O poligono
de 17 lados ¢ também constructivel com compasso e régua nao graduada
(17 = 92 +1 6 um primo de Fermat) mas o seu processo construtivo (e a
prépria possibilidade da sua construgao) era desconhecido até a sua desco-
berta por Gaufl. Nao iremos aqui indica-lo mas recomenda-se que quem tiver
curiosidade consulte, por exemplo, [].

Uma nota final: a medida que o nimero de lados N do poligono aumenta,
a construcao de um N-agono regular, mesmo se “constructivel” no sentido

6Pierre de Fermat (1601-1665), importante matematico francés, especialmente relem-
brado hoje em dia pelos seus trabalhos em Teoria dos Numeros, e em particular pelo
chamado Ultimo Teorema de Fermat, cuja demonstragao sé foi conseguida em 1994 pelo
matemdtico britdnico Andrew Willes (nasc. 1953).

"Euclides de Alexandria (cc. 325 a.C.-265 a.C.), matemdtico grego universalmente
conhecido pelo seu tratado de geometria Elementos, uma compilacao dos conhecimentos
de geometria grega que se tornou o mais importante livro de matemética durante dois
milénios e permanece, seguramente, um dos mais influentes livros alguma vez escritos.
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que demos acima a esta palavra, deixa de ser possivel de um ponto de vista
pratico: ninguém no seu devido juizo se ird dedicar a construcao do poligono
regular com 65537 lados, mesmo sabendo que este poligono ¢ constructivel
usando apenas compasso e régua nao graduada, visto que 65537 = 22" 1 1¢
um primo de Fermat...

2.14 E se usarmos outros instrumentos além da régua
nao graduada e do compasso?

Nesta nossa breve digressao as construgoes geométricas no plano usamos ape-
nas o compasso e a régua nao graduada. Vimos , no entanto, que esta escolha
nao esta isenta de consequéncias: por exemplo, muitos angulos nao podem
ser trisectados e muitos poligonos, como o heptagono (7 lados) e nondgono
(9 lados), ndo podem ser construidos usando apenas estes instrumentos.

Muito cedo os matematicos comecaram a questionar-se sobre o que pode-
ria ser construido se outros instrumentos fossem permitidos, e que instrumen-
tos poderiam ser criados de modo a efectuar as construcoes que se provavam
serem impossiveis s6 com compasso e régua nao graduada.

Ao longo dos séculos, dezenas de respostas alternativas foram sendo da-
das pelos diversos gedémetras que se dedicaram a estes problemas. Nesta
Seccao investigaremos, a titulo de exemplo, apenas uma delas, que apesar
de desarmantemente simples, permitir-nos-a efectuar a triseccao de qualquer
énguloﬁ!

Convém comecar por observar que nem todos os instrumentos adicionais
que possamos utilizar se revelam tteis: vimos nas Secgoes 2.2 e 2.3 que a
utilizacao de um esquadro nao tras nada de novo relativamente ao que se
consegue fazer com régua nao graduada e compasso.

Por outro lado, uma alteracao aparentemente inocente pode ter con-
sequéncias espantosas. Este é o caso do unico instrumento extra que re-
feriremos nesta Sec¢ao: uma régua graduada!

Até agora, sempre que falamos em régua referimo-nos sempre a régua nao
graduada, isto é, um instrumento que nao tem qualquer marca entre os seus
extremos, os quais, por sua vez, podem ser arbitrariamente afastados um do
outro.

Consideremos agora que a nossa régua tem uma unica marca na posi¢ao
do primeiro tergo do seu comprimento, partindo de um dos seus lados (Figura
54).

8Para ver outros engenhosos “instrumentos” mateméaticos em accdo no problema da
trisec¢ao dum angulo consulte, por exemplo, [
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I Régua graduada
X Y A

Figura 54: Representagao esquematica duma régua nao graduada e duma
régua graduada com as caracteristicas descritas no texto

E verdadeiramente espantoso que esta pequena alteracao nas “regras do
jogo” nos permita efectuar a triseccao de qualquer angulo, como iremos exem-
plificar de seguida para o caso de um angulo agudo. Esta notével construgao
¢é devida a Arquimede

Considere entao um angulo agudo qualquer, de vértice O e de amplitude
a°. Com o compasso aberto com raio igual a distancia entre a marca da
régua e a sua extremidade mais préxima, |XY|, trace uma circunferéncia
com centro no vértice 0. Designe por A e B os pontos de interseccao desta
circunferéncia com os lados do angulo. Prolongue o segmento OA para o
lado oposto de A (Figura 55).

E nesta altura que a distin¢cao entre a régua nao graduada e a régua
graduada se faz sentir: coloque a régua de modo a que passe por B, tenha
a sua extremidade mais préxima da marca, X, sobre a recta que contém o
segmento OA e tenha a marca Y sobre a circunferéncia (Figura 56).

Veremos agora que <Y XO = %of’, ou seja: trisectamos o angulo dado.
(Deve acompanhar a leitura do que se segue com a observacao atenta da
construgao representada na Figura 57).

B

Figura 55: O angulo dado e a circunferéncia auxiliar.

9Arquimedes de Siracusa (287 a.C.-212 a.C.), foi o maior matemdtico grego do seu
tempo, com contribui¢oes importantes na geometria. A ele se devem métodos que ante-
ciparam em dois milénios o espirito dos métodos do calculo integral de Isaac Newton e
Gottfried Leibnitz. Foi também um notavel engenheiro.
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Figura 56: A régua graduada colocada como se descreve no texto.

B Z
Y
@
Figura 57: O mesmo que a Figura 56 mas evidenciando os triangulos AXY O
e AXOB referidos no texto.

Comecemos por observar que, pelo modo como colocamos a régua e devido
ao raio da circunferéncia ter sido tomado igual a |XY'|, as distancias | XY e
|OY| sdo iguais. Consequentemente o triangulo AXY O é isosceles e portanto

<Y X0 = <XOY. (17)

Por outro lado, como a soma dos angulos internos de qualquer triangulo
(no plano) é de 180° e como também <XYO + <OY B = 180°, conclui-se,
partindo do triangulo AXYO e usando (), que

24Y X0 =180° — <XYO = <0Y B. (18)

Usando agora sobre o triangulo AXOB a mesma deducao utilizada para
obter (1), tem-se agora
<Y BO = <0YB. (19)

Usando novamente os factos de que a soma dos angulos internos dos triangulos
é de 180° e que, por construcao, <XOB + a° = 180°, deduzimos que

<Y XO+<YBO =a°,

donde se obtém
<YBO =a°— <Y XO. (20)
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Substituindo (@) no membro esquerdo de (20) tem-se
<0YB =a° - 1Y XO,

e finalmente, substituindo esta ultima igualdade em (I8) vem
2<Y X0 =a°— <Y XO,

ou seja 3<1Y XO = a°, e portanto
1
<IYXO = gOZO,

o que mostra que o angulo construido é de facto o angulo pretendido.

Terminamos esta Seccao com o seguinte exercicio: utilizando uma régua
graduada e um compasso construa un nondgono (poligono regular com 9
lados), comegando por construir um triangulo equilatero.

3 Poliedros

Nesta segunda e ultima parte deste curto curso, iremos apresentar alguns
modelos de poliedros e investigar, muito abreviadamente, algumas das suas
propriedades.

Tal como no caso das construgoes com régua e compasso, o estudo dos
poliedros tem uma histéria longa e rica, com amplas aplicacoes em diversas
areas da actividade humana e, ao contrario do que se passa com as primeiras,
o estudo de diversos aspectos relativos aos poliedros é ainda um assunto
actualmente activo de investigagao matematica.

Os poliedros sao superficies fechadadd no espaco tridimensional que sao
formadas por poligonos planos unidos uns aos outros somente pelos seus lados
e vértices e de modo a que cada lado de um poligono contacte apenas com
um unico lado de outro poh’gon.

O que faremos nesta Seccao é apresentar um conjunto de poliedros com
algum interesse e importancia, quer para a matematica, quer para outras

0Tsto é, superficies que separam o restante espaco em dois dominios disjuntos: uma
parte limitada (a parte de dentro) e uma parte ilimitada (a parte de fora).

"De modo a eliminar casos estranhos é necessario impér duas outras condicdes adicio-
nais, de caracter mais técnico, e com as quais nao nos iremos preocupar nesta exposicao.
Essas condicGes, bem como uma enorme quantidade de informagGes interessantes sobre
poliedros, podem ser consultadas em [3]. Uma discussdo iluminada sobre a evolugao da
nocao de poliedro, encarada como paradigma do processo de descoberta matematica e
com importantes implicagbes para o ensino, pode ser vista em [7], livro cuja leitura se
recomenda vivamente.
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actividades humanas e, depois desta parte descritiva, abordaremos alguns
aspectos mais propriamente matematicos. No entanto, no que se refere a
este ultimo aspecto, limitar-nos-emos a uma abordagem muito superficial ja
que a demonstragao matematicamente rigorosa de muitos desses resultados
esta claramente para além do que é possivel abordar neste breve curso.

Como os poliedros tém caracteristicas tridimensionais, a sua representagao
no plano é normalmente realizada de dois modos diferentes, ambos impor-
tantes, se bem que com funcoes distintas: a representacao em perspectiva
e a planificacdo. A primeira, utilizada desde que a técnica do desenho em
perspectiva foi criada, em Itdlia, na primeira metade do século XV, é a re-
presentacao que nos fornece, no plano, uma ideia realista do modo como,
no espaco, o poliedro ¢é visualmente percepcionado por um observador; a se-
gunda, com ébvias ligagoes a arquitectura, é historicamente bem mais antiga
e é de extrema importancia para a producao de modelos tridimensionais dos
poliedros. Estes modelos, no espaco, sao mais dificeis de construir que os
objectos geométricos no plano a que nos dedicamos até esta altura. A fim
de construir modelos concretos destas entidades geométricas precisamos nao
apenas de papel, régua e compasso, mas também de tesoura e cola, além
de ser conveniente que o papel tenha uma consisténcia suficiente para que o
modelo a construir seja manuseavel sem o perigo de iminente destruicao.

Possivelmente, o exemplo de aplicacao destas duas representacoes que €
mais facilmente reconhecido é o do cubo, para o qual as duas representacoes
referidas sao apresentadas na Figura 58.

Figura 58: Representagao do cubo em perspectiva (a esquerda) e em plani-
ficacao (& direita).

Se bem que a representacao em perspectiva seja extremamente 1til para
nos apercebermos do aspecto tridimensional do poliedro, facto importante
para efeitos de construcao de modelos no espaco, a representacao em pla-
nificacao é muito mais importante para este fim: a partir da planificacao,
transferida para um pedaco de cartolina, recortada pelos tracos exteriores e
vincada pelos interiores, pode-se, com maior ou menor facilidade, produzir
um modelo tridimensional do poliedro.
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Convém, todavia, ter sempre algum cuidado quando estamos em pre-
senca de um representacao bidimensional de um objecto tridimensional pois,
qualquer que seja a representacao em causa, had sempre a possibilidade de
ela nao corresponder, de facto, a nenhum objecto tridimensional possivel.
[lustragoes destes casos sao apresentadas, na Figura 59, com o triangulo de
Penros, e, na Figura 60, com um grafo semelhante a planificacao do cubo
mas que nao corresponde a nenhum objecto trimensional que possa ser cons-
truido de acordo com as regras enunciadas acima (Exercicio: recorte esta
“planificacao” e tente construir um poliedro com ela. O que acontece?)

Figura 59: Representagao em perspectiva de um objecto impossivel (triangulo
de Penrose)

De um ponto de vista pratico, para que os diferentes poligonos que cons-
tituem uma planificagdo possam, apds o recorte e a dobragem, permanecer
ligados uns aos outros, ha que introduzir um determinado ntimero de abas na
planificacao de modo a que essas mesmas abas, quando recobertas com cola,
possam aderir a parte interior das outras superficies poligonais que com elas
confrontam e possibilitar a formagao estavel e rigida do poliedro no espago
tridimensional. Na Figura 61 apresenta-se uma planificacao “com abas” para
o cubo. Compare-a com a fornecida na Figura 58.

No que se segue, nao apresentaremos as abas das planificagoes. Em geral,

elas podem ser desenhadas aresta-sim-aresta-nao, tal como se féz na Figura
61.

12Roger Penrose (nasc. 1931), mateméatico britanico contemporaneo, com importantes
trabalhos em geometria e em fisica-matematica. E conhecido do grande publico como o cri-
ador das pavimentagoes de Penrose, um modo de pavimentar o plano de forma aperiédica.
Inventou e divulgou o triangulo que leva o seu nome nos anos 1950, se bem que o mesmo
ja tivesse sido independentemente criado pelo artista sueco Oscar Reutersvard em 1934.
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Figura 60: Representacao “em planificacao”, baseada na planificacao do
cubo, mas que nao corresponde a nenhum poliedro tridimensional.

Figura 61: Uma possivel planificacao, com abas, do cubo.

42



De seguida iremos apresentar algumas classes de poliedros (piramides,
prismas, anti-prismas, poliedros platénicos e arquimedianos) através da ob-
servacao de alguns exemplos caracteristicos. Numa Secgao final, chamaremos
a atencao para alguns resultados matematicos interessantes no estudo dos
poliedros, nomeadamente o teorema de Descartes e a féormula de Euler.

3.1 Piramides, Prismas e Anti-prismas
3.1.1 Piramides

Os poliedros mais simples (e mais simples de construir) sdo as piramides.
Tomando um qualquer poligono plano (nomeadamente um dos que, apos
termos estudado a Secgao 2, j4 sabemos, nesta altura, construir) e tomando
um qualquer ponto do espaco que nao pertenca ao plano do poligono, unimos,
por segmentos de recta, os vértices do poligono com esse ponto exterior. O
resultado é uma piramide. O poligono inicialmente tomado designa-se por
base da piramide e o ponto exterior por vértice. O tipo de poligono usado
origina a designacao da piramide: piramide triangular se o poligono for um
triangulo, quadrangular se for um quadrilatero (Figura 62), pentagonal se
for um pentdgono, etc.

Figura 62: Os mais famosos modelos de piramides quadrangulares do mundo:
as piramides do planalto de Gizé, perto do Cairo, Egipto (construidas no séc.
XXVI a.C.)
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Figura 63: Representagoes em perspectiva de uma piramide quadrangular
recta (a esquerda) e de uma outra obliqua (a direita). A altura das piramides
é representada por h. (Uma Questao: como se podera determinar a altura
h das piramides da Gizé sem as ter de furar? A resposta, de acordo com a
lenda, tera sido dada por Tales...)

Figura 64: Representacao do tetraedro em perspectiva e em planificagao.

Suponha agora que o poligono da base é um poligono regular. Se a recta
que passa pelo vértice e é perpendicular a base intersectar o centro da circun-
feréncia que circunscreve a base, entao diz-se que a piramide é recta. Caso
contrario a piramide diz-se obliqua. A altura, h, de uma piramide é o com-
primento do segmento de recta que passa pelo vértice e é perpendicular a
base (Figura 63)

Da&-se o nome de tetraedro a piramide triangular recta em que a base ¢ um
triangulo equilatero e a altura é tal que as suas faces sao também triangulos
equildteros (necessariamente) iguais ao da base. O tetraedro é um poliedro
pertencente ao grupo dos poliedros platénicos, os quais serao considerados
mais adiante, na Seccao 3.2 (Figura 64)

No Apéndice encontra-se uma planificacao (com abas) de um tetraedro
(Figura 85) e de uma piramide quadrangular obliqua (Figura 86).

3.1.2 Prismas

Considere-se um poligono contido num determinado plano e um outro poligono
igual, num plano paralelo ao do primeiro, obtido a partir do primeiro s6
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Figura 65: Representagao em perspectiva da formacao de um prisma qua-
drangular a partir de um poligono quadrangular.

por translagao (sem rotacao!) Unindo o primeiro poligono ao segundo por
porcoes planares observa-se que estas porcoes sao poligonos quadrangulares.
O resultado desta operagao designa-se por prisma (Figura 65).

Tal como no caso das piramides, os prismas classificam-se também de
acordo com os poligonos que lhe servem de base. Por analogia ao caso das
piramides, os prismas designam-se por rectos ou obliquos consoante os seg-
mentos de recta que unem os vértices das duas bases sao perpendiculares, ou
nao, aos planos destas.

Os prismas sao possivelmente os poliedros mais comuns, surgindo per-
manentemente no dia-a-dia como elementos arquitecturais e estruturais em
praticamente todas as construgoes e produgdes humanas (Figuras 66 e 67)

Figura 66: Um dos mais conhecidos modelos de prisma quadrangular recto do
mundo: o edificio-sede das Nacoes Unidas, em Nova lorque, Estados Unidos
(inaugurado em 1951).
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Figura 67: Um modelo poliédrico invulgar em edificios: os prismas qua-
drangulares obliquos das torres Kio, em Madrid, Espanha (inauguradas em
1996).

O prisma mais simples (no sentido de mais “simétrico”) de todos é o
cubo: o prisma quadrangular recto que tem por base um quadrado e em que
a altura é igual ao comprimento (e a largura) da base (Figura 58). Este
poliedro, como também j& acontecia com o tetraedro, pertence a familia dos
poliedros platénicos (Seccao 3.2). No Apéndice da-se uma planificagdo do
cubo (Figura 87) e uma de um prisma pentagonal obliquo (Figura 88).

3.1.3 Anti-prismas

Uma pequena alteracao nas regras de construcao dos prismas origina uma
outra classe de poliedros, menos comuns que as duas anteriores mas ainda
assim com algum interesse geométrico e com aplicagoes a diversos dominios,
como, por exemplo, na cristalografia. Se, na construcao do prisma descrita
anteriormente, for permitida a ocorréncia de uma rotagao do poligono da base
por um angulo que é metade do seu angulo ao centro, entao nao sera mais
possivel unir as duas bases por poligonos quadrangulares planares: terao de se
usar triangulos, e a superficie resultante designa-se por anti-prisma (Figura
68). Na Secgao seguinte apresentaremos um anti-prisma particularmente
importante: o octaedro (Figura 69). No Apéndice fornece-se uma planificagao
de um anti-prisma pentagonal (Figura 89).
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Figura 68: Representagao em perspectiva da formacgao de um anti-prisma
quadrangular a partir de um poligono quadrangular.

3.2 Poliedros platénicos

Ao invés dos poliedros referidos no ponto anterior, que sao em numero infi-
nito, os poliedros que apresentaremos nesta Seccao sao muito poucos: apenas
cinco! Estes poliedros constituem o objecto da mais antiga referéncia literaria
a poliedros de que ha registo: no didlogo filoséfico Timeu, de Platao, do qual
a familia adquiriu o nome. Na Seccao anterior tivemos ja oportunidade de
tomar contacto com dois poliedros platénicos: o tetraedro (piramide com to-
das as faces triangulos equilateros, necessariamente iguais) e o cubo (prisma
quadrangular recto com todas as faces quadradas, também necessariamente
iguais). Os restantes poliedros platénicos tém em comum com estes dois
um elevado grau de simetria na sua construcao: todas as suas faces e to-
dos os seus angulos (quer entre as diferentes arestas e faces, quer os angulos
sélidos) sao também iguais. Sob este ponto de vista de “regularidade”, os
poliedros platénicos sao as entidades geométricas no espaco tridimensional
que correspondem aos poligonos regulares no plano. No entanto, e talvez
surpreendentemente, ao invés do que sucede com estes tultimos, que sao em
numero infinito, os poliedros platénicos sao apenas cinco! A construcao ma-
tematicamente rigorosa destes cinco poliedros e a demonstracao de que estes
sao os unicos poliedros regulares vem-nos desde os FElementos de Euclides
[5, Livro XIII]. Na tltima Seccao destas notas voltaremos brevemente a este
assunto. Os trés poliedros platénicos a que ainda nao fizemos referéncia sao:

e 0 octaedro, formado por seis vértices e oito faces que sao triangulos
equilateros (Figuras 69 e 70)

e 0 dodecaedro, formado por vinte vértices e por doze faces que sao
pentagonos regulares (Figuras 71 e 72)

e oicosaedro, formado por doze vértices e por vinte faces que sao triangulos
equilateros (Figuras 73 e 74)
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Figura 69: Representacao do octaedro em perspectiva e em planificagao.

Figura 70: Cristal octaédrico de Spinel (Oxido de Magnésio e Aluminio,
M gAl204)
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Figura 71: Representacao do dodecaedro em perspectiva e em planificacao.

Figura 72: Cristal dodecaédrico de Almandina (Silicato de Ferro e Aluminio,

F€3A12(S’i04)3).
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Figura 73: Representacao do icosaedro em perspectiva e em planificagao.

Figura 74: Imagem obtida por microscépio electréonico de um adenovirus,
mostrando a sua capsula proteica de estrutura icosaédrica.
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No Apéndice fornecem-se planificagbes dos cinco poliedros platénicos (Fi-
guras 85, 87, 90, 91, 92).

3.3 Poliedros arquimedianos

Os poliedros arquimedianos, cuja descoberta é atribuida a Arquimedes por
Pappu, sao também constituidos por poligonos regulares (equildteros e
equiangulos) mas, ao contrario do que acontece naqueles, nestes vérios tipos
de poligonos estao presentes no mesmo poliedro.

Varios destes poliedros foram sendo repetida e independentemente redes-
cobertos por diversos autores ao longo dos tempos. Especialmente significa-
tivo foi o trabalho de Keple, que, além de muitas contribuicoes originais
importantes para o estudo dos poliedros, redescobriu a totalidade dos treze
poliedros arquimedianos e baptizou-os com os nomes que ainda hoje usamos.

Alguns dos treze poliedros arquimedianos podem ser obtidos a partir dos
platonicos por truncatura, ou seja, por remocao simétrica dos vértice e de
parte das arestas destes 1ltimos poliedros. Dois exemplos destes casos sao o
tetraedro truncado e o cubo truncado que apresentamos nas Figuras 75 e 76,
respectivamente.

Usando este processo de truncatura podemos encarar alguns dos elemen-
tos deste grupo de poliedros como estabelecendo uma ponte entre os poliedros
platénicos. Como ilustracao desta afirmagao atente-se na Figura 77, onde se
representam em perspectiva, da esquerda para a direita, o cubo truncado,
o cuboctaedro e o octaedro truncado: trés poliedros arquimedianos que sao
obtidos por truncaturas cada vez mais “profundas” do cubo, até chegar ao
octaedro. (Exercicio: re-desenhe os poliedros da Figura 77 encarando-os
agora, da direita para a esquerda, como resultando de truncaturas do octae-
dro).

O mesmo processo de truncatura pode ser efectuado noutros poliedros
platonicos, resultando em alguns outros poliedros arquimedianos. Um exem-
plo particularmente curioso é o icosaedro truncado (Figura 78), bem conhe-

cido em todo o mundo por servir de modelo a construcao das bolas de futebol
(Figura 79).

BPappus de Alexandria (cc. 290-350), o dltimo dos grande gedémetras gregos, é relem-
brado actualmente pelo Teorema de Pappus da Geometria Projectiva e pelo Teorema do
Centroéide de Pappus. Escreveu comentdrios ao Almagest de Ptolomeu e aos Elementos
de Euclides, além da sua obra maior, a Colec¢ao Matemadtica, o Gltimo grande tratado de
geometria da antiguidade.

1 Johannes Kepler (1571-1630), importante astrénomo e mateméatico aleméo, actual-
mente recordado pela descoberta das trés Leis de Kepler do movimento planetério, fez
muitas outras contribui¢oes importantes para a astronomia, Optica e matematica.
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Figura 75: Representacao do tetraedro truncado em perspectiva e em plani-
ficacao.
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Figura 76: Representagao do cubo truncado em perspectiva e em planificagao.

52



Figura 77: Trés poliedros arquimedianos obtidos por truncatura do cubo.
Da esquerda para a direita: o cubo truncado, o cuboctaedro e o octaedro
truncado.

Figura 78: Representacao do icosaedro truncado em perspectiva e em plani-
ficagao.
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Figura 79: Um icosaedro truncado e uma bola de futebol.

Os exemplos anteriores poderiam fazer pensar que todos os poliedros ar-
quimedianos poderiam ser obtidos por truncatura do platénicos, e recipro-
camente. Nenhuma destas afirmacoes é verdadeira: nem todos os poliedros
arquimedianos sao truncaturas de platonicos, nem todas as truncaturas de
platonicos resultam em arquimedianos.

Um exemplo de um poliedro arquimediano nao resultante de truncatura é
o dodecaedro rombico apresentado na Figura 80. Outro exemplo interessante
é o cubo obliquo (Figura 81), o qual tem a interessante caracteristica adicional
de nao coincidir com a sua imagem nos espelho (existe, portanto, em duas
versoes enantiomorfas distintas).

Figura 80: Representacao do dodecaedro rombico em perspectiva e em pla-
nificacao.

No Apeéndice exibem-se as planificacoes de trés poliedros arquimedianos:
o tetraedro truncado, o cuboctaedro e o cubo obliquo (Figuras 93, 94, e 95).
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Figura 81: Um modelo em madeira do cubo obliquo.

3.4 O zoo poliedrico

Além dos poliedros que referimos nas seccoes anteriores, ha muitos outros.
Mesmo nao considerendo os poliedros estrelados, os poliedros com faces ir-
regulares e os poliedros abstractos em espacos de dimensao superior a trés
(designados por “politopos” na literatura matemaética), todos eles importan-
tes em varios contextos e aplicagoes, algumas das quais surpreendentes, a
quantidade de poliedros exige que se faca algum esfor¢o de classificagao, a
fim de organizar a informacao e evidenciar regularidades: o espirito humano
raramente consegue fazer sentido de um conjunto de dados se estes nao esti-
verem, de algum modo, organizados.

A Figura 82, que é uma adaptagao e simplificagao da figura 2.29 de [3],
permite-nos enquadrar as familias de poliedros que vimos nos pontos ante-
riores no panorama mais vasto dos poliedros convexos com faces regulares.
Algumas das familias presentes na Figura 82 nao foram referidas anteriorment
(elementares, deltaedros, fragmentos arquimedianos e fragmentos platénicos)
mas tal nao devera constituir um obstaculo ao que é relevante na leitura do
esquema nela apresentado: a organizacao da informagao no vasto “zooldégico”
poliedrico. Para mais pormenores e para uma verdadeiramente notavel in-
trodugao ao mundo dos poliedros, ao mesmo tempo matematicamente séria,
visualmente bela e extremamente acessivel, recomenda-se entusiasticamente
a leitura atenta de [3].
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PLATONICOS (5)

DELTAEDROS (8)  OUTROS (66) ARQUIMEDIANOS (13)

@]

icosaedro cuboctaedro

. dodecaedrd
tetraedro truncado
\ icosaedro truncado
/‘\ cubo truncado

3 cubo obliquo
piramide ,
quadrangular } .
'J ‘

PIRAMIDES (00) FRAGMENTOS ARQUIMEDIANOS (9)

ANTIPRISMAS (00) PRISMAS (00)
ELEMENTARES (31)

FRAGMENTOS PLATONICOS (6)

Figura 82: O zoo dos poliedros convexos de faces regulares. O nome de cada
familia encontra-se escrito em maiusculas; o nimero entre parentesis indica
o numero de elementos de cada familia; s6 sao indicados individualmente o
nome dos poliedros referidos no texto.
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3.5 Alguma matematica em torno dos poliedros: o te-
orema de Descartes e a férmula de Euler

Nesta ultima Seccao iremos fazer uma brevissima digressao a matematica
dos poliedros, referindo dois dos primeiros resultados que foram provados
sobre os poliedros em geral, nao apenas sobre as piramides, prismas, anti-
prismas, platénicos ou arquimedianos (ou mesmo sobre qualquer dos outros
grupos de poliedros de que nao faldmos) mas sobre os poliedros como entidade
geométrica satisfazendo certas condicoes. Estes dois resultados, importantes
para uma teoria geral dos poliedros, e para a compreensao profunda destes
entes fascinantes, sao o Teorema de Descartedd e a formula de Euled.

3.5.1 O teorema de Descartes

Para podermos enunciar o teorema de Descartes temos primeiro que intro-
duzir alguma nomenclatura, o que seré feito, informalmente, de seguida. Su-
pondo conhecidos os conceitos de vértice, aresta e face, necessitamos ainda
de:

e angulo sélido: a porcao de espago do interior do poliedro, préximo do
vértice e limitado pelas trés ou mais faces concorrentes nesse vértice.
Consequentemente, o nimero de angulos sélidos ¢é igual ao ntimero de
vértices.

e angulos das faces: os angulos dos poligonos que constituem cada uma
das faces dos poliedros.

Uma vez concordando com esta terminologia, podemos prosseguir.

Uma observagao que é vélida em geral (e que é facilmente verificivel nos
poliedros platénicos para os quais observamos modelos anteriormente) é que
quanto maior for o niimero de angulos sélidos tanto menos pontiagudo serd o
poliedro. Isto é evidente na familia dos poliedros platénicos, onde os angulos

15René Descartes (1596-1650), importante filésofo e matemdtico francés, particular-
mente relembrado em matemadtica pela sua algebrizagdo da geometria (conhecida actu-
almente por geometria analitica, ou cartesiana). Os seus estudos sobre poliedros perma-
neceram desconhecidos até meados do século XIX, altura em que foram redescobertas as
notas que sobre eles tinha feito Leibniz.

16T eonard Euler (1707-1783), matemético suico, um dos mais geniais mateméticos de
todos os tempos. Entre as suas imensas contribuicoes importantes em praticamente todas
as areas da matemadtica do seu tempo, destacamos, no caso do estudo dos poliedros, a
introdugéo de novas ideias e conceitos (entre as quais a noc¢ao de “aresta”) que lhe permitiu
descobrir a sua famosa férmula para os poliedros (h4 vérias outras férmulas de Euler. .. )
que relaciona os niimeros de vértices, arestas e faces dos poliedros, e fornecer uma primeira
demonstracao.
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Figura 83: Efeito da planificagao local, em torno de um vértice V', por recorte
da aresta a tracejado e deslocamento das faces como se indica com as setas,
no caso do tetraedro (a esquerda) e do cubo (a direita). A abertura entre as
faces deixada livre nas planificacoes é assinalado por um nimero indicando a
sua medida, em graus. A este valor chama-se a deficiéncia do correspondente
angulo solido.

solidos do tetraedro ou octaedro sao claramente muito mais pontiagudos que
os do dodecaedro ou icosaedro, ocupando os do cubo uma posicao intermédia.

Um modo expedito de medir esse caracter pontiagudo de um angulo sélido
estd directamente relacionado com as planificagdes: se pegarmos numa su-
perficie poliedrica em torno de um vértice e recortarmos uma das arestas
de modo a que as restantes faces possam ser planificadas, verificamos que
quanto mais pontiagudo é o angulo sélido tanto maior sera a abertura entre
as faces que é deixada livre na planificagao. Ao valor do angulo definido por
esta abertura entre as trés ou mais faces adjacentes a um vértice na plani-
ficagao dé-se o nome de deficiéncia do correspondente angulo sélido (Figura
83). Como se referiu acima, quanto maior é a deficiéncia, mais pontiagudo é
o angulo sélido correspondente.

Estamos agora em condigoes de enunciar o teorema de Descartes, valido
para qualquer poliedro, com qualquer ntimero de vértices e de faces, regulares
ou nao. O teorema afirma que



A soma das deficiéncias de todos os angulos sélidos de qualquer
poliedro é sempre igual a 720° (ou seja, oito angulos rectos) e
portanto, num poliedro com um nimero de angulos sélidos igual
a V, a soma de todos os angulos das faces é igual a 4V —8 angulos
rectos.

E conveniente chamar a atencao para o caracter geral deste resultado, o
que o torna numa espécie de milagre matematico: como é possivel que em
qualquer poliedro o valor seja sempre o mesmo?!

A razao de ser deste resultado, que surge naturalmente na sua demons-
tracao nao pode, infelizmente, ser vista aqui, mas podemos pelo menos
certificarmo-nos que no caso dos poliedros platonicos o resultado é verda-
deiro:

‘ Poliedro ‘ # vértices ‘ Deficiéncia por vértice ‘ Deficiéncia total ‘
Tetraedro 4 180° 720°
Octaedro 6 120° 720°
Cubo 8 90° 720°
[cosaedro 12 60° 720°
Dodecaedro 20 36° 720°

Nao indo apresentar a demonstracao do teorema de Descartes, vamos, no
entanto, ver que dele se pode deduzir que s6 existem cinco solidos platénicos!

Para tal necessitamos de relembrar um resultado da geometria de poligo-
nos, devido a Proclud'l: a soma dos angulos internos de um poligono com n
lados ¢ igual a 2(n — 2) angulos rectoé

Considere um poliedro regular com todas as faces e angulos iguais (isto
é: um poliedro platénico). Se este poliedro tiver V' angulos sélidos, cada um
deles rodeado por ¢ faces poligonais e cada face tiver p lados, entao a soma
dos angulos de cada face é igual a 2(p — 2) angulos rectos e, como os angulos
de cada face sao, por hipdtese, todos iguais, cada um deles medira @
angulos rectos.

Sendo cada vértice rodeado por ¢ faces, haverd ¢ angulos das faces em
cada um dos V' angulos solidos e portanto havera um total de ¢V angulos das
faces. Daqui segue que a soma de todos os angulos das faces de todas as faces

1"Proclus Diadochus (411-485), filésofo grego. A sua relevincia para a matemdtica
deve-se essencialmente aos seus comentarios sobre o trabalho de outros matematicos.

18Este resultado é conhecido de todos (e ja foi utilizado repetidamente neste curso) no
caso de n = 3 lados, ou seja para o triangulo, onde se sabe que a soma em causa é de
2(3 — 2) = 2 angulos rectos, isto é: 180°.
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do poliedro ¢é igual a qV@ angulos rectos. Pelo teorema de Descartes esta
soma é também a 4V — 8 angulos rectos, e portanto

4V_8:qvw_

Resolvendo esta equacao em ordem a V' obtém-se

4p
4—(p—2)(qg—2)

O denominador de (Z1I) tem de ser positivo, visto que V' e p sdo positivos, e
portanto tem de se verificar

V=

(21)

(P—2)(¢g—2) <4 (22)

Mas como, quer p, quer ¢, sdo inteiros maiores que 2 (porqué?) concluimos
que s6 existem os seguintes pares de valores (p, q¢) que verificam (22)):

(p,q) = (3,3) o tetraedro
(p,q) = (3,4) o octaedro
(p,q) = (3,5) : o icosaedro
(p,q) = (4,3) o cubo

(p,q) = (5,3) o dodecaedro

0 que nos permite concluir que sé existem cinco poliedros platénicos, como
pretendiamos.

3.5.2 A férmula de Euler para os poliedros

Terminamos estas breves notas com o que, possivelmente, é o mais famoso
resultado matematico sobre poliedros: a féormula de Euler. Devemos a Eu-
ler uma mudanga radical de ponto de vista no estudo dos poliedros (e em
muitos outros assuntos também...): ao invés de procurar estabelecer pro-
priedades e construcoes geométricas para poliedros especificos, seguindo o
espirito de Euclides, Euler estudou os poliedros na sua generalidade, procu-
rando estabelecer leis e encontrar propriedades que fossem comuns a todos
0s pohedros@ O resultado que pretendemos apresentar é o seguinte:

190 trabalho que referimos na Seccao anterior tinha sido também feito no mesmo espirito
por Descartes um século antes de Euler mas permaneceu desconhecido da comunidade
matematica até meados do século XIX e nao teve qualquer papel no desenvolvimento
histérico do assunto.
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Para um qualquer poliedro, sejam V' o numero de vértices, A
o numero de arestas e F' o ntimero de faces. Entao é valida a
seguinte formula,

F+V=A+2 (23)

A genialidade de Euler pode ser avaliada nao apenas pela beleza, simpli-
cidade e generalidade da férmula (23), mas pelo préprio facto de que Euler
teve de criar (e arranjar um nome) para uma das entidade que nela intervém:
as arestas sao uma criacao de Euler e nenhum matematico antes dele tinha
individualizado esse conceito e reconhecido a sua importancia. E para se
apreciar até que ponto o trabalho de Euler revolucionou a nossa forma de
encarar os poliedros basta relembrar que este novo conceito entrou de tal
maneira na bagagem cultural da humanidade que nos parece actualmente
inconcebivel que uma coisa tao “visivel” nao tenha desde sempre feito parte
das entidades estudadas pelos geémetras.

Da férmula de Euler (23) deduzem-se uma quantidade enorme de re-
sultados cujo alcance vai muito para além da teoria dos poliedros, tendo
consequéncias em muitas outras disciplinas matematicas.

Além disso, as varias demonstracoes propostas ao longo do tempo para
esta férmula, comecando na do proprio Euler, bem como a descoberta de
diversos contra-exemplos “patologicos” que nao verificavam a férmula, levou
os matematicos, ao longo do século XIX, a analizarem a fundo as defini¢oes
das entidades com que trabalhavam nessas demonstracoes, entre as quais a
propria nocao de poliedro, e a desenvolverem progressivamente novas ideias
e disciplinas matematicas e um nivel de rigor de raciocinio cada vez mais
apurado [3, [7].

Seguidamente apresentaremos a ideia geral de uma possivel demonstragéO@
da férmula de Euler (23)), valida para poliedros que podem ser deformados
numa esferall

Tome-se um poliedro deste tipo e retire-se uma das faces (Figura 84).

E claro que ao efectuar esta operacao de retirar uma das faces, o valor de
F +V — A sera uma unidade inferior ao que era originalmente, visto que V'
e A permanecem inalterados e F' é reduzido de uma unidade.

20No sentido matemaético do termo, a palavra “demonstracao” refere-se a um argumento
dedutivo que, partindo de hipdteses claramente estabelecidas e seguindo um raciocinio
l6gico rigoroso, permite chegar & conclusao pretendida.

2Tsto significa, intuitivamente, que, se o poliedro fosse feito de borracha e o soprasse-
mos com suficiente intensidade, o resultado final teria a forma de uma superficie esférica,
embora mantendo o nimero de “faces”, “vértices” e “arestas” inalterado, tendo a mesma
relagdo com o poliedro inicial que a bola de futebol tem com o icosaedro truncado (relembre
a Figura 79).
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(a) (b)

Figura 84: Perspectivas de (a) um poliedro e de (b) o mesmo poliedro com
uma das faces retiradas: F' é diminuido de uma unidade, V' e A mantém-se
inalterados.

Agora deforme-se a superficie resultante para um plano mas de modo a
que o numero de faces, vértices e arestas nao seja alterado. O resultado é um
grafo no plano, isto é, um conjunto de pontos (vértices) ligados entre si por
segmentos de recta (arestas) os quais limitam regides poligonais (faces): ou
seja, temos um conjunto de poligonos ligados por arestas comuns (Figura 85).
Note-se que esta deformagao nao é uma planificacao, no sentido que demos
anteriormente a este termo, visto que nao mantém inalterados as distancias
entre os vértices nem os angulos entre as arestas, e portanto pode dar origem
a poligonos irregulares. Nenhum destes factos importa: o que é importante é
que o numero de poligonos seja igual ao niimeros de faces do poliedro original,
assim como os correspondentes nimero de vértices e arestas.

(a) (b)

Figura 85: (a) Poliedro com uma das faces retiradas e (b) grafo no plano
obtido por deformacao do poliedro.
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Observe-se agora que se neste grafo existirem poligonos que nao sao
triangulos (como acontece no caso da Figura 85, onde todos os poligonos sao
pentdgonos), podem-se sempre produzir poligonos triangulares por jungao
de um numero conveniente de arestas entre os vértices pré-existentes, mas
sem aumentar o numero de vértices. Este processo é designado por trian-
gulacao. Note que esta operacao de adicionar uma aresta acarreta o aumento
concomitante de um poligono (face) extra e, portanto, o nimero F'+V — A
permanece inalterado (Figura 86).

(a) ) (c)

Figura 86: (a) Poligono pentagonal (F' =1,V =5 A = 5). (b) Primeira
etapa da triangulagdo do poligono pentagonal (F' =2,V =5 A = 6). (c)
Triangulagao completa do poligono pentagonal (F' =3,V =5, A = 7). Note
que nos trés casos F'+V — A= 1.

Seguinto este argumento, podem-se sempre adicionar arestas entre os
vértices pré-existentes no grafo obtido a partir do poliedro, de modo a que o
grafo resultantes seja constituido apenas por triangulos e de tal maneira que
o numero F' +V — A nao sofra alteragoes (Figura 87).

Figura 87: Uma possivel triangulagao do grafo da Figura 85 (b) . As arestas
inicialmente presentes estao a trago mais grosso, as adicionadas pela trian-
gulagao estao a trago mais fino.

Nesta altura, em que triangulamos o grafo obtido do poliedro, pode-
mos comecar a fase final da demonstragao: iremos retirar sucessivamente
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triangulos na fronteira do grafo triangulado, de modo tal que os grafos re-
sultantes sejam sempre conexos (isto é, constituidos por apenas um pedago),
até obtermos, no final, um tnico triangulo.

Note-se que, neste processo de eliminagao de triangulos na fronteira do
grafo triangulado, existem dois casos possiveis: ou elimina-se uma tunica
aresta e a face adjacente, ou eliminam-se duas arestas, o vértice que lhes é
comum, e a correspondente face (veja o exemplo na Figura 88). Em qualquer
das situagoes o valor de F' + V — A permanece constante (justifique esta
afirmagao!)

(a) (b) (c)

Figura 88: (a) Uma triangulacao. (a) Eliminacao de uma aresta e da cor-
respondente face, na fronteira da triangulacao dada. (b) Eliminacao de duas
arestas, do vértice comum e da correspondente face na fronteira da trian-
gulacdo resultante. (A ponteado estdo indicadas as arestas da triangulagao
anterior que foram eliminadas).

Por este processo podemos prosseguir até chegar a um unico triangulo,
Figura 89, parao qualsetem FF'=1,V =3e A= 3,ouseja, F+V —A = 1.

Figura 89: Grafo final obtido pelo processo de eliminacao: um triangulo.

Relembrando que o grafo foi obtido do poliedro original por subtracao de
uma face e posterior deformagao (relembre as Figuras 84 e 85) concluimos
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que o poliedro original tinha mais uma face que o grafo com que trabalhamos
e, portanto, que para o poliedro se tem F' +V — A = 2. Mas esta expressao
é exactamente equivalente a férmula de Euler (£3)) e isto conclui a demons-
tracao.

Terminamos estes breves apontamentos com um exercicio: verifique que
a férmula de Euler é valida para todos os poliedros que referimos anteri-
ormente nestas notas e mostre que algo de errado ocorre com o croissant
poliedrico da Figura 90; qual podera ser o problema?

Figura 90: Um croissant poliedrico
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APENDICE

Neste Apéndice apresentamos um conjunto de planificagbes com abas que
podem ser usadas para a construcao de modelos tridimensionais em cartolina.
Como o tamanho do papel A4 é algo limitado para este fim, recomenda-se
que as planificacoes dos poliedros com maior niimero de faces sejam primeiro
ampliadas (para folhas A3, por exemplo) antes de se proceder a construgao
do modelo.

As planificagoes apresentadas foram obtidas em [I] e sdo as seguintes:

Figura 91 Tetraedro

Figura 92 Piramide quadrangular obliqua
Figura 93 Cubo

Figura 94 Prisma pentagonal obliquo
Figura 95 Anti-prisma pentagonal
Figura 96 Octaedro

Figura 97 Dodecaedro

Figura 98 Icosaedro

Figura 99 Tetraedro truncado

Figura 100 Cuboctaedro

Figura 101 Cubo obliquo
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Figura 91: Planificacao com abas do tetraedro.






Figura 92: Planificacao com abas de uma piramide quadrangular obliqua.
Este modelo tem uma caracteristica interessante: construindo trés copias
suas, elas encaixam e formam um cubo, constituindo, assim, uma ilustracao
geométrica do facto geral do volume da piramide ser % do volume do prisma
com a mesma base e altura!






Figura 93: Planificacao com abas do cubo.







Figura 94: Planificacao com abas de um prisma pentagonal obliquo.






Figura 95: Planificacao com abas de um anti-prisma pentagonal
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Figura 96: Planificacao com abas do octaedro.







Figura 97: Planificacao com abas do dodecaedro.






\VAVAVAVAV

%

Figura 98: Planificacao com abas do icosaedro.
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Figura 99: Planificacao com abas do tetraedro truncado.
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Figura 100: Planificacao com abas do cuboctaedro.
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Figura 101: Planificacdo com abas do cubo obliquo (levégiro).
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