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Resumo

Estas notas foram elaboradas para apoio & lecionacao da forma canénica de Jordan
na unidade curricular 21003-Algebra Linear 11, do primeiro ano da Licenciatura em
Matematica e Aplica¢oes da Universidade Aberta.

A sua utilizacdo pressupoe que os estudantes tenham tido contacto prévio com
os conceitos de Algebra Linear usualmente ensinados num primeiro curso semestral
introdutorio, incluindo as noc¢oes de valor e de vetor préprio e o problema da diago-
nalizacdo de aplicagOes lineares e de matrizes. Na Universidade Aberta estes assuntos
sdo abordados tendo por base os textos [2] e [3, Capitulo 1]. Com estes pressupostos,
as presentes notas sao essencialmente auto-contidas, sendo a excecao o Teorema de
Sylvester (Lema 20), cuja demonstracdo é remetida para a referéncia [7].

Diversos exemplos ajudam a motivar os resultados e ilustram a sua aplicagao.

Contetido

1 Dois exemplos de motivacao

Saber quando é que uma dada matriz A é, ou nao, diagonalizavel, ¢ um problema que
fica completamente resolvido pelo seguinte Teorema, cujo estudo é feito em qualquer curso
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introdutério de Algebra Linear (cf., e.g., [2, 3, 4 6, 8]). Este resultado também escla-
rece como construir uma matriz diagonalizante de A. A proposicao é, para além da sua
importancia teorica, de facil aplicacdo prética e, por isso, extremamente tutil.

Teorema 1. [3, Teorema 1.42]. Seja A € Myxn(K).

(a) Se A tem exatamente n valores préoprios distintos \i,..., N\, € K, entao A é
semelhante a matriz diag(A1, ..., A\p) € Mpxn(K).

(b) Se A tem k > 1 valores préprios distintos Ai,...,\x € K, entao sao equivalentes
as afirmacoes sequintes:

n=ma(A;) 4+ --+ma(Ay) e ma(\)=mg(\) para todo 1 <i<k.
n=mg(A1) +--- +mg(h).
E

(iV :EA1®"'®EAk-
diag()\l,...,)\l) 0 ce 0
0 diag )\2,...,)\2 0
(v) A semelhante ) ( - ) -
0 0 ce diag()\k,...,)\k)

(vi) pa(z) = (A —x2)" (N —x)"2 - (A — )™, ondeny +na+---+ng=ne
n; = ma(A;) = mg(\;) para 1 <i < k.

Além disso, em qualquer dos casos (a) ou (b), a matriz P cujas colunas sio precisamente
0s vetores proprios das bases de My, é uma matriz diagonalizante de A, i.e. P"1AP
€ diagonal.

E claro que nem todas as matrizes sao diagonalizaveis. Nestas breves notas iremos
estudar algumas das coisas que podem ser afirmadas quando estamos perante casos em que
a matriz nao é diagonalizavel. Esta é a situagao mais geral e o resultado a que chegaremos
incluird o caso diagonalizavel como situagao particular.

E conveniente comecarmos por analizar alguns exemplos particulares, os quais nos
sugerirdo o caminho a explorar no caso geral.

Exemplo 2. Comecemos por considerar um endomorfismo f: R? — R3 que é representado,
em relacdo a uma certa base B de R?, pela matriz

2 -1 1
A=M(f;B,B)=1[0 3 —1| € Msy3(R).
2 1 3
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Como

2—x -1 1 2—x 2—=x 0
pa(z)y=1 0 33—z -1 = 0 3-z -1
2 13—z 2] 2 1 3-uz
1 1 0 1 1 0
=2-2)|0 3—xz -1 = (2—-z)|0 3—z -1
2 1 3—g|T 0 -1 3-uz

3—x -1

R [ i

= (2-2)*(4 - ),
entao 2,4 sao os valores proprios de f (e de A). Além disso,
ma(2) =2 e ma(4) =1,

e como temos

0 -1 1
mg(2) =3 —rank (A —2I3) =3 —rank {0 1 —1|=3-2=1,
2 1 1

concluimos que, neste exemplo,
mg(2) =1 < 2 =ma(2)

e, a aplicacao do critério (b)-(ii), ou (b)-(iii), do Teoremal[ll a matriz A ndo é diagonalizavel.

Nao sendo A diagonalizavel, ou seja, ndo existindo nenhuma matriz invertivel P tal
que P~'AP seja uma matriz diagonal, continua a ser bastante importante saber se nio
havera uma matriz invertivel P para a qual esta transformacdo de semelhanca resulte numa
matriz bastante mais simples do que A e que atue sobre as matrizes de M,,»1(R) de um
modo mais transparente e ficil de entender. No fundo, é este o objetivo da diagonalizacao:
simplificar, quer conceptualmente, quer em termos de céalculo, o efeito da acao de uma
aplicagao linear num determinado espago vetorial, e, nao sendo possivel diagonalizar, seria
interessante termos um processo sisteméatico que fosse, para estes fins, quase tao eficiente.
Nao é claro, & partida, se algo poderéd ser feito neste sentido, e, se sim, o qué, mas a
consideragao do Exemplo Bl seguinte ira fornecer pistas importantes que aplicaremos ao
caso da presente matriz no Exemplo [l

Consideremos agora um outro exemplo.

Exemplo 3. Seja B € Mgy6(K) a matriz

A 1L 0]0 010
0 M 1|0 010
s_ |0 0 Mjo 00
0 0 0|Xx 1]0 |’
0 0 0|0 X|O
"0 0 0[]0 0x; |

onde os \; € K sao escalares arbitrarios que, neste exemplo, suporemos serem diferentes
entre si. Sendo B uma matriz triangular, os seus valores proprios sao os elementos da
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diagonal principal, ou seja, A1, com ma(A;) = 3, A2, com ma(A2) = 2, e A3, com ma(A3) =
1. E facil concluir que os subespagos proprios de B sio Ey, = {(e1), Ey, = {e4) e By, = (eg),
onde (61, €9,y... ,66) é a base canénica de Kb. Portanto, Ey, ®E\,DE\, = (e1,e4,¢6) # K°
e a Teorema [Ti(b)-(iv) permite concluir que B néao ¢é diagonalizavel.

Observe-se que, se bem que a matriz B nao seja diagonalizavel, ela é, ainda assim,
bastante “préoxima” de ser diagonal, ou seja:

Confirme!

e B ¢é uma matriz diagonal por blocos, B = diag(Bi, B2, Bs), onde os blocos ao longo
da diagonal principal sdo matrizes quadradas B; € M3x3(K), Bs € Mayxo(K), B3 €
Mix1(K),

e cada bloco Bj; é uma matriz triangular superior com uma estrutura particularmente
simples: os elementos na diagonal principal sao iguais ao valor préprio A; e, se a
dimensao do bloco for superior a 1, todos os elementos na diagonal acima da diagonal
principal sao iguais a 1, sendo todos os restantes elementos iguais a zero.

Portanto, de certo modo, se bem que B nao seja diagonalizdvel, a sua estrutura é quase
tao simples como a de uma matriz diagonal. Por exemplo, a acao de B sobre os restantes
vetores da base canonica de K8 que nio os vetores proprios de B, (62, es, 65), é notavelmente
simples:

Bey = Aea + 61 ou seja (B — )\1]6)62 =e1

Bes = Meg+ey ouseja (B —MAlg)es = e Confirme!

Bes = \aes +e4 ouseja (B — Aalg)es = ey,
a0 Passo que a sua acao sobre os vetores proprios é

B61 = )\161 ou seja (B — )\1[6)61 =0
Begy = Xoey ouseja (B — Aalgles =0
Beg = A3e¢  ouseja (B — Aslg)eg = 0.

As igualdades anteriores permitem concluir que

€ € N(B — )\1I6)2 porque (B — )\1[6)262 = (B — )\1I6)(B — )\1]6)62
= (B — )\1[6)61 =0

e3 € N(B — M\Ig)® porque (B —Mlg)es = (B—A\Ig)%(B— M\lges
= (B—\lg)?e2=0

es € N(B — X\alg)? porque (B — Xolg)’es = (B — X\alg)(B — \alg)es
= (B - )\2[6)64 =0.

Observe que estas igualdades permitem concluir que, se bem que o espaco K°® nio seja
a soma direta dos subespacos proprios da matriz B, ou seja E),®E)\,®E,, = N (B —
MIg)DN(B — Xolg)DN(B — \3lg) = (e1,e4,e6) # KO, verifica-se que se pode escrever
N(B=X1Ig)+N(B=M1Ig)2+N(B—M1Ig)2 +N(B—XoIg) + N (B—MXaI)2 + N (B—\31g) =
(e1,ea,e3, ¢4, €5,e6) = KO. Melhor ainda, como

veNB - = (B-A)"Yw=(B-X)(B-X)v=(B-X)0=0
= wveN(B- )
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ou seja, N (B — A)* ¢ N(B — XI)**!, podemos, a partir dos célculos anteriores, concluir
que
K® = N(B = MI)2@N(B — \oIg) @ N (B — A\3lg).

Ou seja, mesmo nio sendo o espaco vetorial K®, onde atua a matriz B, obtido como soma
direta dos subespacos proprios de B (caso fosse, B seria diagonalizavel, o que sabemos
nao ser o caso), ele pode ser obtido como soma direta de subespagos que sdo nucleos de
matrizes obtidas por potenciacao daquelas utilizadas para definir os subespacos prc’)prio.
Estes subespagos sao chamados subespacos préprios generalizados, e os elementos nao-nulos
destes subespacos sdo chamados wvetores proprios generalizados.

Concluindo: este exemplo exibe uma situagdo em que a matriz nao é diagonalizavel e,
portanto, nao existe nenhuma base de K% na qual B possa ser escrita como uma matriz
diagonal, mas existe uma base de K°, constituida por vetores préprios generalizados (que,
neste caso, sio vetores da base canonica de K%), em relacdo a qual a aplicacdo linear é
representada pela matriz B com a estrutura simples apresentada.

O problema que, naturalmente, agora se coloca é o de saber se, para uma qualquer
matriz de M, «,, (K) nao-diagonalizavel, também ocorrera a situacgao evidenciada no Exem-
plo Bl Ou seja, serd que, com base em subespacos calculaveis a partir da matriz dada, é
possivel escolher uma base adequada de K", na qual a matriz possa ser expressa numa
forma “quase diagonal”. Tentemos aplicar & matriz do Exemplo 2] a estratégia de escolher
uma base utilizando os subespacos proprios generalizados.

Exemplo 4. Consideremos novamente a matriz do Exemplo

2 -1 1
A=10 3 -1
2 1 3

e calculemos os subespacos proprios, associados aos seus valores proprios:

e O espago proprio associado ao valor proprio Ay = 4 é o nicleo de A — 413, ou seja, é
constituido pelos elementos v = [v1 vy v3]T € M3x1(R) que satisfazem (A — 4I3)v =

0. Como
—2 -1 1 —2 -1 1 —2 0 2 10 -1
0 -1 -1 — |0 1 1] — |0 11 — |01 1],
2 1 -1 o o o™ o oo oo

podemos concluir que

(A—4Ig)v:0<:>{ Z;ijg @{ szfvs sv=ull —11],
qualquer que seja v; € R. Conclui-se daqui que N(A —4I3) = (1 —1 1]7), e
dim N (A — 4I3) = 1

e O espago proprio associado ao valor proprio Ao = 2 é o nucleo de A — 213, ou
seja, sdo as matrizes u = [u1 ug ug]' € Mszx1(R) que satisfazem (A — 2I3)u = 0.
Analogamente ao caso anterior, como

0 -1 1 2 1 1 2.0 2 10 1
0 1 -1 — 0 1 -1 — 01 -1| — [0 1 —1f,
2 1 170 -1 1] oo of o0 o0

!Note que as poténcias em causa sio exatamente as multiplicidades algébricas dos correspondentes
valores proprios!
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podemos concluir que

u; +uz3 =0 U3 = —u
1 3 <:>{ 3 1

=ufl =1 =17
ug +uz3 =0 Uy = U G u=ul I

(A—213)u:04:>{

qualquer que seja u; € R. Conclui-se daqui que N(A —2I3) = ([1 —1 —1]T), e

Como vimos anteriormente, tem-se ma(2) = 2 (cf. péag. [2). Seguindo o processo que
exploramos no Exemplo B calculemos N (A — 2I3)2. Um elemento w = [w; wa w3]' €
M3y 1(R) esta em N(A — 213)% se e s6 se (A — 213)%w = 0. Como

2 0 2 2 0 2 101
(A-2L)%=|-2 0 —2 2 {00 0f == 10 0 0,
2 0 2|00 oMo 0 0

podemos concluir que

(A—2Ig)2w:0<:)w1+w3 =0< w=|w; wy —wl]T,
para quaisquer wi,wy € R. Portanto, N'(A — 2I3)? = {[w1 wy —wi]" wy,we € R} e
concluimos que dim A (A — 2I3)? = 2. Observamos sem dificuldade (basta tomar acima
wy = 1,ws = —1) que

N(A-2I3)=(1 -1 —1]") c N(A —2I3)°.

Assim, tomemos para base de N (A — 2I3)? o conjunto constituido pelo vetor proprio
n -1 - 1]T e por um vetor proprio generalizado w = [w; wy — wl]T que satisfaca
(A—2I3)w=[1 —1 —1]T. Os vetores que satisfazem esta condi¢do sdo os seguintes

0 -1 1 w1 1 Wo — 1w — —1
0 1 =1 wy| =1-1 <:>{ 2 35— B sw=[w w -1 —w]",
2 1 1| |ws 1 2w+ wa +wy = =1

onde w; é um real arbitrario. Se escolhermos w; = 0 temos o vetor proprio generali-

zado [0 — 1 0]T. Construamos agora uma matriz P cujas colunas sdo os vetores proprios
e o vetor proprio generalizado usando primeiro o correspondente a A\; = 4 e depois os
correspondentes a Ay = 2, ou seja,

1 1 0
P=]-1 -1 -1
1 -1 0

Conclui-se sem dificuldade que a inversa desta matriz é

1
0 3
0o -
-1 -1

NI NI

Pl =

N[

Portanto, A é semelhante & matriz J definida por

2 -1 1 1 1 0
0o 3 -—-1f{|-1 -1
2 1 3 1 -1 0

1
0 3
0 -
1 -1 0

N[O =

J=P'AP =

N[

|

—_

Il
O O~
O N O
N = O
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ou seja, se considerarmos a base de R3 constituida pelas colunas de P a aplicacdo linear
que era representada pela matriz A passa a ser representada pela matriz J.

Antes de terminar o nosso trabalho sobre a matriz A, convém observar que, tal como
no caso das matrizes diagonalizaveis, em que existem, em geral, virias matrizes diagonais
semelhantes & matriz dada, diferindo entre si apenas na ordem pela qual sdo escritos os
elementos da diagonal principal, também no caso das matrizes nao diagonalizaveis a ordem
dos blocos ao longo da diagonal principal vem alterada se tomarmos os vetores proprios e
os vetores proprios generalizados por ordem distinta. Verifique esta afirmacao para o caso
do presente exemplo refazendo os célculos acima, agora usando, para construir a matriz P,
primeiro os vetores proprios e vetores préprios generalizados associados a Ay = 2 e depois
o vetor préprio associado a A\ = 4.

i _12] € May2(C). Verifique que A nao é diago-

Exercicio 5. Considere a matriz A = [

nalizavel. Aplique o argumento utilizado no Exemplo @ para provar que P~ AP = [8 é} ,

identificando a matriz P.

Os resultados obtidos no Exemplo M e no Exercicio Bl sao um bom prentncio de que,
dada uma matriz ndo diagonalizével, podera ser possivel, por uma escolha cuidadosa dos
vetores proprios generalizados, obter uma base do espago em relagao & qual a transformacao
linear seja representada por uma matriz por blocos particularmente simples, do tipo da
matriz B do Exemplo Bl Estas matrizes por blocos designam-se por matrizes de Jordan
ou formas candnicas de Jorda, e a demonstracao de que qualquer matriz quadrada A
é semelhante a uma certa matriz de Jordan J, bem como o esclarecimento do modo de
construir a matriz P da semelhanca, P~'AP = J, serd o objetivo da restante parte deste
capitulo.

2 Definigoes e os resultados fundamentais

A partir desta altura trabalharemos exclusivamente com o corpo de escalares complexos
K = C e todos os espagos vetoriais que consideraremos serdo sobre C.

Iremos também identificar sempre a matriz x = [x1 2o --- 2|7 € My,x1(C) com o
vetor x = (z1,22,...,2,) € C™.

Para fixar ideias quanto ao problema que estamos a tentar resolver, necessitamos de
introduzir alguns conceitos e notagoes, parte dos quais ja foi informalmente referida nos
exemplos da seccao anterior.

*Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), matematico francés atualmente relembrado fun-
damentalmente pelo teorema da curva de Jordan (em Topologia) e pelas formas canoénicas de Jor-
dan (em Algebra Linear). E curioso observar que o Jordan do método de eliminacio de Gauss-
Jordan [2] pag. 106] refere-se a um outro matemético, o alemao Wilhelm Jordan (1842-1899).
Uma breve biografia de Camille Jordan (e de muitos outros matematicos) pode ser consultada em
http://wuw-history.mcs.st-and.ac.uk/BiogIndex.html
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Definigao 6. Seja A € M,;,»,(C). Seja A € C um valor proprio de A.

e Diremos que um vetor nao-nulo v € C" é um vetor proprio generalizado da matriz
A, associado ao valor proprio A, se v € N(A — AI,)", ou seja (A — A,)"v = 0.

e Diremos que um vetor v € C" é um wvetor proprio generalizado de ordem k da
matriz A, associado ao valor proprio \, se (A—\I,,)*v = 0 mas (A—AI,,)*~1v # 0.

e Sendo v um vetor proprio generalizado de ordem k da matriz A, associado ao
valor préprio A, o conjunto de vetores u; = (A — M) Iy, com j = 1,...,k
diz-se uma cadeia de Jordan de comprimento k.

Note-se que os vetores proprios generalizados de ordem 1 sdo os vetores proprios.

Observagao. Seja v um vetor proprio generalizado de ordem k associado a um valor
proprio A. Consideremos os vetores da cadeia de Jordan u; = (A — )\In)kﬂv, com j =
1,...,k. E importante reparar nos seguintes factos simples:

(a) o vetor uy da cadeia de Jordan de comprimento k é um vetor proprio generalizado
de ordem k, pois uy, = (A — A\,)% = L,v = v.

(b) o vetor u; de qualquer cadeia de Jordan é um vetor proprio: de facto, como v é um
vetor proprio generalizado de ordem k, tem-se u; = (A — )\In)kflv # 0 e também
(A= ML)uy = (A — \,)Fv = 0.

(c) generalizando as situagoes anteriores: o vetor u; de uma cadeira de Jordan de com-
primento k é um vetor préprio generalizado de ordem j: de facto, como v é um vetor
proprio generalizado de ordem k, tem-se 0 # (A — )\In)kflv = (A— AL, (A -
M) Iv = (A=A, g, e (A=Mp )Y uj = (A=A, (A=A o = (A=A, )Fv =
0.

(d) os vetores da cadeia de Jordan satisfazem as igualdades seguintes

(A—)\In)ul = 0
(A—)\In)’l,LQ = Uul

(A=A )ur = wug_1,

ou, esquematicamente,

Ug Uk—1 tee U2 Uy
A=, A=, A-XI, A=, A=\,

(e) As igualdades do ponto anterior, relacionando entre si os diversos vetores de uma
cadeia de Jordan, podem ser escritas de um modo equivalente e mais abreviado do
seguinte modo: construindo a matriz de M, (C) cujas colunas sao os vetores u; da
cadeia de Jordan, escritos por ordem crescente de j, tem-se, para k > 1,

k—
(A= AL)[url. .. fug] = [ua].. . Jug] Z ejel it (1)
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onde e; sao os vetores da base canénica de C". Mais explicitamente, podemos observar

que a matriz Zf;ll ejejTJrl é do seguinte tipo (o caso exemplificado pressupde que

k> 5)

[0 1 0 ... O]
0O01 ... 0

k—1
000 ... 0
e = . . .o
2 SRR
00 0 ... 1
000 ... 0

Para simplificar a escrita usaremos a seguinte notacdo: para k > 2 escreveremos
N e N
Jr = Zj:l €j€j41-

(f) Se v for um vetor proprio generalizado de ordem n (a mesma ordem que a dimenséo
do espaco C™ onde A atua), e se os vetores da correspondente cadeia de Jordan
forem linearmente independentes, entdo a matriz P = [uj]...|u,] é invertivel e a
equacio ({), (A— \I,,)P = P.J,, pode ser escrita como P~Y(A — \I,,)P = J,, ou seja
P~ 'AP — AP 'I,P = J, & P 'AP = \I,, + J,,. Observe que

A10 ...00
0A 1 ...00
00X ... 00

M, + Jp, =
000 ... A1
00 0 ... 0 A

Como podemos suspeitar a partir dos exemplos da secgdo anterior, as matrizes deste
tipo desempenharao um papel importante no que se segue, pelo que convém acordar
na nomenclatura e notagdo a usar.

Definicao 7. e Um bloco elementar de Jordan , ou uma célula elementar de Jordan
é uma matriz k x k da forma J, = [0], se k =1, ou, se k > 2,

010 ...00
001 ...00

k—1
000 ... 00
Je= eefa=|. . . L
~
000 ... 01
000 ... 00]

e Um bloco de Jordan , ou uma célula de Jordan é uma matriz k x k da forma
Je(A) = Mg + Jg.

e Uma matriz J chama-se uma forma canonica de Jordan se for uma matriz diago-
nal por blocos J = diag(J(l), J@ J(p)) onde as matrizes quadradas J@) sdo
blocos de Jordan.

O nosso primeiro teorema fundamental é o seguinte:
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Teorema 8. Seja A € Myxn(C) e suponha que A tem exatamente k valores proprios
distintos, A1, ..., A\, € C. Entao:

Este resultado tem varias consequéncias importantes, a primeira das quais é que permite
concluir que qualquer matriz quadrada A, com elementos em C, é semelhante a uma matriz
diagonal por blocos diag(A(, ... A®)) onde cada bloco AU) corresponde a acdo de A no
espaco N (A —\;I,)" (relembre 3] Teorema 1.29]). Isto, s6 por si, ndo seria especialmente
relevante, uma vez que nao nos fornece informacoes sobre a estrutura de cada um dos
blocos AW . O que torna o Teorema § importante é o facto de, a custa dos vetores proprios,
dos vetores proprios generalizados, e das cadeias de Jordan de A, podermos escolher bases
dos espagos N (A — \;I,,)" tais que cada bloco AU) seja uma forma canoénica de Jordan. E
exatamente isto que garante o resultado seguinte, que, para os nossos objetivos, constitui
o teorema fundamental para as aplicacoes:

Teorema da Decomposi¢do de Jordan 9. Seja A € My, (C) e suponha que A tem
exatamente k valores proprios distintos, A1, ..., \; € C, com multiplicidades algébricas
a; = ma();) e multiplicidades geométricas mg(\;) = v;. FEntao, eriste uma matriz
invertivel P € Myxn(C) tal que

AP = PJ,

onde J = diag(J(l), e J(k)) ¢ uma forma candnica de Jordan e cada bloco JY9) satisfaz
(a) JU) ¢ M, xa; (C) tem um dinico valor préprio \; com ma(\;) = a;;

(b) J9) ¢ uma matriz diagonal por blocos, com o nimero de blocos igqual a V4, sendo

cada um desses blocos uma célula de Jordan Jy(\;);

(c) A dimensio da maior célula de Jordan J,(N\;) de JU) ¢ igual a ¢ = v; =
min {¢ € N: dim N (A — \;1,)" = dim N (4 — N 1,) 1} < oy

(d) Seja n, o mimero de células de Jordan J,(\;) com dimensio p, no bloco JU).
Entao tem-se

dim N (A — N\ 1,)" — dim N (A — N\ 1) = an, 0=2,...,q;

p=L

(e) Sejam ri,...,r; os indices das colunas de J correspondentes a uma das suas
células de Jordan J;(\;). Entao, a coluna p,, de P é um vetor préprio associado
ao valor proprio \; e, se i > 1, as colunas p, com 2 < r < r; sao vetores proprios
generalizados que constituem uma cadeia de Jordan contendo p,,, escritos pela
ordem com que surgem nessa cadeia, quando esta € lida da direita para a esquerda.

Os dois teoremas fundamentais que acabiamos de enunciar tém grande importancia
pratica mas as suas demonstragoes sao algo elaboradas. Por isso, a demonstragao destes
teoremas serd feita com apreciavel detalhe, através da identificagao prévia da linha geral
do argumento e da sua decomposi¢do numa sequéncia de lemas mais simples. Isto resulta
numa exposi¢ao relativamente longa mas, espera-se, mais inteligivel do que outras mais

Formas Canonicas de Jordan 10



breves existentes na literatura matematica. O que se apresenta nas duas sec¢Oes seguintes
foi fundamentalmente inspirado nas demonstragoes em [5, [7]. O leitor interessado poderéa
consultar também as demonstracoes existentes em outros textos de facil acesso, como por
exemplo [4] (6] §].

Antes mesmo de prosseguir com a demonstragdo destes resultados, é importante e
conveniente ver de que modo o podemos utilizar para a andlise de situacoes concretas, algo
que faremos de seguida, com um exemplo de dificuldade média.

3 Uma aplicacao do teorema da decomposicao de Jordan

Nesta seccao exemplificaremos a aplicacdo do Teorema [@ & transformacao de uma matriz
nao diagonalizavel de dimensao 7.

Exemplo 10. Seja A € M747(C) a matriz

b

I
OO O OO oONN
OO O OO wo
SO O~ WoOo
O =R O WwWwWo oo
OO wWwWo oo
O W o oo oo
DO OO OO -

Pretendemos determinar uma forma canénica de Jordan J e uma matriz invertivel P tal
que P~YAP = J.

Aplicando o teorema de Laplace ao célculo do determinante det(A — AI7) concluimos
que o polinémio caracteristico de A ¢ Pa(A\) = (2 —A)?(3 — )%, o que nos permite afirmar
imediatamente o seguinte quanto aos valores proprios de A:

A1 =2: a; =ma(2)
)\2 = 3; a9 = ma(3)

2
)

)

Por outro lado, o célculo dos vetores préprios associados a estes valores proprios resulta
em
N(A - 2I7) = (e1), e portanto 7y, = mg(2)
N(A —3I;) = (eg,e6), e portanto 72 =mg(3) =

o 2)

Daqui podemos estabelecer as seguintes conclusoes:

(a) A matriz A nao ¢é diagonalizavel (porque tem pelo menos um valor préprio com a
multiplicidade geométrica diferente da algébrica, de facto, isto até ocorre nos dois
valores proprios)

(b) O Teorema[0(a) permite concluir que A é semelhante a uma forma canonica de Jordan
J = diag(JM, J@), onde JM) ¢ uma matriz 2x2 com um s6 valor proprio A = 2 e
J? ¢ uma matriz 5x5 com um s6 valor proprio g = 3.

(c) O Teorema [@(b) permite-nos afirmar que J) ¢ constituida por uma tnica célula de
Jordan e, sendo de dimensao 2, concluimos que

1) _ 2 1
o= [a )
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(d) O Teorema [(b) permite-nos também afirmar que J2) ¢ constituida por duas células
de Jordan. No entanto, como J® & uma matriz quadrada de dimensdo 5, esta
informacao sobre o niimero de blocos nao é suficiente para distinguir entre as duas
possibilidades distintas

3]0 0 00 3 1/0 00
0[3 100 0 3|0 00
00 31 0| ou [0O0[3 10
0[0 0 3 1 0 0/0 31
0[0 0 0 3 0 0/0 0 3

(note que, por exemplo, o caso em que o primeiro bloco tem dimensao 4 e o segundo
dimensao 1 é identico ao da primeira matriz acima por troca das colunas apropriadas
da matriz P, pelo que apenas os dois casos acima sao qualitativamente distintos).

(e) Para o esclarecimento da estrutura de blocos da matriz J®) recorremos a parte
(d) do Teorema [ para o que necessitamos de calcular as dimensoes dos diversos
espagos proprios generalizados de A associados ao valor proprio Ae = 3. Nao oferece
dificuldade (embora possa ser um pouco demorado...) obter os seguintes resultados:

-1 00 0 00 1
000O0T1O0 O
000O0O0OO0O O

A-3I; = 001000 O],
000O0O0OO0O O
000100 O
000O0O0O0 -1

pelo que ./\/'_(A —3I7) = (e2,e6), e c_iim./\/'(A —3I7) =2

100000 —27
0000O0O0 O
0000O0O0 O

(A-3I;)?>=]10 0 0 0 00 0],
0000O0O0O O
001000 O
000000 1|

pelo que N(A —3I7)% = (eg,eq,e5,¢6), e dimN(A—3I7)% = 4;
[ -1 0 0 0 0 0 37
0000O0O0O O
0000O0O0 O

(A—3I7)3 = 000O0O0OO0 0],
0000O0O0 O
0000O0O0O O
000O0O0O0 —1 |
3

pelo que ./\/(A-— 3I7)3 = (eg, e3,e4,e5,¢66), e dimN(A—3I;)3 = 5;
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100000 —4
00000O0O 0
00000O0 0
(A-3I))*=]10 00000 O],
0000O0O0O 0
00000O0 O
0000O0O0 1

pelo que ./\/(A-— 3I7)% = <€2,€3,€4,€5,€2§>, e dimN(A4-3I;)* =5.

Assim, concluimos que v5 = 3 e, pela alinea (c) do Teorema [ a maior célula de
Jordan do bloco J®? tem dimensdo 3. Este mesmo resultado poderia ser obtido
recorrendo & alinea (d) do Teorema [0 se designarmos por n, o nimero de células de
J@ com dimensdo p, como sabemos, pela alinea anterior, que a dimensao do maior
bloco nao pode ser superior a 4, podemos concluir de

0=5-5=dimN(A-3)*" —dimN(A-3L) =) n,=ny

p=4

que o maior bloco teréd de ter dimensao 3 ou inferior. Como sabemos da alinea anterior
que J@ (que tem dimensao 5) tem exatamente dois blocos, ndo resta alternativa do
que ser um de dimensao 2 e outro de dimensao 3.

Portanto, neste caso, nao precisamos de recorrer a mais equacoes do sistema do
Teorema [(d) para concluirmos que o bloco J) tera de ser o indicado no segundo
caso na alinea (c) acima.

(f) A utilizagdo das alineas (a), (b) e (d) do Teorema [Q permitiu-nos chegar & conclusao
de que uma matriz de Jordan J semelhante a A é

2 1
0 2

o W
w =

O O W
S W =
w = O

onde as posigoes nao explicitamente indicadas na matriz sdo iguais a zero. Agora
utilizaremos a alinea (e) do Teorema [ para determinar uma matriz P que estabelece
a relacdo de semelhanca P~'AP = J entre A e J. Este processo de escolha da base
apropriada dos espagos proprios generalizados pode ser algo elaborado e o Teorema [
nao é explicito quanto ao modo de o fazer. De um ponto de vista pratico, ¢ importante
desenvolver um processo sisteméatico para a determinacao destas bases, o que sera
feito na Seccdo Bl e apresentado no Algoritmo [Il mas, no presente caso, em que as
dimensoes dos espagos proprios generalizados sao baixas, conseguiremos (com alguma
sorte...) identificar as adequadas cadeias de Jordan sem problemas de maior, apenas
por tentativa-e-erro, como veremos de seguida. Para tornar mais claro o argumento,
designaremos por p,, com 1 < r < 7, as colunas da matriz P = [p1]...|p7].

A célula de Jordan J™) envolve apenas as colunas p; e ps. Pela alinea (e) do Teo-
rema, [9] sabemos que p; é um vetor proprio de A associado ao valor proprio A\ = 2.
Atendendo a (2), podemos tomar p; = e;. Novamente pela alinea (e) do Teorema [9]
a coluna py é um vetor proprio generalizado pertencente a uma cadeia de Jordan
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contendo p1, ou seja, atendendo ao que se escreveu na observagiao (d) na pagina [§]
(A — 2I7)ps = p1, e portanto, escrevendo ps = (uq,...,u7), e recordando que ja
concluimos que p; = e,

0 Ul
U2

u3

e
=

U4q = = p2 = ,Vup € C.
Us
Ue

ur

OO O oo oo
(=N eleleNel =
O =R O R, OOO
SO OoOoO = OO~ O
O=H O OO OO
OO O OO o
OO O oo o
— o O O OO

OO O = = O

Tomando u; = 0 obtemos o vetor proprio generalizado ps = e7. Relembrando os
resultados sobre os diversos espagos proprios generalizados associados ao vetor pro-
prio A2 = 3 que obtivemos acima, na alinea (e), e recordando as equagoes que os
elementos de uma cadeia de Jordan tém necessariamente de satisfazer (cf. pagina [])
é facil concluir que se tem

e eq e 0
3 Alsn, A—sl, 0 a_ar

“ A-3I7 G A-3I7

Reparando que a primeira célula de Jordan de J correspondente a Ay = 3 tem
dimensao 2, teremos de usar os vetores proprios generalizados da segunda cadeia
de Jordan (que também tem comprimento 2) para obter as correspondentes colunas
de P: pela alinea (e) do Teorema [ concluimos que ps = e3 € py = e5. O mesmo
argumento aplicado & primeira cadeia de Jordan escrita acima permite concluir que
as correspondentes colunas de P sao ps = eg, pg = €4 € py = e3. Portanto, a matriz P
que corresponde a forma canoénica de Jordan escrita acima é P = [e] |er|ea|es|es|eales].

Se pretendermos verificar ue a matriz P a que chegdmos atua, de facto, do modo
indicado, resta-nos calcular’] P~' e P~ AP para verificarmos que esta ultima matriz
é igual & forma de Jordan J que escrevemos no inicio desta alinea.

4 Demonstracao do Teorema 8

O objetivo desta secgio é apresentar a demonstraciao do Teorema[8 o qual, como j4 se refe-
riu, constituiu a ferramenta teérica fundamental para provar o Teorema da Decomposicao
de Jordan que estudaremos na secgdo seguinte.

O Teorema [l fornece uma decomposicao de C" numa soma direta de espacos nulos de
matrizes, pelo que é importante comecarmos com um resultado auxiliar sobre este tipo de
subespacos vetoriais de C".

Lema 11. Seja B € Myxn(C) e suponha que B'u = 0, para algum j € N e algum
vetor u € C". Entdao B"u = 0.

3Para abreviar o trabalho envolvido, e porque o calculo de matrizes inversas ndo é o que, nesta altura,
nos preocupa, poderemos recorrer a um dos varios locais da internet que permitem efetuar esses calculos
automaticamente, por exemplo http://www.bluebit.gr/matrix-calculator/|
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Demonstracao. A afirmacao é 6bvia para u = 0, pelo que consideraremos apenas o caso
em que o vetor u é ndo-nulo. E também 6bvio que se B/lu = 0 entdo B2y = 0, para todos
0S jo > j1, pois B2y = BJ2=1 Bity = B72771() = 0. Em particular, isto prova a afirmacio
do Lema quando j < n.
Seja k o menor inteiro positivo tal que B¥u = 0. Considere-se o conjunto constituido
pelos vetores
u, Bu, B*u,. .., B* lu. (3)

Este conjunto é linearmente independente. De facto, se
cou + c1Bu+ eaB*u+ ...c_1B¥tu =0, (4)

aplicando B*~1 a ambos os membros desta igualdade e relembrando que BFu = BFtly =
BF*t2y = ... = 0 (cf. acima), conclui-se que coB* 'y = 0. Como k é, por hipotese, o
menor dos expoentes positivos j para os quais Biu = 0, tem-se BF-1y, # 0 e, portanto,
¢op = 0. Substituindo este resultado em (@), multiplicando ambos os membros da igualdade
por B¥~2 e aplicando o mesmo argumento, conclui-se que ¢; = 0. E evidente que repetindo

este processo k — 1 vezes obtém-se ¢, = 0, para todos os m =0,1,...,k — 1. Mas, entao,
os k vetores em (B]) sdo linearmente independentes e, portanto, tem de se ter k < n, o que,
pelo que se provou no inicio, implica que B™u = 0. O

Comecemos, entao, o estudo da decomposicao de C™ em somas diretas de subespacos
pelo seguinte resultado geral:

Lema 12. Seja B € My,«,(C). Entdo

C" = N(B")® Im(B"). (5)

Demonstra¢ao. Comecemos por provar que a soma é uma soma direta, isto é, que o nico
vetor comum a ambos os subespagos ¢ o vetor nulo. Como v € N(B™) = B"u = 0 e
como u € Im(B™) = u = B™, para algum v € C", se u € N(B") N Im(B") ter-se-a
necessariamente 0 = B"u = B"(B"™w) = B>, para algum vetor v. Mas o Lema [II]
aplicado a igualdade B?"v = 0 permite concluir que B™v = 0, ou seja, que u = 0 e,
portanto, a soma no enunciado é uma soma direta. Que a soma é todo o C™ é uma
consequéncia clara do Teorema da Dimensao aplicado a matriz B™ (cf., por exemplo, [2
Proposigao 4.73]). O

Interessa-nos considerar B = A — A1, no Lema [I2 e ir substituindo o espag¢o Im(A —
MI,)" por (somas diretas de) espagos nulos N (A — A\¢I,)", a fim de obter o resultado ex-
presso no enunciado do Teorema[8l Para este objetivo é naturalmente importante relacionar
os espacos Im(A — A\ I,)" e N(A — \o1,)", o que faremos no Lema [I4l Af necessitaremos
do seguinte resultado auxiliar

Lema 13 (Bin6mio de Newton). Se duas matrizes A, B € M,xn(C) comutam, entdo,
para qualquer m € N

(A+ B)™ = Em: <m> AIBm,

=0 \J
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Demonstra¢ao. A demonstragdo utiliza a inducao. Para m = 1 nada h& a provar. Se
m = 2 tem-se

2
(A+B)(A+B)=A’+ AB+ BA+ B’ = A’ +24AB+ B> =) :<2,>ABz_j,

— \J

j=0

onde a segunda igualdade vem da hipotese da comutatividade: BA = AB. A verifica-
¢ao da propriedade da hereditariedade envolve apenas um céalculo algébrico simples com
somatorios, para o qual é apenas preciso recordar a lei de Pascal (’]'.1__11) + (m]_l) = (T)
[1, pag. 41| (ou recordar a expressao (Z) = Wlk)' para os coeficientes binomiais, a qual
permite deduzir facilmente esta lei). Deixamos esta parte como exercicio. [l

Lema 14. Seja A € My, (C), sejam A, Ao € C e considere Ay # \2. Entdo

N(A - )\zfn)n Q Im(A - )\1[n)n

Demonstra¢ao. Provaremos que qualquer u € N(A — \oI,)" também estd em Im(A —
M I,)". Tome-se um u € N (A — AoI,,)" arbitrario. Entao,

0 = (A - )\2In)nu
= (A= ML+ (M — X)) "u
S (3 [VEPWAUEPHISS

=0

= (M= A)"u A (A - Alln)zn: (

j=1

n

]> (A =MLY YA = A)" .

Como, por hipotese, A\; # Ag, podemos dividir esta expressao por (A\; — Ag)™ e escrever a
igualdade como
u=(A—XI)q(A)u, (6)
——
=v

onde g é a funcao polinomial de grau n — 1 definida por

o) = =3 (1) (4= MLF = 2a)

J=1

Agora repare-se que o que ([B)) afirma é que u € Im(A — A\11,), pois existe um v tal que
u = (A— A I,)v. Mas entdo, substituindo esta expressao para u no membro direito de (@),
e tendo em atencao que ¢(A)(A — MI,) = (A — A\il,)q(A), obtém-se

u=(A—\I,)%*q(A)w.

Substituindo de novo esta expressdo para u no membro direito de (@) e repetindo este
procedimento um numero suficientemente grande de vezes (n — 1 vezes, no total), obtém-se

u=(A—X\IL,)" q(A)" o,
—_——
=w
0 que mostra que u é a imagem, por (A—A1I,)", de um vetor w, ou seja u € Im(A— X\ I,,)",
o que conclui a demonstracao. O
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Portanto, tendo estabelecido que N (A — AoI,,)" é um subespaco de Im(A — A\ I,)",
podemos escrever Im(A — A\ I1,)" = N (A — Ao I, )"@F, para algum subespaco F' C Im(A —
A1 1,)™ apropriado. Este é o tema do proximo lema.

Lema 15. Nas condigoes do Lema [T}, tem-se

Im(A — M p)" = N(A — AoL,)"® (Im(A — A L,)" N Tm(A — Ao L,)").

Demonstrag¢ao. Comecemos por observar que o Lema [I2] permite escrever
C"=N(A - X0,)"®Im(A — Xo1p,)".
Portanto, como Im(A — A\ 1,)" = C*" NIm(A — A\ 1,,)", temos
Im(A — M I,)" = (VN(A— XaL,)"® Im(A — Xo1,)") NIm(A — A 1,)",

e, devido & inclusdo provada no Lema [14] conclui—se@ que a igualdade acima pode ser escrita
como

Im(A — \I1,)" =N(A - )\QIn)"EB(Im(A —Xol,)" NIm(A — Alln)"),
como pretendiamos provar. O

Observe-se que, usando os resultados dos lemas 12 e [[3], podemos escrever
Cr = N(A — Alfn)n@N(A — Ag[n)"@(lm(A — )\an)n N Im(A — Alfn)n)

Isto sugere imediatamente que, continuando a aplicar sucessivamente o Lema obtere-
mos somas diretas dos espagos proprios generalizados correspondentes aos diversos valores
proprios e de um espago que é a intersecao dos espacos das imagens correspondentes. Por-

k
tanto, se provarmos que ﬂ Im(A — \;I,)" = {0}, onde Aq,..., A, s@o todos os valores
j=1
proprios distintos de A, entdo a aplicacio sucessiva do Lema [I3] resultard no Teorema [l

Lema 16. Seja A € My, (C), sejam A1,...,\x € C todos os seus valores préprios
distintos. Entdo

k
() Im(A — M\1,)" = {0}.
j=1

k
Demonstragdo. Seja M = ﬂ Im(A — \jIp,)". E claro que 0 € M pois 0 é sempre um
=1
elemento de qualquer subes;ago vetorial e todos os Im(A — \;1,,)" sao subespacos vetoriais
de C™. Queremos provar que M nao contém mais nenhum vetor para além de 0. Para tal
provaremos primeiro que M é invariante para A, ou seja, se u € M, entdao também Au €
M : considere u € M, portanto, para todos os j = 1,...,k, tem-se u € Im(A — \;1,)", ou
seja, existem v; tais que u = (A—\;1,)"v;; mas entdo, para cada j, Au = A(A—\;1,)"v; =
(A—=X\;I,)" Avj, ou seja Au € Im(A — \;1,,)", para todos os j e, portanto, Au € M. Tendo

‘Prove que se U, V, W sdo subespacos de um espaco vetorial X tais que X = U®V e U C W, entdo
W=wnX=WnUaV)=WnU)®s(W NV). Exiba um contra-exemplo que mostra que a condi¢io
de W conter um dos subespagos ndo pode ser eliminada (considere casos em X = R?).
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provado que M ¢é invariante para A, entdo é claro que v € M = Au e M = A>ue M =

Assuma-se agora que existe um vetor u € M\ {0} e considere-se o conjunto constituido
pelos n + 1 vetores de C"
u, Au, A%u, ..., A. (7)

Como temos n + 1 vetores de um espaco vetorial de dimensao n, sabemos que o conjunto
constituido pelos vetores em (7)) é linearmente dependente. Portanto, existem constantes
¢; € C, ndo todas nulas, tais que

cou + c1Au + coA%u+ - + ¢, A"u = 0. (8)
Seja p o maior inteiro para o qual ¢, # 0. Entao, (§) pode ser escrito como
cou + 1 Au + co A%u+ - + cpAPu = 0.

Portanto, esta igualdade é da forma P(A)u = 0, onde P(x) = ag + c1x + - -+ + cpaP.
Usando o Teorema Fundamental da Algebra sabe-se que existe uma fatorizagio P(z) =
cp(® — pp) -+ (x — p1), para p constantes complexas p, (ndo necessariamente distintas).
Utilizando esta fatorizacao pode-se escrever (§]) como

ep(A = pply) -+ (A — paln)(A — paln)u = 0. (9)
Temos, portanto, as seguintes p possibilidades:
(1) (A—ply)u=0.
(2) (A—p1ly)u+# 0 mas (A — poly)(A — prly)u = 0.

(p) (A= pp—1ln) -+ (A= pln)u # 0 mas (A — ppln)(A = pp—1ln) - (A = padn)u = 0.

No caso (1) temos que puq é um valor proprio de A e u um vetor proprio. No caso (2)
temos (A — polp)v = 0 para v = (A — pily)u € M\ {0}, portanto, pus é um valor
proprio de A e v um vetor proprio associado. Prosseguindo do mesmo modo para as p
diferentes possibilidades, podemos concluir que, se existir algum vetor nao nulo u € M,
entdo existird também w € M\ {0} tal que (A — ul,)w = 0, para algum p € C, ou seja, w
¢ um vetor proprio de A, correspondente a um valor proprio p. Mas como, por hipotese,
os dnicos valores proprios distintos de A sao Aq,..., A, isto significa que u tem de ser
um destes valores, digamos g = A\, e, portanto, w € N(A — A\ I,) C N(A — N\ L))"
Por outro lado, como w € M, temos também w € Im(A — A\, I,,)" e, portanto, w €
N(A =N L))" N Im(A — N\, 1,)", o que implica que w = 0. Esta contradicdo mostra que
nao podem existir vetores u # 0 em M, o que prova o lema. [l

Demonstragao do Teorema[8. Como se referiu antes do enunciado do Lema [I6], a demons-
tracao do Teorema [§] esta, agora, essencialmente completa: Considerando B = A — A1, no
Lema [I2], aplicando k& — 1 vezes o Lema [I5], e, por ultimo, usando o Lema [T concluimos

que
k

C" = PN - NI,

j=1

como pretendiamos. []

Formas Canonicas de Jordan 18



5 Demonstracao do teorema da decomposicao de Jordan

Na secgao anterior estabelecemos que, sendo A € M,,,,(C) com valores proprios distintos

A,y ..., Ak, entao
k

C" =P N(A - NI,)" (10)
j=1
Este tipo de decomposicoes do espaco como soma, direta de subespacgos permite concluir
que é possivel escolher bases do espaco de tal modo que os endomorfismos sejam repre-
sentados por matrizes diagonais por blocos (veja, por exemplo, [3, Teorema 1.29]). Como
este resultado tem enorme importincia, quer pratica, quer tedrica, ndao é demais voltar a
rederivé-lo na situagao concreta da decomposicao (I0):

Seja B; = (vgj), e ,v&]j)) uma base de N (A — A;I,)". Um argumento inteiramente
andlogo ao que foi usado na demonstracao do Lema permite concluir que o espaco
N(A—=N\;I,)™ é invariante para A: u € N(A=N\;1,)" = (A= \;1,)"Au = A(A—=\;I,,)"u =
A0 =0= Au € N(A—\;I,,)". Entdo, a decomposi¢ao em soma direta (I{) e a invariancia
dos espagos proprios generalizados de A significa que a aplicagao de A a um vetor arbitrario
de N(A — A\jI,)" resultarad ainda num vetor desse mesmo espaco proprio generalizado (e
que, portanto, serd combinacdo linear dos vetores de B;) ou, de modo equivalente, sendo
Pj a matriz de dimensao n X a; cujas colunas sao os vetores da base B;, pode-se escrever

AP; = P;AV)

onde AU) ¢ uma matriz a; X g (que representa a a¢ao da matriz A apenas no espago
proprio generalizado N (A — \;1,,)", quando neste se fixa a base B;).

Se agora definirmos uma matriz P = [Py | Py | - -+ | P;], de dimensao n x n, onde P; sao
as matrizes correspondentes aos diferentes espagos proprios generalizados de A, concluimos
que, atendendo ao escrito acima, P satisfaz

AP = Pdiag(AW, A% .. AW,

ou seja,

P'AP = diag(AW, A®) . AW,

O nosso objetivo nesta secgao é mostrar que é possivel escolher uma base B; para cada
um dos espacos proprios generalizados de A de modo a que cada um desses blocos AU)
seja uma forma candnica de Jordan e, portanto, a matriz A seja, ela propria, semelhante
a uma forma canoénica de Jordan. Conseguir isto constituird, de facto, uma demonstragao
do Teorema da Decomposicao de Jordan.

A leitura da Observa(;a nas paginas sugere-nos algumas observacoes importantes
acerca da escolha da base apropriada de N (A — \;1,)".

Uma primeira é a seguinte: se u() ... u(%) forem vetores proprios linearmente inde-
pendentes de A, associados ao valor proprio A; (com multiplicidade algébrica e geométrica
satisfazendo «; > 7;), e se conseguirmos construir uma cadeia de Jordan (com compri-
mento adequado) para cada um destes vetores proprios, entdo a matriz P;, cujas colunas
sao os vetores proprios generalizados que integram estas cadeias, serd a matriz pretendida.
Ha, nesta altura, varias dificuldades levantadas por esta abordagem; uma é que, partindo
de uma base de N'(A— \;I,,) nao ¢é claro se ¢, sequer, possivel construir uma cadeia de Jor-
dan correspondente (note que, pela sua propria definigao — Defini¢ao [6l —, as cadeias de

®Cuja releitura, nesta altura, é fortemente recomendada.
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Jordan sao construidas a partir de vetores préprios generalizados e nao de vetores préprios
e ndo é 6bvio que, para um vetor proprio arbitrario, os sistemas de equagoes que permitem
calcular os vetores das cadeias de Jordan tenham solugoes), outra dificuldade, relacionada
com esta, é a de conhecer o comprimento das varias cadeias de Jordan em causa.

As dificuldades aludidas no paragrafo anterior, bem como, novamente, a inspecao da
Observagao nas paginas BH9, permite-nos uma segunda observacdo importante: as bases de
vetores proprios de A associados ao valor proprio A; que nos interessa considerar para cons-
truir as cadeias de Jordan devem ser constituidas por vetores ©¥) do tipo (A— )\j)mkflvk,
com vy, vetores proprios generalizados de A associados a Aj e 1 < k < 7;. Ou seja, os
vetores que constituem uma base de N (A — A;I,) interessante serdo, ndo apenas veto-
res deste espago proprio, mas também imagens de alguns vetores de C" por aplicacao de
uma certa poténcia (ainda desconhecida) da matriz A — A;I,,, ou seja, serdo elementos de
Im(A — NI, L

Isto sugere que estudemos os subespagos

N = N(A = M) NTm(A — AL,)* 1, (11)

onde A é um valor proprio de A
Comecemos, entao, por alguns resultados simples relativos a estrutura dos espacos nulos
de matrizes.

Lema 17. Seja B € M,,x,,(C) e suponha que, para algum inteiro positivo k, o vetor u €
C™ é um elemento de N'(B*). Entio, a sequéncia (Bk_lu, BF =2y, ... ,u) € linearmente
independente se e s¢ se B*"1u # 0.

Demonstragio. Seja BF~1u # 0. Suponha que existem coeficientes aq, . .., aj € C tais que
apu 4+ a1 Bu + ax_1B*1u = 0. Aplicando B*~! a ambos os membros desta igualdade e
relembrando que u € N'(B*) tem-se

Bk_l(ozou + a1 Bu + ak_lBk_lu) = aoBk_lu =0,

implicando que ag = 0. Prosseguindo analogamente concluimos que todos os a; sao nulos

e, portanto, que a sequéncia (kalu,Bk*QU, e ,u) é linearmente independente.
A reciproca é evidente, ja que se B¥ 1y = 0 a sequéncia é linearmente dependente, por
um dos vetores que a integram ser o vetor nulo. O

Como consequéncia imediata deste lema concluimos que os vetores proprios generali-
zados que constituem uma mesma cadeia de Jordan sdo linearmente independentes.

A independencia linear de vetores proprios generalizados correspondentes a vetores
proprios distintos (ou seja, de vetores proprios generalizados de cadeias de Jordan distintas)
¢ uma consequéncia simples do Lema [T4]: sejam A valores proprios distintos de A e sejam
uj # 0 tais que (A — A\jI,)"u; = 0. Se aju; + agug + -+ + oguy, = 0 entdo —aju; =
agug+- -+ agug. Como —aqu; € N(A—AI,)™ e como, por aplicagao repetida do Lema [I4]
a cada uma das parcelas do membro direito da igualdade, aguo+- - -+aguy € Im(A—X1,)",
concluimos, atendendo a soma direta no Lema [I2] que o valor comum destes dois vetores
tem de ser o vetor nulo, pelo que tem de se ter a; = 0 e a igualdade de partida reduz-se
a aoug + - -+ + agpugr = 0. A repetida aplicacdo do argumento a esta igualdade permite
concluir que todas as constantes a; tém de ser nulas e, portanto, os vetores considerados
sao linearmente independentes.
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Lema 18. Seja B € M,,x,,(C). Entao:
(a) N(BP) C N(BPHY), para qualquer inteiro p > 1;
(b) Se N(B’) = N(B’~1), para algum inteiro j > 2, entdo N'(BI*!) = N(B7);

(¢) Para qualquer inteiro j > 1, verifica-se N'(B7) # {0} & N (B7+1) # {0}.

Demonstrag¢ao. A demonstragdo da parte (a) ja se encontra no primeiro pardgrafo da de-
monstracao do Lema [Tl

Para provar a alinea (b) suponha-se que N'(B?) = N(B7~!) e considere-se u € N(B/T1).
Entdo, como 0 = B/*ly = B(Bu), deduz-se que Bu € N(B7). Portanto, pela hipotese,
também Bu € N(B7~1), o que quer dizer que 0 = BY~'Bu = BJu, ou seja, u € N(BY).
Com isto provamos que, se N'(B?) = N(B/~1), entdo N (B/*!) C N(B7). Esta inclusio,
juntamente com a inclusdo contréaria fornecida pela alinea (a), prova a igualdade preten-
dida.

Para a demonstragdo da parte (¢) consideraremos separadamente as duas implicagoes.
Seja u # 0 um elemento de A (B7). Entdo B/T'u = BB/u = B0 = 0, ou seja, u é também
um elemento de N (B’*!). Para demonstrar a implicagdo contréria provaremos a contra-
reciproca: suponha-se agora que N'(B7) = {0}, ou seja, se w é tal que B/w = 0 entdo
tem-se necessariamente w = 0. Seja agora v tal que B/*ly = 0. Entdo BBy = Bitly =0
e portanto Bv = 0, concluindo-se daqui que v € N'(B). Mas, pela parte (a), sabemos que
¢ valida a inclusio N (B) C N(B7) = {0}, pelo que se pode concluir que v = 0 e, portanto,
que N(B7*1) = {0}, como pretendiamos. O

O resultado da alinea (a) do Lema [I8 podem ser imediatamente aplicado aos espagos
nulos de poténcias de A — I, para concluir que

{O}QN(A_AIn)gN(A_AIn)2g (12)

Mas podemos concluir bastante mais: como todos os espagos N (A — )\In)’l‘C sao subes-
pagos de C", na cadeia (com uma infinidade) de inclusoes (I2)) tera de existir um inteiro
positivo ¢ para o qual N'(A — AI,)* = N (A — \;1,,)* L. Seja v a menor dessas poténcias,
isto &,

v = min {e EN:N(A— M) = N(A - )Jn)”l} . (13)

Entao, pela alinea (b) do Lema [I8] concluimos que se tem (supondo que v > 1; se v = 1
as igualdades comegariam logo ap6s o primeiro espago proprio)

{0} CNA-AL)C - CNA-AL) =NA-AL)" T =.... (14)

Voltando a utilizar os Lemas [[1] e [I8 podemos refinar ainda um pouco mais a cadeia de
inclusoes (I4]), em particular, é facil concluir que v < n: de facto, seja j > n e considere
u € N(A—=MI,)7, ou seja (A—AI,) u = 0; pelo Lema [T tem-se (A—\I,,)"u = 0 e portanto
N(A - \I,,)7 € N(A — \I,)". Daqui, conjuntamente com a inclusio reciproca, implicada
pela alinea (a) do Lema [[§, concluimos que N (A — \I,,)7 = N (A — \I,,)", para todos os
j > n, pelo que v < n.

Uma consequéncia imediata destes resultados ¢é o seguinte corolario do Teorema [§], onde
por v; se representa a constante v definida em ([3) quando o valor préprio € A = A;.
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Coroloério 19. (do Teorema [8) Seja A € M,,,(C) e suponha que A tem exatamente
k walores proprios distintos, A1, ..., A\, € C. Entao:
k
C" = PN(A - NI)".
j=1

Portanto, tem-se que qualquer vetor u € C" pode ser escrito, de forma tnica, como
w=uy +us~+ -+ u onde uj € N(A— \I,)" & (A—X\j)¥u; =0,com j=1,... k.
Isto implica que, qualquer que seja o u € C", verifica-se sempre que (A — A1 L,)" - ... -
(A — X\gLp)"u = 0, ou seja, tem-se (A — A\Ip)" - ... (A — A\eLp)" = 0. O polinoémio
pa(z) = H;?:l(x—)\j)”f ¢ chamado o polindmio minimo, ou o polindmio minimal, da matriz
A. Como acabadmos de provar, trata-se de um polinémio que é um aniquilador da matriz A
(i.e., pa(A) = 0) e, tal como sucedia com o polinémio caracteristico py4, codifica algumas
das suas propriedades. Nao iremos explorar nesta altura as propriedades dos polinémios
minimos, mas é interessante referir, sem demonstracdo, duas das suas propriedades:

e Para qualquer matriz A, quadrada, 4 € o (inico) polinémio monicdd de menor grau
que aniquila a matriz A.

e Para qualquer matriz A, quadrada, 4 é um divisor de qualquer polinémio aniquila-
dor de A; em particular p4 divide o polinémio caracteristico p4 (que é um polinémio
aniquilador de A, pelo Teorema de Cayley-Hamilton).

O leitor mais curioso podera consultar as demonstracoes destas e doutras propriedades do
polinémio minimo em [7, Seccoes 2.2.1 e 2.5.2]. Note-se que, como consequéncia imedi-
ata da segunda propriedade referida, tem-se sempre v; < «a;, onde «; é a multiplicidade
algébrica de A; (e é igual ao expoente a que estd elevado o termo x — A; no polinémio
caracteristico de A).

Retomemos agora a cadeia de inclusoes (I4]). Esta pode ser convertida numa correspon-
dente cadeia de inclusdes para os subespacos Im(A — AI,,)¥ usando para tal, por exemplo,
o Teorema da Dimensao (cf. [2, Proposi¢ao 4.73|): a medida que k aumenta os espagos
nulos NV(A — )\In)’l‘C vao ficando maiores (ou permanecem iguais) e, como, pelo Teorema da
Dimensio, dim V(A — AI,,)* +dim Im(A — A\I,,)* = n, a dimensdo dos espacos das imagens
de (A — \,,)* tera de ir ficando menor (ou permanecer igual) & medida que & aumenta.
Mais rigorosamente, de (I4]) conclui-se que:

C"D2Im(A—A,) 2 - 2Im(A - \,)" =Im(A - \L,,)" ™' =-.. . (15)

Consequentemente, intersetando cada um destes subespagos de C" (e o proprio C™) com
N(A — M) e relembrando a notagdo introduzida em (IIJ), a cadeia de inclusdes (5]
transforma-se e

NiDNyD---DONyp1=Nyjo=---. (16)

Seja nj = dim N; = dim(N (A — AL,) NIm(A — A,)’~1). As desigualdades em ()
implicam que
Ny Z=MNg = ZMNygl =Ny = . (17)

5Um polinémio diz-se moénico se o coeficiente do termo de maior grau é igual a 1.
"Observe-se que, em geral, nio se pode garantir que as inclusdes em (IB) sio estritas.
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Seguidamente, escreveremos n; apenas em termos das dimensoes dos espagos nulos,
concretamente veremos que se pode escrever

n; = dimN (A — \I,)) — dim N (A — A L,) 7, (18)

ou seja,
n1 = dimN (A — \I,,)
Ny = dim N (A — \I,)? — dim N (A — A1)
ng = dim N (A — \I,)3 — dim N (A — \I,,)?

ny = dimN (A — AL,)Y —dim N (A — A[,)" "1 > 1
Nyp1 = dimN(A — A,)" T — dim N (A — \I,)" = 0.
Para obter (I8]) necessitamos do seguinte resultado cuja demonstragao, que nao iremos
apresentar, pode ser consultada em [7, pags. 111-112].

Lema 20. (Teorema de Sylvester) Sejam B € M,x,(C) e C € M,»,(C). Entéao

r(BC) = r(C) — dim(N(B) NIm(C)).

E interessante notar que este resultado constitui um refinamento de um resultado mais
elementar que é usualmente estudado em cursos introdutoérios de Algebra Linear, a saber,
a desigualdade r(BC) < r(C) (cf. [2, Proposicao 4.71]).

A utilizagdo do Teorema de Sylvester para a dedugao de (I8]) a partir de (III) envolve
novamente o Teorema da Dimenséo, a fim de relacionar as quantidades dim NV (X) e r(X) =
dim Im(X). Concretamente, aplicando o Teorema da Dimensao & igualdade fornecida pelo
Teorema de Sylvester tem-se

n —dim N (BC) = r(BC) = (n — dimN(C)) — dim (N (B) N Im(C)),

ou seja,

dim(N(B) NIm(C)) = dim N (BC) — dim N(C).

Agora, tomando nesta tltima igualdade B = A — AI,, e C' = (A — A\I,,)’~! e relembrando
a definicdo de N;, ([I), obtém-se imediatamente (IS]).

Retomemos agora (I8]) ou, mais explicitamente, as igualdades (9.

Recordemos que 7; ¢ a dimensdo do espago vetorial N (A — Al,) N Im(A — A[,,) L.
Entao, do resultado 1,11 = 0 obtido na tultima igualdade de (I9) podemos concluir que
o maior bloco de Jordan terd, necessariamente, dimensao igual a v: a existéncia de um
bloco de Jordan de dimensdao m equivale a dizer que podemos incluir como vetores da
base vetores proprios generalizados que formam uma cadeia de Jordan de comprimento m
(relembre a Observacao nas paginas [8H{9):

v EN(A- A"
(A= XL)v eN(A-\,)™ !
(A= A0 € N(A—)\,)™ 2

(A= ML) v e N(A-)\IL,);
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considere-se agora m = v + 1. Como 7,41 = 0, entdo N (A — A\I,,) NIm(A — \I,)” = {0}
e, portanto, qualquer que seja o v que tomemos, o unico vetor (A — AI,)"v que esté
em N (A — Al,) é o vetor nulo, o que é uma contradi¢io com a hipotese da cadeia ter
comprimento m = v + 1.

Exatamente o mesmo argumento, repetido agora para m = v, permite concluir que
o maior bloco de Jordan tem dimensdo igual v. Adicionalmente, como N (A — AI,) N
Im(A — M,,)*~! ¢ um espaco vetorial com dimensdo 7, sabemos que possui exatamente
n, vetores linearmente independentes, ou seja existem exatamente 7, cadeias de Jordan
com comprimento igual a v e, portanto, a matriz tem exatamente n, blocos de Jordan de
dimensao igual a v.

Comentario 21. Isto conclui a demonstrag¢ao da parte (c¢) do Teorema [3.

Podemos repetir o argumento para as restantes igualdades de ([I9]), prosseguindo suces-
sivamente de baixo para cima. H4, todavia, um cuidado a ter: ao considerar a igualdade
para n; = dim N; = dim(N(A — A,) N Im(A — A\I,,)’~!) ¢ importante recordar a cadeia
de inclusoes (I6)) e, portanto, o facto do valor de m; néo ser igual ao nimero de cadeias de
Jordan com comprimento j, mas sim ao numero total de cadeias de Jordan com compri-
mento maior ou igual a j, e, portanto, também ao nimero total de blocos de Jordan de
dimensao maior ou igual a j.

Comentéario 22. Isto conclui a demonstrag¢ao da parte (d) do Teorema [9.

A ultima aplicacao deste argumento é feita, naturalmente, a primeira igualdade de (19).
Aqui tem-se n; = dim N(A — A\I,,). Note-se que a quantidade no membro direito ¢, por
definicao, a multiplicidade geométrica, v, do valor préprio A e a do membro esquerdo é,
pelo que se deduziu acima, igual ao nimero total de blocos de Jordan correspondentes a
este valor préprio. Estas duas quantidades sdo, portanto, iguais.

Comentéario 23. Isto conclui a demonstrag¢ao da parte (b) do Teorema [3.

Retomemos outra vez as igualdades (I9) e adicionemo-las. E evidente que obtemos
ni+nay+ng+---+n, =dimN(A—A,)" =dimN (A - \,)" = «,

onde « é a multiplicidade algébrica de A. Esta igualdade significa que (n1,...,n,) constitui
uma parti¢ao do inteiro positivo «, (consulte [I]).

Por outro lado, a discussao anterior sobre a relacdo entre o nimero n; e a soma do
numero de blocos de Jordan de dimensao superior ou igual a j permite concluir o seguinte:
designemos por my = mg > --- > m, o comprimento de cada uma das vy cadeias de Jordan
(sabemos que existem ~ cadeias de Jordan porque ja provamos a alinea (b) do Teorema
— cf. Comentério 23] —, e sabemos também que o tamanho da maior cadeia é m; = v
porque também ja provamos a alinea (c) do Teorema [0 — cf. Comentario 21]). Seja ny o
numero de blocos de Jordan de dimensao igual a ¢, ou sej

Ny = #{Z my =€}

8Repare que isto é exatamente a definicdo de m,: é o nimero total dos mis que sio iguais a ¢, ou seja,
é o nimero total dos indices ¢ que correspondem a m; com o mesmo valor /.
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Consequentemente,

ﬁj:ZHZZZ#{i:mi:e}:#{i:mi2j}7

l=j l=j

e, portanto, as parti¢des (ni,...,n,) e (m1,...,my) sdo particoes conjugadas@. Portanto,
utilizando este facto, sabemos que

my = #{i: n; > j}. (20)

Um célculo simples permite concluir que mq + mso + -+ +m, = a e, como a soma de
todos os m; é igual a quantidade total de vetores nas cadeias de Jordan, e tendo presente
que estes sdo todos linearmente independentes (cf. pagina apo6s a demonstracao do
Lema [I7), concluimos com isto o esclarecimento da estrutura da matriz de Jordan J, i.e.,
sabemos agora quantos blocos de Jordan a constituem e quais as dimensoes de cada um
desses blocos. Resta-nos esclarecer como, na prética, conseguimos determinar uma base
N (A — \I,)” apropriada para conseguirmos construir a matriz de semelhanga.

Antes, porém, voltamos brevemente as parti¢oes e suas conjugadas para introduzir um
conceito que é muito 1til, na pratica, para relacionar as duas, em particular quando os
nimeros envolvidos nao sao muito grandes. Para particoes envolvendo quantidades 7;
nao muito elevadas os elementos my, da particdo conjugada podem ser facilmente obtidos
recorrendo ao diagrama de Ferrers (cf. [I, pp. 18-19] ou [7, pp. 135-136]), uma entidade
cuja construgao e utilidade ilustraremos a seguir. Considere-se a parti¢ao (nq,...,n5) =
(6,4,3,3,1) e construa-se um diagrama em que na primeira linha se desenham 6 pontos,
na segunda 4 pontos, etc., até a quinta linha, com 1 ponto:

ﬁlt e o
oy :
ﬁg:
Ty :

ns

Este é o diagrama de Ferrers da particdo considerada. Para obter a particdo conjugada
(mi1,...,my) reflete-se o diagrama relativamente a sua diagonal principal (i.e., trocam-
se as linhas com as colunas), e léem-se os valores de mj contando o nimero de pontos
na correspondente linha, ou seja, para o exemplo concreto em considera¢do a particao
conjugada é (5,4,4,2,1,1):

mi e o L]
mo: © e
ms: e e
ms: o e
ms [ ]
me °
“Dada uma parti¢io a = (a1,az,...,a,), a parti¢io conjugada de a ¢ a particio a* = (aj,...,a}) tal

que aj, é o ntmero de a;s que sdo superiores ou iguais a k. Por exemplo, sendo a = (6,4,3,3,1), entdo
a* = (5,4,4,2,1,1), ou seja a] = 5 uma vez que na particdo a existem 5 termos superiores ou iguais a 1 (de
facto, todos eles 0 sa0), e a3 = 4 porque em a existem 4 termos superiores ou iguais a 2 (a saber: 6,4, 3, 3),
etc. E facil de calcular neste exemplo que (a*)* = a. Esta igualdade é, de facto, valida para qualquer
parti¢do a, resultado que ndo demonstramos mas que verificaremos que é 6bvio a partir do diagrama de
Ferrers da partigao (cf. texto).
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Obviamente que o processo de reflexao do diagrama pode ser evitado lendo os valores my,
da particdo conjugada diretamente da contagem dos pontos nas colunas do diagrama de
Ferrers original:

£E 55 EE
n1: © © e e e e
To: ®© e e @
n3: o e e
Ty: ®© e @
650

E evidente daqui que a conjugada de uma conjugada é a particao original, pois corresponde
a, sempre no mesmo diagrama, passar de uma leitura em linhas para uma leitura em colunas
e, novamente, para uma leitura em linhas.

Retomemos agora a questao da determinacao de uma base apropriada. Pelo que ja
fizemos, precisamos apenas de provar que existe uma base de N'(A — AI,) do tipo

{(A — AL)™ L (A - )Jn)mrlvy} ,
o que faremos seguidamente:

Algoritmo 1.

1. Para construir uma tal base, comecemos por tomar uma base B, = {b1,...,by, } do
espago vetorial i, -dimensional N, = N'(A — \I,) NIm(A — \I,,)*~!. Naturalmente
que os elementos b; de B, sao do tipo b; = (A—)\In)”_lvj, 1 < j < ny. Poroutro lado,
sabe-se que v = m; = ... = my,, pelo que se pode escrever b; = (A — )\In)mj_lvj,
sendo 1 < j < ny. Os vetores proprios pertencentes a B, sao aqueles com base nos
quais se constroem as n, cadeias de Jordan de comprimento mdzimo (=v).

2. Claro que se n, < 7y temos de acrescentar a B, vetores adequados de modo a obter a
base pretendida.

Sendo este o caso, prossequimos na cadeia de inclusoes (I10) para subespagos de N1 =
N(A — AL, sucessivamente maiores:

Se n,_1 > n,, escolhemos de N,_1 um nimero n,_1 — n, de vetores linearmente
independentes, quer entre si, quer com os vetores de B. FEstes vetores sao do tipo
bj = (A - )\In)”_ij, ny,+1 < j < ny,_1. Analogamente ao caso anterior, neste
caso tem-se v —1 =mgy, 11 = ... = my,_,, pelo que se podem escrever estes vetores
adicionais na forma b; = (A— )\In)mj_lvj, comn,+1<j < ny_1. Assim, reunindo
este vetores a base B, de N,, consequimos obter uma base B,_1 de N,_1. Os vetores
proprios de B,_1 \ B, sao aqueles com base nos quais se constroem as n,—1 — n,
cadeias de Jordan cujo comprimento é o seqgundo maior.

Se ny_1 =Ny, a base B, de N, € também uma base B,_1 de N, _1.

3. Prossegue-se agora sucessivamente, ao longo dos espagos sucessivamente maiores, na
cadeia de inclusoes ([I6) até se obter a base pretendida.

Regressando ao inicio desta secgao (pagina [19), o que acabéamos de concluir é que cada
bloco diagonal AY) em que o Teorema Bl permitiu decompor a matriz A pode ser transfor-
mado num bloco de Jordan por uma mudanga de base apropriada, que era exatamente o
que pretendiamos provar.
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Comentario 24. Isto conclui a demonstracao do Teorema [4.

Convém observar que ninguém no seu devido juizo faz “a4 mao” os célculos inerentes a
aplicacao do Teorema da Decomposicao de Jordan [@a matrizes de dimensoes elevadas. Em
particular, o algoritmo envolvido na determinacdo da base apropriada de vetores proprios
pode ser de aplicacao pratica extremamente trabalhosa para matrizes de dimensao apenas
moderadamente elevada. Na esmagadora maioria dos casos que trataremos a dimensao do
espago proprio relevante serd baixa pelo que a aplicagao do algoritmo para a determina-
¢ao da base vira bastante simplificada, e, por vezes, a determinacao da base apropriada
pode mesmo ser feita, de modo eficiente, por tentativas a partir da base do espago proprio
generalizado da matriz, como sucedeu no caso que consideramos no Exemplo [[0] Convém
também relembrar que existem outros algoritmos para a determinacao de bases de Jor-
dan (as quais, como também se referiu anteriormente, estdo longe de serem tnicas!), mas
nenhum deles parece ser computacionalmente mais vantajoso do que os restantes.

Para organizar as ideias, sumarizamos agora o procedimento envolvido na determinacao
da forma canonica de Jordan de uma matriz:

Sumario 1. Seja A € My, (C).

1. Determine todos os k wvalores prdprios distintos de A, A\1,..., g, € as suas multiplici-
dades algébricas ma(\;) = o e geométrica mg(A;) = v;. A partir destes dados pode
concluir o sequinte:

(a) A matriz de Jordan correspondente a A é uma matriz diagonal por blocos, com
k blocos J = diag(JW, ..., J®).

(b) Cada bloco JU) tem de dimensio aj, e €, também, uma matriz diagonal por
blocos, sendo todos os seus blocos células de Jordan com o mesmo valor préprio
Aj.

(¢) O nimero de células de Jordan que constituem cada JY) ¢ igual a Y-

2. Para cada )\, determine as dimensoes dos vdrios espagos N (A — )\jIn)k, para k =
1,2,..., até chegar ao primeiro valor de k para o qual o dim N (A — )\jIn)k =
dim V(A — \;I,)**L. Chame a esse valor v;. A partir deste dado conclui o sequinte:

(a) A dimensio da maior célula de Jordan que integra J9) € igual a vj

3. Calcule as quantidades 1y = Aim N'(A— X\ 1) —dim N (A= N\ 1,) L com £ =1,...,vj,
forme com elas a particio (ni,...,n,) de o e, usando (20) ou recorrendo ao dia-
grama de Ferrers, calcule a parti¢ao (my,...,m,,) conjugada da parti¢io (ny,...,n,).
Com este dado conclui o sequinte:

(a) As células de Jordan que constituem JU) tém exatamente as dimensoes dadas
pelos niimeros da particio (my, ..., ms,).

4. A determinag¢io da base de Jordan pode ser feita recorrendo ao Algoritmo [, cons-
truindo as correspondentes cadeias de Jordan, e ordenando os vetores de acordo com
o descrito na alinea (e) do Teorema da Decomposi¢ao de Jordan [9.
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6 Mais dois exemplos

Exemplo 25. Seja A € Mj545(C) a seguinte matriz

10 -2 0 4
01 0 -11
A={100 1 00
00 0 1 3
00 0 01

Iremos determinar uma forma de Jordan J semelhante a A e uma correspondente ma-
triz de semelhanga P seguindo o procedimento estudado anteriormente (nomeadamente o
Sumario [l e o Algoritmo [I]).

(i) Comecemos por calcular os valores proprios: sendo A uma matriz triangular, os seus
valores proprios sao os elementos da diagonal principal. Portanto o tinico valor
proprio é A =1, com a = ma(\) = 5.

Nesta altura podemos, por aplicagao dos pontos 1.(a) e 1.(b) do Sumaério [I, podemos
garantir que a matriz A é semelhante a uma forma canénica de Jordan JM).

(i) Calculemos os espago proprio N (A — I5): Como

00 -2 0 4
00 0 -11
A-Is;=0 0 0 0 0
o0 0 03
00 0 00O

conclui-se facilmente que os vetores u € C® para os quais de (A — I5)u = 0 sdo todos
os do tipo u = (uq,usg,0,0,0) e, portanto, dim N (A—I5) = 2, ou seja v = mg(\) = 2.
Este resultado permite-nos concluir, por aplicagdo do ponto 1.(c) do Sumério [, que

J@) tem duas células de Jordan.

(iii) Calculemos agora os espacos N (A — I5)*F. Nao é dificil (nem sequer ¢ trabalhoso!)
concluir que

(A—I;)* = e (A-I5)*=0

O O O OO
O O O O O
o O O O O
O O O O O
O O O W o

donde se deduz que

N(A — 15)2 = {(al,a2,a3,a4,0) ay,...,04 € (C} , dlmN(A — 15)2 =4
N(A—I5)? = C?, dimN(A—I5)3 =5
e, naturalmente, a partir da tltima linha, N'(A — I5)* = C%, pelo que v = 3.

Portanto, por aplicacdo do ponto 2.(a) do Sumério [Il a maior célula de Jordan de
JU) tem dimensao 3.

Note-se que, neste caso, como sabemos que JU) tem dimensio 5, tem duas células,
e a maior delas tem dimensao 3, concluimos logo que a outra célula tem dimensao
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2, sem necessidade de recorrer ao calculo das quantidades ny e my. Podemos, assim,

neste caso, ignorar por completo o ponto 3 do Sumario[Il Sabemos, nesta altura, que

o Teorema da Decomposicao de Jordan garante a existéncia de uma matriz invertivel
P tal que

1 10

0 11

PlAap=g=JY =10 0 1

11
01

onde os elementos nao explicitamente escritos valem zero. Resta-nos determinar a
matriz P, o que faremos nos pontos seguintes:

(iv) Sabemos ja que v = 3. Seguindo o Algoritmo [I comecemos por determinar uma
base de N3 = N(A — M\5) NIm(A — \5)2. Ja sabemos, pelo ponto (ii) acima, que
NA-I;) = {(ul,u2,0,0,0) € Cd:up,ug € (C}, Por outro lado, no ponto (iii) ja
calculamos a matriz (A — I5)?, pelo que a determinacao do seu espago das imagens
é, agora, imediata: Im(A — I5)? { ,3,0,0,0) € C®: B e (C} Os vetores comuns
a estes dois espacos serao os elementos de N3 e portanto, neste caso, é evidente que
N3 =((0,1,0,0,0)).

Portanto, pelo ponto 1 do Algoritmo [I concluimos que a cadeia de Jordan de com-
primento 3 pode ser construida usando o vetor préprio (0,1,0,0,0). Faremos isto
mais adiante, em (vi).

(v) Continuando a aplicar o Algoritmo [, o outro vetor proprio de A que servira para
construir o bloco de dimensao 2 é escolhido de entre os elementos do espaco Ny =
N(A—AI;)NIm(A—M\5) que sdo linearmente independentes do vetor ja escolhido em
(iv). Conclui-se sem dificuldade que Im(A — I5) = {(f,9,0,h,0) € C°: f,g,h € C}.
Intersetando este conjunto com o espago proprio N (A — AI5) conclui-se que N3 =
{(f,9,0,0,0) € C°: f,g € C}. Temos que escolher neste espaco um vetor linear-
mente independente do vetor escolhido no ponto (iv) anterior. Escolhemos, por
exempl, (1,1,0,0,0).

Portanto, pelo ponto 2. do Algoritmo [0 concluimos que a cadeia de Jordan de
comprimento 2 pode ser construida usando o vetor préprio (1,1,0,0,0). Faremos
isto a seguir.

Note-se que, com isto, estamos de posse de todos os vetores proprios linearmente in-
dependentes de que necessitamos para construir as cadeias de Jordan que constituem
a matriz P pretendida.

(vi) Calculemos agora as duas cadeias de Jordan cujos vetores constituirdo a base de C?
que procuramos.

e Calculo da cadeia de Jordan de dimensao 3: vimos no ponto (iv) que esta
cadeia é a que contém o vetor proprio (0,1,0,0,0). Designemos este vetor por
p1. Sabemos que a cadeia de Jordan é constituida pelo vetor p; e ainda por
mais dois vetores ps e ps, que satisfazem (A — I5)ps = p1 e (A — I5)ps = pa.

'"Uma escolha talvez mais natural e simples seria tomar (1,0,0,0,0). Deixamos esta escolha como
exercicio para o leitor!
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Para o primeiro destes sistemas, escrevendo ps = (p1,2,p22, - - -

0 0 -2
00 O
00 O
00 O
00 O

onde p12 e pao sdo complexos arbitrarios.

o o o= O

S WO =

,D5,2), tem-se

D1,2 0 D1,2

D22 1 p32 =10 D2,2

p32| = |0 & pa2=-1 & p2=1| 0 |,

P42 0 p52 =0 -1
5,2 0 0

Escolhamo-los como sendo zero.

Entao o vetor py vem ps = (0,0,0,—1,0).

Para o segundo sistema, escrevendo p3 = (p1,3,023, - - -

0 0 =2
00 O
00 O
00 O
00 O

o O O

S WO = e

,D5,3), tem-se

P13
P1,3 0 2
P23 0 P33 =73 P23
) 1 _2
P33l = | 0| <= pa3=—35 < p3= 3,
-1 1 _1
P43 P53 = —3 3
5,3 0 1
L 3

onde p1 3 e pa 3 sao complexos arbitrarios. Tal como fizemos no calculo anterior,

2 1 1)

escolhamo-los como sendo zero. Entao o vetor p3 vem p3 = (0, 0,—%5,—3,—3)

3

e Calculo da cadeia de Jordan de dimensao 2: vimos no ponto (v) que esta cadeia
é a que contém o vetor proprio (1,1,0,0,0). Designemos este vetor por py.
Sabemos que a cadeia de Jordan é constituida pelo vetor py e ainda por mais

pode-se resolver o sistema obtendo

00 -2
00 O
00 O
00 O
00 O

o O O~ O

S WO~

um vetor ps que satisfaze (A — I5s)ps = pa. Escrevendo ps = (p1,5,02,5,---,P55),
P15 1 . P15
Pas 1 D35 = —3 P2,15
P35| = 8 < pas=—1 Sps=|—35,
Pas P55 = -1
5,5 0 0

onde p1 5 e p2 5 sa0 complexos arbitrarios. Novamente, efetuamos a escolha mais

simplificadora de assumir que estas constantes sao iguais a zero. Entao o vetor
_ 1

Pp5 vem ps = (0,0,—5,—1,0).

Com isto, estamos na posse de cinco vetores pq, . ..

, P5 que constituem uma base com

as caracteristicas pretendidas. Antes de passar ao ponto final do exemplo convém

observar o seguinte:

— houve diversas escolhas feitas acerca dos valores de constantes complexas arbi-
trarias. Escolhas diferentes produzirao bases diferentes e, consequentemente,

matrizes de semelhanca, P, diferentes.

No entanto, todas elas resultarao a

mesma matriz de Jordan P~1AP.

— podemos comprovar diretamente que as cadeias de Jordan construidas a partir
de p1 e de psy tém mesmo os comprimentos 3 e 2, respetivamente. Se tentarmos
prolongé-las para além de ps e de ps, respetivamente, verificamos que tal nao é
possivel: por exemplo, se quisermos prolongar a cadeia construida a partir de p;
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para além de p3 teremos de conseguir encontrar um vetor ¢ € C° que satisfaca

(A — I5)g = ps. No entanto, é facil concluir que este sistema ¢é impossivel.

O mesmo se passa com o correspondente sistema para a cadeia baseada em  Faga-o!
ps. E claro que estas verificacoes sdo intteis: o Algoritmo [ afirma-nos que é
exatamente isso que se passal

(vii) (Grand finale!) Usando as cadeias calculadas no ponto anterior e ordenando-as de
acordo com a alinea (e) do Teorema da Decomposi¢ao de Jordan [ obtemos P =

[p1 | p2 | p3 | pa|ps], ou seja,

0 0 0 1 0
1 0 0 1 0
2 1
p_ 0 0 -5 0 —3
1
0 -1 —35 0 -1
1
0 0 -3 0 0
Calculando a inversa vem
-1 1 0 1 0
2 =2 2 -1 -3
p1l= 0 0 0 0 -3
1 0 0 0 0
-2 2 =2 0 4
e efetuando as multiplicacdes P~ AP concluimos que
PlAP =
[ —1 1 1 1 2 4 0 0 01 0
_2 2 (2) 1 g 0 ? _O (1) 1 L 0 0 1 0
- T - o 0 -20 -1
= 0 0 0 0 -3 00 1 0 0 |
1 0 0 0 0 00 0 13 0 -1 —3 0 -1
| —2 2 =2 0 4 0 0 0 0 1 0 0 _% 0 0
1 1 0
011
= 0 01 ,
11
i 01
como sabiamos que teria de acontecer.
3 -1 1 1 0 0]
1 1 -1 -1 O 0
) . 0 0 2 0 1 1
Exemplo 26. Seja agora a matriz Y = 0 0 0 9 1 _1 . Tal como no exem-
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 1

plo anterior, pretendemos determinar uma forma de Jordan J semelhante a Y e uma
correspondente matriz de semelhanca P seguindo o procedimento estudado anteriormente
(nomeadamente o Sumério[lle o Algoritmo [I)).
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(i) Comecemos por calcular os valores proprios de Y, ou seja, os zeros do seu polinémio
caracteristico py (\) = det(Y — Alg). Procedendo a eliminagdo de Gauss na matriz
Y — A\l e recordando qual o efeito que as operagoes elementares sobre linhas tém no
determinante da matriz (vd., e.g., [2l Teorema 3.16]), conclui-se que

py(A) =
3-x —1 1 1 0 0
I 1-x -1 -1 0 0
- 0 0 2-X 0 1 1
- 0 0 0 2-Xx -1 -1
0 0 0 0 1-x 1
0 0 0 0 11—
3-x —1 1 1 0 0
1 1-x -1 -1 0 0
B 1 0 0 2-X 0 1 1
1N 1—X| 0 0 0 2-X -1 ~1
0 0 0 0 1-X 1
0 0 0 0 1-X (1-))?
3-2 —1 1 1 0 0
1 1-x -1 -1 0 0
B 1 0 0 2-X 0 1 1
tot; 1—X| O 0 0 2-Xx -1 -1
0 0 0 0 1-2X 1
0 0 0 0 0 M)A—-2)
3\ ~1 1 1 0 0
3-X (1-XM)B-XA) A=3 A=3 0 0
B 1 0 0 2-X 0 1 1
G- (1=XNB-=X)| 0 0 0 2-x -1 —1
0 0 0 0 1-X 1
0 0 0 0 0 MA-2)
3-x —1 1 1 0 0
0 (A=22 Xx—4 X—4 0 0
B 1 0 0 2-X 0 1 1
-t (1=X)B-XN)| 0 0 0 2-Xx -1 —1
0 0 0 0 1-2A 1
0 0 0 0 0 AMA—-2)

= AMA-2)P°

Convém observar que, & partida, este resultado s6 serd valido se A # 1 e XA # 3
(devido aos célculos efetuados nas segunda e quarta igualdades). Mas como sabemos
que py (A) é um polinémio definido em todo o C, se em C\{1, 3} é dado pela expressao
py(A) = A(A — 2)5, entdo (por unicidade do prolongamento por continuidade) esta
mesma expressao terd de ser valida em todo o C.

Formas Canonicas de Jordan 32



Da expressao de py conclui-se que

A1=0
Ay =2

¢ um valor proprio com ma(0) = 1 = mg(0) = 1.
¢ um valor proprio com ma(2) = 5.

Isto permite-nos concluir que as formas canénicas de Jordan semelhantes e Y sao do
tipo J = diag (J(l), J(Q)) ,onde JI) =[0] e J® ¢ uma matriz de dimensao 5.

(ii) Investiguemos agora as dimensoes dos espagos proprios de Y, ou seja, as multiplici-

dades geométricas dos seus valores proprios. Sabemos por resultados gerais que a
multiplicidade geométrica de Ao = 2 é mg(2) < ma(2) = 5. Vejamos a que &, de
facto, igual a multiplicidade geométrica de Ao = 2. Por defini¢do, esta quantidade é
a dimensao do espago proprio associado a Ay = 2, isto &, mg(2) = dim N (Y — 21).
Como N(Y —2Ig) = {v € C°: (Y — 2I5)v = 0}, e como

-1 1 1 0
-1

-1 -1 0

0

[=lelelell e

0
0
0

concluimos que

(Y —2I)v =0 <

0

0
0
0

OO OO o

O O O O O

[=lelelal e

[=lalalal e

— o o

[l elell S =)

O =R O = OO

lo—1ty
L4402
Lo+Ls

| V6

coocooco - coo oo -

=0

(e lolall =
(e lolal =

1)1—1)2:0
v3+wvg =0
v5 +vg =0

1)(;:0

|
N
o~ oo

o O O O

(e ell =]

-1

o

OD—‘OD—‘OOI

O O = OO

para quaisquer a,b € C. Ou seja, mg(2) = dim N (Y — 2I) = 2. Como este valor
é diferente do valor da multiplicidade algébrica, concluimos que a matriz Y nao é
diagonalizavel e, pelo ponto 1.(c) do Sumario[Il a matriz J@ que tem dimenséo 5,
é constituida por dois blocos de Jordan.

(iii) O esclarecimento da estrutura de J ) requer o conhecimento dos espacos proprios

generalizados, a fim de se identificar o valor de
vy := min {€ e N:dimN (Y — 2I)" = dim N (Y — 2[6)“'1} ,

que, de acordo com o ponto 2.(a) do Sumario [I é igual & dimensdo do maior
bloco de Jordan de J2). Para tal ha que calcular as dimensdes dos espacos proprios
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generalizados, dim N (Y — 2[6)5 , até que estas estabilizem:

0022 0 0
0022 0 0

(Y —2I)% = 8 8 8 8 8 8 — dimN(Y —2I5)° =4
0000 2 -2
0000 —2 2|
(00 00 0 0]
0000 0 0

(Y —2I)3 = 8 8 8 8 8 8 — dimN(Y —2I)°% =5
0000 —4 4
0 0 00 4 —4
(00 00 0 0]
0000 0 0

V-2 = |0 0 00 o o = dmANY-21)t=5
0000 8 -8
0000 -8 8|

Conclui-se, entdo, que vo = 3, e, portanto, o maior bloco de Jordan de J©@) tem
dimensao 3. Como esta matriz tem dimensado 5 e é constituida por dois blocos de
Jordan (cf. conclusoes anteriores) podemos concluir daqui que, a menos de ordena-
¢oes dos blocos, a matriz de Jordan J semelhante a Y é

0

N

2 1
2

sendo iguais a zero as posi¢oes cujo valor nao esté explicitamente indicado.

(iv) Comecemos por calcular um vetor proprio associado ao valor proprio A\ = 0, pois,
neste caso, como as multiplicidades sao iguais a 1 o caso é de simples resolucao: para
calcular o espacgo proprio associado ao valor préoprio Ay = 0 comecemos por aplicar
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eliminacao de Gauss a matriz Y — 0lg = Y:

3 -1 1 1 0 0] 3 -1 1 1 00
1 1 -1 -1 0 0 1 1 -1 —-1.00
000 2 0 1 1| |00 2 000
00 0 2 -1 —=1| e |0 0 0 2 00
00 0 0 1 1| 23 oo 0 0 11
0o 0 0 0 1 1| 0 0 0 0 0 0
40 0 0 0 0]

110000

002000

O14-4o 000 2 00

Ligls 1000 0 0 1 1

Ltz 1o 00 0 0 0f

e daqui conclui-se que

4 0 0 0 0 0] [v1] [0

1100 0 0 |v 0

0020 0 0]]uvs 0

VY =0L)v=0 15 g g 2 0 o] [w| TV |o]
0 00 0 1 1] |us a

0000 0 0] vg] —a

para qualquer a € C. Escolhamos o vetor p; = (0,0,0,0,1,—1) € N(Y) para
primeira coluna da matriz de mudanca de base P.

(v) Para o caso dos vetores da base de Jordan correspondentes a Ay = 2 usemos o Algo-
ritmo 1. Comecando com o passo 1 do algoritmo, procuremos uma base de Jordan
que corresponda ao bloco de jordan de maior dimensao. Sabemos ja que vy = 3. J4
tendo calculado (Y — 2I5)? na alinea b), obtemos facilmente Im(Y — 215)? :

0022 0 07/ [ Qusz 4+ 2uy |
00 2 2 0 0 UL 2ugz + 2uy
0000 0 0] ]u 0
9702, — 3| _
YV =2L)u=10 690 0 o Uy 0
0000 2 —2||us Qs — 2ug
00 00 =2 2] |us] | —2us + 2ug |

e como as constantes uy sao arbitrarias, conclui-se daqui que os vetores que podem ser
obtidos como imagem, por aplicacdo de (Y — 2Ig)? de vetores de C% sdo os vetores
do tipo (a,,0,0,3,—f), ou seja Im(Y — 2I5)? = {(a,,0,0,8,—3) : a, 3 € C}.
Sabemos da alinea b) que N(Y — 2Is) = {(a,a,b,—b,0,0) : a,b € C}, pelo que
podemos concluir quest

N3 = N(Y —2I5) N Im(Y — 2I5)* = {(a,a,0,0,0,0) : a € C}.

Uma base deste espago é constituida pelo vetor proprio po = (1,1,0,0,0,0). Este
é o vetor proprio correspondente a maior bloco de Jordan (o de dimensao 3). Os
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restantes vetores da correspondente cadeia de Jordan sao as solucoes de:

1 -1 1 1 0 o0]1 1 -1 00 0 0f1

1 -1 -1 -1 0 0|1 00 11 0 00

00 0 0 1 1]0 00 00 0 20
—

00 0 0 -1 -1]0 00 00 0 00

00 0 0 -1 1]0 00 00 -1 10

00 0 0 1 —1|0 (0 0 00 0 0[O0

que resulta nos vetores (1 + v, v9,v3, —v3,0,0) e, fixando as constantes (arbitréarias)
vy e v3 como sendo zero, se obtém p3 = (1,0,0,0,0,0); e ainda

1 -1 1 1 0 0|17 (1 -1 00 0 0]1/2]
1 -1 -1 -1 0 00 0 0 11 0 0]1/2
000 0 0 1 1]0| |0 0O 00 0 20
00 0 0 -1 —1[0 00 00 0 0] 0
00 0 0 -1 110 00 00 —1 1] 0
00 0 0 1 -1]0] 00 00 0 0|0 |

que resulta em (ve — 1/2,vy,v3,1/2 — v3,0,0) e, fixando as constantes (arbitrarias)
vg e vg como sendo zero. se obtém py = (1/2,0,1/2,0,0,0).

(vi) Finalmente, para as colunas de P correspondentes ao bloco de Jordan de dimensao
2, aplicamos o passo 2 do algoritmo: consideremos, entdo, o espago No = N (Y —
2Is) NIm(Y — 21s). Obtemos sem dificuldade Im(Y — 2I¢) :

1 -1 1 1 0 0 Ul (U1 — ug + usg + ug |

1 -1 -1 -1 0 0 U9 UL — U2 — U3 — Ug
100 0 0 1 1 uz| us + ug
Y=2)u=\o o o o0 —1 -1 |us| —us — ug
0 O 0 0 -1 1 Uus —Us + Ug
_0 0 0 0 1 —1_ | U6 | | us — Ue

e atendendo & arbitrariedade das constantes uy os vetores obtidos por aplicacdo de
Y — 21 sdo do tipo («, 3,7, —7,0,—3d). Atendendo a que, como hja vimos, N'(Y —
2Is) = {(a,a,b,—b,0,0) : a,b € C}, conclui-se que

No =N(Y —2Is) NIm(Y — 214) = {(a,a,b,—b,0,0) : a € C}.

Precisamos de escolher um vetor deste espaco que seja linearmente independente do
vetor de N3 C Ny que ja escolhemos anteriormente, a saber (1,1,0,0,0,0). Uma
escolha possivel é p5 = (0,0,1,—1,0,0). Com base neste vetor proprio constroi-se a
cadeia de Jordan correspondente ao bloco de Jordan de dimensao 2:

1 -1 1 1 0 01]o0 1 =100 0 0]0
1 -1 -1 -1 0 010 00 1100/0
000 0 0 1 1|1 | 0 0 001 1]l
00 0 0 -1 —1]-1 00 000O0/0
00 0 0 -1 110 0 0 000 2|1
00 0 0 1 -1]0 | 0 0 000 0|0

que resulta em (vq,v1,vs, —v3, 1/2,1/2) e, fixando as constantes (arbitrarias) v e vg
como sendo zero. se obtém pg = (0,0,0,0,1/2,1/2).
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(vii) Coligindo os vetores proprios e vetores proprios generalizados, concluimos que uma
matriz P é

0 1112 0 0
010 0 0 0
p_|0 0012 1 0
000 0 —1 0
1 00 0 0 1/2
-1 00 0 o0 1/2]

Pode-se calcular sem dificuldade que

0 0 0 0 1/2 —1/2]
01 0 0 0 0
4|1 -1 -1 -1 0 o0
Po=1o 0 2 2 0o o
00 0 -1 0 0
o o 0 0 1 1 |

e que P'Y P & precisamente a matriz de Jordan J anteriormente obtida.
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