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Resumo

Este texto foi elaborado para apoio ao médulo introdutério sobre
fungoes da unidade curricular de Matematica do Curso de Qualificacao
para Estudos Superiores da Universidade Aberta. O seu objetivo pri-
mordial é o de relembrar e consolidar os conceitos adquiridos ao nivel
do Ensino Secundario, bem como apontar diregoes de desenvolvimento
e de aprofundamento de conceitos que serao posteriormente abordados
em unidades curriculares de Analise Matematica das licenciaturas em
matematica, ciéncias, engenharias, economia e gestao.
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1 O conceito intuitivo de funcao

O mais importante conceito de toda a matematica é, sem divida, o conceito
de funcao. Para os objetivos da presente unidade curricular nao é necessario
(nem é pedagogicamente conveniente) introduzir uma definigao formal do
que se entende por “funcao”, bastando interiorizar que a nocao intuitiva
de “funcao” traduz matematicamente a nocao de correspondéncia, ou seja,
utilizaremos a seguinte

Definicao Intuitiva 1

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, uma funcao f de A em B € uma
correspondéncia que a cada elemento x de A (escrevemos x € A e desig-
namos, usualmente, x por varidvel independente) associa um, e apenas um,
elemento f(x) de B (escrevemos f(x) € B e designamos f(x), usualmente,
por varidvel dependente, ja que depende do x).

Para representar simbolicamente a frase “f é uma funcao de A em B”
escreveremos simplesmente f : A — B. O conjunto A é chamado o dominio
de f e o conjunto B é o conjunto de chegada.



Note-se que nada do que foi escrito acima é especificamente matematico:
a definicao intuitiva e a notagao introduzida aplicam-se a situagoes da vida
corrente que nada tém de matemaéatico. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1

Considere-se o conjunto A como sendo o conjunto de todos os paises da
FEuropa e o conjunto B o conjunto de todas as cidades capitais europeias.
Se por f representarmos a correspondéncia “a capital de ...é”, entao f :
A — B é uma funcao no sentido referido acima, ji que cada pais europeu
tem uma unica capital. Por exemplo, podemos escrever f(Portugal) = Lisboa
e f(Arménia) = Erevan para representar as afirmacoes de que a capital de

Portugal é Lisboa e de que a capital da Arménia é Erevan, respetivamente.
|

Exemplo 2

Considere-se agora A como sendo o conjunto dos pintores e B o conjunto dos
numeros inteiros. Representando por f a correspondéncia “o ano do nasci-
mento de ...¢é”7, teremos uma funcao f : A — B que a cada pintor faz cor-
responder o seu ano de nascimento. Note que esta correspondéncia é mesmo
uma fung¢do (no sentido dado acima a este termo), porque a cada pintor cor-
responde um, e apenas um, ano de nascimento. Assim, f(Picasso) = 1881 e
f(Cézanne) = 1839 traduzem simbolicamente as afirmagoes “o ano de nas-
cimento de Picasso € 1881”7 e “o ano de nascimento de Cézanne é 18397,
respetivamente. [

E claro que o que verdadeiramente nos interessa nesta unidade curricular
sao as funcoes que traduzem correspondéncias entre conjuntos A e B, ambos
constituidos por nimeros. Considerem-se agora alguns exemplos deste tipo.

Exemplo 3

Supondo que A = B =N = {1,2,3,4,...}, a correspondéncia “o dobro de
... €7 pode ser representada pela funcdo f que a cada nimero a € N faz
corresponder o numero 2a € N. Diz-se que o numero 2a assim obtido € a
“tmagem de a por aplica¢ao da funcdo f” e representa-se por f(a). Deste
modo, esta fungao f aplicada ao nimero a resulta em f(a) = 2a. Claro que
concretizando o valor de a € A teremos o correspondente valor de f(a), por
exemplo: f(1) =2, f(3) =6, f(264) = 528, etc. |

Exemplo 4
Supondo que A = N = {1,2,3,4,...} e que B = R, podemos considerar a



correspondéncia que consiste em “tomar um numero de A, adicionar-lhe 3

e calcular o inverso do resultado”. Isto corresponde a tomar um numero

natural a, adicionar-the 3, para dar a + 3, e depois calcular o inverso deste
. 1 A .

valor, ou seja, . Se representarmos por f esta correspondéncia, a cada a €

N estamos a associar o nimero real f(a) = ﬁ e, concretizando valores de a

obtemos os correspondentes valores de f(a), por exzemplo: f(2) = 1, f(7) =

= e f(176) = 5, etc. |

Antes de prosseguir convém notar que ha muitas correspondéncias, quer
na vida real, quer na matemaética, que nao correspondem a fungoes no sentido
que acima demos a este termo. Isto tem a ver com o facto de que funcoes
devem fazer corresponder a cada objeto de A um, e um s6, objeto de B.
Vejamos alguns exemplos de correspondéncias que nao sao funcoes:

Exemplo 5

Se A for o conjunto constituido por todos os paises europeus e B for o con-
Junto de todas as cidades europeias, a correspondéncia que a cada pais (i.e.
a cada elemento de A) faz corresponder as cidades desse pais nao é uma
funcao pois, em geral, um pais tem mais do que uma cidadd]. |

Exemplo 6

Se considerarmos A =R =]0, +00[ e B =R, a correspondéncia que a cada
nimero a € A faz corresponder o(s) elemento(s) b € B cujo quadrado é o
numero a dado, nao constitui uma funcao pois, por exemplo, para o numero
4 € A=R" existem dois nimeros b de B =R cujo quadrado é 4: b= —2 ¢
b=2 (visto que (—2)? = 4 e também 2* = 4). [

2 Funcoes reais de variavel real: conceitos
basicos

2.1 Definicao, grafico e dominio

A partir desta seccao centraremos a nossa atencao, exclusivamente, no estudo
de fungoes f: A — B em que A e B s@o o conjunto do ntmeros reais R ou
alguns dos seus subconjuntos. Estas fung¢oes sao chamadas “funcoes reaid]
de varigvel reald”. Estas funcgoes estao muito longe de constituirem todas as

LCom algumas, muito poucas, excecoes como o Vaticano.
2Porque B C R.
3Porque A C R.



funcoes importantes em matematica, mas todas as outras classes de fungoes
importantes sao construidas, de algum modo, com base nestas. Por esta
razao, o estudo das funcgoes reais de variavel real constitui um primeiro passo
fundamental no estudo das fungoes e sera o tnico tipo de fungoes que iremos
considerar nesta unidade curricular.

No contexto das funcoes reais de variavel real é usual representar os
elementos de A e de B por letras mintsculas do final do alfabeto latino
(z,y,w, z). Usualmente utiliza-se = para designar os elementos de A e y
os elementos de B. Se bem que nao haja nenhum significado matematico
neste habito e qualquer outra simbologia seja aceitavel, iremos manter esta
tradicao.

Assim, a funcao f que aos elementos x € A faz corresponder elementos
y € B é, por vezes, representada explicitamente pela correspondéncia em
causa, ou seja, algo como f : x — y. Mais vulgarmente, f é também re-
presentada por y = f(x), se bem que esta notagao tenha o inconveniente de
confundir a fungao f (que é, como se referiu na Defini¢ao Intuitiva 1, uma
“correspondéncia” entre dois conjuntos) com o valor que f assume no ele-
mento x do conjunto A (e que representamos por y). Usualmente, se tivermos
presente esta distingao, a utilizagdo da notagao y = f(x) para representar a
funcao f, nao acarreta inconvenientes de maior.

Exemplo 7

A funcao f : R — R que a cada x € R faz corresponder o seu dobro, 2x,
pode ser representada por qualquer das notacoes sequintes: T _f_2x, ou
frxw— 2z, ou f(x) =2x, ouy = 2. |

Portanto, uma funcao f fica completamente conhecida se conhecermos o
conjunto de todos os possiveis pares de valores (z,y), onde z € Aey = f(x)
é o elemento de B que resulta de x por aplicacao de f. Note-se que, pelo
que ficou escrito na Definicao Intuitiva 1, a cada x de A corresponderd um,
e apenas um, elemento y de B. Ou seja, se no conjunto de pares ordenados
que representam uma determinada relacao matematica estiverem incluidos
simultaneamente os pares (a,b) e (a,c) com b # ¢, entdo podemos concluir
que a relagao em causa ndo ¢ uma funcao. Reciprocamente, se f for uma
funcao, e se os pares (a, b) e (a, ¢) estiverem no conjunto de todos os possiveis
pares de valores determinados por f, entao, necessariamente, tem de se ter
b = c. Esta breve discussdo motiva a seguinte definigao (rigorosa) de funcdo.

Definigao 1

Uma fungio f: A CR — B CR é uma colegio (ou seja, um conjunto) de
pares ordenados (x,y) € A X B com a sequinte propriedade: se (a,b) e (a,c)
estao ambos na colecao, entao b = c.



Nao obstante esta defini¢cao rigorosa de func¢ao, podemos (e devemos!)
continuar a pensar em fungoes como traduzindo o conceito de correspondéncia
entre elementos de dois conjuntos, de acordo com a Definicao Intuitiva[ll No
entanto, a nocao de funcao expressa na Definicao [Il nao é totalmente irrele-
vante para a construcao “psicolégica” da ideia de fungao, ja que sugere uma
forma visual para representar o modo de agao das funcoes que é extrema-
mente importante: representando geometricamente no plano todos os pares
(z,y) (onde y = f(x)) ficamos com o que se chama o grdfico da func¢ao f,
que representaremos pela notacao G(f).

Exemplo 8

A fungao f : R — R que a cada © € R faz corresponder o seu dobro, 2z, e
que representaremos por f(x) = 2x tem o grdﬁaﬂ apresentado na Figura [,
onde, para ilustracao, foram indicados explicitamente alguns pares ordenados

(, f(2)). u

Exemplo 9

A fungio g : R — R que a cada x € R faz corresponder o seu quadrado, x2,
e que representaremos por g(x) = x* tem o grdfico apresentado na Figura[2
(considerando apenas valores de x entre —2 e 3). |

Nem sempre é possivel dar sentido matematico a certas expressoes, pelo
que, nesses casos, se a expressao pretender traduzir simbolicamente uma certa
funcao, a regiao onde podemos considerar os varios valores de x nao coincidira
com todo o conjunto R. Um exemplo de uma situagao dessas ocorre quando
consideramos a raiz quadrada de numeros reais: como o quadrado de um
nimero real nunca é negativo, se considerarmos uma espécie de “operacao
inversa”, ou seja, uma operacao que a cada real a faz corresponder um real b
cujo quadrado é o nimero a dado, esta nao podera estar definida para reais
a < 0 (pois ndo existe nenhum real b para o qual b> = a < 0). Portanto,
teremos de restringir esta “operacao inversa” apenas a valores de a para os
quais a > 0. Se estivermos interessados apenas em reais b > 0, entao podemos
considerar a fungao “raiz quadrada”, h(x) = y/x, definida do seguinte modo:
para cada x > 0 a funcao raiz quadrada faz corresponder o tnico y > 0 tal
que y? = z e este valor representa-se por y = /.

1E claro que, estritamente falando, nao é possivel representar o grafico duma fungao,
ainda mais no caso do conjunto dos x ser ilimitado, como é o caso. O que representamos
na Figura 1 é o gréfico correspondente a valores de = entre —2 e %, ou seja, o conjunto
dos pares ordenados (z,y) representado pela linha vermelha.
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2x com x entre —2 e

Figura 1: O grafico da funcao f(z)

x? com x entre —2 e 3.

Figura 2: O gréfico da funcao g(z)



Figura 3: O grafico da funcao h(x) = /x com z entre 0 e 9.

Exemplo 10

A fungio h : Rf = [0,4+o00[— R que a cada v € Ry faz corresponder a
sua raiz quadrada, \/x, e que representaremos por h(x) = \/x tem o grdfico
apresentado na Figura[3 (considerando apenas valores de x entre 0 ¢ 9). B

Como ja tinhamos definido anteriormente (cf. pagina ), o dominio de
uma funcao f é o conjunto dos valores de x para os quais a funcao f estd
definida, ou seja, para os quais podemos calcular a correspondente imagem
y = f(x).

E usual adoptar-se a seguinte convencgao:

A menos que algo seja explicitamente escrito em contrario, o
dominio de uma fun¢ao dada, f, serd sempre o maior subcon-
junto A de R para o qual f(z) faz sentido para todos os elementos
x € A

Note-se que para definir uma funcao nao basta dar uma expressao para
calcular a funcao f num ponto z: é necesséario especificar qual é o conjunto
onde x “vive”, ou seja, qual é o dominio de f. O que esta convengao afirma
é que, se nada for dito em contrario, o dominio de uma fungao f sera sempre
o maior conjunto possivel. Habitualmente representa-lo-emos por Dy.

Exemplo 11
A fungao ¢ : [0,9] = R definida por ¢(x) = \/x e a fungio 1 : [4,8] — R
definida por (x) = /x sdo duas fungoes distintas: se bem que tenham a

8
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Figura 4: Os graficos das fungdes ¢ (a vermelho) e ¢ (a azul), definidas no
texto. Por motivos 6bvios, diz-se que 1 é a restrigao de ¢ ao conjunto [4, §]
(e que @ é a restricao de h, definida no Exemplo [0, ao intervalo [0, 9]).

mesma expressao algébrica, os seus dominios sao diferentes (veja-se a F'i-
gura 4). Sempre que escrevermos algo do tipo “a funcdo f(x) = +/xz” e ndo
especificarmos o dominio onde tomamos os x, estaremos, de acordo com a
convencao acima, a supor que este ¢ o maior subconjunto de R para o qual

a expressao faz sentido; neste caso, seraﬁ {r €R:2 >0}, ou seja, Rf. M

E claro que uma funcao real de variavel real pode nao ter uma expressao
analitica simples (ou, mesmo que a tenha, pode ser-nos desconhecida), mas
desde que satisfaga a condicao imposta na Definicao 1 serd uma funcao tao
legitima como as que consideramos nos exemplos anteriores. O exemplo
seguinte pretende ilustrar algumas destas funcoes “menos naturais”.

Exemplo 12
Exemplos de funcoes reais de varidvel real com definicoes menos diretas do
que as indicadas nos exemplos anteriores:

0, sex € irracional

a) (funcao de Dirichlet) d(z) = X

, sex € racional.

b) f(z) n, se a expansao decimal de x tem exatamente n algarismos 7
xT) =

—m, caso contrdrio.

5A expressio matematica seguinte lé-se de seguinte modo: “o conjunto dos z perten-
centes a R tais que x é maior ou igual a 0”.



Figura 5: Uma tentativa de esbogar o gréfico da funcao de Dirichlet, d,
definida no Exemplo [[2h). Note-se que as duas “retas” a vermelho nao sao,
de facto, retas usuais, constituidas por todos os pontos possiveis: a “reta’
assente no eixo dos xzx apenas contém pontos com abcissa x irracional e a
“reta” assente em y = 1 apenas contém pontos com abcissa x racional.

4, sexr < —2
x2, se =2 < x<?2
c) (x) =<5, sex =2
7T—2x, se2<zxz<4
= sex > H.
d) &(z) = max{l — 2% 2% — 1} |

Como se pode inferir facilmente pelos dois primeiros casos do Exemplo [12]
nem sempre ¢é facil (ou mesmo possivel) esbogar o gréfico de uma fungao
dada. Por exemplo, no primeiro caso, como entre dois racionais ha sempre
infinitos irracionais e entre dois irracionais ha sempre infinitos racionais, a
representacao grafica de d é impossivel de fazer com rigor, pois o grafico de d
oscila infinitamente entre os valores 0 e 1 em qualquer intervalo real, por mais
pequeno que seja. Um possivel esbogo, pouco rigoroso mas intuitivamente
elucidativo do comportamento desta funcao, seria o indicado na Figura 5.
Note-se que, como cada = € R é, ou racional ou irracional (mas nao as duas
coisas ao mesmo tempo), o ponto correspondente do grafico de d, (x,d(z)),
é ou (x,1), ou (x,0), mas nao as duas coisas a0 mesmo tempo e, portanto,
de acordo com a Definicao 1, d é, de facto, uma funcao.

Ja no caso b) do Exemplo [I2] o esbogo do grafico requer que conhegamos
com pormenor as propriedades das expansoes decimais nos nimeros reais,
sem o qual é impossivel ter uma ideia do grafico de f.

10



Figura 6: Um esbogo do gréfico da fungao ¢ do Exemplo [[2lc).

Os outros dois casos do Exemplo [[2] c) e d), sdo menos “estranhos” e
o esbogo dos seus graficos pode ser feito sem grande dificuldade desde que
se atente as regioes onde as diferentes expressoes estao definidas. Fica como
exercicio verificar que o grafico da funcao ¢ é o apresentado na Figura 6.

No caso da alinea d) do Exemplo [2, convém relembrar que, dado um
conjunto finito de ntmeros reais, a operagao “max” escolhe o maior dos
elementos desse conjunto (ou seja, o maximo do conjunto), por exemplo:
max{4,3} = 4 e max{0,—2, 7,53, —128} = 53. Para cada = € R fixo, a
expressao 1 — 2% define um determinado ntimero real e a expressao 2 — 1
define outro (eventualmente diferente) ntimero real: portanto, temos, para
cada x, dois nimeros reais e podemos determinar o maior deles pela operacao
max. Ao resultado chamamos &(x). O modo mais simples de representar
graficamente £ é comecar por esbocar o grafico das duas funcoes x +— 1 — 2
e x +— 22 —1 e, depois, verificar para cada x em qual dos graficos a ordenada
correspondente é maior. Recomenda-se, como exercicio, a verificacao de que
o gréfico de £ obtido deste modo é o apresentado na Figura [7

2.2 Contradominio

Um outro conceito intimamente relacionado com o de funcao é o conceito
de contradominio. O contradominio de uma fungao f definida num dominio
D¢ C R é o conjunto de todos os valores possiveis de f(z) quando x assume
todos os valores possiveis em Dy, ou seja é o conjuntd’ {y € R: y = f(z)Ax €

Df}.

5Veja a pagina[@ para relembrar o modo de ler expressdes deste tipo. Recorde-se que o
simbolo A representa a operacgao logica de conjungao e lé-se, em portugués, “e”.

11
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Figura 7: Graficos das fungoes z — 1 — 2 (a azul), x — 2? — 1 (a verde) e
da funcao £ no Exemplo [[21d) (a vermelho).

Exemplo 13
E imediato concluir pelas definicoes das fungoes que se tem o seguinteﬁ:

a) o contradominio de f: R — R definida por f(x) =2z é R;

b) o contradominio de g : R — R definida por g(x) = 2* é RJ;

c) o contradominio de h : RY — R definida por g(x) = \/x é RJ;

d) o contradominio de ¢ : [0,9] — R definida por g(z) = \/x € [0, 3];
o contradominio de ) : [4,8] — R definida por g(x) = \/z € [2,V/8];

o contradominio da func¢ao de Dirichlet d é o conjunt@ {0,1}. |

Dada a expressao mateméatica de uma fungao f, a determinacao do seu
dominio Dy (no contexto da convengao enunciada na péagina ) é, usual-
mente, facil. Ja a determinagao do contradominio é um problema delicado e,
usualmente, mais dificil, pois requer que conhecamos com algum pormenor o
comportamento de f, o que s6 é normalmente possivel recorrendo a conceitos
e técnicas que nao dispomos neste momento (algumas das quais serao estu-
dadas mais adiante neste curso). Para ilustrar o que se acabou de afirmar
podemos atentar nos dois exemplos seguintes.

70O que também é deixado antever pelos esbocos dos respetivos gréaficos apresentados
nas Figuras 1 a 5.

8Atengao: é fundamental nao confundir o conjunto {0,1} (conjunto constituido por
apenas dois nimeros: 0 e 1) com o conjunto [0,1] (conjunto constituido por todos os
numeros reais entre 0 e 1, incluindo estes).

12



Exemplo 14

O contradominio da fungao ¢ do Exemplo[I2.c) é o conjunto [—1,4] U {5}.
Note-se que a determinacdo deste conjunto pode ser feita facilmente por
inspecao da Figural, mas a determinacdo do esboco ai apresentado requer
que estudemos com algum pormenor a func¢ao x — {(x) dada, o que, neste
caso, nem ¢ dificil, mas noutros poderd constituir uma dificuldade aprecidvel.

Exemplo 15

O contradominio da fungdo & do Exemplo[I2.d) é o conjunto RS . Tal como no
Ezxemplo[1]], a determinac¢io do contradominio € também simples recorrendo
a inspegdo do grifico de & na Figura [7, mas a construgdo deste implicou
algum trabalho adicional (o que, neste caso, também nao foi particularmente

dificil). [

Para que o leitor comece a sentir um pouco em que consiste exatamente a
dificuldade inerente a determinacao de um contradominio, considere-se uma
fungao F' cujo gréfico é o apresentado na Figura Rl

Figura 8: Grafico de uma funcao dada F. Assume-se que o grafico para
pontos a esquerda da figura apresentada tende para um comportamento ho-
rizontal e para pontos a direita dos apresentados continua a descer indefini-
damente. O respetivo contradominio (a azul) é o conjunto | — co,v] U [a, 5].

Note-se que, se apenas for conhecida a expressao matematica de F', para
determinar o seu contradominio necessitamos de conhecer as coordenadas

13



dos pontos A, B e C' (uma vez que os numeros «, 3 e 7y sdo as respetivas
ordenadas). Neste exemplo, os pontos A, B e C' sao pontos notaveis do
grafico (como veremos mais adiante neste curso, o primeiro é um minimo e
os dois outros sdo méaximos), mas a investigacao destas caracteristicas e do
comportamento da fungao (a partir da sua expressao analitical), com o nivel
de detalhe necessario, nao é elementar e necessita do desenvolvimento de um
conjunto de conceitos e técnicas matemaéticas antes de poder ser realizada.
Alguns destes conceitos e técnicas serao estudados mais adiante neste curso.

2.3 Operacoes elementares com funcoes

Antes de prosseguir no nosso estudo das funcgoes reais de variavel real iremos
relembrar, nesta seccao, algumas operagoes sobre fungoes que sao muito tteis
para construir, a partir de um leque inicial muito limitado de funcgoes, classes
bastante mais vastas e uteis. Tratam-se das operacoes algébricas de adicao,
subtracao, multiplicacao e quociente e, ainda, da importante operacao de
€cOmMposicao.

2.3.1 Adigao, subtragao, multiplicacao e quociente de funcoes

As operagoes algébricas elementares com fungoes (adi¢ao, subtragao, multi-
plicacdo e quociente) sao definidas de modo 6bvio recorrendo as operagoes
homoénimas sobre ntimeros reais.

Definicao 2
Sejam f : D CR—Reg: D, CR — R duas fungoes reais de varidvel real
com dominios, respetivamente, Dy e D,. Definem-se as sequintes operagoes:

Adicao f+g: A adicio de f com g € a funcao representada por f + g
que € definida por (f + g)(x) = f(z) + g(x) e que tem por dominio
Dirg=DiNDy={rcR:xcDsfANwec Dy}

Subtracao f — g : A subtracao de g de f € a fungao representada por f—g
que € definida por (f — g)(x) = f(z) — g(x) e que tem por dominio
Dy g=DyNDy={reR:xcDsfANwec Dy}

Multiplicacao f - g : A multiplicacdo de f e g € a funcao representada por
f g que é definida por (f - g)(x) = f(x)g(x) e que tem por dominio
Diyg=DyNDy,={xeR:x € DfNxeDy}.

Quociente f/g: O quociente de f por g € a fungdo representada por f/g,
ou por 5, que € definida por (g)(:p) = % e que tem por dominio
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Diig = DN DgN{x € Dy :g(x) #0f ={x c R:2z € DfANx €
D, A glz) £ 0},

Antes de vermos alguns exemplos, convém chamar a atengao para a ne-
cessidade de uma definicao como a que se acabou de enunciar. Centremo-nos
no caso da adicao de f com g, ja que o que se passa nos restantes casos € intei-
ramente andlogo. Repare-se que, até aqui, a nogao de adi¢ao que utilizamos
nesta parte do curso é a conhecida adicao de niimeros reais. O que estamos
a fazer na Definicao [2 é, recorrendo a nocao de adi¢ao de dois ntimeros reais,
definir o que entenderemos por “adicao” de duas outras entidades, as quais
nao sao numeros reais mas sim funcoes. Nao se trata, portanto, da mesma
operacao (se fosse a mesma nao necessitariamos, obviamente, de voltar a
defini-la!), mas de algo novo, atuando sobre novas entidades mateméticas.
Portanto, estritamente falando, deveriamos, para a adicao de f com g, utili-
zar um simbolo diferente de “+”, o qual ja estaria “reservado” para a adigao
de nimeros reais. No entanto, é pratica usual (que seguiremos neste texto)
utilizar o mesmo simbolo para os dois tipos de adigao (entre fungoes e entre
numeros), tal como ja aconteceu noutras situagoes’.

Para ilustrar a importancia e o poder da Definicao 2] vamos de seguida
construir, a partir de uma gama muito limitada de fungdes (designadamente,
a fungao identidade e as fungoes constantes), duas classes de funcgoes de
enorme importancia teérica e pratica: as funcgoes polinomiais e as funcoes
racionais.

Considere a fungao identidade / : R — R definida por I(z) = z. Con-
sidere ainda, para cada nimero real ¢, a funcao C,. : R — R que é sempre
constante e igual a ¢, isto é, C.(x) = ¢, para todo o z € R.

Atendendo a Definicao 2 a multiplicacao de C, por I é a funcao = — cz,
definida para todo o x € Do, N Dy = RNR = R. Um exemplo de uma destas
fungoes, com ¢ = 2, foi ja estudado no Exemplo [7}

Ainda recorrendo a Definicao 2, pode-se definir a funcao I - 1. Atendendo
a que, para nimeros reais x tem-se x - ¢ = 22, podemos representar I - I por
x +— 2%, sendo o dominio desta funcao o conjunto D; N D; = RN R = R.
Esta funcao também ja foi abordada no Exemplo @

Se agora considerarmos a funcao f(x) = x? acabada de construir e fizer-
mos a sua multiplicacao pela funcao identidade I, definida acima, obtemos
a funcido x — 23 definida em todo o R (porqué?). Este procedimento pode

9Basta relembrar a situacdo andloga da adicdo de dois vetores, a qual é definida & custa
da adicao dos numeros reais que constituem as respetivas componentes e para a qual é
utilizado o mesmo simbolo, “+”. Por exemplo, se @ = (2,3) e ¥ = (4,1), a adigdo (vetorial)
de @ com ¥, representada por @ + v, é definida & custa das somas usuais das componentes
homénimas @+ v = (2+4,3 + 1) = (6,4).
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ser aplicado repetidamente para se construirem as fungoes do tipo z +— P,
para qualquer numero natural p, fixo. A multiplicacdo desta funcao pela
funcao constante C.,(z) = ¢,, onde ¢, representa um qualquer nimero real
fixo, permite-nos obter as funcoes do tipo poténciall, ou seja, x +— cpa?,
onde ¢, e p sdo numeros fixos (real e natural, respetivamente) e a varidvel
independente z esta em R.

Tendo construido as fungoes do tipo poténcia a partir da funcao identi-
dade e de fungoes constantes, podemos agora prosseguir para uma classe de
funcoes mais interessante (e importante): sendo fi(z) = cra* e f,.(z) = c,a"
duas fungodes do tipo poténcia (com k, r dois naturais e ¢, ¢, dois reais, todos
fixos) podemos recorrer a Defini¢ao 2 para definir a sua soma, (fx + f,)(x) =
cpx® +c,.a", e prosseguir analogamente para a definicao da adicao (ou da sub-
tragdo) da funcdo assim obtida com outras fungdes do tipo poténcia, ou com
funcoes constantes. O resultado deste processo sera a obtencao de funcoes
do tipo = — P,(z) com

Po(z) = co + c1@ + cox® + c3x® + ..+ cpa”,

onde ¢y, ¢q, ..., C, 820 constantes reais e n ¢ uma constante natural. Fungoes
deste tipo chamam-se funcoes polinomiais. O valor de n chama-se o grau da
fungao polinomial (ou grau do polinémio P,).

Agora podemos continuar a operar com as fungoes polinomiais e com as
operacoes algébricas da Definicao 2l para ver se conseguimos alargar a classe
de fungoes que possuimos. A partir da Definicao 2] é facil de verificar que
a adicao, subtracao e multiplicacao de funcoes polinomiais tém ainda como
resultados outras fungoes polinomiais. Nao demonstraremos este resultado
geral, mas convém atentar no Exemplo [16] que é elucidativo sobre o que se
passa e sobre o que teria de ser feito para o caso geral.

Exemplo 16
Considerem-se as fungoes polinomiais f(x) = 2+ z + 3z* e g(z) = —32% +
zd — ot + %x5, ambas definidas em R.

10Para compreender verdadeiramente este processo construtivo tente aplicé-lo para cons-
truir a funcdo f(z) = 32° partindo da fungdo identidade I e de uma funcdo constante
apropriada.
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a) A adicao f+ g € a funcgdo definida pela expressao
(f+9)x) = flx)+g(z)
= (2+2+32Y+ <—3x2 + 2% — 2t 4 %xf’)
= 242 +32" + (=3)2” +2° + (—1)z* + La°
= 242+ (=3)" +2° + (3—1)z* + La°
24z — 32® +2° + 22" + 12°,
a qual é, ainda, uma func¢ao polinomial (de grau igual a 5).
b) A subtragao f — g € a funcdo definida pela expressao
(f=9)x) = [flx)—g(z)
= (2+x+32") — —3x2+x3—x4+%x5>
4 2 3 4 1.5
= 2+ 2+32" —(=3)z" —2° — (=1)2" — 52
= 242+32" —2® — (=3 - 1)2* — 1a°
= 2404322 — 2%+ 42t — %SL’E),
a qual é também uma fun¢ao polinomial (de grau igual a 5).
c) A multiplicacio f - g é a fun¢do definida pela expressao
(f-9)x) = flz)-g(x)
= (2+z+32%)- (—3:62 +a® —at %:cf’)
= 2 (—3x2+x3—x4+%x5) +
+x- (—3ZL‘2 + 28— 2t + %:p5> +
+ 32t (—3ZL‘2 + o — 2t 4 %x5)

= —62° —2® — 2" — La® + 327 — 3% + 22°.

a qual € ainda uma fungdao polinomial (de grau igual a 9; note que
9 =445, ou seja: o grau do polinomio resultante é a soma dos graus
de cada uma das fungdes polinomiais originais). ]

A tnica das operagoes dadas na Definicao 2l que permite obter, a partir
das fungoes polinomiais, uma classe mais vasta de funcoes é o quociente: em
geral, o quociente de duas funcoes polinomiais nao é uma fungao polinomial
e as fungoes obtidas por este processo designam-se por func¢oes racionais. O
exemplo seguinte ilustra esta situacao.
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Exemplo 17
Em geral, o quociente de dois polinomios resulta numa fungao racional que
nao € polinomial:

a) Considere a fun¢ao identidade I(x) = x (a qual pode ser considerada uma
fungdo polinomial especial) e a fungdao constante Cy(z) = 1. Entao, o
quociente C1/I € a func¢do racional x +— % definida no dominio {x €

R:x #0}.

b) Considere as funcoes polinomiais f(x) = 1+ 2z e g(x) = 1+ 2. O

- ; ~ - 142 - .
quociente f /g € a funcao racional x +— T, definida no dominio {z €

R:1+z#0} =R\ {-1}. u

E claro que, nalguns casos particulares, o quociente f/g de dois po-
linébmios, f e g, pode ser ainda um polinémio: um caso ébvio é quando
g é uma funcao constante, outro caso, menos ébvio, é quando o polinémio
do numerador contém como fator o polinémio do denominador. Ambas estas
situacao sao ilustradas no exemplo seguinte, mas convém reforcar que estes
sao casos especiais e que, em geral, as fungoes racionais nao sao polinomiais.

Exemplo 18
Em casos particulares, o quociente de dois polinomios pode resultar numa
funcao racional transformdvel numa fungao polinomial:

a) Considere a fungdo polinomial p(x) = 2+x+323—27 e a funcdo constante
~ . , ~ . 3_ .7

C(x) = 2. Entao, o quociente f/C € a fungdo racional x — #2E3=2
definida no dominio R, a qual se reconhece imediatamente que € igual

a fungao polinomial x — 3 + %x + g:p?’ — %:ﬁ.

b) Considere as fungdes polinomiais f(x) =1+ 2z + 2% e g(x) =1+ xz. O

quociente f/g € a fun¢do racional x — leii;t“ﬁ, definida no dominio
{r e R:1+2 # 0} =R\ {-1}. No entanto, como o polindmio
1+ 2x + 2% pode ser escrito como (1 + x)?, esta fungdo racional pode
ser escrita na forma x — (111?2, ou seja, x — 1+ x, pelo que se trata
também de uma func¢ao polinomial. Note, no entanto, que o dominio
da fun¢do x — 14 x obtida do modo indicado continua a ser R\ {—1},
e ndio R (como a sua expressao poderia sugerir), visto que a fun¢ao
xr — 14+ x € obtida apds um conjunto de operagoes que nao fazem

sentido se x = —1. [ |

Como as adigoes, subtragoes e multiplicagoes de fungoes polinomiais sao
ainda funcoes polinomiais, estas operacoes aplicadas a funcoes racionais resul-
tam ainda em funcoes racionais. A mais facil destas propriedades diz respeito

18



a multiplicacao: sejam P, @, R, S quatro fungoes polinomiais e considerem-

se as duas fungoes racionais P/Q) e R/S. FEntao, a multiplicacdo destas

Pz)  E@)  Mas como

duas funcoes racionais é a funcao definida por = +—

Qx) S(=)”
P(x)  R(x) _ P(x)R(=) RT ~ . . ~ ~
0@ 5@ — Q@)s@ © como as multiplicagoes P - R e @) - S sao fungoes

polinomiais, conclui-se que o resultado é ainda uma funcao racional.

Um argumento exatamente andlogo permite concluir que o quociente de
funcoes racionais é ainda uma fungao racional.

Os casos da adicao e da subtracao de fungoes racionais, nao sendo dificil, é
ligeiramente mais trabalhoso pois, envolvendo somas e diferencas de fragoes,
requer a sua reducao ao mesmo denominador. Recomenda-se que o leitor o
faga como exercicio.

Antes de terminar esta seccao observaremos, muito brevemente, que os
graficos de f+ g e de f — g podem ser obtidos muito facilmente a partir dos
graficos de f e de g. O mesmo ja nao se podera dizer quanto aos graficos de
f-ge f/genao iremos abordar estes dois casos.

Centraremos a nossa atengao apenas no caso da soma f -+ g, ja que o caso
da diferenca f — g é inteiramente semelhante.

A obtencao do gréfico de f+ g a partir dos gréficos de f e de g é essencial-
mente imediata atendendo a propria definicao de adicao de funcoes dada na
Defini¢ao 2} como (f+g)(z) = f(x)+g(x), para obter a ordenada (f+g)(z)
do ponto (z, (f +g)(z)) do grafico de f + g basta adicionar as ordenadas dos
correspondentes pontos dos graficos de f e de g. Vejamos um exemplo muito
simples.

Exemplo 19

Considere-se a fungao identidade I(x) = x e a fun¢ao constante Cy(z) = 1.
Seja f = I+ Cy. Na Figurald representam-se os grificos destas trés fungoes
no mesmo sistema de eixos. Note-se que a construcao do grafico de f é
obtido do sequinte modo: para cada x fixo, adiciona-se a ordenada do ponto
do grdfico de I (que corresponde a ponta da seta a vermelho) um valor que é
igual & ordenada do correspondente ponto do grifico de Cy (e que corresponde
a seta a azul, a qual é deslocada para o fim da seta a vermelho para efeitos de
realizar a adi¢ao, tal como na adicdo vetorial: essa deslocacdo é representada
pelas setas curvas a tracejado negro). [ |

O principio aplicado no exemplo anterior é valido em geral mas a sua
aplicacao grafica concreta pode tornar-se mais dificil se nenhuma das fungoes
em causa for constante pois nesta situacao as parcelas a somar variam, em
geral, com a variacao de z. O tultimo exemplo desta seccao pretende ilustrar
este facto.
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Figura 9: Os graficos das fungoes I(x) = z (a vermelho), Ci(x) =1 (a azul)
e da adigao f(z) = (I +Cy)(x) =z + 1 (a verde).

Exemplo 20

Considere as funcoes polinomiais definidas pelas expressoes f(x) = 2% e
g(x) =z —1 e sejah = f+ g a sua adigio. Na Figura representam-
se os grdficos destas trés fung¢oes no mesmo sistema de eixos. O processo
de construcao do grafico de h a partir dos grdficos de f e g € andlogo ao
utilizado no Exemplo [19. [ |

2.3.2 Composicao de fungoes

A composicao de fungoes, que veremos nesta seccao, é uma outra operacao
sobre fungoes com extraordindria importancia. A ideia de composi¢ao é uma
ideia natural. Considerando uma fungao = _f ¥ tem-se uma entidade
matematica que faz corresponder a elementos x de um determinado subcon-
junto de R outros elementos y de outro subconjunto de R. Mas agora, estes
ultimos sao ainda numeros reais, pelo que, certamente, poderemos pensar
em utiliza-los como variaveis independentes para uma outra fungao g que os
transformard em novos elementos z de um outro subconjuntode R, ¥ g 2.
Surge, assim, a possibilidade de se estabelecer uma correspondéncia natural
entre os elementos iniciais x e os elementos finais z. A essa correspondéncia
déa-se o nome de composicao de f com g, e designa-se pela notacao g o f

20



/0 /1‘9\(9)93

Figura 10: Os graficos das fungoes f(x) = z* (a vermelho), g(z) =2 — 1 (a
azul) e da adi¢ao h(z) = (f + g)(z) = 2 + = — 1 (a verde).

(que se lé “g ap6s 7). O modo de atuar desta funcdo é claro no diagrama

seguinte:
f

go

e zZ .

Como também é sugerido por este diagrama, podemos escrever a definicao
de g o f do seguinte modo, mais compacto:

(g0 [)(x) = g(f(x)).

Para identificarmos o dominio de g o f é preciso algum cuidado: note que
para que g(f(z)) faga sentido temos de primeiro calcular f(z) (e, portanto,
x tem de estar no dominio de f), para depois aplicarmos a fungao g a f(z).
Ou seja, neste ultimo passo, f(z) além de estar no contradominio de f, tem
de estar no dominio de g. Assim, o dominio da composicao go f é o conjunto

Dgof:{l‘eRifL‘EDf/\f(fL‘) GDg}. (1)

Do que anteriormente ficou escrito devera ser imediato concluir que a
operacao de composi¢ao nao é comutativa, ou seja, go f e fog sao, em geral,
funcoes distintas, com dominios distintos.

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 21
Consideremos as fungée flu) = u21_1 e g(v) = v*> + 1, com os dominios

iguais a Dy = R\ {—1,1} e D, = R. Estudemos agora as composi¢oes g o f
efog.

a) Considere-se um x € Dy, arbitrdrio. Para determinar a expressao de
(gof)(z) = g(f(x)) teremos de, primeiro, calcular f(x). Para isto basta
substituir u por x na expressio que define f, obtendo-se f(x) = ﬁ
Agora necessitamos de determinar a expressao g(f(x)). Para isto note
que ja sabemos a expressao de f(x) e sabemos também como € que o g
atua sobre um v arbitrdrio. Tomando agora v = f(x) concluimos que

(go f)lz) =

1+ (2% —1)2
(2~ 12
xt — 222 +2
GE 2

Atendendo a (1), o dominio desta fungdo €

Dyyr = {zeR:xzeDsA f(x)e Dy}
= {zeR:zeR\{-1,1} A f(z) e R}
(a sequnda condi¢do é sempre satisfeita)
= {zreR:zeR\{-1,1}}
= R\ {-1,1}.

Note-se que o dominio da funcdo composta g o f pode também ser cal-
culado diretamente a partir da expressio (2). Observando que esta
expressao € uma funcdao racional e tendo presente a Definicao[2, tem-
se

1 Optdmos por designar as varidveis independentes destas funcdes por u e v, em vez
do usual z, para nao as confundir com as varidveis independentes das composicoes que
consideraremos de seguida. Trata-se apenas de uma ligeira mudanca de notagao, sem
qualquer importancia matematica.
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Dyt = {2 €R:2E€ Dya_n2ig AN € Dya_ype A (2° — 1)* # 0}
= {reR: 2 eRATERA (2* — 1) £ 0}
(a primeira e a sequnda condi¢ées sao sempre satisfeitas)
= {zeR: (2 - 1?2 #£0}
= {z€R:2* —1#0}
= {zeR:2* £1}
{reR:zx#1Vae#-1}
(relembra-se que o simbolo ldgico V lé-se “ou”)

= R\{-1,1}.

b) Considere-se agora um x € D, arbitrdario. Para determinar a expressdo
de (fog)(z) = f(g(x)) teremos de, primeiro, calcular g(x). Para isto
basta substituir v por x na expressao que define g, obtendo-se g(x) =
22 + 1. Agora necessitamos de determinar a expressio f(g(z)). Para
isto note-se que sabemos a expressao de g(x) e sabemos também como é
que f atua sobre um u arbitrdario. Tomando agora u = g(x) concluimos
que

(fog)(z) = f(g(z))
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Atendendo a (1), o dominio desta fungdo €

Dfog

{reR:xz € DyNg(x) € Ds}
{reR:zeRAg(z) e R\ {-1,1}}
{reR: 2> +1eR\{-1,1}}

{reR: 2> +1# 1A +1#1}

(como 2241 >0 a primeira condicio é sempre satisfeita)
{reR: 2> +1#1}

{r eR: 2> #£0}

{r eR:x+#0}

R\ {0}.

Tal como no caso da alinea anterior, o dominio da funcdo composta
f o g pode também ser calculado diretamente a partir da expressio (3).
Observando que esta expressio é uma fun¢ao racional (em que no nu-
merador temos o polinémio constante igual a 1) e tendo presente a
Defini¢ao 3, tem-se

Dfog

{r €R:2 € Di A& € Dyapoyg) A (2” +2) # 0}
{reR:zcRAz€RAZ(2*+2) #0}

(a primeira e a sequnda condi¢oes sao sempre satisfeitas)
{r eR:2*(2*+2) #0}

{reR:224A0A2°+2#0}

(como x* + 2 > 2 a sequnda condicdo é sempre satisfeita)
{r € R: 2% # 0}

{r eR:z#0}

R\ {0}.

Como se tinha dito anteriormente, observe que f o g é uma funcao diferente
de go f.

A construcao do gréafico da composicao a partir dos gréaficos das funcoes

originalmente dadas é um problema delicado que nao iremos abordar aqui.
Iremos apenas considerar o caso particular (mas importante) da composigao
fol.onde {.(x) =z + ¢, onde ¢ é uma constante real positiva arbitraria,
mas fixa. Repare que, neste caso, tem-se (f o l.)(x) = f(l(x)) = f(x + ¢).
Do ponto de vista geométrico, o grafico de f o/, corresponde a translagao do
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grafico de f de c unidades de comprimento para a esquerda. Vejamos porqué
com um caso concreto muito simples.

Consideremos a fungao ¢;(z) = x + 1 e a fungdo f definida em R pela
expressao

0, ser<—lousezr>1
flz)=<91+z, se—-1<z<0
1—z, sel<<z<l.

Na Figura [IT] apresenta-se o grafico de f.

Y

Figura 11: O grafico da funcao f definida no texto.

Representemos por F' a composicao F' = f o £;. Pela definicao de com-
posicao tem-se F'(z) = f(x 4+ 1). Considere-se agora um qualquer ponto x
fixo. O que esta expressao nos diz é que o valor que F' assume neste ponto,
F(x), é o mesmo valor que f assume no ponto =+ 1, f(x+1). Ou seja, para
concretizar, o valor de F(—2) ¢é igual ao valor de f(—1), o valor de F/(—1)
é 0 mesmo que o valor de f(0), o valor de F(—1/2) é o mesmo que o valor
de f(1/2), o valor de F(0) é igual ao valor de f(1), etc, etc, etc. Se agora
tentarmos representar graficamente estes valores no mesmo sistema de eixos
onde ja tinhamos representado o grafico de f, obtemos o grafico de F' = fo/y,
tal como estd indicado na Figura [[2l Nesta figura, imediatamente ressalta
que o grafico da composicao F' = f o/, onde {; = x + 1, corresponde a uma
translacao do grafico de f de 1 unidade de comprimento para a esquerda.

Deixamos como exercicio a verificacao de que o grafico da composigao
fol., com {.(r) = x+ cecuma constante real negativa, é obtido do grafico
de f por uma translacao de ¢ unidades de comprimento para a direita.
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Figura 12: O grafico da funcdo f definida no texto (vermelho) e da fungao
F(z) = f(z+1) (azul) que é a composi¢ao F' = f oy, onde ¢1(z) = x + 1.

2.4 Injetividade, sobrejetividade, bijetividade e funcoes
inversas

Definida a nocao de funcao (real de variavel real), discutidas as nogoes de
dominio e de contradominio de uma fungao e relembradas algumas operacoes
importantes com fungoes, iniciamos nesta seccao a apresentacao de uma série
de conceitos elementares que sao indispensaveis ao estudo das fungoes. O
primeiro grupo destes conceitos tem diretamente a ver com o modo como
as funcoes transformam os seus dominios nos seus contradominios, o que
conduzira as nogoes de funcao injetiva, funcao sobrejetiva, funcao bijetiva
e, intimamente relacionado com esta ultima classe de fungoes, a nocao de
funcao inversa. Se bem que estas nocoes tenham definicoes muito faceis de
descrever e de entender, verificar se uma funcao concreta é, ou nao, de um
destes tipos, ou se possui ou nao funcao inversa, pode constituir um problema
de resolugao delicada.

2.4.1 Injetividade

Definicao 3

Diz-se que uma funcao f : Dy C R — R € injetiva se para quaisquer
dois numeros distintos do seu dominio, os correspondentes numeros do con-
tradominio sao também distintos, isto €, tomando dois quaisquer niumeros
a,b € Dy tais que a # b, tem-se sempre f(a) # f(b). Em linguagem simbdlica
matemdtica isto escreve-se a # b= f(a) # f(b)

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 22
A funcao f : R — R definida pela expressio f(x) = 2x no Exemplo (8 é
injetiva, pois tem-se a # b= 2a # 2b, ou seja, f(a) # f(b). [
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Exemplo 23

A fungao g : R — R definida pela expressio g(x) = x* no Exemplo [d ndo
é injetiva: se para qualquer a (diferente de zero) escolhermos b = —a, con-
cluimos que a # b embora g(b) = V* = (—a)? = a* = g(a). Ou seja, nao
¢ verdade que, para estes valores de a e b, diferentes, se tenha g(a) # g(b).
Deste modo, a condi¢do exigida na Definicao [3, “para todos os pares de
numeros diferentes a e b do dominio tem de se verificar f(a) # f(b)”, nao é
cumprida, pelo que a funcdo g nao € injetiva. |

2

A Definicao B de injetividade de uma funcao é equivalente, do ponto de
vista logico, a seguinte aﬁrmagé:

Uma funcao f : Dy C R — R é injetiva se, e s6 se, para quaisquer
dois elementos a e b de Dy, tem-se a = b sempre que f(a) = f(b),
isto é, simbolicamente, f(a) = f(b) = a = 0.

E conveniente observar que, do ponto de vista pratico, pode, por vezes,
ser mais facil aplicar a afirmacao acima do que a Definicao [Ble, noutras vezes,
podera ser mais simples aplicar diretamente a definicao.

Exemplo 24
Considere-se a funcio G : R — R definida pela expressio G(z) = 2°. As-
sumindo a conven¢ao na pagina [8, o seu dominio € Dg = R (porqué?).

Considerem-se a e b dois pontos de R e assuma-se que G(a) = G(b), ou seja,
a® = b®. Aplicando raizes cibicas a ambos os membros desta igualdade obtém-
sdld ad = V3. Mas, como para qualquer x em R tem-se sempre v/23 = .,
a igualdade anterior permite afirmar que a = b. Em suma, comecando em

G(a) = G(b) obtivemos a = b, pelo que podemos concluir que G € uma
func¢ao injetiva. Deiza-se como exercicio a verificacao da injetividade de G
por aplz'cag:d da Definicdio[3. [ |

12A equivaléncia 16gica da Definicao Bl e da proposicio agora apresentada resulta de
um teorema da légica matemdtica que estabelece que as proposigoes logicas P = @ e
~ @) =~ P tém o mesmo valor logico, ou seja, quando a primeira proposigao é verdadeira
(resp. falsa) a segunda também é verdadeira (resp. falsa) e vice-versa. (Relembra-se
que ~ P representa a negagao da afirmacdo P). Diz-se que a afirmacdo ~ Q =~ P é a
contra-reciproca da afirmacao P = Q.

13Devers ser 6bvio para o leitor que fazer a mesma coisa a ambos os membros de uma
igualdade resulta ainda numa igualdade!

4 Convém notar que ndo pode passar diretamente de a # b para a® # b3, porque teria
de multiplicar o membro esquerdo, a, por a? e o membro direito, b, por b? e, como por
hipétese a # b, tem-se a® # b* (porqué? o problema aqui é idéntico...). Estaria, deste
modo, a fazer coisas diferentes a cada um dos membros da expressao a # b e, portanto,
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Convém observar que, quer a Definicao [, quer a afirmacao da pagina 27
implicam que para se concluir que uma dada fungao f ndo é injetiva num
determinado conjunto A C Dy ¢é suficiente encontrar dois elementos distintos
desse conjunto, a e b, para os quais f(a) seja igual a f(b). Por exemplo, para
se concluir que a funcao g do Exemplo nao ¢ injetiva, bastaria tomar,
por exemplo, a = 1 e b = —1 que, embora obviamente diferentes, verificam

g(1) =1 =1=(-1)* =g(-1).

Exemplo 25

A funcao g do Exemplo[9, as funcoes d, f, ¢ e & do Ezemplo[12 e a funcao
F da Figura [8 nao sao injetivas (prove isto!). A funcio f do Exemplo [8,
a fungcao h do Exemplo e as fungoes ¢ e b do Exemplo 11 sdo injetivas
(prove isto!). [

2.4.2 Sobrejetividade

Vejamos agora a outra nogao que trataremos nesta seccao: a sobrejetividade.

Definicao 4

Diz-se que uma fungao f: Dy C R — B C R ¢é sobrejetiva se qualquer que
seja o numero b € B existe pelo menos um nimero a em Dy para o qual se
tenha f(a) =b.

Note-se que esta nogao sé estd bem definida se for claro qual é o subcon-
junto B de R que estamos a considerar. Se estiver omisso qual o conjunto
B que se considera, na ausencia de uma qualquer convencao sobre este as-
sunto (veja-se, contudo, abaixo), a questao de se saber se uma dada fungao
é, ou nao, sobrejetiva, deixa de ter sentido, pois, em geral, nao podera ser
respondida de modo tnico.

Por exemplo, a fungao Cy : R — B C R que é constante e sempre igual
a 0 em todo o seu dominio ¢é sobrejetiva se considerarmos B = {0}, mas
deixa de o ser se se escolher para B um qualquer outro subconjunto de R
com outros elementos, para além do 0. Com efeito, se existir em B um outro
numero que nao 0, digamos b # 0, esse nao podera ser obtido como imagem
de um ponto = do dominio, visto que para esta fungao tem-se Cy(z) = 0
para todos os . Um outro exemplo é a funcao x 9 22 do Exemplo[@ Se

nao poderia garantir a priori que a relacdo # se mantenha inalterada no final! Para
interiorizar que se fizer coisas diferentes a ambos os membros de uma expressao pode ter
“problemas” pense no seguinte exemplo elementar: tendo 2 # 3 e multiplicando o membro
esquerdo por % e o direito por % (ntimeros claramente diferentes entre si!) obtém 1 em
cada um dos membros. Mas 1 = 1, pelo que a relacdo # néo se manteve no final...
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tomarmos B = R{, trata-se de uma fungao sobrejetiva. Mas para B =R, g
ja nao é sobrejetiva, bastando reparar que, neste caso, para qualquer b < 0
nao existe nenhum elemento x em R (que é o dominio de g) para o qual se
tenha g(z) = 2°> = b < 0.

Apesar destes dois exemplos, ha, contudo, conjuntos B para os quais a
sobrejetividade estd sempre garantida. Com efeito, observe que qualquer
funcao f é sobrejetiva quando B é o conjunto das imagens de todos os ele-
mentos do seu dominio, ou seja, se B={y € R:y = f(x) Az € Df}.

Vem a propésito, neste ponto, introduzir a no¢cao de imagem de um con-
junto 2 por uma funcao f. Seja f : Dy — R e considere-se um subconjunto
do seu dominio 2 C Dy. A imagem de € por f, que se representa por f(£2),
é o conjunto de todos os pontos f(z) quando x percorre todos os possiveis
valores em {2, ou seja,

fQ)={yeR:y=f(x) ANz € Q}.

Recordando agora a definicao de contradominio na pagina [T, conclui-se que
o contradominio de uma fungao f é exatamente o conjunto f(Dy), ou seja, o
conjunto imagem do dominio Dy por f. Portanto, qualquer funcao f : Dy —
B é sobrejetiva quando se considera B = f(Dy).

Em muitos casos o conjunto B relevante é o préprio R e, para nao estar-
mos repetidamente a dizer que B é R iremos utilizar a seguinte convencgao:

Quando nada é explicitamente dito sobre o conjunto B da De-
finicao [, assumiremos que tal conjunto é todo o R.

Terminamos com uma observacao que, neste ponto do estudo, deverd ja
ser 6bvia. Tal como ja aconteceu no estudo do contradominio duma fungao,
e pelas mesma razoes, verificar se uma dada funcao é, ou nao sobrejetiva
para um dado conjunto B podera ser uma tarefa complicada que podera
envolver um estudo pormenorizado das propriedades da funcao. E claro que
se tivermos o grafico da fungao f em estudo esta tarefa é muito simples. Mas,
usualmente, o grafico de f nao é o dado a partida e a sua construcao requer
o estudo das propriedades de f. Ora é exatamente este estudo que fornece
as informacoes necessarias para esclarecer qual é o contradominio de f e se
f é ou nao sobrejetiva.

2.4.3 Bijetividade e funcoes inversas

A nocao de bijetividade é agora muito simples de definir:

Definicao 5
Diz-se que uma funcdo f : A C R — B C R € bijetiva se for simultaneamente
injetiva e sobrejetiva.
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Repare que esta definigao implica que, se f for uma fungao bijetiva, entao
para cada elemento de A existe um e um sé elemento de B que lhe corresponde
(porque f é uma fungao) e, reciprocamente, para qualquer elemento de B
existe um (porque f é sobrejetiva) e apenas um (porque f é injetiva) elemento
de A que lhe corresponde. Ou seja, para além da correspondéncia do conjunto
A para o conjunto B dada por f, estamos também em presenca de uma
correspondéncia do conjunto B para o conjunto A, a qual é também uma
fungao (no sentido, quer da Defini¢ao Intituita [0, quer da Definigao [I, com
os papeis de A e B agora trocados). A esta nova fun¢ao chama-se fun¢ao
inversa de f e representa-se pelo simbol ft

A>zx ye B

fM

A>x ye B

&f—l_/

Note que, pela prépria definicio de f~!, e tal como é sugerido por estes
diagramas, tem-se

Aax\f_/y\f,l_,?xeA & (flofila)=f1fx) =2
e

T

By _ ., -r—  , yeB & (fof))=F"W) =y

Portanto, a composi¢ao de uma funcao bijetiva com a sua funcao inversa
(por qualquer ordem@) conduz sempre a funcao identidade no conjunto cor-
respondente, ou seja, a fungdo I4 : A — R definida por 4(z) = x para todo
ox € A nocaso flof,eafungao Iz : B — R definida por Ig(y) = y para
todo o y € B, no caso fo fL.

Vejamos um exemplo muito simples.

Exemplo 26

Considere-se a fung¢do f : R — R definida por f(x) = 2z (veja o Exemplo(8).
FEsta fungdo € injetiva (cf. Exemplo[22) e sobrejetiva (porqué?) e, portanto,
é bijetiva. Consequentemente, existe a funcao inversa f~1: R — R, tendo-
se 7Y f(z)) =z e f(f(y)) =y, para todos os x,y € R. Neste caso, a
determinacdo explicita da funcdo inversa f=* é muito fdcil: utilizando, por
exemplo, a primeira das igualdades anteriores, tome-se x € R. Aplicando

BE importante ndo confundir a funcdo inversa f~! com a funcao % que sao entidades

completamente distintas. Por exemplo, a funcio f : Rt — R* definida por f(z) = 22 é

1

z2°

bijetiva (prove isto!) e tem-se f~!(x) = /z, mas (%)(m) = ﬁ =

16Repare-se que, pela prépria definigao de funcio inversa, tem-se (f~1)~! = f.
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f obtém-se um wvalor y € R que é y = 2x. Agora a funcao inversa f~*

deve aplicar este y no x original. Como y = 2z & %y = x, basta definir

[ y) = Ly para se ter o pretendido. Se usarmos esta expressio para [~

e calcularmos f(f~'(y)), para y € R qualquer, concluimos que f(f~(y)) =
1

f3y) = 2(3y) = y. Ou seja, a sequnda igualdade também € satisfeita por

ffl. |

E claro que se uma dada fungao f : A — B é bijetiva, entao se conside-
rarmos a sua restricdo a um subconjunto C' C A e se substituirmos B por
f(C) obtemos ainda uma fungao bijetiva.

No entanto, se uma dada funcao f : A — B nao for bijetiva, pode
acontecer que uma sua restricao, convenientemente escolhida, o seja. Esta
operacao de proceder a uma restricao conveniente de uma funcao dada é uma
operacao de extrema utilidade pratica e permite definir funcoes inversas de
restricoes apropriadas de fungoes que originalmente nao sao invertiveis.

Vejamos um exemplo importante.

Exemplo 27

Considere a funcdo x + z%, definida em todo o R, a qual ndo é bijetiva
(porque ndo € injetiva, cf. Exemplo[23). No entanto, a fungio Q : Rf — R{
definida por Q(z) = z* no dominio R € injetiva (porqué?) e, considerando
o conjunto de chegada também como R{, é sobrejetiva (porqué?). Trata-se,
portanto, de uma func¢ao bijetiva nos conjuntos indicados. Portanto, existe
a funcao inversa Q7' que se representa por Q7(z) = /x, e tem-se, para
todos of 2 € RY, Q7 (Q(x) = Va? = 7 ¢ QQ'(2)) = (Va)* = .
Observe-se que se tomassemos outra restricao da funcao x +— x* de modo a
que a funcdo resultante ainda fosse bijetiva, poderiamos obter outra fungdo
inversa. Por exemplo, se for Q : Ry =] — 00,0] — Ry a restricio da funcgdo
x +— 2% ao conjunto Ry tem-se que Q é uma fungao bijetiva e, portanto, tem
funcao inversa, representada agora por Q' (z) = —/x. Continua a ter-sd'y,
Q7 1(Q(x)) = Va2 =z ¢ Q(Q ! (z)) = (—vx)? = z, para qualquer z € Ry .
[ |

17 Atencdo: o que se vai escrever é apenas valido se > 0, ou seja, se z € R(J{.

18A falta do sinal “—” no membro direito da primeira expressdo pode parecer surpre-
endente pois a tendéncia (erradal) é a de “cortar” a raiz com o quadrado para obter z,
pelo que o membro direito da expressao parece que daria —z e nao x. Para se convencer
que nao pode, simplesmente, “cortar” a raiz com o quadrado experimente com x = —1: se
apenas “cortasse” a raiz com o quadrado obteria Q71(Q(—1)) = —y/(=1)2 = —(-1) =1
e, portanto, comegaria com um nimero —1 € R~ =] — 00, 0] e terminaria com um ndmero
+1 ¢ R™. Certamente, algo esta errado, pois, como vimos, a composi¢cao de uma fungao
bijetiva com a sua fungao inversa deve resultar no retorno ao ponto inicial!
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Antes de terminarmos esta seccao abordarmos ainda a relacao entre o
grafico de uma funcao bijetiva e o grafico da sua funcao inversa.

Repare que de uma funcao “direta” f : A — B para a sua inversa ! :
B — A os papeis das varidveis x e y sao trocados, no sentido em que o
dominio de uma das fungoes é o contradominio da outra e vice-versa. Assim,
do ponto de vista grafico, os papeis dos eixos dos xx e dos yy serao trocados
do grafico de f para o grafico de f~!. Se mantivermos os eixos na sua posicao
usual, a “leitura” do gréfico de f é feita tomando pontos x no eixo horizontal
e vendo qual é a respetiva imagem y no eixo vertical, ao passo que a ‘'leitura”
do gréfico de f~! devera ser feita tomando pontos y no eixo vertical e vendo
qual é a correspondente imagem x no eixo horizontal (cf. Figura [I3])

y G(f) vy G(f=)
Y= Yh---- |

i ;
0 x r 0 T €T

Figura 13: Grafico de uma fungao bijetiva f : A — B (vermelho) e grafico
da correspondente funcdo inversa f~': B — A (azul), mantendo os eixos na
sua posigao usual (o eixo dos zz horizontal e o eixo dos yy vertical). Note-se
que no grafico da direita a variavel independente é tomada no eixo vertical e
nao, como é usual, no eixo horizontal (veja o sentido das setas a tracejado).

A representacao grafica apresentada na Figura [I3] se bem que absoluta-
mente correta nao é muito elucidativa acerca da relacao entre os graficos de
f e f~! por varios motivos: primeiro, porque as variaveis independentes de
uma e de outra estdo em eixos distintos (no horizontal no caso de f e no
vertical no caso de f~1) e, depois, porque os préprios esbogos dos graficos de
[ ede f! estao feitos em planos xy distintos (se bem que colocados lado a
lado). Para facilitar a comparacdo entre os graficos seria, entao, conveniente
que a varidvel independente de f~! estivesse também no eixo horizontal e,
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0 T T x T 0 0 Y y
NS NS
reflexao rotagao

Figura 14: Operacoes geométricas efetuadas sobre o grafico de G(f~1) (lado
direito da Figura[[3)) a fim de colocar o eixo das variaveis independentes (yy)
na posigao usualmente utilizada para este tipo de varidveis (horizontal).

além disso, que os dois graficos fossem representados no mesmo sistema de
eixos.

Qualquer destas exigéncias é facilmente satisfeita. Para a primeira delas
basta refletir todo o gréafico apresentado no lado direito da Figura I3l no eixo
dos yy e, seguidamente, efetuar uma rotacao de 90° no sentido dos ponteiros
do relégio, centrada na origem das coordenadas, tal como se pretende ilustrar
na Figura [[4

E interessante observar duas coisas: primeiro que as operacoes referidas na
Figura[l4 quando aplicadas ao grafico da funcao identidade I(z) = z, deixam
este grafico inalterado, ja que, como é obvio, a funcao I é igual a sua inversa.
A segunda observacao interessante é que, ao representar no mesmo sistema
de eixos™ os graficos de f e de f~! estes exibem uma simetria de reflexao em
relacao ao grafico da funcao identidade I. Este aspeto é facilmente observavel

19A primeira vista, poderd parecer estranho que se possa representar num mesmo sis-
tema de eixos a fungao e a sua inversa, ja que os eixos dos xx e dos yy trocam de papeis.
No entanto, convém relembrar que o facto de representarmos por x e por y as variaveis
indendentes e dependentes é puramente convencional e nao tem qualquer significado ma-
tematico (cf. observacdo na pagina [G), pelo que nada obsta a que se escreva f~!(z) em
vez de f~1(y), desde que esteja subjacente que este x estd no dominio de f~1.
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Figura 15: Gréficos de f, f~! e da funcao identidade I(z) = z, representados
no mesmo sistema de eixos.

na Figura [[5, obtida por sobreposicao do grafico da esquerda da Figura
com o grafico da direita da Figura[I5l (ap6s de, nesta tltima, se renomear os
eixos apropriadamente).

Para terminar esta seccao é interessante observar que as operacoes descri-
tas na Figura [I4 para obter o grafico de f~! a partir do gréafico de f podem,
na pratica, ser muito facilmente realizadas por duas simples rotacoes da fo-
lha de papel onde o gréafico de f estiver desenhado, desde que o papel seja
suficientemente fino para o grafico consiga ser visto a transparéncia a partir
do lado oposto dquele em que foi desenhado (Figura [1]).

2.5 Funcoes crescentes e decrescentes; pontos notaveis
do grafico

Nesta seccao, e nas duas que se lhe seguem, iremos continuar o estudo ele-
mentar de fungoes reais de variavel real introduzindo alguns conceitos que
sao de grande utilidade e aplicabilidade, quer tedrica, quer pratica.

Os primeiros destes conceitos, que estudaremos de seguida, estao relaci-
onados com a nocao de crescimento ou decrescimento de uma funcao e tém,
como veremos, uma interpretacao grafica ébvia. A nocao de funcao crescente,
ou decrescente, é natural e apresenta-se na definicao seguinte.
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Figura 16: Operagoes efetuadas sobre uma folha de papel transparente ou
semi-transparente para a obtencao do grafico de f~! a partir do gréfico de f
al desenhado.

Definicao 6
Considere uma funcao f: Dy CR =R e AC Dy um intervaldd.

Funcao crescente: Diz-se que f € crescente no intervalo A se, para quais-
quer dois pontos Ty < xo de A, se tem f(x1) < f(z2).

Funcgao estritamente crescente: Diz-se que f € estritamente crescente no
intervalo A se, para quaisquer dois pontos r1 < x5 de A, se tem f(x1) <

f(x2).

Funcao decrescente: Diz-se que f é decrescente no intervalo A se, para
quaisquer dois pontos r1 < Ty de A, se tem f(x1) = f(x2).

Funcgao estritamente decrescente: Diz-se que f ¢ estritamente decres-
cente no intervalo A se, para quaisquer dois pontos x1 < x5 de A, se

tem f(xy) > f(x2).

Como se referiu anteriormente, a interpretagao grafica destas nocgoes é
6bvia. Por exemplo, uma fungao f sera estritamente crescente no intervalo
A se, ao passar de um ponto x; para outro ponto xs maior (e portanto

200 intervalo A pode ser de qualquer um dos tipos [a, b], [a, b], ]a, b], ou ]a, b[, com a < b,
ou ainda R, | — 00, b], |a, +o0], etc.
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mais a direita no eixo dos xz), o valor de f passa de f(x;) para um valor
f(z2) maior (e portanto mais acima no eixo dos yy). Como a convengao de
leitura €, usualmente, da esquerda para a direital} quando “lemos” o gréfico
neste sentido o trago correspondente ao grafico da funcao f sobe (veja-se a

Figura [I7]).

Figura 17: Exemplo do grafico de uma funcao f estritamente crescente no seu
dominio. Na figura ilustra-se o que acontece a f(x) quando sucessivamente
se toma para x trés valores xy < xy < x3.

Atendendo a Definicao [0, se uma funcao for crescente, mas nao necessa-
riamente estritamente crescente, poderao existir partes do seu grafico onde,
apesar de se tomar ai 1 < xq, 0 valor de f nao se altera, isto é, f(x1) = f(x2).
Geometricamente poderd, portanto, passar-se algo como o apresentado na
Figura I8

A nocao de funcao estritamente decrescente tem uma interpretacao grafica
inteiramente analoga. Neste caso os graficos, quando sao “lidos” da esquerda
para a direita, irao descer: a medida que o valor de x aumenta o corres-
pondente f(x) vai diminuindo. Quando uma fungao é decrescente, mas nao
necessariamente estritamente, ha, tal como anteriormente, a possibilidade de
o grafico ser horizontal em determinados intervalos e decrescente nos restan-
tes, em perfeita analogia com o que se viu acima para as fungoes crescentes.

E claro que uma fun¢do nao tem de ser crescente ou decrescente no seu
dominio: pode nao ser nem uma coisa nem outra.

21Usualmente mas nem sempre: a escrita ardbica e hebraica lé-se da direita para a
esquerda, mas tal facto nao nos deve perturbar neste ponto...
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Figura 18: Exemplo do grafico de uma funcao f crescente (mas nao estrita-
mente crescente) no seu dominio. Na figura ilustra-se o que acontece a f(x)
quando sucessivamente se toma para x quatro valores x; < o < r3 < 4.

Um exemplo simples é dado pela funcio definida em R por g(z) = 2.
Relembrando o seu grafico (Figura [2]), nele deverao ser claras duas coisas: ¢
é estritamente decrescente no intervalo | — 0o, 0] (ou em qualquer intervalo
ai contido) e é estritamente crescente no intervalo [0, 400 (ou em qualquer
intervalo ai contido). No entanto, g ndo é nem crescente, nem decrescente,
em qualquer intervalo do seu dominio que contenha simultaneamente pontos
x < 0 e pontos x > 0.

Um outro exemplo de uma fungao que nao é nem crescente, nem decres-
cente, em todo o seu dominio, mas que tem estas propriedades em determi-
nados intervalos do seu dominio, é a fungao ¢ definida no Exemplo [2c) e
cujo grafico foi representado na Figura [6l Por inspecao do grafico, é ébvio
que ¢ nao é nem crescente, nem decrescente, no seu dominio (o qual é igual
a ] — 00, 4[U]5, +00[) mas conclui-se, também facilmente, que ¢ é decrescente
no intervalo | — 0o, 0], sendo mesmo estritamente decrescente em [—2,0], é
estritamente crescente no intervalo [0, 2] e é estritamente decrescente no in-
tervalo [2,4[. Note-se que em qualquer dos intervalos [—oo, —2] e |5, 400 a
funcao ¢ é constant e, portanto, atendendo a Definicao [0, pode ser conside-
rada quer crescente, quer decrescente (mas nao estritamente!), em qualquer
desses intervalos. Com efeito, tendo-se em qualquer um desses intervalos

22 Atencao: isto ndo é o mesmo que afirmar que ¢ é constante em | — oo, —2]U]5, +o0],
visto que o valor da fungéo em | — oo, —2] é diferente do valor da fungéo em |5, +00].
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l(x1) = l(x9), naturalmente que também se tem quer ¢(x;) < f(z3), quer
0(z1) = £(z3). Em particular, resulta desta observagao que uma funcao que
seja simultaneamente crescente e decrescente num certo intervalo tera de ser
al, necessariamente, constant.

Nesta altura é conveniente uma palavra de cautela: ao contrario do que os
dois exemplos anteriores poderiam fazer supor, nao é verdade que uma funcao
que nao é crescente nem decrescente no seu dominio o seja necessariamente
em certos intervalos mais pequenos do dominio. Um exemplo de que tal
nao é, em geral, verdade ¢ o exempl da funcao de Dirichlet definida no
Exemplo [2la). Como é claro neste exemplo, em nenhum intervalo do seu
dominio R a fun¢ao de Dirichlet é crescente ou decrescente (veja o seu gréfico
na Figura [).

As propriedades de crescimento ou decrescimento de uma funcao designam-
se, coletivamente, por propriedades de monotonia, e diz-se que uma
funcao é mondtona num determinado intervalo se ai for, ou crescente, ou
decrescente, e analogamente para fungoes estritamente monotonas.

Para terminar esta seccao iremos agora centrar a nossa atencao numa
situacao de importancia fundamental para o estudo das funcoes e a qual
voltaremos mais demoradamente neste curso (no capitulo sobre as fungoes
derivadas).

Suponhamos que temos uma funcao f que é estritamente crescente num
intervalo [a,b] e estritamente decrescente num outro intervalo [b,¢| e que,
naturalmente, a < b < ¢ sao trés pontos do dominio de f, D;. Para ilustrar
o que se pretende considerar, atente na situagao exemplificada na Figura

Repare-se que todos os pontos = € |[a, b], inferiores a b, correspondem a
pontos do contradominio para os quais f(z) < f(b) e que todos os pontos
x € [b, ¢|, superiores a b, correspondem a pontos do contradominio para os
quais se tem f(z) < f(b). Portanto, no intervalo [a, c| = [a,b]U b, ], 0 ponto
x = b corresponde ao maior valor que a funcao f pode tomar, f(b). A este
valor f(b) chama-se, portanto, o mdrimo de f em [a,c| e o ponto © = b
chama-se o ponto mazimizante de f nesse mesmo intervalo (a designagao
¢é natural atendendo a que é esse o valor de x para o qual f atinge o seu
méaximo no intervalo em causa).

No caso de f ser decrescente a esquerda de um determinado ponto x = b e

23Note no entanto que ndo existe nenhuma funcio f que seja, num mesmo intervalo,
simultaneamente estritamente crescente e estritamente decrescente, ou crescente e estri-
tamente decrescente ou estritamente crescente e decrescente, visto que as desigualdades
f@1) < Flaa) e f(m) > F(wa) ou flm1) < f(w2) e f(z1) > F(xa), ou f(an) < f(wa) e
f(z1) = f(z2), sdo incompativeis.

24Um exemplo que serve para mostrar que uma determinada afirmacao é falsa designa-se,
usualmente, por contra-exemplo.
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Figura 19: Exemplo do gréfico de uma fungao f estritamente crescente em
[a,b] e estritamente decrescente em [b,¢]. O ponto b é o maximizante da
fungao em |[a, c] e o valor f(b) é o seu méximo neste intervalo.

crescente a sua direita, o mesmo argumento permite concluir que em x = b a
funcao assumird um valor minimo f(b) e, consequentemente, x = b designa-
se por ponto minimizante de f no intervalo em causa. Uma ilustracao deste
caso é apresentada na Figura 20

Figura 20: Exemplo do grafico de uma fungao f estritamente decrescente em
[a, b] e estritamente crescente em [b, ¢]. O ponto b é o minimizante da funcao
em [a, c| e o valor f(b) é o seu minimo neste intervalo.

No Exemplo 2§ seguinte ilustraremos estes conceitos com fungoes ja con-
sideradas anteriormente neste texto.
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Exemplo 28

a) Para a fungao g(x) = x? definida no Exemplo [d, o ponto v = 0 € o
minimizante de g em R e o valor g(0) = 0 é o minimo desta fung¢do
nesse intervalo.

b) Para a fungdo h(x) = \/x definida no Exemplo [I}, o ponto x = 0 € o
minimizante de h em RS e o valor h(0) = 0 é o seu minimo nesse
intervalo.

¢) Para a funcgdo i definida no Exemplo[1d], o ponto x = 4 € o minimizante
de ¢ em [4,8] e o valor (4) = 2 € o seu minimo nesse intervalo; tem-
se também que, nesse mesmo intervalo, o ponto x = 8 é o mazrimizante
de ¢ e o valor ¥(8) = /8 ¢ o seu mdzimo.

d) Para a fungdo ¢ definida no Exemplo[I2.c), o ponto x = 0 é o minimizante
de ¢ no intervalo | — 00,2] e o valor £(0) = 0 € o seu minimo neste
intervalo; tem-se também que o ponto x = 2 € o maximizante em [0,4]
e o valor £(2) =5 € o seu mdximo.

e) Para a fun¢ao & definida no Ezemplo[I2.d), o ponto x = —1 € o seu mini-
mizante em | — 00, 0] e 0 ponto x =1 € o seu minimizante em [0, +00],
o valor minimo de & nestes intervalos é, respetivamente, {(—1) =0 e
£(1) = 0; o ponto x = 0 é maximizante de & no intervalo [—1,1] e o
valor mdzimo de & neste intervalo é £(0) = 1. [

Os conceitos de maximo e de minimo de uma fungao, assim como os
correspondentes conceitos de ponto maximizante e de ponto minimizante, que
introduzimos acima como relacionados com as propriedades de monotonia da
propria funcao, nao tém, na verdade, de estar ligados a estas propriedades.
O que ¢é fundamental para que um valor seja maximo de uma funcao f num
determinado conjunto A é que todos os outros valores assumidos por f(z) nao
sejam superiores a esse valor (ou sejam mesmo inferiores, no caso de estarmos
a referirmo-nos a um méximo estrito). Analogamente para um valor minimo.

Para fixar estes conceitos enunciamo-los na seguinte defini¢ao:

Definicao 7
Considere uma fungdo f : Dy C R — R definida no dominio Dy e seja A
um qualquer subconjunto de Dy com mais do que um pont.

25, .. nao necessariamente um intervalo!
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Maximo: Diz-se que b € um maximo de [ em A se, para todos os x € A se
tem f(x) < b. O(s) ponto(s) a € A no(s) qual(ais) f(a) = b diz(em)-se
ponto(s) mazimizante(s) de f em A.

Maximo estrito: Diz-se que b é um maximo estrito de f em A se for um
mdximo de f em A e, para todos os pontos v € A distintos do ponto
mazimizante (v # a) se verificar f(x) < f(a) =b.

Minimo: Diz-se que b é um minimo de f em A se, para todos os x € A se
tem f(x) = b. O(s) ponto(s) a € A no(s) qual(ais) f(a) = b diz(em)-se

ponto(s) minimizante(s) de f em A.

Minimo estrito: Diz-se que b é um minimo estrito de f em A se for um
minimo de f em A e, para todos os pontos x € A distintos do ponto
minimizante (v # a) se verificar f(x) > f(a) = b.

Os minimos e mdximos (estritos ou nao) de uma fungao f num conjunto
A sao genericamente designados por extremos de f em A. Os correspon-
dentes pontos minimizantes ou maximizantes designam-se, também generi-
camente, por pontos extremantes de f em A.

Quando A = Dy os extremos de f em A dizem-se extremos globais (isto €,
em todo o dominio de f). Caso A # Dy dizem-se extremos locais (isto €, sao
extremos em subconjuntos A do dominio que podem até ser conjuntos “peque-
nos” e que, portanto, dao-nos informacao apenas sobre o comportamento da
funcgao nesses locais). Segue-se desta defini¢ao que qualquer extremo global é
também extremo local, mas o reciproco nao €, em geral, verdade.

Para ilustrar estes conceitos considere-se o caso de uma funcao f, definida
em R, cujo grafico é o apresentado na Figura 211

Retomando alguns dos exemplos vistos anteriormente, podemos agora
classificar os seus extremos de um modo mais geral do que o que fizemos no
Exemplo

Exemplo 29

a) Para a fungdo g(x) = 2* definida no Exemplo[d, o ponto x =0 € o tinico
minimizante de g em R e o valor f(0) = 0 é o minimo global desta
funcao.

b) Para a fungao h(x) = \/x definida no Exemplo I, o ponto x = 0 € o
dnico minimizante de h em Ry e o valor h(0) = 0 é o minimo global.

¢) Para a fungao ¢ definida no Exemplo[IZ.c), o ponto v =0 é um minimi-
zante local e o ponto x = 2 € um maximizante global. Esta fun¢do ndo
tem minimo global (porqué?).
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Figura 21: Exemplo do grafico de uma funcao f definida em R com vérios
pontos extremos. Supoe-se que o grafico de f tende para uma posigao hori-
zontal quando x esta a esquerda dos valores apresentados na figura e decresce
sempre quando x estd a direita da figura. A partir deste esboco e da De-
finicao [7, observa-se facilmente que os pontos m; e ms sdo minimizantes
locais de f e que nao existem minimizantes globais; os pontos My, My e Mj
sao maximizantes locais de f, dos quais M; e M3 sao também maximizantes
globais.

d) Para a fungao € definida no Ezemplo[12.d), os pontos v = —1 e x = 1
sao minimizantes globais e o ponto x = 0 € um mazimizante local. A
fungao € nao tem mdzimo global (porqué?). |

2.6 Funcoes pares e impares

Nesta seccao abordaremos uma nocao de simetria de funcgoes relativamente a
determinadas operacoes efetuadas sobre o correspondente dominio. Para de-
finir estas nocoes necessitaremos que os dominios das fungoes em causa sejam
simétricos relativamente ao ponto x = 0, isto é, necessitamos de ter dominios
tais que, se um ponto a pertence ao dominio, entao o ponto —a também per-
tence. Ao longo desta sec¢ao assumiremos sempre que esta hipdtese é valida.
Exemplos de dominios nestas condi¢oes sao o préprio conjunto R ou os in-
tervalos que tém x = 0 como ponto médio, por exemplo [—2,2] ou | — 7, 7].

As duas nogoes de simetria que estudaremos de seguida tém a ver com
o comportamento de uma dada funcao f quando se compara o que acontece
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num dado ponto x do dominio com o que acontece no ponto simétrico —zx.
Como isto exige que quer f(z), quer f(—x), estejam definidos, isto justifica a
necessidade de ambos os pontos z e —z terem de estar no dominio de f e de,
portanto, este dominio ter de ser um conjunto simétrico, no sentido acima
indicado.

Comecamos por introduzir os conceitos de fungao par e de fungao impar
na seguinte definicao.

Definicao 8
Considere uma funcao f : Dy C R — R com o dominio Dy simétrico em
relagao ao ponto x = 0.

a) Diz-se que a funcao f € uma funcdo par se, para todos os x € Dy verifica-

se f(—x) = [(x).

a) Diz-se que a funcio f é uma fungdo impar se, para todos os x € Dy

verifica-se f(—x) = —f(x).

Naturalmente, uma funcao pode nao ser nem par nem impar.

E muito facil ver o que é que esta definicao implica sobre a geometria do
grafico de fungoes com estas propriedades. No caso de uma fungao par, o seu
grafico é simétrico em relagao a reflexao no eixo dos yy, pois se trocarmos x
por —x o valor de f nao sofre qualquer alteragao. Uma ilustracao do gréfico
de uma fungao par é apresentada na Figura 22a). No caso de uma fungao
fmpar, o seu grafico é simétrico relativamente a reflexao no ponto (0, 0), pois
ao trocarmos x por —z o valor de f(z) passa a f(—x), que é também igual
ao simétrico do valor original, f(—z) = — f(z). Uma ilustracao do grafico de
uma funcdo fmpar é apresentada na Figura 22b).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 30

a) A funcao f(x) = 2x definida no Exemplo[8 é uma fungdo impar, jd que

f(=z) =2(=2) = =22 = = [(2),

b) A fungio g(x) = x* definida no Exemplo[d é uma fungao pa@, ja que
g(=z) = (—2)* =2 = g().

c) A fungao € definida no Exemplo[1d.c) ndo é nem par nem impar.

26Convém notar que a parte do grafico desta funcdo apresentada na Figura [ foi dese-
nhada para x num conjunto que nao é simétrico em relagao a x = 0, pelo que o grafico em
causa nao parece simétrico relativamente a reflexao no eixo dos yy.
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Figura 22: Exemplo de um gréfico de uma fungao: a) par, b) fmpar. As
linhas a azul claro pretendem sugerir as simetrias de reflexao dos gréficos
referidas no texto.

d) A fungao & definida no Exemplo[I2.d) é uma fungao par, jd que £(—x) =
max{l — (—z)% (—2)* — 1} = max{1 — 2% 2% — 1} = £(x).

e) A funcgao de Dirichlet definida no Exemplo[d2.a) é uma funcao pm@. [

2.7 Funcoes periddicas

Nesta seccao abordaremos a nocao de periodicidade de uma funcao. Tal
nocao exige que se trabalhe com fungoes cujo dominio é um conjunto ilimitado
com determinadas propriedades de repeticao. Para nao complicar a exposicao
com este aspeto acessoério assumiremos, nesta part@, que os dominios em
causa sao todo o R.

A nogao de periodicidade estd intimamente relacionada com o conceito
de repeticao.

Definicao 9
Considere uma funcao f : R — R. Dizemos que a funcdo f € periddica se

2"Note que se = é racional (resp. irracional), entdo —x é também racional (resp. irraci-
onal). Observe também que a nota relativa ao grafico do exemplo b) é também aplicdvel
a este caso.

28No entanto, consulte a Definicdo [[2 para exemplos de casos de funcdes periédicas em
que os dominios nao sao todo o R.
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Figura 23: Exemplo do gréafico de uma funcao peridédica com periodo minimo
T =3.

existir um numero real T > 0 tal que, para qualquer x € R seja vilida a
igualdade f(x +T) = f(x). Ao menor nimero real T > 0 nestas condi¢oes
chama-se o periodo minimo, ou, simplesmente, o periodo da funcao f.

Naturalmente que existem muitas funcoes importantes que nao sao pe-
riddicas, mas a classe de fungoes periddicas é extremamente importante em
matematica e nas suas aplicagoes, por exemplo a fisica, biologia, ou economia,
para a modelagao de fenémenos de carater repetitivo.

Teremos oportunidade ainda neste capitulo de relembrar algumas impor-
tantes fungoes periddicas, a saber, as fungoes trigonométricas (seno, cosseno,
tangente, etc), mas convém nao terminar esta sec¢do sem antes observar al-
guns exemplos simples de fungoes periddicas. Nos gréaficos dos dois exemplos
seguintes as linhas a azul claro pretendem sugerir a operacao de a um dado
valor z se adicionar T' (diferente em cada um dos exemplos) para se obter
x+T. Em ambos os exemplos é claro que os graficos permanecem inalterados
sob esta operacao.

Quanto a funcoes nao periddicas, todos os exemplos de fungoes que vimos
neste capitulo, até aqui, sao desse tipo.

Exemplo 31 Considere a funcio ® : R — R cujo grdfico é apresentado na
Figura[23. Trata-se de uma fungdo periddica com periodo T = 3. [ |

Exemplo 32 Considere a funcio ¥ : R — R cujo grdfico é apresentado na
Figura[Z4. Trata-se de uma fung¢dao periodica com periodo T = . [ |

Como deverd ter ficado claro da Definicao [0, e também dos gréficos nos
Exemplos B1] e B2, para que uma funcao periédica f fique completamente
determinada basta especificar qual é o valor do seu periodo T e qual é a sua
definicao num qualquer intervalo cujo comprimento total seja igual a T, isto
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Figura 24: Exemplo de um grafico duma func¢ao periddica com T = 7.

é, num intervalo do tipo [a,a 4+ T'] para um qualquer valor a € R, fixo. Isto,
porque os valores de f fora de um destes intervalos sao facilmente obtidos
por uma translagao apropriada do grafico de f. De facto, relembrando o que
foi estudado no final da Sec¢ao 2.3.2 sobre a relagao entre o gréafico de f e o
grafico da fungdo composta f o, com lr(z) = x + T, concluimos imedia-
tamente pela Definigdo 0 que o gréfico de f em [a — T, a] é a translacao de
T unidades de comprimento para a esquerda do grafico de f em [a,a + T.
Com efeito, se z € [a—T, a], entdo 2+ T € [a,a+T] e, pela periodicidade de
f, tem-se f(x+T) = f(x). Analogamente, o grafico de f em [a+ T, a + 27
é obtido pela translagao do grafico de f em [a,a+ T] de T' unidades de com-
primento para a direita. Obviamente que este argumento pode ser repetido
sucessivamente em intervalos de comprimento 7" localizados a esquerda ou a
direita de [a,a + T1.
[lustramos esta construcao no exemplo seguinte.

Exemplo 33 Considere a fungao 6 : R — R, periddica de periodo T =4 e

que no intervalo [—2,2] € definida pela expressio 0(x) = x*. O grdfico de 0
¢ apresentado na Figura [23. |
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Figura 25: Gréfico da fungao 6 (a vermelho), periédica com periodo minimo

T = 4, cuja restricao ao intervalo [—2,2] (a azul) tem a expressao 0(x) = z2.

3 Funcoes elementares

Nesta seccao daremos atencao a algumas classes particulares de funcoes que,
pela sua importancia e largo espetro de aplicagdes (incluindo a édreas afins
a matemédtica como, por exemplo, a engenharia, a informdtica, a gestao),
merecem uma seccao de destaque neste curso.

3.1 Funcao mdédulo

Para ter uma nocao intuitiva desta funcao particular, considere o eixo real,
cujos elementos sao representados por pontos.

Se pensar, por exemplo, no ponto 3, a distancia deste ponto ao ponto 0 é
igual a 3. De igual modo, tomando, por exemplo, o ponto v/3, a sua distancia
a 0 é igual a /3. Este raciocinio generaliza-se rapidamente a qualquer ponto
a > 0 do eixo real: a distancia de a a 0 € igual a a.

0 a>0

a>0

Figura 26: Distancia entre um numero real a > 0 e 0.
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Pensemos agora num valor negativo. Por exemplo, o ponto —2. Este
ponto dista 2 unidades do ponto 0. De modo idéntico, —v/3 dista /3 de
0. Ou seja, dado um ponto b < 0 génerico, a sua distancia a 0 é igual a
—b. (Nos casos exemplificados, observe que para b = —2 obteve a distancia
igual a 2 = —(—2) e para b = —/3 obteve a distancia ao ponto 0 igual a

V3= —(~V3))

—-b>0

Figura 27: Distancia entre um ntumero real b < 0 e 0.

No caso particular do proprio ponto 0, naturalmente que a distancia de
0 ao ponto 0 é igual a zero (se estivermos, por exemplo, no Mosteiro dos
Jeronimos em Lisboa, a nossa distancia a este mosteiro é nula: nao precisa-
mos de nos deslocar para la chegar, porque ja 14 estamos!).

Definicao 10

Dado x € R, chama-se modulo de x ou valor absoluto de x, e representa-
se por |x|, o walor da distancia do ponto x ao ponto 0. Por aquilo que
anteriormente foi explicado, tem-se assim

x, se x>0
lz| = <0, se v =0

-z, se <0

A funcdo x — ||, definida em R e que transforma cada z € R em |z|,
chama-se fung¢ao moduld=]. O grdfico desta func¢ao tem o aspeto apresentado
na Figura [28.

Baseando-se a nogao de valor absoluto (ou médulo) de um niimero real
na nocao de distancia, as propriedades seguintes sao assim naturais. As
mesmas podem ser facilmente verificadas por analise direta do grafico da
funcdo mdédulo (o que certamente serd um bom exercicio para consolidar
conhecimentos).

29Tal como, frequentemente, se representa uma fungio que transforma x em f(x) por
x +— f(x) ou, simplesmente, por f, também no caso da fungdo médulo é usual escrever,
em vez de z — |z|, simplesmente | - |, onde o ponto “” apenas pretende indicar que é af
o lugar onde deverd estar a variavel independente & quando pretendemos calcular o valor
da fun¢ao médulo num ponto z.
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Figura 28: Gréfico da fungdo médulo x — |z| no intervalo [—2, 2].

Proposicao 1

(i) |z| =0, para todo o x € R;

(i) |z| =0 se, e s6 se, v =0;
i)
)

(iii) |z| =| — z|, para qualquer x € R;

(iv) Dados a > 0 e b € R, se |b| = a, entdo dois casos se podem dar: ou
b> 0 e, entao, a =0b; ou b <0 e, neste caso, a = —b.

Outras propriedades da funcao médulo sao facil e igualmente comprova-
das por anélise direta do seu grafico. Analiticamente, sao uma consequéncia
da Definicao [I0 e da Proposicao [l

Proposicao 2

(i) O contradominio da fung¢do mddulo é igual a RS (resulta da alinea (i)
da Proposicao(d e do facto de, para cada a € RS, ter-se |a| = a);

(i) A fun¢do mddulo nao € injetiva (pois |a| = | — al);

(iii) A fungdo mddulo é crescente no conjunto Ry (isto é, restringido o
dominio da fung¢do mddulo ao conjunto RS, a fungdo obtida é cres-
cente);

(iv) A fung¢ao mddulo € decrescente no congunto Ry (ou seja, restringido o
dominio da fungao modulo ao conjunto Ry, a fungao obtida é decres-
cente);
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(v) A fung¢do mddulo € uma fungao par.

Pelas suas propriedades e aplicagoes, a funcao moédulo é um excelente
exemplo para consolidar certas nogoes, como a determinacao da imagem de
um conjunto por uma funcao e da imagem inversa de um conjunto por uma
funcao.

A imagem de um conjunto por uma funcao ja foi definida na pagina
O célculo das imagens de intervalos de R pela funcao médulo é um exercicio
muito simples, bastando para tal ter presente o grafico da Figura Para
simplificar, designemos, momentaneamente, a fungao médulo por f. Ou
seja, f(z) = |z|, com x € R. Tendo um conjunto A C R é claro que
f(A)={z € R:z=|a| Aa € A}. Utilizando o grafico da fun¢do mdédulo é
muito facil de concluir os seguintes casos particulares (veja-se a Figura 29):

a) se A =[a,b] CR{, entdao f(A) = [a,b];
b) se A =[o, 8] C Ry, entdo f(A) =[-8, —a;

c) se A=1Ir,s] comr <0<s,entao f(A) = [0, max{|r|, s}].

Figura 29: Gréfico da fun¢ao moédulo f(z) = |x| com a representacdo dos
conjuntos f([c, 3]), e [([r,s]), onde [a, B] C Ry, [a,b] C RS er <
0<s.

A imagem inversa de um conjunto por uma func¢ao é um conceito extre-
mamente 1til em andlise matematica e que introduziremos de seguida para
uma funcao genérica, exemplificando-o depois com o caso simples da funcao
modulo.

Considere-se uma funcao f: Dy C R = R e seja B C R um subconjunto
do conjunto de chegada R. A imagem inversa do conjunto B pela func¢do f
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Figura 30: Obtencao da imagem inversa de um conjunto B por uma fungao
f no caso em que f é uma funcgao bijetiva. O conjunto B estd a azul e a
sua imagem inversa por f estd a magenta. Note que este iltimo conjunto é
a imagem de B pela fungao inversa f~! (seta a tracejado).

é o conjunto constituido por todos os pontos x do dominio Dy tais que f(z)
estd em B, ou seja, é o conjunto {x € Dy : f(xr) € B}. A notacdo que é
usual usar-se para designar o conjunto imagem inversa de B por f requer
uma nota de cautela. Comecemos por observar que se f for bijetiva entao
existe a funcao inversa f~! e a imagem inversa de B por f é exatamente o
conjunto imagem de B pela funcao f~!. Isto estd graficamente ilustrado na
Figura 30l

Agora, se f nao for bijetiva, a determinagao da imagem inversa por f de
um conjunto B é, do ponto de vista grafico, inteiramente analoga ao caso
anterior: marcando o conjunto B no eixo dos yy teremos de encontrar os
pontos do eixo dos xx que tém como imagem pontos do conjunto B escolhido.
A tnica diferenga é que agora nio existe f~! (porque f nao é bijetiva) e o
modo mais facil de efetuar esta determinagao gréafica é desenhando uma faixa
horizontal subtendida pelo conjunto B e ver quais os pontos do grafico de f
contidos nesta faixa; as abcissas desses pontos serao os elementos da imagem
inversa de B por f. Do ponto de vista notacional, é usual (embora nao
muito correto) continuar a designar este conjunto por f~1(B), se bem que
neste caso ndo exista funcao inversa de f e, portanto, nao tenha sentido
escrever o simbolo f~! isoladamente: s6 o simbolo completo f~'(B) tem
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Figura 31: Obtengao da imagem inversa de um conjunto B por uma fungao
f no caso em que f nao é uma funcao bijetiva. O conjunto B esta a azul
e a sua imagem inversa por f estd a magenta. Note-se nao existe fungao
inversa f~!, pelo que, como se explica no texto, apenas o sfmbolo f~(B)
tem sentido e nao o simbolo f~! isolado.

sentido, o qual é, como se definiu acima,
f7(B)={x € Dy : f(z) € B}.

A Figura BTl ilustra esta situagao.

[lustramos agora o conceito de imagem inversa de um conjunto por uma
funcao utilizando o caso concreto da fun¢ao médulo (a qual, relembra-se, nao
é bijetiva).

Exemplo 34
Considere-se a fun¢ao médulo x — f(x) = |z|. Uma questiao natural €, por
exemplo, a que € igual o conjunto f~1([0,5]). Por definicao,

f710,5]) ={x €R: f(x) €[0,5]} = {x € R: |z| € [0,5]}.

Atendendo a que |z| € [0,400[ (cf. Proposi¢ao [ (i) ou Proposicao[3 (i)),
observe que este ultimo conjunto é ainda iqual a

{z €R: [z] <5} = f(]—00,5)).

Atendendo a Definicao [10, um ponto x € R werificard |z| < 5 se a
distancia de x ao ponto 0 for menor ou igual a 5. Se x tomar qualquer
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Figura 32: Obtengao da imagem inversa de um conjunto [0, 5] pela fungao
moédulo f(z) = |z|.

valor no intervalo [0,5], naturalmente que se tem |x| = x < 5. Mas se x for

escolhido no intervalo [—5,0], ter-se-d ainda |x| = —x < 5. Logo, todos os
pontos x do intervalo [—5,5] distam 5, ou menos, unidades de comprimento
do ponto 0 — isto €, verificam |x| < 5. Dito de outro modo, equivalente,

tem-se |r| < 5 se, e sd se, x € [=5,5] o que, por definicao do intervalo
[—5,5], € ainda equivalente a

r<d e x> -5,

ou seja,
lz] <b <=2 <5Ax>-5<=uz€|[-b5].

A determinacio de f~1([0,5]) € ilustrada graficamente na Figura[33. W

As consideragoes expostas no Exemplo [34] generalizam-se de modo intei-
ramente andlogo para qualquer outro valor a > 0 (que nao o 5):

z] <a<=zx<aNr > —a<x € [—a,al.

Isto permite, em particular, determinar desigualdades mais complexas. Um
exemplo é apresentado seguidamente.

Exemplo 35
Pretende-se determinar os valores de x para os quais € valida a desigualdade
|z —2| < 3.
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Designando por y = x — 2, tem-se, entao,
lt—=2| <3 <= |y| <3 <=y <3Ay> 3<=2r-2<3Ax—-22> 3. (4
Simplificando tem-se, assim,

lt—2|<3<=2-2<3A N2 —-2>-3 < z<bAz>-1 (H)
<~ =z €[-1,5].

Na Figura ilustramos graficamente este caso. Convém relembrar que o
grdfico da fungdo x — |x — 2| = [{_o(x)| = (| - | 0 £_2)(x) € obtido do grifico

de | - | por translagdo deste de duas unidades de comprimento para a direita
(relembre-se do que foi estudado no final da Sec¢ao 2.3.) [
Y
Gz — |z —2|)
3

[0, 3] \/
N T 7
1 I p

;
4 .

Y | ,
« 1 N
N 1 ’
; .
N | 4

I
I

Figura 33: Obtengao do conjunto dos valores de = para os quais |z — 2| < 3.

Seguidamente apresentaremos um outro exemplo importante.

Exemplo 36

Considere-se, novamente, a fun¢ao mdédulo f(x) = |x|. Pretende-se determi-
nar os elementos do conjunto

102,40} ={r €R: |z] €]2, +oo[} = {z € R : |2| > 2}.

Neste caso, pretende-se determinar todos os possiveis pontos x que distam
mais de 2 unidades do ponto 0. Se x > 2, tem-se claramente |z| = x > 2.
Mas também todos os valores x < —2 distam mais de 2 do ponto (. Neste
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ultimo caso, tem-se |x| = —x > 2. Ou seja, todos os valores © > 2 ou todos
0s valores © < —2, wverificam |z| > 2. Utilizando o simbolo ldgico “V” este
resultado traduz-se por

lr| >2 <= r>2Ver< -2 < (x€]—o0,-2[)V(z€]2,+o0)
= 1z €] — 00, —2[U]2, +o0l.

Na Figura [3]] ilustramos graficamente este caso. |

12, +o0]

] — 00, —2[U]2, +o0]

Figura 34: Obtengao da imagem inversa de um conjunto |2, +00| pela fungao
moédulo f(z) = |z|.

De modo semelhante, dado a > 0 qualquer (que nao 2), tem-se
|z >a <= x>aVr<—a<= 1z €] — o0, —a[U]a, +x.

Por um raciocinio semelhante ao utilizado em (@), podemos igualmente
resolver outro tipo de problemas como, por exemplo, a determinagao de todos
os valores de z tais que |z — 2| > 1:

lt=2|>1<=2r—-2>1Ver—-2< -1 <= z>3Vae<l (6)
< 1z €] — o0, 1[U]3,+o0].

A combinacao dos dois casos trabalhados permite agora resolver proble-
mas como, por exemplo,

I<|z—2/<3<=|z—-2[<3A|z—-2|> 1
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Observe que o problema da determinagao dos valores de x que verificam a
desigualdade |z — 2| < 3 foi o caso estudado no exemplo (), enquanto que a
determinagao dos valores de = que verificam a desigualdade |z — 2| > 1 foi o
caso estudado no exemplo ([@]). Pelos resultados obtidos em () e (@), tem-se
entao

[t —2| <3Nz —2|>1 <= (ze€[-15]) A (x €] —o0,1[U]3,+o0[)
<~ ze€[-1,5]N(] — oo, 1[U]3, +o0l)
— 1z € [-1,1[U]3,5].

Deixa-se como exercicio para o leitor a ilustracao grafica deste resultado.
Os resultados seguintes sao relativos as propriedades do médulo para a
soma e para o produto de niimeros reais.

Proposicao 3
Para quaisquer x,y € R verifica-se

o+ yl < [z + Jyl.
Esta desigualdade é conhecida pela desigualdade triangular.

Demonstracao. Para demonstrar a desigualdade triangular ha que analisar,
separadamente, os seguintes casos possiveis:

Para que lentamente se va familiarizando com o modo como se processa
uma demonstragao, fica como exercicio os casos mais simples, 1 e 2, sendo
aqui resolvidos os casos mais complexos, 3 e 4.

Caso 3: Suponhamos entao que temos dois elementos x e y, genéricos, tais
que x > 0 ey < 0. Logo, dois casos podem acontecer: ou z +y = 0, ou
x+y<O.

Se z +y > 0, entao

lz+yl=2+y.

Como y < 0, tem-se y < |y|. Logo,
[z +yl=z+y<z+lyl = lz[ + [yl
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Se x +y < 0, entao
[z +yl=—(r+y) =—2z—y,

em que —x < 0 e, portanto, —z < |z|, e —y = |y|. Deste modo conclui-se
que
[z +yl=—(@+y)=—v—y<|z]—y=l|z[+]y]

Caso 4: Suponhamos agora que temos dois elementos x e y, genéricos, tais
que £ < 0 ey > 0. Definindo z; := —z > 0 e 2z := —y < 0, temos assim
definidos dois elementos, z; e 29, nas condigoes do Caso 3. Pelo Caso 3,
podemos entao concluir que

|21+ 22| < |21 + |22].
Assim, e pela alinea (iii) da Proposicao [, tem-se
[z t+yl=|—z—yl=|a+ 2l <|al+lnl =2+ -yl = x|+ ]y

Fica assim concluida a demonstragao dos Casos 3 e 4. |

Exercicio 1
Para provar os Casos 1 e 2, mostre que:

(i) Se x,y >0, entao
@ +yl = |z + |yl =2+,
o que prova o Caso 1.
(i1) Se x,y <0, entdo
x4yl = |z + Jyl = —(z +y),
o que prova o Caso 2.

Corolario 1
Para quaisquer x,y € R verifica-se

w =yl > |2l - Iyl
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Demonstracao. Observando que se pode sempre escrever x = (z — y) + v,
apliquem-se modulos a ambos os membros desta igualdade e use-se a desi-
gualdade triangular para obter

lz] = |(z —y) +y| < |z —y[ + |y,

o que é equivalente a |z — y| > |z| — |y|. Agora partindo de y = (y —x) + =
e prosseguindo do mesmo modo obtém-se |y — x| > |y| — |z|. Estas duas
desigualdades e as propriedades da funcao modulo estudadas acima permitem
agora concluir o resultado pretendido (forneca os detalhes!)

Proposicao 4
Para quaisquer x,y € R tem-se

lzy| = |=|[yl.

Esta propriedade é uma consequéncia imediata do facto de se ter

lzy| = ||z] - ly|| = |||y,

para quaisquer x,y € R.

3.2 Funcoes trigonométricas

O estudo desta classe de fungoes reporta-se aos triangulos retangulos. Recor-
de-se que, dado um triangulo retangulo (como o indicado na Figura3H), para
cada angulo « fixo, existe uma relagao de proporcionalidade entre o cateto
oposto (segmento ¢,) e a hipotenusa (segmento h). De modo semelhante,
existe uma relagdo de proporcionalidade entre o cateto adjacente (segmento
¢,) € a hipotenusa.

Co

Figura 35: Um triangulo retangulo.

Para recordar estes factos, carregue no endereco
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e, no triangulo que lhe surge, experimente aumentar ou diminuir o compri-
mento do cateto adjacente, ou o da hipotenusa, mas mantendo sempre fixo o
valor do angulo . O triangulo ¢é transformado num novo triangulo retangulo,
mantendo-se, no entanto, o valor do quociente $¢. O mesmo acontece com o
quociente <.

Se agora experimentar variar o valor do angulo «, dard conta que, para
cada novo valor de « (fixo), os quocientes % e % continuam a ser constantes,
mas o valor dessas constantes muda, e para um valor diferente, sempre que se
fixa um novo valor para o angulo «. Isto significa que o valor dos quocientes
2 e ¢ ¢ uma caracteristica do angulo a. Por esta razao, a estes quocientes
atribuida uma designacao propria.

J
é
Definigao 11

Dado um angulo o, chama-se seno de «, e representa-se por sen(a), o valor
do quociente . O walor do quociente 5+ designa-se por cosseno do angulo o
e representa-se por cos(w). Sucintamente,

Co

ﬁ7

sen(a) = cos(a) = %

Dado um angulo a qualquer, fixo, considere o triangulo retangulo com
hipotenusa h igual a 1. Pela Definigao [l isto significa que sen(a) = ¢
e cos(a) = ¢,. Em termos do préprio triangulo retangulo, o Teorema de
Pitdgoras diz-nos que ¢2 + ¢ = h? = 1, o que, em termos do seno e do
cosseno do angulo «, resulta na igualdade seguinte, conhecida pela formula

fundamental da trigonometria:

sen?(a) + cos?(a) = 1. (7)

Claramente, a definicao do seno e do cosseno de um angulo é bastante
simplificada se se considerar o valor da hipotenusa igual 1. Outras, e grandes,
vantagens advém deste caso, designadamente, ao permitir o estudo, mais
geral, das fungoes trigonométricas por andlise do circulo trigonométrico. Para
o descrever, considere no eixo cartesiano o circulo de centro no ponto (0,0)
e raio igual a 1. Qualquer triangulo retangulo de hipotenusa igual a 1 pode
entao ser inscrito neste circulo de tal modo que a hipotenusa é um dos raios
do circulo e o segmento ¢, localiza-se sobre o eixo das abcissas, como indicado
na Figura [36] (designada por circulo trigonométrico).

Um dos aspetos que é relevante nesta representacao é que a intersecao do
triangulo com o circulo é um ponto que tem coordenadas iguais a (cq, ¢o), ou
seja, (cos(a),sen(a)). Deste modo, para cada escolha de a, o valor indicado
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(cos o, sen )

sen « hS |

Figura 36: O circulo trigonométrico. Apresenta-se a relagao entre o arco, ou
angulo, a (a verde) e os valores de cos a (a vermelho) e sen «v (a azul).

na figura a cor vermelha d& o valor de cos(«) (abcissa do ponto de intersecao
do triangulo com a circunferéncia) e o valor a cor azul da o valor de sen(«)
(correspondente a ordenada do ponto de intersegdo do triangulo com a cir-
cunferéncia). Como veremos mais adiante, muitas propriedades do seno e do
cosseno ressaltam da andlise do circulo trigonométrico, chamando-se desde ja
a atencao para a utilidade desta representacao para a resolucao de intimeros
exercicios.

Uma outra caracteristica desta representacao, ainda mais relevante que
a anterior, embora nao tao visivel a primeira vista, merece uma observacao
nesta altura. Para que possamos estudar as fungoes seno e cosseno no con-
texto das funcoes reais de varidvel real que estamos a considerar neste curso,
precisamos de ter algum cuidado com o modo como é definido o angulo «.
Tradicionalmente, em matemaética elementar e em muitas aplicagoes corren-
tes, os angulos sao dados em “graus”, com o angulo correspondente a uma
volta completa ao circulo trigonométrico valendo®™ 360°. Mas os graus sao
unidades arbitrarias de medida de angulos que nao tém a ver diretamente
com a unidade de medida de comprimento marcada na reta dos nimeros

30Este valor estranho para o angulo correspondente a uma circunferéncia completa (seria,
talvez, mais natural, no nosso sistema decimal de numeragao, que este dngulo fosse uma
poténcia de 10, por exemplo 100 ou 1000) é uma das poucas influéncias da matemética da
antiga Babildnia (cerca do segundo milénio A.C.) que ainda se fazem sentir atualmente.
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reais. Assim, se considerarmos o angulo o medido em graus, as funcoes
a — sen(a) e a — cos(a) nao serdao propriamente fungoes reais de uma
variavel real e, para que o estudo destas funcoes se encaixe no quadro geral
que temos vindo a construir, seria importante que o fossem. O modo de ul-
trapassar este problema ¢ medir o angulo «, nao na unidade arbitraria “grau”
mas na mesma unidade de comprimento que é usada para medir a reta real.
Isto é muito facil de fazer se recordarmos que uma circunferéncia de raio r
tem por perimetro (ou seja, comprimento total) o valor de 27r. Portanto,
tomando r = 1, o comprimento total da circunferéncia definida pelo circulo
trigonométrico é 2. Este valor corresponde a um angulo, medido em graus,
de 360°. Isto sugere que se meca cada angulo « utilizando o comprimento do
arco Correspondent, que, por uma regra elementar de proporcionalidade
direta, a conhecida regra de trés simples, podera ser facilmente determinado:
se 360° corresponde a 27, entao um angulo de a° corresponde a um certo
valor b, ou seja,
360° +— 27
a® <— b.

Consequentemente, para passar da medicao em graus de um dado angulo
para a sua medicao em radianos hé que efetuar a operacao

o

" 360°

b=27

Para expressar um angulo dado em radianos no seu valor em graus efetua-se
a operacao inversa

o b o
a —%-360.

Para fixar ideias, convém ter presente alguns angulos particulares, de alguma

importancia, os quais sao apresentados em graus e radianos na seguinte ta-
bela.

graus 030 (45|60 |90 180 | 270 | 360
radianos | 0 KA U I T 3—7T 27
6 | 4] 3] 2 2

A partir deste ponto, todos os angulos que utilizarmos serao dados em
radianos.

31Esta unidade de medicdo de angulos é tradicionalmente designada por radiano, mas,
de facto, trata-se simplesmente da medigao do comprimento do arco de circunferéncia
usando a mesma unidade de comprimento que foi fixada na reta real e que serve de base
a determinagao, por exemplo, do raio da correspondente circunferéncia.
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3.2.1 Funcao seno

A fungao z — sen(x) que transforma cada nimero real ndo negativo x em
sen(z) designa-se por funcao seno. Como é facil constatar pelo circulo trigo-
nométrico, tem-se

sen(x + 27) = sen(x).

Podemos igualmente definir no circulo trigonométrico angulos « negativos,
definindo-os tal como os angulos positivos mas considerando o sentido oposto
na descricao da circunferénei, como se ilustra na Figura [37

sen «

,,,,,,,,,,,,,,, (cos o, sen «v)

Figura 37: O circulo trigonométrico, com a marcacao de um angulo o nega-
tivo. Apresenta-se a relagao entre o arco, ou angulo, a (a verde) e os valores
de cosa (a vermelho) e sen « (a azul). Note que, para este angulo, o seno é
negativo.

Deste modo, por analogia com o que foi escrito para angulos x positivos,
podemos definir o seno de angulos negativos e observa-se, por inspecao do
circulo trigonométrico, que se tem

sen(z + 2mk) =sen(x), paratodoo0<z <2mek € Z.

A funcao seno é, assim, um exemplo de uma funcao periédica, de periodo
27, definida em todo o conjunto R.

32Esta definicdo é natural, ji que é o mesmo procedimento que ¢ utilizado para marcar
os numeros negativos na reta real: marcam-se do mesmo modo que os nimeros positivos
mas para o lado oposto do zero.
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Representando no plano os pares ordenados (z,sen x) obtém-se o grafico
da funcao seno. Na Figura apresenta-se o grafico do seno, G(sen), com
x no intervalo [—2m, 27|. Para que fique mais clara a relacdo entre o que
foi apresentado acerca do circulo trigonométrico, (Figura Bl e o gréfico da
funcao seno apresentado na Figura [38], o leitor devera explorar a aplicagao
interativa no endereco

http://www.univ-ab.pt/~fcosta/cadeiras/cqes/GrafS.html

Yy G(sen)
f o I \ 3\
T T+ 27

Figura 38: O grafico da funcao seno com x em [—2m, 27].

Devido ao carater periédico da funcao seno, para uma andlise completa
desta fungao podemo-nos focar no intervalo [0, 27[, mas convém ter sempre
presente que, enquanto funcao, a fungao seno esta definida em todo o con-
junto R. Por exemplo, por andlise do circulo trigonométrico com angulos no
intervalo [0, 27| constata-se que sen(0) = sen(7) = 0, mas, para além disto,
conclui-se da periodicidade da funcao seno que também se tem

sen(km) =0, VkeZ.

E com esta propriedade de periodicidade presente que outras conclusoes
resultam facilmente da andlise do que se passa no circulo trigonométrico
para angulos entre 0 e 27, ou da analise da porcao do grafico apresentada na
Figura

1) A fungdo seno é uma funcdo impar, ou seja,
sen(—zx) = —sen(x), paratodo oz € R; (8)
2) A fungao seno satisfaz também a igualdade

sen(z + m) = —sen(z), paratodoo z € R; 9)
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3) O contradominio da fungao seno é o intervalo limitado e fechado [—1, 1],

3
tendo-se sen(g + 27rk> =1, e sen(;7r + 27rk> =-1, keZ,

4) A fungao seno ¢é estritamente decrescente em cada um dos intervalos

[g+2ﬂk,3§+2ﬂk],k€Z;

5) A func@o seno é estritamente crescente em cada um dos intervalos

[—z + 27k, T + 27rk], keZ;
2 2
6) A funcao seno é positiva em cada um dos intervalos |27k, (2k + 1)7],
k € Z, e negativa em cada um dos intervalos |(2k — 1)m, 27k[, k € Z.

3.2.2 Funcao cosseno

Analogamente ao que foi feito para a fungao seno, podemos definir a fungao
x > cos(x) que transforma cada ntimero real x em cos(z) e que designamos
por fungao cosseno.

Também como no caso da funcao seno, verifica-se que

cos(z + 2mk) = cos(x), paratodoo0 <z <2mek €Z,

pelo que a funcao cosseno é um outro exemplo de uma fungao periédica, de
periodo 27, definida em todo o conjunto R.

Representando no plano os pares ordenados (z, cos x) obtém-se o gréfico
da fungao cosseno. Na Figura B9 apresenta-se o grafico do cosseno, G(cos),
com x no intervalo [—27, 27]. Para que fique mais clara a relagao entre o que
foi apresentado acerca do circulo trigonométrico (Figura [36) e o gréfico da
funcao cosseno apresentado na Figural39] o leitor devera explorar a aplicagao
interativa no endereco

http://www.univ-ab.pt/~fcosta/cadeiras/cqes/GrafSC.html

Tal como no caso da fungao seno, para uma analise completa da fungao
cosseno podemos centrar a nossa atencao no intervalo [0, 27[, mas convém ter
sempre presente que, enquanto funcao real de variavel real, a funcao cosseno
estd definida em todo o conjunto R e possui a propriedade de periodicidade
referida anteriormente.

E com esta propriedade de periodicidade presente que as seguintes con-
clusoes resultam facilmente da analise do que se passa no circulo trigo-
nométrico para angulos entre 0 e 27, ou da analise da correspondente porcao
do gréfico apresentada na Figura 39t
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Figura 39: O grafico da func¢ao cosseno com x em [—27, 27].

1) A fungao cosseno é uma funcao par, ou seja

cos(—x) = cos(x), paratodo o x € R; (10)

1) A fungao cosseno satisfaz também a igualdade

cos(x + m) = —cos(x), paratodoox € R; (11)

3) O contradominio da fungao cosseno é o intervalo limitado e fechado
[—1, 1], tendo-se cos(2mk) =1, e cos((2k + 1)7) = —1, k € Z;

4) A fungao cosseno é estritamente decrescente em cada um dos intervalos
27k, 2k + 1)7], k € Z;

5) A funcao cosseno ¢ estritamente crescente em cada um dos intervalos

[(2k — V), 27k], k € Z;
6) A fungao cosseno ¢ positiva em cada um dos intervalos
}—Emwk,fﬂm[, kel
2 2
e é negativa em cada um dos intervalos

]g+2ﬂk,3§+2wk[, kel

3.2.3 Relacoes entre as funcgoes seno e cosseno

Ja vimos, em ([7), a mais importante relagao entre as fungoes seno e cosseno,
a saber, a férmula fundamental da trigonometria:

sen”(z) + cos?(r) = 1.
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Muitas outras relagoes entre estas fungoes, com amplas aplicacoes dentro
e fora da matematica, podem ser sugeridas por analise dos respetivos gréficos
e demonstradas geometricamente a partir do circulo trigonométrico. Iremos,
nesta sec¢ao, estudar algumas delas.

Uma observacao muito interessante e com importantes implicacoes, e que
é sugerida pela observacao dos graficos das fungoes seno e cosseno, é que cada
uma destas fungoes pode ser obtida da outra por uma translacao apropriada.
A Figura 0] pretende evidenciar essa relagao.
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Figura 40: Comparagao dos gréficos das fungoes seno (azul) e cosseno (ver-
melho), com x em [—27, 27]. A figura parece sugerir que o grafico da fungao
seno pode ser obtido a partir do grafico da funcao cosseno por uma translacao
deste de 7 unidades de comprimento para a direita, ou, o que ¢ o mesmo, que
o grafico do cosseno pode ser obtido do grafico do seno por uma translagao
deste de 7 unidades de comprimento para a esquerda.

E claro que a translacao sugerida pela Figura [40 nao passa disso mesmo:
de uma sugestao. Portanto, a comparacao dos graficos sugere que

sen(:c + g) = cos(z). (12)

Mas, neste caso, é possivel obter uma demonstracao simples de que este
resultado é, de facto, vélido recorrendo ao circulo trigonométrico, como se
apresenta na Figura [41]

Analogamente, podemos basear-nos na mesma figura (forneca os detalhes
necessarios para este caso!) para concluir que

cos(:p + g) = —sen(x). (13)
Utilizando agora (@) conjuntamente com (I2]) podemos concluir que

sen(a: — g) = —sen(a: — g —i—7r> = —sen(:c + g) = —cos(z), (14)
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(cosa,sena)

Figura 41: O circulo trigonométrico com a demonstragao grafica de que
sen (:c + %) = cos(x) feita para um valor de x escolhido arbitrariamente
entre 0 e 7.

e, analogamente, de (1)) e (I3) obtém-se

T T T
cos(az - 5) =— cos(:v -5t 7r> = — cos(:v + 5) = —(—sen(x)) = sen(zx).
(15)
Ambas as expressoes (I4) e (I5) podem ser verificadas muito facilmente uti-
lizando o circulo trigonométrico, o que ¢ deixado como exercicio.
E usual abreviar as igualdades (I2) e ([Id)) escrevendo

T
sen (x + 5) = =+ cos(z),
e abreviar (I3)) e (I8) por
T
cos(az + 5) = Fsen(x),

onde, por convencao, nestas expressoes tomame-se os sinais de ambos os mem-
bros pela mesma ordem (ou ambos os sinais de cima, ou ambos os sinais de
baixo).

Podemos agora prosseguir na exploracao destas duas fungoes trigonométricas
utilizando as definigdes geométricas do seno e do cosseno dadas na De-
finicao Ml e o que até ao presente ja sabemos sobre estas fungoes.
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Por exemplo, recorrendo a construcao apresentada na Figura[42] obtemos
a demonstracao geométrica da expressao

sen(2a) = 2 cos(a) sen(a),

como se descreve de seguida:

i ,/ A
(
2c0 Xoé/‘ @
Qi
’ N
DEB C

Figura 42: Demonstragao geométrica da férmula sen(2a) = 2 cos(a) sen(a),
para um « arbitario em ]O, o) [ Veja a descricao da demonstragao no texto.

1. Comecemos por considerar o sistema de eixos XOY e o triangulo OAD,

retangulo em D, com hipotenusa OA de comprimento 1 e angulo em
O igual a 2a. Pela Definicdo [T tem-se* sen(2a) = AD.

2. Considere-se o arco de circunferéncia -, de raio 1, centrado em O (este
arco é parte do circulo trigonométrico). Seja C' a sua interse¢ao com
o eixo OX. Considere-se a corda AC' e seja B o seu ponto médio.
Por esta construcao conclui-se imediatamente que os angulos £ AOB
e £BOC sao ambos iguais a metade do angulo LAOD, ou seja, sao
ambos iguais a a.

3. Considerando o triangulo AOB, retangulo em B e a Definigao [}
conclui-se que AB = sen(«). Como AC = 2AB tem-se AC' = 2sen(w).

4. Considere-se agora o triangulo AC'D, retangulo em D. O angulo em A
¢ igual a o (porqu_é?). Ja concluimos nos pontos 1 e 3 anteriores que
AD = sen(2a) e AC = 2sen(a).

33Representaremos por XY o comprimento do segmento de reta com pontos extremos
XeY.
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5. Aplicando a Defini¢ao [[1 ao angulo a do triangulo AC'D tem-se, pelos
resultados anteriores,

_ AD  sen(2a) B
cos(a) = ¢ 2sen(a) < sen(2a) = 2sen(«) cos(a),

como pretendiamos provar.

Este tipo de argumentos geométricos permite obter muitas outras relagoes
entre as funcgoes trigonométricas seno e cosseno. Um outro exemplo, que é
naturalmente sugerido pelo caso que acabamos de considerar, é o de relacio-
nar os valores do seno e do cosseno de o + 3 com os valores dessas fungoes
calculadas em « e em [ (0 caso anterior era a situacao particular de § = «).

Na Figura [43] apresenta-se uma construcao geométrica que permite obter
as expressoes

sen(a + ) = sen(a) cos(B) + cos(a) sen(/3)

cos(a + B) = cos(a) cos(B) — sen(a) sen(f).

E deixado como exercicio a descricao detalhada dos passos da demonstracao
geométrica suportada pela Figura d3] analogamente ao que fizemos acima.

Na proposi¢gao seguinte reunimos um conjunto de féormulas envolvendo
as funcoes trigonométricas seno e cosseno, cuja demonstracao geométrica é
deixada ao cuidado do leitor.

Proposicao 5
Para quaisquer o, f € R, tem-se

(i) sen(a & 8) = sen(a) cos(B) = cos(a) sen(B);
(if) cos(a £ B) = cos(a) cos(8) F sen(a) sen(B);
(iii) sen(a) = sen(f) = 2sen (*22) cos (¢32);
(iv) cos(a) + cos(f) = 2cos (*32) cos (257);
(

v) cos(a) — cos() = —2sen (%) sen (2452).
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sen(a) sen(3)

cos(a) sen([3)

sen(a) cos(B)

cos(a) cos(p)

Figura 43: Demonstragao geométrica das férmulas sen(a + () =
sen(a) cos(3) + cos(a) sen(f) e cos(av + 5) = cos(a) cos(B) — sen(a) sen(/3)
para angulos « e (§ arbitrarios positivos tais que a+ [ € }0, o) [ A descrigao
detalhada da demonstracao é deixada como exercicio.

3.2.4 Outras fungoes trigonométricas

Nesta seccao relembraremos, de modo necessariamente breve, a definicao de
outras funcgoes trigonométricas que podem ser definidas a custa do seno e do
cosseno.

Definicao 12
Definem-se as sequintes funcoes trigonométricas nos dominios indicados:

Funcao tangente. Ea fungao tg : Dy — R, onde

_ sen(w) B ' m
tg(x)_cos(x)’ Dtg_{xER.xyéQ—l—lmr,keZ}
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Funcgao cotangente. Ea funcgao cotg : Deotg — R, onde
cos(z)
t = —= Deote = {r € R : km, k€ Z
cotg(x) sen(z)’ e = 12 x #km }
Funcao secante. Ea fungao sec : Dgee — R, onde

1
cos(x)’

sec(z) = Dsecz{a:ER:x;égijﬂ,keZ}

Funcao cossecante. F a func¢ao cosec : Deosee — R, onde

1

N Deosec = R: k 7k Z
sen(@)’ {reR:x#km kelZ}

cosec(x) =

A relagao destas fungdes com o circulo trigononométrico é apresentada
na Figura [44l

cosec(ar) | co l‘g(@)
o)
sen(a) ~
o
sec(a)

Figura 44: O circulo trigonométrico. Apresenta-se a relagdao entre o arco,
ou angulo, « (verde claro) e os valores de cos(a) (vermelho), sen(«) (azul
escuro), tg(a) (azul claro), cotg(a) (castanho), sec(«) (magenta) e cosec(«)
(verde escuro).

Todas as funcoes introduzidas na Definicao [12] sao periddicas. Deixamos
como exercicio a determinacao do seu periodo minimo. Os gréaficos dessas
fungoes sao apresentados na Figura [45l
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Figura 45: Graficos das funcgoes trigonométricas seno, cosseno, tangente,
cotangente, secante e cossecante, com a varidvel independente x entre —37“ e

3

2

Para o caso da fungao tangente o leitor poderd ainda explorar a aplicagao
interativa no endereco

http://www.univ-ab.pt/~fcosta/cadeiras/cqes/GrafSCT.html.

Finalmente, para terminar esta seccao, chamamos a atencao para o facto
de as relagoes anteriormente estudadas para as fungoes seno e cosseno (a
férmula fundamental ([7) e as relagoes apresentadas na Proposigao[bl) poderem
ser agora utilizadas, conjuntamente com a Definicao [I2, para se obter um
sem-numero de relacoes analogas envolvendo, para além do seno e do cosseno,
estas quatro novas fungoes trigonométricas. Nao é recomendavel que essas
inameras relacoes sejam memorizadas, sendo muito mais conveniente que
elas sejam deduzidas, com base em argumentos geométricos e/ou algébricos
a partir das defini¢oes e dos resultados estudados até este ponto. Algumas
destas relagoes serao objeto de exercicios, cuja resolucao deixamos ao cuidado
do leitor.
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3.3 Funcao exponencial

Antes de entrar no estudo propriamente dito da funcao exponencial, convém
comegar por recordar algumas propriedades e regras fundamentais da poten-
ciacao. Recorde-se que, dada uma poténcia a®, o elemento a designa-se por
base da poténcia e o x por expoente da poténcia.

Definicao 13
Dados a >0 en,m € {1,2,...} =N, tem-se

(i) a"=ax...xa, a =1;
————

n vezes

(i) an = /am.

Deste modo ficam definidas todas as poténcias a® para a > 0 e x €
Q* U {0}. Para valores de z € R™ \ QT, isto é, irracionais positivos, a
definicao de a” é baseada na prépria definicao de niimero irracional. Recorde-
se que todo o numero irracional é, por definicao, limite de uma sucessad®]
de ntmeros racionais. Assim, sendo 2z € Rt \ Q% e (z,,),eny uma sucessao de
nimeros racionais positivos convergente para z, isto é, x = lim,, z,,, entao, e
por definicao,

a® = lima™.
n

Independentemente do tipo de expoente, as propriedades seguintes sao
sempre validas.

Proposicao 6
Para quaisquer a,b > 0 e quaisquer x,y = 0, tem-se

(i) a*a¥ = a**Y;
(ii) a®b® = (ab)”;
(111) (a*)¥ = a"™¥;

Recordando que para qualquer a # 0 tem-se

34 Assumimos, neste ponto, que o leitor estd familiarizado com a nocdo intuitiva de
limite de uma sucessao, tal como ela é introduzida e discutida nos programas do Ensino
Secundario. O conceito de limite sera relembrado e introduzido rigorosamente mais adiante
neste capitulo.
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as definicoes anteriores naturalmente generalizam-se para a® com = < 0:

1
o =a Il = —. (16)

a|$|
Como consequéncia direta, as propriedades indicadas na Proposicao [0l sao
igualmente vélidas para z,y < 0, o que permite enunciar, mais geralmente,

o seguinte resultado:

Proposicao 7
Para quaisquer a,b > 0, tem-se

(Z) a®a¥ = a:ery;.
(i1) a®b® = (ab)”;
(117) (a*)¥ = a™.

Todas as definicoes e propriedades até aqui recordadas sao para poténcias
a” com base a positiva. No caso em que a base da poténcia é igual a 0, tem-se
ainda

0" =0,

mas apenas para valores x > 0 (se tentassemos definir 0* para x < 0 sob a
hipétese de que as igualdades anteriores, como a equagao ([I6]), serem ainda
validas, cairfamos em resultados sem sentido, como 0% = 0~1*l = ﬁ = %, em
que o ultimo simbolo traduz uma operagao sem sentido, ja que nao é possivel
efetuar a divisdo de nimeros reais por zero).

Podem também definir-se poténcias a® para valores de a negativos, mas
neste caso ha que ter alguns cuidados adicionais, para que nao “se caia” em
situacoes indefinidas:

e Para qualquer n € N e a < 0, tem-se
a® = (—|a])" = (=1)"[a]",

em que
(—1)" = 1, se n € N é par
| -1, sen €N éimpar

e Para expoentes do tipo &, n,m € N, poder-ser-ia pensar numa de-
m

finicdo semelhante, uma vez que |a|m estd perfeitamente definido. Con-
tudo, o mesmo pode nao acontecer com (—1)#. (Por exemplo, (—1)3
ou (—1)3 estao perfeitamente bem definidos, (—1)3 = ¢/—1 = —1 e

(=1)3 = ¢/(=1)2 = 1, mas 0 mesmo ndo acontece®d com /—1.)

35No ambito dos nimeros reais.
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Definicao 14
Considere-se a < 0.

(i) Sen € N € par, entdo para qualquer m € N tem-se

am = |a|m;

(i) Se n € N € impar, entao para qualquer m € N impar tem-se

n n
am = —|a,|m;
A . n ’ , . -
(i1i) A poténcia am s6 estd definida para n,m € N que verifiquem, ou as

condigdes indicadas em (i), ou as condigdes descritas em (ii).

Fixado a > 0, considere-se agora a fungao x — a*, definida em R e que
a cada xz € R associa o valor a®. Pelas consideracoes anteriores é claro que
a® > 0, para qualquer x € R, pelo que o contradominio desta funcao esta
contido em R™ (prova-se que é mesmo igual). Mais, é uma funcao injetiva:

am:ay<:>a—y:1<:>a‘”*y:1<:>:c—y:0. (17)
a

Em termos de monotonia, tem-se o seguinte resultado:

Proposicao 8

(i) Se a > 1, entdo a® < a¥, para quaisquer z,y € R tais que v < y e,
portanto, a funcao € estritamente crescente;

(i) Se a =1, entdo a func¢do é igual a fungdo constantemente igual a 1;

(11i) Se 0 < a <1, entao a® > a¥, para quaisquer z,y € R tais que x < y e,
portanto, a funcdao € estritamente decrescente.
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Como exemplo particular desta funcao, considere-se o caso em que a é
igual ao numero de N%r. Trata-se de um numero irracional notado por e,
e que sem grande rigoi™ é aproximadamente igual a

e = 2,718 281 828 459 045 235 360 287 471 352 662 497 757 247 . ..

(Obviamente que para se fazerem cédlculos com o e nao é necessario saber
estes algarismos todos de cor, bastando, na maior parte dos casos, ter a ideia
que o e tem um valor entre 2,71 e 2,72.)

Pela importancia que este nimero vai ter daqui para a frente (mesmo em
cursos mais avangados), a funcao = — e que a cada x € R associa a poténcia
e” tem uma designacao prépria: fun¢dao exponencial. Outras notagdes usuais
para esta funcao sao “exp”, ou “e’ 7, embora esta ultima seja de evitar
quando pretendermos distinguir claramente entre a funcao exponencial e o
nimero de Neper, visto que “e-” e “e” sao facilmente confundiveis.

A funcao exponencial tem o grafico apresentado na Figura 46l

Como ¢ evidente, este grafico nao abrange todo o dominio R da funcao
exponencial, mas nele sao no entanto claras algumas propriedades ja men-
cionadas, designadamente, sobre monotonia (a fun¢ao exponencial é estri-
tamente crescente, cf. Proposi¢ao [ (i) para a = e) e injetividade (cf. (I7),
também para a = e).

3.4 Funcao logaritmo

Pelo que se viu na seccao anterior, a funcao exponencial exp : R — R* é uma
funcao bijetiv e, portanto, tem funcao inversa. De acordo com o que vimos
na Secgao 2.4.3, seria natural denotar a funcao inversa da funcao exponencial
por exp~ ! mas, por motivos histdricos, tal nunca é feito e a funcao inversa da
fungao exponencial é chamada a funcao logaritmo (ou fungao logaritmo de
base e, ou funcao logaritmo neperiano). Frequentemente esta fun¢ao é notada
por “log” ou por “In”, mas neste curso iremos adotar apenas a notacao log.

36 A definicao rigorosa do nimero de Neper pode ser feita de diversos modos, mas todos
eles envolvem conhecimentos que vao para além do que é possivel tratar no presente texto,
ou por questoes técnicas, ou por falta de tempo. No Ensino Secundério é usual fornecer a
seguinte definicao de numero de Neper: e = lim (1 + %)n, mas a demonstracao de que o
limite no membro direito faz, de facto, sentido é algo delicada e nao é, normalmente, feita
nesse nivel de escolaridade.

37De facto, na seccdo anterior ndo chegdmos propriamente a provar que a funcio ex-
ponencial é bijetiva. No entanto, pelo que ja sabemos acerca da potenciacao e pelo que
vimos sobre o grafico de x — exp(x) é natural inferir a sua bijetividade e, para os presentes
efeitos, tal serd suficiente.
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Figura 46: Gréfico da funcao exponencial x — €® com x num intervalo [a, b]
coma < 0 <b.

Sendo, por definicao, a funcao logaritmo a fungao inversa da funcao ex-
ponencial tem-se (relembre a Seccao 2.4.3.)

log(e®) = z, para todo o z € R (18)

2@ = 2 para todo o z € RT. (19)

O grafico da funcao logaritmo, que apresentamos na Figura @7, pode ser
construido atendendo ao que sabemos sobre o grafico da funcao exponencial e
sobre a relagao entre o grafico de uma fungao bijetiva e o grafico da sua funcao
inversa (relembre as Figuras e o texto explicativo que as acompanha).
O (excerto do) grafico da funcao logaritmo apresentado, deixa antever algu-
mas propriedades desta funcao: crescente em todo o seu dominio R*, negativa
em |—o0, 1], positiva em |1, +o0[, log(1) = 0. Estas caracteristicas podem ser
efetivamente comprovadas por intermédio de (I8]) e (I9) e pelas propriedades
ja conhecidas da funcao exponencial. Assim:

1) Por
0 = log(e”) = log(1); (I8) (20)
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G(log)

Figura 47: Esboco dos gréficos das fungoes exponencial x +— e® (vermelho)
e logaritmo x — logz (azul). Apresenta-se também o grafico da fungao
identidade x +— I(z) = x (preto).
2) Dados 0 < x < y tem-se, por (I9) e pela Proposicao 8 (i) (para a = e),
r <y = 8@ < 8l 5 og () < log(y),
mostrando que a fungao logaritmo é crescente;
3) Em particular, resulta de 1) e 2),
r <1<=log(z) <log(l)=0
e, analogamente,

x> 1 <= log(x) > log(l) =0;

4) Pela monotonia da fungao logaritmo (provada em 3)), é claro que esta
funcao é injetiva. Alternativamente, esta propriedade pode também ser
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verificada pela injetividade da funcao exponencial (cf. (I7) para a = e):

log(z) = log(y) = x = l%8@ = elos®) —

Estas consideracoes mostram que as propriedades da funcgao logaritmo
resultam como uma consequéncia das propriedades da funcao exponencial,
via as relagoes ([I8]) e (I9]) entre as duas fungoes. Outras podem ser igualmente
deduzidas.

Proposicao 9
Dados x,y € RT, quaisquer, tem-se

(i) log(zy) = log(z) + log(y);
(ii) og (%) = log(x) — log(y);
(111) log(x¥) = ylog(z).

Com efeito, observe que pela Proposigao [ (i) (para a = e) e por ([I9)

tem-se
elog(z)+log(y) _ log(z) log(y) Ty = elog(ﬂcy)’

resultando da injetividade da func¢ao exponencial a propriedade (i). De modo
semelhante, resulta da Proposicao [T, (I6]) e de (19),

eflog(y) — (elog(y))_l — 1 = elog(%)’

Y

0 que, mais uma vez pela injetividade da funcao exponencial, conduz a

—log(y) = 1og(§)-

Por aplicagdo do resultado provado em (i) conclui-se, entao, que

log(x) — log(y) = log(z) + log G) = log (g) :

para quaisquer z,y € RT. Por tltimo, atendendo & alinea (iii) da Proposigao
[0 (para a = e), tem-se

elog(@¥) — .y — (elog(w))y — eylog(w)’

o que, novamente pela injetividade da fungao exponencial, permite deduzir

(iii).
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Como vimos, é possivel deduzir das propriedades da fungao exponencial
propriedades da funcgao logaritmo. O mesmo acontece em sentido inverso.
Por exemplo, utilizando a funcao logaritmo podemos agora provar a sobre-
jetividade da funcao exponencial. Recorde-se que ja tinhamos visto que o
contradominio da funcao exponencial esté contido em R*. Para verificar que
se tem mesmo a igualdade, hd entao que provar que, para cada y € RT,
existe um = € R tal que e* = y (cf. Definigdo [ de sobrejetividade). Ora
dado y € R*, qualquer, defina-se x = log(y). Por (I9), é claro que um tal z
verifica e* = y, o que prova a sobrejetividade da fungao exponencial.

Para terminar esta parte, vamos enunciar um 1ltimo resultado que, como
nele ¢é indicado, estabelece uma relacao, mais geral, entre a funcao logaritmo
e qualquer funcao do tipo

R>z+—a” €RT,
para a > 0 um valor dado, fixo.

Proposicao 10

Dado a > 0, tem-se
z _ _zlog(a)

para qualquer x € RT,
Atendendo a alinea (iii) da Proposigao [@ e a (I9), note que

log(a®) = zlog(a) = a® = '°8(@") = ¢rloe(@)

4 Limites e continuidade

O conceito de limite de uma funcao num ponto é um dos mais importantes
conceitos de toda a Andlise Matemédtica com amplas consequéncias no desen-
volvimento da teoria e nas suas aplicacoes. A nocao de limite e a intimamente
relacionada noc¢ao de continuidade ja deverao ser do conhecimento do leitor,
de estudos anteriores, pelo menos a um nivel intuitivo. Nesta seccao relem-
braremos primeiro a no¢ao intuitiva de limite e, motivados por alguns exem-
plos, enunciaremos a sua definicao rigorosa e referiremos algumas das suas
propriedades. Seguidamente faremos o mesmo para a nogao de continuidade
de uma funcdo num ponto e terminaremos enunciando, sem demonstracao,
alguns resultados importantes sobre funcoes continuas em intervalos da reta
real.
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4.1 Limites
4.1.1 Definicao e exemplos

A nocao intuitiva de limite de uma funcao f num ponto a é bastante natural:

Definicao Intuitiva 2
Dizemos que f tem limite igual a b no ponto a se, a medida que x se aprorima
de a, o valor de f(z) aprozima-se de b.

Para expressar o facto de que o limite de f no ponto a é igual a b usamos

qualquer uma das seguintes notagoes
limf =0, limf(x)=0, ou f(x) —0.
a Tr—a r—a

E claro que o conceito intuitivo de limite apresentado na Definicao 2]
se bem que muito 1util para ganhar sensibilidade para o que se pretende
estudar, é insuficiente para fundar uma teoria matematicamente aceitavel.
A fim de tornar rigoroso o conceito de limite ha que reformular um pouco
o que foi escrito acima, de modo a que o comportamento das fungoes que
queremos traduzir com os termos “a medida que x se aproxima de a” e “f(x)

aproxima-se de b” ganhem conteido matematico. Uma maneira alternativa,
matematicamente rigorosa, de dizer

“a medida que z se aproxima de a, o valor de f(x) aproxima-se

de v’
é dizer que

“podemos obter f(z) tao préximo de b quanto queiramos, desde
que tomemos z suficientemente proximo de a”

Esta tltima ideia estd expressa graficamente na Figura[d& f(z) estd nos
intervalos no eixo dos yy que contém o ponto b desde que os valores de x es-
tejam nos correspondentes intervalos no eixo dos xx que contém a e podemos
aproximarmo-nos tanto de b quanto queiramos, desde que escolhamos x tao
proximo de a quanto necessario. Como estar mais proximo de b significa que
a distancia a b é menor, do ponto de vista grafico tal corresponde a pontos no
eixo dos yy que estao em conjuntos sucessivamente mais pequenos contendo
b (na Figura A8 os pontos do subconjunto vermelho do eixo dos yy estao,
em geral, mais proximos de b do que os pontos do subconjunto azul, e os do
subconjunto verde ainda estao mais proximos de b do que os do subconjunto
vermelho). Para termos a garantia de termos valores de f(z) préximos de b
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Figura 48: Tlustracao gréfica da nocao intuitiva de limite f(x) — b.

Tr—a

é, neste caso, suficiente tomar valores de x apropriadamente proximos de a
(na Figura 48 tal corresponde a tomar valores de x nos subconjuntos do eixo
dos zx com a mesma cor do conjunto previamente escolhido no eixo dos yy).

Portanto, a versao alternativa da nocao intuitiva de limite apresentada
anteriormente parece mais adequada a um tratamento matematicamente ri-
goroso, tanto mais que a nocao de proximidade é traduzida facilmente utili-
zando a nocao de distancia e, consequentemente, a funcao médulo, como se
viu na Secgao 3.1.

Ou seja, como a distancia entre f(x) e b é igual ao valor de |f(z) — b
e a distancia entre x e a é igual a |r — a|, dizer que “podemos obter f(x)
tao préximo de b quanto queiramos desde que tomemos x suficientemente
préximo de a” significa que “podemos obter |f(x) — b| tdo pequeno quanto
queiramos desde que tomemos |z — a| suficientemente pequeno”, ou seja
que “qualquer que sej o valor (suficientemente pequeno) da distanci
§ > 0 existird umal (outra) distancia € > 0 de tal modo que podemos obter

38E comum utilizar o simbolo V como abreviatura de “qualquer que seja” ou de “para
todo”. O simbolo V chama-se o quantificador universal.

39Nada implica que o valor tenha de ser pequeno e tal ndo é normalmente expresso
no enunciado, mas a ideia é que o que se podera passar de interessante diz respeito a
distancias § pequenas.

40Utiliza-se normalmente o simbolo 3 como abreviatura de “existe um” ou “existe pelo
menos um”. O simbolo 3 chama-se quantificador existéncial.
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|f(x) — bl < § desde que tomemos |xr — a| < £.” Esta é a defini¢ao rigorosa
de limite de uma funcao f num ponto a que pretendiamos introduzir e que,
para referéncia futura, voltamos a enunciar:

Definicao 15
Seja f: Dy — R e seja a um ponto de acumulagd de Dy. Diz-se que o li-
mite de f em a € igual a b, e escreve-selim f = b, lim f(x) =0, ou f(x) — b,
a T—a T—a
se:
V6 >0,3e>0:|x—a| <e=|f(z) =0 <.

E claro que a distancia ¢ sobre o eixo dos xx depende da distancia § que
foi escolhida sobre o eixo dos yy e para investigarmos, usando a definicao, se
uma dada funcao f tem limite em a teremos de tentar provar a afirmacgao
matematica que esta escrita na Definicao [I5] ou seja,

“se for dado um ¢ positivo arbitrario, teremos de ser capazes de
encontrar um ¢ positivo de tal modo que quando tomarmos z
satisfazendo |x — a| < € temos a garantia que |f(x) — b| < 0.”

Vejamos, para exemplificar, a aplicacao desta defini¢ao a algumas fungoes
muito simples.

Exemplo 37

Considere-se a funcao f : R — R definida por x — 2z (cf. exemplos[] e
[8). Fizemos um ponto x = a arbitrdrio e tentemos provar, aplicando a De-
finicao [1H, que esta fungdo tem limite nesse ponto. Repare que, para aplicar
a Definicao 13, necessitamos de ter um candidato para b. Por inspe¢ao do
grafico de [ apresentado na Figura [ € natural considerar b = f(a) = 2a
atendendo a que, visualmente, parece natural esperar, neste caso, que a me-
dida que x se aproxima de um qualquer valor a o correspondente valor de
f(x) se vd aprorimando do valor de f(a). Tentemos, entdo, provar a im-
plicagcao na Defini¢ao[Id com b = f(a) = 2a. Relembramos o que had a fazer:
sendo dado um 6 > 0 qualquer, teremos de tentar encontrar um € > 0 de
modo que, se tomarmos |x — a| < €, teremos, de certeza, |f(x) —b] < 6.
Seja, entdo, 6 > 0 um qualquer nimero positivo. Pela expressao da func¢ao f
tem-se | f(x) —b| = |f(x) — f(a)| = |20 — 2a| = 2|x — a|. Agora, por hipdtese,

4 Diz-se que um ponto a é ponto de acumulacao de um conjunto A se existir uma sucessao
(x,) de pontos de A (distintos de a) tal que lim x,, = a. Note-se que, neste ponto, estamos
a utilizar a nocao intuitiva de limite de uma sucessao que deve ser conhecida dos estudos
Secundarios. Isto motiva a designagdo escolhida: a é ponto de acumulacao de A se existir
uma parte de A que se “acumula” em torno de a (em particular podemos tomar para A o
conjunto dos pontos da sucessao (x,)).
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temos |f(x) —b| < & e queremos ver se consequimos determinar algum € com
a propriedade indicada acima. Mas, pelos cdlculos efetuados, sabemos que se
|f(x) — b <& entdo também 2|z — a| < &, ou seja, |x —a| < §. Mas entdo
basta tomar € = g para garantir que, se tivermos |r — a| < €, entao também
teremos também | f(x) — f(a)| < 9, pois

7)== 17(@) ~ f(@)] = |22 — 2] = 2o —a] < 22 = 2] =5

Para fizar ideias, repare no que a relagao encontrada entre § e € significa

em casos concretos. Consideremos, por exemplo, a = 3: para garantirmos

que temos pontos no eizo dos yy que tém uma distancia ao ponto 6 = f(3)
1

inferior a, por exemplo, 75 teremos de tomar, no eizo dos xx pontos que

tém uma distancia inferior a % do ponto 3, e para que a distancia a 6 seja

inferior a Wlo teremos de tomar pontos no eizo dos xx que distam menos de
1

505 Unidades de comprimento do ponto 3. ou seja, a medida que a distancia
de x a 3 € menor, a distincia de f(x) a 6 também vai sendo cada vez mais
pequena.

O que fizemos demonstra que, de facto, o limite da funcdo f : x +— 2x em
x = a existe e é mesmo igual a f(a) = 2a, como tinhamos intuido a partir

do gradfico. |

Exemplo 38
Consideremos agora a funcao g : x — x* que jd estuddmos no Exemplo [3.
Seja x = a um qualquer ponto do seu dominio R. Pretendemos investigar
se g tem limite no ponto a. De modo andlogo ao caso anterior, teremos,
para tal, de possuir um candidato ao valor limite b. Novamente por inspe¢ao
do grdfico desta funcgao, apresentado na Figura [3, podemos conjeturar que
b = g(a) = a®. Vejamos, entdo, se consequimos provar que este é, de facto,
o limite de g em a.

Segquiremos 0s mesmos passos do exemplo anterior. Comecemos por ten-
tar relacionar as quantidades |g(z) — b| e |z — a|. Observe-se primeiro que

2 2 |

l9(z) = bl = [g(z) = g(a)| = |2" = a”| = |(z + a)(z = a)| = [z + a] - |z — a].

Agora suponhamos que |x — a| < . Pela desigualdade do Coroldrio [ temos
|z| —|a| < |z —a| < e e portanto |z| < |a| + €. Por esta desigualdade e pela
desigualdade triangular (Proposi¢ao[3), temos |z + a| < |z| + |a| < 2|a| + €.
Agora retomemos a expressio para a quantidade |g(x) — b| e utilizemos as
estimativas que acabdmos de obter. Concluimos que

lg(x) —b] = |x +al - |z — a| < (2]a| + &)e.
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{y |y —2a] < 6}

]

{z:]z—a|<e=1}

Figura 49: O grafico da fungao f : x +— 2z (a vermelho) e os conjuntos
considerados na demonstracao de que lim f = 2a (a azul).

Se tomarmos o membro direito desta desigualdade menor que um o serd que
consequimos determir um € apropriado? Vejamos: se tivermos

(2lal +e)e < §
podemos escrever esta desigualdade como
g2 +2lale =4 <0, (21)

que € uma inequacao de seqgundo grau para a incognita . Usando a formula
resolvente para as equacoes de sequndo grau e atendendo a que, neste caso,
estamos interessados em wvalores de € positivos para oS quais o polindomio
quadrdtico (em €) no membro esquerdo de (21]) é negativo, concluimos que a
desigualdade € satisfeita desde que escolhamos e > 0 satz’sfazend

e <+/l|a]2+ 6% —|a.

Resumindo: dado um qualquer § > 0, garantimos que |g(z) — a®| < § desde
que tomemos |x — a| < € com ¢ < y/|a|?>+ % — |a|. Ezemplificando: se

42Forneca os célculos que permitem chegar a esta conclusao!!
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{y:ly—a?l <}

{z ]z —a|] <e<y/]a|>+ % — |a|}

Figura 50: O gréfico da fungao g : # — 2% (a vermelho) e os conjuntos
considerados na demonstracao de lim g = a® (a azul).

considerarmos o ponto a = 3, garantimos que a distancia de pontos no eiro

dos yy ao ponto g(3) =9 € inferior a % sempre que tomemos pontos no eiro

dos xx cuja distancia a 3 seja inferior a € = 4/9 + (1—10)2 — 3~ 0,0016662...,

L
100~

. A o : / 2
pontos no eixo dos xx cuja distancia a 3 seja inferior a € = /9 + (ﬁ) -3~

0,000016667..., ou seja, a medida que a distancia de x a 3 é reduzida, a
distancia de g(z) a 3* torna-se também cada vez menor.

Portanto, o que fizemos permite concluir que g(x) = x°® tem limite em
x = a e que esse limite € iqual a a®. ]

e se pretendermos que a distancia a 9 seja inferior a teremos de tomar

Exemplo 39

Considere a fungao mddulo f : R — R definida na Secgao 3.1 por f(x) = |x|.
Seja x = a um qualquer ponto do seu dominio R. Pretendemos investigar
se f tem limite no ponto a. Tal como nos casos anteriores, teremos, para
tal, de possuir um candidato ao valor limite b. Novamente por inspecao
do grdfico desta funcao, apresentado na Figura[28, podemos conjeturar que
b= f(a) = |a|. Vejamos, entdo, se consequimos provar que este é, de facto,
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o limite de f em a. Para tal necessitamos de verificar se a afirmacao
V0 >0,3e>0:|z—a| <e=|f(x)— fla)| <

¢ verdadeira. Recorrendo ao Coroldriolll, conclui-se imediatamente que | f(x)—
fla)| = ’|x| — |a|’ < |z —al|. Mas esta desigualdade permite-nos afirmar que,
sendo dado um & > 0 arbitrdrio, basta escolher € = & para garantir que, se
|x —a| <e, entio |f(x) — f(a)| < |z —a|] <e=94, o que prova o pretendido.
Isto mostra que a fung¢do modulo tem limite em qualquer ponto a do seu
dominio e que o valor desse limite é igual a |a|, o que, alids, jd poderiamos
ter intuido a partir do seu grdfico (Figura[28). [

Exemplo 40

Neste exemplo pretendemos mostrar que as fungoes trigonométricas seno e
cosseno, definidas e estudadas, respetivamente, nas Seccoes 3.2.1 e 3.2.2,
tém limite em qualquer ponto a € R tendo-se

lim sen(z) = sen(a), lim cos(x) = cos(a).
T—a z—a

Estudaremos apenas o caso da fun¢ao seno, deizando como exercicio o es-
tudo, inteiramente andlogo, da func¢ao cosseno.

Considere, entao, a fungao seno sen : R — R. Seja a um qualquer ponto
de R. Tal como nos casos anteriores, para consequir utilizar a Defini¢cao
para efetuar o estudo da existéncia de limite da fung¢do seno em a teremos de
possuir um candidato ao valor limite b. Mais uma vez, por inspe¢ao do grafico
desta fun¢ao, apresentado na Figural38, podemos conjeturar que b = sen(a).

Comecemos por estudar o que se passa no ponto a = 0. Precisamos de
investigar a veracidade da afirmagao

Vo> 0,3 > 0: |z — 0] < e = |sen(z) —sen(0)| < 0.

Seja, entdo, § > 0 um numero real qualquer. Note-se que, como sen(0) = 0,
podemos escrever | sen(x) —sen(0)| = |sen(x)|. Pretendemos ver se é verdade
que esta quantidade pode ser feita tao pequena quanto queiramos (isto €, < §),
desde que tomemos |x — 0| = |x| apropriadamente pequeno (isto é, < €, para
um € a ser apropriadamente escolhido). Mas isto € imediato por inspe¢ao
do circulo trigonométrico: se atentarmos nas Figura ou [37 concluimos
imediatamentd que |sen(z)| < |x|. Portanto, tem-se

|sen(z) —sen(0)| = |sen(z)| < |z| = |x — 0],

43Basta reparar que, nas Figuras 36 ou 37, o angulo x (que nas figuras é notado por «)
tem o valor do comprimento do arco de circunferéncia a verde e a quantidade sen(z) tem
o valor do comprimento do segmento de reta a azul; e o primeiro é sempre maior que o
segundo, para todos os valores de x, exceto quando x = 0, caso em que sao iguais.
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e para garantir que, quando |x — 0| < e, tem-se | sen(x) — sen(0)| < 6, basta
escolher € = 9. Isto prova que a fungao seno tem limite no ponto a = 0 e
que esse limite € igual a 0.

Para concluir que a fungao seno tem limite em qualquer outro ponto a # 0
teremos de, novamente, comecar por encontrar um candidato ao valor do
limite, b. Tal como anteriormente, é natural tomar b = sen(a). Para provar-
mos que o limite existe e € mesmo igual a este valor, teremos de mostrar que,
a medida que = se aproxima de a, os valores de sen(x) vdo-se aproximando
de sen(a), ou seja, teremos de provar que

V9 >0,3¢>0: |z —a| <e=|sen(x) —sen(a)| <.
Para tal utilizaremos os sequintes trés ingredientes:

a) a alinea (i) da Proposicdold, que nos permite transformar a quantidade
|sen(z) — sen(a)| numa expressio mais simples envolvendo o produto
de um Seno por um cosseno;

b) o facto do contradominio da fungdao cosseno ser o conjunto [—1,1], que nos
permitird lidar com o termo envolvendo a fun¢do cosseno na erpressao
resultante da alinea anterior;

¢) a desigualdade, jd usada acima, entre o mddulo do seno de um angulo
e 0o modulo do correspondente angulo, que mos permitird finalmente
relacionar os valores de | sen(z) — sen(a)| e de |x — al.

Vejamos, entao:
Pela alinea (iii) da Proposi¢ao [d tem-se

QSeH(x_a)cos(x+a)

2 2
T —a T+ a

sen( 5 )‘~cos( 2 )

onde a sequnda igualdade resulta da aplicagao da Proposi¢aol4. Agora, o facto
do contradominio da func¢do cosseno ser o conjunto [—1,1] permite escrever

Cos (x+a)' <1
2

sen )
2

|sen(z) —sen(a)| =

= 2

Y

e, portanto,

| sen(x) — sen(a)| < 2
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Utilizando a desigualdade referida na alinea c) acima e ja considerada no
estudo da existéncia de limite em a = 0, podemos escrever

r—a r—a 1
sen 5 < 5 :§|x—a|.

Com isto obtém-se, por fim,

1
| sen(z) — sen(a)| < 25‘1’ —a| =z —a,
o que, ao escolhermos € = 0, permite imediatamente concluir que sempre que
|r —a| < e, teremos também |sen(x) — sen(a)| < |z —al < € =9, como
pretendiamos. Isto conclui a demonstracdo de que a funcao seno tem limite
em qualquer ponto a do seu dominio e que o valor desse limite € igual a

sen(a).

Deiza-se como exercicio a utilizacao dos mesmos argumentos para a de-
monstracao do resultado andlogo para a fun¢ao cosseno. [
Exemplo 41

As fungoes exponencial e logaritmo, definidas e estudadas nas Secgoes 3.3 e
3.4, respetivamente, tém limite em qualquer ponto a de R, ou de R, respe-
tivamente e verifica-se

}:IE}I e’ = e, }:IE}I log(x) = log(a).
Neste ponto do nosso estudo nao podemos provar este resultado rigorosa-
mente recorrendo a Defini¢cao [1 porque o modo como definimos as funcoes
em causa nao foi inteiramente rigoroso. A exploracdo rigorosa das proprie-
dades das fungoes exponencial e logaritmo exige que se defina com bastante
rigor o numero de Neper, e, o que nao foi feito nem hd possibilidade de o
fazer nesta fase do nosso estudo, como se referiu na nota de pé-de-pdgina
da pagina[76. A unica coisa que podemos afirmar, nesta altura, € que o re-
sultado parece ser natural atendendo aos grdficos das funcoes exponencial e
logaritmo apresentados na Figura[{7 e a no¢ao intuitiva de limite enunciada
na Defini¢cao Intuitiva 2. |

Nos exemplos anteriores consideramos casos em que a era um ponto (ar-
bitrario) do dominio e as fun¢oes em causa tinham limite nesse ponto. E
claro que nem sempre tal ocorre. Consideremos o seguinte exemplo.
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y:ly—1<d}

{z:]z—-0|<¢e}

Figura 51: Grafico da fun¢ao de Heaviside (a vermelho) e os conjuntos con-
siderados no exemplo (a azul).

Exemplo 42
Considere-se a fun¢ido H : R — R definida por

Hiz) = 1, sex >0,
B 0, sex <.

Esta fungao é conhecida por funcao de Heaviside. Considere-se o ponto a =
0 e vejamos se existe limite de H nesse ponto. Para percebermos melhor
a situagao convém ter presente o grdfico de H apresentado na Figura [21.
O problema comega por tentar identificar um niumero b que possa ser um
candidato natural para o valor do limite de H em 0 (se este limite existir).
Uma possibilidade € voltarmos a usar o valor da func¢do em estudo no ponto
onde queremos estudar o limite, ou seja, neste caso, b = H(0) = 1.

Observe-se o grafico de H. Repare-se que, fitando uma qualquer distancia
0 < 1, e qualquer que seja o € que escolhamos, o facto de um ponto do eixo dos
xx estar a uma distancia de O inferior a € nao forca a que o correspondente
ponto H(x) no eizo dos yy esteja a uma distancia de b =1 inferior a 6. De
facto, os pontos x < 0 tém por imagem H(x) = 0, os quais estGo a uma
distancia de b = 1 igual a 1, a qual € maior que o 9 inicialmente escolhido.
Ou seja, acabdmos de verificar que

“existe pelo menos um & > 0 tal que, para qualquer € > 0 que
escolhamos, existem ter pontos que satisfazem |x — 0| < € e para
0s quais tem-se |H(x) — 1| = 0.”
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Esta afirmacdo € a exata negacao da Defini¢cao de limite e, portanto,
podemos concluir daqui que, no ponto x = 0, a fun¢ao de Heaviside H nao
pode ter limite igual a 1. Portanto, este valor b = 1, que era um candidato
natural ao limite, nao €, de facto, o limite de H em 0.

Serd que um outro wvalor de b funciona? Nao € dificil perceber que o
argumento acima pode ser repetido quase ipsis verbis para qualquer outro
valor de b que se assuma como possivel candidato para o valor do limite
(fornega os detalhes!!) e que, portanto, podemos concluir que a fungdo de
Heaviside H nao tem limite no ponto 0. [ |

4.1.2 Alguns resultados fundamentais

Como tivemos oportunidade de observar nos exemplos anteriores, a inves-
tigacao da existéncia, ou nao, de limite de uma funcao num ponto pode ser
um processo moroso e relativamente delicado. Felizmente existem alguns
resultados gerais que sao muitas vezes 1teis e que permitem, a partir de co-
nhecimento da existéncia de limite de certas funcoes, tirar conclusoes sobre
a existéncia de limite de outras funcoes construidas a custa das primeiras.
Alguns resultados deste tipo serdao apresentados, sem demonstragao, nas pro-
posicoes seguintes.

Proposicao 11

1. As fungoes constantes C. : R — R definidas por C.(x) = ¢, onde ¢ €
um numero real fizo, tém limite em qualquer ponto a € R e verifica-se
IimC, =c.

2. A fungao identidade I : R — R definida por 1(x) = z, para todo o
x € R, tem limite em qualquer ponto a € R e verifica-se lim I = a.

A demonstracdo desta proposicao é muito simples e é deixada como
exercicio.

Proposicao 12
Sejam [ e g duas fungoes reais de varidvel real e suponha-se que existem os
limites lim f e limg. FEntao:

1. Existe limite em a da fungdo f+g e tem-selim(f + ¢g) = lim f + lim g;

2. Eiste limite em a da funcdo f—g e tem-selim(f — ¢g) = lim f — lim g,

3. Euxiste limite em a da fungao f-g e tem-selim(f - g) = (lim f) - (lim g);
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4. Selimg # 0, entdao existe limite em a da funcdo £ e tem-se lim <£) =

lim, f
limg g °

E interessante observar que, usando estas duas proposicoes, os resulta-
dos dos Exemplos B7 e B8 obtém-se de modo quase imediato, como se pode
verificar no exemplo seguinte.

Exemplo 43

1. A fungao f considerada no Exemplo[37 tem limite em qualquer ponto a
de R e o valor do limite de f nesse ponto € 2a. De facto, basta observar
que f = Cy - I, ter presente a Proposicao [I1, e aplicar a alinea 3 da
Proposi¢ao [12 para obter o resultado.

2. A funcao g considerada no Exemplo tem limite em qualquer ponto
a de R e o valor do limite de g nesse ponto é a®: basta observar que
g=1-1, ter presente a alinea 2 da Proposicaolll], e aplicar a alinea 3
da Proposicao 12 para obter o resultado. |

E evidente que, como acabamos de verificar no Exemplo 43], a utilizacao
das Proposicoes [T1] e [[2] resultam numa enorme simplificacdo dos argumen-
tos que permitem demonstrar a existéncia de limite. Convém, no entanto,
observar que as dificuldades nao foram totalmente evitadas: apenas foram
remetidas para as demonstragoes destas duas proposig()e (as quais, como ja
referimos, nao serao feitas neste texto). A vantagem de se considerarem estas
proposicoes gerais estd em que, tendo sido demonstradas uma vez, podem
ser aplicadas a inimeros casos distintos, o que, para além do mais, constitui
uma notavel economia de esforgos!

Das consideragoes apresentadas na Seccao 2.3.1 sobre a construcao das
fungoes polinomiais é imediato concluir que os argumentos utilizados nos
Exemplos @3l podem, mais geralmente, ser aplicados a qualquer fungao polino-
mial por utilizacao sucessiva das ProposicoesITle[I2l Assim, qualquer funcao
polinomial x — P, (x) tem limite em qualquer ponto a de R e que esse limite
é igual ao valor do polinémio no ponto a, ou seja, liin P,(x) = P,(a). Resul-

x a

tado andlogo ocorre com fungoes racionais 5—", desde que lim @,,(x) # 0.
m r—a

Um outro resultado muito 1util para o estudo dos limites é a seguinte
proposicao que apresentamos, também, sem demonstragao.

4 Como se costuma dizer: “ndo hé almocos gratis...”
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Proposicao 13

Sejam f, g, h trés fungoes reais de variavel real e suponha-se que existe um
conjunto nao vazio A C R para o qual f(z) < g(z) < h(z) quando z € A.
Seja a um ponto de acumulagcdo de A e suponha-se que se sabe que os limites
lignf e lignh existem. FEntao, o limite li;ng também existe e verifica-se

lim f < hm g < hmh

(Por motivos dbvios, este resultado designa-se, vulgarmente, por principio do
encaixe ).

O principio do encaixe é de grande utilidade para o estudo de limites
de funcoes se, naturalmente, conseguirmos “encaixar” a funcao em estudo, g,
por duas outras funcoes apropriadas, f e h, cujo comportamento é conhecido.
Vejamos um exemplo disto.

Exemplo 44

Considere-se a fungdo 6 : R\{0} — R definida por 0(x) = SeI;(m). Pretendemos
ver se existe limite desta funcdo no ponto a = 0. Observe-se que 0 ndo é um
ponto do dominio de 0 mas é um ponto de acumulagdo de R\ {0}, pelo que a
investigacao da existéncia, ou nao, de limite de 6 nesse ponto faz sentido. O
facto de 0 nao ser um ponto do dominio de 6 implica logo que o candidato b ao
valor do limite em 0 nao podera ser o valor de 0 nesse ponto, uma vez que tal
coisa nao existe, porque 6 nao estd ai definida. Umas quantas experiéncias
numéricas permitem-nos conjetumr qual deverd ser o walor do limite: to-
mando sucessivamente r = 1, - TG 1307 10100, ..., obtemos os sequintes valored
da fungao 0 nestes pontos, 0(x) = 0,84147, 0,99833, 0,99998, 0,99999, .. ..
Portanto é natural conjeturar que o valor do limite em causa sera b = 1.
Se tentarmos utilizar diretamente a Definicao [I3 para provar que o valor do
limite €, de facto, igual a 1, deparamos imediatamente com um problema de
resolugcao impossivel nesta fase do estudo: nao € claro como poderemos rela-

sen(z)

cionar a quantidade ) — 1‘ com |z — 0| de modo a conseguirmos, & custa

do & > 0 arbitrdrio, determinar o € > 0 apropriado, tal como fizemos nos

Ezxemplos [37H40

Portanto, uma estratégia diferente terd de ser sequida para mostrarmos
sen(m)

que —) 1.

C’omo a deﬁmgao da fung¢dao seno foi feita com base no circulo trigo-
nométrico, faz sentido voltarmos a explorar esta construcao de modo a ten-
tarmos obter alguma informacao adicional que se revele adequada aos nossos
Propositos.

45Truncados na quinta casa decimal.
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Atente-se, novamente, no diagrama do circulo trigonométrico apresentado
na Figura[52. E imediato concluir que se tem, para valores de x suficiente-
mente prdm’mo de 0, o sequinte

sen(z) < = < tg(x). (22)

sen(x)

Figura 52: O circulo trigonométrico e a evidéncia geométrica das desigual-
dades sen(z) < = < tg(r).

Assuma-se, agor, x > 0. Usando am’meim desigualdade de (22),

sen(z) < x e dividindo ambos os membro &8 por x tem-se imediatamente

sen(@) < 1. Por outro lado, relembrando que tg(z) = %, a sequnda desi-
gualdade de (23) pode ser escrita na formd*

sen(x sen(x

r<tg(r) <= x< (z) <= cos(z) < (z)

cos(z) x

Portanto, podemos escrever
cos(z) < sen(z) < 1.
x

46Estando nés interessados no limite em 0 apenas serd relevante o que se passa para
valores de = para os quais |« — 0| seja apropriadamente pequeno.

4"Deixa-se como exercicio o caso em que z < 0.

48Relembre que dividindo ambos os membros de uma desigualdade por um niimero
positivo nao altera o sentido da desigualdade.

49Para obter a segunda equivaléncia multiplicamos ambos os membros da desigualdade
no membro esquerdo dessa equivaléncia por %(z), que é uma quantidade positiva quando
x > 0, pelo que o sentido da desigualdade permanece inalterado.
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Agora repare-se que as fungoes x +— cos(z) e x — 1 tém ambas limite no
ponto 0 e que esse limite € igual a 1 em ambos os casos (reveja o Exemplo[{0
e a alinea 1 da Proposi¢aolldl). Portanto, pelo principio do encaize, a fung¢ao
0 definida acima tem limite no ponto 0 e esse limite é também igual a 1, isto

7

‘ sen(x)

lim

z—0 x

=1.

Este € um resultado com alguma tmportancia em Andlise Matemdtica, cons-
tituindo parte dos chamados limites notaveis. |

Um 1ltimo resultado muito util diz respeito ao limites de funcoes que sao
obtidas pela composicao de fungoes dadas. Também neste caso, de grande
importancia tedrica e pratica, a demonstragao do resultado enunciado nao
serd feita neste curso.

Proposicao 14
Sejam f e g duas funcgoes reais de varidvel real e suponha-se que a fun¢ao
composta g o [ estd bem definida:

gof
Suponhamos que o limite hm f existe e € igual a b e que o limite hmg também

existe e € igual a c. Entao o limite da funcao composta hm(g o f) eziste e €

wgual a c.

Observe-se que este resultado é extremamente natural face a definicao
intuitiva de limite exposta na Definicao IntuitivaZl se, quando x se aproxima
de a o valor de f(x) se aproxima de b e se, quando y se aproxima de b o valor
de g(y) se aproxima de ¢ entdo, quando = se aproxima de a, o valor de
(go f)(z) = g(f(x)) deverd aproximar-se de c.

Exemplo 45

. ~ . . ~ _ sen(z?)
Considere-se a fungdao F : R\{O}A - R deﬁnszCL pela expressao F(r) = =,
Pretendemos investigar a existéncia, ou nao, de limite de F' no ponto 0.
Comece-se por notar que 0 nao é um ponto do dominio de F'. Observe-
se também que F tem uma expressio muito parecida (mas nao igual!) a
expressao da funcdo 0 do Exemplo[{4. A ideia € fazer uso desta ultima ob-
servacao e tentar transformar o presente caso no caso estudado nesse exem-
plo. Comece-se por observar que, como x # 0 podemos escrever

sen(z?) sen(z?)

F(z) = —z- . (23)

T 2
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~ 2 . ~
Agora note-se que a fun¢ao r — Senm# pode ser vista como a funcdo com-

posta x +— (0 o g)(x), onde O e g sdo as funcgies definidas no Exemplo
e [38, respetivamente. Pelo Exemplo sabemos que a funcao g tem limite
em 0 e que esse limite vale b = 0. Pelo Exemplo também sabemos que
a fungdo y — O(y) tem limite em b e que esse limite € igual a ¢ = 1. Por-
tanto, aplicando a Proposicao concluimos que a fun¢ao x — %212) tem
limite em 0 e que esse limite € igual a 1. Para terminarmos o exemplo basta
agora reparar que a expressao (23) afirma que F é a multiplica¢ao da fungdo
identidade com a fung¢ao x Senm(—f?) que acabdmos de analisar. Como, no
ponto 0, a primeira tem limite igual a O (pela alinea 2 da Proposicao [11]) e
a sequnda tem limite igual a 1 (pelo que fizemos acima), pode-se aplicar a
alinea 3 da Proposicao [12 para concluir que se tem

sen(z?) C01-0

lim F' = lim
0 z—0 X

4.1.3 Limites no infinito

Para terminar esta seccao sobre limites necessitamos de considerar o que
acontece quando a varidvel independente de uma fungdo x +— f(z), em vez
de se aproximar de um determinado valor a, aumenta sempre para valores
cada vez maiores positivos, ou diminui sempre para valores negativos com
modulo cada vez maior. Dito de outro modo, a distancia de x ao ponto 0
aumenta sempre, quer com x positivo, quer com x negativo. Uma notacao
que ¢é usual utilizar nestes casos consiste em escrever z — +00 quando con-
sideramos valores positivos de x cuja distancia a origem é cada vez maior
e ilimitada, e * — —o0 quando consideramos valores negativos de x cuja
distancia a origem é cada vez maior e ilimitada. Limites de funcoes = — f(x)
quando x — +o00 ou quando x — —oo designam-se por limites no infinito
e fornecem informacao sobre o comportamento assimtotico de f, ou seja, so-
bre o comportamento de f, nao em torno de um determinado ponto, mas
quando x ¢ muito grande em moédulo, ou, de um modo nao muito rigoroso
mas sugestivo, sobre o comportamento do f no infinito.

Para expressar de um modo matematicamente rigoroso a ideia de “z a
aproximar-se de infinito”, traduzida na sugestiva notacao r — +oo, teremos
de mudar um pouco aquilo que fizemos até aqui para expressar a proximidade
de z de um ntmero real a. Nesse caso utilizdmos a quantidade |z — al, que
indica a distancia de = a a, para termos uma medida dessa proximidade.
Agora nao podemos fazer o mesmo, ja que nao faz qualquer sentido escrever
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|x — oo| porque “c0” nao é um numero real e, portanto, nao estd no dominio
da fun¢ao médulo |- |. A ideia que funciona neste caso é exatamente aquela
por onde comecamos esta parte: o simbolo “xr — 4+00” pretende apenas ser
uma abreviatura para a frase “valores positivos de x cuja distancia a origem
é cada vez maior e ilimitada”. Isto traduz-se muito facilmente utilizando a
funcdo médulo, uma vez que a distancia de um ponto z a 0 é dada por |x—0|,
ou seja, por |z|, e dizer que “a distancia de x a 0 vai aumentando” significard
que, qualquer que seja a constante L > 0 (tdo grande quanto queiramos) os
valores de = que se consideram ainda estao para além de L, ou seja, |z| > L.

Portanto, definimos o limite de uma funcao f no infinito do seguinte
modo.

Definicao 16
Dizemos que a funcao x — f(x) tem limite igual a b quando r — +oo, €
escrevemos limf =0, lirf f(z) =0, ou f(x) 2 b, se

00 T—+00 T—s~400

Vo >0,3L>0:2> L= |f(x) — bl <.

Analogamente, dizemos que a fun¢io x — f(x) tem limite igual a b quando
r — —00, e escrevemos lim f =0, lim f(x) =0, ou f(x) — b, se a se-
—o0 T——00 T——00

guinte afirmacao é verdadeira,
V6 >0,3L>0:2 < —L=|f(x)—0b] <.

Tal como se pode inferir da discussao anterior, a definicao de limite no
infinito é em tudo analoga a defini¢ao de limite num ponto a € R substituindo
a medida de proximidade de = a a (dada por |z — a| < ¢) pela medida de
“proximidade de x a +00” (dada por z > L), ou pela medida de “proximidade
de z a —o0” (dada por z < —L).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 46

Considere-se a fun¢io G : RT — R definida pela expressio G(z) = % Pre-
tendemos investigar se esta fungao tem limite quando x — +o00. Note-se que
umas poucas experiéncias numeéricas deverao tornar claro que um candidato
natural ao valor b do limite (se este ezistir...) deverd ser b= 0: de facto, se
constderarmos sucessivamente os valores de x = 1,10, 100, 1000, ... temos os
correspondentes valores de G(x) = 1,1071,1072,1073,.... Estes valores de
G(z) estdo cada vez mais prozimos de 0 a medida que x estd cada vez mais

longe da origem (ou seja, num certo sentido, 4 medida que x se “aproxima
de infinito”).
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Vejamos, utilizando a Defini¢ao [16, se este candidato b = 0 ao valor do
limite € mesmo o adequado. Iremos sequir de muito perto os argumentos que
ja foram utilizados anteriormente nos Exemplos[37 e [38. Considere-se um
numero 6 > 0 arbitrario. Para provar que ligolG = 0 temos de consequir en-

contrar um L > 0 de modo que tenhamos |G(x)| < & sempre que x > L. Mas
repare-se que da desigualdade G(x) = % < 0 podemos imediatamente concluir
que T > %, pelo que basta escolher L = % PATa Provarmos a proposicao

se x>L:% entio |G(x)| = =9,

Sl

1
=—-<
T

T

que era exatamente o que pretendiamos obter. Na Figura pretende-se
tlustrar geometricamente a situacao descrita neste exemplo. |

{y: |yl < o} {x:x>L:%}

Figura 53: Gréfico da fun¢ao G (a vermelho) e os conjuntos considerados no
exemplo (a azul).

Exemplo 47

. ~ . ~ 2
Considere-se qfungao v : R = R fleﬁnzda 'pe?a expressao P(x) = Traz
Pretendemos investigar se esta funcao tem limite quando x — +o0o. No-
vamente neste caso, note-se que umas poucas erperiéncias numeéricas de-
verdo tornar claro que um candidato natural ao valor b do limite (se este

existir...) deverd ser b = 1: de facto, se considerarmos sucessivamente
os wvalores de x = 1,10,100,1000, ... temos os correspondentes valores de

__ 1 100 10000 1000000 ~ -
Y(T) = 3, 1077 Tooor> Tooo0oL: - - - € €stes wvalores de () estio cada vez mais
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proximos de 1 a medida que x estd cada vez mais longe da origem (ou seja,
num certo sentido, a medida que x se “aprorima de infinito”).

Vejamos, utilizando a Defini¢ao se este candidato b = 1 ao wvalor
do limite é mesmo o adequado. Os argumentos sao andlogos ao do exem-
plo anterior. Considere-se um niumero 6 > 0 arbitrdrio. Para provar que
&gold) =1 temos de consequir encontrar um L > 0 de modo que tenhamos
|(x) — 1] < § sempre que x > L. Mas repare-se que da desigualdade na

expressio |1h(z) — 1] = T+a? 1+a2 1+22

22 1’ = }— L ’ = L. < § podemos concluir

1
1
mindo 0 < 1, de modo a que a expressdo sob o sinal de raiz venha positivc@)

para provarmos a proposi¢ao

1 N 1 1 1
se x>L:\/5—1 entao\w(x)—l\:1+x2< 1—|—L2:1+%—1:5’

que era exatamente o que pretendiamos obter. Na Figura pretende-se
tlustrar geometricamente a situacao descrita neste exemplo.

imediatamente que x > \/% — 1, pelo que basta escolher L = 1 (assu-

Y

0 G ] 7

{y:ly—1[ <o} {$:$>L: %—1}

Figura 54: Parte do gréfico da func¢ao ¢ (a vermelho) e os conjuntos consi-
derados no exemplo (a azul).

Deiza-se como exercicio o estudo do que se passa quando x — —oo. W

50Esta escolha ndo restringe as nossas conclusdes, pois estamos apenas interessados em
investigar quando é que se tem |¢(z) — 1| pequeno, pelo que ndo héd inconveniente em
tomar [(x) — 1| < d < 1.
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Nesta altura é importante chamar a atencao para o facto de que, nesta
secgao sobre limites infinitos, nada ter sido dito relativamente ao dominio das
funcoes consideradas. E claro que esta subjacente a Defini¢ao [L6l que, quando
estamos a considerar este tipo de limites, o dominio da funcao f em estudo
tem de conter pontos arbitrariamente distantes de 0, pois fazer x — —+o00
significa, precisamente, poder tomar qualquer valor de x que satisfaca = > L,
para algum L > 0. Mas isto nao exige que o dominio da fungao seja R ou R,
nem mesmo que contenha intervalos do tipo [, 400 (para algum « € R).
De facto, o dominio de f pode ser um conjunto, digamos, “cheio de buracos”.
O caso extremo, que é, simultaneamente, também um dos mais importantes,
¢ quando consideramos funcoes f cujo dominio é N. Estes casos sao de tal
modo importantes em Matematica e nas suas aplicagoes que merecem um
nome especial:

Uma funcao f : Dy C R — R com D; = N chama-se uma
sucessao. Para sucessoes é habitual representar-se a variavel
independente por letras mintsculas do meio do alfabeto latino
(i,4,k,0,m,n) em vez de, por exemplo, x. E também usual
escrever-se f, em vez de f(n) para representar o valor da fungao
f no ponto n. Por ultimo, para denotar a prépria sucessao é
comum escrever-se (f,) em vez da notagdo f ou n +— f,, habitu-
almente reservada para fungoes mais gerais, como as que temos
vindo a analisar neste texto. No caso de sucessoes, pela propria
natureza do dominio em causa (N) o tnico limite que faz sentido
considerar ¢ quando n — +00 e, uma vez que nao ha perigo de
ambiguidade, é usual escrever-se lim f,, em vez de lim f,.
n—-—+o0o

Tudo o que foi estudado até ao momento neste texto é aplicavel ao caso
particular das sucessoes] que, relembramos, sao apenas fung¢oes com dominio
igual ao conjunto dos nimeros naturais N.

De facto, é conveniente alargar um pouco mais a definicao de sucessao e
designar também por sucessao uma fungao cujo dominio nao é todo o N mas
sim um subconjunto de N com uma quantidade infinita de elementos. Por
exemplo, é 1util continuar a chamar sucessao a uma funcao cujo dominio seja
o conjunto {5,6,7,8,9,...}, ou o conjunto {2,4,6,8,10,...}.

Com a excecao da notacao, tudo o que vimos nesta seccao sobre limi-
tes no infinito aplica-se sem alteracao ao caso das sucessoes. Num capitulo
subsequente deste curso iremos considerar um pouco mais demoradamente

51Com a importante excecdo do contetdo da Seccdo 4.1.1 que ndo faz sentido para
sucessoes, pois o conjunto N, sendo o dominio das sucessoes, nao tem qualquer ponto de
acumulacao.
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algumas propriedades das sucessoes. Por agora, consideraremos apenas um
exemplo.

Exemplo 48

Considere-se a sucessao (u,) definida por u, = - Pretendemos investigar
se esta sucessio tem limitd™d. Comecemos, como habitualmente, por con-
siderar algumas experiéncias numéricas: se considerarmos sucessivamente
n = 1,10,100, 1000, ... temos sucessivamente 0s valores da sucessao u, =
%, %, %, %, ..., 08 quais sao cada vez mais proximos de b = 1. E’, por-
tanto, natural considerar este valor como um bom candidato para o valor do
limite (se o limite existir...). Para mostrarmos que o limite existe (e € igual
a 1) teremos de provar que a medida que nos “aprorimamos de +00” (ao
longo de pontos do dominio N de (uy,)) os valores u,, da sucessao (u,) vio-se
aproximando de 1, ou seja, usando a Definicao 10, teremos de provar que

V6 >0,3L>0:n>L = |u, — 1] <.

Repare-se que, a parte da questao da notagao, que agora € ligeiramente dife-
rente, o que hd a fazer € precisamente o mesmo que foi feito nos Exemplos[40
e[{7. Para consolidar a técnica repetimos aqui o argumento: dado um § > 0
arbitrdrio, precisamos de consequir determinar um L > 0 de modo que, sem-
pre que tomarmos n > L, tenhamos a garantia de ter |u, — 1| < . Repare-se
que |u, — 1| = }HLH — 1} = ‘_%—f—l = %H e, portanto, se queremos que esta
quantidade seja menor que d teremos que ter

1 1
<<= -<n+l<e=n>--1.
n+1 ) 1)

Assim, podemos consideraPd L = % — 1. Ou seja, para o valor de L assim

escolhido, concluimos que é verdadeira a sequinte afirmacao:

_ ot vt
14z 1+L 14i-1 7

1
se n>L:g—1 entdo |u, — 1|

que era exatamente o que pretendiamos obter. Na Figura pretende-se
tlustrar geometricamente a situacao descrita neste exemplo. |

52Pelo que ficou escrito acima, nao é necessario especificar que o limite em estudo diz
respeito ao que se passa quando n — +00.

53Tal como j4 ocorreu no Exemplo BT temos, nesta altura, de assumir que 6 < 1 a fim
de que L venha positivo. Como ai se explicou, tal nao acarreta nenhum problema.
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Figura 55: Parte do gréafico da sucessao (u,) (a vermelho) e os conjuntos
considerados no exemplo (a azul). Note-se que, para aumentar a legibilidade
do grafico, as escalas dos eixos vertical e horizontal sao diferentes. Para

o desenho dos conjuntos a azul considerou-se o caso particular § = %0 e o
correspondente valor L = % —1=09.

4.1.4 Limites infinitos

O que acabdmos de escrever acerca dos limites de uma funcao x — f(x) pode
ser transposto para o estudo dos casos em que a prépria funcao f tende para
+00, ou para —oo, quando z tende, ou para um nimero real (que seja ponto
de acumulagao do seu dominio), ou para +00, ou para —oo. A tnica diferenga
em relagao ao que foi feito até aqui é que, agora, em vez de investigarmos a
quantidade |f(z) — b| (que mede a proximidade de f(z) do ponto limite b),
teremos de investigar o comportamento de f e verificar se o valor de f(x)
pode ser tornado arbitrariamente grande positivo (caso em que f(x) se esta a
“aproximar” de +00) ou arbitrariamente grande negativo (caso em que f(x)
se estd a “aproximar” de —oo).

Um exemplo ¢é suficiente para percebermos que nao hé nada de essenci-
almente novo no estudo destes limites infinitos.

Exemplo 49

Voltemos a considerar a fun¢ao do Exemplo [{6, ou seja, G : Rt — R defi-
nida pela expressao G(x) = %, e vejamos, agora, o que Se pode dizer sobre
o seu comportamento quando xr — 0. Note-se que 0 nao é um ponto do
dominio de G mas um ponto de acumulacao do dominio, pelo que faz sentido
investigarmos a existéncia, ou nao, de limite de G nesse ponto. Umas poucas

experiéncias numéricas sao suficientes para que possamos conjeturar o que
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estd a acontecer: se tomarmos sucessivamente pontos x =1, %, Wlo’ ﬁ, R

obtemos sucessivamente os valores da fun¢io G(z) = 1,10,100, 1000, ..., os
quais estao cada vez mais afastados de 0 e parecem ter tendéncia para crescer
ilimitadamente quando x se vai aprorimando de 0. E, portanto, natural con-
jeturar que G(x) — +00. De acordo com o que se afirmou anteriormente,

, de facto, o que se passa teremos de mostrar que a
verdadeird:

para provar que tal

é
sequinte proposicao é

VL >0,3¢>0: 2| <e = G(x) > L.

Seja, entao, L > 0 um valor arbz'trcim', fixzo. Como G(z) = %, a condicao

G(z) > L € equivalente a % > L, a qual € uma inequacao que pode ser
resolvida em ordem a x obtendo-se x < % Portanto, se escolhermos ¢ = +

L
garantimos que € verdadeira a sequinte afirmacao:
1

se 0 <x <e entio G(x) =— >
x

=L,

M |

que € exatamente o que pretendiamos provar. Na Figural28 pretende-se ilus-
trar geometricamente a situacao descrita neste exemplo. |

Quando estamos a considerar limites de uma funcdo f no infinito (isto
é, quando * — +o00 ou quando x — —o0), ou limites infinitos de f (isto
é, quando f(z) — +oo ou quando f(z) — —o0), os resultados gerais so-
bre as operagoes com limites que apresentdmos na Seccao 4.1.2 permanecem
em geral validos, embora haja alguns casos que merecem uma chamada de
atencao.

Vejamos, primeiro, um caso que nao apresenta problemas. Suponha-
mos que temos duas funcoes, f e g, e que sabemos que liCILn f =400 e que

limg = b € R (note-se que ambos os limites sao relativos a um mesmo ponto
a
a, que tanto pode ser um ponto de R como +00 ou —o0). A questao de se
saber se o limite lim(f + ¢) existe e a que é igual nao ¢ dificil de responder:
a

como pela defini¢ao de limite sabemos que a partir de determinado valor de
x temos f(x) > L e |g(x) — b| < 0, entdo, para esses mesmos valores de z,
teremos certamentd) (f+9)(z) = f(z)+g(z) > L+(b—0). Agora observe-se
que, sendo L um numero arbitrario positivo, tao grande quanto queiramos,

54Obviamente que estamos sempre a assumir que x € Dy, ou seja, que x > 0.

55 Estamos, de facto, apenas interessados em L arbitrariamente grandes, uma vez que o
objetivo é provar que h(z) tende para +oo.

*Relembre que [g(z) —b| <<= -0 < g(z) —b<d<=b—3 < g(z) <b+3.
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{y:lyl > L}

{z:]z|<e=1}
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Figura 56: Gréfico da fun¢ao G (a vermelho) e os conjuntos considerados no
exemplo (a azul).

também L' = L 4 (b — J) é um valor arbitréario positivo, tao grande quanto
queiramos. Como (f+g)(x) > L, concluimos, assim, que (f+¢g)(z) pode ser
tao grande quanto quisermos (bastando tomar z suficientemente “préximo
de @”). Isto é o mesmo que afirmar que liam( f 4 g) = +oo. Portanto, a alinea

1 da Proposicao [12] aplica-se também a este caso.

Mas o argumento que acabamos de apresentar sugere imediatamente que
havera casos em que podemos ter problemas: suponhamos que temos agora
lim f = 400 e lim g = —c0. Sabemos, portanto, que a partir de determinado

a
valor de x temo f(z) > L eg(x) < —L. Mas daqui nada podemos concluir
sobre o que se passa com (f + g)(x) = f(x) + g(x), pois os valores de f(x)
podem dominar, ou ser dominados, pelos valores de g(x), ou pode acontecer
que nenhum dos casos ocorra. Para nos convencermos disso considerem-se
0s seguintes quatro casos:

i. Sejam f e g as fungoes definidas em R por f(x) = 2+ 3 e g(z) = —=.
Entao tem-se lim f=+4occe 1+img = —oo (prove isto!), mas verifica-
se que (f + g)(z) = f(z) +g(x) = (z +3) —x = 3 e, portanto,
lim( f+9g)=3. (Repare que se se substituir o nimero 3 que aparece

na expressao de f por um outro qualquer nimero real a, o resultado

57Sem perda de generalidade, em ambos os casos podemos tomar o mesmo valor de L.
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era analogo, tendo-se a convergéncia da soma f + g para esse valor a.).

ii. Sejam f e g as funcoes definidas em R por f(z) = 2° e g(z) = —z. Entao
tem-se limf =+ooe limg = —oo (prove isto!) mas tem-se (f+g)(x) =
f(x)+ g(x) = 2> — 2 = z(x — 1) e, portanto, lim(f + g) = 400 (prove
isto!).

iii. Sejam f e g as fungoes definidas em R por f(z) = z e g(z) = —2*. Entao
tem-se limf =+4o0e limg = —oo (prove isto!) mas tem-se (f+g¢)(z) =

f(x)+g(r) =x—2* = —x(xr—1) e, portanto, lim(f + g) = —oo (prove

isto!).

iv. Por dltimo, considerem-se as fungoes f e g definidas em R por f(z) =
z+sen(x) e g(xr) = —z. Entao tem-se limf =+ooe limg = —o0 (prove

isto!) mas tem-se (f + g)(z) = f(z) + g(z) = = + sen(z) — x = sen(x)
e, portanto, nao existe limite de f + g quando = — +o00 (prove isto!).

A aplicacao direta da alinea 1 da Proposicao [I2] a cada um destes quatro
casos, se ela fosse aplicavel, resultaria em lim f + limg = +o00 — co. Mas
“+oo “+oo

como os quatro exemplos ilustram, do ponto de vista do limite de f 4+ g em
400, tudo pode acontecex@. Portanto, nao ha nenhum modo de dar sentido
ao simbolo oo — co. Por esta razao, o simbolo co — oo nao tem significado
matematico e, embora sem grande rigor, é usual designa-lo por simbolo de
indeterminacao. Para além do simbolo oo — 0o, existem outros simbolos
com problemas idénticos, e que sao igualmente designados por simbolos de
indeterminag@o, a saber: (+£00)-0, £2, 2 1¥° (400) e 0°.

Quando a aplicagao direta da Proposicao [12] faz surgir algum simbolo de
indeterminacao, o problema tera de ser reanalisado com mais detalhe, sendo
necessarias manipulagoes algébricas e simplificacoes das expressoes em causa
por forma a obter-se uma expressao equivalente para a funcao em estudo e
para a qual o célculo do limite nao origine um simbolo de indeterminacao.
Ao efetuarmos algum desses processos de reandlise dizemos que estamos a
“levantar a indeterminacao”.

Os casos considerados nas alineas i.—iv. ilustram uma técnica de levan-
tamento de indeterminacoes. Algumas outras técnicas sao apresentadas no
Exemplo Outros processos de levantamento de indeterminacoes, muito

%80 limite pode exitir e ser um ntimero real qualquer (alinea i.), pode existir e ser igual
a +o0o (alinea ii.), pode existir e ser igual a —oo (alinea iii.), ou pode, simplesmente, nao
existir (alinea iv.).
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uteis nas aplicacoes, baseiam-se em conceitos e resultados do calculo diferen-
cial e s6 poderao ser abordadas mais adiante neste curso.

Exemplo 50

a) Considere as fungoes polinomiais P e Q) definidas em R pelas expressoes

Plz)=a"+22+2+5 e Qx) = 2° + 2> — 4. Ambas as funcies sa-
tisfazem 1+1mf = 1+img = +oo (prove isto!). Considere agora a fun¢ao

P —(Q e tentemos ver se existe limite desta funcdo em 4o00. Se tentar-
mos aplicar diretamente a alinea 2 da ProposicaolI2 obtemos o simbolo
de indeterminagao oo — oo. Ultrapassaremos este problema procedendo
de modo andlogo ao que foi anteriormente feito nos casos i.—v., ou
seja, tentando, por intermédio de manipulacoes algébricas e de sim-
plificacoes, transformar a expressao da funcao P — Q) numa expressao
equivalente para a qual a aplicacao da Proposicao [12 nao origine um
simbolo de indeterminacao. Comece por observar que

(P —Q)(z) P(z) — Q(z)
= (@*+22+2+5)—

= 2t -2+ +9

- x4(1—l+i—3)- (24)

Note agora que, em +00, a fun¢do v +— 1 — % + % — ;1—4 tem limite 1gual
al e a fungio x — x* tem limite igual a +oo (prove isto!). Portanto,
¢ agora possivel aplicar a alinea 3 da Proposicao I3 a expressao (Z7)) e
concluir que ligg(P — Q) = (4+00) x 1 = +o0.

(2% + 2* — 4)

b) Considere as fungoes F' e G definidas, respetivamente, nos Exemplos [{3

e 44 Vimos ja nesses exemplos que lignF =0 e que lignG = +o0.

Considere-se agora a funcao F -G e tentemos averiguar se existe limite
desta fungcao em 0. Se tentarmos aplicar diretamente a alinea 3 da
Proposi¢ao 12 obtemos o simbolo de indetermina¢do 0 x (+00). Para
ultrapassar este problema observemos que (F - G)(z) = F(z) - G(z) =
Sen(x ) T = Ser;ff ). Mas a fungio x +— © (2332) é igual a que jd foi estudada
no decorrer do Ezemplo[{J, tendo-se ai concluido que esta fungdo pode
ser escrita como uma composicao 6 o g (veja-se o Exemplo [{3). A

aplicagao da Proposicao permite, entao, concluir que li(I]n(F -G) =
lign(ﬁ og)=1.
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c) Considere as fungoes polinomiais f e g definidas por f(z) = 2> +x e
g(x) = 222 — 1. Ambas as fungioes satisfazem limf = limg = 400
(prove isto!). Considere agora a fun¢ao % e tentemos ver se existe li-
mite desta fungao em +o0o. Se tentarmos aplicar diretamente a alinea

4 da Proposi¢aolI2 obtemos o simbolo de indeterminagdo % Para ul-
trapassar este problema observemos que (5) (x) = % = % Agora,

dividindo o numerador e o denominador desta exp?“essdc@ por x? ob-

1
temos <§> () = ;L”f Note-se que o limite da funcao no numerador,

r— 1+ %, quando x — 400, € igual a 1 (prove isto!) e que o limite
da fun¢ao no denominador, x — 2 — x—IQ, quando x — 400, € igual a 2

(prove isto!). Portanto, aplicando, agora, a alinea 4 da Proposi¢ao [12

obtemos lim_ o 5) =1 [ |

Para concluir esta seccao convém reforcar o que ficou escrito acimas:

As propriedades algébricas dos limites expressas na Proposicao
permanecem validas quando se tém limites infinitos, mas desde
que nao ocorram simbolos de indeterminacao.

4.2 Continuidade
4.2.1 Definicao e exemplos

Nesta seccao introduziremos o importante conceito de funcao continua. A
nocao de continuidade de uma funcao f num ponto a do seu dominio estd
intimamente relacionada com a noc¢ao de limite de f em a. A ideia intuitiva
é a seguinte:

Definicao Intuitiva 3
Dizemos que f € continua num ponto a do seu dominio se, a medida que x
se aproxima de a, o valor de f(x) aprorima-se de f(a).

Pelo que ficou escrito na Seccao 4.1.1 sobre a traducao matematica do con-
ceito de “aproximacao” envolvido nesta definicao intuitiva, é natural enunci-
armos a seguinte definicao:

59 A divisdo de ambos os termos de um quociente por um mesmo niimero real ndo nulo
nao altera o valor do quociente...
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Definicao 17
Sejam f : Dy — R uma funcgdo e a um ponto do seuw dominio Dy. Diz-se que
f € continua em a se

V6>0,3c>0: |z —a| <e=|f(z) — f(a)] <6.

Uma func¢ao que nao seja continua num dado ponto do seu dominio diz-se
que € descontinua nesse ponto.

Antes de prosseguir, é de toda a conveniéncia que o leitor leia, em paralelo,
a definicao de limite enunciada na Definicao [I8l e a definicao de continuidade
de uma funcao num ponto apresentada na Definicao [I7.

Um primeiro ponto fundamental desta definicao, e da prépria nocao de
continuidade, é que so faz sentido estudar a continuidade ou a desconti-
nuidade de uma funcao em pontos do seu dominio. FEsta é uma diferenca
fundamental relativamente ao conceito de limite, onde fazia sentido (e é ex-
tremamente pertinen’% considerar limites de fungoes em pontos a que nao
pertencam ao dominig®™.

Uma outra observacao importantissima suscitada pela comparagao da
Definicao [I5] com a Definicao [I7 é que

Uma fungao f é continua num ponto a (do seu dominio, natural-
mente) se, e s6 se, f tiver limite (real) nesse ponto (e, portanto,
a simples inspecao das defini¢coes permite concluir que o valor do
limite tem de ser b = f(a) € R).

Ou seja, dito de um modo mais coloquial mas, talvez, mais sugestivo:

Em pontos a do dominio de f, a continuidade e a existéncia de
limite (com valor real) sdo a mesma coisa.

Estes resultados permitem imediatamente concluir que as fungoes consi-
deradas nos Exemplo 37, B8], 39, 40 e [41] sao continuas em todos os pontos
dos respetivos dominios, permitem-nos também afirmar que a funcao de Hea-
viside, considerada no Exemplo 2] é descontinua no ponto 0 (mas é continua
em todos os restantes pontos de R: prove isto!).

Nao fazendo qualquer sentido investigar a continuidade de uma fungao em
pontos que nao estao no seu dominio, nao faz qualquer sentido questionar
a continuidade ou descontinuidade da funcao 6, definida no Exemplo [44] no

S0Embora sejam sempre pontos que, num certo sentido, estio “préximos do dominio”,
pois tém de ser pontos de acumulagao do dominio.
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Figura 57: Grafico da funcao sgn (a vermelho) e algumas das quantidades
utilizadas na resolucao do exemplo.

ponto 0, embora faga todo o sentido investigar a existéncia de limite dessa
funcao nesse ponto, como tivemos oportunidade de fazer no referido exemplo.

Para consolidar a nocao de continuidade veremos de seguida mais um
exemplo.

Exemplo 51
Considere a fun¢ao sgn : R — R definida pela sequinte expressd
(z) %, sex # 0,
sgn(z) =
& 0, sex=0.

O grdfico desta fungdo € apresentado na Figura[57. Estudemos as proprieda-
des de continuidade desta fungao. Consideremos primeiro um ponto a > 0.
Tem-se sgn(a) = o] — 2 =1. Para ver se sgn ¢ continua em a necessitamos
de verificar se os valores sgn(x) se aproximam de sgn(a) = 1 a medida que x
se aprorima de a, ou seja, mais rigorosamente, necessitamos de verificar se

¢ vdlida a sequinte afirmacao,
Vo> 0,3 > 0: |z —a| <e = |sgn(zr) —sgn(a)| <. (25)

Por hipdtese temos a > 0 e jd vimos que sgn(a) = 1. Agora, note-se que o que
precisamos de fazer para provar a afirmacao (23) € o sequinte: dado um § > 0
temos de consequir determinar um £ > 0 para o qual a implicagao escrita em
(23) seja verdadeira. Mas atente-se agora no sequinte: se € > 0 for escolhido

61 A fungdo “sgn” é, normalmente, chamada a “funcdo sinal”, porque sgn(z) vale +1 se
x é positivo, —1 se x é negativo e 0 se x é zero.
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tao pequeno que se tenh a — e > 0 garantimos que todos os pontos x que
satisfazem |x — a| < € sao, necessariamente, positivos (veja a Figura [57).
_xl =

Mas como para x positivo temos sgn(x) 2 =1, concluimos que, com
xT xT

esta escolha de e, tem-se, para qualquer 6 > 0 que escolhamos,
|z —a] <e = sgn(z) =1 =[1-1=0<.

Isto mostra que a propriedade ([23) € verdadeira e que, portanto, a fun¢ao sgn
é continua em qualquer ponto a > 0. Deiza-se como exercicio a verifica¢ao
que 0 mesmo ocorre com qualquer ponto a < 0.

Resta estudar o caso em que a = 0. Comecemos por notar que uma 0b-
servagdo, ainda que superficial, do grdfico de sgn na Figura[57 deiza antever
alguns problemas: nao parece ser verdade que “a medida que x se aprorime
de 0 o valor de sgn(x) se aprozime do valor de sgn(0) = 07. De facto, o que
parece ocorrer € que a medida que nos aprorimamos de 0, utilizando valores
x positivos (resp., negativos), o valor de sgn(x) vai-se aproximando ad +1
(resp., —1), o qual € diferente de sgn(0) = 0. Isto parece sugerir que a fun¢ao
sgn nao € continua (ou seja, € descontinua) em 0. De facto, tome-se um 6 > 0
que seja inferior a 1. Entdo, qualquer que seja o € > 0 que consideremos,
teremos sempre pontos x que satisfazem |x—0| < € e que sao positivos (e que,

portanto, para 0s quais | sgn(x)—sgn(0)| = |1-0| =1 > 0), e teremos também
outros pontos x satisfazendo |x —0| < € e que sdo negativos (e que, portanto,
para os quais também |sgn(x) —sgn(0)|=|—-1-0/=|-1]=1> 5@. Ou

seja, nao é verdade que se soubermos que |z — 0| < e tenhamos a garantia
de que | sgn(x) —sgn(0)| < 0. Portanto, a afirmacdo (23) é falsa para a =0
e concluimos que a funcgao sgn é descontinua no ponto 0, como, alids, jd ti-
nhamos suspeitado. Esta conclusao estda de acordo com a noc¢ao intuitiva de
continuidade, visto que o grafico de sgn tem um “salto” no ponto 0 e a nogao
intuitiva de continuidade num ponto a pressupoe que se tenha “proximidade”
dos pontos do grdfico da funcao quando os valores da varidvel independente
x estao “prorimos” de a. ]

4.2.2 Alguns resultados fundamentais

A analogia entre continuidade de uma funcao f num ponto a do seu dominio
e a existéncia de limite (real, ou seja, finito) de f em a que foi estudada na
seccao anterior permite antever que alguns dos resultados fundamentais que

62Basta para tal escolher € < a (!).

63De facto, ndo s6 “se vai aproximando de...” como até “é sempre igual a...”.

64Existe também um (tinico) ponto x que satisfaz |z — 0] < & e para o qual se tem
| sgn(x) —sgn(0)| < d: trata~se do ponto z = 0.

2
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eram validos para o caso dos limites e que estudamos na Sec¢ao 4.1.2 podem
ser transpostos para correspondentes resultados sobre continuidade.
Nesta secgao comegamos por enunciar, sem demonstracao, alguns deles.

Proposicao 15

1. As fungoes constantes C. : R — R definidas por C.(x) = ¢, onde ¢ é
um numero real fizo, sdo continuas em todos os pontos de R.

2. A fungao identidade I : R — R definida por 1(x) = z, para todo o
x € R, € continua em qualquer ponto de R.

Tal como no caso do correspondente resultado sobre limites (Proposigao [IT]),
a demonstracao desta proposicao € muito simples e é deixada como exercicio.

Proposicao 16
Sejam f : Dy — R eg: Dy — R duas funcoes reais de varidvel real e
suponha-se que sao ambas continuas num ponto a € Dy N D,. Entdo:

1. A funcao f + g € continua no ponto a;
2. A funcao f — g € continua no ponto a;
3. A funcado f - g € continua no ponto a;

4. Se g(a) # 0, entdo a fun¢ao £ é continua no ponto a.

Tal como se referiu a propédsito das Proposicoes 11l e [2] também as
Proposicoes e podem ser aplicadas repetidas vezes para se concluir
que qualquer funcdo polinomial x +— P,(x) é continua em qualquer ponto
a € R. Um resultado analogo ocorre com as fungoes racionais 5—", desde que
Qm(a) # 0.

Um outro resultado geral, muito 1til, correspondente a Proposicao [14]
sobre os limites, é a proposicao seguinte que enunciaremos, também sem
demonstracao.

Proposicao 17
Sejam f : Dy — R eg : Dy — R duas funcgoes reais de varidvel real e
suponha-se que a funcao composta go [ estda bem definida:

gof

Suponhamos que f € continua no ponto a € Dy e que g € continua no ponto
f(a) € D,. Entdo, a fung¢do composta go f € continua no ponto a.
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As trés proposicoes que acabamos de enunciar constituem, em conjunto
um instrumento poderosissimo para a andlise da continuidade de muita
das mais importantes funcoes que ocorrem na matematica e suas aplicacoes.
Veremos, de seguida, alguns exemplos.

Exemplo 52
Considere a funcdao tangente tg : Dyy — R definida na Defini¢ao por

tg(x) = % O dominio desta fungdo é

Dtg:{xeR:cos(x);zéO}:{xER:xsfégijﬂ,keZ}.

Pelo que vimos no Exemplo e pela anterior discussao acerca da ligagao
entre existéncia de limite finito de uma funcao num ponto do seu dominio
e a continuidade da func¢do nesse mesmo ponto, concluimos que as funcoes
seno e cosseno sao continuas em todo o R e, como no dominio da func¢ao
tangente tem-se cos(x) # 0, a alinea 4 da Proposi¢ao [10 permite imediata-
mente concluir que a funcao tangente é continua em todos os pontos do seu
dominiddd. ]

Exemplo 53
Considere a funcao ¥ : Dy — R definida pela expressao

_ z+sen(z® +1)
B 14 e® '

V() (26)

O seu dominio € o conjunt@

Dy ={reR:1+¢"#0}=R.

65De muitas mas, de modo algum, de todas...

66Observando o grafico da funcao tangente (Figura BH) nota-se imediatamente que, ao
deslocarmo-nos ao longo do eixo dos rz de um ponto a esquerda de § para um ponto a
direita de 5 os pontos do grafico dao um enorme “salto”, de valores positivos muito grandes
(“préximos de +00”) para valores muito negativos, isto é, negativos e muito grandes em
moédulo (“préximos de —00”). Uma interpretagio apressada deste comportamento levaria
a concluir que a fungao seria descontinua em 7. Esta interpretacao estd ERRADA! O
ponto § nao faz parte do dominio da fungao tangente pelo que ndo faz qualquer sentido
falar de continuidade ou de descontinuidade da fun¢ao nesse ponto (ou em qualquer outro
ponto que ndo pertenca ao dominio). Este erro é de tal modo comum que se recomenda
vivamente ao leitor que medite demoradamente sobre este exemplo e sobre outras situagoes
analogas.

67Relembre que se tem sempre e® > 0, para qualquer € R e, portanto, 14+e* > 1 > 0,

pelo que a condigao 1 4 e* # 0 é sempre satisfeita.
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Pretendemos estudar a continuidade de V. Atendendo a expressio algo
complicada da funcao ¥V, podemos suspeitar que a utilizacdo direta da De-
finigao [17 serd extremamente laboriosa. Tentemos, entdo, recorrer as pro-
posicoes enunciadas acima. Para obtermos éxito neste ractocinio € necessario
pensarmos com clareza no modo como a funcao W € construida. Repare que
na expressao de V(x) estdo envolvidas as sequintes cinco fungées: no numera-
dor estao a fungdo identidade x — I(x) = z, a fungdo polinomial x — x*+1
e a fun¢ao seno; no denominador estao a func¢dao constante x — Ci(z) = 1
e a fung¢ao exponencial x — e*. Agora relembre que todas estas funcgoes sao
continuas em todos os pontos dos respetivos domfm'o @ Podemos, entao,
concluir sucessivamente o sequinte:

a) Como as fungoes sen e v +— x> + 1 sdo continuas, entio, pela Pro-
posi¢do[I7, a fungao composta x +— sen(x? 4+ 1) € também continua;

b) Como as fungoes I e x +— sen(x? + 1) sdo continuas, entdo, pela alinea
1 da Proposigdo [18, a funcao soma x + x + sen(z? + 1) € também

continua;

c) Como as fungoes v — Ci(x) = 1 e exponencial sdo continuas, entao,
pela alinea 1 da Proposicao [16, a funcao soma x — 14 €® € também
continua;

d) Como, pelas alineas b) e c), ja concluimos que as fungéoes x — w+sen(z*+
1) e x — 14" sdo continuas, entao, pela alinea 4 da Proposi¢ao (18, a
funcao W, que € obtida como o quociente destas duas funcoes, € também
continua.

Concluimos, assim, que a fung¢ao VU é continua em todos os pontos do seu
dominio, R. [ |

4.2.3 Continuidade em intervalos limitados e fechados

Para terminarmos esta seccao e o presente texto, iremos considerar o caso,
extremamente importante na teoria e nas suas aplicacoes, das funcoes que
sao continuas em todos os pontos de intervalos limitados e fechados, ou seja,
em conjuntos do tipo [a,b], com —oco < a < b < +00.

Naturalmente que o que foi estudado anteriormente sobre a continuidade
de fungoes num certo ponto do seu dominio aplica-se do mesmo modo ao es-
tudo da continuidade em pontos de um intervalo [a, b] (0 qual, naturalmente,

68No presente caso todos os dominios envolvidos sdo iguais a R.
69Quando uma funcéo é continua em todos os pontos do seu dominio dizemos, simples-
mente, que a fungao é continua.
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terd de ser um subconjunto do dominio). No entanto, o facto da funcao ser
continua em todos os pontos de um conjunto e de esse conjunto ser um in-
tervalo limitado e fechado, acarreta consequéncias gerais importantissimas,
que nao sao, em geral, validas se o conjunto for de outro tipo ou se a fungao
for continua nalguns pontos mas nao noutros. Iremos nesta seccao enunciar,
sem demonstracao, dois desses resultados e ilustrar, com alguns exemplos, a
sua importancia.

O primeiro resultado que enunciaremos é natural a luz das nogoes intuitiva
e geométrica de continuidade: se uma fungao f é continua num ponto a do
seu dominio, entao pontos x “préximos” de a tém como imagem pontos f(x)
“proximos” de f(a). Ora, se a continuidade de f ocorrer, ndo apenas num
ponto a, mas em todos os pontos de um intervalo [a,b], é natural esperar
que o grafico de f nesse intervalo ndao possa conter “saltos” (ao contrario
do que poderd acontecer com fungoes descontinuas: relembre a Figura [57).
Em particular, de f for tal que f(a) # f(b), entdo, quando = varia de a
até b, os valores de f(x) deverao percorrer, pelo menos, todos os valores
possiveis entre f(a) e f(b). O enunciado rigoroso desta propriedade natural
é chamado o Teorema do valor intermédio ou Teorema de Bolzano, que se
enuncia a seguir.

Teorema 1 (Teorema do valor intermédio ou de Bolzano)

Seja f : la,b] — R uma fun¢ao continua em todos os pontos do intervalo
limitado e fechado [a,b]. Suponha-se que f(a) < f(b). Entdo, qualquer que
seja o pontd™ d €|f(a), f(b)[, existe pelo menos um ponto ¢ €la,b|, tal que

fle)=d.

A figura seguinte pretende ilustrar geometricamente o conteido deste
teorema. Observe que, pelo Teorema de Bolzano, nada se pode concluir sobre
pontos do contradominio de f fora de |f(a), f(b)[ (se tais pontos existirem,
como acontece no grafico do lado direito da Figura[58) nem sobre a existéncia
de mais do que um ponto ¢ nas condigoes enunciadas (o que também pode,
ou nao, ocorrer—veja-se legenda da Figura [G8]).

Uma das aplicagoes mais elementares do Teorema de Bolzano consiste na
determinagao (aproximada) de solugbes de equagoes. A ideia é a seguinte: se
for dada uma equacao f(z) = 0 e se soubermos que f é continua em todos
os pontos de um intervalo [a, b] tendo-se f(a) < 0 < f(b), entao, aplicando
o Teorema de Bolzano com d = 0 €]f(a), f(b)[, garantimos que existe, pelo
menos, um ponto ¢ €la,b[ para o qual f(c) = 0, ou seja, x = ¢ é uma
solucdo da equacao f(x) = 0. Claro que isto ndo nos dé o valor exato de
c mas apenas a sua localizacao, algures entre a e b. Para sabermos com

Se f(a) > f(b) o resultado permanece valido, considerando d €]f(b), f(a)].
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Figura 58: Tlustracao grafica do contetido do Teorema de Bolzano. No caso
da esquerda: para cada d entre f(a) e f(b) existe um tnico ¢ nas condigoes
do teorema. No caso da direita: para alguns valores de d poderao existir
mais do que um ¢ (na figura apresenta-se o exemplo de um valor de d para o
qual existem trés pontos ¢ distintos, ¢y, ¢s, ¢3).

maior precisao a localizacao de ¢ podemos, por exemplo, ver o que se passa
com a fungao f no ponto intermédio do intervalo [a, b], ou seja, calculamos o
valor de f (%b) Suponhamos que este valor é positivo, entao, como o valor
de f(a) era, por hipdtese, negativo, a aplicacdo do Teorema de Bolzano ao
intervaldT] [a, “—Jrl’} permite concluir que existe uma solugao de f(x) = 0 no
intervalo }a, “T“’Z[ Note que este intervalo tem um comprimento que é metade
do anterior. Portanto, conseguimos uma localizagao mais precisa da solucao
da equacao. Agora, é claro que se repetirmos sucessivamente este argumento
de bissecao do intervalo e aplicacao do Teorema de Bolzano vamos conseguir
obter uma localizacao cada vez mais precisa da solucao da equacao dada.
Por motivos ébvios, este processo de obter solugoes aproximadas de equacoes
chama-se Método de Bissecao do intervalo. Note que, se bem que a realizacao
“a mao” dos célculos envolvidos constitua um volume de trabalho que é,
em geral, extremamente pesado e moroso, a implementacao deste algoritmo
num computador é extremamente simples e o trabalho de calculo envolvido
em cada iteracao do processo é, normalmente, realizado pelo computador
num curtissimo intervalo de tempo. Este é um belissimo exemplo de como
um resultado matematico abstrato e bastante geral (o Teorema de Bolzano)
pode ter consequéncias de enorme alcance e aplicabilidade pratica (o Método
da Bissecao).

"Se o valor de f (“T"’b) fosse negativo considerariamos o intervalo [“—"’b, b} ; se fosse nulo

2
terfamos conseguido determinar uma solugéo exata de f(z) = 0.
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No exemplo seguinte ilustraremos o Método da Bisse¢ao com um exemplo
concreto.

Exemplo 54

Considere a equagdo x> + x — 1 = 0. Suponha que pretendemos investigar a
existéncia de solucoes positivas desta equagd. Comecemos por considerar
a fungao f : R — R definida por f(z) = 2*> + x — 1. Trata-se de uma
fun¢ao polinomial e, portanto, € continua em todos os pontos de R (e, em
particular, em todos os pontos de qualquer intervalo limitado e fechado [a, b] ).
Como o objetivo do exemplo prende-se com o estudo de solugoes positivas de
f(z) =0, € natural considerar um intervalo [a,b] em que a = 0 e em que b
seja um numero positivo conveniente. Note que f(0) = —1 < 0 e, portanto,
para a primeira aplicagao do Teorema de Bolzano necessitamos de escolher
um b para o qual f(b) > 0. Um b possivel €, por exemplo, b = 1, para o
qual temos f(1) = 12 +1—1 = 1. Aplicando o Teorema de Bolzano a f
no intervalo [0,1] concluimos que eziste um ¢ €]0,1] para o qual f(c) = 0.
Vejamos agora a aplicacao do Método da Bissegao:

1. O ponto 1médz’o de [0,1] éz = ¥ = 1. O valor de f nesse ponto é

f(3) = ()44 —-1=—1 <0. Portanto, a aplicagio do Teorema de

Bolzano a f no intervalo [%, 1] permite concluir que f(x) =0 tem uma
solugdo x = ¢ em |3, 1[;

2. O ponto medw de [3,1] éz = 5;1 = 3. 0 valor de f nesse ponto é
fG)=(3)?+3—-1=2 > 0. Portanto, a aplicagio do Teorema de
Bolzano a f no intervalo [5, 2] permite concluir que f(x) =0 tem uma
solugdo x = c em |1, 3(;

3. O ponto médio de [5, 3] é T = %;r% = %. O walor de [ nesse ponto é
f(2)=(2)*+ 32 —1= g > 0. Portanto, a aplicagio do Teorema de
Bolzano a f no mtervalo [% g] permite concluir que f(x) =0 tem uma
solugio x = ¢ em |3, 3[;

4. O ponto médio de 5.2 éx = %;% = 2. O valor de f nesse ponto é
f(&) = (%) + % —1=—2-<0. Portanto, a aplicagio do Teorema

de Bolzcmo a f no intervalo |3, 3] permite concluir que f(x) =0 tem

uma solugdo x = ¢ em |, 2[;

72E claro que, neste caso, podemos utilizar a férmula resolvente para calcular a solucio
procurada do polinémio quadrético 22 + x — 1.
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9 5] ¢ 6+3

5. O ponto médio de [15,3] € v = 1555 = é—g. O wvalor de f nesse ponto é

f(5) =(33)*+ 35 — 1 =—122 <0. Portanto, a aplicagio do Teorema
de Bolzano a f no intervalo [£2, 2] permite concluir que f(x) = 0 tem

327 8
uma solugio x = ¢ em |53, 3[;

0. etc., etc., etc.

Repare que cada iteragao do Método da Bissecao permite localizar a solugao
da equacdo f(x) = 0 num intervalo que tem um comprimento que é metade
do comprimento do intervalo da iteracao anterior. O esquema apresentado
na Figura pretende ilustrar graficamente os passos numéricos descritos
acima.

4
:é

5

Figura 59: Ilustracao grafica da aplicacao do Método da Bissecao para a
determinacao, aproximada, da solucdo positiva da equacao 22 +x — 1 = 0.
Os pontos a negro representam os valores de 2?4 x — 1 calculados nas diversas
iteracoes descritas no texto. O intervalo inicial [0, 1] (a vermelho) é indicado
pelo nimero 0. Os intervalos obtidos no final de cada uma das iteracoes 1-5
descritas no texto sao, na figura, indicados pelos ntimeros correspondentes.

A repeticao destas iteragcoes um numero suficientemente grande de vezes
permitirda a determinacao da solugao com um grau de precisao tao grande
quanto se queira. E claro que, neste caso, a formula resolvente das equagoes
do sequndo grau permite determinar, exatamente, a solugao positiva, a qual é
wgual @ Repare que uma aproximagao as milésimas deste valor € 0,618
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e que a ultima itera¢do do Método da Bisse¢do que apresentamos acima (o
ponto 5.) diz-nos que a solugdo estd entre é—g ~ 0,594 e % ~ 0,625. Se nao
tivessemos qualquer ideia sobre o valor exato, esta estimativa nao seria md
de todo e poderia até ser substancialmente melhorada prossequindo com mais
umas quantas iteracoes do Método da Bissecao. |

Para terminar este capitulo enunciaremos um outro resultado sobre fun-
¢oes continuas em todos os pontos de um intervalo limitado e fechado que
¢ intuitivamente natural e que tem amplas repercussoes, quer tedricas, quer
nas aplicagoes.

Teorema 2 (Teorema de Weierstrass)

Seja f : la,b] — R uma fun¢ao continua em todos os pontos do intervalo
limitado e fechado [a,b]. Entao, existe pelo menos um mdzximo de f em [a,b]
e existe pelo menos um minimo de f em |a, b

Tal como no caso do Teorema de Bolzano, a demonstracao do Teorema de
Weierstrass exige conhecimentos prévios que nao sao naturais assumir num
leitor deste texto, pelo que tera de ser deixada para estudos posteriores.

E fundamental perceber que o resultado depende, de um modo crucial,
da hipotese do intervalo ser limitado e fechado. Se o intervalo nao for ou
limitado, ou fechado, nao é possivel garantir que fungoes continuas em todos
os pontos tenham maximo ou minimo, como uma inspecao rapida dos graficos
apresentados nas Figuras [I] e B3] facilmente nos convencera.

A importancia do Teorema de Weierstrass para o estudo de pontos extre-
mos de funcgoes reais de variavel real ficarda mais clara quando este assunto
voltar a ser abordado, no capitulo sobre o cédlculo diferencial.
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