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1.1

(1. Equacoes diferenciais ordindrias

‘A ciéncia é uma equagado diferencial.’

Alan Tlll‘ln (matemético britanico que decifrou o c6digo nazi sendo fundamental para o desfecho da 2% Guerra Mundial)
q & P

Generalidades sobre Equacoes Diferenciais

Qual é a funcao que derivada resulta nela mesma? A resposta a esta questao ¢ imediata
para um aluno com conhecimentos rudimentares de derivacdo. A resposta é f(x) = ¢".
Contudo podemos nos interrogar se serd esta a tnica fungdo com esta propriedade. A
fungdo f(x) = ae* é ainda uma solugdo para qualquer valor de o € R que escolhermos.
Consequentemente temos infinitas solu¢des para este problema. Este problema pode ser
colocado em termos de uma equacao:

F'@) =) (a-h

Assim sendo dizemos que a equagdo (1.1) tem como solugdo qualquer fungéo f(x) = ae*
onde oo € R. Como a equagdo (1.1) envolve como incégnita uma fungido f(x) e como
envolve derivacdes dizemos que € uma equacdo diferencial. Como € tipico do calculo
integral fica no ar uma certa ambiguidade pois a solu¢do é uma familia de fungdes f(x) =
ae* onde o € R e ndo exatamente uma determinada funcdo. Se soubermos que a solugdo
que procuramos & tal que f(xo) = yo entdo yo = f(xo) = ote™ obtendo @ = 2% e acabando
de vez com a ambiguidade.

De forma mais geral faz sentido considerar o chamado problema do valor inicial (PVI
daqui por diante) onde escrevemos:

Y (x) = f(x,y(x)), yo = y(xo), (1.2)
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onde f: R? — R é uma fungo que habitualmente se considera continua, Lipschitz continua
ou diferencidvel. Em (1.1) a fun¢do f s6 dependia de x mas pode depender de y como € o
exemplo da equagdo diferencial y'(x) = x + y(x).

Sera que € facil resolver equagdes diferenciais? Consideremos a seguinte equagao:

() + f(x) =0. (1.3)

Procuramos, portanto, uma fun¢do que derivando duas vezes resulta na simétrica dela
mesma. Nao parece ainda assim muito complicado pois conhecemos, por exemplo a
funcdo f(x) = sin(x) que é solugdo de (1.3). Néo é também complicado verificar que
f(x) = asin(x) (onde a € R) € solucdo de (1.3). A fungdo f(x) = cos(x) é também
solugdo de (1.3). Analogamente f(x) = fcos(x) (onde B € R) é solucdo de (1.3). Esta
observacgdo resulta do conhecimento que temos da derivacdo; a derivada do produto de
uma constante por uma func¢do € o produto da constante pela derivada dessa mesma funcao.
De imediato, e porque sabemos que a derivada da soma € a soma das derivadas, notamos
que a soma f(x) = asin(x) +  cos(x) é ainda solugdo de (1.3).

Exercicio 1.1 Determine solugdes para a equagdo diferencial f”(x) — f(x) = 0.
Exercicio 1.2 Determine solugdes para a equagdo diferencial f”(x) + f(x) = 0.

Podemos comegar a ficar animados e tentar resolver de cabeca vérias equacdes, como por
exemplo:

f"(x)+ f'(x) + f(x) = sin(x). (1.4)

E claro que na generalidade as equagdes diferenciais sdo complicadas de resolver e, por
conseguinte, tentamos desenvolver métodos que permitam obter as solucdes de modo
eficaz.

Uma equagdo diferencial y'(x) = f(x) tem sempre solugdo?

Exercicio 1.3 Mostre que a equagdo diferencial y'(x) = f(x) onde f(x) =xsex€[0,1]e

f(x) =x— 3 se x €]1,2] ndo tem solugdo.

f(0.9) =09 ¢ f(1.1) = 0.6 contudo ndo existe nenhum ¢ € [0.9,1.1] tal que
f(c) =0.7. Logo f a propriedade do valor intermédio falha, logo f ndo é uma funcdo de
Darboux, logo f ndo € obtida pela derivacao de outras funcoes.

Uma equagdo diferencial y'(x) = f(x) onde f é fun¢do de Darboux pode sempre
ser resolvida analiticamente?
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Exercicio 1.4 Resolvao PVIy/(x) = e e y(0) =2.

2 z z ~ M M 2z
Como f(x) =e™ & continua entdo ela tem antiderivada que é dada pelo Teorema

Fundamental do Célculo por F (x) = [3 ¢~ dt sendo esta expressao o melhor que podemos

fazer. Como F(0) = 0 escolhemos para solugdo y(x) =2+ [y e dt.

Exercicio 1.5 Determine o polinémio P(x) que é solucdo da equacao diferencial P(x) —
P'(x) = x%.

E ficil de ver que P(x) = ax*> +bx +c. Assim, ax> 4+ bx+c —2ax — b = x°.
Igualando os coeficientes temosa =1, b=2e c = 2.

Exemplos de aplicacdo

« Exemplo 1.1 — Lei de Malthus. Este principio reduz-se a admitir que a velocidade com
que varia o nimero de elementos por unidade de tempo de uma certa populacio, designado
por P(t), é proporcional a quantidade de individuos. Podemos traduzir esta ideia pela
equacao diferencial:

P'(t) =LP(1), (1.5)

onde ¢ > 0 € uma constante que depende da populagdo em causa. A solugdo de (1.5) é
P(t) = P(0)e" e facilmente podemos constatar que tem limitacdes sérias de aplicacio a
longo prazo. Muitas vezes se colocam restricdes territoriais ou recursos alimentares para
melhorar a precisdo deste modelo. Contudo, para certas populacdes de micro-organismos
que se multiplicam por mitose este modelo € fidvel em intervalos de tempo relativamente
longos. .

« Exemplo 1.2 — Queda dos corpos. Suponha o sistema dinamico dado pela queda de
um corpo de massa m de uma dada altura na Terra. Assuma que o corpo sofre um atrito
associado a resisténcia do ar e que € proporcional a velocidade. Suponha que a constante
de proporcionalidade é dada por A. Formule a equacdo diferencial obtida para a variagdao
da velocidade. (relembre a segunda lei de Newton F' = m%).

Pela segunda lei de Newton

7 dv
= m—
dt’

onde % = v(t) representa a variacdo da velocidade por unidade de tempo (i.e. a aceleragdo)
e F a forca que age sobre o corpo no sentido do movimento do mesmo. A forca F €
determinada por duas forgas: a F,=mgea F, = Av.
De fato, F' = mg — Av (pois F; tem o sentido contrdrio a0 movimento). Temos entdo a

seguinte equagdo diferencial:
mv(t) = mg — Av (1.6)

A equagio diferencial (1.6) determina a lei de movimento de certos paraquedas. E facil de
verificar (faga-o!) que a funcao

_A, mg
t :C ml —_,
v(t) e m + I
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é solugdo de (1.6) onde C € R. Supondo que, para t = 0, temos v(0) =0 (por palavras, no
instante inicial a velocidade era nula), obtemos v(0) = C+ =5£, i.e., C = —Z&. Assim,

()= — "8 4 18

A A

« Exemplo 1.3 — Lei de Hooke. Segundo a lei de Hooke relativa a corpos suspensos em
extremidades de molas

Assim, F = —kx(t) onde x(¢) representa a posi¢do e k é uma constante
dependente das caracteristicas da mola (metal usado, tamanho dos anéis, etc). Usando
novamente Newton obtemos

mi(t) = —kx(t). (1.7)
Mostre que
x@:wm¢%m< %Q,
€ solucao de (1.7). .

=« Exemplo 1.4 — Catendria. Seja dado um fio de densidade linear 6 medida em kg/m e
de comprimento s dependurado nos pontos A e B conforme a Figura 1.1 onde A € o ponto
mais baixo. Consequentemente, o peso serd dado por ds. As for¢as em questdo sdo; o0 peso
do segmento s, a tens@o (horizontal) 77 em A e a tensdo (tangencial) 7> em B. As equagdes
da estdtica nesta situagao sao:

 componente horizontal |T}| =t =, cos 0 ou sejacosO =L e

» componente vertical 0s =, sin 0 ou seja sin 6 = ‘?—2.

o
15)

Logo obtemos que tan 6 = ‘?—IS Pretendemos obter a expressao que define a catendria em co-
ordenadas retangulares y(x) e ja sabemos que y(x) =tan 0 = & Recordando que o compri—
mento de arco! s de uma curva y(x) definida num dominio [0 x| €s(x) = [g 1+ (2)]%dt,

usando o Teorema Fundamental do Calculo obtemos que ﬁ = 1 + [y(x)]?. Da relagao
y(x) = 5St—fx) derivamos em ordem a x em ambos os lados e obtemos
6ds 8
. e 1 o 2
) = = o\ 1+ BP,

e a equacdo diferencial, que notemos envolve a segunda derivada de y, e que define a
catendria é

y=—/1+D]*
I

'Usando uma aproximacio por diferenciais Ax Ay obtemos As = \/Ax? + Ay?. Num processo de limites
obtemos ds = \/dx> +dy? = \/dx>(1+[y = /1 + [y(x)]2dx. Agora é s6 integrar entre 0 e x.
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fysin#

B=(xy)

[ — & -
T, A=(0,0) (2,0)

Figura 1.1: A catendria num referencial cartesiano.

1.2 Equacoes diferenciais - definicdo e métodos de resolucdo

Como de costume usamos a notagao y(”) para designar a derivada de ordem n da fungdo

y(x). Resumindo temos

n derivagdes

) _ T

yo=y
Até a derivada de ordem 3 usamos y"”’.

Uma equacao diferencial € uma equacao onde figuram a variavel independente x, a funcao
(inc6gnita) y(x) e as suas derivadas y'(x), y"(x), ..., y" (x). Resumindo:

Flx,y,y,y"...,y") =0. (1.8)

Como y(x) depende somente de uma varidvel dizemos que a equagao diferencial € ordindria
(usual, vulgar, simples), e representamos pelo acronimo EDO (tanto para singular como
para plural). No capitulo §4 iremos estudar equacdes diferenciais onde a fungao incégnita
depende de mais do que uma varidvel. A ordem da EDO ¢ tao somente a ordem da derivada
mais elevada que figura na equacao. Por exemplo, a EDO y(4)x—|— y" =0, tem ordem 4.

Exercicio 1.6 Mostre que a EDO y' 4y = ¢* tem como solugéo y(x) = %ex + Ce ™. Qual
a ordem desta EDO?

No exercicio anterior obtivemos infinitas solugdes, no entanto se fixarmos certas
condi¢des (designadas por condicdes iniciais (c.i.)) obtemos unicidade. Por exemplo,
se y(0) = 1, entdo como y(x) = Je* +Ce ™ obtemos 1 = y(0) = 3¢’ +Ce * =1 +C
e consequentemente C = 1. A solugio da EDO com a c.i. y(0) =1 é y(x) =

j.
;€ + e = cosh(x).
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A c.i. € fundamental da resolu¢do de problemas pois se soubermos que um carro se
movimenta na A23 direcdo Castelo Branco/Covilha a uma velocidade constante de 60
km/h s6 vamos saber onde se encontra se soubermos que comegou a sua viagem no km
161. Traduzindo na linguagem das EDO temos v = 60 ou equivalentemente x’ = 60 e
x(0) = 161. Agora podemos resolver o seguinte:

Exercicio 1.7 Sabendo que comegou a viagem as 16h a que horas o carro chega a Covilha?

Assuma que estamos a considerar Covilha norte (km 173).

EDO de primeira ordem

Uma EDO de primeira ordem é uma relagdo F(x,y,y’) = 0. Supomos que podemos resolver
esta equagdo em ordem a y’, entdo y' = f(x,y). Do préximo resultado podemos concluir
duas coisas; uma boa noticia: sob certas condi¢cdes bem gerais temos sempre solucdes para
as nossas equacoes e elas sao tnicas fixando certas condi¢des iniciais e uma md noticia:
nada nos € dito sobre como encontrar as solucgdes.

Teorema 1.2.1 — Teorema de existéncia e unicidade de EDO. Se,em y’ = f(x,y),
fe 3—J; forem continuas num certo dominio U e (xg,yo) € U, entdo uma
solucdo y = h(x) tal que yo = h(xp).

Este resultado serd estudado em §3.2 (ver Teorema 3.2.8) e a prova envolve imenso trabalho.
Na verdade no Teorema 3.2.7 iremos obter um resultado ainda mais geral do que o teorema
anterior.

No Teorema 1.2.1 ndo foi referido o dominio de defini¢do da solug@o 4(x). Temos
que existe a > 0 tal que h: |xo —a,xp + a[— R € a dnica solugdo de y' = f(x,y) tal
que yo = h(xo). No PVIy’ =y? 41 e y(0) = 0 temos a solugio y(x) = tanx. Apesar

de f(x,y) = y*+ 1 ter derivadas de toda a ordem e continuas isso nio garante que a
sua solucdo seja definida em R.

= Exemplo 1.5 Dada a equagio y’ = —2 e o ponto (xo,yo) = (2, 1) temos que f é continua

e ‘3—]; = —}C € continua. Assim, a equacao tem solucao tnica. De fato, obtemos a solugdo

geral da EDO: y = %, finalmente substituindo x =2 e y = 1 temos C = 2 e a solu¢do tnica

y=2. .

Uma coisa é garantir que tem uma tnica solucdo, outra coisa € determinar essa mesma
solugdo. O problema da determinacdo da solucio analiticamente situa-se no mesmo
patamar de dificuldade e constrangimento que a determinacio de integrais analitica-

mente. Curiosamente, tem uma relagdo intrinseca com o problema de determinagéo
de féormulas resolventes para equagdes polinomiais.
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(Teorias de Galois e de Liouville) Sabemos desde os 13 ou 14 anos que equagdes

polinomiais de segunda ordem como ax? + bx + ¢ = 0 se podem resolver usando a
—bE Vb%—4ac
2a

féormula x = . Ter uma férmula resolvente € fantdstico mesmo que ela

seja intragavelmente dificil de decorar. Evariste Galois mostrou, hd cerca de 200
anos e com apenas 20 anos, que certas equagdes polinomiais ndo tinham ‘férmula
resolvente’! O problema comeca a ter piada a partir das equacdes de grau > 5 pois
para graus inferiores ja eram conhecidas férmulas. Galois desvendou os segredos da
‘insolubilidade da quintica’ mostrando como determinar férmulas (quando soldveis)
de qualquer equacgao polinomial de grau 5. Nao satisfeito considerou graus superiores
criando para isso uma teoria com o seu nome! A sorte foi que Joseph Liouville teve
acesso aos trabalhos de Galois apresentando-os ao mundo. Num estudo paralelo
Liouville conseguiu mostrar que certas equagdes diferenciais lineares nao possuiam
‘férmulas resolventes integrais’.

Apesar de ndo estarmos ainda em condi¢des de provar o Teorema 1.2.1 estamos j4 capazes
de provar dois teoremas de existéncia e unicidade mais simples. O primeiro € relativo a
EDO fundamentais, i.e. da forma y’ = f(x), e diz:

Teorema 1.2.2 — Teorema de existéncia e unicidade de EDO fundamentais.
Se,em y = f(x), f for continua em [a, b] e xo €]a, b, entdo existe uma dnica solu¢do
y = h(x) tal que yo = h(xp).

Demonstracdo. Sabemos que a continuidade de f garante que existe uma primitiva F de f.
Pelo segundo Teorema Fundamental do Célculo teremos [ f(t)dt = F(x) — F(xo) ou seja
F(x) = F(xo) + [;, f(¢)dt sendo F solugdo de y' = f(x). Escolhendo F(xo) = yo temos a
unicidade. [ ]

Exercicio 1.8 Aplique o Teorema 1.2.2 e resolva o PVIy/(x) = x? com a condic#o inicial
y(1)=-3.
3

Y =yo) + fE 2 de =y(1) + [irdi = -3+ 5| =345 — L =510
0 X0 y 1 3, 373 3

O segundo teorema de existéncia e unicidade € relativo a EDO auténomas, i.e. da forma
y = f(y), e diz:

Teorema 1.2.3 — Teorema de existéncia e unicidade de EDO auténomas. Se,
em y' = f(y), f for continua e néo nula em [c,d] e yo €]c,d], entdo uma
solugdo y = h(x) tal que yo = h(xp)-

Demonstragdo. Escrevemos a EDO y' = f(y) na notagdo a Leibniz % = f(y) ou seja

Z—; = ﬁ Usando o Teorema 1.2.2 temos x(y) = x(vo) + [ += dt onde yg € [c,d]. Como

Yo (1)
Z—j = ﬁ para y €|c,d[ o Teorema da Fungéo Inversa dado em Andlise Real II garante
que x(y) possui inversa y(x) e que, além disso, y(x) é derivavel sendo a derivada o inverso
algébrico da derivada de x(y). |
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Exercicio 1.9 Aplique os Teoremas 1.2.2 e 1.2.3 e resolva o PVI y/(x) = 2y com a
condi¢@o inicial y(1) = 3.

Claramente f(y) # 0 desde que y # 0. Reduzimos a EDO auténoma y'(x) =2y a
uma EDO fundamental Z—’y‘ = 2_1y paray > 0. A solucdo é:
y
() =x(0) + |
0

1 v 1 1 p 1
“dt=1+[ —dt=1+-Int[ =1+=(Iny—In3).
o 21 +/3 21 T, =143 (ny—In3)

2
Vamos inverter a fun¢do x(y).

2x—2+In3

1 1 1
x(y) = 1+§(1ny—ln3)<:>x—1+§1n3: ElﬂY{iW =y 372 =y(x).

Interpretacdo geométrica de uma EDO

A EDO % = —% tem como solugdo geral y(x) = % Yejamos como obtivemos a soluc¢ao:

note-se que podemos escrever a EDO como %dy = —dx, donde [ %dy =—1 %dx, ou seja

In(y) = —In(x)+K, ie.,y= )—lc.eK, assim obtemos y(x) = % (onde C = €X). Podemos
colocar a questdo: O que representa geometricamente a solu¢do y(x) = %? E claro que
representa uma familia de hipérboles para cada escolha de C. Se fixarmos uma c.i. (xg, o),
entdo a curva passard por esse ponto. Fixemos a c.i. (xo,yo) = (2, 1), entdo obtemos C = 2

e a curva que passa nesse ponto € y(x) = % A EDO Z—)y( = —% determina que a tangente
a curva nesse ponto € % = —% = —%. Em conclusdo, a EDO representa um campo de

o d . -
dire¢oes (ou campo de vetores), em cada ponto o vetor (1, d—i) determina essa direcdo, e as
curvas cujas tangentes sdo essas direcdes sdo as solu¢des da EDO - chamadas solugdes
integrais ou curvas integrais.

[
457
1
/1
y
/7
27 l
//L -
- 4. ff—-Ja—»—é—o—-a-—-—-i—p-—p-—-s-
'\\l //'/.f’.-—*.ﬂ..ﬂ...-v_r-p..-—o._-—r._-a-._--.—
ol AV VAP B2 I PR SR i
dy Y

Figura 1.2: Campo de dire¢des da equagdo = = —: e sua solugdo (curva integral) que
passaem (2,1) i.e. (xo,y0) = (2,1). Note que ndo estd definido para x = 0.
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Exercicio 1.10 Encontre a EDO cuja solucio é a familia de parabolas y(x) = Cx?.

Para resolver este problema € s¢ derivar Z—x = 2Cx. Agora para determinar C € s6

notar que C = )% Finalmente, substituindo temos % = Z%x e a EDO requerida é % = Zx—y
(ver Figura 1.3).

\ o
;7
e
NN —r
—— 7 7 727
LT ANV A
A -
—‘I:Cl 5 x ‘I:Cl
aEE:
RV MM N NS
NN N
g -8 BN

; . S . dy 2y . .
Figura 1.3: Campo de dire¢des da equagdo ;- = = e uma das suas curvas integrais. Repare

que as solugdes y(x) = Cx? sdo parbolas que vio ‘alargando’ 2 medida que consideramos
C’s cada vez menores.

Considerando um PVI dado por y'(x) = f(x,y(x)) e yo = y(xp) podemos entdo descrever
geometricamente o problema em R? dizendo que a inclinagio no ponto (x,y) é dada pelo

vetor (1, f(x,y(x))) = (1,y'(x)). Dito de outra forma, usando a linguagem dos campos de
vetores vistos em Andlise Real III, temos um campo de vectores

X: R2 — RZ
(x,y) — (1, f(x,y(x))) (1.9)

Consequentemente, o PVI dado por y'(x) = f(x,y(x)) € yo = y(xo) induz uma representagéo
geométrica interessante. Contudo, os campos (1.9) possuem um rigidez na primeira
coordenada. Se pensarmos em campos vetoriais em R? na sua generalidade temos:

X: RZ N RZ
(x,y) — (X1(x,),X2(x,y)) (1.10)

Ora (1.10) tem também uma descricao na linguagem das EDO dada por:

{x =X (x,y)

}.7 :XQ(X,y)
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Digite a EDO: |

! ! ! ! | I I I [ I
dl/ Mostre o campo de diregéio Mostre a solugao Condigdes Inicicais: 0

Figura 1.4: Estamos a considerar a EDO y’ = y? e o campo vetorial (campo de inclinagdes)
¢ representado pelos segmentos. Falta o sentido do campo vetorial (setinha). Escolhendo a
cd. (x0,y0) = (0,1) fica descrita a solugdo (trajetdria/Grbita) que passa nesse ponto e cujas
tangentes sdo precisamente o campo vetorial em questao.

Na Figura 1.6 temos o sistema de EDO dado por

X=-y
{y,: . (1.11)

Derivando a segunda EDO em relagdo ao tempo e usando a primeira EDO teremos
¥ =x = —y. Esta EDO de segunda ordem jd apareceu em (1.3) e tinha solucéo y(¢) =
ocsin(t) + B cos(t). Usando novamente a segunda EDO obtemos x(7) = acos () — f sin(z).
Estas fungdes x(¢) e y(¢) definem uma familia de curvas em R? dadas por:

C:. R — R2
t —— (occos(r)— Bsin(z), asin(t) + B cos(r)) (1.12)

Se fixarmos, por exemplo, & = 1 e f = —2 e t = 0 teremos o ponto (1,—2). Deixando
evoluir o parametro temporal ¢ teremos uma circunferéncia ¢ centrada na origem e que
passa no ponto (1,—2). De facto, 4 é uma curva integral associada ao campo vetorial
X(x,y) = (—y,x) esbogado na Figura 1.6.

Exercicio 1.11 A custa da curva () definimos

o' (o, B) = (atcos(t) — Bsin(t), asin(t) + B cos(t)).

Mostre que:
* ¢%(a,B) = (o, p).
. ¢I+S(a B) = ¢ (¢*(x,B)) onde t,s € R.
¢'(a,p)| _ = (=B, ).

(po(oa,ﬁ) = (acos0— Bsin0,asin0+ Bcos0) = (a, B). Em relagdo a segunda
propriedade por um lado temos:

" (a,B)

(acos(t+s) — Bsin(t+s), osin(t +s) + P cos(t +5))
= (a(costcoss—sintsins) — B(sint coss + cost sins), @(sinf coss + cost sins) + f(cost coss — sinz sins))
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\ |
-
| | |

| | I I ! 7 | | | | |
M \ | | | | |
|

Digite a EDO: |

d / | | 1 | |
dy Mostre o campo de diregéio Mostre a solugdo Condigdes Inicicais: O
== oy +x -
7 w2 |

Figura 1.5: Estamos a considerar a EDO y’ = y+xy e o campo vetorial é dado por
X(x,y) = (1,y+xy). Escolhendo a c.i. (xp,y9) = (—1,2) fica descrita a solu¢éio que passa
nesse ponto e cujas tangentes em (x,y) sdo precisamente X (x,y).

Por outro lado temos:

o' (¢°(a,B)) = ¢'(acoss— Bsins,osins+ fcoss)
= ((occoss— Bsins)cost — (asins + B coss)sint, (acoss — B sins)sinz 4 (o sins + f coss) cost)

= (a(costcoss—sintsins) — B(sint coss + cost sins), a(sinf coss + cost sins) + f(cost coss — sint sins))

Finalmente %(p’(a,ﬁ) - (—asint — Bcost, occost — P sint) - (—B, ).
1= =

As identidades provadas no Exercicio 1.11 merecem uma reflexdo profunda das
componentes algébrica, geométrica e até diferencial. A fungdo ¢’ é chamada de fluxo
e a terceira propriedade indica que podemos obter o campo de vetores associado via
derivacdo no parametro ¢. Claro estd que tendo um campo de vetores o seu fluxo

serd obtido por um processo de integracdo. Foi precisamente o que fizemos quando
integramos o campo vetorial da Figura 1.6. Mais detalhes serdo dados em §2.6.

Este tipo de sistemas de EDO serd estudado com detalhe no Capitulo 2.

1.2.3 Método geométrico das Iséclinas

Em Anilise Real II vimos que para representar graficamente em R? um campo escalar
f: R? = R era conveniente determinar as curvas de nivel ¢ de f onde ¢ € R que sdo
definidas pelo conjunto {(x,y) € R?: f(x,y) = c¢}. As iséclinas (do grego isos=igual,
klini=inclinacdo) sdo o correspondente as curvas de nivel trocando campos escalares
por campos vetoriais € mantendo o objetivo de conseguir visualizar geometricamente o
campo vetorial em causa. Como estamos interessados em campos vetoriais X = (1, f(x,y))
associados a EDO onde y' = f(x,y(x)) como em (1.9) definimos a iséclina ¢ de X pelo

conjunto {(x,y) € R?: f(x,y(x)) = c}.

* Comecamos por esbocar as iséclinas. Na Figura 1.7 vemos as isoclinas c =3 e
c=0.
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Vector Field < —y,z >

vxy)=
wons ]

xmin = -5 xmax =5

.
ymin =-5 ymax =5

Figura 1.6: Representa¢do geométrica do campo vetorial X (x,y) = (—y,x) ja estudado em
Andlise Real III.

Figura 1.7: No link https://www.geogebra.org/m/pjdyeDWA podemos encontrar uma
aplicacdao do Geogebra elaborada por Juan Carlos Ponce Campuzano e que gera auto-
maticamente as iséclinas associada 2 EDO y' = xy? — (xzy —y). A vermelho a esquerda
(respetivamente direita) temos a inclinac@o de declive ¢ = 3 (respetivamente ¢ = 0) mas
podemos interativamente gerar isdclinas associadas a outras inclinagdes.

* Em cada iséclina esbocamos um segmento pequeno que indica a inclinacio associada
aiséclina. Na Figura 1.7 em cima e ao longo da iséclina a esquerda vamos colocando
um segmento de declive ¢ = 3 e em cima e ao longo da isdclina a direita vamos
colocando um segmento horizontal.

* Quando tivermos bem noc¢do do campo vetorial esbocamos as curvas integrais e
teremos uma boa ideia qualitativa do comportamento dinAmico em causa.

* A iséclina ¢ = 0 indica onde podemos observar pontos de maximo e minimo (da
coordenada y) das curvas integrais. Pontos de inflexdo deverdao impor, como ha-
bitualmente, condi¢des de degeneracio da segunda derivada (quando existe claro)
i.e. y = 0. Nesse caso como y'(x) = f(x,y(x)) derivando em ordem a x e usando a

regra da cadeia teremos y”’(x) = %% + 3—5% = % + 3—];y’(x) = % + %f. Logo a
af

condi¢do de degeneracgdo serd f = —g—;;.
Jy
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Equacoes diferenciais com varidveis separdveis

EDO da forma y’ = f(x)g(y) dizem-se equacdes diferenciais separaveis. A razo para este
nome € simples, podemos escrever esta equagdo na forma:

dy

D= f)80) & s dv= f(x)da

g(y)

Para a resolver usamos processos de integragdo ja estudados, i.e., | g(l—y) dy= [ f(x)dx

Teorema 1.3.1 — Teorema de existéncia e unicidade de EDO separdveis. Se, em
y = f(x)g(y), f for continua em |a, b, g for continua e ndo nula em |c,d[ e (xo,y0) €
la,b[x]c,d|, entdo uma solucdo y = h(x) tal que yo = h(xp).

Demonstragdo.

Unicidade Vamos assumir que se tivermos uma solugio A(x) da EDO y' = f (x)g(y) ela
terd que ser tnica. Na notagdo de Leibniz fica x( x) = f(x)g(h(x)) ou seja 20 ( 9 dh(x) =

f(x)dx. Integrando 7 de x¢ a x e, consequentemente /() de h(xp) = yo a h(x) =y teremos:

/y_h(x) L an(e) = / Flt) dt (1.13)
Yo=h(xo) &((t)) N X0 ' .

Seja G(y) uma antiderivada de $ e F(x) uma antiderivada de f(x). De (1.13) e usando o
segundo Teorema Fundamental do Célculo obtemos:

G(h(x)) = G(yo) = F(x) — F(xo). (1.14)

Como g é continua e ndo nula em |c,d[ ndo poderd mudar de sinal. Assim, a derivada de G
tendo o mesmo sinal G terd que ser monotona. Usando o Teorema da Func¢do Inversa para
fungdes continuas G~ ! existe. Aplicando G~! a ambos os lados de (1.14) obtemos:

h(x) = G~ (F(x) — F(x0) + G(»0)), (1.15)

que é uma expressao explicita da solug¢do i(x) sendo portanto Gnica uma vez, claro, fixando
as condig¢des iniciais.

Existéncia Vamos ver agora que /(x) obtida em (1.15) satisfaz a EDO y' = f(x)g(y) numa
vizinhanga de x( e que passa pelo ponto (xg,yo). Para isso basta derivar (1.14) em relagdo
a varidvel x e, pela regra da cadeia, obtemos:

G'(h(x))H (x) = F'(x) < W (x) = f(x)) & ' (x) = f(x)g(h(x)).

1
8(h(x))

Finalmente, se em (1.15) tomarmos x = x fica

h(xo) = G~ (F(x0) — F (x0) + G(0)) = G~ (G(»0)) = yo

e temos a condi¢do inicial satisfeita. [
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« Exemplo 1.6 Vejamos como resolver a EDO y' = f(x)y com c.i. (xp,yo). Observemos
que Z}yc =flx)y& ldy = f(x)dx. Assim temos:

/dy /f )dx < Iny(x /f (1)dt +C < y(x) = yoef;;)f(t)dz

3 2
para determlnarmos o valor de C € s6 usar a informagéo acerca da c.i., ou seja 5 z 17 +C,
donde C = 6 . .

« Exemplo 1.7 Vejamos como resolver a EDO y?y —x = 0 com c.i. (xo,y0) = (1,2).
Observemos que y>y' —x = 0 < y>dy = xdx. Assim temos:

y3 x2
yZdy:de@/yzdy: /de@ ? = 3+C,
para determinarmos o valor de C € s6 usar a informacao acerca da c.i., ou seja %3 =5+C,
donde C = 1—63, .

Notemos que no Teorema 1.3.1 as hipéteses sdo suficientes para concluir a tese mas
ndo sdo necessdrias. Podemos ter existéncia e unicidade sem estarmos nas hipéteses

do Teorema 1.3.1. Esse € o caso quando g(y;) = 0 mas o integral impréprio f}yo ! gl ) dt

diverge. Quando este integral converge a unicidade ndo esta garantida. Esta questio
estd relacionada com um melhoramento do Teorema 1.2.1 provado por Osgood no
final do século XIX.

Exercicio 1.12

a sando a notacao do leorema 1.5.1 mostre que g(£) =0 < y(x) = £ satistaz a

(a) Usand do do Ti 1.3.1 0)=0 ¢ satisfaz a EDO
Y = fx)g(y).

(b) Mostre que se estivermos nas condi¢des do Teorema 1.2.1, entdo duas curvas inte-
grais distintas nunca se intersectam.

(c) Mostre que a solugdo de y) =y —1 € y(x) = Ce* + 1 e, usando o Geogebra, faga o
esboco das curvas solucao.

(d) Mostre que a solugdode y' = (y—1)(y+1) é y(x) = # e, usando o Geogebra,

21T

faca o esbogo das curvas solugao.

(e) Verifique que a EDO y’ = 2xy ndo estd nas condi¢des do Teorema 1.3.1 mas estd nas

condi¢des do Teorema 1.2.1. Discuta questdes de unicidade da solugéo y(x) = Ke®
com K € R a luz da nota anterior.

(@) (=) trivial (<) Temos 0 = y'(x) = f(x)g(y(x)) = f(x)g(¢) para todo o x,
logo f =0ou g(¢) =0 e temos g(¢) = 0. (b) O Teorema 1.2.1 garante que dada uma c.i.
(x0,y0) existe apenas uma curva integral que passa por (xg,yo)-

« Exemplo 1.8 — Falhanc¢o da unicidade. Consideremos o PVI y'(x) = /[y(x)] e
y(0) = 0. Neste caso f(x,y) = +/|y(x)| é continua logo pelo Teorema 3.2.7 temos existén-
cia de solug¢do. Contudo como g—]; ndo € continua ndo podemos garantir unicidade. De facto,
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como veremos no Teorema 3.2.8 a fun¢do f(x,y) ndo é Lipschitz na varidvel y ficando
a unicidade eventualmente comprometida. Notemos que /1 (x) = 0 com x € R € solugdo

do PVI dado. Escrevemos a EDO como ‘1( I dy = dx e integramos. Para y > 0 temos
y(x
2

2/y(x)=x&yx) = %2 quando x > 0. Paray <0 temos 2/ —y(x) = —x & y(x) = —
quando x < 0. Temos entdo outra solu¢do do PVI dada por:

ha(x) = G, sexz0 (1.16)
2 —%2 sex <0 '

Escolhendo ¢ €] — 1,0] definimos a familia de fun¢des no pardmetro o por:

sex>0
se x € [0,0] (1.17)

T sex< O

obtendo infinitas solu¢des do PVI considerado. A este fendmeno ndo estard alheio o facto
do integral impréprio fol \/Ly dy ser convergente cf. Escélio acima. Por dltimo, podemos

tanto em Ay como em hg simplificar solugdes e assumir = 0 para x > 0 (ou x < 0). .

a a4

—it

-2

-3

-4

Figura 1.8: A esquerda temos a funcdo 4 (x) e a direita a fungio /1_( 5(x). Grosso modo
temos uma ‘colagem’ das pardbolas com diferentes concavidades por intermédio de um
segmento nulo que vai crescendo com ¢ — —17.

Exemplos de Aplicacdo

« Exemplo 1.9 — Lei de Torricelli. O nivel x(z) de um reservatdrio de dgua com esco-
amento vertical sob a acdo da gravidade e em func¢do da varidvel tempo € geralmente
modelado pela Lei de Torricelli?

dx_

E__a\/';v

%Esta lei é mais famosa no problema da medicdo da velocidade de saida de um fluxo de um recipiente
furado. Quem nunca reparou que a velocidade de saida é maior se o furinho for feito mais abaixo?
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onde o é uma constante. Resolva a EDO com c.i. x(1) = 4.

Observemos que a EDO ¢é separdvel, assim x"2dx = —adt e obtemos a solucdo geral
2 /x=—at+C. A constante C é determinada usando a informag@o acerca da c.i., ou seja,
2V4=—ax1+C, C =4+ a. Substituindo na expressio de x(t) fica:

mo:(z—%@_lg?

Veja a Figura 1.9. .

Figura 1.9: Solugdo para a Lei de Torricelli % = —2/x quando para o tempo 7 = 1 temos

o reservatério com nivel x = 4 que é x(¢) = (3 —1)2. Note que o reservatdrio fica vazio
parat = 3.

« Exemplo 1.10 — Lei do arrefecimento de Newton. A Lei do arrefecimento de Newton
¢ dada pela EDO
dT

= B(T-To) (118

onde T'(¢) é a funcdo temperatura T de um certo corpo em funcgdo do tempo ¢, T, € a cons-
tante que representa a temperatura do meio ambiente e 3 uma constante de condutividade
térmica caracteristica do corpo em questdo. Determine a evolucao da temperatura do corpo
supondo que inicialmente 7'(0) = 21 graus.

Observemos que a EDO (1.19) € em varidveis separaveis, assim
dTr

integrando termo a termo vem
In|T —T,| = —Bt+C,
donde T'(t) = Ty + eCe B! Usando a c.i. obtemos a solugio:

T(t) =Ty + (21 — Ty)e P
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Figura 1.10: Escolhendo 8 = 1 e T, = 20 temos que, em cerca de 4 unidades de tempo, o
corpo estabiliza a sua temperatura perto da temperatura do meio.

Exercicio 1.13 — Diluicdo de solu¢cées adocicadas em input-output. Um gobelé
contém 1 litro de 4gua sendo que comeca a ser injetada no mesmo uma solu¢do de dgua
adocicada com agucar a uma relacdo de 15 mg de agucar por litro na razdo de 0,002 litros
por segundo. Vamos supor também que o gobelé se encontra em movimento circular por
forma a que a solucdo que vai sendo originada se mantém homogénea. Simultaneamente
com o processo de injecao de dgua com acucar, vai sendo retirada a solucao formada no
gobelé na mesma razdo com que € introduzida, i.e., 0,002 litros por segundo. Pretendemos
determinar a evolucdo da quantidade de acucar no gobelé durante todo o processo.

Vamos denotar por x(¢) a fun¢do que nos dé a quantidade de acticar no gobelé
(medida em mg) num certo tempo ¢. Uma vez que o gobelé contém 1 litro de dgua, a
concentracdo de agticar na solucdo é dada por x(¢) mg por 1 litro, i.e., x(¢) mg/l.

A EDO que descreve o processo € entao:

dx

=2 20,002 x 15—0,002 x x = 0,03 — 0,002x, (1.19)
dt — ~——
input output

donde a solucdo, com a condicdo inicial de a dgua no instante inicial # = 0 ser pura
(x(0) =0), é:
x(t) = 15— 15¢7 00027,

Note que lim 15— 15¢70.9027 — 15,
t—r+oo

Equacdes diferenciais envolvendo fungoes homogéneas

Uma fungéo de duas varidveis x e y, f(x,y), diz-se uma funcdo homogénea de grau n € N
em relagdo as varidveis x e y, se qualquer que seja o € R, temos f(ox, ay) = o” f(x,y). A
EDO de primeira ordem

dy

a :f(xay)v
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diz-se (envolvendo uma fungio) homogénea® se f(x,y) for uma funciio homogénea em
relacdo a x e y e de grau zero.

« Exemplo 1.11 A fungdo f(x,y) =x—3 \/_+ Sy é homogénea de grau 1. A funcdo
f(x,y) = /x> +y3 é homogénea de grau . A funcdo f(x,y) = 2 +4 € homogénea de

grau 0. Assima EDOy =x—3 \/Xy + 5y € homogénea de grau 1. A EDO y = \/x3+y3
¢ homogénea de grau % AEDOy = ziy +4 € homogénea de grau 0. .

Vamos considerar EDO % = agi g onde a(x,y) e b(x,y) sdo fungdes homogéneas de igual

grau. A vantagem destas EDO € que sempre as podemos reduzir a EDO em varidveis

separaveis. A EDO dy gx y; f(x,y) é tal que f(x,y) é fungdo homogénea de grau zero.

Logo f(ox, ay) —f( y). Assim, considerando o = l obtemos f(x,y) —f(l Y). Logo,
uma EDO envolvendo fun¢des homogeneas depende somente da relagao . Temos entdo

21(12)

agora substituimos u(x,y) = ¥ i.e. y(u,x) = ux e, como jy =4 (ux) = PextudE =y yy

obtemos que:

d
Txtu=f(Lu),

¢ uma EDO em varidveis separdveis uma vez que:

« Exemplo 1.12 Resolvamos a equacgdo % =

s _ dy du dy ux2 _u
a mudanga de variavel y = ux, logo ;= = dxx—l— u € como E = 272 = 7,7 temos
%x +u= # Arrumando as varidveis obtemos a EDO em varidveis separdveis:
1 1—u? 1 11
—dx=—F5—dus —dx=|—=——|du.
X u X woou
Agora é s6 integrar e obtemos as curvas integrais —2— = In(Cy) onde C € R.

dy _ —2x+7y ~ 2 P
= Exemplo 1.13 Resolvamos a equagdo ;- = — e Como a funcdo € homogénea
dy __ du dy _ —2x+T7ux _ —2+47u

fazemos a mudanga de varidvel y = ux, logo 7= = Zx+uecomo ;= 5= = -5
temos d—x +u= 2213” Arrumando as varidveis obtemos a EDO em varidveis separaveis:

du  —2+7Tu du  —2+5u—u* 1 2+u

TX= o U = —————— & —dx=—5————du.

dx 2+u dx 2+u X —u-+Su—?2

30Observe que iremos usar a nomenclatura homogénea em diferentes sentidos. No sentido considerado
agora e no sentido quando forem estudadas as equagdes lineares com o termo g(x) = 0. Por opgdo aqui
dizemos que a EDO envolve fun¢des homogéneas usando a palavra homogénea para a fungdo f e ndo para a
EDO. Recorde que numa norma a propriedade ||au|| = |o|||u|| era dita a propriedade de homogeneidade
(ver Exemplo 3.4) e € neste sentido que estd a ser usada aqui.
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2

« Exemplo 1.14 Resolvamos a equacgdo % = y Como é homogénea fazemos a

3
4 _ dy_du dy _ wx _ x _ 1

gludanga de varidvel y ux, logo Ix = X tuecomo ;=== -2 =u— . temos

TXtu=u— l ou seja d y=—= Arrumando as varidveis obtemos a EDO em varidveis

separaveis udu = —;dx. Integrando.

1 1 :
udu:——dx@/udu:_/_dX@%:_ln‘x|+c<:>”2:2C_21n|x|-
x X

Obtemos finalmente que y(x) = £+x /2C —21In|x|. .

EDO com fun¢des homogéneas — EDO em varidveis separaveis.

Equacodes diferenciais exatas

Dada uma EDO 4
dy = f(xy),

podemos usar uma escrita com diferenciais da forma:
—f(x,y)dx+ 1dy = 0.

De uma forma mais geral, dados M : RZ —» R e N: R? — R diferencidveis, uma EDO na
forma
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0,

diz-se uma Pfafiana. Uma Pfaffiana diz-se exata quando vale a condic¢ao

oM JN
= (1.20)

onde M(x,y) e N(x,y) sdo diferencidveis num certo dominio e %iy/l designa a derivada

parcial de M em relacdo a varidvel y e %’ designa a derivada parcial de N em relacdo a
varidvel x.

Existe aqui um abuso de linguagem. Na verdade a condicdo (1.20) deveria indicar que
a 1-forma @ = M(x,y)dx+ N(x,y)dy é fechada, ou equivalentemente que dw = 0 na
linguagem das formas diferenciais ja vistas com detalhe em Andlise Real IIT #. Dizer que
o é exata impde a existéncia de primitivas para a 1-forma, ou seja a existéncia de f tal

4dw =d(M(x,y)dx+N(x,y)dy) = ax dxdx+ dydx+ dxdy+ dydy 0— dxdy+ a—Ndxdy—F

0= (%—f — —) dxdy = 0. Aqui, grosso modo, dx e dy representam comprimentos (1- formas) e dxdy e dydx

representam dreas (2-formas) sendo que, como dydx tem uma orientagdo contraria a dxdy fica dydx = —dxdy.
Recordamos que dxdx e dydy sdo nulos o que pode ser intuido pelo facto de ‘dois comprimentos ou duas
larguras ndo sdo suficientes para ter drea’.
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quedf = w1i.e. % =Me 3—5 = N. E fécil de ver que toda a 1-forma exata, neste tltimo
sentido, é fechada (i.e. d*f = 0). De fato,

20 _ _ f f
&2f = d(df)=d {8d+8y }

2 2 2 2
_o°f °f o°f o°f
= o 2dxdx—|—a e dy al)H—a Iy a’xdy—k—a dydy
2 2
_ 9 o°f _
= & e ——dy dx—l—axaydxdy—o,

pelo Teorema de Clairaut-Schwarz da igualdade das derivadas parciais cruzadas (aqui
fica explicita a necessidade do uso da diferenciabilidade C?). Assim, existe o abuso de
chamar exata quando deveriamos chamar fechada. Observe que, por exemplo, a 1-forma
0= )ﬁyzdx + > iyz dy (definida em R?\ {(0,0)}) é fechada mas nio exata neste tltimo
sentido. Este abuso de linguagem deve-se a que, sob certas condi¢des, que na verdade vao
ser as condicdes que vamos sempre considerar, temos a indistinguibilidade da condicdo
de ser exata e de ser fechada ilustradas no seguinte resultado que foi provado em Anélise
Real III:

Teorema 1.4.1 — Lema de Poincaré. Seja dado um retangulo aberto Z C R? e uma
1-forma @ = M(x,y)dx+ N(x,y)dy com M e N diferencidveis em Z. Se @ é fechada,
entdo o € exata.

A garantia de obtencdo de solugdo para a Pfaffiana M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 suporta-se no
fato de a condi¢do (1.20) implicar a existéncia de uma fungao f(x,y), definida no retdngulo

Z € duas vezes continuamente diferencidvel, tal que 3 f =M(x,y) e f = N(x,y), ou seja
o diferencial total é:

af 9
df = —fd +a—fdy M(x,y)dx+N(x,y)dy.

Assim sendo

dy

M(x,y)dx+N(x,y)dy =0 & M(x,y) +N(x,y) = =04 == dydx

logo

() =0

—f(x,y(x)) =

ay 7y )
e a equagdo Pfaffiana M (x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 é transformada na equacdo f(x,y(x)) =C.
Vejamos como é determinada a fungdo f(x,y) assumindo que estamos a trabalhar em Z%.

Como % = M(x,y) temos

X

fx3) = [ Mluy)du+g0). (121)

0
E claro que se derivarmos a expressio anterior em ordem a y obtemos N (x,y):

of _ [*oM(uy) . 1 (y) = - [ oMy
O [ M) g ) =N o 800 =N~ [P g,
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usando o Teorema Fundamental do Célculo e (1.20) obtemos

52800 = 55 W) = [ 2D qu| = P D ) - W) =0,

Assim, pela igualdade anterior e por g(y) = N(x,y) — [ 8M( oMLwy) gy, segue que N(x,y) —
fx aM( y)

0 dy du ndo depende de x. Consequentemente, podemos obter g(y) integrando:

s = [ ¥~ [ 2 ] a,

y

e por fim usando (1.21) chegamos a conclusio que, a existir primitiva f, ela terd a expressao:

X

flx,y) = /XM(u,y)dqu/y

X0 Yo

{N(x, o [(oM, v)du} a, (1.22)

X0 ay

qualquer que seja (xp,yo) € Z. Além do mais, € ficil de ver que df = @ e o Lema de
Poincaré fica provado.

« Exemplo 1.15 Resolvamos a equacao xydx + ";dy = 0. E fécil de ver que é uma EDO
exata pois %M =x= ‘”;’ . Como

f 1., 9f

af = 5T 5,

=—dy =M(x,y)dx+ N(x,y)dy,

obtemos que 5 9 L=xye g—f <. Donde se obtém f(x,y) = x S +g(y) e flx,y) = 2 S +h(x).

E temos que f(x, y) Yea solugao da EDO ¢ definida implicitamente pela condi¢do
% y =C,ie,yx) = (Ver Figura 1.11). Observe que a EDO € em varidveis separaveis,
resolva -a dessa forma. .

As solugdes obtidas no exemplo anterior dizem-se solugées implicitas e o esbogo das
curvas de nivel ajuda-nos a entender como podem ser a solugdes explicitas da EDO.

« Exemplo 1.16 Resolvamos a EDO (e? — ycos(xy))dx+ (2xe® — xcos(xy) +2y)dy = 0.
Esta EDO ndo é nem separdvel, nem homogénea. Vejamos que € exata. Temos

M(x,y) = e® —ycos(xy) e N(x,y) =2xe® —xcos(xy) +2y.

Logo
M 5 i) = 2N
F 2¢ — cos(xy) + yxsin(xy) = x|
Como P 9
df == _fd _|_—fdy M(x,y)dx+N(x,y)dy,

dy
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Figura 1.11: As solugdes de f(x,y) = % = C com C a variar de 1 até 7.

vem ‘3—{: = M(x,y) = e® —ycos(xy) e ‘3—5 = N(x,y) = 2xe? — xcos(xy) +2y. Assim, inte-
grando em relacdo a varidvel y temos

flx,y) = ZX%eZy — sin(xy) +y* + h(x), (1.23)

donde, derivando (1.23) em relacdo a variavel x,

% = e® —ycos(xy) + 1 (x) = M(x,y) = e® — ycos(xy),

logo h(x) = C e temos a solugdo definida implicitamente por

f(x,y) = xe® —sin(xy) +y* = C.

« Exemplo 1.17 Resolvamos a EDO (ycosx + 2xe”)dx + (sinx + x?e¢” +2)dy = 0. Esta
EDO ndo € nem separdvel, nem homogénea. Temos M(x,y) = ycosx+ 2xe’ e N(x,y) =
sinx + x2¢” 4 2. Como %M = cosx+ 2xe’ = aN a EDO ¢ exata. Se f € tal que

df = (ycosx+2xe”)dx + (sinx+ x?e” 4 2)dy,

entao 3—§ =M(x,y) =ycosx+2xe’ e g—J; = N(x,y) = sinx+x?¢” +2. Integrando a primeira
equacio em ordem a x obtemos f(x,y) = ysinx+x?e” +h(y). Agora, derivando em ordem
ay fica f = sinx 4 x%¢” + I'(y) e como ch = N(x,y) = sinx + x%¢” + 2 obtemos que

n(y)= 2. A531m, h(y) =2y e f(x,y) = ysinx +x?¢” +2y. Finalmente, a solugio geral da
nossa EDO ¢é

f(x,y) =ysinx+x*¢"4+2y=C, CeR
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1.4.1

Figura 1.13: As solugdes de f(x,y) = ysinx+x%e” +2y = C com C a variar de 0 até 5.

Reducédo a uma EDO exata via multiplicacdo pelo fator integrante
« Exemplo 1.18 Usaremos em §1.5.1 o ‘truque’ de multiplicar a EDO y' — p(x)y = ¢(x)

pelo fator integrante.
i(x) ' = p(x)y) = i(x)q(x),

onde i(x) = ¢ P4 Eserevendo esta equacdo na forma Pfaffiana fica i(x)(q(x) +

p(x)y)dx —i(x)dy = 0 ou i(x)[(g(x) + p(x)y)dx — dy] = 0. Ora, esta nova EDO ¢ exata
: : ; —[Ep(tydr .

pois 24 = i(x)p(x) e L = — 4 = p(x)e” b0 " = i(x) p(x). ,

« Exemplo 1.19 Consideremos a EDO —ydx + xdy = 0. Claramente esta EDO ndo €

exata pois %’I =—1#1= %’ onde M(x,y) = —y e N(x,y) = x. Neste caso o método
descrito nesta seccao nao funciona pois por (1.21) teriamos

f(x,y) =/X:M(u,y)du+g(y) :/X—ydu+g(y) = —yx+yxo+g(y).

X0

Donde ‘3—5 = —Xx+xo0+ g—§ # x = N(x,y) o que é manifestamente impossivel pois g depende
somente de y. Seguindo a ideia do Exemplo 1.18 escrevemos —ydx + xdy = 0 na forma
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y' — 2 =0 fazendo +xdx. Agora, sendo p(x) = % e ¢(x) = 0 multiplicamos a EDO

y' — p(x)y = q(x) pelo fator integrante.

i(x)(y) — p(x)y) =0,

x 1 0
. —=dt — 0 o 0 ~
onde i Jrg =il — p=Inating® _ pint - Escrevendo esta equagdo na

forma Pfaffiana fica i(x)(g(x) + p(x)y)dx —i(x)dy = 0 ou seja

(x) = e*f;i)P(f)df _

0 0 1
~[ax—ay] =0 ax—Tdy=0e Sdx-—dy=0ed(-2) =0.
X X X X X

X x2

Esta nova EDO € pois exata com solugdo implicita )XC =CcomC R .

EDO nio exata + multiplica¢do por i(x) — EDO exata.

Equacoes diferenciais lineares escalares

Uma EDO linear de primeira ordem € expressa na forma

Y =px)y+q(x), (1.24)

onde p(x) e g(x) sdo fun¢des que vamos assumir continuas.

A EDO r(x)y’ = p(x)y+ ¢(x) também € linear de primeira ordem mas por questdes
préticas dividimos tudo por r(x) obtendo uma EDO como em (1.24) onde p(x) = %
eq(x)= %

Um exemplo simplificado de uma EDO linear de primeira ordem € a chamada equacdo ho-
mogénea, considerando em (1.24) g(x) =0, y = p(x)y (com c.i. y(xp) = yo). Observemos
que a EDO homogénea € resolvida usando uma integracao elementar, de fato:

¥(x) = yoelo P, (1.25)

Observe que se f(x) e g(x) forem duas solucdes de (1.24) entdo A(x) = (f — g)(x) € ainda
solu¢do da equacao homogénea associada a (1.24). Em geral temos o seguinte:

« Exemplo 1.20 — Principio da linearidade no caso homogéneo. Considerando a
EDO (1.24) com ¢(x) = 0 temos que a combinagdo linear de duas solugdes f(x) e g(x)
dessa EDO ¢ ainda solugdo dessa EDO. De facto, por hip6tese temos f'(x) = p(x)f(x) e
g (x) = p(x)g(x). Seja h(x) = af(x) + bg(x) com a,b € R. Logo:

H(x) = (af(x)+bg(x)) =af'(x)+bg (x) = ap(x)f(x) + bp(x)g(x)
= p)(af(x)+bg(x)) = p(x)h(x).
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Os proximos dois exemplos mostram que o Principio da linearidade falha caso a EDO seja
nao homogénea ou caso a EDO seja nao linear (6bvio!).

=« Exemplo 1.21 — Caso ndo homogéneo. Consideremos a EDO (1.24) com g(x) # 0.

Mostremos que a combinag@o linear de duas solugdes f(x) e g(x) dessa EDO nao tem

porque ser solucdo dessa EDO.Temos f'(x) = p(x)f(x) +¢q(x) e g'(x) = p(x)g(x) + q(x).

Seja h(x) = af(x)+ bg(x) com a,b € R. Logo:

H(x) = (af(x)+bg(x)) = af'(x)+bg'(x) = ap(x) f(x) +aq(x) + bp(x)g(x) + bg(x)
= p)(af(x)+bg(x)) +q(x)(a+b) = p(x)h(x) + q(x)(a+b),

que s6 serd igual a p(x)h(x) +g(x) sea+b=1. .

=« Exemplo 1.22 — Caso ndo linear. Considere a EDO néo linear y' = ¢~ onde f(x) =
Inx e g(x) = In(x+ 1) sdo duas solugdes. Temos, por exemplo, que f(x) + g(x) = In(x+

<~ ~ (2 In ——
1) +Inx = In(x?> + x) ndo é solugdo. De facto: y/ = % e e M) — o2 = - !

Em Algebra Linear e Geometria Analitica vimos que o sistema linear homogéneo
A-x=v (com v = 0) tem como solucdo um espaco vetorial designado por nicleo de
A (também chamado de Ker de A). Assim, se x = x; e x = x, forem duas solucdes de
A-x= 6, entdo ax; + bx; com a,b € R é também solucdo de A -x = 0 (basta usar a
linearidade de A). J4 o sistema linear ndo homogéneo A-x = v (com v # 6) se tiver
duas solucdes x = x| e x = xp a combinagao linear ax; + bx, com a,b € R néo serd
necessariamente solucdo de A -x = b. De facto, A(ax; + bxy) = aA(x;) +DbA(xp) =
av+bv = (a+Db)v s6 serd igual a v se a+b = 1 o que poderd ndo acontecer. O
conjunto de solugdes do sistema linear ndo homogéneo forma um espago afim V.
Sendo entdo x, uma solugdo particular de A-x = v (com v # 0) e x, uma solucdo geral
deA-x=0 (i.e. no nucleo) teremos:

A(xp+x,) = A(x,) +A(x) =v+ 0=,

sendo x,, +xj, solugdo de A-x =v (com v # 0). 0 espaco V das solugdes do sistema
nao homogéneo é ‘deslocado’ do niicleo somando a qualquer solucdo geral no nicleo
uma solucdo particular do sistema nao homogéneo.

Exercicio 1.14 Resolva a equag@o (x) x+ 2y = 4 usando a ideia base da nota anterior.

Claro que a solucio é simplesmente considerar o subespaco afim de R> dado

pelaretay = —%x + 2. Contudo, vamos seguir a ideia da nota anterior que consiste em
consideramos primeiro o sistema homogéneo x + 2y = 0 cuja solucdo € a reta (subespago
vetorial y = —%x). Uma solug@o particular de (x) serd, por exemplo, o ponto (0,2).

Finalmente, somamos a solucdo geral do sistema homogéneo com a solucao particular do
sistema ndo homogéneo obtendo (x, —3x) 4 (0,2) = (x,—3x+2) i.e. o subespago afim
y= —%x+ 2. Claro que poderiamos ter escolhido outra solucdo particular de (%), por
exemplo, o ponto (8, —2) obtendo desta feita e considerando X = x + 8

(x,—%x) +(8,-2) = (x+ 8,—%)6—2) = (a‘c,—%(a‘c—S) —-2)= ()‘c,—%HZ) =)
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i.e. novamente o subespago afim y = —%)_c +2.

Podemos sintetizar estas ideias no resultado seguinte que garante que qualquer solugdo de
(1.24) € obtida somando uma solug¢do particular de (1.24) com a solucdo geral da equacao
homogénea associada.

Teorema 1.5.1 — Teorema Fundamental de EDO lineares ndo homogéneas
de primeira ordem. A solu¢do geral da EDO (1.24) pode ser escrita como y(x) =
yp(x) +yn(x) onde y,(x) uma sua solugdo particular e y,(x) a solugdo geral da EDO
homogénea associada (1.24).

Demonstragdo. Seja y(x) uma qualquer solucdo de (1.24). Vamos ver que y(x) —y,(x) é
uma solugdo da equag¢do homogénea associada y' = p(x)y. De facto:

Y=p&)y = ) —ypx) —pH) ) —yp(x))
= Y(x) =y, (x) = p(x) (y(x) = yp(x))
= ¥ (x) = p()y(x) — (v,(x) — p(x)yp(x))
= g(x)—q(x) =0

Assim, qualquer soluc@o y,(x) da equa¢do homogénea associada y = p(x)y pode ser
escrita da forma yj,(x) = y(x) — y,(x) donde se obtém que y(x) = y,(x) + yu(x). |

Vimos em (1.25) como encontrar as solucdes gerais da EDO homogénea. Logo, basta
saber um solucdo particular de (1.24) e usar o Teorema 1.5.1 para saber quais as solucdes
gerais de (1.24). Determinar a solu¢do da EDO homogénea yj,(x) resume-se a calcular
um integral da func@o p(x) que pode ser facil/dificil/impossivel mas ndo deixa de ser um
exercicio de Andlise Real I. O problema eventualmente complicado € encontrar a solugao
particular y,(x) de (1.24). Iremos ver daqui a pouco o método da variagdo do pardmetro
que permite determinar solucdes particulares da EDO (1.24).

Fator integrante e a formula da variagdo do parametro

Vamos ver agora com mais detalhe o tal ‘truque’ que nos permitird determinar a solucao
geral da EDO (1.24). Multipliquemos ambos os membros da equagdo por i(x) (designado
por fator integrante):
i(x) ' = p(x)y) = i(x)q(x),
e tentemos determinar i(x) por forma a que i(x)(y — p(x)y) seja a derivada do produto de
i(x) por y(x), ou seja
i) = p(x)y) = (i(x)y) =i’y +iy,
isto é
-/

iy —ip(x)y=iy+iy & —ipx)y=iy e —ip(x) =i & l; =—p(x) = n(i)=- /p(l)dt,

assim i(x) = ¢ 50 ” Como i(x)(y — p(x)y) = (i(x)y)’, substituindo i(x) por e
e notando que i(x)(y — p(x)y) = i(x)g(x) obtemos:

G—meﬁg’:e<&pmm

/ 3 pltdr

q(x).
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Agora, integrando ambos os membros da igualdade anterior de xg a x temos:

e POty — = B0y ) = [ TPy 5)as,

0

ou seja
X X S
eifxop(t)dty_yo — / eijxop(t)dlq(s)déy
X0

Jio P(1)

- dt
multiplicando ambos os membros por e obtemos

y—XYoe

Y

J:\.)i) p(t)dt _ ef;co p(t)dt /xe fxso P(l)d[q(s)ds
X0

donde, finalmente se determina a seguinte férmula chamada férmula da variacao do
parametro:

3(x) = yg el P04 | / PO () dis. (1.26)
X0

Nada melhor do que exemplificar a utilidade dos cdlculos efetuados anteriormente na
resolucao de uma EDO.

= Exemplo 1.23 Mostremos que a solugio da EDO linear de primeira ordem y' = 3y +sinx

com c.i. (xg,y0) = (0,7) é y(x) = Tpe** — %cosx— %sinx. Observemos que p(x) =3 e

3

g(x) = sinx. Assim o fator integrante é i(x) = e~ /039" = ¢=3 ¢ ysando (1.26) temos:

X X x Xy
W) = voeho g [Py (g)as =763 [ sins s
o 0

X X
= 7e* +/ e Fsinsds = (7 +/ e ¥sinsds)
0 0

= %
Calculemos [ e~ sinsds por partes fazendo u = e~3, dv = sinsds, du = —3e ds e
v = —coss. Logo
—35 : o —3s5 —3s o —3s5 —3s5
e sinsds = —e Pcoss— [(—coss)(—3e ds)=—e coss—3 [ e  cossds.

Agora calculamos [ e~ cossds por partes fazendo u = e, dv = cos sds, du = —3e > ds
e v = sins. Obtemos por conseguinte

/63“' cossds = e sins— /sins(—3 e ¥ds)=e Fsins+3 / sinse ¥ ds.
Consequentemente,
/e_3s sinsds = —e >Scoss— 3/e3s cossds
= —e ¥coss—3(e Fsins+3 /sins e ¥ ds)

= —e coss—3e sins—9 / sinse ' ds,
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donde se obtém
10/€3S sinsds = —e > coss — 3¢ ¥ sins,

ou seja

—3s
_ . e .
/e sinsds = — (3sins+coss).
10
Continuemos a conta acima:

*x = 7+/ smsds

&L
= ( 0 (351nx+cosx) 1—0(351n0—|—0050))

e ¥ 1
= (7— 10 (3sinx—|—cosx)—|—m>

71
= E(—3sinx—cosx)—i—me3x
e ! cos s sin
= —e”'——cosx— —sinx.
10 10 10

Verifique que y(0) = 7 e que y(x) € solu¢do de y’ = 3y + sin.x.

« Exemplo 1.24 Vejamos como resolver a EDO linear de primeira ordem y’ = x?y + x?
com c.i. (xp,y0) = (1,2). Observemos que p(x) = x* e g(x) = x*. Assim o fator integrante

3
< - — (X2 x4l
éi(x) =e /174" = =5 %3 e temos:

X X X x3 X X

y(x) = yoefxop(r)dzJr o p([)dtq(s)dsz o5 +/ SR 2 g
X0 1

3

x3 1 X x3 s3 2 x3 1 x3 X K 2
= 233 +/ e3 3s°ds=2e33 +e3/ e 3s°ds
1 1
3 d 3
o1 2 (3 _, du 21 2 P
= 2¢3 3+e3/ e '—ds=2e3 343 (—e )|}
! ds 3

s

W=
|
—

.»\._

X3 X X
(—e™ 3 —I—e_%) =2e3 " 3 —1+e373=3e¢

Verifique que y(1) = 2 e que y(x) é solugdo de y = x%y + x°.

A razdo do nome ‘variacdo do parametro’

Vimos em (1.25) que a solu¢do da equagdo homogénea é dada por y(x) = yoe'*%p (tar _

yoe’ ™. A ideia é permitir que y, deixe de ser constante e passa a variar com x ou seja
considerar yg (x)e” (). De notar que apesar de chamarmos em muitos
textos chamam (um tanto ou quanto contraditério mas curiosamente
c6mico). Escrevemos s(x) = yo(x)e”™® = yo(x)h(x). A fungdo h(x) é solugdo da equagdo
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homogénea associada i.e. solugdo de y'(x) = p(x)y(x). De facto,

(h(x)) = (") = (P(x))' ") = p(x)e"™) = p(x)h(x). (1.27)
Notemos agora que:
S —p)sx) = (o)™ = p(x)(ox)e"™)
= @ 4300 (") = p(x) (ro(x)e")
= Yo()h(x) +yo(x)h'(x) = p(x)yo(x)h(x)
= Yo(0)h(x) +yo(x)['(x) — p(x)h(x)]
2 @),
Assim, teremos solu¢do da EDO s'(x) = p(x)s(x) + g(x) se yy(x)h(x) = ¢(x), ou seja se
solucionarmos y;,(x) = % que € basicamente integrar %. Logo a solucdo geral de (1.24)

¢ a soma da solucdo geral da equacao homogénea com a solugdo particular de (1.24), i.e.:
yoe'™ + yo(x)h(x) = yoe™ +yo (x)e") (1.28)
Compare (1.28) com (1.26).

« Exemplo 1.25 Vejamos revisitar o Exemplo 1.24. Como resolver a EDO linear de
primeira ordem y’ = x>y 4 x> com c.i. (xo,y9) = (1,2). Comegamos por determinar a
solucdo geral da equagdo homogénea associada y' = x?y. A solugio é

3

yh<x> _ yoefp(t)dt _ yOeP(x) _ yoefx2dx _ yoeL.
Usando a mesma notacio descrita atrds temos neste caso que s(x) = yo(x)e”’™ = yo(x)h(x)
P )
onde /i(x) = e3. Temos assim yj,(x)h(x) = g(x) ou seja yy(x) = Z(—g =x?e 3. Assim,

Wi,

P
yo(x) = /xze3 dx=—e"

Consequentemente, usando (1.28) temos a solucdo geral dada por

3

y(x) = yoe™ 4 yo(x)eP™) = ypeT —e

3

e3 =ype

wls
WL,

—1.

Finalmente, vamos usar que a c.i. € (xp,y0) = (1,2). Assim, 2 =y(1) = yoe% —le

logo yo = 3¢3. A solugdo de y = x?y +x* com c.i. (xp,y0) = (1,2) serd portanto
3

y(x):3eT_%—l. .

Comparando os dois pontos de vista do mesmo procedimento, a saber o
versus vemos que i(x) = e~/ P h(x) = e/ P¥) ¢ assim

e/ p(x)q(x) = % (compare novamente (1.28) com (1.26)).

Exercicio 1.15 Resolva novamente a EDO do Exemplo 1.23 usando esta tltima aborda-
gem.
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= Exemplo 1.26 Vamos resolver a EDO linear de primeira ordem y’ = —% +x% com c.i.
(x0,y0) = (1,—1). Comegamos por determinar a solugio geral da equagdo homogénea
associada y’ = —2. A solugéo é

1 1
i(x) = yoe! PO = yeP) = ypel —5dr =y~
Usando a mesma notagdo descrita atrds temos neste caso que s(x) = yo (x)e?’®) = yo (x)h(x)
onde A(x) = 1. Temos assim y{(x)h(x) = g(x) ou seja yj(x) = Z(—jg = XTZ = x3. Assim,

)C4

yo(x) = /x3dx: R
Consequentemente, usando (1.28) temos a solucdo geral dada por

4 3
e Py Y0 X1 yo &
y(x) y()e "‘YO(x)e X + 4 x X + 4 *

. ., . 3
Finalmente, vamos usar que a c.i. € (xo,y0) = (1,—1). Assim, —1 = y(1) =3 + ]T =
Yo+ 1 elogo yg = —3. A solugdo de y' = — +x% com c.i. (xg,y0) = (1,—1) serd portanto

3
y(x) =—%+%. .

Exercicio 1.16 Resolva novamente a EDO do Exemplo 1.26 usando a primeira abordagem
do fator integrante i.e. a férmula (1.26).

Equacdao de Bernoulli, Ricatti e Clairaut
A EDO

dy n
7. = PEy+ax)y (1.29)

€ uma equacao diferencial ordindria ndo linear (sempre que n # 0, 1), de primeira ordem
chamada de equacdo de Bernoulli. Quando n =0 ou n =1 a EDO € linear, consequente-
mente de resolugdo ja estudada. Se y # 0, entdo, dividindo tudo por y”", (1.29) pode ser
escrita como

dy

v = Py "+ g(x). (1.30)

Nos casos em que 7 # 0 e n # 1 fazendo a mudanca de varidvel w = y! =" calculamos,
usando a regra da cadeia, a derivada ‘ZI—V; =(1- n)y’”% e finalmente substituimos y por w
em (1.30):

dw

- =(1—=n)p(x)w+ (1 —n)q(x),

sendo esta EDO linear.

EDO de Bernoulli — EDO linear.
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« Exemplo 1.27 Resolvamos a equacio % = —}Cy +xy?. Temos p(x) = —%, q(x) =x,
n=2ew=y"!. Assim obtemos a EDO

dw 1

T

x 1
sendo p(x) =1, g(x) = —xe Sy, p(t)dt = eho T — () —In(xo) — . A solugio ¢ dada

X
por:

X X X X
w(x) = wy el P! —I—/ els POt g (5)ds = woi + f(—s)ds
X0 X0 X0 S
X
= woﬁ —/ xds = woi —x(x—xp) = —x*+x <x0+ @) :
.XO X0 xo XO
Como y = w~! obtemos:
1
y(x) = -
—x>+x <xo + x—(?)

« Exemplo 1.28 Resolvamos a equagio % = 6xy + 2xy?. Temos p(x) = 6x, g(x) = 2x,
n=2ew=y"!. Assim obtemos a EDO
dw
dx

sendo p(x) = —6x, g(x) = —2xe [ p(t)dt = oo 7Ol _ =373 A solugdo é dada por:

= —6xw — 2x,

w(x) = wy ef;; plt)dt + effp(t)dtq(s)ds
bY)

—3x243:2 Y 32,32
= wpe 3x +3x0+/ e 3x°+3s (—ZS)dS
X0

22,22 2 a2 Y 40
= wpe 3x+3x0__e 3x/e3s 3sds
3 -

2
22,20 1 a0 3
= woe 3x“+3x5 _ Ze 3x / e dr
3 3)602
22022 1 42 2 2
= wpe 3x°+3x5 _ Ze 3x <e3x _e3x0 )
3
42432 1 2302
= wpe 3 +3x0_§ <l—e 3x%+43xp >

Como y = w~! obtemos:

A EDO de primeira ordem e quadratica na incognita y dada por

dy 2
o r(x) + p(x)y +q(x)y (1.31)



40 Capitulo 1. Equacoes diferenciais ordindrias

diz-se equacdo de Ricatti. O caso interessante é quando g(x) # 0 pois, caso contrério,
reduz-se a uma EDO linear. Seja y;(x) uma solugdo conhecida de (1.31), entéo a familia
de solugdes de (1.31) é dada por y(x) = y;(x) + u(x) onde u(x) é uma solugao de:

du_

- = (P(0) + 231 (¥)g(x))u+ glx)us” (1.32)

Finalmente, como (1.32) € uma EDO de Bernoulli com n = 2 podemos, fazendo a substi-
tuicio w = u~ !, reduzir a uma EDO linear:

dw _
dx

EDO de Ricatti — EDO de Bernoulli — EDO linear.

« Exemplo 1.29 Resolva a EDO % =2 —2xy+y? sabendo que y; (x) = 2x é uma solugio.
Neste caso p(x) = —2x, g(x) = 1 e r(x) = 2. Obtemos portanto a EDO

—(P(x) +2y1(x)g(x))w — q(x).

d d
d—: = (2x—4x)w—l<:>d—t: =—2xw—1

—2tdt

sendo p(x) = —2x, q(x) = —1e [} p(t)dt = eho e~ F % = e, A solugdio €

dada por:

wx) = woe‘[%p([)dtﬁ- effp(t)dtq(s)ds

2 2 I )
= wpele ¥ —e x/esds
X0

. 2 ~ . ~ .
Como o integral f;; ¢* ds ndo se pode avaliar usando func¢des elementares deixamos ficar
assim. Como u = w™! obtemos:

2
1 X
u(x) = - ¢

2 2 2 rx 2 2 X 2
X X X S S
woeloe e [ e ds  woet — [ eSds

Assim, a solug@o geral € y(x) = 2x + u(x). .
« Exemplo 1.30 Resolvamos a EDO % = —% — xy? sabendo que yi(x) = % ¢ uma
solugdo. Neste caso p(x) =0, g(x) = —xe r(x) = —%. A familia de solu¢des da EDO é

dada por y(x) = % + u(x) onde u(x) é uma solugdo de:

du _
dx

(p(x) +2y1 (x)g(x))u+ g(x)u® = _x—ixu—xuz = _7214 —xu?. (1.33)
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Finalmente, como (1.33) € uma EDO de Bernoulli com n = 2 podemos, fazendo a substi-
tuicdo w = u~ !, reduzir a uma EDO linear:

D (1= mpw (1= mg() = 2w,

x 2
denotando p(x) = 2, g(x) =xe Jy,pt)dt =e = (%) . A solucdo é dada

por:
2 X 2 2 X -2
w(x) = wy <£) + ()—6) sds = wy (£> + [ Zas
X0 xg NS X0 xo §

x\ 2 X1 x\ 2 X
= W (—) +x% | —ds= wo (—) +x%In=
X0 xo S X0 X0

Como u = w—! obtemos:

Assim, a solugdo geral é y(x) = é +u(x).

A EDO do tipo
dy dy
vt Z1=0 1.34
xdx yTe (dx) ’ ( )

onde ¢ é de classe C! diz-se equacio de Clairaut. Este EDO integra-se fazendo % =u

donde se obtém
xu—y+o@u)=0, (1.35)

agora, assumindo que y” existe, vamos derivar todos os elementos desta equagio em ordem
ax:

Oex—+——=0& | x+— =0,
dx

du dy+d_q)d_u_ du dodu do du_o
dx dx dudx dx dudx du

pela lei do anulamento do produto temos x + fl—f =0ou Z—Z =0. Se fi_; =0, entdo u(x) =C
e substituindo em (1.34) obtemos a solucdo geral

y(x) =xC+ 9(C), (1.36)

o que representa uma familia de retas. Se x + i—f = 0, entdo obtemos a solucao singular da
EDO que € o envolutério da familia dada pela solugdo geral, i.e, o envolutério da familia
de retas y(x) = xC+ ¢(C).
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« Exemplo 1.31 Determinar as curvas integrais (geral e singular) da EDO de Clairaut
xy —y+(/)*=0.
Observe que ¢(y') = (¥')2. Logo a solucdo geral é a familia de retas
y=Cx+@(C) = Cx+C%. (1.37)
Para obtermos a solu¢do singular derivamos (1.37) em ordem a C e obtemos:
0=x+2C&x=-2C.
Agora € s6 substituir o valor de x em (1.37) obtendo:
y = Cx+C*=-20"+C*=-C~

Obtemos entio valores para x = —2C e y = —C>. Resolvendo em ordem a C obtemos
C=—35eC= /—y. Logo a solugdo singular serd y = —%2. .

Figura 1.14: Solugdo geral (apresentamos cinco retas) e singular de xy’ —y + (/ )2 =0.

» Exemplo 1.32 Determinar as curvas integrais (geral e singular) da EDO de Clairaut

/

ay

/
Xy —y+——ee==0.
1+ (y)?
N _ @ - . p
Observe que ¢(y') = JI0 Logo a solugdo geral € a familia de retas
aC
=Cx+¢(C) =Cx+ ——. (1.38)
y ¢(C) —

Para obtermos a solu¢do singular derivamos (1.38) em ordem a C e obtemos:

a
Sx=—-———.

O=x+—"-= 3
(1+C?)2 (1+C?)2
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Agora € sO substituir o valor de x em:

y = Cx+L:C<— - )—f— ac
V1+C? (14C2)2 1+C?
aC N aC(1+C?)
(1+C2):  (14+C2)2(1+C?)

B aC?
C(1+C2)3
Obtemos entdo valores para x € y:
B a _ aC?
T Tare)E T 1)

Elevando todos os membros a % temos:

Figura 1.15: Solucdo geral (apresentamos oito retas) e singular de xy’ —y + —a 0.
g ¢ao g (ap ) g y =Yy \/W

2
a3iC?

(1+C?)

g __a
I G o) M

Resolvendo em ordem a C obtemos:

2
X 3

WIN

2
a3
2= 1 =2
X3 a3 — y§
Igualando as duas expressdes e apds manipulacdes algébricas simples temos:
Xyl =al, (1.39)

que representa a astroide representada na figura abaixo. Podemos observar na Figura 1.19,
onde escolhemos o caso a = 4, a vermelho a solugdo geral, i.e., a familia de retas e a azul
a solucgdo singular, i.e., a astroide. .

Exercicio 1.17 Resolva a EDO y = xy’ +sin(y').
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Métodos Numéricos nas Equacoes Diferenciais

Método de Euler

Quando nao for possivel resolver uma EDO por métodos conhecidos podemos tentar uma
abordagem numérica e assim obter uma soluc¢do aproximada. O método de Euler permite
efetuar essa abordagem.

Vamos considerar um exemplo extremamente simples s6 com o objetivo de introduzir o
método. Consideremos a EDO
dv
— =2,
dt
que traduz a varia¢do do volume de uma determinada célula em fun¢do do tempo. Vamos
assumir que v(0) = 10, i.e. que no inicio da contagem do tempo a célula tinha volume 10.

Como usar esta informacdo para determinar um valor aproximado para t = 1? Usamos
uma aproximacao linear (i.e. uma aproximacao de primeira ordem) e obtemos:

V(0+Ar) = v(0)+v/(0)Ar
= 10+2xAt
= 10424,

(1.40)

ouseja V(1) =10+2 = 12. Agora, de igual forma,

V(14+Ar) = v(1)+v(1)Ar
V(1) +V(1)Ar
= 12+2A¢
14,

logo® V(2) = 14 e podemos continuar o processo indefinidamente®. Vejamos entdo qual é
o algoritmo do método de Euler:

1. Escolha um determinado ‘passo’ para Af (no exemplo anterior foi Ar = 1);

2. Use a c.i. e a EDO para determinar a aproximag¢do linear em ¢ = 0 e use essa
informacdo para estimar o valor da funcdo em At;

3. Use a estimacgao da funcao para At e a EDO para determinar a aproximacao linear
em ¢ = A e use essa informagdo para estimar o valor da fun¢do em 2At;

4. Repita o processo quantas vezes necessario.

De forma sucinta, considerando o problema do valor inicial (PVI) e mantendo a notacio
escolhida atras escrevemos:

Y () = fx,y(x)), yo = y(x0)- (1.41)
O método de Euler € um processo iterativo que consiste em considerar:
Y1 = Y+ Ax f (X, ), (1.42)

comegando por tomar xp € yo = y(xg) e escolhendo um determinado ‘passo’ Ax.

3 Aqui hd um abuso de notagio pois acima consideramos V (14 At) = 14 e agora definimos V (1 +At) = 14.
Dito de outra forma ~ e = acabam por ser considerados a mesma coisa. Como procuramos solucdes
aproximadas ndo serd pois um pecado assim tdo grande.

%E claro que a solucdo é v(t) = 10+ 2¢ e as ‘aproximagdes’ dadas por V sdo de fato valores exatos de v.
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« Exemplo 1.33 Aplique o método de Euler 2 EDO y = ¢ com a c.i. y(0)=0¢e
escolhendo Ax = 1.

Y(0+Ax) =y(0) +y (0)Ax =0+ 1 xAx=Ax < Y (1) = 1,
Y(1+Ax) =y(1)+y (DNAx =Y (1) +Y (1)Ax~ 1+0.367TAx < Y (2) = 14+0.367 x | = 1.367,
Y(2+Ax) =y(2) +Y (2)Ax = Y (2) +y (2)Ax = 1.367 + e 2Ax ~ 1.367 +0.135Ax,
donde Y (3) = 1.502.
Y(3+Ax) =y(3) +Y (3)Ax = ¥ (3) +y'(3)Ax = 1.502 + ¢ >Ax &~ 1.502 +0.05Ax,
donde Y (4) = 1.552.

___________

-
“““““

0 04

H08 r08

Figura 1.16: No lado esquerdo da figura e a vermelho temos a solu¢cao numérica obtida e a
negro a solugdo y(x) = —e *+ 1. No lado direito da figura e a vermelho temos a solucéo
numérica obtida com Ax = 1, a azul a solucdo numérica obtida com Ax = 0.5 e a negro a
solugdo y(x) = —e *+ 1.

« Exemplo 1.34 No exemplo anterior ndo foi obtida uma solu¢do aproximada ‘boa’.

Vamos entdo diminuir o passo Ax por forma a melhorar a solucdo numérica. Escolhemos
Ax =0.5.

X Y (x+ Ax) x+Ax Y(x+Ax)
0 y(0) +(0)Ax = 0+ e OAx 0.5 0.5
0.5 ¥(0.5)+'(0.5)Ax = 0.5+ %Ax 1 0.803

1 y(1)+y'(1)Ax = 0.803 + ¢~ ' Ax 1.5 0.987
15| y(1.5) +y/(1.5)Ax = 0987+ e 1PAx 2 1.098
2 ¥(2) +y'(2)Ax = 1.098 + e~ 2Ax 2.5 1.166
2.5 | y(2.5)+Y(2.5)Ax = 1.166 +e > Ax 3 1.207

3 y(3) +Y'(3)Ax = 1.207 + e 3Ax 3.5 1.232
35| y(3.5)+y(3.5)Ax=1.2324+¢3Ax 4 1.247
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Método de Taylor

O método de Euler tem por base uma aproximacao de 1 ordem. Vamos agora avangar
um pouco mais e escolher a aproximagdo dada pelo polindmio de Taylor de 2¢ ordem
relembrando que:

1
y(0+Ax) =~ y(0)+y'(0)Ax+ zy”(O) (Ax)?,
e para Ax ‘pequeno’.
Assim, considerando o PVI escrevemos:

Y (x) = f(x,y(x)), yo = y(xo)- (1.43)

O método de Taylor de 2 ordem consiste em considerar:

1,
Ynt1 =Y+ AL (X n) + 3 f (%, ) (AX)?, (1.44)

comegando por tomar xp € yo = y(xg) e escolhendo um determinado ‘passo’ Ax.

Exercicio 1.18 Determine a expressio para (1.44) se a ordem do método de Taylor for 4.

= Exemplo 1.35 Aplique o método de Taylor de 2 ordem 2 EDO y’ = ¢~ com a c.i.
y(0) =0 e escolhendo Ax = 1.

Y (04 Ax) = y(0) -+ (0)Ax+ %y”(O)(Ax)z 01X A %(M)Z _ %,

logo consideramos Y (1) = %

Y(I4A) = y(1) 4+ (1DArt oy (1)(Ax)?

2
1
A Y(1)+y'(1)+§y”(1)
1 1
~ = 40367 —-0.367 ~ 0.684.
2t 2

logo consideramos Y (2) = 0.684.
1
Y2+4A) = y(2)+Y(2)Ax+ 2y (2)(Ax)?

Y)+y(2)+2(2)

1
0.684 +0.135 — 50.135 ~ 0.752.

Q

Q

logo consideramos Y (3) = 0.752.
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YEHA) = y(3)+y (B)Act ) (3)(Ax)

YE) () + ()

1
~ 0.752+0.05— 50.05 ~0.777.

Q

logo consideramos Y (4) = 0.777.

0.5

0:5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

0.5

Figura 1.17: A preto temos a solu¢cdo numérica obtida e a vermelho a solugdo y(x) =
—e *+ 1. Compare com a Figura 1.16 (lado esquerdo).

Exercicio 1.19 Consegue adivinhar se, usando o método de Taylor de 3¢ ordem, a curva
poligonal de aproximacao vai estar acima ou abaixo do grafico? Teste a sua intui¢do.

« Exemplo 1.36 Vamos agora determinar uma aproximacdo para os valores de y(0.1)
e y(0.2) onde y é uma fungdo que verifica a equagdo diferencial y/ = xy+ 1 com a c.i.
y(0) = 1 usando o método de Taylor de 3¢ ordem.

Derivando implicitamente, notamos que y' =y+xy e y"' =y +y +xy" =2y +x".
Escolhemos y(0) = 1 e o passo Ax = 0.1. Assim teremos:

¢ y(0)=0xy(0)+1=0x1+1=1;

« Y'(0) = y(0) +0x Y (0) =1+0x1=1;

e Y(0) = 2)/(0)+0xy"(0) =2x 1 +0x 1 =2.

Recordamos que a férmula de Taylor de 3¢ ordem ¢ dada por:

YOTAY) & ¥(0)+y (0)Ax+ 25" (0) (Ar)% + -y (0)(Ax)’.

2 317
Substituindo y(0) =1, y'(0) =1, y"(0) = 1, y"’(0) = 2 e Ax = 0.1 obtemos:

1 1
yO0.1) & 141x0.1+2x1x (0.1)2+5 x 2(0.1)% &~ 1.1053,
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obtendo y(0.1) = 1.1053. Finalmente, vamos determinar y(0.2). Agora temos y(0.1) =
1.1053 e o passo Ax = 0.1. Assim teremos:

* y/(0.1)=0.1 xy(0.1)+1=1.1105;
« (0.1) = y(0.1) + 0.1 x y/(0.1) = 1.1053 + 0.1 x 1.1053 = 1.2158;
« V(0.1) = 2/(0.1) +0.1 x y"(0.1) = 2 x 1.1053 + 0.1 x 1.2158 = 2.3322.

Substituindo y(0.1) = 1.1053, y’(O.l) =1.1105, y”(O) =1.2158, y’”(O) =2.3322e Ax =
0.1 obtemos:

y(0.14+Ax) =~ y(o.l)+y’(0.1)Ax+%y”(o.l)(Ax)%%y”’(o.l)(Ax)3

1 1
- 1.1053+1.1105><0.1+§><1.2158><(0.1)2+§x2.3322(0.1)3
— 1.2228. '

Exercicio 1.20 Resolva o problema anterior considerando o método de Taylor de 4 ordem
implementando um algoritmo na linguagem da sua preferéncia.

Método de Runge-Kutta

O método que iremos apresentar foi desenvolvido por Carl Runge e Martin Kutta na
passagem do século XIX para o século XX.

Consideramos o PVI:

Y (x) = f(x,5(x)), yo = y(x0)- (1.45)
O método Runge-Kutta cldssico de quarta ordem, denotado por RK4, é descrito por:

@) Yor1 =yn+ E (ki + 2k +2k5 +ka)
(I1) X1 =%, +Ax

onde

* Ax é o tamanho do ‘passo’ escolhido.

. w ¢ a inclinagdo média a la Runge—Kutta7 onde ki, k», k3 e k4 sdo
determinados conforme os quatro pontos seguintes.

ki = f(xn,y,) € ainclinagdo em (x,,y,), ou seja, no inicio do intervalo.

ky=1f (x” + %.y” + %kl) ¢ a inclinacdo no ponto ‘médio’ do intervalo que liga
(Xn,¥n) @ (Xpt1,Yn+1) onde a ordenada y, | = y(x,) (que ainda ndo sabemos qual
€) é estimada por y, + %"kl = yu+ %f(xn,yn) via (1.42) i.e. fazendo y, 1 =y, +

ntl—>n Ax n»)n
Ax f(Xn,yn). COMO 41 — yn = AX f (X, yn) temos que 220 = f(; ) %kl
€ o ‘passo’ que fornecemos a ordenada y, para alcancar tal ponto ‘médio’.

. tem o mesmo espirito do ponto anterior apenas usamos
a ‘inclinagdo’ k, em vez que k| na hora de estimar o tal ponto ‘médio’.

* k4 = f(x,+ Ax,y, + Axks) € a inclinagdo ‘em’ (x,41,y,+1) ou seja no fim do in-
tervalo onde a ordenada y, | = y(x,) (que ainda ndo sabemos qual é) é estimada
usando k3 e 0 mesmo principio dos dois pontos anteriores.

"Por exemplo no método de Euler em (1.42) essa inclinagdo era dada simplesmente por f(x,,yy).
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Finalmente, vamos considerar a inclinagao final como uma média ponderada dando peso 1
para as inclinagOes extremais e peso 2 para as inclinagdes nos ‘meios’. Daf a misteriosa
divisdo por 6 na férmula (I) acima que ndo é mais do que a soma dos pesos totais.

Uma vantagem do RK4 sobre o método de Taylor é ndo precisar de derivadas de
ordem superior.

= Exemplo 1.37 Resolvamos usando o método de Runge-Kutta a EDO y’ = 3x%y com as
c.i. xo = 1 e yo = 2. Apesar de podermos resolver analiticamente esta equacao diferencial
vamos usar uma abordagem numérica. Para isso iremos considerar o passo Ax = 0.1.
Vamos usar:

(@) Ynr1 =yn+ (ki +2ky +2k3 + ka)
(II) Xpi1 =X+ Ax

Comecando o processo iterativo teremos:

@ y1 =2+ % (ky + 2k + 2k3 + ka)
) x; =xg+Ax=1+0.1=1.1

o ki = f(x0,y0) =3x3y0 =3 x 1> x2 =6,

Ax Ax 0.1 0.1
ko f(xo—l— 2,yo+2k1) f( + 5 + 26)

= £(1.05,2.3) =3x 1.052 x 2.3 = 7.60725 ~ 7.607.

Ax Ax 0.1 0.1
ks = f(xo+77y0+7kz) :f<1+772+ 77.607)

= £(1.05,2.38035) = 3 x (1.05)% x 2.38035 = 7.873007625 ~ 7.873.
ks = f(xo+Ax,yo+Axks) = f(140.1,2+0.1 x 7.873) = £(1.1,2.787)
= 3x(1.1)>x2.787 = 10.11681 ~ 10.117.

Finalmente estamos em condi¢des de descobrir o valor de y; fazendo:

Ax
yr = y0—|—g(k1 + 2ky + 2k3 —}—k4)

Ax
= 2—1—?(6—1—2 X 7.607+2 x7.873+10.117)

1
= 24 O? x 47.077
~ 2.785.

Podemos continuar o processo iterativo definindo x; =x; +Ax=1.1+0.1=1.2¢

Ax
Y2 =1 +?(k1 +2ky + 2kz + ka),
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onde, de igual forma, definimos ‘novos’ ki, ky, k3 e k4 da seguinte forma; k; = f(x1,y;),
ky=f(x1+ 501+ 5k), ks = f(x1+ 5,91+ 5%k) e ks = f(x1 +Ax,y; + Axks). E
neste momento que d4 jeito elaborar um algoritmo no computador! .

Exercicio 1.21 Tendo em atencgéo a dltima frase do exemplo anterior tente adivinhar qual
¢ a proposta deste exercicio. Se ficou dificil de adivinhar a proposta elabore um algoritmo
no computador traduzindo o RK4 para a EDO do exemplo anterior.

A solugdo analitica da EDO do exemplo anterior é y(x) = ¢ € onde C é determinado
tal que y(1) =2 ou seja y(1) = €' "€ = e x ¢© =2 obtendo C =In2. Teremos
entdo y(1.1) = el HIng ~ 2.78471958462. O método RK4 tem uma precisdo bem
interessante. Reparemos que se usarmos o método de Euler dado por (1.42) teremos:

yi = Yo+Axx f(xo,y0)
240.1x £(1,2)
= 240.1x3(12x2)
= 2+0.1x6

2.6.

Se usarmos o método de Taylor de 2¢ ordem dado por (1.44) teremos:

M= ot A (r0,30) 5 £ (0, 30) ()

1
= 2+01x6+§x6x1x2x0ﬁ
= 2.66,

que € melhor do que o método de Euler mas longe da precisdo do RK4.

. step | x y local error global error
R Wolfram N PR TR

1 1.1 2.78464 0.0000776727  0.0000776727

1.2 4.14149  0.000263131 0.00037865

Runge-Kutta method, dy/dx = 3x*2y, y(1) = 2, from1t0 2,h = .1 B8
1.3 6.61884 0.000893409  0.00149856
J5» Extended Keyboard % Upload i1 Examples >4 Random 4 1.4 114347 0.00308166 0.00567057
5 15 214804 0.0109375 0.0215898
Input interpretation: 6 1.6 441339  0.0404213 0.08478
R 1.7 99.7489  0.15728 0.348895
Y'x)=3x" yx) 0.1
solve D=2 fourth-order 8 18 2494  0.651032 1.52337
Y Runge-Kutta method x=1t02

9 19 693.616 2.89487 7.13156

10 2 2157.13  13.956 36.135

Figura 1.18: Usando o software da Wolfram com o comando descrito na figura podemos
obter rapidamente iteracdes do RK4. Facilmente se escolhe diferentes condi¢des iniciais e
passos de iteracdo h. Repare no aumento do erro enquanto nos afastamos das c.i..
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Equacdes diferenciais de ordem superior

EDO lineares homogéneas de segunda ordem com coeficientes constantes
Uma EDO linear de segunda ordem € expressa na forma

y' = p(x)y +q(x)y+r(x), (1.46)

onde p(x), g(x) e r(x) sdo fungdes que vamos assumir continuas.

A EDO s(x)y” = p(x)y’ + G(x)y + F(x) também € linear de segunda ordem mas por
questdes priticas dividimos tudo por s(x) obtendo uma EDO como em (1.46) onde
() 4(x) F(x)

p(x) = m’ q(_x) = ﬁ er(x) == @

Um exemplo simplificado de uma EDO linear de segunda ordem é a chamada equacao

homogénea, considerando em (1.46) r(x) =0, y" = p(x)y’ 4+ q(x)y (com c.i. y(xg) = yp €
/

¥ (x0) = y1).

Teorema 1.6.1 — Teorema Fundamental de EDO lineares homogéneas de se-
gunda ordem. Considerando a EDO (1.46) com r(x) = 0 temos que a combinago
linear de duas solucdes f(x) e g(x) dessa EDO € ainda solugdo dessa EDO.

Demonstragdo. Por hipétese temos f” = p(x)f' + q(x)f e p(x)g +q(x)g. Seja
h(x) = af(x)+bg(x) coma,b € R. Logo I (x) = af’(x)+b ( ) e assim:

H'(x) = (af(x)+bg(x)" =af”+bg" =a(px)f +q(x)f) +b(p(x)g +q(x)g)
= p(x)(af’ +bg')+q(x)(af +bg) = p(x)(h) +q(x)(h)

ficando o teorema provado. [ |

Exercicio 1.22 Mostre por substitui¢éo direta que as fungdes f(x) =cosx+1e g(x) =
sinx + 1 sdo solu¢des da EDO linear ndo homogénea y” = —y+ 1 mas nem f(x) + g(x),
nem 2f(x) sdo solugdes dessa EDO.

Exercicio 1.23 Mostre por substituicio direta que as fungdes f(x) = x* e g(x) = 1 sdo
solug¢des da EDO ndo linear y"y = xy’ mas nem f(x) 4 g(x), nem — f(x) sdo solu¢des dessa
EDO.

Referimos, uma vez mais, que a nocao de homogénea no titulo desta seccdo nada tem a ver
com a discutida em §1.3.2 onde se estudou o caso de termos EDO onde figuravam fungdes
homogéneas. Aqui o termo homogéneo € usado para designar que temos uma EDO linear
sem termo independente no seguinte sentido: dizemos que a EDO € linear homogénea de
segunda ordem (com coeficientes constantes @, 8 € R) se for expressa como

¥(t) + ax(t) + Px(r) = 0. (1.47)
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Aqui mudamos a notagdo de propésito para ndo olharmos sempre para EDO com
varidvel independente x e varidvel funcional y(x). Comparando (1.47) e (1.46) temos

que iy, x ey, x oyt x o+ —px), B —qx) e 0+ r(x).

O fato de termos (1.47) e ndo i(t) + ox(t) + Bx(¢r) = f(¢) (com f(¢) # 0) indica que a
EDO ¢é homogénea. E consequéncia do Teorema 1.6.1 que se x;(f) e x»(¢) forem duas
solugdes de (1.47) e ¢ € R, entdo x; (1) +x2(t) e cx;(r) sdo também solugdes de (1.47).
Uma vez que os coeficientes sdo constantes e apoiados nas nossas experiéncia passadas
acerca das propriedades da funcdo x; (¢) = e (cujas derivadas sdo x; = kX e i1 = k%eM) é
natural intuir que x; € um bom candidato a solugdo de (1.47) desde que k seja escolhido
convenientemente. Por outro lado fun¢gdes como sinz e cost sdo, eventualmente, bons
candidatos a tomarem um papel importante na busca da solu¢do. Nessa busca convém
nao escolhermos solu¢des redundantes, i.e., solu¢des que ndo acrescentem nada ao que
ja temos. Dizemos entdo que duas solugdes x(7) e xz(z), de (1.47) sdo independentes se
x1(1)

0] # K € R para t num intervalo.

odemos olhar para as fungdes x; (¢) e x2(¢) como vetores e para a condi¢do 2—8 #Ke
R para ¢ num intervalo como x; (¢) # Kx»(¢) indicando que x; (¢) ndo é combinagéo
linear de x,(7), i.e. que x;(¢) e x(¢) sdo vetores linearmente independentes. Fica
clara a nomenclatura independentes indicada acima.

=« Exemplo 1.38 Dada a EDO i(z) —x(t) = 0, x1 (1) = €' e x,(¢) = 4¢' ndo sdo solugdes

independentes pois ;?—8 =4emtodoot €R. .

Substituindo, em (1.47), x(t) por eX obtemos:
ke 4 ake + Bt =0 = M (K +ak+B)=0< k> +ak+ B =0.

Assim, transformamos a EDO de segunda-ordem (1.47) numa equacao algébrica de se-
gundo grau:

K>+ ak+p =0, (1.48)

onde cada grau n da EDO ¢ ‘transformado” num mesmo grau n do polindmio. A equagao
(1.48) é a equacao caracteristica da EDO (1.47). Como qualquer polinémio do segundo
grau temos trés situacdes a considerar:

_ o2 — Co— /02—
Caso 1: (duas raizes reais) k| = M ouky = M isto quando o> —4 > 0.
Neste caso temos as solugdes independentes x () = k1’ e x5(t) = €' sendo a
solucio geral x(¢) = C1ef + Cre®’ onde C;,C; € R.

“a+\/a?—ap a—\/ap
2

Caso 2: (duas rafzes complexas) k| = ——%5——— ou kp = — isto quando o —
4 < 0. Neste caso temos as raizes complexas conjugadas ky = a-+bie ko = a— bi

2 . B .
ondea=—%eb= /B —%. Assim, temos as solugdes x; (1) = kI = (@b =

e cos bt + ie® sinbt e x;(t) = k2! = (@D = ¢% cos bt — e sinbt sendo que as
suas partes reais e imagindrias sao também solucao de (1.47). Logo a solugdo geral
¢ dada por x(t) = C1e” cos bt + Cre” sinbt onde C1,C, € R.
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Caso 3: (uma raiz real) k| =

solugdo geral é dada por x(r)

a 2
—7 isto quando &

—4p = 0. Uma solugdo serd x| (1) = e
Uma outra solugdo independente da primeira é dada® por x,(t) = tef1’.
= C,€M! 4 Cytek1 onde Cy,C, € R.

kit

Logo a

Raizes Elementos da base Solugdo geral
- 24 —a—+/02—4
Caso 1 ky = W eky = W et e ekt x(t) = Crek! + Crek!
- 24 . —a—+Ja2-4 . . .
Caso 2 W =a+tbie W =a—bi | e¥cosbt e e sinbt | Cie* cosbt + Cre™ sinbt
Caso 3 ki =—9% At e kit C1eh! + Coreh!

« Exemplo 1.39 — Estabilidade de EDO. Qual o comportamento qualitativo da EDO
i(t) — (2+€)x(t) +x(t) = 0 para valores de € = —2
x(0) =1ex(0)=0?

A equagio caracteristica é k% —

,—1,0,1,2 e com condig¢des iniciais

2+ ¢&)k+1 =0 e tem discriminante 2+4¢)2—4.
(2+¢)

* (¢=—2)temos k; =i ek, = —i e asolugdo é x(r) = cost.
e (¢=—1) temos k| = %+ %gi e ky = %— %gi e a solugdo é x(1) = e’/zcos%gt —
#et/zsin%gt.

* (€=0) temos k; = 1 e a solugdo é x(r) = €' —té'.

* (e=1)temos kj = 3+ \[ eky=3= f e a solugdo é x(r) = 2= 30‘6e 0 \Ee%zﬁ’
-(8—2)temosk1—2+\/§ek2—2 V3 e a solugio é x(t) = 323
34213 ,(2—V3)r
g .
_'__'_'_'_'_4_4—'—'_'_'_'_'_'__—'_'_ \
4 3 2 1 - 0 1 2 3 4
Figura 1.19: Solu¢des do Exemplo 1.39 com € a variar de —2 a 2.

Na Figura 1.19 podemos observar as cinco solu¢des que passam todas em (7,x) = (0,1)

(condicdo x(0) = 1) e com inclinag¢@o nula nesse ponto (condigio x(0) = 0).

8Se tentarmos encontrar uma solugio da forma x(¢) = u(t)ek1” onde u(t) é uma fungio incégnita
derivamos e obtemos x, = ie*!! + uk X1 e i = iiek1! + 2k M1 + uk%ek". Substituindo em (1.47) vem
e [ii+ (2ky + )i+ (k2 + atky + B)u] = 0 e como k; & raiz de (1.48) obtemos ii + (2k; + a)it = 0. Mas
como k; = —§ temos ii = 0, i.e. u(t) =t é uma solugao.
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EDO lineares ndo homogéneas de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes

Dizemos que a EDO € linear nao homogénea de segunda ordem (com coeficientes constan-
tes o, B € R) se for expressa como

¥(t) 4+ ax(t) + Px(t) = g(t), (1.49)

onde g(¢) é uma fun¢do continua que assumimos nao nula sendo era o caso da EDO
homogénea (1.47) estudado em §1.6.1.

Teorema 1.6.2 — Teorema Fundamental de EDO lineares ndo homogéneas
de segunda ordem. A solugdo geral da EDO (1.49) pode ser escrita como x(f) =
xp(t) +x5(2) onde x,(f) uma sua solugdo particular e x() a solugdo geral da EDO
homogénea associada (1.47).

Demonstragdo. Seja x(t) uma qualquer solugdo de (1.49). Vamos ver que x(¢) —x,(t) é
uma solugdo de (1.47). De facto:

$(1) 4+ 0k() + Bx(r) = (x(0) —xp (1)) + ax(x(t) —xp (1)) + Bx(t) —xp(1))
= (1) + ox(0) 4 Bx(t) — (1) + 0ty (1) + By 1))
(1

Vimos em §1.6.1 como encontrar as solucdes gerais da EDO homogénea. Logo, basta
saber um solucao particular de (1.49) e usar o Teorema 1.6.2 para saber quais as soluc¢des
gerais de (1.49). Iremos ver de seguida dois métodos para obter uma solucao particular de
(1.49). O primeiro é chamado de método dos coeficientes indeterminados que funciona
para um conjunto especifico de fun¢des g(7) nossas conhecidas (polinémios, exponenciais,
senos, cosenos e também produtos deste tipo de funcdes). O segundo, chamado de método
da variacdo dos parametros € mais elaborado mas ndo tem restricdes de aplicabilidade.
Nao € s6 no nome que este Gltimo método faz lembrar o visto em §1.5.1 pois a sua filosofia
¢ novamente fazer os parametros C| e C,, que eram fixos na solugdo geral da equacado
homogénea associada (1.47), serem agora vistos como fungdes de x.

Método dos coeficientes indeterminados

=« Exemplo 1.40 — Func¢do g(1) do tipo polinomial. Se g(¢) for um polinémio é intuitivo
que uma solucdo particular x,(r) de (1.49) seja também um polinémio com grau igual
ao grau de g. Isto porque i, (r) + oux,(f) + Bx, (1) é ainda um polinémio com grau igual
ao grau de g pois derivacdes fazem o grau do polindmio diminuir. Assim, escrevemos
x,(¢) como um polinémio abstracto Y a;x' onde n é o grau de g e avancamos para a
determinacio de cada um dos coeficientes. Vamos resolver a EDO i(t) — 2x(t) — 3x(t) = t2.
A EDO homogénea associada é X(t) — 2x(¢) — 3x(¢) = 0. A sua equag@o caracteristica é
k?> =2k —3 = (k+1)(k—3) =0 e tem raizes k; = —1 e k, = 3 traduzindo o Caso 1 na
secgio anterior. A solugdo geral da equacio homogénea é x,(t) = Cie™" + Cye¥. Vamos
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entio determinar uma solucfio particular de i(¢) — 2x(t) — 3x(t) = t* que seré da forma
xp(t) = axt? + ait + ay. Derivando temos x,(t) = 2ast +a, e X,(t) = 2ap. Substituindo
na EDO a resolver temos:

(2a2) —2(2axt +ay) — 3(a2t2 +ait+ag) = 12

ou seja
—3ayt® — (4ar + 3a))t +2ay — 2a; — 3ap = 2.

Igualando os coeficientes dos dois polindmios obtemos:
—3a,=1, 4ar+3a;=0 e 2ay—2a; —3ay=0.

Donde se obtém:

1 4 14
H=—=, a=- € ag=——.
2 3’ 1 9 0 77
A solugdo particular € assim o polinémio de segundo grau x,(t) = —%tz + gt — % ea

solucdo geral é dada por

1 4 14
x(t) :xp(t) +x5(t) = —§f2+ §f 57 +Cre! +C263t.

Exercicio 1.24 Se considerarmos as c.i. x(0) = 0 e %(0) = 0 no Exemplo 1.40 determine
a solucao da EDO.

« Exemplo 1.41 — Funcgéo g(1) do tipo exponencial. Se g(¢) = CeX’ (onde C,k € R) é
intuitivo que uma solugdo particular x,(¢) de (1.49) seja também do tipo exponencial da
forma x,,(t) = Ce"'. Isto porque i, (t) + 0t (t) + Bx,(¢) é ainda uma exponencial do tipo
Cel pois derivagdes nio interferem no expoente. Vamos resolver a EDO i(¢) +9x(t) = e?.
A EDO homogénea associada é i(¢) 4+ 9x(¢) = 0. A sua equagio caracteristica é k> +9 =
(k —3i)(k+ 3i) = 0 traduzindo o Caso 2 na sec¢@o anterior. A solugdo geral da equagao
homogénea é x;,(1) = C; cos 3t + C, sin3t. Vamos entdo determinar uma solucdo particular
de i(t) +9x(¢) = €* que serd da forma x,(t) = Ce*. Derivando temos x,(t) = 2Ce” e
Xp(t) = 4Ce?. Substituindo na EDO a resolver temos:

(46@” )+ 9(E€2t ) =eX

ou seja
1

c——.
13
A solugdo particular ¢ assim a fungdo exponencial x,(t) = %ezt e a solucdo geral é dada
por

1
x(t) = xp(t) +xp(t) = Ee% 4+ Ccos3t+ Cysin3t.
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Exercicio 1.25 Se considerarmos as c.i. x(0) =1 e x(0) = —1 no Exemplo 1.41 determine
a solucao da EDO.

« Exemplo 1.42 — Funcado g(r) do tipo trigonométrico. Se g(t) = Ccoskz ou g(t) =
Csinkt (onde C,k € R) € intuitivo que uma solugdo particular x,(¢) de (1.49) seja também
do tipo x,(t) = C| coskt + C, sinkt. Isto porque derivando o coseno obtemos o seno e vice-
versa. Vamos resolver a EDO i(z) +%(z) — 2x(t) = cost. A EDO homogénea associada
é i(¢) +x(t) — 2x(t) = 0. A sua equagdo caracteristica é k> +k—2 = (k—1)(k+2) =0
traduzindo o Caso 1 na secgo anterior. A solugdo geral da equacdo homogénea € x;, (1) =
C1e' +Cre~?. Vamos entio determinar uma solugio particular de #(¢) +x(t) — 2x(¢) = cost
que serd da forma x,(t) = Cj cost + C, sint. Derivando temos X, (t) = —Cj sint 4+ C, cost
e () = —Cj cost — Cysint. Substituindo na EDO a resolver temos:

(—Cjcost —Cysint) + (—Cj sint + Cy cost) — 2(Cj cost + Cy sint) = cost

ou seja
=3C1+C,=1 e -3C,—-C;=0.

Temos assim C| = — 1% eCy= %. A solugdo particular ¢ assim a fungdo x,(t) = — 1% cost+

% sint e a solucdo geral é dada por

3 1
x(t) =x,(1) +x5(2) = —I—Ocost—i— I—Osint—f—Cle’ +Cre 2.

Exercicio 1.26 Se considerarmos as c.i. x(0) = 1 e %(0) = 0 no Exemplo 1.42 determine
a solucao da EDO.

« Exemplo 1.43 — Func¢ado g(¢) do tipo produto. Se g(¢) for um produto de func¢des
dos trés tipos anteriores a boa escolha para solucdo particular serd escolher um produto de
fungdes do mesmo tipo. Por exemplo, considerando uma variante do Exemplo 1.40 e a
EDO:

X(t) —2x(r) — 3x(t) =t cos2t. (1.50)

A EDO homogénea associada como vimos tem solugio x;,(t) = Cie™" + Cye¥. A ideia
serd pois determinar uma solucdo particular de (1.50) que serd da forma

xp(t) = (at 4+ b)cos2t + (ct +d)sin2t,

e reduzir a um problema de determinagdo de coeficientes como nos exemplos anteriores. =

* Quando g(t) = e* Z(r) onde Z(r) é um polinémio de grau n e A € R escolhe-

mos x,(t) = e} 2(t) onde 2(t) é um polinémio de grau ;
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* Quando g() = eM P (t) cos ot ou g(t) = e* P (t) sin wt onde F(t) é um poli-
némio de graune A, @ € R escolhemos x, (1) = e* 2(t) cos wt +eM % (t) sin ot
onde 2(t),Z(t) sdo polinémios de grau n.

= Exemplo 1.44 — Fungdo g(¢) do tipo soma - Principio da Sobreposicdo. Se g(7)
for uma soma de fung¢des dos trés tipos que estamos a considerar come¢amos por observar
o seguinte: Se xp,(f) e x,,(t) forem, respetivamente, solucdes particulares das EDO
i(t) + ax(t) + Bx(t) = g1(t) e %(t) + ax(t) + Bx(t) = g2(t), entdo xp, (1) +x,,(¢) serd
solucdo particular da EDO X(¢) + ax(r) + Bx(t) = g1 (t) + g2(¢). Desta forma reduzimos o
problema aos ja tratados anteriormente. Vejamos um exemplo com a EDO:

¥(t) —9x(t) = te' +sin5t. (1.51)

A equagio algébrica induzida pela equagdo homogénea associada é k> —9 = 0 que tem
raizes k = £3 sendo, portanto a solugdo geral da EDO homogénea (1) — 9x(r) = 0
igual a x;,(t) = C1e* + Cre™3 como vimos no Caso 1 atrds. Agora consideramos as
duas EDO i(¢) — 9x(¢t) = te' e ¥(t) — 9x(t) = sin5¢. Para a primeira seguimos as ideias
vistas anteriormente procurando uma solugdo particular da forma x,, (1) = (at + b)e'.
Temos portanto x,, (t) = (ar +a+b)e' e %, (1) = (at +2a+b)e' e substituindo na EDO
i(t) —9x(r) = té fica:

(at +2a+b)e —9|(at +b)e'| =te' & (—8at +2a—8b)e' =te'.
Assim, —8a =1e2a—8b=0obtendo a = —g e b = —55. Logo xp, (t) = (—& — 35)e’.
Para a segunda EDO seguimos as ideias vistas anteriormente procurando uma soluc¢ao par-

ticular da forma x, (t) = acos 5t 4 bsin 5¢. Temos portanto X, (t) = —5asin 5t + 5bcos 5t
e Xp,(t) = —25acos 5t — 25bsin 5t e substituindo na EDO () — 9x(¢) = sin5t, fica:

—25acos 5t — 25bsin 5t — 9]acos 5t + bsin 5t = sin 5t

ou seja

—34acos S5t —34bsin 5t = sin 5¢
Assim,a=0e b= —ﬁ. Logo x,,(t) = —ﬁ sin5t. O principio da sobreposi¢do garante
assim que a solugao geral de (1.51) seréa:

3 -3 tet et Sin5t
x(t):xh(t)+xpl(t)+xp2(t):CIet+C2e t—§—3—2— 34
« Exemplo 1.45 — Coincidéncia infeliz. Vamos resolver a EDO:
¥(r) +4x(t) = cos2t. (1.52)

A equacdo algébrica induzida pela equacdo homogénea associada é k2 +4 = 0 que tem
raizes k = £2i sendo, portanto a solugdo geral da EDO homogénea X(¢) + 4x(¢) = 0 igual
a xp,(t) = Cycos2t 4+ C; sin2¢ como vimos no Caso 2 atras. Inspirados pelo Exemplo 1.42
como g(t) = cos2t ¢ intuitivo que uma solugdo particular x,(¢) de (1.52) seja também do
tipo x,(t) = Cj cos 2t +C, sin 2¢. Observamos que as ideias intuitivas falham neste caso pois
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nesse caso terifamos uma solugao simultanea de (1.52) e da sua EDO homogénea associada!
Nesta situacdo o recomendado é multiplicar por 7, ou por 1> caso seja necessario”, por
forma a que nenhum termo de x, () seja solugdo da EDO homogénea associada. No nosso
caso reconsideramos para x, () = Cjtcos2t 4+ Cyt sin2¢. Assim,

xp(t) = Cicos2t —2C tsin2t + Cosin2t +2Cot cos 2t
(C1 4+ 2Cat)cos2t + (C, —2Ct) sin 2t

¥p(t) = 2Cyc082t —2(Cy+2Cst)sin2t —2Cy sin2t +2(C, —2Ct) cos 2t
= 4(C2—Clt)0082t+4(—C2t—Cl)sin2t.

Substituindo na EDO (1.52) obtemos:
4(Cy —C1t)cos2t +4(—Cyt — Cy) sin2t +4[Cyt cos 2t + Cat sin2t] = cos 2t.

Simplificando:
4C, cos2t —4C| sin2t = cos2t.

Donde se conclui igualando coeficientes que C; = JT e C) = 0. Finalmente a solucdo geral
de (1.52) sera:

t
x(t) = xp(t) +xp(t) = Cycos2t + Cysin 21 + ZsinZt.

Método da variacdo dos parémetros

Por (1.25) a solugdo da equagdo linear homogénea de primeira ordem é dada por x(r) =

1
erfzo p(s)ds _ xpeP®)

. Aideia depois foi permitir que x( deixasse de ser constante e passasse
a variar com ¢ ou seja consideramos xo(t)e” (). Foi com este espirito que desenvolvemos
o método da variacdo do pardmetro para EDO lineares de primeira ordem. Agora vamos
proceder de forma anéloga desta vez para EDO lineares de segunda ordem. Este método é
devido a Lagrange. Seja x;(r) = Cyx(t) + Cox(t) a solugdo geral de (1.47) onde como
habitualmente x () e x»(¢) sdo fungdes linearmente independentes. Como, em geral, nesta
solucdo surge uma combinagdo linear de duas funcdes (i.e. C1,C> # 0) vamos ter dois
parametros a variar dai termos variagdo dos parametros e nao somente do parametro. O

objetivo é encontrar uma soluc¢do particular da EDO ndo homogénea (1.49) dada na forma:

xp(t) = c1(2)x1(2) + c2(t)x2(2). (1.53)
Derivando (1.53) em ordem a variavel ¢ obtemos:
Xp = C1X1 +C1X1 + Coxp + CoXp = C1X] + Cox2 + C1X] + X2 (1.54)

Uma vez que pretendemos encontrar uma solucao particular de (1.49) podemos fazer uma
escolha natural assumindo que X, € solugdo de (1.49) e fazendo uma escolha ‘martelada’

9Se esta solucdo corresponder a uma raiz dupla da equagdo algébrica associada 2 EDO homogénea.
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assumindo que ¢;x; + ¢2x, = 0 com o objetivo claro de facilitar a nossa vida. Dessa forma
teremos:

Xp = ¢1X1 +c1X] + CaXo + co¥p. (1.55)

Agora, como de costume, substituimos na EDO x(¢) + ax(z) + Bx(¢) = g(¢) descrita em
(1.49) obtendo:

(¢1%1 + 1 X + ¢pp + k) + (e X1 + coxn) + Bleix +coxz) = g,
equivalentemente
c1 (X1 4+ ox1 4+ Bxy) + (362 + aip + Bxa) + ¢1x1 + Crdp = g.
Uma vez que tanto x; como x, s@o solugdes de (1.47) obtemos:
C1X1 +Coxp = g.

Temos por fim o sistema de duas equagOes a duas incégnitas ¢ e ¢, definido por:

C1x1 + ¢rxp=0
C1X1 + Cox2=8

sistema este que depois de resolvido poderd ser integrado obtendo c¢;(¢) e ¢, (¢) fornecendo
uma solugdo particular x,(¢) como em (1.53).

= Exemplo 1.46 Vamos resolver a EDO i(¢) 4 x(¢) = sint pelo método de variagio dos
pardmetros. A equago algébrica induzida é k? 4- 1 = 0 tem raizes k = +i sendo as solugdes
gerais da EDO homogénea associada x;,(t) = Cjcost + Cpsint. Usando variagdo dos
pardmetros obtemos x,(¢) = c1(f) cost + ¢, (t) sint donde assumindo ¢ cost + ¢, sinf =0
teremos:

Xp(t) = ¢1cost + ¢ sint — ¢y sint 4 ¢y cost = —cy sint + ¢ cost

Xp = —C18Int — 1 COSt + (2 COSE — ¢ 8int.
Teremos entao:
(—¢1sint — ¢y cost 4 ¢y cost — ¢y sint) + (¢ cost + ¢p sint) = sint

ou seja
—¢ sint + ¢ cost = sint.

Temos entdo que resolver o sistema:

¢icost+ ¢psint= 0
—¢q sint + ¢ cost= sint
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—sin’¢ costsint
cos2 +sin’t cos2 +sin’t
(costsint —t) pois ndo hé necessidade de nos preocuparmos com constantes na integragao

Resolvendo temos ¢ = = —sin’t e ¢y = = costsint. Assim, ¢; =

1
2 2

pois a busca € por uma solugdo particular. Temos também ¢, = — %“ Finalmente, teremos
a solugdo geral:

2 fcost

. 1 . cos“t . .
x(t) = Cjcost + Cy sint + E(costsmt —1)cost — sint = Cj cost 4+ Cysint —

EDO de Cauchy-Euler

As EDO de Cauchy-Euler sao EDO lineares homogéneas de segunda ordem com coefici-
entes varidveis e por isso mais gerais do que as tratadas anteriormente. Dados o, 3 € R e
t > 0 a EDO linear homogénea de segunda ordem dada por

12%(t) + oux(t) + Bx(t) =0, (1.56)

¢ designada por EDO de Cauchy-Euler. Pode ser escrita na forma:

(1) + %x(t) + 5(1) =0, (1.57)

» Exemplo 1.47 — Substituicdo exponencial. Facamos r = ¢° e teremos

d. d.
dt ;ll—; e’ ds’
e
g _od?
X(t):i e_sﬂ :% 6_5@ :_e é%_‘_e S%ZQ_ZY d_ZX_@
dt ds fl_; ds e’ ds? ds)’

Substituindo em (1.57) e recordando que ¢ = e* obtemos:

d2X dx (04 dx ﬁ d2X dx d)C

—2s s

o) =z )l Exn =0 (22— ral = Bx(t) =0
¢ (ds2 ds> t (e ds) 12 ®) <ds2 ds) (ds> (1) ’

o que pode até ser transformado numa EDO linear homogénea de segunda ordem:

d*x dx
g 1=
+ (o )ds

12 + Bx(t) =0.

A equagio algébrica associada é k? 4 (a — 1)k + B = 0 e podemos usar métodos anteriores
para determinar a soluc@o geral x(s). Para recuperarmos x(¢) usamos que x(s) = x(Inz). =
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« Exemplo 1.48 Vamos resolver a EDO de Cauchy-Euler (1.57)coma=2e 8 =—6. A
equacio algébrica associada é k> + (a — 1)k + B = 0 ou seja k> +k — 6 = 0 e temos raizes
k=2 ek = —3. Logo a solugio geral & x(t) = Ce? + Cre . Assim, teremos:

x(s) = x(Int) = C1e*M 4 Cre 30 = Clelm2 —I-Czel“f3 =Ci1t> +Cyt 3.

A resolucdo da EDO de Cauchy-Euler ndo homogénea segue o mesmo protocolo
visto anteriormente. Comegamos por encontrar a solugdo geral da EDO homogénea
associada como vimos acima. Depois, usando o método dos coeficientes indeter-
minados ou o método da variacdo dos pardmetros tentamos encontrar uma solugdo

particular da EDO em causa. Finalmente, a solu¢do geral da EDO em causa serd a
soma da solucdo geral da EDO homogénea associada e da solugéo particular.






2.1
2.1.1

(2. EDO lineares

‘Sempre que estive envolvido numa historia ndo linear, comego por vé-la de uma perspec-
tiva linear pedacinho por pedacinho, apenas para ter certeza de que faz sentido e depois
sigo em frente!’

Zack Snyder (realizador de cinema conhecido pelo filme ‘zombie gore” Dawn of the Dead)

Equacdes diferenciais lineares no plano
Equacdes diferenciais cinéticas
Se em (1.47) considerarmos' y(¢) = x(t) teremos

(1) = ¥(t) = —ak(r) — Bx(r) = —oy(t) — Bx(r)

originando o sistema de EDO:

(1) = ¥(?)
{}"(I) = —Bx(t) — oy(z) (2.1

Fazendo A = (_Oﬁ —105) e X (1) = (x(z),y(r)) reescrevemos (2.1) como a equa¢do matri-

cial:

X(t)=A-X(1). (2.2)

''A identidade y(t) = () chamamos transformagio momentum. Recordamos da cinemética elementar
que o momentum p é igual ao produto da massa m pela velocidade x(r) e se m = 1 temos que p = y(t) = %(t)
¢é a velocidade.
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EDO linear homogénea de segunda ordem (1.47) + y(t) = x(r) +— sistema de duas
EDO lineares homogéneas de primeira ordem.

Podemos aplicar esta ideia a EDO (1.49)?

« Exemplo 2.1 — EDO linear homogénea de terceira ordem. Seja

X'(1) + ox(t) + Ba(t) + 0x(r) = 0. (2.3)
Fazendo x(r) = y(t) e y(t) = z(t) teremos que (2.3) se pode escrever como

z(t) = X' (1) = —ouk(r) — Bx(r) — 8x(t) = —az(t) — By(t) — 6x(1).

Induzimos assim o sistema de trés EDO seguinte:

x(t) = y(t)
y() = 2(1)
1) = —0x(1) = By(r) — oz()

Escrevendo na forma matricial fica

x(1) 0O 1 0 x(t)
yoyl=10 0o 1 ||y
(1) -6 B —a) \z(t)

Escrevendo na forma de campo vetorial fica

X()C,y,Z) = (y,z,—5x—l3y—OCZ).

Sistema de EDO linear e auténomo

Os sistemas de EDO vistos atrds sao muito amarrados pois os graus de liberdade surgem
na dltima linha da matriz A. De forma geral dizemos que:

(1) = ax(t) +by(t)
{y‘(t) = cx(t) +dy(t) 2.4)

¢ um sistema de duas EDO lineares de primeira ordem homogéneo. Fazendo A = <ccl fl)

e X(t) = (x(¢),y(t)) reescrevemos (2.4) como a equagdo matricial:
X(t)=A-X(1). (2.5)

Dizemos que o sistema € autonomo porque A ndo depende de .
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Analogamente dizemos que:

X(1) = ax(t) +by(t) +g1(t)
{y'(t) = cx(t) +dy(t) +g1(t) (2.6)

€ um sistema autonomo de duas EDO lineares de primeira ordem ndo homogéneo. Fazendo

A= (j Z) L X ()= (x(2),y(t)) e g(t) = (g1(2),g2(t)) reescrevemos (2.6) como a equagio

matricial:

X(t)=A-X(t)+g(1). .7

« Exemplo 2.2 Vimos atrds que a solu¢do da EDO (1.11) era dada por (1.12) sendo igual
a (x(r),y(t)) = (acos(t) — Bsin(t), oesin(z) + B cos(z)). Este € precisamente o caso (2.5)

assumindo A = (1) _01) Assim, temos resolvido o PVI dado por X(t) = A-X(t) e
(x(0),5(0)) = (e, B). .

Resolver a EDO (2.5) € equivalente a determinar as curvas integrais do campo de
vetores linear X (x,y) = (ax+ by,cx+dy).

= Exemplo 2.3 Vamos resolver o PVI dado por X (t) = A-X(¢) e (x(0),y(0)) = (&, B)

onde A = <(1) _01> Para isso notamos que () = x(¢) logo x(¢) = ae' e y(r) = —y(t)
logo y(t) = Be™". A solugdo é por isso X (1) = (x(),y(¢)) = (ae',Be™"). .

Exercicio 2.1 Recordando o Exemplo 1.20 mostre o principio da linearidade desta vez
para o sistema de EDO homogéneo (2.5).

Seja A uma matriz 2 X 2 e (x) X (t) = A-X(t). Vejamos que se X;(¢),X>(t) forem
solucdes de (), entdo aXj (1) + bX;(t) € solugdo de X (t) = A-X(t) onde a,b € R.

(aXl(l‘)—l—sz(l‘))/ = aXl(l‘)—l—sz(l‘) :aA-Xl(l‘) +bA-X2(t) :A-(axl(l‘) —|—bX2(t)).

Exponencial de matrizes

Pretendemos resolver o sistema linear (2.5). Pela nossa experiéncia passada com a funcao
exponencial d4 vontade de dizer que a solugio de (2.5) é X (¢) = X (0)e' ou qualquer coisa
parecida contudo ndo sabemos o que € a exponencial de uma matriz tA. Provaremos mais a
frente (ver Teorema 2.3.2) que a solugdo de (2.5) é X (1) = " - X (0) onde ¢/ é uma matriz
2x2eX(0)=(x(0),y(0)) é o vetor das condigdes iniciais. Mais geralmente, a solu¢do
de (2.5) ¢

X(1) = "4 X (1), (2.8)

Mas afinal, dada a matriz A o que representa ¢*? Sabemos de Anilise Real I e pela
expansdo em série de Taylor em x = 0 que a funcdo exponencial tem representacdo em
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série de poténcias na forma

2 3 o0
X X X"
X1 T4 :2 Z 2.9
e +x+2!+3!+ n:o”!, 2.9)

possuindo raio de convergéncia oo, i.e. (2.9) € vélida para x € R. Inspirados por (2.9)
definimos:

AZ A3 © AN
A=ld+A+—+—+ =Y =, (2.10)

2! 3! n!

n=0
n fatores de um produto matricial

onde Id € a matriz identidade em 2 x2 e A" = A-...-A . O seguinte
teorema mostra que (2.10) € uma boa defini¢do. Para provar esse resultado vamos munir o
espago das matrizes de uma norma definida por |A| = sup,— [|[A - u|| onde || -[| € a norma

. . L. 2
usual em R” e u € R". Seja .#, o espaco das matrizes n x n que € isomorfo a R""".

Lema 2.2.1 Sejam dadas A,B € .#,, e u € R" temos as seguintes desigualdades:
) [|A-u] < [A] ]
(ii) |A-B| < |A||B].
(iii) Se k € N, entdo |A¥| < |A[.

Demonstracdo. Se u = 0 (i) é trivial. Se u # 0 temos pela propriedade da homogeneidade

da norma que:
1 1
i ()
] [l

pois mu ¢ um vetor de norma 1 e (i) vale. Para provar (ii) notamos que se ||u|| = 1 temos:

's sup 4] = 4|

[[ul|=1

(i) (i)
I(A-B)-ul =[|A-(B-u)|| < |A|B-ul| < [A]|B]|ul]
Logo (ii) segue de:

|A-B[ = sup [[(A-B)-ul < sup [A[[B]|u] = |A[|B].
Jull=1 Jull=1

Para provar (iii) claramente k = 1 € trivial e k = 2 € o item (ii). Para k superior provamos
por indug¢do notando que:

44 = A5 Al < A 4] = |42 A Al < [ARPAP < - < A D AR = A

Teorema 2.2.2 A série matricial em (2.10) converge. ‘
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~ Z, . n., .
Demonstragdo. E suficiente mostrar que }.° % ¢ absolutamente convergente pois uma
série absolutamente convergente € convergente. Assim,

(o)

)}

n=0

Ai’l

n!

o 1 Lema 2.2.1 (iii) 1
Sy Ly Lap @2 1
n_On! n!

n=0

E imediato a partir da definicdo (2.10) que a exponencial da matriz nula é a matriz
identidade.

« Exemplo 2.4 — Matriz nula. Determinemos ¢ onde A = [0] € .#,. Por (2.10) temos

el = Id+[0]+%+%+m:Id+[0]+%+%+---zld.

- .. . cosht 0
Exercicio 2.2 Mostre que nio existe nenhuma matriz A € ./, tal que 4 = < o2 1) .

__(cosh0 0\ (1 O
=0\ ¢ 1) \1 1

= Exemplo 2.5 — Matriz identidade. Determinemos ¢ onde A = Id. Por (2.10) temos

Sabemos pela Nota anterior que e’ = Id mas ¢

o que € absurdo.

2 3
1d Id
Id . —
o = Idtld+ -+ or e =ldtld+ oot

B 10+10+%0+%0+
—\o1)"\0 1 0 5 0 5/

_ (Tt 0 _ (e 0
0 I+ 145+ 5 4 0 e

= Exemplo 2.6 — Matriz nilpotente de grau 2. Determinemos ¢* onde A = (8 (1)) E

facil ver que A? = [0] (ver Exercicio 2.10) logo por (2.10) temos

A? A3 0] [0] 11
A= 1d+A+2—!+§+---=1d+A+2—!+§+---=1d+A:(O 1)

O1

= Exemplo 2.7 — Matriz diagonal. Determinemos ¢* onde A = ( 0 o
2

) ¢ uma matriz
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diagonal. Por (2.10) temos
2 3
A

A
et = Id+A+§+§+...

- (1 0)+(Gl o)+ G o\ (% o),
= ° 2 ° o ..
01 0 o 0 % 0 ]
_ {1+ +F+ 5+ 0 _ (¢ 0
B 0 l+o+3+%+...) \0 e

= Exemplo 2.8 — Exemplo 2.3 revisitado. Atrés resolvemos o PVI dado por X (¢) =

A-X(t) e (x(0),y(0)) = (a,B) onde A = ((1) _01> Pelo Exemplo 2.7 e (2.8) temos a

@9, ©

solugdo:
eor 0 o e 0 o _
x=ex0)= (% o) (5)= (5 &) (5) = teepen
que € precisamente a solug¢do obtida no Exemplo 2.3. .

= Exemplo 2.9 — Matriz diagonalizdvel. Determinemos ¢4 onde A é uma matriz dia-

o . . o . . op 0
gonalizdvel, i.e. existe uma matriz P invertivel e uma matriz diagonal D = ( ! ) tal

0 (03
que A= P-D-P~!. Comegamos por notar que A" = P-D" - P~!, assim por (2.10) temos
A2 A3
A f— — —_—
" = Ild+A+ o1 + 3 +...

p.-p*.p~! p.p}.p!

p— --_1 --_l
= P-D-P " +P-D-P + 31 + 3

D> D? {
= P-{D+D+2—!+¥+...1~P

— p.P.p!

el 0 -1
g P. ( O eGQ) .P .

O exemplo seguinte mostra como a exponencial de matrizes pode ser util na resolucdo de
EDO.

=« Exemplo 2.10 Vamos resolver a EDO X(¢) = A-X(¢) onde A = (g _31) com c.i.
X(0) = (o, B).

« Comecamos por diagonalizar A mostrando que A=P-D-P~! onde P = <1 1) ,

1 2
(50 (2 -1
D—(O 4)eP —(_1 1).
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* Para isso mostramos que as raizes (valores préprios) do polinémio caracteristico
A2 =94 +20=0sdoA; =5e A, =4

) . . 50
* A matriz D terd entradas os valores proprios i.e. D = 0 4]
* O vetor préprio associado a A} =5 é vy = (1,1) e o vetor préprio associado a A, = 4

év =(1,2).

A matriz P terd colunas v e v, logo P = G ;) . Como detP = 1 temos P~ ! pode

ser calculada facilmente sendo igual a P! = (_21 _11) .

Pelo Exemplo 2.9 e (2.8) temos a solucdo:

X(t) = A-X(0)= P (eg’ e%) Pl (g) = (Zz 26;,) Pl (g)
(o ) (53 (5)
- (B 25 G)

= (a(2e” — ")+ B(—e 4+ M), 0 (2e7 —2e¥) + B(—e +2¢¥))

L ()G 2
= X4

, 2
2 X
-~ L)k _J
— A =20 T=9
1
A 22 AN —1
/ Autovalores:
-2 1 2
/ )

-1
=4 A2=5
4\)\

Autovetores:

@ 0

// Autovetores =3

Figura 2.1: Solu¢des do Exemplo 2.10. Dizemos que a origem € um foco pois as tra-
jetorias afastam-se de (0,0) quando t — +oo. De notar que A = 20 é o determinante
de A, T =9 é o trago de A, 7> — 4A = 1 representa o discriminante (obtendo duas so-
lugdes reais para o polinémio caracteristico A! — A +A = 0). Notar também que as
dire¢Oes proprias estdo assinaladas na figura e que aparece A trocado com A, ®@. Ver em
https://www.geogebra.org/m/tuywnfgr Instituto Goiano de Matematica.

= Exemplo 2.11 — Campo vetorial circular. Vamos resolver a EDO X (t) = A - X (¢)
onde A = (? _01) com c.i. X(0) = (a,B). Vimos atrds que a solu¢do da EDO (1.11)
era dada por (1.12) sendo igual a (x(¢),y(¢)) = (acos(t) — Bsin(t), asin(z) + B cos(t)).

Vamos resolver calculando ™.
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= 5)(0 9)=-( )
' =—(y 2)(0 9)= (5 )
=5 5) 0 9)-( &)
wr=(5 #)(0 7)= (3

Zn 1 n th

Recordando a expansdo de Tayloremz =0de sinr =Y (—1)" A — GniT) ©COSt = Yo o(—1)
temos:

X(r) = ¢*-X(0)
5
_ (1= ;:Jr{ t+§, ?+ (a)
t—h+5- I-Gt+h—... ) \B

_ (cost —sint) (o
- \sint cost B
= (acost — Bsint, asint + B cost),

que € precisamente a obtida atras. .

No préximo exemplo iremos integrar de novo X (x,y) = (—y,x) mas usando o processo
de diagonalizacdo visto no Exemplo 2.10. A diferenca é que teremos valores proprios
complexos e a diagonalizagdo serd complexificada.

Recordemos a férmula de Euler ¢/ = cost +isint e as consequentes igualdades
1i ti _ i
cost = <H— e sint = — %

« Exemplo 2.12 — Campo vetorial circular via diagonalizacdo. Vamos resolver

novamente a EDO X (t) = A-X(¢) onde A = ((1) _01> com c.i. X(0) = (a, ).

 Comecamos por diagonalizar A mostrando que A =P-D-P~! onde P = <_ll i) ,

L il
D:( : (.)>eP_1:<2i %).
U -3 2

* Para isso mostramos que as raizes (valores proprios) do polindmio caracteristico
A24+1=0sdoA =—iedy=i.
. . e —i 0
* A matriz D terd entradas os valores préoprios i.e. D = ( 0 i> .
* O vetor préprio associado a A} = —i é vi = (—i,1) e o vetor préprio associado a
)bz:iévl = (i,l).

@n)!
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* A matriz P terd colunas v| e v, logo P = (—11 i) . Como detP = —2i temos P!

i1
pode ser calculada facilmente sendo igual a P~! = ( 2, %) :

72
* Pelo Exemplo 2.9 a férmula (2.8) e a férmula de Euler temos:

—ti i
X(t) _ etA.X(O) =P. (e() e(l)l> .P*1 . (g) — < elfti l§i> .Pi1 . (g)
—ie 1 el " o
= et e ]’ _%‘ % : B
el et el
- (2 D) ()
e —le e e
2 2 ﬁ

= (acost — Bsint,asint + B cost)

N~

que é precisamente a obtida atrés. .

Esta estratégia de diagonalizar via uma conjugacao permite simplificar o nosso problema
pois é melhor calcular a exponencial de uma matriz simples (e.g. diagonal, nilpotente)
do que de uma mais complicada. No Exemplo 2.10 e no Exemplo 2.12 escrevemos
A=P-D-P!ie. encontramos uma conjugacio P entre A e D. Depois foi somente
considerar ¢* = P-¢P - P~!. De facto, temos o seguinte:

Teorema 2.2.3 Se A e B sdo matrizes conjugadas via P (i.e. A= P-B-P~!) entdo
A=p.B.pL.

Demonstracdo. Vamos mostrar este resultado com maior generalidade, ou seja vamos
considerar que A - P = P - B (ndo necessitando de assumir invertibilidade de P). Vamos
entdio mostrar que e - P = P - ¢P. De facto,

n Bi n PBl " (P.B 'Ai_l
P = Pl lim Y =|={1lm Y —]=| lim Z#
n—teo &4 ! n—rfeo =t gl n—s-o0 i!

0! i=0
" (A-P)-B"! " A-(P-B)-B"?
= lim Z( ) = lim Z ( )
0 i! 0 i!
" A-(A-P)-B? " A%.P-B?
= lim Z ( ) = lim
n%erl:O i! n%ert:O i!

Derivada da exponencial e algumas consequéncias
Dada A € .#,, e u € R" consideremos as curvas

ci: R — A, c: R
tA €
t —— e t

— R”
— Ay
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Temos o seguinte:

Teorema 2.3.1 As curvas ¢ e ¢ sdo derivdveis em relacdo a varidvel ¢ e temos %e’A =

A-e’AEJ/Zne%e’A-u:A-etA-ueR".

Demonstragdo. Uma majoracdo semelhante a elaborada em (2.11) garante que:

0 nAn
Z PATI il y AT ] < el
o ! =
n=0l T n=o0l T
implicando que as séries ) .-, n, L e, ey, o n, -u € R" convergem uniformemente

com ¢ em intervalos limitados. Temos também que:

tn—lAn AN < 1 A" o AN
(n— _AZ T Z‘d_ n! .u:Angb n!

n=0

> d"A" & AT

:OE n! :Z n! :Z

n=0 : n=1

sendo que as séries das derivadas termo a termo convergem uniformemente com ¢ em
intervalos limitados. Usando que a derivada da série € a derivada termo a termo obtemos
que:

naAn

d . & drar

—t = =A —A-M
dt =dt n! n;) n! ’
e analogamente
d = d t"A" = A"
A u= =AY u=A-e . u
dt dt n! = n!

Existéncia e unicidade de sistemas lineares de EDO auténomas

O Teorema 2.3.1 permite concluir o seguinte resultado fundamental:

Teorema 2.3.2 — Teorema de existéncia e unicidade de sistemas lineares de
EDO auténomas. Seja A € .#,. AEDO X (t) = A-X(t) com condigdo inicial X (ty) = u
tem uma solugdo tnica dada por X (1) = eA(=0) .y,

1 0 O
Exercicio 2.3 Determine a solugdo da EDO X(1) =A-X(f) ondeA= [0 —1 0
0 0 -2
comX(1)=(1,—4,5).
el 0 0
Como A= =1 0 (1) 0 temos a solugdo
0 0 efZ(tfl)
e ! 0 0 1
X(t) = 0 e (1) 0 4| = (etfl’ 4o (=) 5,72 1))
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Sistemas lineares de EDO auténomas
Espaco e matriz fundamental de solugcoes

No Exemplo 1.20 vimos o principio da linearidade em R e agora veremos que funciona
também em R". Este principio afirma que a combinacao linear de duas solugdes € ainda
uma solugdo. A prova € semelhante a vista atrds e deixamos como exercicio.

Teorema 2.4.1 — Principio da linearidade no caso homogéneo e auténomo em
R”". Dadas duas solu¢des X () e Y(¢) de X(¢t) = A-X(¢) entdo aX(t) + bY (¢) é ainda
solucdo de (2.33) onde a,b € R.

Um conjunto de n solugdes do sistema linear auténomo e homogéneo X (1) = A - X (¢)
com A € ., é chamado de conjunto fundamental de solucdes se estas n solugcdes forem
linearmente independentes. Este conjunto, que o préximo resultado indica que € um espaco
vetorial, € também chamado espaco fundamental de solugdes.

Teorema 2.4.2 O espago fundamental das solugdes . (A) de X (t) = A- X () como no
Teorema 2.3.2 € um espaco linear de dimensao n.

Demonstracdo. Estamos em presenca de uma EDO linear logo, pelo Teorema 2.4.1,
qualquer combinacao linear de solu¢des da EDO € ainda uma solu¢do da EDO. Assim,
o conjunto de solugdes é um espaco linear gerado pelas colunas de ¢!, Afirmacio: As
colunas de ¢!’ geram o R”. Escolhendo ¢t = 0 temos ¢’ = Id que é uma matriz com as
colunas linearmente independentes e isso € suficiente para mostrar a afirmacao. [

Equacdes diferenciais lineares auténomas e ndo homogéneas

Em §1.5.1 estudamos a resolu¢do da EDO linear y'(x) = p(x)y(x) + ¢(x) em R tendo
obtido a férmula da varia¢do do parametro (1.26) dada por:

3(x) = yoeloP0dr 4 / PO () s, (2.12)
J X0

Veremos agora uma nova versao desta mesma férmula onde, por um lado, generalizamos
de R para R" mas por outro, admitimos que P € uma matriz que nio depende de x. Quando
ndo existe dependéncia de x dizemos que o sistema € auténomo.

Teorema 2.4.3 — Férmula da variagéo do pardmetro Il. Seja y(x), g(x) € R",x € R
e P € .#,. OPVIy(x)=Py(x)+q(x)com condigdo inicial y(xp) = yo tem solucdo
dada por:

y(x) = FE=%0)yy 4 / e g(s)ds. 2.13)
X0

Demonstra¢do. Comegamos por notar que substituindo x por xp em (2.13) temos y(xg) =
Yo pois a exponencial da matriz nula € a matriz identidade. Derivando (2.13) em ordem a x
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e recordando a regra de Leibniz generalizada dada por:

%/af}:)f(x,s) ds = f(x,b(x))b (x) — f(x,a +/ flx,s)ds, (2.14)

temos:

V() = PPy —

d * P(x—s)
o (/xo e q(s)ds)

¥ 9 P(xfs)
s 5.¢ q(s)ds

:P(xxo)y+exx _|_/Pexs

_ P( P(x— XO)yOJr/xo PO=9)g(s )ds) q(x)
= Py(x)+q(x),

= PPy 4 P g () 4

notando também que a fungdo y(x) estd definida para todo o x € R [ |

Escolhendo ¢(x) = 0 no Teorema 2.4.3 reobtemos como consequéncia direta o Teo-
rema 2.3.2.

Coroldrio 2.4.4 — Teorema de existéncia e unicidade de sistemas lineares de
EDO auténomas revisitado. Seja P € .#,. A EDO Y (x) = P-Y(x) com condigdo
inicial ¥ (xg) = yo tem uma solugdo tinica dada por ¥ (x) = %) . yo.

« Exemplo 2.13 Vamos resolver o seguinte sistema linear, autéonomo e nao homogéneo de
EDO

x(t)=3x+ t
{y(t): x+3y 1)

com a condigdo inicial (x(0),y(0)) = (1,—1). Reescrevemos o sistema como X = P-X +¢

ou seja @ B G g) . @ + (6) |

3t
Pelo Exemplo 2.14 a matriz P = G g) é tal que e/ = (;63, e%) . Usando a férmula
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(2.13) teremos
(x(t)) _ Pl0) (x(lo))
y() ¥(to)
e3(—1o) 1 t —s) 0 5\
(t fO) 3(t—ty)  B(t— to 1 +/t0 (t—s eS(zfs) A=) ) \o)%
B 1 e3=9) 0 s\ 4
= et -1 (t — )30 3= ) \0 §

t
= (16 — —|—/ t—5)e> ™)) ds
0

!
(t —s)e3(t_s) ds)

t t
= (M 1e¥ -+ <e3t/ se_3sds,te3l/ se_3sds+e3t/ —sze_3sds)
0 0 0

Como [jse ¥ds=§(1—e 3 (3t+1)) e [§—s?e 3 ds = 3 (e 3 (9> + 6t +2) — 2) obte-
mos:

= (&, +< se’sds

1
?063t_

() =1+ (1 (34 1))) = 5

W | =~

3t

¢ 3t
(1) =ted — 3+ %(1 —e M3+ 1))+ 62—7(6_3t(9t2 +66+2)—2),
simplificando

10t 29¢3 ¢t 2
y(t) = 5~

27 +9+27‘

Exercicio 2.4 Verifique que a solu¢do da EDO do Exemplo 2.13 est4 correta.

3t
« Exemplo 2.14 Vamos determinar A € ./, tal que e = (;31 62,). Para isso comega-

(30
1:0_13

30
—o =A.Logo A= (1 3>. Como pelo

Teorema 2.3.2 a EDO X(¢) = A X( ) com condi¢@o inicial X(0) = (u1,u) tem uma
solucdo tinica dada por X (1) = €' - u teremos

()= 2)-(2)
3

x1(t, (uy,up)) =e "uy e x(t, (uy,up)) = te3’u1 +e3’u2. (2.16)

mos por derivar entrada a entrada e temos

d ol _ 3¢ 0
[:0_ e3t+3te3t 3e3t -

dt

Pelo Teorema 2.3.1 obtemos i eA’

_A_etA
=0

donde
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Se tivéssemos escolhido (v, v;) para condi¢Ges iniciais terfamos

x1(t,(vi,v2)) =l e xz(t,(vl,vz)):te3’v1—|—e3tvz. (2.17)

Exercicio 2.5 Mostre que, se no Exemplo anterior escolhermos (u1,u;) e (vi,v2) de modo
que estes dois vetores formem uma base de R?, entdo X (¢, (u1,uz)) e X (¢, (v1,v2)) formam
uma base para o espaco vetorial das solucdes da EDO em causa.

Seja .7 (A) o espaco vetorial das solugdes de X (t) = A - X (¢). Consideramos a
aplicagdo
Z: R? — S (A)
(Wl,Wz) — X('? (W15W2>)

¢ um isomorfismo linear e o exercicio esta feito. Notemos além disto que, se (vi,vy) =
a(uy,uy) para a € R, entdo de (2.16) e (2.17) temos:

3

x1(t,(vi,v2)) = eauy = ax (t, (uy,uz))

x2(t, (vi,v2)) = tedauy + e auy = a(te3tu1 —|—e3tu2) = axy(t, (u1,u2)),

obtendo dependéncia das solucdes. Essa dependéncia surgiu de termos optado por um
conjunto de dois vetores que nio formam uma base do R.

Pelo Exercicio 2.5 escolhendo (uj,uz) e (vi,v2) de modo que estes dois vetores formem
uma base de R?, entdo X (¢, (uj,u2)) e X(t,(v1,v2)) formam uma base para o espaco
vetorial de .’(A). Esta escolha permite considerar uma fun¢do matricial com determinante
nao nulo dada por:

M() = (xl("(””m)) xl("(vl’”))) (2.18)

x2('7 (ulaMZ)) xz('v (Vlva))

que chamamos de matriz fundamental das solu¢des de X (t) = A - X(¢). Se uma matriz
fundamental de solugdes for tal que M (ty) = Id chamamos de matriz fundamental principal
das solucdes em t.

Teorema 2.4.5 M(t) =A-M(t).

b
d

(&1(-,w)> 4 (xl(',W)> _ (am(-,Wbez(wW)) (2.19)

cxy (-, w) +dxa(-,w)

Demonstra¢do. Denotemos A = (CCI ) ew= (wy,w;). De X(t,w) =A-X(t,w) temos
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' _(xaCs (ur,u2)) X1(5 (vipv2))
M) = ( N )

,(ur,u2))  xa(-, (vi,v2))

- (z‘;“; ()bl o) ol
- (¢ )( e
= A-M(t

O sistema M(t) = A-M(t) é um sistema matricial e o sistema X () = A-X(¢) é um
sistema vetorial. O primeiro contém a informacao total acerca das solugdes enquanto

que o segundo considera uma solucdo de cada vez.

Exercicio 2.6 Mostre que a matriz Mp(t) := M(t)M(ty) ~' é a matriz fundamental princi-
pal das soluces de X (1) = A - X (t) em fo. Dizemos que gj = M ()M (tg) ™' é o operador
de transi¢ao.

Basta substituir ¢ = #y e notar que Mp(to) := M (to)M(ty) ' = 1Id.

Exercicio 2.7 Determine a matriz fundamental principal das solugdes de X (1) = A - X (t)

2 3
equuandoA—(_1 _2>.

Como X; (1) = (—3¢',¢") e X»(t) = (—e ", e ") sdo suas solugdes linearmente
independentes de X (t) = A - X(t) teremos a matrix fundamental de solugdes dada por

-3¢ —e! . . . N
M(t) = o ot ) Para determinarmos a matriz fundamental principal das solugdes
M), (t) teremos que ter Mp(0) = Id. Para isso consideramos

B I P 3 1 -1 3e—e! 33!
1
() =m0 = (305 (7 ) =( ]

2 2

e teremos Mp(0) = Id.

Os argumentos anteriores sdo facilmente generalizados para sistemas de EDO X (¢) =
A-X(t) comA € A,.

O papel da comutatividade

Veremos agora um resultado muito interessante e que acaba por ser uma exigéncia ines-
perada para que a exponencial de matrizes cumpra um dos seus designios congénitos:
transformar somas em produtos (ver Contraexemplo 2.2). Essa exigéncia € a comutativi-
dade, propriedade que € valida em .#| mas que falha em .#,, paran > 2.
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Teorema 2.4.6 Sejam A,B € .#,. Se A-B=B-A, entio A8 = ¢ .8 =8 . 4.

Demonstracdo. Pela prova do Teorema 2.2.3 sabemos que se A-P = P-Bentio e - P =
P-eP. Como A e B comutam temos (tA)-B = B- (tA) logo ¢4 - B = B-¢'*. Pelaregra da
derivada do produto derivando em ordem a ¢ obtemos:

(etA_ezB)/ _ (etA)/-etB—{—etA . (etB)/ — A . o/B 4 oA BB

= A B4 B B = (A+B)- (P,

e assim provamos que X(t) = ¢ - /B & solugio do sistema de EDO lineares X (¢)

(A+B)-X(r). Mas pelo Teorema 2.3.2 ¢/A*5) ¢ solucdo tinica de X (1) = (A+B) - X (¢
logo e/AB) = ¢4 . ¢!B_Escolhendo 7 = 1 temos o resultado provado.

~—

]

Exercicio 2.8 Mostre que dada A € ./, temos que ¢ & invertivel.

Como A comuta sempre com —A pelo Teorema 2.4.6 temos Id = ¥ = A4 =
e =eA. M Assim e éinversade e, ie. (eA) 7! =74,

As situacOes contra-intuitivas na exponencial de matrizes ndo acabam por aqui. Se tivermos
um sistema de EDO X(z) = A(t) - X(t) em que A depende de ¢ (sistema ndo auténomo
que serd visto em §2.7) a férmula (e2(!)) = A’(¢) - e*) nem sempre ¢ vdlida. Nem mesmo
(A1) = AW . A’(). Claro que quando A(f) € .#) = R essa férmula funciona. O préximo
contraexemplo explicita essa situacao:

t

=« Contraexemplo 2.1 Seja A(t) = (ttz g) Entio ¢A() = <t sienht 69,) e, portanto:

~ \sinht +rcosht —e~!

1 O é 0 é 0
o Al(r). Al . _
') (2z —1) (tsinht ef> (2tet—tsinht —ef>
A 1
A Ay (¢ 0N (1 0 _ e 0
¢ A'(r) (tsinht e") (21‘ —1 2te ! +tsinht —e )"

Exercicio 2.9 Mostre que dada A € ./, temos que e’A = Ae”.

. (AD) ( ¢ 0

Como, por (2.10), A=Id+A+ g—? + é—? + ... e, além disso, A comuta com /2—7
para qualquer n, o resultado € obtido de imediato.

Forma candnica de Jordan

Vimos que quando temos um sistema linear e auténomo de EDO X (1) = A - X (t) e A possui
dois valores proprios distintos podemos resolver o sistema pelo processo de diagonalizacao.
Este processo pode ser real (Exemplo 2.10) ou complexo (Exemplo 2.12) e o modus
operandi fica descrito pelo Teorema 2.2.3. No entanto, quando nao podemos realizar a
conjuga¢do a uma matriz diagonal, o processo fica um pouco mais complicado. Vamos
agora entender que tipo de formatos simplificados podemos além das matrizes diagonais.
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Exercicio 2.10 Uma matriz N € .#,, diz-se nilpotente de grau k se k for o menor natural

tal que N¥ é a matriz nula. (a) Mostre que ¢ nilpotente de grau 2. (b) Mostre que

01
00
se N tem todos os valores préoprios nulos, entdo N € nilpotente de grau 2.
0 1 0 1 ) a b . )
@) <O 0) ‘ (O 0) =[0]. (b) SejaN = (c d>' Como 0 é a tnica raiz do

polinémio caracteristico de N este terd que ser Py(A) = A%2. LogoA=1=0ea+d=0¢
ad — bd = 0. Assim,

N2 — a’>+bc ab+bd
~ \ac+cd be+d?

_ (a*+ad ab+bd ala+d) bla+d)
" \ac+tced ad+d*)  \cla+d) d(a+d)

Exercicio 2.11 Sejan € Ny e #,(R) o espago vetorial dos polindmios de grau n com
coeficientes reais. Considere o operador derivacdo dado por:

D: Z,R) — Z,R)
px) — P
Mostre que D € nilpotente de grau n+ 1.

Derivando n + 1 vezes um polinémio de grau n obtemos 0. De forma mais
completa e denotando o polinémio de grau n por p(x) = Y1 ja;x' temos:

* D(T} gar) = X1 yia ™, |

« D?( ?:Oaixf) =D(Y" jiax ) =Y",i(i— l)qi)c’*2

e DM(Y1pax')=Y" i(i—1)...(i— (n—1))ax’ ™" = nla® = nla, e
o D"TY(Y" jaix') = D(n'a,) = 0.

As matrizes nilpotentes ndo aparecem a toa. Assim como as matrizes diagonais as matrizes
nilpotentes sdo bastante user friendly na hora de calcular as suas exponenciais. Sendo
vejamos 0 proximo:

« Exemplo 2.15 Consideremos a matriz N = (8 g) que € nilpotente de grau 2 e a matriz

D= (g 2) e vamos calcular e, eV e ¢?TV. Temos pelo Exemplo 2.7

pela férmula (2.10) e pela nilpoténcia de ordem 2

"N 0 b 1 b
N A _
o=yt _1d+(0 0)_(0 1)

i=0

e 0 1 b e’ be? 1 b
emN:eD'eN:(o ea>'(0 1>:<o e“):ea(o 1):ea(D+N)'

A primeira igualdade resulta do Teorema 2.4.6 (confirme que D-N = N - D). .
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Este exemplo causa uma impressao de que quando podemos decompor uma matriz A em

isso resolve o problema do célculo de e4. O préximo resultado
mostra que isso é sempre possivel fazer nem que se tenha que passar por um processo de
conjugacao primeiro.

Teorema 2.5.1 — Forma canénica de Jordan. Seja A € .. Entdo existe uma matriz

invertivel P e uma matriz J tal que A = P-J- P! onde J é diagonal i.e. J = (%1 ((;) )
)

ou entdo J € soma de uma matriz diagonal com um s valor proprio ¢ € a matriz

. 0 1Y). o 1
nilpotente de grau 2 dada por <O 0> 1.e. temos J = < 0 0'>'

Demonstragdo. O polinémio caracteristico de A é P4(A) =A%> —tA+A=0onde T é o
traco de A e A é o determinante de A. Os valores proprios sio A = TEVI—4A VfJ'A. Quando
o discriminante 7> —4A é nio nulo teremos dois valores préprios distintos sendo A di-
agonalizavel ora de forma real ora de forma complexa. Temos entdo J diagonal e P e
P! obtidas a partir dos dois vetores préprios de A que geram R?. Resta analisar o que
acontece quando 72 —4A = 0. Teremos entdo para A apenas um valor préprio igual a

c 0)\ . . . - .
0 = 5. Das duas uma: ou A = ( 0 6) ¢ diagonal caindo no caso diagonalizavel trivial

com 0] = 0, (e P = P~! = Id) ou A nio é diagonal?. O objetivo é determinar P invertivel

talqueA=P-J-P leJ= (g

préprio de A, 0 serd o tnico valor préprio de N. Pelo Exercicio 2.10 (b) temos que N? = [0].
Concluimos portanto que A = old + N onde, trivialmente 6/d é diagonal com apenas um
valor préprio &, e N € nilpotente de grau 2. Do facto de A ndo ser diagonal e da igualdade
A = old+ N retiramos que N # [0]. Assim, pelo menos uma das colunas de N ndo pode
ser toda nula. Vamos analisar as duas possibilidades:

(17) . Sejaentdio N = A — old. Como o € o tnico valor

* A segunda coluna de N = (i z) , que é dada por (b,d) =N - ((1)> , € ndo nula ou

e énula,ie. N = (CCI O) e assim, a primeira coluna (a,c) =N - (1

0 0) sera ndo nula.

No primeiro caso escolhemos P = (Z (1)) e no segundo caso escolhemos P = (? é) .
Vamos provar por contradi¢cao que P = € invertivel. Supomos por absurdo que

d 1
ndo é invertivel. Logo existe o € R tal que (0,1) = at(b,d). Por N ser linear, nilpotente de

grau2e (b,d) =N- (?) # (0,0), temos:

(0,0)£N- (?) =N-«a (Z) — aN - (Z) — aN?. ((1)) = a(0,0) = (0,0),

ZNem diagonalizdvel pois nio teremos matriz invertivel P que proporcione a diagonalizacio.
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o que € uma contradi¢do. Vamos agora provar que P = ¢ invertivel. Supomos por

N\
o

1
0
,0) = a(a,c). Por N ser linear,

—

absurdo que ndo € invertivel. Logo existe a € R tal que (

(1)> # (0,0), temos:

(0,0) # N - <(1)) =N-a <‘cl) — aN- (Z’) = aN?. (é) = a(0,0) = (0,0),

o que € uma contradi¢cdo. Finalmente, como N tem traco e determinante nulos notamos
que

e (G D) )6 2= () 6 o) r (o o) o

Logo aplicando P! i direita nos extremos da igualdade (2.20) temos

nilpotente de grau 2 e (a,c) =N - (

o (01
N_P-(O O)~P (2.21)
Por outro lado
old=cP-1d-P"'=P-cld- P! (2.22)

e como A = old + N somando (2.21) com (2.22) obtemos:

A = Gld+N:P-(0 1)-P—1+P-ald-P—‘:P(<O 1)+GId>P_1

00 00
= P.<G 1).P_1:P.J.P_17
0 o
e o teorema fica provado. [ |

Exercicio 2.12 Determine a forma canénica de Jordan para A = (0 D 1) .

4 4
2 1 -1 1
= —_— 2
J (0 2)eP ( O)'

Exercicio 2.13 Determine a forma candnica de Jordan para A = ((2) i) .
1 0 -1 1
1= (5 3)er=(7' o)

Exercicio 2.14 Determine a forma candnica de Jordan para A =

S O N
O = =
B~ O O

1 00 -1 10
J=10 2 0JeP=|1 0O
0 0 4 0 01
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3100

. ) ) 0400
Exercicio 2.15 Considere a matriz A = 005 0
00 2 5

(a) Determine os valores proprios de A e as suas multiplicidades. (b) Determine as
multiplicidades geométricas de cada valor proprio. (c) A matriz A € diagonalizavel? (d)
Qual é o determinante de A7?

(a) A estd particionada em dois blocos sendo que o bloco (8 3‘) ¢ triangular

superior e o bloco ¢ triangular inferior. Os valores proprios sdo 3, 4 e 5 sendo que

50
25
o 5 tem multiplicidade algébrica 2. (b) A multiplicidade geométrica dos valores préoprios é
1. (c) Nao sera diagonalizdvel pois a multiplicidade algébrica do valor préprio 5 difere da
multiplicidade geométrica. (d) O determinante de A serd o produto dos valores préprios

3 x 4 x 52 =300. O determinante de A” sera portanto 300”.

1—e? 1+¢% —

2 _ 2 _
« Exemplo 2.16 Vamos mostrar que ¢ = % (1+e boe ) onde A = ( 11 11)‘

s Temos Py(A) = A?> =24 = A(A —2) = 0 com valores préprios A; =0 e A, = 2. Os
vetores proprios sdo u; = (1,1) eup = (—1,1).

. (0 O (1 =1 1 1 1 b pl
LogoJ—(O 2),P—(1 1>eP = (_1 1) eA=P-J-P .
e

0 0 .P_l—l 1+€2 1—62
0 &2 T2\1—¢% 1+4€2)

=

e Assimer=P.¢/.pl=p

el 1—e! -1 1
« Exemplo 2.17 Vamos mostrar que ¢4 = 0 | ondeA={ ).

e Temos P4(A) =A%+ A = A(A + 1) = 0 com valores préprios 4; = —1 e A = 0. Os
vetores préoprios sdo u; = (1,0) e up = (1,1).

. (-1 0 (11 (1 =1 Cpo7 opl
LogoJ—(O O)’P_(O 1>eP _(O 1)eA—PJP .
1

- -1 -1
o . - T -1 _ ] e 0 ) -1 _ e l—e
Assimer =P.¢/ . P71 =P (0 0) P _(O 1 )

« Exemplo 2.18 Vamos mostrar que ¢ = (1 ie 2) onde A = (_()1 (1)>

s Temos Py(A) = A?> —A = A(A —1) = 0 com valores préprios A; =0e A, = 1. Os
vetores préoprios sdo u; = (1,1) e up = (0,1).

. (0 O (1 0 (1 0 B 1
LogoJ—(O 1),P—<1 1)eP —<_1 1)eA—P-J-P .

0
e Assimer =pP.¢/.pl=p. (€ 01 pl— 10 _
0 e l—e e
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» Contraexemplo 2.2 — Transformag¢do de somas em produtos. Vimos no Teo-
rema 2.4.6 que se A-B = B-A, entdo eAB = A eB. Contudo, em geral, ATB £ A 6B,
De facto, vimos no:

ol l+e2 1—¢2
- _1 .
* Exemplo 2.16 quee< ! 1> —§< >
-1 1 —1 _ —1
* Exemplo 2.17 que e<° 0) = (e I-e >;
(0
e Exemplo 2.17 que e\ = (

Por um lado temos:

e por outro lado temos:

L0 L6 é):%(wez 1_62)_<el 1—61):

1—e? 1+¢% 0 1

o que mostra que a férmula eA*8 = ¢4 . 8 nem sempre é vilida! @ .

Fluxo de uma equacado diferencial linear

Definicdo e exemplos
Vimos no Exemplo 1.11 que resolver um sistema de duas EDO lineares era basicamente a
mesma coisa do que determinar o fluxo associado a um campo de vetores linear no plano.
Dizemos que a fun¢do
p: R’xR — R?
((e,x),1) — @'(x,y)

é um fluxo planar se dados a,b € R, (x,y), (%,7) € R> e t,s € R temos:

» ¢%(x,y) = (x,y) (condigdo de fluxo).

o @' (x,y) = ¢'(@*(x,y)) (condi¢do de fluxo).
Quando, além disso temos que

* ¢'(a(x,y) +b(%,5)) = a@'(x,y) +b¢'(%,¥) (condi¢do de linearidade).

dizemos que o fluxo planar é um fluxo linear.

Se chegamos ao fluxo por um processo de integracdo de um campo vetorial € natural
efetuar o caminho reverso. Dado um fluxo derivamos e obtemos um campo vetorial.
Quando podemos derivar em relag@o a varidvel ¢ o campo de vetores X associado ao
fluxo @' é dado por £¢'(x,y)| =X(x,).

t=0
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= Exemplo 2.19 — Exemplo 2.3 revisitado. Vimos que a solug¢io do PVI dado por X (1) =
A-X(1) e (x(0),¥(0)) = (e, B) onde A — ((1) _01) era dada por (x(1),y(t)) = (ae', Be~).
Vimos também que um sistema de duas EDO descrevia um campo de vetores em R?. Neste
caso o campo vetorial é X (x,y) = (x,—y). O fluxo associado a X é ¢'(x,y) = (xe',ye™")
que é um fluxo linear planar.

s 9%x,y) = (xe%ye) = (x,y).
o O (x,y) = (xe! T, ye 1)) = (exe’ e TTye ™) = @' (xe*,ye %) = @' (9°(x,y)).

¢'(a(x,y) +b(%,5)) = ¢'(ax+b%,ay+by) = ((ax+b3)e', (ay+b5)e ")
(axe',aye™") + (bxe' ,bye™") = a(xe',ye ") + b(Fe' , e ")
= a¢'(x,y)+b¢'(%,5).

Exercicio 2.16 Mostre que ¢ (x,y) = (xe',ye™") é um fluxo e que gera o campo vetorial
X(x,y) = (X, _y)

« Exemplo 2.20 — Fluxo linear auténomo. O Teorema 2.3.2 garante que dada A € .7,
aEDO X (t) = A - X(t) com condigdo inicial X(0) = u € R" tem uma solugio dnica dada
por X (¢) = ¢ - u. Temos assim um fluxo linear em R”

¢: R'XR — R"
(u,t) = @'(u)=e u

De facto, dados a,b € R, u,v € R" e t,s € R temos:

s () =€ u=u.
. (pt—i—s( ) eAH—s ‘U= eAteAs u_eAt s( )_ ((PY( ))
o @' (au+bv) = e - (au+bv) = ae™ -u+be' v =a@ (u) +be' (v).

Fluxos conjugados e estabilidade

Dizemos que A € .#,, tem espectro simples se cada valor préprio de A tem multiplicidade
algébrica 1. Os fluxos @' e Y’ em R” dizem-se conjugados se existir uma funcao bijetiva
h: R" — R" tal que para todo o t € R temos

hoo' =y oh. (2.23)

Se h for um isomorfismo linear dizemos que os fluxos sdo linearmente conjugados. Se h
for um difeomorfismo® dizemos que os fluxos sdo diferenciavelmente conjugados. Se &
for um homeomorfismo® dizemos que os fluxos sdo topologicamente conjugados.

3A fungdo f: R" — R” diz-se um difeomorfismo se for uma bijecdo continuamente diferencidvel e
possuir inversa f~! continuamente diferencidvel.

4A fungdo f: R” — R” diz-se um homeomorfismo se for uma bije¢do continua e possuir inversa f~!
continua.
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Exercicio 2.17 Mostre que as quatro relacdes descritas atrds sdo relagdes de equivaléncia.

1 3 2 3
mesmos valores proprios. (b) Determine uma matriz que envie a base de vetores proprios
de A na base de vetores proprios de B. (c) Mostre que existe um isomorfismo P tal que
B=P-A-P~!. (d) Qual o efeito de aplicar P aos vetores proprios de A?

Exercicio 2.18 Considere as matrizes A = (2 0) eB= (2 0) . (a) Mostre que tém os

(a) Tém igual polinémio caracteristico P4(1) = Pg(A) = A% — 514 + 6 logo os
mesmos valores préprios. (b) Os valores proprios sdo os mesmos A; =2 e A, = 3. Contudo,
os vetores proprios de A sdo respetivamente u; = (—1,1) e up = (0, 1) e os vetores proprios
de B sdo respetivamente vi = (—1,2) e vp = (0, 1). Temos portanto:

o m. (2 0\ (=1 0\ (2 0\ (-1 0
A_PADPA@(13_11 03/ 1 1
B (2 0\ (-1 0\ (20 (-1 0
B_PB'D'PB‘:)(23_21'03'21

Queremos enviar a base de vetores proprios de A na base de vetores proprios de B. A
matriz P4 envia a base de vetores proprios de A na base candnica e a matriz Py Uenvia a
base candnica na base de vetores proprios de B. Assim consideramos

=500 D)= (Y

(c) Sabemos que P/;l A-Py=D= Pgl -B - Pp logo PB-PA’1 “A Py -Pgl = B. Como
Py-Pg' = (Pg-P;')~! obtemos Pg- P, ' -A-(Pg-P;')~! = B. Ou sejapara P = Py - P, '
temos:

P-A-P =B

(d) Notemos que P-u; = v e P-u» = v. Logo P envia a decomposicio de R? na base de
vetores préprios de A na decomposicio de R? na base de vetores préprios de B.

Exercicio 2.19 Considere as matrizes A = ((1) (1)> eB= ((1) D . (a) Mostre que t€m os

mesmos valores préprios. (b) Serd que existe um isomorfismo P tal que B=P-A-P~1?

(a) Tém igual polinémio caracteristico Py(A) = Pg(A) = A2 =24 +1= (A —1)?
logo os mesmos valores préprios, de facto s6 um A = 1. (b) Vamos supor que existe uma

. . : . b ~
matriz invertivel P que verifica B=P-A-P~!. Seja P = (Z d entdo:

I A 41 fab d —b\ (1 0\ (10
(0 1) = B=r-A-P _ad—bc(c d)'(—c a)'(o 1)_(0 1)

o que € impossivel. O problema € que A e B ndo tendo espectro simples possuem ainda
caracteristicas diferentes no quesito vectores proprios.
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Teorema 2.6.1 Se A, B € ., tiveram ambas espectro simples, entdo as EDO X (1) =
A-X(t) e X(t) = B-X(t) geram respetivamente solugdes ¢’ e ¥’ linearmente conjugados
se e somente se A e B possuem os mesmos valores proprios.

Demonstragdo. Comegamos por provar que ¢’ e Y’ sdo linearmente conjugados via o
isomorfismo linear P se e somente se B=P-A-P~ 1.

) Sendo ¢’ e ¥’ linearmente conjugados teremos P o ¢' = y' o P. Derivando ambos 0s
termos em ordem a # usando a regra da cadeia e o facto de P ser linear teremos

Po(¢") =(y') oP< PoA-¢' =B-y'oP < PoA-¢' =B-Po@' < PoA=B-P. (2.24)
(=) Repetindo a ideia do inicio da conta em (2.24) teremos:
(Po@") =Po(¢') =PoA-¢' = PoA-P! oPo@' =BoPo¢ = (y'oP). (2.25)

Para finalizarmos a prova do teorema provaremos que B=P-A - P~ ! se e somente se A e
B possuem os mesmos valores proprios.

(=) Sabemos da Algebra Linear que quando duas matrizes sdo conjugadas via um isomor-
fismo linear entdo o polindmio caracteristico € 0 mesmo e assim t€m os mesmos valores
proprios.

(<) Vamos supor que A e B tém os mesmo valores proprios. Como o espectro de A é
simples vamos supor que temos r valores proprios reais e 2¢ valores proprios complexos.
Sabemos da Algebra Linear existe uma decomposi¢ao

r C

n_ D 2 .« .. 2
R'=R®---®ROR’@®--- ®R?,

que € invariante por A. Como B tem os mesmos valores proprios de A temos uma decom-
posicao andloga para B. Existe assim um isomorfismo P que envia uma decomposic¢ao do
R™ na outra (no espirito da aplica¢do P obtida no Exercicio 2.18). [

Exercicio 2.20 Mostre que quando duas matrizes sdo conjugadas via um isomorfismo
linear entdo o polindmio caracteristico € 0 mesmo e t€ém os mesmos valores proprios.

Temos que A = PoBoP~'. Logo Py(A) = det(A — Ald) e
Py(A) = det(A—Ald)=det(P-B-P~' —Ald) =det(P-B-P~' —P-AId-P7 )
= det(P-(B—Ald)-P~ ') = detPdet(B — Ald)detP~!

= detPdet(B— A1d) L det(B—A1d) = Py(1).

et

Teorema 2.6.2 Sejam A, B € .4, € as respetivas EDO X (1) =A-X(¢t) e X(t) = B- X (¢)
com respetivas solugdes @' e Y. As solugdes ¢ e y' sdo diferenciavelmente conjugados
se e somente se forem linearmente conjugados.




2.6 Fluxo de uma equacdo diferencial linear 87

Figura 2.2: Espacos com igual cor tém iguais valores préprios. Estamos em R com uma
decomposicio RO = R@BR®R? P R2. A esquerda temos espacos proprios invariantes por
A e a direita temos espagos proprios invariantes por B. A ideia € arranjar um isomorfismo
P que faca a correspondéncia certa.

Demonstragdo. (<) Trivial.

(=) Pelo Teorema 2.3.2 a EDO X (1) = A - X (¢) com condigdo inicial X (0) = u tem uma
solugdo tinica dada por X (¢) = ¢ -ue aEDO Y (¢) = B-Y (¢) com condigdo inicial Y (0) = v
tem uma solucdo tnica dada por Y (t) = '8 -v. Seja h: R* — R" o difeomorfismo tal que
hoe = ¢Boh. Como A é linear A(0) = 0. Logo, p = h(0) é um ponto fixo de ¢, i.e.
¢'B(p) = p (i.e. B(p) =0). Definimos a translagio T (x) = x — p. Definindo 1 = T o h
temos (0) = T o h(0) = T(p) = 0. Como

(eBoT)x=eB(x)—eB(p) =eB(x) —p=ToeB(x) = (Toe®P)x, (2.26)
obtemos:
hoe® =Tohoet = ToetBoh(zé@ eBoToh= etBoiz,
e podemos concluir que
(hoe™)x = (e’Boh)x. (2.27)

Derivando em relacdo a varidvel x e em x = 0 ambos os membros de (2.27) obtemos
Dh(0)- e = & . Dh(0),

onde sz(@) € M, € um isomorfismo e o teorema estd provado. [ ]

SObservemos que T (Y (1)) também é solugdo de Y (t) = B- Y (¢) pois

[T @) =¥@6)—p)=Y'()=B-Y(t)=B-Y(t)-B(p)=B-(Y(1) - p) =B-T(Y(1)).
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Os resultados anteriores mostram que as conjugacgdes linear e diferencial sdo muito
rigidas pois impdem condicdes espectrais fortes. J4 a conjugagdo topoldgica € bem

mais relaxada e util na hora de classificar fluxos com comportamentos semelhantes.

Exercicio 2.21 Considere as EDO x(t) = 2x(t) e y(t) = 4y(¢) e os respetivos fluxos li-
neares x'(x) = e*x e y'(y) = e*y. (a) Mostre que os dois fluxos sdo topologicamente
conjugados. (b) Mostre que os dois fluxos ndo podem ser diferenciavelmente conjuga-
dos. (c) Poderdo as EDO x(t) = 2x(t) e y(t) = —4y(t) possuir fluxos topologicamente
conjugados?

(a) Temos que encontrar um homeomorfismo & (x) tal que h(e?x) = e*h(x).
Notemos que A(x) = x? funciona mas nio é invertivel. Logo escolhemos /(x) = x> para
x> 0e h(x) = —x* para x < 0. Agora sim temos uma bijecio continua, com inversa
continua definida por 2~ !(x) = y/x parax > 0e h~!(x) = — v/—x para x < 0 que também
¢ continua. (b) Notamos que 4 definida em (a) ndo € um difeomorfismo pois h~! ndo
€ derivavel em x = 0. De facto, se h fosse derivavel podiamos derivar a expressao
h(e*x) = e*h(x) obtendo K (e*x)e* = ¢*I'(x). Em x = 0 teremos h'(0)e? = ¢*1'(0)
que s6 podia ser vélido se as EDO tivessem a mesma taxa. (c) Ndo. Se, por absurdo
existisse / tal que h(e*x) = e~*h(x) esse h teria de ser monétono.

s h crescente, x,h(x) > 0. Consideramos t; > t, > 0 e temos h(e?1x) > h(e*2x)
mas e~ 41 h(x) = h(e?1x) > h(e*2x) = e *2h(x) 0 que é absurdo pois e 1/ (x) <
e M2p(x).

* h crescente, x,h(x) < 0. Consideramos t; > t, > 0 e temos h(e*1x) < h(e*x)
mas e~ *1h(x) = h(e*1x) < h(e*2x) = e*2h(x) o que é absurdo pois e~ #1h(x) >
e *2h(x).

* h crescente, x > 0 e h(x) < 0. Consideramos 1, < t; < 0 e temos h(e*1x) > h(e*2x)
mas e~ ¥ h(x) = h(e*'x) > h(e*2x) = e~ *2h(x) o que é absurdo pois e 1 h(x) <
e 2p(x).

e ... completar.

O comportamento qualitativo das EDO x(r) = 2x(r) e y(r) = 4y(¢) é igual.

Uma forma de relaxar a conjugagio topoldgica é permitir que a equagdo ho @' = y' oh que
¢ vdlida para todo ot € R e x € R” passe ainda a valer num sentido mais lato. Permitimos
que & envie trajetérias dum fluxo em trajetdrias do outro fluxo mas ndo tem necessariamente
que preservar os tempos. Formalmente exigimos que

ho @™ (x) = y' o h(x), (2.28)

onde 7: R x R — R. Dizemos neste caso que os fluxos sdo topologicamente equivalentes.
Outra forma de generalizar € assumir que os fluxos/conjuga¢des/equivaléncias vivem em
subconjuntos de R”. Vejamos um exemplo:

= Exemplo 2.21 — Equivaléncias entre fluxos em R. Consideremos as EDO x(z) =
—x(t) e y(t) = —y(¢)? definidas em R*. Vamos determinar um homeomorfismo /: RT —
Rt onde ho @*%!)(x) = y' o h(x) vale. A solugdo da primeira EDO é ¢'(x) = xe .
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Relativamente a segunda EDO escrevemos em varidveis separaveis —yiz dy = dt obtendo

1 1 1 (0 >
0] T T T n) obtendo o fluxo y'(y) = Tty Da

equivaléncia topoldgica obtemos

=1+C ou seja y(t) =

h(x)

m. (2.29)

h(xe™ ™) =
Temos também o mesmo comportamento qualitativo dos fluxos (Faga o esbogo dos respeti-
vos campos de vetores). Escolhemos 4(x) = x. De (2.29) obtemos xe™ " = ; ~r7 donde de
conclui que:

t(x,t) =In(tx+1). (2.30)

Classificacdo geométrica dos fluxos lineares auténomos em R?
Comecamos com a classificacdo geométrica dos fluxos lineares autbnomos em R.

= Exemplo 2.22 Se considerarmos a EDO linear auténoma em R dada por X = A - X entdo
a solucdo com a condigio inicial Xo é X (¢) = e’ X). O retrato de fase depende apenas da
constante A € R. Quando A < 0 temos que para x > 0 (respetivamente x < 0) o produto
A-X é negativo (respectivamente positivo) sendo que a velocidade X aponta para a esquerda
(respectivamente para a direita). Neste caso dizemos que a origem € um po¢o ou atrator.
Quando A = 0 a velocidade X € nula e os pontos estdo parados. Finalmente, quando A > 0
temos que para x > 0 (respetivamente x < 0) o produto A - X € positivo (respectivamente
negativo) sendo que a velocidade X aponta para a direita (respectivamente para a esquerda).
Neste caso dizemos que a origem € uma fonte ou repulsor. A evolucdo dindmica € traduzida

pelo fluxo, e.g., se A = 2 e estamos em cima do ponto Xp = —5 sabemos que nos vamos
deslocar para a esquerda numa trajetéria descrita por X () = —5¢*, i.e. passados t =7
segundos estaremos em cima de X (7) = —5e'4.

A<0 ]

A=0

A>0 *

Figura 2.3: Retrato de fase de X =A-X com A € R.

Na secg¢do anterior vimos equagdes funcionais dadas por (2.23) e (2.28) que indicavam
que dois fluxos deveriam ter o mesmo comportamento dindmico. Agora vamos fazer essa
identificacdo via geométrica indicando o ‘retrato robot” de um fluxo linear dentro de uma
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categoria classificativa do seu comportamento dinamico. Essa descri¢@o terd um paralelo

c d

Denotamos por A o determinante de A, 7 o traco de A e por § = 7> — 4A o discriminante
do polinémio caracteristico associado a A e definido por:

. . . a b
com as caracteristicas espectrais dadas pela seguinte tabela. A € .#,> com A = ( ) .

A —TA+A=0. (2.31)
Os valores proprios serdo portanto

_ri\/g

At 7

(2.32)

Exercicio 2.22 Mostre que T=A, +A_e A=A, A_.

Uma vez que a dimensdo de A € .#, é < 4, pois temos quatro entradas na matriz, pode-
riamos pensar que o diagrama que representa os possiveis retratos de fase poderia evoluir
em R* e ndo em R? como a Figura do Diagrama de Poincaré transmite. Contudo, uma
andlise mais fina tendo em conta (2.32) e o par (A, T) permitir-nos-d catalogar em R? todos
os comportamentos equivalentes.

A T 0 comportamento
< 0 | qualquer | qualquer sela
>0 <0 <0 poco complexo
>0 >0 <0 fonte complexa
>0 =0 >0 centro
>0 <0 >0 pogo
>0 >0 >0 fonte
=0 >0 >0 reta pontos fixos instdveis
=0 <0 >0 reta pontos fixos estaveis
>0 <0 =0 pogo degenerado
>0 >0 =0 fonte degenerada

Apresentamos o diagrama de Poincaré relativo ao retrato de fase de X = A-X com A € .4,
tal que A = (Ccl Z), T=TrA=a+d,A=detA =ad —bce § = T> —4A. A pardbola na
2

figura tem equagdo A = 7.



2.7

2.7 Sistema de EDQ linear e ndo auténomo Q1

Diagrama de Poincaré

P A =detA 5:12—4A:0<:>A:§

fonte ¢

[©

centro

poco complexo

poco degenerado fonte degenerada

movimento
Nniforme

pogo \
<

reta de pontos fixos estaveis sela reta de pontos fixos instaveis

fonte T =TrA

N

Exercicio 2.23 Podemos concluir que temos uma sela quando A < 0 recordando que
A= A;A_ <0. Logo os valores préprios tém sinal contrario e assim teremos uma dire¢ao
repulsora e outra direcdo atratora. Faga uma andlise qualitativa neste espirito para todos
os casos. Faca também um paralelo do estudo do diagrama de Poincaré com os exemplos
vistos em §2.2.

Sistema de EDO linear e ndo auténomo

Em §2.1.2 estudamos o sistema (2.5) onde A € .#), ndo dependia de . Agora vamos
considerar o sistema

X(t)=A(t)-X(1). (2.33)

comA: R — ., continua e X (¢) € R" chamado de sistema ndo auténomo (dependente do
tempo).

« Exemplo 2.23 — Solugoes X () ndo diferencidveis para A(t) € descontinuo. Seja
Ae #talque A(t) =1set>0eA(r)=—1set <0. A solugdo de (2.33) com condigio
inicial X(0) = 1€ X(r) =¢' parat > 0e X(t) =e ' ser <0. Contudo, X’ (0) =1 #1 =
X’ (0) sendo X (#) néo diferencidvel em ¢ = 0. .

» Exemplo 2.24 — Extensdo do intervalo de definicdo das solugdes. As EDO lineares
autonomas estio definidas para r € R. As EDO lineares ndo auténomas sao extensiveis
ao intervalo de defini¢do dos respetivos coeficientes. Este comportamento bom € préprio
das EDO lineares. Se nao tivermos linearidade os dominios de definicao podem ficar
comprometidos. De facto, mesmo com a EDO nio linear muito simples definida por
%(t) = x(¢)? vemos que os problemas de extensio a R surgem. Por separacio de varidveis
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temos x(t) = & e a extensdo a R fica comprometida uma vez que temos uma assintota

emt=C. .

No caso em que A(¢) € .#1 = R a EDO (2.33) € resolvida por separacéo de varidveis.

. ~ . ~ . ., . 1 .
Contudo, em dimensao maior a solugdo intuitiva X (1) = eloA)dsy como obtida no Teo-
rema 2.3.2 ndo funciona no caso ndo auténomo por consequéncia das idiossincrasias da
nao autonomia (e.g. Contraexemplo 2.1 e Teorema 2.4.6). Vejamos o proximo:

« Exemplo 2.25 Seja A(t) = <(1)

dado por X(t) = A(t) - X(t) com a condig¢o inicial X(0) = (xo,y0). Comecemos por
observar que:

[[Awas=[ <(1) 2) ds:(fé(l)ds fg?ds)=<? g):” '

Assim temos:

0 0 1 /0 O
e”? = Id+( tz)—f——( 2
I 5 21\t 5

0 . . ~ L
E Vamos resolver o sistema linear € ndo autonomo

Por outro lado o sistema X () = A(¢) - X () pode ser escrito como %(¢) = 0 e y(t) = x +ty.
Assim, x(1) = xp e a EDO linear de primeira ordem y(¢) = x-+ty = xo +ty pode ser resolvida

2
facilmente. O fator integrante € i(1) = e~ Josds — o5 logo usando (1.26) teremos:
tz t t d 12 1 12 S2 tz t2 t _v2
Y=y +/ el xyds = €*¥o +x0/ e? Tds=e?yo+xpe? / e 2 ds.
0 0 0

Escrevendo as solugdes na forma matricial obtemos:

G = (o6 s o) ().
2

/2 2 o 52 - . , - .
mas 7(e? —1)#e2 [y e~ 7 ds mostrando que a solugdo ingénua nio funciona! @ De facto,
e como j4 foi visto no Teorema 2.4.6, incorremos numa potencial falha da comutatividade
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uma vez que:

JoTA(s)ds _ ,[iAls)ds JoA(s)ds+ [T A(s)ds _ ,[5A(s)ds
4 A i &Y —e — im& —e
dr ) h m h
t t+h
) ‘ ef(; ( )dSefZJrhA( d . ef(;A(S) ds . efoA(s) ds (efer A(S) ds Id)
= lim = lim
h—0 h h—0 h

Depois do fracasso do exemplo anterior a nossa abordagem serd menos computacional e
mais abstrata semelhante ao desenvolvido em §2.4.1 para o caso auténomo. A abordagem
seguird o roteiro do caso auténomo.

Quando At) e ft;A(s) ds comutam X (1) = eJA®)dsy ¢ solugdo de (2.33) com con-
dicdo inicial X (zp) = u. Isso acontece, por exemplo, quando A(¢) é constante ou

diagonal.

Recorde que, em geral, a férmula para a solugdo de (2.33) com condig¢ao inicial
X (t0) = u dada por X (1) = eoA6) 45y com A(t) € .4, (n > 2) ndo funciona.

Teorema de existéncia e unicidade de sistemas lineares de EDO ndo auto-
nomos

Como nao temos um correspondente ao Teorema 2.3.1 que permitiu obter facilmente o
Teorema 2.3.2, iremos seguir uma outra abordagem. O prego a pagar serd ter que adiar
a demonstracdo do préximo resultado para mais tarde. Mas antes de apresentarmos o
Teorema 2.7.1 vamos considerar um exemplo motivador.

=« Exemplo 2.26 A solugdo da EDO y’ = 2ry com a condigdo inicial y(0) = 3 é dada por:

t)=3 —I—/Ot 2sy(s)ds. (2.34)

Esta solugdo ndo € explicita pois envolve um integral @. Para piorar, a solugdo (2.34) é
recursiva pois a solu¢do no tempo ¢ é definida a custa das solugdes em tempos passados SA.
Contudo, podemos determinar a sua solucao pois é em varidveis separaveis, %dy = 2tdt,

obtendo y(t) = ¢’3. A férmula iterativa (2.34) pode, neste caso, ser usada para obter a
solucdo da seguinte forma:

. yo(t):3

1(t) = 3+ [ 2sy0(s) ds = 3+ [} 6sds = 3 + 3¢

YZ(I):3+f(;zs)’1(s)dsz3+f(§25(3+352)dsz3+f(§6s+6s3ds:3+3t2+%

y3(t) =3+ fo2sy2(s)ds = 3+ [p25(3 43 +3S4)dS—3+3t2+3t4+33t,6
(t)=
(t)

4(t) =3+ J3 2sy3(s )ds-3+f02s(3+3s F3 A ds =3 432430 4 30 4 30
s()=3+32+ % + 3 430 4 22
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Temos assim mostrado de outra forma que a solugdo é y(t) = 3¢ pois:
2)\2 2\3 2\4 o 2n
. _ 2 ) () () _ ™ 2
limy,() = 3(1—|—t + 7 + 3 + 1 +...)=3 gm =3e" .

A EDO y' = 2ty pode ser vista como um campo de vetores em R dependendo do tempo .

Neste caso y(t) = ¢'’3 ndo é um fluxo como em §2.6.1 ou como o fluxo do Exemplo 2.20
que advém de um campo vetorial que ndo depende do tempo. No entanto, este fluxo
dependente do tempo y(¢,0,3) = 3 pode ainda ser visto como um fluxo cldssico se
olharmos sob um determinado ponto de vista que serd abordado no exemplo a seguir. No
caso geral de y(tp) = yo temos a solugdo y(¢) = yoetz_’(% ) .

= Exemplo 2.27 — Método de Picard. Consideremos a EDO X’ = x+2, com x(0) = 0,
e definimos P(y,t) = [ ¥(s) +2ds. Escolhendo y(t) = 0, obtém P(0,t) = [{ 0+ 2ds = 2t.

E possivel mostrar que P"(0,1) =2 <Zl "o l:) — 2 para todo o n € N. De facto, aplicando o
Meétodo de Picard temos P(7,t) = [{ 0+ 2ds = 2t. Tterando uma vez obtemos

P2(y,1) = P(2t,1) /2s—|—2ds—t 1+ 21

Iterando uma vez mais obtemos
t s3
P3(y,t) =P(t? +21,1) = / 52425+ 2ds = 3 +1% 421,
0

Indutivamente obtemos o pretendido, ou seja:

M Z‘nfl 2
Py =25 1) 2.
(r1) (n!+(n—1)+ +2'+1'+)

Podemos também mostrar que liIE P"(0,¢) =2(e' — 1) e que x(r) =2(¢' — 1) é, de facto,
n—r—+oo

solu¢do de x’ = x+ 2 com condi¢do inicial x(0) = 0. Para isso notamos que

P tn—l 2
7 _ . o
lim P"(y.1) = nlin(n!Jr(n—l) + +2,+1 +1> 2

= 2 —-2=2( - 1).

E claro que x() = 2(¢’ — 1) é solucdo de ¥’ = x + 2 com condicio inicial x(0) = 0. .

« Exemplo 2.28 — Fluxos dependentes do tempo. Consideremos A: R — .#,,, a
EDO X (¢) = A(t) - X (¢) com condigdo inicial X (fo) = u e seja X : R — R" a solugdo desse
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Figura 2.4: No link https://www.geogebra.org/m/nkwbzj8b temos o método de Picard com
créditos para Daniela Schiefeneder. Consideramos os dados do Exemplo 2.26 e pedimos o
esboc¢o dos trés primeiros iterados.

PVI. Dizemos que @' (u) = ¢""(X(t9)) = X (t + 1) é um fluxo dependente do tempo.
Consideramos a aplicacdo:

¢: (R"XR)xR — R*xR

((Ixt,l‘o),l‘) — ((Pt’to(u),t+t0) (2.35)

A aplicacdo ¢ definida acima verifica as propriedades de fluxo para a varidvel 7. De facto,
veremos que:

(1) ¢((u=t0)70) - (u7t0) €
(i) @(@((u,10),1),5) = @((u,10),1 + ).

Como ¢((u,t9),0) = (@ (u),0419) = (X(0419),t0) = (u,t9) (i) vale. Veremos agora
que (ii) também € vélida:

P(@((u,10),1),5) = @((@"(u),t +10),5) = (9> (@™ (u)), s +1 +10)
(@YX (t+19)),s +t+19) = (X(s+1t+10),s+1+10)
(@* 0 (u), s+ 1 +10) = @((u,10),1 +5).

» Exemplo 2.29 Voltando ao Exemplo 2.26 vamos aplicar a ideia do Exemplo 2.28. Temos
o fluxo dependente do tempo dado por @ (u) = X (¢ +1y) i.e. por ¢"0(u ) X(t+1) =
ue"+0)’~1 pois, como vimos no Exemplo 2.26, a soludo era X (t (1) = ue' 15 Definimos a
extensﬁo
¢o: (RxR)xR — RxR

((u,00),1) ¥ (@™ (u),1+10)
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@((ujo),t) ___________ - @(@((uvt0)7t)7 )

(wto) p=====-=- > o((u, to), 1)

(u, tO) —————————————————————————— - ‘P((u'/to);t_‘_s)

Figura 2.5: Ideia figurativa da acdo do fluxo definido em (2.35) a custa da introducao de
uma varidvel temporal extra.

que verifica

0((u,10),1) = (@™ (u),t +10) = (X (t +10),1 +10) = (ue"™0* 0 ¢t +10)  (2.36)

, ., 2.2
e que serd um fluxo na varidvel 7. De facto, @((u,1),0) = (ue(0t0)"~% 0+19) = (u,10) e,
além disso temos:

o(o((1,10),1),5) =7 @((ue™0 8 ¢ 119),5)
(ue(l-l-t())z—tge(s-‘rt-l-to)z—(H—to)2’S+t+t0>

(2.36)

(2.36)

= (ue T b p410) P27 o((uyt0) .+ 5).

A novidade no caso ndo auténomo é que as solugdes dependem do tempo atual ¢
e do tempo inicial 7y. No caso auténomo a solugdo apenas dependia da decalagem
temporal 1 —#y. No Exemplo 2.26 a solugdo y(t) = yoetzftg tem um expoente 1> — tg =

(t —10)* +2(t — to)to que ndo pode ser representada em termos de  — fo como numa
equacdo auténoma.

Teorema 2.7.1 — Teorema de existéncia e unicidade de sistemas lineares de
EDO ndo auténomos. Seja A(t) € .4, paratodo ot. AEDO X () =A(t)-X(t) com
condigdo inicial X (#p) = u tem uma solucdo tnica dada por:

X(t)=u+ tA(s)X(s) ds. (2.37)

To

Como ¢ — A(t) é continua temos que ¢ — X (¢) em (2.37) é também continua. Assim,
s+ A(s)X(s) é continua e segue do Teorema Fundamental do Célculo que X (¢) em

(2.37) é diferencidvel sendo X'(r) = A(r) - X (¢).
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=« Exemplo 2.30 — Fluxo ndo auténomo. O Teorema 2.7.1 garante que dada A(t) € .4,
a EDO X(¢) = A(t) - X(¢) com condigdo inicial X (fy) = u € R" tem uma solugfo dnica
dada por X (¢) = u+ ft;A(s)X (s5)ds. Temos assim uma aplica¢do no pardmetro r em R”

¢o: R'XR — R”

() > @(u,t) =u+ [y A(s)9*(u)ds (2.38)

sendo que @' (u) = @' (X (19)) = X (t +19) é um fluxo dependente do tempo. Considera-
mos a aplicagdo:

¢: (R"XR)xR — R*xR

(,10),1) > (@"0(u),1+10) (2.39)

A extensdo ¢ definida em (2.39) verifica as propriedades de fluxo em R” X R para a
varidvel 7 sendo que os cdlculos sdo igual ao Exemplo 2.28. De facto, ¢((u,1),0) =

(X(0+19),0) = (u—|—j;g+t°A(s)(pS(u)ds,0+t0) = (u,19) e, além disso temos:

(p((p((b‘?to)?t)as) = (p(((pt’to( )t+t0) )
= o((X(r+10),1+10),s)

= (u+/t v u)ds t—f—to) s)

t+1o
s+ ( A(s)@°(u) ds> S+t +10)

Iy
S0 (X (t410) ), +1 +10)
(s+1+t0),s+1+10)
S0 (), s+ 1+10) = @((u,10),1 4 5).

(¢
(¢
(X
(¢

« Exemplo 2.31 — Reducdo do ndo auténomo ao auténomo. Dado o sistema nio
auténomo X'(t) = A(r) - X (t) onde A(t) € .4, e X(t) € R" consideramos o campo vetorial

A: R'XR — R" xR

(X.0) — (A@D)-X0),1) 240
e definimos também o vetor de R"*! dado por Y (¢) = (X(t 4 19),t +19)). O vetor Y (¢)
é solugdo da EDO Y’(s) = A(Y (s)) com a condigdo inicial ¥ (0) = (Xo,%) se e somente
se X (1) é solugdo de X'(r) = A(¢) - X(¢) com a condig¢do inicial X (zp) = Xy. De facto
Y(0) = (X(0+10),0+10)) = (Xo,10) €

Y/(s) = (X' (s +10), 1) = (A(s +10) - X (s +10), 1) = A(X (s +10),5 +10) = A(Y (5)).

A ideia € colocar a varidvel temporal como varidvel espacial com o prejuizo de aumentar
uma dimensao ao problema. A aplicacio definida em (2.35) € o fluxo associado a EDO
Y'(s) =A(Y(s)) que poderé nio ser um sistema linear pois A (Y (s)) podera ndo ser expressa
como B-Y(s) para algum B € ., 1.
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Exercicio 2.24 (a) Escreva a EDO x/(1) = ¢/x(t) em R como uma EDO auténoma em R?.
(b) Mostre que x(¢) ndo define um fluxo mas a solucdio da EDO auténoma em R? sim.

(@) (x/(2),t") = ('x(t),1). (b) Podemos resolver por varidveis separdveis e obter

a solugo x(1) = ue® ~¢° (c.i. x(ty) = u) que nio verifica as condi¢des de fluxo. Contudo,

Y((,10),1) = (x(t +10), 1 +10) = (ue® "~ 1 +1) (2.41)

verifica as condi¢des de fluxo na varidvel 7. De facto, y((u,7),0) = (ue?*~¢°,0+19) =
(u,0) e, além disso temos:

2.41 _
YO 10),1),8) 2 y((ue 7 1 +10),5)
(Zi]) (ueel‘+lo_etoees-H-Ho_el-HO’S+t+t0)
— (uees+l+l0_et0,s—|—l+l‘0) (Zil) y((uﬂf()),t —|—S).

Espaco das solucdes e matriz fundamental de solugées no caso ndo auto-
nomo

No Exemplo 1.20 vimos o principio da linearidade em R, no Teorema 2.4.1 vimos o mesmo
principio em R” ambos no caso auténomo. Agora veremos que funciona também em R”
para o caso ndo auténomo. O ingrediente da prova € uma vez mais a linearidade da EDO e
da diferenciagdo.

Teorema 2.7.2 — Principio da linearidade no caso homogéneo e ndo auténomo
em R". Dadas duas solugdes X (t) e Y (t) de X (t) = A(t) - X (¢) entdo aX (t) + bY (¢) é
ainda solucao de (2.33) onde a,b € R.

Recordamos que duas solugdes X () e X»(¢), de (2.33) sdo independentes se X; (1) # KX, (r)
para ¢t num intervalo e qualquer K € R.

Exercicio 2.25 Mostre que X;(t) = (e¥,te¥ +e¥) e X5(t) = (e¥,te* — &) sdo solucdes

de X(t) =A-X(t) onde A = (3 0 . (b) Mostre que sdo linearmente independentes. (c)

1 3
Mostre que X (1) e X»(¢) serdo dependentes se escolhermos condi¢des iniciais linearmente
dependentes em (2.16) no Exemplo 2.14).

(a)

631‘ / _ 363t B 3 0 e3t
tedr+e3 ) T\ 43t £33 ) T 13 ted 4 3t

(b) Supomos por absurdo que existia K € R tal que X (1) = KX»(t) i.e. (e ,te’ +e¥) =
K(e¥ te¥ —e¥). EntioK =1e K = % o que € impossivel. (c) A solugdo geral era
dada por (e>uy,te’u; +e¥uy). Se escolhermos (uy,uz) e (vi,v2) = K(uy,uy) teremos
s solucdes (e>uy,tedu; + e uy) e (e Kuy,te’ Kuy + e¥Kuy) = K(e3uy,te¥uy + e¥uy)
obtendo solu¢des dependentes.

Um conjunto de n solucdes do sistema linear ndo auténomo e homogéneo (2.33) com ¢ —
A(t) € A, é chamado de conjunto fundamental de solugdes de (2.33) se estas n solucdes
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forem linearmente independentes. Este conjunto, que no Teorema 2.7.3 mostraremos que
€ um espago vetorial, € também por isso chamado espaco fundamental de solucoes. Este
conjunto é denotado por .77 (A(z)).

Vamos agora comecamos por provar um resultado em todo semelhante ao Teorema 2.4.2 e
que estende o Teorema 2.7.2. A prova ndo € tio direta pois ja nao temos a solucao ‘facil’
¢4 que tornava tudo mais simples. Mas a ideia basica de 4lgebra linear é a mesma.

Teorema 2.7.3 Seja A(t) € .#,. O espago das solugdes . (A(z)) de (2.33) é um espaco
linear de dimensao n.

Demonstrag¢do. Paracadai=1,...,n sejaX;(t) a solu¢do de (2.33) com a condigdo inicial
Xi(ty) = e; onde e; é o i-ésimo elemento da base candnica de R”. Dada uma condigio
inicial qualquer X € R" podemos escrever Xo = Y' | a;e; ou seja Xo = (ay,a2,...,a,).
Afirmamos que X (1) = Y" | a; X;(t) é solucdo de (2.33) com a condigo inicial Xy = X (fo).
De facto:

X(t) = iaiXi(t) = iaiA(t) Xi(t) = A(r) - iaiXi(t) =A(t)-X(¢),

e X(to) =Y"  aiXi(to) =Y aie; = Xo. Em particular, . (A(z)) é gerado pelas fungdes
Xi(t) comi=1,...,n. Resta mostrar que este conjunto é linearmente independente. Se por
absurdo tivéssemos ! | a; X;(t) = 0 para a; € R e todo ¢ € R escolhendo # = f¢ terifamos
Yiiaie = 0o que implica @; = 0 para todo i = 1,...,n pois o0s ¢;’s formam a base
canénica do R”. Assim, Xo = 0 contrariando o facto de X, ser qualquer. [

Teorema 2.7.4 SejaA(t) € 4, e 7 (A(t)) o espaco fundamental de solugdes de (2.33).
Qualquer solucdo de (2.33) pode ser escrita como uma combinagdo linear de elementos
de .7 (A(1)).

Demonstragdo. Vamos supor que . (A(t)) = {X;(¢)}’_, e X(¢) é uma solugdo qualquer
de (2.33). Claro que X (1), X;(to) € R" parai = 1,...,n. Afirmamos que S = {X;(to) }7_, é
uma base de R”. Se por absurdo S ndo fosse base de R” era possivel escolher {a;}" | CR
ndo todos nulos e tais que Y | a;Xi(fp) = 0. Logo Y (1) = Y' a;X;(t) seria uma solugdo
de (2.33) com condigdo inicial Y (7p) = 0. Mas a solugdo nula de (2.33) possui a mesma
condi¢do inicial o que, pelo Teorema 2.7.1, implica que sdo a mesma solucdo e assim
Y(t) = Y, a; X;(t) = 0. Isto contradiz a hip6tese de .7 (A(t)) ser o espaco fundamental
de solugdes de (2.33) e a afirmacdo fica provada. Como S € base de R"” podemos escrever
o vetor X (fo) como combinagdo linear de elementos de S, i.e. X(f) = Y., b; X;(to) para
bicRondei=1,...,n. Temos entdo que X (1) e Y (¢t) = Y., b; X;(t) sdo ambas solugdes
de (2.33) com a mesma condi¢do inicial. Pela unicidade garantida pelo Teorema 2.7.1
teremos X (t) = Y7 | b; X;(t) temos a prova completa.

Sejam {X;(r)}*_, € R" solucdes linearmente independentes que geram o espaco fundamen-
tal de solugdes de .7 (A(t)) onde ¢ — A(t) € .#4,. Obtivemos {X;(¢)}"_, via Teorema 2.7.1
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considerando condi¢des iniciais dadas por uma base (i}, i, ...,i,) de R". A discussdo
anterior permite considerar uma fun¢do matricial com determinante ndo nulo dada por:

xl('v(ﬁl)) xl('a(ﬁ2)) xl('a(ﬁn))

M() = xz(w:(ﬁl)) X2('a:(ﬁz)) X2(-,:(ﬁn)) 2.42)

(@) (@) o 3o (i)

que chamamos de matriz fundamental das solugdes de X (t) = A(t) - X (¢). Se uma matriz
fundamental de solugdes for tal que M(#y) = Id chamamos de matriz fundamental principal
das solugcdes em #y3. De igual forma como fizemos atrds consideremos o operador de
transicao definido por gf = M (1)M(to) "

Exercicio 2.26 Mostre que M(t) = A(t) - M(t) onde a derivada é computada entrada a
entrada.

ay(t) app(t) ... ap(t)
Denotemos A(t) = a21:(t) agzz(t) aznz(t) e i = (ul,u,....u). De
| ani(t) amlt) .. am(t)
X(t,u;) =A-X(t,u;) parai=1,...,ntemos
x1(+, ;) x1 (-, ;) Z’}—lalj-x]( , ;)
N DDV B B R (2.43)
o) 5alii)) T ()

Juntando (2.42) e (2.43) obtemos:

X105 () %1(2)) - A( () Vi1 Xj—y a1 (- ti)
X+, () X2, (i2) .. Xa2(s (i) il Xy a2jx;(- i)

X (e (#1))  Xn(, (42)) Xn (v, () ?:12171%]%(,“1)
digamos
X105 (1)) xi(5(2) oo X1 (i) ayi(t) an(t) am(t)\ [x1( )
X (e (#1)) X (d2)) .o %2l (in)) ax(t) ax(t) an(t) | | x2(- )

(s (1)) Sner (@2)) or on(es (i) an(®) an®) .. am®)] \xal- i)
ou seja M(t) = A(t)-M(t).

Exercicio 2.27 Mostre que operador de transi¢d@o verifica as identidades (a) g§8 =lIde
8.8, = &1, (Chapman-Kolmogorov) e (b) (g) l=gle %gf = —gLA(s).

(a) gig = M(to)M(to) ' =1d e

g8l =M(OM(s) ' M(s)M(t9) " = M(1)M (o) " = g},
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(b) ()" = (M()M(s)"")~! = (M(s)"") "' M(1)"" = M(s)M(1)~" = g} e para vermos
a ultima identidade recordamos que M(s)M(s)~! = Id. Derivando usando a regra da
derivada do produto obtemos M (s)M(s) ™' + M (s)% (M(s)~1) =[0]. Logo

()™ = M (s) M(s)M(s) . (2.44)
Assim,
2= S MM ) = M) M) = ~MOMs) B M)
= —M(@)M(s) "A(s)M(s)M(s) "' = —gL A(s)

Teorema 2.7.5 Seja dada uma matriz fundamental das solu¢des M(¢) € ., de (2.33).
O PVI dado por U(r) = A(t) - U(t) e U(ty) = V tem solugéo U(r) = g} - V.

Demonstracdo. Temos U (ty) = gig -V =M(ty)M(ty) ' -V =1d-V = V. Além disso,

0) = ey V) = S M0OMG0) V) = W@ MG) -V

= A(1)-MOM(10)" -V = A1) g,V = A1) -U(1).

Teorema 2.7.6 — Identidade de Abel-Jacobi-Liouville. Seja dada uma matriz
fundamental das solugdes M(t) € .#, de (2.33). Entdo para todo 7,7y € R temos:

t
detM(t) = detM(to)exp | TrA(s)ds. (2.45)

Ty

Demonstragdo. Pela formula de Leibniz para o determinante temos que

myy mpp ... Mpp
d " : L. :
—(detM(t)) = m; 1 R/ 7¥ . 2.46
dt( ( )) ,Zl .l,l .l.,2 .z7n ( )
Myl Mo ... My,

)

Escrevendo M(t) = (m; j(t)) e A(t) = (a;,j(t)) segue diretamente de M(¢) = A(r) - M(r)
que, paratodor € Rei,j=1,...,ntemos

i j(t) = Y aig(t)m j(1). (2.47)
i=1
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Por (2.46) e (2.47) obtemos

n
(rii 1 (2),... mip(t)) = (Zai,k my 1 (t Zalk my )
= Zazk (e (2), - ymya(t)),
que é uma combinacdo linear das linhas da matriz M(¢). Assim temos

; (detM(z) Za, idetM(t) = TrA(¢)detM(t). (2.48)
i=1

Mas (2.48) indica precisamente que d(t) = detM(¢) € solugdo da EDO linear homogénea
e ndo auténoma em R dada por d(r) = TrA(z) - d(t). Como sabemos desde o Exemplo 1.6
a solugdo desta EDO ¢

(1) = d(t)eo ™,

e o teorema estd provado.

A relacdo entre determinante e trago ja foi abordada em Anélise Real III quando
relacionamos a taxa de expansio/contracdo de fluxos com o sinal da divergéncia
dos campos de vetores associados. O modo como analisamos a taxa de expan-

sdo/contracdo de fluxos foi usando o determinante da jacobiana. J4 a divergéncia é
o traco da matriz jacobiana do campo de vetores. Por exemplo o campo de vetores

(x,y) = (—x,y) tem divergéncia nula pois o traco de <_01 (1)> ¢ 0. O fluxo associado

—t

é ¢'(x,y) = (xe~",ye") que tem jacobiana M(t) = <e0 2) cujo determinante é 1
e M(t) = Id. Agora compare com a formula (2.45).

EDO lineares ndo autébnomas e ndo homogéneas

Em §1.5.1 estudamos o PVI y'(x) = p(x)y(x) 4+ ¢(x) em R com condigdo inicial y(xp) = yo
tendo obtido a férmula da variacdo do parametro (1.26) dada por:

¥(x) = yoelo P4 ¢ / i (2.49)

Em §2.4.2 generalizamos a férmula da varia¢do do parametro na dimensao mas restringindo
ao caso auténomo obtendo no Teorema 2.4.3 que dado y(x), ¢(x) e R", xeRe P € 4, 0
PVI y'(x) = Py(x) + g(x) com condi¢@o inicial y(x) = yo tem solugdo dada por:

y(x) = P00y 4 / " P69 g (5)ds. (2.50)
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Teorema 2.8.1 — Férmula da variagdo do parametro lll. Seja y(x), g(x) € R, x € R
e x— P(x) € My,. OPVIy (x) = P(x)y(x) + ¢g(x) com condigdo inicial y(xo) = yo tem
solucdo dada por:

X
y(x) = g5 yo+ / g q(s)ds 2.51)
« XO

onde g € o operador de transferéncia associado a matriz fundamental associada a EDO
homogénea y'(x) = P(x)y(x).

Demonstracdo. Pelo Teorema 2.7.5 fard sentido procurar solu¢des do PVI da forma
y(x) = g5, 2(x) e z(x) € R". Temos entdo

V() = (82(x)) = (M) (M(x0))~z(x))

= M'(x)(M(x0))”"2(x) +M(x)(M(x0)) "2 (x)
P(x) - g3,2(x) + 5,7 (x)
= P(x)-y(x) + 85,7 (%),

donde buscamos z(x) tal que g} z'(x) = g(x). Temos entdo Z'(x) = (g},)'q(x) ou seja
7 (x) = gx°q(x). Integrando entre xy € x ambos os membros desta dltima igualdade fica

) — z(x0) /g s)ds < z(x)— xg)’(xo):/x:gfoq(é‘)ds
& z(x) = y(xo0) +/xg§°q(s) ds

& gy y(xo +/
& 30 =g+, [ sta(s)ds
<:> gx0y0+/ gXOgS

& 30 =g+ [ gal)ds
X0
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(3. EDO ndo lineares em R”

‘A minha natureza é ser linear, e quando ndo sou, sinto-me profundamente orgulhosa.’

. .
Cynthla Well (compositora de misica pop americana celebrizada nos anos sessenta)

Fluxo de uma equacado diferencial ndo linear
O fluxo de Lorenz

O estudo de campos vetoriais como modelos do eletromagnetismo, da mecénica cldssica,
da biologia, da quimica, da economia, etc e suas respetivas solugdes analiticas, numéricas
e qualitativas é um assunto central em ciéncia. Modelos lineares como os do capitulo
anterior sdo resoldveis com maior ou menor dificuldade. J4 os modelos ndo lineares, muito
mais interessantes € comuns na modelacdo de problemas, podem trazer dificuldades varias.
Um exemplo célebre é o famoso modelo de Lorenz dado pelo sistema ndo linear:

= 10(y—z)
y= x(28—z)—y
= xy—%z

Este modelo foi criado por Edward Lorenz no estudo de fendmenos meteoroldgicos e revela
comportamento cadtico: pequenos erros nas condi¢des iniciais geram comportamentos
totalmente distintos a longo prazo. Este fendmeno é geralmente conhecido pelo efeito
borboleta eventualmente pela fusdo da ideia pictérica da Figura 3.1 com a fabula que diz
que o bater das asas de uma borboleta na China pode causar, a longo prazo, um tornado
nos EUA revelador do comportamento cadtico.
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<, %,,2) = 10 (y= )
Y(t.x,y,2z) = x (28 —2)—y
Z(t,x,y,2) = xy —2.67 z

Preset Values

Axes

Figura 3.1: Esbogo do fluxo de Lorenz associado ao sistema de EDO no linear em R?

descrito na figura. O parametro usual do Lorenz € com % em vez de 2.67. Retirado de

https://www.geogebra.org/m/vtkznerr créditos Juan Carlos Ponce Campuzano.

Campos de vetores e fluxos no R”

O campo de vetores mais simples em R” é o campo nulo X (p) = 0 onde p € R". Claro que o
fluxo associado é X' (p) = p onde todo o ponto é fixado. Depois temos os campos de vetores
constantes X (p) = u onde p,u € R". Neste caso o fluxo associado é X’(p) = p +ru onde
t € R chamado de fluxo de translacdo. Depois temos os campos de vetores lineares vistos
com detalhe anteriormente. A partir daqui as coisas comecam a ficar mais complicadas.

Vimos em §2.6.1 a definicao de fluxo. Contudo, o nosso estudo centrou-se nos fluxos
lineares no plano fundamentalmente. Dizemos que a fungio de classe C!

0: R" x R — R"
(1,0 5xn),1) @ ((x1,...,xn))

define um fluxo (ou um sistema dindmico a tempo continuo) em R” se dados p € R" e
t,s € R temos:

» ¢%(p) = p (identidade no t = 0).
s ¢'"5(p) = ¢'(¢*(p)) (propriedade de grupo).

Da defini¢ado de sistema dindmico a tempo continuo temos que, fixado ¢ € R, a aplicag¢do
o' R" - R"

« édeclasse Cl e
» possui inversa (¢')~! = ¢~ também de classe C'.

Além do mais, como considerarmos que ¢ ¢é derivavel em relacdo a varidvel ¢, entdo
podemos definir

d

o '(p)li=o =X (p), (3.1

onde X representa um campo de vetores. Claramente que ¢ serd solugdo do PVI

X(p,t) = X(x(p,t)), p=x(p,0). (3.2)
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Dado o campo de vetores X (que usualmente consideramos de classe C') definimos o fluxo
associado por integracdo de (3.1) obtendo:

o (p)=p+ [ X(@(p)ds 33)

Expressoes integrais semelhantes a (3.3) ja tinham surgido em (2.34) e (2.37) e irdo surgir
em (3.24). Notemos que, apesar de usualmente considerarmos X € C! se considerarmos X
apenas continuo a expressao (3.3) fica com a possibilidade de derivar ¢'(p) em relagdo a
variavel r uma vez que o Teorema Fundamental do Célculo € aplicéavel.

Grosso modo os campos de vetores sdo derivadas de fluxos e os fluxos sdo integrais de
campos de vetores. Nao é de admirar que € mais fécil ter um fluxo e obter o campo vetorial
associado do que o contrério. A razao prende-se com o facto de ser mais facil derivar do
que integrar.

i . . int
@Fluxo deriyo Campo vetorial. Campo vetorial "5 Fluxo.

« Exemplo 3.1 — Familias no pardmetro  sem coeréncia dindmica. Dada uma
funcio de classe C!

Y R*"xR — R"
((x1,.-Xn),0) — W ((x1,...,%))

mas nao necessariamente satisfazendo as propriedades de fluxo acima podemos, ainda
assim, derivar temporalmente como em (3.1) e obter um campo de vetores X : R” — R". No
entanto ¥ ndo tem significado dindmico. De facto, se integrarmos X via (3.3) obtemos ¢’
que € um sistema dindmico a tempo continuo. Este sim satisfazendo as duas propriedades
de fluxo. Por exemplo, y(x,t) = x(t + 1) é de classe C! e verifica y(x,0) = x mas nio
verifica a propriedade de grupo W' (x) = y' (y*(x)) pois ¥ (x) = x(t + s+ 1) enquanto
que V' (y*(x)) =y (x(s+1)) =x(s+1)(r+1) =x(st +1+s+1). Contudo, podemos
derivar y(x,7) em ordem a ¢ obtendo X (x) = x. Agora integrando X obtemos ¢’ (x) = xe'
que tem coeréncia dindmica pois, contrariamente a y(x,#) que é muito ‘lento’ o fluxo
¢’ (x) é consentineo com a informagdo vinda de X que diz que a velocidade em x é x.

Exercicio 3.1 Descreva o sistema dinAmico a tempo continuo gerado pelo campo de
vetores X (x,y) = (x,—y).

Existéncia e unicidade de solucdo

Teorema do ponto fixo de Banach

O objetivo principal desta secdo € apresentar um resultado fundamental descrito no titulo e
que tem vadrias aplicagcdes importantes, por exemplo, na existéncia e unicidade de solucdes
de equacdes diferenciais. Para enunciar este resultado vamos recordar o conceito de espaco
métrico completo, i.e. um espaco munido com uma distincia (métrica) e que é completo.
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Espacos métricos completos sao o lugar apropriado para fazer andlise uma vez que, como
o leitor devera concordar, é decepcionante considerar limites de sucessdes em que o ponto
limite ndo pertence ao espaco que estamos a considerar inicialmente. As distancias podem
ser induzidas de normas que, por sua vez, podem ser induzidas por produtos internos.
Se formos afortunados ao ponto do espago que estamos a considerar possuir um produto
interno podemos nos dar ao luxo de fazer imensa geometria uma vez que temos o conceito
de *angulo’, e portanto, possuimos uma ferramenta para determinar o comprimento do arco,
area, volume, curvatura, etc.. Num espaco com uma norma podemos perder a ‘geometria’
mas ainda temos uma boa no¢do de ‘escala’. Nos espacos métricos, perdemos a no¢do de
escala, mas ainda permanece a capacidade de determinar ’distancias’ entre pontos. Por
fim, os espagos que nao admitem métricas, mas sim uma topologia, chamados de espacos
topoldgicos, sdo 0s mais pobres e faremos o que for necessario para evita-los.

« Exemplo 3.2 — Produto interno ou produto escalar. Dado um expaco vetorial E um
produto interno em E é uma aplicagdo (-,-): E x E — R tal que:

(x,x) >0, (x,x) =0 x=0 (definido positivo) (3.4)
(x,y) = (y,x) (simétrico) (3.5)
VA eR, (Ax,y) =A{x,y) (x+y,2) = (x,2) + (y,z) (bilinear) (3.6)

No espago euclidiano R? temos o famoso produto interno canénico definido por

2
<(xl 7x2)7 ()’l ay2>> = in)’i‘
i=1

Em geral dada uma matriz simétrica e definida positiva g = <g11 glz) = (E F)
821 822 F G

podemos definir um produto interno associado a g da seguinte forma:

E F
((x1,%2), (1,32))g = (x1,x2) (F G) G;) =xi1E + (x2y1 +x132)F + x22G.

de facto teremos

(). Orole = (5 ) (32))

2

onde este dltimo produto interno € o canénico. E claro que o produto interno canénico € o
associado a matriz g igual a matriz identidade em R?. .

« Exemplo 3.3 A 2-esfera S? C R? definida por {(x,y,z) € R3: x> +y?> + 72 = 1} pode
também ser vista como uma superficie parametrizada usando a parametrizacao

®: 10,27 x[0,7] — R3
(u,v) — (cosusinv,sinusinv,cosv)
0P __ 9% _

Temos 5” = (sinusinv,cosusinv,0) e 5> = (cosucosv,sinucosy,sinv) sendo que os
u v
coeficientes de g podem ser obtidos por

L I AT r ) AN L L AN
o au) = PG a)= 0 =5 )"
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O elemento de comprimento € dado por

ds® = (du,dv) (g g) <Z:}t> = Edu® +2Fdudv + Gdv* = sin*vdu* 4 dv*

e o elemento de drea, estudado com detalhe em Andlise Real III uma vez computado

o determinante da jacobiana da transformacdo em coordenadas esférias, € dado por
dA = VEG — F%dudv = sinvdudv. De facto, produtos internos numa superficie sdo
fundamentais para obter informacao sobre a geometria dessa mesma superficie.

» Exemplo 3.4 — Norma induzida por um produto interno. Dado um espaco vetorial

E, recordamos que uma norma em E é uma aplicag@o, ||-||: E — [0,eo[ tal que:
|x[|=0 = x=0 (separacio) (3.7)
[|Ax|| = |A|-||x|]| (homogeneidade) (3.8)
[lx+y|| <|lx||+]]y|| (desigualdade triangular) (3.9)
Dado um produto interno (-,-) em E X E a aplicagdo || - || definida em E x E por ||x|| =

/{x,x) é uma norma. .

Exercicio 3.2 Dada uma matriz definida positiva g = <a

b .
b . consideramos o produto

interno em R? induzido por g. Determine ||(u,v)]|.

Exercicio 3.3 Prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz dada por |{x,y)| < ||x|||v|| para
quaiquer x,y num espago vetorial.

Nem todas as normas sdo induzidas por um produto interno. Uma condi¢do necessaria
e suficiente para que o sejam € a lei do paralelogramo ser verdade. Recordemos que
esta lei afirma que a soma dos quadrados dos quatro lados de um paralelogramo é
igual a soma dos quadrados das suas duas diagonais.

« Exemplo 3.5 — Distancia ou métrica. Seja dado um conjunto X, uma distancia em X
¢ uma aplicac@o, d(-,-): X x X — [0,0o[ tal que:

d(x,y) =0 < x=1y (separacdo) (3.10)
d(x,y) =d(y,x) (simetria) (3.11)
d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (desigualdade triangular) (3.12)
Dada uma norma || - || em E a aplicagdo d(x,y) definida em E X E por ||x —y| é uma
distancia. .

Exercicio 3.4 Mostre que d(x,y) definida por d(x,y) =1 se x # y e d(x,x) = 0 é uma
distancia que ndo provém de uma norma.

Notar que a propriedade da homogeneidade de uma norma fica comprometida.
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Um conjunto X munido com uma distincia d é chamado de espaco métrico (X, d). Dizemos
que o espago métrico (X,d) é completo se toda a sucessdo de Cauchy for convergente para
um ponto em X. Quando X for um espago vetorial, possuir uma norma || - || e, quando
munido com a distancia provinda de || - ||, for um espaco métrico completo entdo dizemos
que X € um espaco de Banach. Se X for um espaco vetorial, possuir um produto interno
(-,), e se quando munido com a distancia que provém da norma que provém de (-,-) for
um espaco métrico completo, entdo X diz-se um espaco de Hilbert.

Exercicio 3.5 D& um exemplo de uma sucessdo de Cauchy em |0, 1] e que ndo é conver-
gente.

O préximo resultado € o célebre Teorema do Ponto Fixo de Banach em espagos métricos.
Vamos seguir uma prova relativamente recente devida a Palais [17]. Se (X,d) for um
espaco métrico dizemos que 7: (X,d) — (X,d) for uma contracgio se existir L € (0,1)
tal que para todos os x,y € X temos d(7T (x),T(y)) < Ld(x,y). Dizemos que x € X é um
ponto fixo para T se T'(x) = x.

Teorema 3.2.1 — Teorema do ponto fixo de Banach. Seja (X,d) um espago métrico
completo e ndo vazio. Se T: (X,d) — (X,d) for uma contragdo, entdo 7 admite um
tnico ponto fixo em X.

Demonstragdo. Para todos os x,y € X temos
d(x,y) <d(x,T(x)) +d(T(x),T(y)) +d(T(y),y) <d(x,T(x)) +Ld(x,y) +d(T(y),y),

e obtemos

d(x,T(x)) +d(T(y),y)

<

(3.13)

De (3.13) obtemos que se x e y sdo pontos fixos para T, entdo x = y provando a unicidade.
No que diz respeito a existéncia consideramos xop € X € comecamos por provar que
{T"(x0) }nen € uma sucessao de Cauchy. Se em (3.13) trocarmos x e y por, respetivamente,
T"(xo) e T™(xp) obtemos, e uma vez que L € (0,1), que

d(T"(xo),T(T"(x0))) +d(T(T"™(x0)),T™ (x0))
1-L

d(T"(xo), T"(T (x0))) +d(T™(T (x0)),T"™ (x0))
1-L

L”d(xo,T(xo))+Lmd(T(x0),x0)

- 1-L

_ (Ln+L'n)d(XQ,T(Xo)) 0

1—L n,m—o0

d(T"(x0), T"(x0)) <

Como {T"(xg) }nen € uma sucessdo de Cauchy e X é completo com respeito a d, conclui-
mos que {7"(xo) }nen converge para X € X. Falta ver que 7(x) =X. Uma vez que T é
continua teremos:
T(X)=T(limT"(xg)) = li_r}n T(T"(x0)) = im 7" (x9) = %.
n—soo

n—soo n—»oo
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Se em (3.13) trocarmos x e y por, respetivamente, 7" (xp) e X obtemos, uma vez que
Le(0,1), que

d(Tn()C()),f) < d(Tn(x0)7T(TZ(i02)) —|—d(T(f),f) — d(Tn(XO)lazv;(T(xO)))

L"d(xp,T (xp)) L"

= T
< L 77 900, T (x0)),

o que nos fornece a taxa a que {7"(xo) } e converge para X.

Exercicio 3.6 Use uma calculadora ¢ itere a fungdo cosx para uma escolha aleatéria de x.
Tente descrever o que se estd a passar.

Exercicio 3.7 Dé um exemplo onde a conclusdo do Teorema 3.2.1 falha se (a) o espaco
métrico ndo é completo (b) L € (0,1].

Teorema de Arzela-Ascoli

Recordamos que um conjunto F' diz-se fechado se o seu complementar R\ F' for aberto i.e.
para todo x € R"\ F existe € > 0 tal que B(x,€) C R"\ F onde B(x,&) ={yeR": |ly—x| <

€}

Lema 3.2.2 O conjunto F C R” é fechado se e somente se toda a sucessdo {x,}, C F
convergente, converge para um elemento de F'.

Demonstracdo. A prova de ambas as implicag¢des serd por contradi¢do. (=) Vamos supor
que existe uma sucessio {x, }, C F convergente para x ¢ F. Logo como x,, — x teremos
que B(x,€) contém infinitos elementos G = {x;,Xy,, ... } da sucessdo {x,}, seja qual for
0 € > 0. De facto, bastava G ter apenas um elemento para colocar em pratica o seguinte
argumento; Como x € R\ F mas os elementos de G C F ndo pertencem a R"\ F o conjunto
R™\ F ndo podera ser aberto. Logo F ndo poderad ser fechado. (<) Supomos agora que
F nio é fechado, logo R™ \ F ndo serd aberto. Isto indica que existe x € R\ F tal que a
bola B(x, €) ndo podera estar contida R" \ F' seja qual for o € > 0 que consideremos. Logo
qualquer bola centrada em x terd que intersetar F. De facto, escolhendo x,, € B(x, %) NF
teremos x, — x mas x ¢ F o que € uma contradicao. [

A equivaléncia do Lema 3.2.2 é frequentemente usada como defini¢ao de conjunto
fechado.

Lema 3.2.3 Seja F C R” um conjunto onde toda a sucessdo {x,}, C F admite uma
subsucessdo {x,, } convergente para x € F. Entdo F é um conjunto fechado.

Demonstragdo. Pelo Lema 3.2.2 basta mostrar que toda a sucessdo {x,}, C F conver-
gente para x verifica que x € F. Por hipétese {x, }, C F admite uma subsucessao {x,, }¢
convergente para um elemento de F, logo esse elemento é x e x € F. [
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Lema 3.2.4 Seja F C R" um conjunto onde toda a sucessdo admite uma subsucessao
convergente para x € F. Entdo F' € um conjunto limitado.

Demonstragdo. Se, por absurdo, F' ndo for limitado, entdo existe x,, € F tal que ||x,|| > n
para todo n € N. Seja {x, }, C F a sucessdo formada por esses pontos. Por hipétese {x,},
admite uma subsucessdo {x,, }; convergente parax € F, mas x,, — co quando k —co. m

Recorde que em Anélise Real III definimos um conjunto compacto como sendo fechado e
limitado. Juntando os dois lemas acima e o Teorema de Bolzano-Weierstrass (visto em
Anélise Real III) concluimos que:

Coroldrio 3.2.5 O conjunto F é compacto se e somente se toda a sucessao {x,}, C F
admite uma subsucessdo {x,, }; convergente parax € F.

Vamos ver agora um resultado que nos ird fornecer condi¢des necessarias e suficientes
para determinar quando é que uma sucessao de fun¢des continuas dada, e definidas num
intervalo fechado, possui uma subsucessao uniformemente convergente. As condicdes
fundamentais serdo a equilimitacdo e a equicontinuidade da sucessao de fungdes. Seja
{fu}nen uma sucessdo de fung¢des continuas onde f,: [a,b] — R para todo o n € N.
Dizemos que { f, }nen € equilimitada se existir L > 0 tal que | f,(x)| < L paratodoon € N
ex € [a,b].

Atencido que sucessdes de funcdes equilimitadas exigem a limitagdo por um nimero
fixo L de toda a fun¢do dessa sucessao.

Abordar questdes de continuidade no conjunto { f, }nen pode ser visto em quatro niveis de
exigéncia distintos no quesito continuidade. Seja (X,d) um espago métrico.

* (Ve>0,fy,a€X)(30>0)(Vx € X)d(x,a) < 8= d(fy(x), fu(a)) < € (Continuidade de f, em a)

* (Ve >0,f,)(30 >0)(Va,x € X) d(x,a) < 6 = d(fu(x), fu(a)) < € (Continuidade uniforme de f;,)

* (Ve>0,a€X)(30>0)(Vx € X,neN)d(x,a) < 6 = d(fu(x),fu(a)) < & (Equicontinuidade de
{/fu}ner em a)

* (Ve>0)(30 >0)(Va,x e X,neN)d(x,a) < 8 = d(f,(x), fn(a)) < € (Equicontinuidade uniforme).

Propriedades: 0 depende de:
continuidade g, nea
continuidade uniforme €en
equicontinuidade €ea
equicontinuidade uniforme £

e X é fechado e limitado de R”, entdo (equi)continuo = uniformemente (equi)continuo.
Como vamos considerar intervalos fechados de R a hip6tese de ser equicontinuo (i.e.

uniformemente equicontinuo) € suficiente.
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Exercicio 3.8 Mostre que {f, }nen definida por f,,(x) = arctan(nx) ndo é equicontinua.

Quando a = 0 e para x tal que |x — 0| < 0 temos que

| fn(x) — fn(0)| = |arctan(nx) — 0| = | arctan(nx)| ~

bl

S

para n suficientemente grande.

Seja dada uma sucesséo { f, }nen onde f,: [a,b] — R para todo o n € N. Dizemos que
{fu}nen € uma sucessdo pontualmente Cauchy se dado x € [a,b] a sucessao numérica
{fn(x) }nen € de Cauchy, i.e. dado € > 0, existe L € N tal que para todos N > m,n > L
temos |fi, (x) — fu(x)| < €. Dizemos que { f, }nen € uma sucessdo uniformemente Cauchy
se dado € > 0, existe L € N tal que para todos N > m,n > L e todo o x € [a,b] temos

|fm(x) _fn(x)| <E&.

Dizemos que { f,, }nen € uma sucessdo pontualmente convergente para f: [a,b] — R se
dado x € [a, D] a sucessdo numérica { f,, (x) }nen converge, i.e. dado € > 0, existe L € N tal
que para todo N 5 n > L temos |f,,(x) — f(x)| < €. Dizemos que { f, } e € uma sucessao
uniformemente convergente se dado € > 0, existe L € N tal que paratodo N>n > Le
todo o x € [a,b] temos | f,(x) — f(x)] < €.

« Exemplo 3.6 — Espaco das fungdes contfinuas num intervalo fechado e limitado.
Seja CY([a,b],R) o espaco das funcdes continuas f: [a,b] — R definidas em [a, b] munidas
com a distancia da convergéncia uniforme definida por:

d(f,g) = max |f(x)—g(x)|. (3.14)

x€la,b)

A convergéncia uniforme € traduzida pela convergéncia nesta distancia. Vimos vdarios
exemplos em Andlise Real III. .

Existem sucessOes pontualmente Cauchy que nio sao pontualmente convergentes.
Existem sucessdes uniformemente Cauchy que ndo sio uniformemente convergentes.
Em espacos completos ja ndo temos esses contraexemplos.

Teorema 3.2.6 — Teorema de Arzela-Ascoli. Seja {f,}.cn onde f,: [a,b] - R é
continua para todo o n € N. A sucessdo {f,}sen € equilimitada e equicontinua se e
somente se existe uma subsucessao { f;, }xen que converge uniformemente para uma
fun¢do continua f: [a,b] — R.

Demonstragdo. (=) Comegamos por escolher um conjunto contével e denso de [a, b] dado
por {x, }nen. Como { f }nen € uniformemente limitada o conjunto { fo »(x1) }nen € limi-
tado onde fy , = f,,. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass existe { fi »,(x1)} subsucessdo
de {fon(x1)} convergindo para, digamos, f(x;) € [a,b]. Analogamente, existe {12 ,(x2)}
subsucessdo de { f1,(x2)} convergindo para, digamos, f(x) € [a,b]. Continuando este
procedimento e no i-ésimo passo vamos encontrar {f;,(x;)} subsucessdo da sucessdo
limitada { fi_1 »(x;)} e que converge para, digamos, f(x;) € [a,b]. Resumindo teremos:
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fia(x) fip(xt) -0 fialxr) .oo= f(x)
Hi(x2) fax2) ... foalx2) ... = f(x)

f,~71.(x,~) f,’72.(xi) .. fi,n.(xi) . '—> f(x,)

onde cada linha de func¢des € uma subsucessdo de todas as linhas de fun¢gdes acima dela.

Vamos considerar a sucessio diagonal {f; ,}, denotada por {f,}, da sucessio de duplo
indice { fin} (i n)cre- Assim, {fu(x;)}n serd uma subsucessao de {f;,(x;)} se exceptuarmos
os primeiros i-termos. Isso garante que { f,(x;)}, é convergente para todo o i sendo que,
neste caso, converge para f'(x;).

Afirmacdo 1: {f,} é uma sucessdo pontualmente Cauchy.

Uma vez que a sucessdo numérica { f,(x;)},, é convergente para todo o i, ela serd de Cauchy
para todo o i também. Logo, dado € > 0, existe L; € N tal que para todo o m,n > L; teremos:

) = Folx)| < 5. (3.15)

Como {f, }nen € uniformemente equicontinua existe 8 > 0 tal que para todo o x,y € [a, b]
en e Nse |x—y| <6, entdo:

70 = )l <5 (3.16)

Escolhemos & = 8(8,L;) > 0 verificando (3.15) e (3.16). Assim, para todo x € [a,b] se
|x —y| < 6 temos:
Fn() = Fa ()l = [Fin() = Fon(xe) + Fon i) = Fun(i) + Fu(i) = fu()|
< ) = S [ 4 o (xi) = S i) |+ 1 (i) = fa ()] <€,
sendo a afirmacdo 1 verdadeira.
Afirmagio 2: {f,} é uma sucessio uniformemente de Cauchy.

Para o 0 > 0 escolhido acima e a sucessdo {x;}, consideramos os intervalos abertos
|xi — 6,x;+ O[. Claro que [a,b] C Ujen]x; — 8,x; + 8] pois {x;},, € denso em [a,b]. Como
[a, b] € fechado e limitado podemos garantir que [a,b] C Uj=1, . ]xi; — &,x;;+ 6[. Podemos
assim escolher:

L=max{L; }’_,. (3.17)

Sejam N> m,n > Lex € [a,b]. Logo x €]x;; — 6,x;; + 6| paraalgum j € {1,...,k}. Como
vimos no final da prova da afirmacio 1 |f,,(x) — f,(x)| < €. Logo {f,}. é uniformemente
Cauchy sendo que uma vez que [a,b] é fechado e limitado garante que {f,}, converge
uniformemente para f: [a,b] — R.

Afirmacdo 3: f: [a,b] — R é uma fung¢do continua.
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Seja f(x) o limite uniforme de {f,(x)} e & > 0 logo para n suficientemente grande temos:

|f(x) _fn(x) +fn~(x) _an(y) +];n():) _f(y)|
£ (%) _fn(x)| + [ fu () = )+ [fa () = £ )]
25+|fn(x)_fn(y)|'

f(x) = f)]

<
<

Fixando n de acordo com a desigualdade anterior e usando a continuidade uniforme de £,
temos que |x —y| < & implica | f,(x) — fu(v)| < &. Assim, fazendo & = £ teremos que se
|x—y| < 8, entdo |f(x) — f(y)| < 3& provando que f é continua.

Temos entio que {f,}, é uma subsucessio de {f,}, que converge uniformemente para a
fun¢do continua f: [a,b] — R.

(<) Seja F C C%([a,b],R) o conjunto definido pelas sucessdes de funcdes {f;, } nenr que
admitem uma subsucessao { f, }ren que converge uniformemente para uma fungao conti-
nua f: [a,b] — R. Vamos ver que os elementos em F' sdo equilimitados e equicontinuos.
Aplicando o Lema 3.2.4 vemos que os elementos em F sdo equilimitados. Finalmente,
para obter a equicontinuidade em F. Como F € um subconjunto de um espago métrico
C%([a,b],R) e tem a propriedade de elementos em F possuirem uma subsucessdo conver-
gindo uniformemente para uma fungdo continua podemos concluir que toda a cobertura
aberta de F' admite uma subcobertura finita. Consideramos entdo uma cobertura de F' por j
bolas bolas B(f;,€) onde € > 0, f; € F onde i = 1,..., j e as bolas sdo definidas a custa da
distancia (3.14). Teremos portanto que dado f € F,existei = 1,..., jtal que d(f, f;) < €
ou seja:

|f(x) — fi(x)| < € paratodo o x € [a,b]. (3.18)

Como as fungdes fi, f2, ..., fj sdo continuas em [a,b], sendo este intervalo fechado e
limitado, concluimos que elas sdo também uniformemente continuas. Logo existe 6 > 0
tal que para todos os y,z € [a,b] etodooi=1,...,j, se [y —z| < & entdo:

1fiy) = fiz)| < e. (3.19)

Por (3.18) e (3.19) concluimos que se |y —z| < 6 entdo

f ) = F@I < 1f ) =L+ 1AG) = i)+ 1fi(z) = f(2)] < 3e,

provando assim a equicontinuidade. [ |

@O Teorema 3.2.6 vale substituindo [a, b] por um conjunto fechado e limitado do R”.

A propriedade discutida na prova anterior relativa ao conjunto F que afirmava que
qualquer sucessao (sequéncia) de funcdes em F' admite uma subsucessao (subsequén-
cia) convergente é usualmente resumido dizendo que F é sequencialmente compacto.
Podemos provar que um subconjunto de um espaco métrico € compacto se e somente
se for sequencialmente compacto.
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Teorema de existéncia de Cauchy-Peano

Consideramos o PVI onde f: R x R” — R" é uma fun¢cdo com alguma regularidade
(continua, Lipschitz, de classe C I ..) e consideramos a EDO com a condicao inicial
seguinte:

x(t) = f(t,x(2)), xo = x(to)- (3.20)

Queremos determinar sob que condic¢des (3.20) tem solugdes e, se existirem, quais as suas
propriedades.

Apesar do nosso foco ser o caso autonomo, i.e. quando a funcio f ndao depende do tempo ¢
a prova do préximo resultado pode ser feita no caso ndo autbnomo sem grande esforco.

Teorema 3.2.7 — Teorema de existéncia de Cauchy-Peano. Seja f(z,x) continua
no aberto U C R"H!, entdo dado (to,x0) € U, 0 PVIL:

x(t) = f(t,x(t)), xo = x(t0) (3.21)

tem pelo menos uma solugao.

Demonstragdo. Dados T > 0 e r > 0 definimos as bolas fechadas:
B(tg,7) :={t €R: |t —1t9] <t} e B(xo,r):={xeR": |[x—x¢| <r}

diminuindo 7 e r por forma a obter % := B(to, T) X B(xp,r) C U. Como Z é compacto e
f € continua, o Teorema de Weierstrass permite definir o nimero

L:=max{f(t,x): (t,x) € Z}.

Pelo Teorema de Heine-Cantor f serd uniformemente continua, i.e., para qualquer € > 0,
existe § > 0 tal que se |[r —7| < d e ||[x—X|| < J, entdo || f(¢,x) — f(7,%)|| < € para todo o
(t,x), (,%) em Z. Tomamos € = % e 0 = 8; = §,. Seja 11 > 0 suficientemente pequeno
por forma a 71 < % Para cada n > 1 dividimos o segmento [fy,7y + 7] em ¢, intervalos
pequenos [t" g "] de comprimento menor que 7 % onde ty=toe j=0,..,0,—1. Paraum
n € N fixo, aphcamos o Método de Euler (§1.5.3) em [to, % + 71| definindo a fungdo @,
parat € [t],t]], por
Palt) = x0 + (1 = 16) f (19, %),

onde xj = xo e assim x| = @,(t]') = xo + (t] —13) f (to,x0). Continuamos recursivamente,
para cadat € [, =0,...,¢, — 1, definimos a funcéo

Pa(t) = X+ (1 = 17) f (2, X))

Jjo J+1] J

Notemos que @,(7) é uma sucessio de fungdes continuas e até C I por pedacos sendo que
os pontos de ¢, de ndo diferenciabilidade estao contidos no conjunto N = {x?}ﬁ.": o0+ Seja

An(t) = f(t7,x7) = f(t,@u(2)) fort € [t},17 1] € j=0,...,£, — 1 e assim teremos:

o) =0+ [ (o= a0+ [ 0005 =0+ [ 8006) 405,005

)
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Notemos que, para tal ¢, temos, |¢ —t”| < |t" —t”| < Q < 6, (podemos assumir que L > 1).

Além do mais, ||, (#) — x| < [|x] —x”|| < L\IJH —t;?] < 6,. Consequentemente,

£, @a0)) = £} 2D = [An(2)]| < & :;l

Estamos agora em condi¢des de usar o Teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 3.2.6) e
concluir que @,(¢) admite uma subsucessao ¢, () convergindo para a funcdo continua
¢(t) no intervalo B(fo, T1).

Afirmacgdo: @(t) é solugdo do PVI (3.21).

Como 7 =t € x; = X0 teremos:
Plt) = lim gy, (10) = lim -+ (10 — 1) £, %) = 0.
Além disso

0(1) = lim 91, (1) = limxg [ Ay () + (5. 0n, 5))ds = o + tolf(s,q)(S))ds

k—bo0 k—boo to

que serd a solucdo implicita de (3.21) usando o Teorema Fundamental do Calculo. [

Da prova anterior obtemos uma estimativa de 7, para o tamanho do intervalo tem-
poral que define a solucdo. Na passagem * no final da prova estamos a usar que
1im [ A, (5) £ (5, @y (5))dls = [}, im [An, (5) + £ (5, ()] ds. A garantia que po-
demos ‘passar o limite para dentro do 1ntegral advém do Teorema de Arzela (1885)
acerca de uma sucessdo de funcgdes integraveis a Riemann f} : [a,b] — R que converge

para a funcdo f: [a,b] — R também integrdavel a Riemann. O Teorema de Arzela
garante que se existir M > 0 tal que | fx(x)| < M para todo o x € [a,b] e todo o k entdo

lim [7 fi(x)dx = [ lim fi(x)dx = [ (x)dx

O nome de curva integral dado a solugdo x(¢) obtida no Teorema 3.2.7 € bastante sugestivo
dada a sua construgdo. As curvas integrais chamamos também orbitas ou trajetorias do
campo de vetores associado.

Vamos agora revisitar o paradigmatico Exemplo 1.8.

=« Exemplo 3.7 — Falhanco na unicidade de solugdes. Consideramos a EDO x = /x|
para x > 0 e com condigdo inicial x(0) = 0. Pelo Teorema 3.2.7 e como +/ |x| é continua,

obtemos que existe solucdo do PVI dado. Efetivamente, x(1) =0 e x(¢) = é sdo duas
solucdes deste PVI. A unicidade da solucdo é apenas assegurada se assumirmos que a
fungdo f que surge em x = f(¢,x) é localmente Lipschitz continua com respeito a varidvel
x como veremos a seguir no Teorema 3.2.8. Podemos gerar exemplos destes considerando
i(t) = |x(¢)|P com p €]0,1]. .
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Teorema de existéncia e unicidade de Picard-Lindelof
Dizemos que a fungdo continua f(¢,x) associada ao PVI (3.21) e definida no conjunto
aberto U C R"*! & localmente Lipschitz na varidvel x € R” se para todo o (t,x0) € U
existir uma vizinhanca aberta de (t9,xo), Up C U, e L > 0, tais que

| f(z,x)— f(t,y)]| <L||x—y||, para todos os (¢,x),(t,y) € Up. (3.22)
N\ S
\. /
‘\\\\ ////'
\ /
/ N

Figura 3.2: Geometricamente podemos escrutinar a continuidade Lipschitz fixando um
cone com uma abertura fixa dada por L e, caminhando com o vértice do cone ao longo do
grafico de f, o grafico ficar sempre contido no ‘lado esquerdo’ ou no ‘lado direito’ do cone
conforme este exemplo.

« Exemplo 3.8 — Continuidade Lipschitz. A funcio f(x) = x? é localmente Lipschitz
apesar de nao ser globalmente Lipschitz i.e. ndo podemos garantir um L > 0 que faca
funcionar a estimativa | f(x) — f(y)| < L|x —y| para pontos x,y € R arbitrarios. A fungao
dada no Exemplo 3.7 ndo € localmente Lipschitz continua em nenhum intervalo que
contenha 0.

Exercicio 3.9 As fungdes sinx, cosx, vx%+ 1 e |x| sdo globalmente Lipschitz continuas.
Determine o L > 0 da condi¢do de continuidade Lipschitz para cada uma das funcdes.

Exercicio 3.10 Mostre que a fungdo f(x) = x?sin (1) sex# 0 e £(0) = 0 (a) € localmente
Lipschitz continua (b) é diferencidvel para todo o x € R e (c) ndo é de classe C'.

O resultado seguinte, fundamental nesta disciplina, é também denominado por Teorema de
existéncia e unicidade de Cauchy-Lipschitz.

Teorema 3.2.8 — Teorema de existéncia e unicidade de Picard-Lindeldf. Se
f(t,x) for continua no aberto U C R*"! e localmente Lipschitz continua na variével x,
entdo para qualquer (#9,x9) € U, o PVL:

(1) = f(1,x(t)), xo = x(10) (3.23)

tem solugdo Unica.

Demonstragdo. Consideramos Uy C U, L > 0 e L > 0 tais que Uy é uma vizinhanga
aberta de (fp,xo) onde f é Lipschitz continua com constante L > 0em Uy e |f(¢,x)| < L
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em Up. Para 7 > 0 e r > 0 consideramos as bolas B(y,7) ;= {t e R: |t —1tp| <7} e
B(xo,r) := {x € R": ||x — x¢|| < r} diminuindo T e r por forma a obter % := B(ty, T) X
B(xp,r) C Up. Escolhemos T; suficientemente pequeno de tal modo que obtemos 7; <
min{, %} Consideramos o espaco de funcdes €2 (B(to, 71 ),R") formado pelas fungdes
continuas @(t): B(fp, 71) — R” tais que ||@(¢) — xo|| < r ¢ munimos este espaco com a
distancia d(@1, @2) = sup,cp(y, 1) [ P1(t) — 2(1) || O espago métrico (€°(B(t,71),R"),d)
¢ completo uma vez que toda a sucessdo de Cauchy serd convergente. Agora vamos
considerar o operador integral em (42 (B(to,71),R"),d) definido por:

t

T(o(t))=xo+ [ f(s,0(s))ds. (3.24)

Iy

Como T (¢(t)) é uma aplica¢do continua definida em B(z, 7 ) e temos também que
IT(@(t)) —xoll < Lit —to] < Ly <1,

podemos concluir que T (¢(¢)) € €°(B(to, 71),R"). Assim, T envia €°(B(to, 71),R") em
(grO(B(l‘(), Tl),Rn).

Sejam dadas as fungdes ¢y, > € €°(B(to, 71),R"). Tomamos #; tal que

1 () — @2(tnr) | = max @1 (1) — @2(1)]]

€B(to,71)

Afirmacdo: T € contrativo.

IT(@:1(0)) =T (@2())l =

[ 16.91(6) =1 5,025

t
< [ 15 @i(9) = £(5,92(5)) s
0
t
< L[ o15) = pa(s)lds
0
< Llloi(tn) — @2(tm) ||t — 20| < Ld(@1, 2)71 < d(@1,92)
Finalmente, a solucdo tnica do PVI sera fornecida pelo Teorema 3.2.1. [

Depois de obtermos este resultado incrivel podemos elaborar uma assungao para o resto da
nossa vida:

Contudo, somos de imediato confrontados com o seguinte banho de realidade:

Muitos sistemas dindmicos sdo gerados por campos de vetores que ndo s@o Lipschitz
continuos! @ Pior ainda ... nem sequer sdo continuos! Gf Fluxos de cisalhamento em
dindmica de fluidos, ondas de choque e ondas de detonacio sdo alguns exemplos bem
comuns e interessantes. Planos B sdo acionados @ e muitas vezes basta considerarmos
a ‘maior parte’ das trajetorias de um fluxo ou até aproximamos o nosso campo vetorial
modelo por um campo vectorial Lipschitz continuo.
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Da prova do Teorema 3.2.8 obtemos uma estimativa 7; para o tamanho do intervalo
de defini¢do da solugdo. Se x;(¢) e x,(¢) forem duas solugdes do PVI (3.23) com

intervalos de defini¢do respetivamente I} e I, entdo x1 (1) = x(¢) parat € I} N .

Coroldrio 3.2.9 Sejam x; () e x,(¢) duas solugdes distintas do PVI auténomo
x(t) = f(x(1)), x0 = x(t0)- (3.25)

Entdo x(¢) e x»(¢) ndo se intersetam.

Demonstracdo. Sejam x(t) e x,(t) duas solugdes distintas do PVI auténomo (3.25) e
supomos que xj (¢) interseta x; (), digamos x(¢;) = x(f2) para t; e t, nos intervalos de
definicdo de x; e x respetivamente. Logo, x3(¢) = xp(fp —t; +1) seria outra solucdo de
(3.25). Mas desta forma x3seria tal que x3(f;) = x2(f2) = x1 (1) contradizendo a unicidade
proclamada pelo Teorema 3.2.8. Consequentemente, para x;(¢) intersetar x;(¢), as duas
solugdes teriam que ‘seguir o mesmo caminho’ ou seja x; (1) = xp(f, —#; +1) querendo
isto dizer que diferiam da translagdo t, — 1. [ |

A expressdo (3.25) estd abreviada uma vez que x(¢) representa somente uma solugao,
a saber, a que passa em x( € que estd bem definida de acordo com o Corolério 3.2.9.
Podemos escrevemos de outra forma como x(xp,7) = f(x(xo,)) indicando a quem 1&
que a solugdo x(xo,7) é a que passa por xg e que, em ¢ = 0, estd em cima do ponto

Xxo. Com f nas condicdes do Teorema 3.2.8 e quando definido em R" a familia no
parametro ¢ de funcdes

x(t): R — R”
xo > x(xo,1)

é bi-Lipschitz no sentido que é uma bijecdo Lipschitz continua, tem inversa, e a

inversa é também Lipschitz continua. Em geral a regularidade de f ‘passa’ para a
solugdo x(z).

Se o PVI for ndo auténomo j4 ndo existe garantia de que as solucdes distintas ndo se
intersetam. Um exemplo cldssico é o sistema dindmico dado pelo bilhar (Figura 3.3).

Dizemos que uma campo de vetores X : U C R” — R" é localmente Lipschitz se para todo
0 x € U existir uma vizinhanga aberta de x, Uy C U, e L > 0, tais que

| X (x) =X (y)|| < L||x—y||, para todos os x,y € Up. (3.26)

Temos o seguinte resultado consequéncia do Teorema 3.2.8.

Coroldrio 3.2.10 Dado um campo de vetores Lipschitz continuo X : R” — R”, a solugéo
de (3.2) define um fluxo.
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Figura 3.3: Em https://www.geogebra.org/m/mxAwWDjk podemos dispor da ferramenta
interativa que permite analisar as trajetérias de um bilhar.

Demonstragcdo. Seja x(p,t) asolugdo de (3.2) e fixamos um py € R” qualquer. A condi¢do
inicial p = x(p,0) garante a propriedade de ser a identidade em t = 0. Para obtermos a
propriedade de grupo definimos a aplica¢do y = ¥,, por

x(po,r) r<t
1(r) :{ x()lc??po,t),r—t) r>t

Claramente que ¥ serd uma solug@o de (3.2) com a condig¢@o inicial y(0) = py. De facto,
se 0 > ¢ temos Y(0) = x(po,0) = po e se 0 < temos x(x(po,?),0—1) = po. Além do mais

(r) = i(po,r) = X (x(p,r)) e Gx(x(po.1),r —1) = X (x(x(po,1),r —1)).

Mas x(po,t) é também solugdo de (3.2) com condigéo inicial pg = x(po,0) e portanto, pelo
Teorema 3.2.8, y(-) = x(po, ). Assim, Y(t +s) = x(po,t +s) e por defini¢do de y teremos
também que Y(t +s) = x(x(po,t),s) cumprindo assim a propriedade de grupo.

Exercicio 3.11 Mostre que o fluxo obtido no Corolario 3.2.10 é Lipschitz continuo na
varidvel espacial p mas é C' na varidvel temporal .

Em geral campos de vetores de classe C" geram fluxos que sio de classe C"*! com
respeito a varidvel temporal ¢.

Campos de vetores e fluxos fora do R”

Todos os exemplos que veremos nesta disciplina de Equacdes Diferenciais serdo de equa-
cdes diferenciais no R”. Contudo, ndo podemos deixar de referir que muitos problemas da
natureza sdo modelados por equacdes diferenciais/campos de vetores fora do R”. Podemos
definir campos de vetores na circunferéncia, esfera, no toro, numa (hiper)superficie suave
ou até numa superficie com bordo por exemplo. Estes exemplos sdo conectados com
a realidade uma vez que, por exemplo, o vento ou as correntes maritimas na superficie
da terra sdo modelados por campos de vetores na esfera (ver Figura 3.4). Porém, existe
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um problema técnico. Campos de vetores s@o formados por vetores, e vetores vivem
em espacos vetoriais e ndo em circunferéncias, ou esferas, ou toros, ou superficies todas
retorcidas! Neste sentido os matemadticos formalizaram o espaco onde vivem os campos de
vetores numa superficie S a custa de uma indexacgdo que se torna supérflua quando S = R”.
Esse tal espaco, denotado por 7'S, chama-se espaco tangente a S mas ndo vamos definir
esse objeto agora deixando para uma disciplina de variedades diferencidveis a frequentar
no futuro. Para j4 ficamos somente com a ideia heuristica. Um campo de vetores X em § é
uma aplicagdo
X: § = TS
x — (5, V(x))

onde x € S e V(x) € um vetor no espago afim tangente a S em x.

Hurricane Katrina August 28, 2005

Wind Speed (miles per hour)

o 20 40 60

Figura 3.4: Campo de vetores relativo aos ventos do furacdo Katrina no dia 28 de agosto de
2005. Imagem retirada do site Earth Observatory da NASA. Aqui, em vez de considerarem
vetores maiores para indicar maior velocidade, optaram por usar uma escala cromatica
com a cor vermelha a indicar altas velocidades.

= Exemplo 3.9 — Campos vetoriais no R3. Em Andlise Real III definimos campos
vetoriais no R como, por exemplo, X (x,y,z) = (xy,x — y,xyz?) e integramo-los em curvas
e em superficies. Neste caso dizemos que, e.g. em (x,y,z) = (2,—1,3) temos aplicado o
vetor X(2,—1,3) = (—2,3,—18). O espago tangente ao R? é TR? que ser4 representado
em R®: as trés primeiras coordenadas para o indice (quer dizer que estamos a analisar
a acdlo do campo vetorial no ponto (2,—1,3)) e as outras trés coordenadas para o vetor
aplicado (quer dizer que no ponto (2,—1,3) estd a ser aplicado o vetor (—2,3,—18)).
Serd lido como ((2,—1,3),(—2,3,—18)). Claro que em Andlise Real III abreviamos
este formalismo considerando X : R3 — R? em vez de X : R? — R3 x R como deveria
efetivamente ser feito. Uma vez que estaremos sempre a considerar campos vetoriais no
R” essa abreviatura serd a regra. .

» Exemplo 3.10 — Campos vetoriais na esfera. Consideramos uma aplicacdo que
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depende do parametro ¢ e € dada por

X' S? — S?
(x,y,z) —— (xcost—ysint,xsint 4+ ycost,z)

definindo uma rotagcdo de angulo ¢ a volta do eixo dos z’s. Usando as férmulas trigono-
métricas do seno e coseno da soma angular podemos mostrar que a familia X’ define um
fluxo (Exercicio 1.11). Assim, derivemos X’ (x,y,z) com respeito a varidvel ¢ e quando
t = 0 obtemos 4X"(x,y,z)|,—0 = (—y,x,0). Temos portanto o campo de vetores na esfera

X: s = TS?
(x,y,z) L ((x,y,z),(—y,x,O))

Por outro lado, se considerarmos a EDO

Y(t,x,,2) = f(y(t,x,,2), 7(0,x,,2) = (x,9,2) (3.27)

onde ¥(t,x,y,z) é uma curva derivavel em R3 e f(x,y,z) = (—y,x,0), como f é Lipschitz
continua aplicando o Teorema 3.2.8 obtemos a solug¢do do PVI (3.27). Como X' (x,y,z) é
uma solugdo de (3.27) e, pelo Teorema 3.2.8 sabemos que a solu¢do € tnica, obtemos que
y(t,x,y,z) = X" (x,y,z). Como X' é obtido como um ponto fixo do operador integral (3.24)
€ como estamos no caso auténomo, obtemos

X(x02) = (x02) + [ P (e, 2))ds. (3.28)

De (3.28) ou pelo facto de X' ser solugio do PVI (3.27) obtemos que X(x,y,2) = (x,y,2)
para todo (x,y,z) € S2. Além disso, X' (x,y,z) = X' (X' (x,y,7)) para todo (x,y,z) € S? e
t,f € R. Estas duas propriedades asseguram que X’ tem estrutura de grupo da defini¢do de
fluxo. .

Exercicio 3.12 Descreva o sistema dindmico definido pelo campo de vetores X : S? — S?
e X (x,y,z) = (—xz, —yz,x* +y?) onde estamos a considerar coordenadas retangulares no
R3.

Dependéncia confinua de condicoes iniciais e parGmetros

O caso linear auténomo fraco
Vimos na sec¢do 2.3.1 que o Teorema de existéncia e unicidade de sistemas lineares de

EDO auténomas (Teorema 2.3.2) garantia que dada A € ./, a EDO X (t) = A-X(t) com
condigdo inicial X (fo) = u tem uma solugo tnica dada por X (1) = A1) .y,

E se escolhermos X (fp) = ii com i perto de u e mantendo a matriz A, serd que a
solucdo da EDO com essa nova condicao inicial vai estar perto da solucdo com a
condig@o inicial original?
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E se escolhermos B € ., com B perto de A e mantendo a condi¢do inicial, serd que
a solucdo da EDO com essa nova matriz vai estar perto da solu¢do com a matriz
original?

Estas questdes sdo tipicas quando pretendemos analisar a estabilidade do sistema dindmico
ou, na linguagem das equacdes diferenciais, a dependéncia continua das solucdes. Note-se
que podemos misturar as duas questdes anteriores assumindo que se perturba tanto a matriz
como a condicdo inicial. Estas questdes sdo muito importantes pois num modelo da vida
real pretendemos saber se 0 modelo € robusto (funciona bem perturbando o préprio modelo)
e se € sensivel a eventuais erros de medida tipicos numa instrumentagao inevitavelmente
deficiente.

Teorema 3.3.1 — Dependéncia continua de solu¢cdes no caso linear auténomo
(caso fraco). Sejam A, B € .4, matrizes comutativas, b = ||B|| e € > 0 tais que

IA—B| <. (3.29)

Se X (xo,t) € Y (yo,t) sdo solugdes de X =A-X e Y = B-Y respetivamente com condi¢des
iniciais X (fo) = xo e Y (f9) = xo, entdo para todo # € R temos

1X (x0,2) — Y (x0,2)|| < 20~10) (80l — 1 ||x|. (3.30)

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.3.2 temos X (xg,1) = e*710) . xg e ¥ (xg,1) = BU—0) . x.
Logo

[1X (x0,2) =¥ (x0,7) | e - xg — P00 x|

< A0 — B
2.4.6 — - -
L6 B0 [1q — A-B 0] |||
< ||ePE| 1d — AR x|
< elBlE=10) | 7g — fA=B)E=0) ||| x|
B > [(A—B)(t —19)]F
< oo gy A=BD0l), )
k=0
< i[(A B)(t —1o)]* ol
k=1
o e lA=B)(t—10)|k
< b(t tO) H(
< e kzl o 1ol
= P10) (lA=B)—10)ll _ 1) 15|

(
P 1=10) (1=10)l — 1) |Ixo |-

IN

Este resultado € ligeiramente insatisfatorio pois exige comutatividade das matrizes. Vamos
a seguir aprender a obter este tipo de resultados usando uma ferramenta muito util.
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O Lema de Gronwall

Como referimos estaremos interessados em estimar a aproximagdo de duas solucdes
distintas de equacdes diferenciais a medida que o tempo evolui no seguinte sentido.
Esperamos que uma determinada condic¢do inicial x(0) = xo quando iterada por uma
solugdo de uma equacdo diferencial x(z) = f(x(¢)) deva viajar préximo a sua trajetéria sob
uma equacdo diferencial x(z) = g(x(z)) se as fungdes f e g estiverem préximas uma da
outra. No entanto, tal aproximag¢@o ndo pode ser para todo o tempo ¢ > 0, mas sim durante
um intervalo de tempo finito, como mostra o préximo exemplo.

« Exemplo 3.11 — Translagdes no plano. Consideremos o campo de vetores no R?
definido por (x,y) = (1,0). Vamos considerar o ponto (0,0) € R? sendo que a trajetéria
que passa por ele em ¢ = 0 é definida por (x(z),y(¢)) = (¢,0). Claramente que o campo de
vetores em R? definido por (x,y) = (1,€), para € > 0, tem solug¢io passando por (0,0) em
tempo ¢t = 0 dada por (x(z),y(z)) = (¢, €t). Assim, escolhendo € muito pequeno ambas as
solucgdes vao estar perto contudo isso s ird suceder durante um periodo de tempo limitado
pois a partir de uma certa altura as trajetoria irdo se separar. .

Além disso, outro ponto de vista interessante e bastante natural, é esperar que, dadas duas
condi¢des iniciais x(0) = xq e x(0) = £y préximas, a solugio através de x( sob a equacdo
diferencial x(z) = f(x(¢)) e a solugdo através de £y sob a mesma equacéo diferencial devem
viajar préximas uma da outra por um intervalo de tempo limitado. Achamos que o mesmo
cendrio de dependéncia continua de solugdes deveria ser valido quando temos uma equacio
diferencial dependendo de um pardmetro e perturbamos o parametro um pouco.

Esta percepcao intuitiva do comportamento dindmico das equagdes diferenciais encontra-se
no ambito do que chamamos de dependéncia continua (na fun¢do f que define a equacio
diferencial, ou na condic¢do inicial escolhida, ou num parametro que defina a equacado
diferencial) .

O seguinte resultado é uma ferramenta chave para estudar este assunto.

Lema 3.3.2 — Lema de Gronwall. Sejam dadas duas fun¢des ndo negativas e continuas
u,v: la,b] — R satisfazendo a desigualdade:

t
u(t) < C—l—/ u(s)v(s)ds, (3.31)
a
para algum C > 0 e todo o ¢ € [a,b]. Entao,

u(t) < Cela¥(s)ds (3.32)

Demonstracdo. Definimos, para cada C > 0, a funcdo

i: [a,b] — R
t > C+ [lu(s)v(s)ds

Notemos que ii(a) = C e, como u,v sdo fungdes ndo negativas, teremos i(r) > C > 0 para
todo 7 € [a,b]. Derivando e usando (3.31) obtemos

()] = u()v(r) < a(t)v(r),
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€ portanto
()
i(r)

Integrando ambos os termos da desigualdade anterior entre a e ¢ teremos

i(s)] t 3 . t 3 t

/ 70) dsg/ v(s)ds < logii(t) —logii(a) §/ v(s)ds < logii(r) §logC—i—/ v(s)ds,
a U a a a

e assim

<(t).

(1) < Celav(9)ds,

Mas como por (3.31) vale u(r) < ii(t) concluimos (3.32). |

Podemos supor que C = C(t) é uma fungdo, digamos continua, e ndo decrescente e
obtemos u(t) < C(t)ela")45 q partir de u(r) < C(t) + [ru(s)v(s)ds.

=« Exemplo 3.12 Consideramos a EDO, parat > 0, dada por x = f(x) = 3xt e com condi¢do
inicial x(0) = x¢. A solugdo na forma integral da EDO é:

x(t) = xo—l-/otf(u(s))ds = X0 —I-/Oz3u(s)sds.

Pelo Lema 3.3.2 concluimos

iy 3sds 32

x(t) < xpe = xpe 7 .

Portanto, mesmo sem resolver a EDO podemos estimar o crescimento da sua solucdo. =

3.3.3 O caso linear autonomo forte

Vamos usar o Lema 3.3.2 por forma a deixar cair a hipdtese da comutatividade e fortalecer
o Teorema 3.3.1

Teorema 3.3.3 — Dependéncia continua de solu¢cdes no caso linear autbnomo
(caso forte). Sejam A,B € #,, a = ||Al|, b= ||B|| e € > 0 tais que

IA—B| <. (3.33)

Se X (xo,) € Y (yo,1) sdo solugdes de X =A-X e Y = B-Y respetivamente com condigdes
iniciais X (o) = xo e Y (f9) = xo, entdo para todo t € R temos

€ _
1X (xo,2) — Y (x0,2)|| < €M fola(e”AHlf ol — 1) ||xol- (3.34)
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Demonstragdo. Pela solugdo integral temos

t t
|X (x0,2) =Y (x0,8)|| = |xo+ [ A-X(x0,8)ds—xo— [ B-Y(xo,s)ds

Iy Iy

t t t
= A-X(xp,5)ds— | B-Y(xo,s)ds£ | B-X(xo,s)ds

Io Io Io

/I(A—B) X (xo,s)ds|| + lB-(X(xo,s)—Y(xo,s))ds

Io To

+f IBI X (x0.5) — ¥ (x0,5)]] ds

IN

IN

s)ds

Pelo Teorema 2.3.2 temos X (xg,¢) = e*=0) . xo logo

t
< /||Xxo, Nds= [ et g as < [
Ty

fo
- —w)|t _ ol -
< /eAn(s o ds o = ol ghalis—ro) | Z 10l o) _
fo 1Al o Al

t
X (x0,s)ds

To

Al—10)

ds || xoll

Usando o Lema 3.3.2 com u(r) = [|X (x0,¢) = ¥ (x,1)|, C(r) = LA=FEel (elall=nl _ 1) ¢

v(t) = ||B|| concluimos que:

Bllds _ |lA— Bl |lxo - -
I1X (x0,8) — Y (x0,8)|| < C(t)e Jio 1Bl ds < I “A|“’” H(eHA\Hf fo] 1)|€\|B|| |t t0|’
usando a Nota a seguir a prova do Lema 3.3.2. [ |
Podemos assim concluir que || X (xo,?) — Y (xo,?)|| fica préximo de O se ||A — B fica

proximo de 0. Formalizando:

Coroldrio 3.3.4 Parat fixo temos:

&
limelBIle—10]_€_(lAlli~ol _ 1)1l = 0
lime T ) [lxol

O caso linear ndo autébnomo

Vamos agora considerar a dependéncia continua de solucdes no caso nao auténomo. O
Lema 3.3.2 serd novamente crucial.

Teorema 3.3.5 — Dependéncia continua de solucdes no caso linear ndo au-
ténomo. Sejamt — A(r),B(t) € .#, fungdes continuas, a(r) = max,,, ||A(¢)|], b(t) =
max,,  ||B(t)|| e € > 0 tais que

max ||A(s) —B(s)|| < €. (3.35)

s€[to,1]
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Se X (xo,t) e Y (yo,t) sdo solugdes de X = A(t)-X e Y = B(t) - Y respetivamente com
condi¢des iniciais X (f9) = xo e Y (f9) = xo, entdo para todo ¢ € R temos

1X (x0,2) — Y (x0,2)|| < €K (2) |t — 10| el Bl =10l (3.36)

onde K(t) = MaXgey, ] |1 X (x0,5)]|.

Demonstragdo. Pela solugdo integral temos

| X (x0,2) =Y (x0,8)|| = |lxo+ tA(s)-X(xo,s)ds—xo—/tB(s)-Y(xo,s)ds

Io Ty

= [A(s)-X(xo,s)ds— tB() Y (x0,5)ds+ B( )- X (x0,5)ds

Io Io

< [mmrﬂw> (0,

0

s€lto 1]

< smmmmmmaéwwmmm» Y (x0,5)]| ds

(x0,5)|| € continua pois é a composi¢des de fungdes continuas
(s — X(x0,s) é continua e a norma é continua) podemos usar o Teorema de Weierstrass e
considerar K (¢) = maxc, 4 [|X (x0,5)|-

Usando o Lema 3.3.2 com u(t) = || X (xo,1) — Y (x0,2)||, C(t) = €K () |t — 19| e v(t) = ||B(¢)|
concluimos que:

”X()Co, ) (X(), )H < C( ) [’i) 1Bllds < 8K(l) ’t _to‘eHBH \t—t0|.
|

Podemos assim novamente concluir que || X (xo,¢) — Y (xo,)|| fica préximo de 0 se tivermos
que maxc[, 1 [[A(s) — B(s)|| estd proximo de 0. Formalizando:

Coroldrio 3.3.6 Parat fixo temos:

limeK (¢) |t — 19| elBllli—=tl —
£—0

O caso ndo linear

Vamos agora tratar o caso nao linear comecando por ver que temos dependéncia continua
mesmo no caso ndo auténomo.

Teorema 3.3.7 — Dependéncia continua de solucdes I. Sejam dadas as funcdes
continuas f(¢,x) e g(¢,x) definidas no conjunto aberto U C R"*!. Assumimos que para

X (x0,5) — Y (x0,5))ds

< max () u/me,|m+/nB|mmm» ¥ (r0,5)1| ds
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€ > (0 temos:
Hf(t7x) —g(t,x)H < €, (337)

para todo o (7,x) € U. Assumimos também que f(z,x) é localmente Lipschitz continua
na varidvel x e com constante de Lipschitz L > 0. Sejam x(¢) e y(¢) solu¢des definidas no
intervalo I das EDO x = f(z,x) e y = g(t,y) respetivamente e com as condi¢des iniciais
x(tg) = xo e y(t9) = yo respetivamente onde yy = xo. Entao para todo ot € I temos:

J(e) = y(0)]) < 7 (el 1), (338)

Demonstragdo. Considerando as solu¢des na forma integral e notando que xo = yg temos:

t

X0)—y(t) = xot [ Flxls)ds—yot [ g(r(s))ds

To To

= [ sstonds= [ ) as

To

_ /ﬁﬂﬂgy—AWan

Io

Tomando normas, somando e subtraindo f(s,y(s)), usando a continuidade Lipschitz e
(3.37) obtemos:

(@) =yl = | l[f(X(S)) dSH</Hf g(v(s))ll ds
/Hf Fo@)lds+ | ||f(()) g(v(s))llds

AUM@fWW%+AE“

Consideramos agora a fungdo continua e ndo negativa u(t) = ||x(¢) — y(t)| + £. E claro
que temos

IN

IN

e t
x(2) ||<L/ Ix(s) = y(s)|| + & ds«:)u()gz+ Lu(s)ds.

Io
Usando o Lema 3.3.2 com C = £ e v(t) = L obtemos:

u(r) < Celavi9)ds — %eLlf*’o‘,

digamos
€ L\t ! |
1) —y(t)|| += < Zeklio
Ix(r) = (1) |+ 7 < T
donde se conclui (3.38). [ |
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No Teorema 3.3.7 vimos que perturbando um pouco a EDO tinhamos controlo da variagao
das solucdes ao longo da drbita passando por uma condicao inicial fixa. Agora, vamos
considerar trés tipos de resultados em dependéncia continua. O primeiro é em todo
semelhante ao Teorema 3.3.7 mas vamos considerar o formalismo dos campos de vetores
em vez das EDO.

Teorema 3.3.8 — Dependéncia continua de solucdes Il. Sejam dados X,Y : R" —
R™ dois campos de vetores Lipschitz continuos. Assumimos que para € > 0 temos

1X(x) =Y ()| <e&, (3.39)

para todo o x € R”". Assumimos que X € Lipschitz continuo com constante de Lipschitz
L>0. Se X" e Y' forem os fluxos associados a X e Y respetivamente, entdo para todo o
t € Re p € R" teremos:

X! () =Y (P < 7 (21— 1). (340)

Demonstracdo. A prova € igual a prova do Teorema 3.3.7. Assim,

IXe)-v @l = 1 [ ’[x<xs<p>>—Y<Ys<p>>]dsu </ ’Hx<x5<p>>—y<w<p>>uds
< [IXCeE) =X )l ds+ [ IR0 (0) =70 () s

/LHXs(p)—Ys(p)Hds—l—/ eds.

0 0

IA

Considerando 4(t) = || X" (p) —Y'(p)|| teremos

X -V DI <L [ X -V @)l +5ds & a0 = [ 1(a6)+5) ds

& gJr/ )ds.

Pelo Lema de Gronwall com , C= % and v(t) = L obtemos u(t) +
Celovs)ds = €Ll donde sai (3.40).

el
[ VAN

O segundo resultado que consideramos € de alguma forma diferente porque agora mante-
mos 0 mesmo campo vetorial, mas permitimos uma perturbagcao na condig¢ao inicial.

Teorema 3.3.9 — Dependéncia continua de solugodes lll. Consideremos o campo de
vetores Lipschitz continuo X : R” — R” com constante de Lipschitz L >0e X’ : R" —R”
o fluxo associado. Entdo, dados x,y € R" e t € R temos:

X (x) = X' ()| < e jx—y]]. (3.41)
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Demonstracdo. Temos

X0 =X0) =x—y+ [ XOOE) ~X(C0))ds

Tomando normas e usando o facto de X ser Lipschitz continuo com constante de Lipschitz
L obtemos:

XWX < =yl [ X)X ()]
< eyl [ IXOeE) X el ds

t
< el + [ LIX ) =X ().

Pelo Lema 3.3.2 com C = ||x —y|| e v(t) = L teremos:
X (@) X' )] < lle =yt = flx—y]jeH.
n

Exercicio 3.13 Dé uma estimativa no afastamento das trajetérias X’(x) e Y'(y) para
X:R" = R"'"pertode Y: R" - R" e x € R" perto de y € R".

Diferenciabilidade do fluxo

Desde a férmula de Taylor de primeira ordem, fundamental em aproximagdes de primeira
ordem, até a andlise espectral da jacobiana num ponto fixo de um fluxo, é sabido que
a primeira derivada é bastante importante possuindo em si uma quantidade enorme de
informacao.

O facto da jacobiana ser um aplicagdo linear fornece algumas consequéncias importantes,
como a do préximo resultado.

Teorema 3.3.10 Seja X : R” — R” um campo de vetores de classe C! com fluxo associ-
ado X' e derivada DX : R" — .#,,. entdo qualquer que seja o xo € R", o PVI dado pela
EDO linear ndo autbnoma:

X(I,p):Dth(p)'X(l,p),Id:X(O,p()) (3.42)

tem uma solucdo Unica dada pela derivada do fluxo linear® DX lt70'

“Este fluxo € linear no sentido em que DX, (i + V) = a DX, (i) + B DX}, (V) onde &, €R e
i,7 e R

Demonstragdo. Comegamos por usar o Teorema 3.2.8 para mostrar que temos uma solugao.
Para isso relembramos que:

Afirmacio: Se X é C', entdio X é localmente Lipschitz.



132 Capitulo 3. EDO ndo lineares em R”

Como para x,y € R" temos

X0)=X0) = ( [ DXy ) -6-)

obtemos |
X0) =X < [ 1oyl 1y =]|

Uma vez que, pelo Teorema de Weierstrass, no segmento fechado e limitado x+17(y —x)
com € [0, 1], temos um maximo L > 0 para a func¢éo continua DX podemos concluir que:

1
IX0) =X < [ Lt |y=x] =L |y=x,

que garante que X € localmente Lipschitz.

Vamos agora ver que DX’ é solugdo de (3.42). Claro que DX[()) = Id para todo p € R".
Considerando

d

SX(p)

L =XX(p))- (3.43)
Derivando ambos os lados da igualdade (3.43) em relagdo a varidvel p e usando a regra da
cadeia no lado direito teremos

d

D=X*
7 (p)

= DX (,) - DX}, (3.44)

s=t

Como X ¢é de classe C! temos que D4 X5(p)|s—; é continua. Como o fluxo X associado

a X é de classe C' serd de classe C? na variavel temporal ¢ obtendo que %DX S(p)s= é
continua. Pelo Teorema de Clairaut-Schwarz acerca da igualdade das derivadas parciais
cruzadas teremos D%X S(p)|s= = %DXS (p)|s=r and (3.44) fica

d
1DX*(p)|s= = DXx(y) - DX, (3.45)

provando assim (3.42).

Notemos que no teorema anterior estamos a lidar com quatro objetos inter-relacionados
por processos de derivag¢do: o campo X e o seu fluxo X’ onde este ultimo quando
derivado em relagdo a varidvel 7 origina X e e as respectivas derivadas de X e X’ em
relacdo a varidvel p.

Teorema 3.3.11 Sob as mesmas condi¢des do Teorema 3.3.10 se p € R" for tal que
X(p) = 0, entdo DX, = exp(tDX),) para todo o ¢.
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Demonstragdo. A equagdo linear variacional (3.42) dada por x(z, p) = DXx:(, - x(t, p) &,
neste caso, auténoma e igual a x(t, p) = DX, - x(t, p). Resolvendo esta tltima EDO com
condicdo inicial x(0, p) = Id obtemos, pelo Teorema 2.3.2, a solugdo

x(t,p) = exp(tDX,) - x(0, p) = exp(tDX),).

Teorema 3.3.12 Se X for Lipschitz continuo com constante de Lipschitz L > 0 entao
dado p € R" temos || DX, || < exp(tL) paratodo ot > 0.

Demonstragdo. Pela equagao linear variacional (3.42) na sua versdo integral e teremos
t
r_
DX, = Id+/0 DXxs(p) - DX, ds.

Logo teremos
t
D3] < 1+ [ 10X [10X;) s

Agora € s6 aplicar o Lema de Gronwall com C = 1, u(t) = ||DX|| e v(t) = L e obtemos
|DX,|| < exp(tL) para todo ot > 0. ]

Vamos agora ver mais um resultado em dependéncia continua. Desta vez teremos um
resultado anédlogo ao Teorema 3.3.8 mas em vez de termos campos de vetores € 0s seus
fluxos, teremos derivadas de campos de vetores e os seus fluxos.

Teorema 3.3.13 — Dependéncia continua de solugoes IV. Sejam X,Y : R” — R”
dois campos de vetores Lipschitz continuos com constante de Lipschitz L > 0. Dado
€ > (0 assumimos que para todo o p € R" vale:

max{[|X (p) =Y (p)||,|[DX, — DY, ||} <e. (3.46)

Assumimos também que X tem derivada DX Lipschitz continua com constante de
Lipschitz L > 0. Se X’ e Y’ forem os fluxos associados a X e Y respetivamente, entao
paratodoot € R e p € R" teremos:

€

t 1

(e — 1), (3.47)

Demonstragcdo. Comecamos por notar que por (3.40) temos
t t € Ll
IX*(p) =Y (p)]| = 7 (™ = 1). (3.48)

Além do mais por Y ser Lipschitz continuo com constante de Lipschitz L > 0 pelo Teo-
rema 3.3.12 obtemos:

DY, < e (3.49)

Recordamos que DX[’, € solug@o da equag@o linear variacional (3.42) x(z,p) = DXx: () -
x(t,p) com c.i. Id = x(0, p) e DY), é solugio de (3.42) y(t, p) = DYy:(p,) - ¥(t, p) com c.i.
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Id =y(0, p). Logo, tomando normas, somando e subtraindo DXyxs(,)DY,, € DXys (), usando
a continuidade Lipschitz. (3.48), (3.49) e (3.46) obteremos:

|Dxt - DYl = | /OI[DXXs(p)DX;—Dny(p)DYlf]dsH

< /0 t |DXxs(p) DX — DXxs () DY 5| ds + /0 t |DXxs()DYs — DYys(,) DY ds

< [ DXy DX — DXyo DY ds + / DXy — DYy || D3 | ds

< /(:LHDXIS, — DY}l ds+/0t(\|1)xxs(p) — DXys(p) | + [IDXys(p) — DYys(p) 1) |1 DY35 | ds
< /(:LIIDX;—DY,iner/Ot(LHXS(p)—Ys(p)||+8)HDY,illds

< /(:L||DXI§—DYg\|ds+/0t(L%(e“—1)+e)e“ds

< /OIL||DX;—DY;\|ds+/()[8((eL“—1)+1)eLSa’s

= /(:L||DX1§—DY,j||ds+/Otse2LSds

t fes t
o s s 2Ls
= /0 L|IDX; — DYy||ds + |

€
2L

t
= /L||DXI§—DYI§||ds+ (el —1)
0

Usando o Lema 3.3.2 com C(1) = 57 (e*/ — 1), u(r) = ||DX!, — DY}|| e v(r) = L obtemos:

t t € 2Lt Lt
|DX;, DYy || < - (e e

obtendo diretamente (3.47). [ |

Exercicio 3.14 Deduza o correspondente ao Teorema 3.3.9 e Exercicio 3.13 desta vez
para a derivada do fluxo.

Estabilidade local

Caso linear em R?

Vimos em §2.6.3 como catalogar campos de vetores em R e em R?. Contudo, o diagrama
de Poincaré nao permite apenas catalogar. Ele permite distinguir (até demais!) quais os
campos de vetores que sdo estiveis.

Mas o que é um campo de vetores linear em R? estdvel?

O conceito de estabilidade é o mesmo discutido no final da sec¢do 2.6.2 no sentido de
dizermos que um campo de vetores linear serd estdvel se para todo o campo de vetores
linear arbitrariamente perto dele tivermos que os fluxos de ambos os campos de vetores
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forem topologicamente equivalentes. Se considerarmos as partes conexas obtidas excluindo
a0 R? os eixos e a pardbola (cf. Diagrama de Poincaré) obtemos cinco regides relativas a:
poc¢o complexo, poco real, fonte complexa, fonte real e sela. Estes cinco casos sdo os que
sdo claramente estdveis. Nos outros casos (em cima dos eixos ou em cima da parabola)
facilmente conseguimos perturbar por forma a cair numa regido cujo comportamento
dindmico parece ndo ser topologicamente equivalente ao original.

Exercicio 3.15 Mostre que é possivel perturbar um centro de modo a obter um pogo
complexo (ou uma fonte complexa).

Exercicio 3.16 Mostre que é possivel perturbar quando temos uma reta de pontos fixos
estaveis (respetivamente instaveis) de modo a obter um poco (respetivamente uma fonte)
ou até uma sela.

Serd que um poc¢o degenerado difere de um poco ou de um poco complexo ao ponto
de ndo serem topologicamente equivalentes?

Caso linear conservativo em R?

Podemos considerar uma sub-familia dos campos de vetores linear em R? constituida pelos
campos cuja divergéncia € nula. Relembrando o Teorema 2.7.6 e a nota a seguir a sua
prova, se considerarmos um centro i.e. quando nos situamos no eixo positivo dos y no
diagrama de Poincaré, uma perturbacio terd sempre que ser um centro. Dito de outra forma
s6 podemos perturbar conservativamente (i.e. mantendo a divergéncia nula) mexendo ‘para
cima ou para baixo’ ao longo do eixo dos y. Assim, concluimos que a estabilidade tem
muito a ver com a familia de campos de vetores que estamos a considerar.

Caso ndo linear em R?

Como vimos no caso linear em R? dentro dos comportamentos estdveis tinhamos os pogos
(reais ou complexos), as fontes (reais ou complexas) e as selas. Estes s@o precisamente 0s
casos em que ndo surgem degenerescéncias (7 =0, A =0 ou 6 = 0). Temos assim:

* Poco real: valores proprios negativos com direcdes proprias 1-dim.

* Poco complexo: valores proprios negativos sem chance de ter dire¢des proprias

1-dim.

Fonte real: valores préprios positivos com dire¢des proprias 1-dim.

* Fonte complexa: valores préprios positivos sem chance de ter dire¢des proprias
1-dim.

* Sela: um valor préprio positivo e outro negativo.

Dado um campo de vetores linear em R? dizemos que a origem é hiperbélica se ndo existem
valores proprios com parte real nula. O centro (7 = 0) ndo € hiperbdlico pois s6 tem valores
proprios nulos. A reta de pontos fixos estdvel/instavel (A = 0) também ndo € hiperbdlica
porque tem um valor préprio nulo. Contudo, um pogo/fonte degenerada € hiperbdlico. De
facto, um pogo degenerado nao difere de um poco ou de um pogo complexo sob o ponto de
vista da equivaléncia topolégica. Heuristicamente, podemos imaginar que uma trajetoria
convergente para 0 no fluxo associado ao poco real é transformada por um homeomorfismo
numa trajetéria convergente para 0 no fluxo associado ao poco complexo enrolando-a toda.
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Na moral o comportamento dinamico de uma pogo degenerado, de um poco real, ou de um
poco complexo € semelhante.

A férmula de Taylor diz-nos que dado um campo de vetores X nio linear em R? e de classe
C! tal que X (p) = 0 pode ser escrito como:

X(q) =~ X(p)+ DX, (g—p) =DX,-(q—p),

onde g deverad estar perto de p pois estamos a desprezar um termo de ordem superior ou
igual a 2 que depende da distancia de ¢ a p. Do ponto de vista do fluxo teremos

X'(q) = X'(p)+DX,-(q—p) = p+DX},- (g—p) = p+eP* - (q—p),

pois, pelo Teorema 3.3.11 temos DX, = e!PXp,

Exercicio 3.17 Determine a aproximagio linear do campo vetorial X (x,y) = (3x+y?,2y)
em 0.

Temos DX, ,) = ((3; 22)/) Logo X (x,y) ~ L(x,y) = (3x,2y).

= Exemplo 3.13 — Caso ndo linear. Vamos considerar a EDO ¥ = x — x> ou seja
= —Vfonde f(x) = —%xz + Al—lx4 sendo f o potencial. Acrescentando a varidvel mo-
mento/velocidade v = % obtemos o sistema em R? e nas coordenadas (x,v) i.e. abcissa x
e ordenada v dado por X = v e v = x —x° i.e. 0 campo vetorial F(x,v) = (v,x —x). Em
notacdo matricial teremos o sistema nao linear

(=0 o) () ()

Os pontos de equilibrio deste sistema sdo (0,0), (—1,0) e (1,0). Linearizando em (0,0)

obtemos o sistema linear
DF,)

——
X\ _ (0 1) [x
v) \1 0 v
tendo pelo diagrama de Poincaré uma sela. Linearizando em (—1,0) assim como lineari-

zando em (1,0) obtemos o mesmo sistema linear

DF4 )
—
X\ _ (0 1Y} (x
v) \-2 0 v
tendo pelo diagrama de Poincaré um centro (ver Figura 3.5).

Assim, a informagdo sobre a derivada DX em p podera ser importante para descrever a
estabilidade local num ponto de equilibrio. De facto, quando o ponto de equilibrio for
hiperbdlico temos o seguinte:
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Figura 3.5: Em cima temos o potencial f e em baixo o retrato de fase do campo vetorial
F(x,v) = (v,x —x*). Podemos imaginar uma bolinha a descer o grifico de f sob efeito do
campo gravitico. A bolinha ficaria em equilibrio quando x = +1 sendo que em x = 0 tera
um equilibrio instavel. Essa correspondéncia € feita nos dois centros e no ponto de sela.

Teorema 3.4.1 — Teorema de Hartman-Grobman no plano. Seja X : R? — R? um
campo de vetores de classe C! e seja p € R? tal que X(p) = 0 e p é hiperbélico. Entio
existem vizinhangas abertas U e V de p e um homeomorfismo 4: U — V tal que:

X'(h(g)) = h(p+ePXr(g—p)), (3.50)

onde g, p+eP*r(g—p) e U.

O Teorema 3.4.1 diz, grosso modo que, numa vizinhanga de um ponto de equilibrio
hiperbdlico o comportamento dindmico é basicamente o dado pela derivada nesse

ponto.

« Exemplo 3.14 Consideremos o campo de vetores X (x,y) = (y* +sinx,e” +y — 1).
Temos que X (0) = 0 logo a origem é um ponto de equilibrio. Além disso temos:

CoSX 2y 1 0
DX(XJ) = (yexy xexy_|_1) € DX(O,O) - (() 1) ’

logo, ap6s efetuarmos uma mudanga de coordenadas, teremos que o comportamento de X’
serd basicamente o dado pela parte linear, i.e. L' (x,y) = (xe', ye"). .

« Exemplo 3.15 — Curvas invariantes pelo fluxo. Dado o campo vetorial em R? definido
por X (x,y) = (x+y?, —y) podemos integrar e mostrar que

o
X' (x,y) = <(x—i— ?)et — —eZI,yet> : (3.51)

—

Por outro lado como X (0) =0 e
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concluimos que 06 hiperbdlica e logo podemos usar o Teorema 3.4.1 para obter que X’
serd topologicamente equivalente ao fluxo

t 0 )
L'(u,v) = e'PX - (u,v) = e<0 1. (u,v) = (ue',ve™). (3.52)

Considerando y = 0 em (3.51) teremos X’ (x,0) = (xe’,0) o que nos fornece de imediato
uma dire¢do invariante pelo fluxo onde as trajetdrias diferentes da origem vao se afastando
da origem quando o tempo ¢ avanca para o futuro. Esta direcdo ‘cola’ direitinho na direcdo
dada pelo mesmo eixo dos x, e com o0 mesmo comportamento dindmico do fluxo linear
L'. Alertamos que isso é uma grande coincidéncia pois a mudanga de coordenadas i pode
retorcer tudo! Se facto vamos ver que a direcao ‘contratora’ (que sabemos que existe pois
ela estd 14 no fluxo linear L") é mais dificil de detectar no fluxo X’. Substituindo x = —%2
teremos que

2 2 —1\2
(G- (o) () e

2 . . . . .
mostrando que a curva x = _y? é invariante pelo fluxo X’. Grosso modo isto indica que um

ponto cuja abcissa € o quadrado da ordenada multiplicado por —% é enviado pelo fluxo X'
num ponto com essa mesma caracteristica. Esta curva determina a tal dire¢@o contractora
para iterados futuros que € a dire¢do homoéloga ao eixo dos y quando visto no fluxo linear

L'. De facto, por (3.53) temos para > 0 que
—t\2 2
‘ _ \/(_ (}’63 ) ) + (ye_t)z

()] = 555
y2

22t
—+1
9+

_, Y2 _
= |yle”’ T+1§|)’|€t

< Ce,

2 o ~ . . .
onde C = [y| 1/ % + 1. Estas curvas invariantes sdo objetos fundamentais em sistemas
dindmicos e chamam-se variedade estdvel e variedade instavel. .

« Exemplo 3.16 — Homeomorfismo # do Hartman-Grobman explicito. Quando
aplicamos o Teorema 3.4.1 no Exemplo 3.15 garantimos que o campo vetorial X (x,y) =
(x+y%, —y) tem fluxo topologicamente equivalente ao fluxo linear associado ao campo
linearizado de X dado por L(u,v) = (u,—v). Assim, (3.50) aplicada a (3.51) e (3.52)
garante que existe A tal que:

X' (h(u,v)) = h(ue',ve™). (3.54)

Definimos 77! (x,y) = (u(x,y),v(x,y)) = (x+%,y) e h(u,v) = (u— é,v). Este £ satisfaz
(3.54) de facto:

V2 v2e72[
X' (h(u,v)) = h(ue',ve™) < X'((u— ?,V)) = (uet - ,ve_t)
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O homeomorfismo & envia a variedade instdvel de L' dada por v = 0 na variedade instdvel
de X' dada pelo eixo dos x. O homeomorfismo 4 envia a variedade estdvel de L' dada por

u = 0 na variedade estdvel de X’ dada por h(0,v) = (—é, v). Ter a pardbola u = —% no

. » . 2 . .
referencial (u,v) é a mesma coisa que ter u = 0 em u = x + - visto no referencial (x,y).
L]

Exercicio 3.18 Considere o campo vetorial planar X (x,y) = (x?,—y). (a) Mostre que a

origem € uma singularidade nado hiperbdlica. (b) Existe variedade estdvel na origem? (c)
Descreva qualitativamente o comportamento dindmico numa vizinhanca da origem.

(a) Como X(0,0) = (0,0) a origem é uma singularidade. Como

DX ((x,y)) = (20" _01> obtemos DX ((0,0)) = (8 _01),

donde se obtém que a origem ndo é hiperbdlica. (b) Dada a condi¢ao inicial (x(0),y(0)) =
(x0,¥0) as curvas integrais do campo em questdo sio:

000 = (120

1—tx0’

X0
1—txg

donde se obtém que o eixo dos y é a variedade estdvel e a resposta é sim. (c) De x(t) =
obtemos ¢t = x% — )%z)’ logo

y(0) = (oe” el
O gréfico da funcao |y(x)| é (usando o Grapher)

De facto, temos que lim y(x) =0e lim |y(x)| = +oo. Observemos que, para x < 0, temos
x—0~ x—0F

uma dindmica contractiva (mas subexponencial) ao passo que, para x > 0, temos uma
dindmica expansiva. Desta forma temos a dindmica dada pela figura seguinte (Grapher):

A R TR T 1 A T T T .
SSNNAY YR LOVN S
NN B RN NENESE
I s A A ol
——— Ny RSN
i e | ='=oi_"41""1‘="_—"”=‘2"——"_"
-_-.Mrra.f'/fl I A TN P
e m o S I [ 7 -

A T
Ar AN
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Na vizinhanga da origem, existe contrag¢ao na horizontal (a esquerda) e na vertical. Contudo
a contracdo vertical € muito mais forte que a horizontal.

Matrizes hiperbdlicas em .7,

Vimos na seccdo anterior um campo de vetores linear L(x,y) = (x,—y) que tem 0 como
ponto hiperbdlico uma vez que os valores préprios sdo {—1, 1} ndo estando por isso no
eixo imaginario. Esta anélise da jacobiana de um campo de vetores em R? calculada num
ponto de equilibrio traduz-se numa andlise de matrizes em .#,. Dizemos que uma matriz
€ hiperbdlica se ndo possuir valores proprios com parte real nula. Como habitualmente

[AG)]

definimos a norma uniforme em A € .#, por SUP (40" o] Dizemos que o conjunto
o/ C M, é aberto para a norma || - || definida atrds se dado qualquer A € <7 existe € > 0
tal que B(A,€) C o/ onde B(A,e) = {B € ./#>: |A— B|| < €}. Dizemos que o conjunto
o/ C M, é denso para a norma || - || definida atras se dados quaisquer A € .#, e € >0
existe B € < tal que ||[A — B|| < &.

Teorema 3.4.2 — Teorema da estabilidade e abunddncia de matrizes hiperbdli-
cas. O conjunto das matrizes hiperbdlicas é aberto e denso em .Z,.

Demonstragdo. Uma vez que os valores proprios dependem continuamente das entradas
das matrizes temos que matrizes hiperbdlicas permanecem hiperbdlicas sob perturbacdes
pequenas e isso prova a abertura. Pelo Teorema 2.5.1 dada A € .#, existe uma matriz
. . . _ (1 . o O
invertivel P e uma matriz J tal que A = P-J - P~! onde J ¢ diagonal i.e. J = < Ol o ) ou
2
entdo J € soma de uma matriz diagonal com um sé valor préprio ¢ e a matriz nilpotente
0 1Y. o 1 .
de grau 2 dada por (O 0) 1.e. temos J = ( 0 G) . De uma forma ou de outra € claro
que podemos dar um ‘piparote pequenino’ € ‘empurrar’ J para uma matriz hiperbodlica
J. Depois é s6 considerar A = P-J- P~! que serd hiperbélica, pois matrizes conjugadas
possuem os mesmos valores proprios, e estard perto de A. [

Podemos concluir também que néo s6 os valores préprios dependem continuamente
da matriz como também dependem continuamente os seus espagos proprios. Assim,
uma matriz hiperbdlica terd estabilidade dos seus espacos estdvel e instdvel. Aqui

preferimos chamar ‘espacos’ em vez de ‘variedades’ porque estamos a tratar de
matrizes que sio objetos lineares.

O Teorema 3.4.2 é valido para .#, com n > 2 e a prova é semelhante mas requer
a andlise da forma candnica de Jordan em dimensdes maiores o que dd muito mais
trabalho.

Exercicio 3.19 Se substituir o conjunto .#, pelo subconjunto de .#, formado pelas
matrizes com traco nulo serd que o Teorema 3.4.2 ainda sera vélido?



4.1

(4. Equacoes diferenciais parciais

‘Do you know, the Devil confided, not even the best mathematicians on other planets - all
far ahead of yours - have solved it? Why, there is a chap on Saturn - he looks something
like a mushroom on stilts - who solves partial differential equations mentally; and even
he’s given up!’

em ‘The DeVil and Slmon Flagg ’ de Arthur POl‘geS (escritor americano de pequenos contos de fic¢ao)

Equacoes lineares e principio de sobreposicdo

Vimos na sec¢do §1.2 que uma EDO era uma equacao onde figuram a varidvel independente
x, a funcdo (incégnita) y(x) e as suas derivadas y'(x), y”(x),...,y" (x). Resumindo:

F(x,y,y ", ...,y™) =0. (4.1)

Como y(x) depende somente de uma variavel dizemos que a equag@o diferencial € ordindria.
Se tivermos uma fun¢@o u(xy,xy,...,x,) que depende que vdrias varidveis independentes
X1,X2,...,X, uma equacdo em derivadas parciais (acrénimo EDP tanto para singular como
para plural) é uma equacio onde figuram vérias varidveis independente x,x>,...,xy,, a
fun¢do (incdgnita) u(xy,xy,...,x,) € as suas derivadas parciais de u de vdrias ordens. Por
exemplo uma EDP de primeira ordem em R” sera:

du du du
F e Xy Uy =—,=—,...,=— | =0. 4.2
(X1,)C2, yXn, U axl axz axﬂ) 4.2)
uma EDP de segunda ordem em R? ser4:
du du d*u *u d*u
F PR — = 0 4.3
<x7y7u(x7y)7 ax7 ay? ax27 ayax7 ayz) ( )
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Assim como nas EDO a ordem da EDP € a ordem da derivada parcial de maior ordem
que figura na EDP. No quesito homogeneidade também temos analogia com as EDO:
a EDP serd homogénea se em todos os termos temos a presenca de u ou das suas
derivadas parciais. Sera ndo homogénea caso contrério.

Exercicio 4.1 Encontre trés EDP homogéneas e trés EDP nao homogéneas.

2
%:%, %?—axz—l-ue = —I—u+ saohomogeneas %—a—z-l- 2,
2
% = % +u—1le % +u+ —|—s1nxy $a0 nao homogeneas.

Exercicio 4.2 Resolva a EDP 3—’; =0 onde u = u(x,y).

u(x,y) = f(x) sendo f qualquer fungio.

« Exemplo 4.1 — EDO e EDP. Este exemplo traduz algo que surge frequentemente e
que induz o nivel superior em que as EDP se situam quando comparadas com as EDO.
Vimos que a Lei de Malthus (1.5) com ¢ = 1 tem solugdo P(¢) = Ce' com C € R. A EDP

irma gémea de (1.5) tem aspeto ‘?9? = u(x,t) ao invés de P'(t) = P(t). Podemos ‘chutar’

uma potencial solugdo u(x,t) = Ce'. De facto, ‘3’; = Cé' = u(x,t). Podemos até ser mais

ambiciosos e considerar u(x,t) = f(x)e’ onde f é uma fun¢do qualquer de x. Na moral,
na EDO temos uma constante C arbitraria enquanto que na EDP temos uma fun¢@o f(x)
arbitraria! .

Dizemos que uma EDP € linear se F for linear com relacdo a varidvel dependente i.e. a
funcdo incégnita e também com relagdo a todas as suas derivadas parciais.

« Exemplo 4.2 — EDP lineares. Temos os seguintes exemplos de EDP lineares:

. ‘3’; = Oc (equagao do calor);

. _2 + o u _|_ e —2 = 0 (equagdo de Laplace);
. aﬂ = ( a L. + > (equagdo de onda);
u

( -I-y) +8a_8 4y = Q0.

» Exemplo 4.3 — EDP ndo lineares. Temos os seguintes exemplos de EDP ndo lineares:

du 2%u.

ar ax2’
3
2
- (%) +az+ +5=0

.« (2 +y2)y + 8xay —u*=0;
du _ J%u
Jt ox? )
* % + M% + % = 0 (equacgdo de Korteweg-de Vries).

= f(u) com f ndo constante e ndo linear (equacdo de onda nio linear).



4.1 Equacdes lineares e principio de sobreposicdo 143

Aplicagoes entre diferentes conjuntos de fun¢des nas mesmas varidveis sao chamadas de
. 2 2
operadores. Na equacdo de Laplace planar definida por % + % = 0 podemos escrever su-

cintamente A(u) = 0 onde A € o operador laplaciano A(u) = ( =2+ 2> (u). Claramente,

A é linear pois A(au; +buy) = aA(uy) + bA(uy). EDP lineares definem por conseguinte
operadores lineares.

« Exemplo 4.4 — Principio da linearidade/sobreposi¢cdo. Supomos que as fungdes
u; para i = 1,...,n sdo solugdo das EDP A(u;) = f; parai = 1,...,n. Claramente que a
fungdo Y | aju; onde a; € R parai=1,...,n é solugdo da EDP A(v) =Y | a;fi. Desta
propriedade retiramos que, em particular, se cada uma das fungdes u; parai=1,...,n
forem solugdo da equagiio homogénea A(u) = 0, entdo qualquer combinag@o linear delas
satisfard a equac@o homogénea. Este principio tem-nos perseguido desde o principio.

Exercicio 4.3 O conjunto formado pelas solu¢des da EDP —J; + ?927]; + % = féum
espaco vetorial?

Sim. E facil de ver que (i) a soma de duas solugdes é ainda solugdo (ii) o multiplo
de uma solugdo € ainda solucao e (ii1) a funcao nula é solucdo.

Dizemos que uma EDP ¢é quase linear se F for linear com relagdo as derivadas parciais da
varidvel dependente de maior ordem. Por exemplo, a EDP

£+ m()az”_( )£+ a”+@3+5_0
W TS Voyox IR TV o T gy T T

€ quase linear.

« Exemplo 4.5 — Sistemas de EDP. Vimos em Anélise Real III que sendo E o campo
eléctrico e H o campo magnético as equacdes de Maxwell (a Heaviside) para o Eletromag-
netismo podem ser dadas pelo sistema de EDP lineares:

diviE) = 0
diviH) = 0
rot(E) = —u 8 at

JE
rot(H) = €%/

Tal como nas EDO além dos sistemas de EDP lineares temos os sistemas de EDP nao
lineares que, sendo bastante comuns em aplicagcdes, sdo mais complicados de resolver. =

Exercicio 4.4 Seja F(x,y,z,t) = (F,,F,,F;) um campo vetorial diferencidvel e ¢ a ve-
locidade da luz. O operador V? é denominado de Laplaciano vetorial sendo definido
por (V2F,, V2F,, V°F,). Simplifiquemos e consideremos ¢ = i = € = 1 (notemos que
c= \/L—E). Mostre que E e H definidos no Exemplo 4.5 verificam a equacdo de onda

2F — 9°F
VF = 21
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» Tome o rotacional em ambos os lados da equacéo rot(E) = —aa—}[l ie.em VXE =

—aa—}tl e, use a EDP rot(H) = aa—lf obtendo V x (VX E) = —‘?;T?.
+ Use a identidade rot (rot(F)) = Vdiv(F) — V?(F) e obtenha:

V x (VxE)=V(V-E) - V2E = V(div(E)) — V’E = —V?E (usando também a

EDP div(E) = 0).

. . . 2 e
« Finalmente usando os dois pontos anteriores obtemos V?E = %7? (andlogo para H).

Resolver EDP ndo € uma tarefa facil. Dizemos que uma problema envolvendo EDP ¢
bem posto se tiver solucao, for tinica e a solucdo depender continuamente dos dados no
problema. Claro que na resolu¢do de EDP teremos as seguintes lapalissadas gerais: EDP
nao lineares s@o mais complicadas do que EDP lineares, EDP de dimensao alta sdo mais
complicadas do que EDP de baixa dimensao, sistemas de EDP sdo mais complicadas do
EDP isoladas e EDP com muitas varidveis sao mais complicadas do que EDP com poucas
variaveis.

Exercicio 4.5 Determine uma solugdo u: [0,1] x [0,1] — R que verifica as condi¢des
9 — 1 em 0, 1[x]0,1[, 9% =0 em 0, 1[x]0, 1[ e u(x,y) = 2 em {0} x [0, 1].

y

u(x,y) =x+2.

Exercicio 4.6 — Equagdo do transporte. Seja f(x) uma funcio de classe C! e «(t)
uma fung@o continua. Mostre que u(x,1) = f (x— [ ot(s)ds) (t > 0) é uma solucdo da
EDP ‘3—’; = —a(t)g—z parar > 0e u(x,0) = f(x).

As EDP de segunda ordem lineares e ndo homogéneas na incdgnita u(x,y) podem ser
escritas na forma candnica por

d%u d%u d%u u u
aax2+2bayax+cay2+d$+ea_y+f”_g’ (4.4)

onde a,b,c,d,e, f e g ou sdo constantes ou sao fungdes das varidveis independentes x e
y. Convém que a,b e ¢ ndo sejam todos nulos sendo a EDP seria de primeira ordem®.
Quando a, b e ¢ sdo constantes temos a seguinte classificacdo:

* b*> —4ac > 0 EDP hiperbélica;
* b*> —4ac =0 EDP parabélica e
 b? —4ac < 0 EDP elitica.

Uma classificacio etimolégica semelhante ja tinha surgido quando analisdvamos os
valores proprios da jacobiana de uma fung¢do vetorial. Apesar dos objetos de estudo
serem diferentes (o que é que um ponto de equilibrio hiperbdlico tem a ver com uma
EDP com certos coeficientes nos termos de segunda ordem?! @) podemos dizer que
existe uma referéncia comum de trés termos a, b e ¢ e do discriminante b> — 4ac. Este
tipo de classificacdo surge também em geometria bésica (cénicas) e em geometria
diferencial relacionado com a curvatura em superficies. No Exemplo 3.3 aparecia
um E,F e G associados a uma matriz simétrica e definida positiva sendo que este
exemplo € propicio a uma classificacdo tricotémica deste género.
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Exercicio 4.7 Resolva a EDP ‘3—12‘ =0.

Podemos olhar para a EDP como uma EDO com um parametro y. Assim, a
solucdo serd u(x,y) = a(y)x+b(y). Uma vez que a,b sdo fungdes e ndo necessariamente
constantes o espaco das solucdes serd enorme.

Exercicio 4.8 Resolva a EDP aa —|— ax =0.

Podemos olhar para a EDP como a EDO av y v = 0 tomando v(x,y) = a €xum

pardmetro. Assim, a solugdo serd v(x,y) = C(x)e™ y . Finalmente, integrando v em relagdo
a variavel x teremos u(x,y) = a(x)e ™ +b(y).

Equacdo do calor e o método de Fourier

A equacdo do calor

Vamos considerar o seguinte modelo fisico. Temos uma barra cilindrica eventualmente
infinita e temos uma fonte de calor que atua sobre a barra no inicio. Consideramos que em
cada seccdo transversal a temperatura € a mesma e assim reduzimos cada secc¢ao circular
da barra a apenas um ponto. Dessa forma consideramos a fungo u(x,t) que indica a
temperatura na posi¢ao x e no tempo ¢. Temos portanto que no inicio do experimento é
dada a fung¢do u(x,0) e a medida que o tempo ¢ vai passando teremos outra descri¢do da
temperatura ao longo da barra dada por u(x,7). Claro que o material da barra é importante
neste estudo. Seja @ > 0 a constante de condutividade associada ao material constituinte
da barra. Sabemos de longa data que:

* a primeira derivada € crucial no crescimento ou decréscimo de uma fungdo. Assim,

‘?9;‘ > 0 indica que u cresce a medida que o tempo avanca e ‘9” < 0 indica que u
decresce a medida que o tempo avancga.

*a segunda derivada € crucial na andlise da concavidade de uma funcdo. Assim,

‘9 ¥ > 0 indica que u tem a concavidade voltada para cima e 55 ‘9 ¥ < 0indica que u

tem a concavidade voltada para baixo.

A seguinte equagdo € chamada de equacdo do calor em R

u d%u

e, grosso, modo descreve matematicamente o seguinte principio experimental induzido
pela Figura 4.1 A barra foi aquecida no inicio e nenhuma energia foi acrescentada ao
sistema. Logo, a temperatura em zonas frias so pode aumentar, e a temperatura em
zonas quentes so pode diminuir. Essa difusdo serd tanto mais rdpida quanto maior for a
condutividade do material.

A nossa intui¢@o aponta para que a fungdo u(x,#) va amenizando (tornando-se ‘flat’) a
medida que o tempo vai passado. Estes fendmenos sdo designados por problemas de
difusdo.

Exercicio 4.9 Na pdgina http://www.math.uchicago.edu/ luis/pde/heat.html encontra um
simulador da equagdo do calor. Explore-o!
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u(x,0)

& ‘ !

Figura 4.1: A tendéncia é as zonas mais quentes aquecerem zonas vizinhas com essa
elevada temperatura perdendo calor devido a difusao do mesmo. De igual forma zonas
mais frias arrefecem zonas vizinhas com essa baixa temperatura ficando mais quentes.

« Exemplo 4.6 — Polinémio do calor. O pohnomlo P(x,t) = 2x2 +1t € solugdo da

equacdo do calor (4.5) com o = 1. De facto, % =1le W = x sendo que % P—1. .

« Exemplo 4.7 — Soluc¢des do tipo exponencial. Consideremos a fungdo f(x,t) =
™t que serd solucdo da equagio do calor (4.5) com & = 1 se b = a?. De facto, %—J; =

et thr & d ~(ax+br) =e“Phe af = b g (ax+bt) = e™*¥q sendo que - Pf — paxtbig?,

Assim, ex“ 2+t e ! yio ser solugdes da EDP em causa. Nesta dltima proposta, pela

férmula de Euler, temos e~/ = e "¢ = ¢~ (cosx + isinx). .

Exercicio 4.10 Mostre que a equagdo do calor ¢ uma EDP parabdlica.

Transformadas de Fourier

Seja f: R — C uma fungio na varidvel x € R e f: R — C uma fungio na varidvel EEeR.
Dizemos que f € a transformada de Fourier de f se

— [ rwemEan, (4.6)

A~

representando a transformada de Fourier por .7 (f) = f.

- Exemplo 4.8 — Fungdo chapéu. Seja f(x) =1 se x € [—5,%] e f(x) = 0 caso
contrério. Temos

fA(é) = /°° f(X)eizmxé dx = /2 e 2G4y 1. o~ 2mixé

a
2

_ _27;& (e—ﬂiéa_eni§a> _ ﬁ (em'éa_e—mfa) asmjigia)

Y

P . . iz__ ,—iz .
onde na tltima igualdade usamos a forma complexa do seno sin(z) = =—. Ver Fi-
gura 4.2. .

= Exemplo 4.9 — Fungdo chapéu alto e fino. Seja f(x) =bsex € [—%,4%] e f(x) =0
caso contrario. Temos

A sin(néa).

7 = a2
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Agora vamos proceder ao exercicio seguinte; escolhemos b = a~!' e mandamos a — 0. Ver

Figura 4.3. .

-1

Figura 4.2: A funcao chapéu com a = 1 (a vermelho) e a sua transformada de Fourier
(verde).

Figura 4.3: A transformada de Fourier da funcao chapéu com a =1 (a verde), com a = 0.1
(a azul) e com a = 0.01 a vermelho.

« Exemplo 4.10 — Delta de Dirac. Definimos a ‘fun¢do’ § de Dirac por 6(x) = 0 se
x#0e 6(0) = co. De forma empirica induzimos que a transformada de Fourier de func¢des
constantes deverad ter a ver com a 0 de Dirac. .

A transformada de Fourier inversa de f é definida por:
)= [ Feemeae, 47

ie. Z N F(f(x) = f(x) e Z(F(f(£) = f(&).

Propriedades da transformada de Fourier:
* (Linearidade de .#) Dados a,b € C se 7 (af (x) +bg(x)) =aF (f(x)) +bF (g(x)).
* (Linearidade de .# ') Dados a,b € C se Z (af(€)+bg(&)) = aF (f(€))+

b7 (8(8)). P
« (Translacdo de x) Dado xg € R .Z (f(x —xg)) = e 2Fi0S f(£).
* (Translacdo de &) Dado & € R temos .Z ' (f(E — &)) = 2% f(x).

* (Escala) Dado a € R\ {0} temos .7 (f(ax)) = ﬁf (%)

Da nossa experiéncia em vdrias dreas da matematica sabemos que quando aplicamos uma
funcao linear a uma fun¢do chamamos de operador, e.g. operador derivacao (a derivada de
uma fung¢do de x continua sendo uma funcao de x), operador integral (o integral de uma
func¢do de x continua sendo uma fun¢io de x), ou um operador matricial que transforma
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uma func¢ao linear noutra funcdo linear. O nome ‘transformada’, indica, contrariamente aos
operadores, que a fun¢do vai mudar de varidvel (tempo/frequéncia ou espaco/momentum).

Nao podemos deixar de concordar que a expressao (4.6) € um tanto ou quanto complicada
mas € claramente uma das ideias mais engenhosas alguma vez criada. Na moral a esséncia
das transformadas € permitir reduzir uma equagao diferencial complicada de ordem n a um
polinémio de ordem » ou a uma equacao diferencial mais simples. Como encontrar raizes
de polinémios ou resolver EDO € uma tarefa sistemdtica, primeiro encontramos a solu¢ao
do polinémio ou da EDO e, finalmente, voltamos a transformar a solu¢do do polinémio ou
da EDO numa solucdo da equagao diferencial mais complicada.

Podemos resumir a ideia do método da transformada de Fourier da seguinte forma:

Consideraramos a EDP na incégnita u(x, )

!

Aplicamos .# a EDP

!

Obtemos uma equagdo algébrica ou equagio diferencial na incognita 4(€, s)

1

Resolvemos a equacdo em causa obtendo a solugdo (&, s)

{

Voltamos para tras via .% !

!

Obtemos a solucdo u(x,t) da EDP.

Vamos agora preparar o terreno para resolvermos a equagdo do calor via transformadas de
Fourier. Para isso seguem-se uns poucos resultados que de inocentes nao t€m nada.

« Exemplo 4.11 — Transformada de Fourier da primeira derivada. Vamos considerar
funcdes f tais que 1_1&1 f(x) =0 e depois calcular .Z (f'(x)). Integrando por partes com
X °S)

u(x) = e 2mE gy — f'dx, du = —2mié e 2 oy — f temos:

Fw) = [ e ax
T / Z Fl0)(—2miEe 258 ) gy

= 2mi& / ; f(x)e 2 dx = 2miE Z ().

_ f(x)efZﬂ:ixé

—00

Outra forma podia ser considerar possivel a aplicacdo da regra de Leibniz e proceder da
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seguinte forma: Queremos obter .7 (% f(x) =7 (g(x)) =

°° ; : d d [ ;
[ oemtas W gt =g 2 [ feemag

dx dx
_ /m 27rzx§ dé / eZm'x§ dg
Donde se obtém ou seja .7 (4 f(x)) = 2mi& F (f(x)). .

= Exemplo 4.12 — Transformada de Fourier da n-ésima derivada. Vamos considerar
fungdes f onde os calculos seguintes sdo validos:

F(f'(x) = 2miEF(f') = 2mi§)>F (f) = —(2n8)>F (f) = —(27E)* f(§).
Analogamente,
F(f"(x) = 2m&F(f") = 2ri§)*F(f') = 2mi§) F (f) = (2mi§)*F(&).

Assim, .Z (") (x)) = (27i&)" f(&). Concluimos que a transformada de Fourier transforma
uma n-ésima derivada de uma func¢io de x num polinémio de grau n em & a multiplicar
por uma fungio de £=. .

» Exemplo 4.13 — Convolucdo. Definimos a convolucio de f por g pela férmula

W) = (F+8)x) = [ fO)glr=y)dy. @)

Na moral a expressao (4.8) exprime o deslizamento de g ao longo de R e, quando estamos
numa determinada posi¢ao, digamos x, multiplicamos por f e avaliamos a drea desse
produto. Uma propriedade importante € a transformada de Fourier transformar convolucdes
em produtos expressa pela igualdade seguinte .7 (h(x)) = .Z (f(x)) - Z (g(x)) i.e. h(E) =

F(E)(E). De facto:

F(h(x) =

N

(F0)@) = [ (Frg)e > dx
([ rmste=nay) e 2 an
/ o;f(y)g(x y)e P dydx
/_ Zf (v)g(x —y)e 2HEE 2705 gy g
/_ Z F()glx —y)e 52208 iy gy
()27 [ gl y)e 27 ey
Je~2miv% / ~21i08 gy dy

f(y)e—z”’yég<é>dy = / F0)e g E) = FER(E).

3
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« Exemplo 4.14 — Transformada de Fourier inversa de uma gaussiana. Uma gaus-
2

1
V2ro
representa uma densidade de probabilidade tendo, em particular, que [~ g(&)dE =1. O

grafico de g tem a forma de sino e, quando ¢ diminui, o pico de g aumenta. Gaussianas sur-
62

gem também para além das probabilidades sendo definidas geralmente por g(&) = e 252
com f3 #0.

2 . 2
-1 ( 1 e_ziz) _ 1 / e—z%ezmxé dE

2wo 270 J—e

siana de média 0 e desvio padrdo ¢ é uma fungéo g(&) = e 202, Esta gaussiana

21 /°° e—ﬁ[52—2(262nix§)i(ZGzﬂix)z] dE

O J—c

_ 62622(7751'96)2 /oo e*ﬁ[52*2(262”“&)7(262””)2]d&
O J—oo

262722 oo
e cnx/ e—ﬁ[é—ZGZnix]zdg
20 J—o
9=2.2.2
— eZGﬂx,

— L [E-202mix)? . 1 . .
2 d& = 1. Concluimos que .% ~! envia uma gaussiana noutra

018 —F——— e
p V2no f—‘x’
gaussiana. n

Se o estiver muito perto de 0, entdo g(&) terd um pico enorme e um gréfico bem
afunilado. Por outro lado .7 ~!(g(&)) vai ficar bem espalhada parecendo quase a
funcdo constante = 1. Se pensarmos em & como a varidvel velocidade e x como a
variavel posi¢do vemos que quando pretendemos uma informac¢ao muito precisa na
velocidade, a informacgdo sobre a posi¢do ficard ‘espalhada’ perdendo assim toda
e qualquer chance de termos alguma precisdo. Este ‘pau de dois bicos’ traduz o
principio da incerteza de Heisenberg fundamental em mecanica quantica.

4.2.3 Solucdo da equacdo do calor na barra infinita usando transformadas de
Fourier

Consideremos a equagio do calor (4.5) com condig¢do inicial u(x,0) = ¢ (x). Assumimos
que esta distribuicdo inicial de calor na barra decai para zero quando x — oo pois estamos
a assumir uma quantidade limitada de energia calorifica inicial. Resolver (4.5) com a
condicdo inicial ¢ permite determinar a distribui¢ao de calor na barra no tempo ¢ que é
dada por u(x,1).

Aplicamos .# em ambos os lados da equag@o (no sentido que as varidveis a transformar
sdo x <> £ e ndo ) obtendo:
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8

]
I

Figura 4.4: Consideramos a fungdo f(x) = ¢ 0-01x* (verde) e a sua transformada de Fourier
obtida no WolframAlpha (vermelho). Notemos que a medida que f se aproxima da funcdo
constante = 1 (em intervalos limitados) a sua transformada de Fourier fica quase nula em
todo o lado e no zero tende a ‘explodir’. Recorde Exemplo 4.10.

20

—20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 4.5: Consideramos agora a fungio f(x) = ¢~ 0-001¢° (verde) e a sua transformada de
Fourier obtida no WolframAlpha (vermelho). A tendéncia descrita na Figura 4.4 fica mais
vincada. Recorde Exemplo 4.10.

Jdu e 0%u
7 (E) =7 (w)?

Usando linearidade obtemos:

du d%u
Fl=)=a7 (==
(5r) =7 (52):
Pelas propriedades da transformada de Fourier da derivacdo (Exemplo 4.12) teremos:

2 #(¢.1) = ~al2nt)alz.0), *9)

sendo que deixamos de ter uma EDP como (4.5) e passamos a ter (4.9) que € uma EDO
linear de primeira ordem com condigdo inicial #(&,0) = ¢(&). Claro estd que fixamos & e
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pensamos apenas na EDO com varia¢do em ¢ ou, dito de outra forma, temos uma familia de
EDO parametrizadas por &. Usando a notacdo (1.24) temos p(t) = —a(2wE)?, g(t) =0
e o fator integrante é i(r) = e~/ P(5)ds = ¢*(278) Multiplicando ambos os lados de (4.9)
por i(t) teremos

071 9 (& 1) e a2 (1) =0,

Podemos comprimir via regra do produto da derivada obtendo:

d

2 (ea(zmsﬂzﬁ(g,t)) —0, (4.10)

Agora integramos (4.10) com relag@o a varidvel t mantendo & fixa. Teremos assim

e CTEA(E 1) = f(8)
ou seja
a(E,1) = f(§)e v, @.11)

Pela condicio inicial 4(&,0) = ¢() teremos, tomando 7 = 0 em (4.11), que f(&) = ¢(&)
€ assim:

(&, 1) = §(&)e v (4.12)

Interlidio: Podemos passar diretamente de (4.9) para (4.12)9.

Chegamos assim a meio do caminho da resolug¢do da EDP do calor. Queremos finalmente
determinar u(x,7) cuja transformada de Fourier é 4i(&,7) ou seja é @(é)e’“(zﬂé)%, ie.

F (u(x,1)) = (&)e T, (4.13)

Se o problema fosse apenas determinar uma fungao cuja transformada de Fourier fosse

2 ~ . .
e~ (278) entdo saberiamos resolver pois vimos no Exemplo 4.14 que
2
7] ( 1 e_ziz) _ 6—262752)62
)
V2no
ou seja que

&2 2

e 202 = \/271'69((262”2’6 ).

Fazendo 472t = 2}7 teremos

& =
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Assim, de (4.14) sabemos que um dos fatores no produto no segundo termos da igual-
dade (4.13) € a transformada de Fourier de ¢ e o outro € a transformada de Fourier de

2
X .
V2woe dai, Assim como

2

F(ulx,1)) = F(9(x)) - F (V2roe )

concluimos que

2 * (x—»)? 1 * ()2
u(x,t)=0(x)x V2roce %u = 277:6/ e dat dy= / e dar (dy,
(1) = @ (x)* v o) V= 90) y
(4.15)

donde

740(1 41
u(x,t) = M dy (4.16)

€ a solugdo da equacgdo do calor com condicao inicial ¢.

2
~ X . .
A expressdo u(x,t) = ¢(x) * V2woe i que surge em (4.15) indica que convolu-
cionamos a condicao inicial com uma gaussiana. A tendéncia é pois ‘suavizar’ e
‘espalhar’ ¢.

Exercicios de EDP usando transformadas de Fourier

Exercicio 4.11 Resolva, usando transformadas de Fourier, a EDP 2% + 3% =0 com
condi¢@o inicial u(x,0) = ¢(x).

Relembrando o Exemplo 4.11 e que .7 ( a"(g);’t)) =2mi&.F (u(x,t)) consideramos
# na EDP obtendo a EDO

24(&,1)

Amiti(E,1) +33

=0,

cuja solugdo é i(E,1) = ¢ (& )674713&. Relembrando a férmula da translago de x vista atrds
temos que dado xq € R vale .Z (¢ (x —xg)) = e~ ZF0S $(E). Assim, aplicando .Z ! em
ambos os lados teremos ¢ (x —xg) = .Z ! (e~ 25 ¢(&)). Escolhendo xo = % temos a

solugdo u(x,t) = ¢ (x— ).

Exercicio 4.12 Resolva, usando transformadas de Fourier, a EDP 2t% + 3% =0 com
condicdo inicial u(x,0) = ¢ (x).

Relembrando o Exemplo 4.11 e que .# (a”(x t)) 2mi& F (u(x,t)) consideramos
# na EDP obtendo a EDO em varidveis separaveis

2i(&,r)

4rmiga(8,1) + 352

=0,

cuja solugdo é f(&E,1) = ¢(&)e™
O(x—xp) =7 (e _2””05(1)(5)) Escolhendo xp = temos a solucdo u(x,t) = ¢ (x— é)
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Exercicio 4.13 Resolva, usando transformadas de Fourier, a EDP % + % =0 com
condi¢@o inicial u(x,0) = ¢ (x).

Relembrando o Exemplo 4.11 e que .7 ( a”{gi’t)) = 2mi& .F (u(x,t)) consideramos
Z na EDP obtendo a EDO

QTIEA(E, 1)+ aﬁ(af’t) —0,

ou seja

0i(&,t)
ot

A solugio da EDO (4.17) é 4(&,1) = ¢(&)e 27! Pela férmula da translagio de x dado
xo €ER vale ¢(x —xp) =.F (e ’2””“05(]5(6)). Escolhendo xo = 7 temos a solucao u(x,t) =

¢ (x—1).

Exercicio 4.14 Resolva, usando transformadas de Fourier, a EDP gz +5/ + u =0 com
condi¢@o inicial u(x,0) = ¢ (x).

= (—2mi&)a(&,1). 4.17)

Relembrando o Exemplo 4.11 e que .7 ( a”{gi’t)) = 2mi& .F (u(x,t)) consideramos
Z na EDP obtendo a EDO

dmiEM(E, 1)+ aﬁ(af”) +a(E,r) =0,
ou seja
3ﬁg§,t> — (—2miE —1)a(E ). 4.18)
A solucio da EDO (4.18) é a(&,1) = ¢(&)e 2761 — ¢~ §(E)e2mi! | Pela férmula
da translacdo de x dado xp € R vale ¢ (x —xg) = F 1( ’2””‘05(13(5)) Escolhendo xo = ¢

temos a solugdo u(x,t) =e "¢ (x—1).

Equacdao de Laplace

Dado o campo escalar u: R" — R definimos a equacdo de Laplace por:
Vzu(xl,xz, ey Xy) =0, (4.19)

onde temos apenas coordenadas espaciais (xy,x2,...,x,) € R" sem referéncia a coordenada
temporal 7. Esta independéncia do tempo indica que % = 0 o que, em certo sentido, traduz
um estado de equilfbrio para o equagdo do calor. De facto, a EDP (4.5) em dimensdo 2 é

du(xyit)
ot

traduzida por (a,y ) — aVzu(x,y,t) e, se = 0, entdo teremos a EDP (4.19) planar.

Por vezes usamos A = V2 para representar o operador laplaciano. O laplaciano é um
habitué em fisica matematica, EDP, probabilidades, andlise harménica, teoria de niimeros,
etc. Quando temos Au = f dizemos que a EDP € a equacao de Poisson. Vimos em Andlise
Real III que as solucdes da EDP (4.19) sdo as fungdes harmonicas.
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Seja a € R a constante de condutividade térmica de um corpo indicando a forma
como esse corpo difunde o calor. Seja f a fonte de calor e u(x) uma fung¢do que
representa a temperatura do corpo no ponto x. O fluxo de temperatura é associado ao
campo vetorial dado por aVu(x). A fluxdo do campo vetorial aVu(x) (i.e. o fluxo de
oVu(x) através da superficie do corpo) é determinado pela divergéncia sendo igual a
fonte de calor: V- (aVu(x)) = f(x). Donde temos oV2u(x) = f(x) ou seja a EDP
de Poisson aAu(x) = f(x).

Exercicio 4.15 Mostre que a equagio de Laplace é uma EDP elitica.

= Exemplo 4.15 — Equacdo de Laplace na faixa infinita. Seja Au(x,y) =0i.e. % +

2
2y
Aplicamos .% na EDP obtendo a familia de EDO na varidvel y parametrizadas por & dadas
por

0 onde (x,y) € R x [0, 1] com condi¢des de contorno u(x,0) =0 e u(x,1) = ¢(x).

82
—(2m8)%a(8.y) + 55i(5.y) = 0. (4.20)
Obtemos também que 7(E,0) =0 e 4(E,1) = ¢(x). A solucio geral de (4.20) é
a(&,y) = A(E)cosh(2n&y) + B(&) sinh(27&y). (4.21)

De #(&,0) = 0 obtemos A(E) = 0 e juntando (&, 1) = ¢(&) obtemos B(E) = = 9(8)
donde retiramos que:

a(&,y) =¢3(5>%'

Finalmente, aplicando .% ~! obtemos de (4.7) a solucio:

)= [ 06 GGy e @22)

Equacdo de onda e formula de D’Alembert
Equacdo de onda

Vamos considerar agora o seguinte modelo fisico. Temos uma corda e duas pessoas a
agarrar nas pontas fazendo um movimento oscilatorio tipico do crossfit (ver Figura 4.6).

Consideramos a fung@o u(x,r) que indica a altura da corda na posi¢do x e no tempo ¢.
Temos portanto que no inicio do experimento é dada a fungdo u(x,0) e 2 medida que o
tempo 7 vai passando teremos outra descri¢do da configura¢do da corda dada por u(x,?).
Claro que o material com que a corda € feita € importante neste estudo. Seja o > 0 uma
constante associada ao material constituinte da corda. Sabemos de longa data que:
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Figura 4.6: Criagdo de uma onda com movimentos de brago. Isto € um exercicio de Crossfit
chamado battle rope. Apesar de termos referido que o experimento tem uma corda e duas
pessoas mas na figura aparecer uma pessoa e duas cordas @ relembramos que vamos estar
interessados no experimento associado a apenas uma corda.

* pela segunda lei de Newton F = ma onde F € a for¢a, m a massa do corpo e a a
aceleracdo.

* aderivada do espaco u(x,7) em relagdo ao tempo ¢é a velocidade % e a derivada da

. ~ . ~ 92

velocidade % em relacdo ao tempo € a aceleracdo %

* a segunda derivada € crucial na andlise da concavidade de uma funcdo. Assim,
21 ( indi t idade voltad i %1 < ( indi
52 indica que u tem a concavidade voltada para cima e 57 < 0 indica que u

tem a concavidade voltada para baixo.
Ao bom espirito de Kierkegaard vamos assumir o seguinte salto de fé 3:
A forca é proporcional a concavidade.

Observemos que este principio analisado geometricamente (Figura 4.7) tem uma seme-
lhancga enorme com a equacdo do calor. Como a for¢a € basicamente a aceleragdo (segunda
Lei Newton) considerando uma constante de proporcionalidade K > 0 podemos traduzir o
salto de fé matematicamente por m‘;—jg =ma=F =K 3—?2‘ A seguinte equacdo ¢ chamada
de equacdo de onda

(92u . 2821/{

onde c representa a velocidade da onda.

A equagio de onda foi introduzida em meados do século XVIII por D’ Alembert! aquando
do seu estudo em movimentos vibratdrios em cordas.

« Exemplo 4.16 — Andlise dimensional na equagdo de onda. Notemos que na EDP

2 . ~ -
(4.23) temos que sendo % uma aceleracio tem dimensodes t% (comprimento por segundo

'D’ Alembert (1747) "Recherches sur la courbe que forme une corde tendué mise en vibration", Histoire
de I’académie royale des sciences et belles lettres de Berlin, vol. 3, pages 214-219.
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u(x,0)

& ‘ !

Figura 4.7: A for¢a em zonas com a concavidade voltada para baixo aponta para baixo. Ja
em zonas com a concavidade voltada para cima a for¢a aponta para cima.

sz 2 . ~ . A . . .
ao quadrado) ja % tem dimensoes éﬁz = %. Assim, para manter coeréncia dimensional,
Ve M ~ 2 . 7 . ~
c? terd que ter dimensdes f—z, ou seja c terd que ter dimensoes f 0 que representa uma

velocidade. Esta consideracdo indica que escolher a constante de proporcionalidade ¢?
ndo € propriamente um capricho ou até uma mnemonica para nos lembrarmos que essa
constante ndo pode ser negativa. De facto, tem significado fisico! .

Exercicio 4.16 Na pagina http://www.math.uchicago.edu/ luis/pde/wave.html encontra
um simulador da equacgdo de onda. Explore-o.

Exercicio 4.17 Mostre que a equagio de onda é uma EDP hiperbdlica.

Solucdo da equacdao de onda usando transformadas de Fourier
Vamos resolver a EDP (4.23) com as condi¢des u(x,0) = f(x) e %(x, 0) = g(x).

Aplicamos .% a ambos os lados da EDP Py cz‘;—i’z‘ obtendo a EDO

o=
92
wﬁ(éﬂ‘) = _C2(2”5)2ﬁ(§7l)7 (4.24)
com as condicdes 7(E,0) = f(E) e %ﬁ(é,t) 0 8(&). A solugdo de (4.24) é:
a(&,1) = A(E)cos(2mcér) + B(&) sin(2medr). (4.25)

Para obter A(&) e B(&) derivamos temporalmente (4.25) e obtemos:

%ﬁ(é 1) = —2mcEA(E)sin(2rcét) + 2mncEB(E) cos(2meét), (4.26)

logo (4.25) garante que A(E) = f(&) e (4.26) garante 2cEB(E) = §(E). Assim,

A

A(E,1) = f(E)cos(2meEr) + (2g7(172 sin(2mcét). (4.27)

A primeira parcela de (4.27), usando a representacdo complexa do coseno, € igual a

R N eZm’c&t efZEicét . g ~ g
f(&)cos(2mesr) = F(§) ( - ) = (Feyamesr 4 fgye2mesr) . am)

2
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Pela férmula da translagao de x dado xp € R vale f(x—xo) = F (e 2F0s (). Esco-
lhendo xg = —ct para f(&)e?™ %! ¢ xo = ct para f(&)e 25! temos a solucio:

F(F(E) cos(2mckr)) = %( Flxtct)+ flx—ct)). 4.29)
A segunda parcela de (4.27) € igual a

(&) . _ 8(8) sin(2mcSr)

2ok sin(2mcét) = & amic (4.30)

Definindo (x) = [y g(s) ds pelo Teorema Fundamental do Calculo teremos /' (x) = g(x) e
pelo Exemplo 4.11 temos (&) = 2wiEh(&). Estamos a assumir que € possivel determinar
Z (h). Logo, usando a representag¢do complexa do seno, (4.30) fica:

2né c T ¢ 2i 2¢

g(é) sin(2ﬂ?c‘g’t) lil(é) <62m’c§t _ 62ﬂi051> i (i/\l(é)ezmcéz . f@(é)e—zmcét> )
4.31)

Novamente, pela férmula da translagdo de x dado xo € R vale h(x—xo) = F ~l (e 2m08 ().
Escolhendo xo = —ct para h(&)e?™<5! ¢ x = ct para h(E )e 275! temos

7! ( ;’féé sin(2ﬂc§t)) ~ g <% (h(g)emis —ﬁ(g)ezﬂk%f»

1
= %(h(x—i- ct) —h(x—ct))

— ([ eas [ etsras)
= ([ sas)

Juntando (4.29) a este ultimo célculo obtemos a solu¢do D’ Alembert para a equacao de
onda dada por:

1 1 Xt g
u(x,t) = 5(f(x—i—ct) +f(x—ct))+ % (/xm a[M()C,O)ds> (4.32)
Exercicio 4.18 Considere a EDP ‘3—?5‘ = 9‘3—1’24 comx € Ret >0 com as condigdes de
fronteira u(x,0) = f(x) e %(x, 0) =g(x) = f(x) onde f(x) =1se |x| <2e f(x) =0 caso
contrério. (a) Determine u(0,1/6). (b) Discuta o comportamento assintético da solugdo
quando ¢ — oo,

(a) Pela solu¢do D’ Alembert para a equacdo de onda em (4.32) temos
X+t g

u(,r) — %(f(x+ct)+ f(x—ct))+zic< /[ Eu(x,O)ds)

1 1 x+3t
= 5(f(x+3t)+f(x—3t))+6 (/x3t Eu(x,O)ds) ,
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assim,

1 11 1 1( 150
M(O»g) = E(f(§)+f(_§))+6</ gu(x,o)dS>

(b) Fixamos x € R e avaliamos tli_>mu(x, t). Tendo em mente (4.32) sabemos que tli_>m flx+
3t) =0, tlggf(x —3t)=0e lim g %u(x, 0)ds = [*,1ds = 4. Consequentemente,

i _2
}ggu(x,t) =3
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