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Resumo

O tratamento de conjuntos de dados de grande dimensdo ¢ uma questdo que € recorrente
nos dias de hoje e cuja tarefa ndo ¢ simples, dadas as limitagdes computacionais, ainda,
existentes. Uma das abordagens possiveis passa por realizar uma selecdo de atributos que
permita diminuir, consideravelmente, a dimensao dos dados sem aumentar a inconsisténcia
dos mesmos. “Rough Sets” ¢ uma abordagem que difere doutras técnicas de selegdo de
atributos pela sua capacidade de lidar com dados inconsistentes. Outra abordagem para
redugdo de dados ¢ conhecida como Analise Logica de Dados (LAD). A Andlise Logica de

Dados Inconsistentes (LAID) junta as vantagens destas duas abordagens.

Palavras chave: Data Mining; Selecdo de atributos; LAID; Inconsisténcia dos dados.
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1. Introducao

Data Mining consiste num conjunto de processos e métodos destinados ao tratamento e
analise de dados, procurando modelos, padrdes, relacionamentos entre variaveis e valida-

los, aplicando esses modelos a novos conjuntos de dados.

A existéncia de um grande volume de observagdes (registos), as quais pertencem a uma de
varias classes (resultados possiveis) e que poderdo ter associados muitos atributos ou
carateristicas, faz com que a dimensdo do conjunto de dados seja tal que, mesmo
computacionalmente, torne o seu tratamento extremamente moroso ¢ pesado. E neste
contexto que surgem os métodos de selecdo de atributos (feature selection). O intuito ¢é
escolher, entre os atributos existentes, um conjunto minimo que permita obter resultados o
mais proximo possivel dos resultados do conjunto inicial, removendo atributos que sejam
irrelevantes e que poderiam originar modelos de menor qualidade. Estes processos de
selecdo aceleram os algoritmos de Data Mining, melhoram a precisdo das previsdes e

facilitam a sua compreensao (KUMAR _& MINZ, 2014).

Quando o nimero de observagdes ¢ muito menor que o de atributos, aumenta a dificuldade
de todo o processo de extracdo de conhecimento, porque o espaco de pesquisa,
normalmente, ¢ escassamente povoado (matriz esparsa) (KUMAR_& MINZ, 2014). Outros
problemas prendem-se com a possibilidade de existir uma grande quantidade de atributos

irrelevantes, redundantes, ou dependentes, e dados descontextualizados (noisy data).

Existem varias técnicas de selecdo de atributos, entre as quais estdo os Rough Sets e a
Analise Loégica de Dados (LAD), cada uma com as suas virtudes e defeitos. Da
combinagdo destas duas técnicas, surge a Analise Logica de Dados Inconsistentes (LAID),

que vai buscar o melhor de cada uma das técnicas primarias (CAVIQUE et al., 2013).

Dada a escassez de estudos e aplicagdo de técnicas de selecdo de atributos a conjuntos de
dados de grande dimensao (KUMAR_& MINZ, 2014), o projeto de dissertagdo propde-se
colmatar esta lacuna e disponibilizar a implementacao de um algoritmo de selecdo, com

avaliagdo dos resultados obtidos.



2. Selecao de atributos

A medida que se dissemina o uso das TI no mundo empresarial, nas instituicdes oficiais e
no dia a dia das pessoas, aumenta, de forma exponencial, a disponibiliza¢do de informagao
em todas as areas do conhecimento humano. Apesar da grande evolucdo registada neste
século, ao nivel dos equipamentos informaticos, ndo tem sido suficiente para acompanhar
as exigéncias de processamento dessa mesma informacao digital. Para lidar com tamanho

volume de dados ¢ necessario a sua filtragem, através de algoritmos de pré-processamento.

A selecdo de atributos ¢ uma das principais técnicas de pré-tratamento de grandes volumes
de dados. Segundo Kumar e Minz (2014), a seleg¢ao de atributos € um processo que permite
detetar os atributos relevantes num conjunto de dados e eliminar os irrelevantes,
redundantes ou causadores de ruido (onde o valor original foi modificado, por exemplo, no
caso de entrevistas, a existéncia de falsos testemunhos). Esta sele¢ao acelera os algoritmos
de Data Mining, aumenta a precisdo na realizagdo de previsdes e melhora a compreensao
dos processos. O problema agrava-se quando, no conjunto dos dados, o nimero de
atributos ¢ muito maior que as observacdes realizadas, originando um espago de pesquisa
mais esparso e dificultando a diferenciacdo do que ¢ relevante por contraponto com o que €
ruido (KUMAR, MINZ, 2014). Uma boa selecao de atributos permite facilitar o processo
de aprendizagem e compreensdo do dominio em estudo, obter melhores previsdes,

simplificar modelos e reduzir custos.

Nos ultimos anos, a selecdo de atributos tem sido objeto de muitos estudos e artigos
publicados. Tem sido aplicada em muitas areas da atividade humana como na analise do
ADN, detecao de perturbagdes, classificagdo de textos, ou musicas, tratamento de imagens,
etc. (BOLON-CANEDO et al., 2013). Por consequéncia, surgiram muitos algoritmos de
selecdo, sendo dificil estabelecer um critério de avaliagdo dos mesmos. Entre os autores, ¢
unanime concluir que ndo existe um método que possa ser considerado “o melhor”,

dependendo de muitas variaveis do dominio em estudo.



2.1. Etapas do processo de selecao de atributos

A selegao de atributos pode ser realizada segundo duas filosofias distintas (GUYON,
ELISSEEFF, 2003):

Avaliacao individual dos atributos, onde a cada atributo ¢ atribuido um peso de
acordo com a sua relevancia;
Avaliagao de um conjunto de atributos selecionados obtidos iterativamente segundo

um critério definido.

A avaliacdo individual nao consegue remover atributos redundantes, porque tenderdo a ter

pesos semelhantes, ao contrario da avaliacdo de subconjuntos de atributos, que pode lidar

com redundancias, mas tem problemas inerentes a procura dos subconjuntos (BOLON-

CANEDO et al., 2013).

Na opinido de Dash e Liu (1997), o procedimento tipico de sele¢ao de atributos ¢ composto

por quatro etapas (ver Figura 2.1):

1.

Procedimento heuristico de procura para selecionar um subconjunto de atributos,
muito influenciado pelo método de escolha dos atributos e pelo ponto de partida;
Avaliagao do subconjunto de atributos gerado, por comparagdo com o subconjunto
previamente obtido, que podera ser independente de algoritmos de mineragao ou
ser dependente destes e recorrer a dados de treino;

O processo ¢ repetido até que se cumpra determinado critério de paragem definido,
que podera depender do niumero de iteragdes, do numero de atributos escolhidos, se
a alteracao de algum atributo ja ndo acrescenta valor, ou depender de alguma
funcdo de decisdo (que podera substituir a etapa de avalia¢ao);

Validacdo do subconjunto obtido, através de varios testes, por comparagdo com
resultados previamente obtidos ou comparando com os resultados de métodos

alternativos.

A selecao de um subconjunto de atributos ndo ¢ tarefa facil, a comecar pelo facto de, numa

base de dados com n atributos, existirem 2"—1 subconjuntos diferentes ndo vazios ("Ci+

"Cy+...+"C,). Pelo facto de o problema de sele¢do ter um crescimento exponencial com o



nimero de atributos, obriga ao uso de estratégias, que poderdo ser exaustivas, sequenciais

ou aleatdrias (DOAK, 1992).
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Figura 2.1 — Processo de selegdo de atributos com validagao.

(Adaptado de: DASH, LIU, 1997)

A pesquisa exaustiva garante a solucao otima. O algoritmo Exhaustive Search examina
todas as possibilidades no espago de pesquisa, mas existem outros que, efetuam a pesquisa
exaustiva numa determinada vizinhanga, ou dentro de certos limites, como s3o o caso dos
algoritmos Branch and Bound, Approximate Monotonicity with Branch and Bound ¢ Beam

Search (DOAK, 1992).

Na pesquisa sequencial, sdo selecionados um ou mais atributos, num processo iterativo,
onde o nimero maximo de iteragdes ¢ O(n). A pesquisa sequencial ¢ completa, facil de
implementar, mas pode niio obter o subconjunto 6timo e o espago de pesquisa ¢ O(n?)
(KUMAR, MINZ, 2014). Pode ter muitas variantes: a Forward Sequential Selection
comeca com o subconjunto vazio e adiciona um atributo de cada vez; a Backward
Sequential Selection comega com o conjunto total de atributos e remove um atributo de
cada vez; a PQ Sequential Selection adiciona atributos numa iteragdo e remove na
seguinte; a Bi-Directional Search efetua duas pesquisas em simultaneo, por iteracdo, uma

para adicionar um atributo, outra para retirar (DOAK, 1992).



A pesquisa aleatoria parte da um subconjunto com atributos escolhidos aleatoriamente.
Durante as varias iteragdes, a sele¢do pode ser completamente aleatoria, ou sequencial,
mas incluindo alguma aleatoriedade na escolha (KUMAR, MINZ, 2014). A aleatoriedade
tem como objetivo conseguir-se escapar a minimos locais do espaco de pesquisa (DOAK,

1992). A ordem do espago de pesquisa ¢ O(n?) (KUMAR, MINZ, 2014)

No processo iterativo, apds obter um subconjunto, ha que avalia-lo, para verificar se ¢
melhor que o melhor subconjunto até entdo encontrado. Aqui, ¢ essencial definir um
critério de avaliagdo. H4 que ter em conta que, um subconjunto pode preencher os
requisitos de um critério e ndo os de outro (KUMAR, MINZ, 2014). Esta ndo ¢ uma questao
facil, nomeadamente, se estivermos a lidar com bases de dados de grande dimensdo, onde o
numero de observagdes € muito menor que o numero de atributos (KOHAVI, JOHN,
1997), porque, neste caso, temos, relativamente, menos observacdes para poder avaliar a

selecdo obtida.

Existem, dois tipos de critérios, baseados na sua dependéncia, ou ndo, dos algoritmos de

aprendizagem (KUMAR, MINZ, 2014).

Os critérios independentes nao t€ém em conta o algoritmo de aprendizagem, recorrendo a
modelos de filtragem e aos dados de treino para avaliar os subconjuntos. Medidas de
distancia, medidas de informag¢ao ou incerteza, medidas de probabilidade de erro, medidas
de dependéncia, medidas de distancia interclasse e medidas de consisténcia sdo alguns, dos

muitos, critérios independentes existentes (KUMAR, MINZ, 2014).

Na aplicagdo de critérios dependentes ¢ necessario ter o algoritmo de aprendizagem ja
determinado. A avaliacdo dos subconjuntos de atributos ¢ feita recorrendo aos processos
do algoritmo, o que aumenta a performance deste. No entanto, ¢ computacionalmente
dispendioso, porque ¢ efetuada uma estimativa da precisdo para cada subconjunto de

atributos (KUMAR, MINZ, 2014).

Por fim, o critério de paragem pode corresponder a um, ou a uma combinacdo, dos
seguintes casos (KUMAR, MINZ, 2014):
e Limitar o niimero de iteracdes;

e Definir um nimero minimo de atributos selecionados;



e Definir uma taxa minima de erro de classificacao;
e Completar a pesquisa;
e Verificar se retirar, ou acrescentar, novos atributos ao subconjunto ja ndo origina

diferencas significativas.

2.2. Diferentes abordagens a selecdo de atributos

Bolon-Canedo, Sénchez-Maronio e Alonso-Betanzos (2013), Kumar e Minz (2014)
indicam a existéncia de trés diferentes abordagens a selecdo de atributos: Filter; Wrapper;

Embedded.

2.2.1. Abordagem Filter

Os métodos que seguem esta abordagem fazem a sele¢do dos atributos com base na sua
importancia para a previsdao da variavel em estudo (classe), independentemente do
algoritmo de aprendizagem. Estes métodos selecionam os atributos mais relevantes para
determinar o valor da classe. Sio rapidos, eficientes e permitem boas previsdes (BOLON-
CANEDO et al.,, 2013). O problema desta abordagem ¢ poder selecionar atributos
redundantes e ndo selecionar atributos que, nao tendo importancia por si, sdo importantes
quando combinados com outros (KUMAR, MINZ, 2014). Sao frequentemente usados para
pré-processamento dos dados (BOLON-CANEDO et al., 2013). FOCUS, ABB, Relief
(KUMAR, MINZ, 2014), CFS, INTERACT, Consistency-based Filter, InfoGain, ReliefF,
mRMR e My (BOLON-CANEDO et al., 2013) sdo exemplos de métodos que usam esta

abordagem.



Sele¢ao de um

Conjunto inicial ::> subconjunto de ::? Algoritmo de

de atributos Atributos aprendizagem

Figura 2.2 — Abordagem Filter.
(Fonte: JOHN et al., 1994)

A abordagem Filter tem uma boa performance, porque a filtragem redunda numa tnica
solucdao, sendo mais intuitiva. No entanto, porque ndo tem em conta o algoritmo de
aprendizagem, muitos dos atributos selecionados poderdo ndo otimizar o modelo de

previsao e os critérios de selecao sdo dificeis de determinar. (CAVIQUE et al., 2013)

FOCUS e Relief sao os métodos mais conhecidos que recorrem a abordagem Filter.
FOCUS faz uso da existéncia de inconsisténcias, procurando grupos de atributos que
minimizam a quantidade destes conflitos. J& o método Relief faz a avaliagdo de um
conjunto de atributos através de um processo de avaliacdo baseado na diferenca entre a
distancia das observagdes da mesma classe e de classe diferente, que sejam mais proximas.

(CAVIQUE et al., 2013)

2.2.2. Abordagem Wrapper

A grande diferenca entre as abordagens Wrapper e Filter reside no critério de avaliagao.
Os métodos que seguem a abordagem Wrapper realizam a selecdo de subconjuntos de
atributos durante o processo de treino, através de um algoritmo de aprendizagem
especifico, ao qual recorrem para proceder a avaliagdo (KUMAR, MINZ, 2014), com
maiores custos de processamento, logo mais lentos (BOLON-CANEDO et al., 2013). Se o
numero de observagdes for insuficiente, aumenta o risco de overfitting (KUMAR, MINZ,
2014), ou seja, o modelo obtido encaixar perfeitamente nos dados de treino, mas a precisao
diminuir bastante quando aplicado noutros grupos de dados. Consegue capturar as
dependéncias entre atributos (BOLON-CANEDO et al., 2013). Exemplos de métodos:
Wrapper-C4.5 e Wrapper SVM (BOLON-CANEDO et al., 2013).

10



‘ Pesquisa de subconjuntos |
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Figura 2.3 — Abordagem Wrapper.
(Fonte: JOHN et al., 1994)

Neste caso, como os critérios de selecdo sdo determinados recorrendo ao algoritmo de
aprendizagem, eles sdo faceis de estimar. Mas, pela mesma razao, sao computacionalmente
mais pesados e pouco intuitivos. Também, nao identificam dependéncias estatisticas entre
atributos, podendo, o subconjunto determinado, ndo ser o que melhor explica o modelo,

destruindo a semantica subjacente ao sistema. (CAVIQUE et al., 2013)

2.2.3. Abordagem Embedded

A abordagem Embedded tenta combinar as vantagens das abordagens anteriores. Procura o
subconjunto 6timo de acordo com o algoritmo de aprendizagem durante o processo de
treino. Tem baixo custo computacional e consegue detetar dependéncias entre atributos
(BOLON-CANEDO et al., 2013). O algoritmo faz uso do seu proprio processo de selegdo
para realizar, simultaneamente, a selecdo de atributos e a avaliacdo, ou seja, usa uma
métrica propria durante a sele¢do de atributos (KUMAR, MINZ, 2014). FS-Percepton ¢
SVM-RFE (BOLON-CANEDO et al., 2013) sdo métodos que aplicam esta abordagem.

11
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Figura 2.4 — Abordagem Embedded.
(Adaptado de: BOLON-CANEDO et al., 2013)
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2.3. Relevancia dos atributos

O ideal, no processo de selegdo, para obter um subconjunto de atributos, seria que todos os

atributos escolhidos fossem relevantes. Para que isto acontega, ha que definir o conceito de

atributo relevante.

Kumar e Minz (2014) compilaram seis definigdes de relevancia, de acordo com ser

relevante em relagdo ao qué:

Relevante para com o objetivo — um atributo x; ¢ relevante para um objetivo
C (funcdo que associa a cada observagdo a respetiva classe) se existirem
duas observagdes (4 e B) que difiram apenas no valor de x; e C(A4) # C(B);
Forte relevancia para com os dados — um atributo x; ¢ fortemente relevante
para com um conjunto de dados do sistema (dados de um subconjunto de
atributos), se existirem duas observagdes (4 e B) que difiram apenas no
valor de x; , relativamente ao conjunto de dados considerado, e C(4) # C(B);
Fraca relevancia para com os dados — um atributo x; ¢ fracamente relevante
para com os dados se existir pelo menos um subconjunto de atributos que
contenha x;, onde, nesse subconjunto, x; ndo ¢ fortemente relevante para com
os dados;

Relevancia sendo uma medida de complexidade — numa amostra de dados e
tendo um conjunto de objetivos C, a medida corresponde ao nimero de
atributos relevantes, considerando a primeira defini¢do, relativamente a um
objetivo de C cujo erro sobre S seja menor e tenha menos atributos
relevantes;

Utilidade incremental — dada uma amostra de dados, um algoritmo de
pesquisa e um subconjunto de atributos X°, um atributo x; ¢
incrementalmente util para o algoritmo, relativamente a X°, se a precisao da
hipdtese que o algoritmo produz, usando o conjunto de atributos {x;}\UX €
melhor do que a precisdo alcancada apenas por X.

Relevancia da entropia — a entropia de x para y ¢ definida por I(x,y) / H(y) ,
onde I(x,y) = H(x) — H(x | y) e H ¢ a fun¢do entropia de um atributo.

13



A relevancia de um atributo ¢ qualificada em trés niveis (KOHAVI, JOHN, 1997):
e Fortemente relevante;
e Fracamente relevante;

e Irrelevante.

Um atributo ¢ fortemente relevante se ndo puder ser retirado do subconjunto de atributos
sem que diminua a avaliagdo do subconjunto. Serd fracamente relevante se, por vezes,
contribuir para aumentar a avaliacdo do subconjunto. Um atributo ¢ irrelevante se ndo for

fortemente nem fracamente relevante (KOHAVI, JOHN, 1997).

2.4. Algoritmos de selecio de atributos

Tém sido propostos muitos algoritmos de selecdo de atributos. A eficicia dos mesmos ¢
dificil de determinar sem saber, de antemio, quais os atributos relevantes (BOLON-
CANEDO et al., 2013). Existem muitas medidas de performance definidas na literatura,
nomeadamente, medidas de precisdo, céalculo de racios, recursos computacionais, etc.
(KUMAR, MINZ, 2014). Além disso, o volume de dados pode ser enorme, existir uma
grande quantidade de atributos irrelevantes ou redundantes e, ainda, uma grande
quantidade de observagdes, ou registos, inconsistentes. Na literatura encontram-se muitos

estudos comparativos de métodos de selegao.

Em consequéncia do acima exposto, tém surgido muitos novos algoritmos de selecdo de
atributos, com diferentes estratégias (KUMAR, MINZ, 2014):
e Recorrer a aplicagdo de varios métodos de selegao para obter melhores resultados;
e Combinar a selecdo com outras técnicas, como a extragdo de atributos e técnicas de
arvore;
e Melhorar algoritmos existentes;
e Criar novos métodos para responder a problemas que ndo se enquadrem em nenhum

dos métodos existentes;

14



e Combinar dois ou mais métodos de sele¢ao, de forma a obter o melhor de cada um.

Tabela 2.1 — Algoritmos de sele¢do de atributos.

Estratégias de seleg@o

15

Exaustiva Sequencial Aleatoria
A B&B, BFF, BOBRO, . . ,
Distancia OBLIVIIN Relief, RelifS, SFS, Segen’s, SBS
Informagdo | MDLM, CARDIE DTM, Koller’s, FG, FCBF, BSE, Dash’s,
SBUD
Filter
a Dependéncia Bobrowski’s CFS, RRESET, P.OE,JF ACC, DVMM,
g Mitra’s
<
g A FOCUS, ABB, Rough Sets, LAD, LAID, Set Cover, LIV, QBB,
12 Consisténcia . ,
< MIFESI, Schlimmer’s WINNOW LVF
BS, AMB&B, FSLC, | _ SBS-SLASH, WSFG, WSBG, BDS, | ¢\ pggg)
PQSS, RC, SS, Queiros’s, BSE, K2-AS,
Wrapper FSBC, CARDIE, LVW, RMHC-
OBLIVIIN RACE, SBS-W, SBS-SLASH, AICC, PF. GA. RVE
FSSEM, ELSA ’ ’
Embedded BBHFS, Xing’s, Dash-Liu’s
(Adaptado de: KUMAR, MINZ, 2014)




3. LAID e as metodologias subjacentes

A Andlise Logica de Dados Inconsistentes (LAID) surge da combinacdo de duas
metodologias Filter desenvolvidas nos finais do século XX: a Teoria dos Rough Sets e a
LAD. A LAID herda muitas das qualidades de cada uma destas teorias, sendo capaz de
lidar com dados inconsistentes e com classes nao dicotomizadas, caracteristicas dos Rough

Sets, bem como, tem a eficacia computacional da LAD. (CAVIQUE et al., 2011)

Neste capitulo far-se-4 a descri¢do tedrica de cada uma destas trés metodologias,

complementada com exemplos simples e esclarecedores.

3.1. Rough Sets

A teoria dos Rough Sets ¢ uma abordagem matematica, proposta por Zdzislaw Pawlak, em
1982, para analise de dados inconsistentes (ZHANG et al., 2016). Esta abordagem tem
obtido bons resultados em muitos dominios, nomeadamente, na selecdo de atributos, a
encontrar dependéncias entre atributos e na identificacdo de padrdes num conjunto de
dados. Uma das grandes aplicagdes dos Rough Sets tem sido na area da inteligéncia
artificial, nomeadamente, na extracdo de conhecimento, tratamento de dados, suporte a

decisdes e reconhecimento de padrdes (PAWLAK, 2003).

Pelas suas caracteristicas, os Rough Sets tém tido uma atencdo crescente por parte da
comunidade cientifica, corroborada pela grande quantidade de artigos e outras publicagdes
(PAWLAK, 2003), em especial, nas areas de Data Mining, reconhecimento de padrdes e
classificagdo, na industria energética, processamento de imagens e outros dados de grande
dimensao, desenvolvimento de sistemas inteligentes, medicina, gestdo, engenharia e muitas

outras (ZHANG et al., 2016).
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A teoria dos Rough Sets introduziu novos conceitos e notacdes. Por ser relativamente nova
e por ter despertado o interesse de um grande nimero de investigadores, estes novos

conceitos ndo estao estandardizados (SASSI, 2006), pelo que convém clarifica-los.
3.1.1. Indiscernibilidade e conjuntos elementares

Um conceito fundamental na teoria dos Rough Sets ¢ o de indiscernibilidade (PAWLAK,
2002). A indiscernibilidade manifesta-se quando, num conjunto, existem elementos que
ndo se conseguem distinguir, parecendo ser repeticoes do mesmo elemento (PAWLAK,
2002). Por exemplo, se duas observagdes tiverem os mesmos valores num conjunto de
atributos, elas dizem-se indiscerniveis (PILA, MONARD, 2001). No entanto, poderdo

divergir se forem acrescentados novos atributos.

Um espago aproximado ¢ composto por um conjunto universo (U), finito, ndo vazio, e por
uma operacao de equivaléncia (R) entre dois elementos de U, que goza das propriedades
reflexiva (xRx), simétrica (se xRy entdo yRx) e transitiva (se xRy e yRz entdo xRz) (PILA,
MONARD, 2001). Dados dois elementos de U, x e y, se xRy entdo os dois elementos sdao
indiscerniveis no espago aproximado. Algumas extensdes da teoria dos Rough Sets nao
exigem que a relagdo de equivaléncia goze da propriedade transitiva, sendo chamada

relagdo de tolerancia ou similaridade (PAWLAK, 2003).

A classe de equivaléncia de um elemento x € U, denotada por [x]z, € o conjunto de todos os
elementos ye U, tais que xRy. Conjuntos elementares de U sdo conjuntos cujos elementos

sdo indiscerniveis, logo correspondem as classes de equivaléncia (SASSI, 2006).

Na selecdo de atributos, U corresponde ao conjunto de observacdes ou registos de uma
base de dados. O conjunto de atributos designa-se por 4. Cada atributo tem um conjunto de
valores possiveis, que poderdo ser binarios, numéricos ou literais. Duas observacdes sdao
indiscerniveis se tiverem o mesmo valor para cada atributo. Ao conjunto das observagdes,

com os atributos e respetivos valores, da-se o nome de sistema de informagdo (PAWLAK,

2003).

A Tabela 3.1 apresenta um exemplo de um sistema de informacgao, onde A={al, a2, a3} e
U={01,02,03,04,05,06,07,08}. Verifica-se que as observagdes ol, 05 e 08 sdo

indiscerniveis, 0 mesmo se passando com as observagoes 04 € 06.
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Tabela 3.1 — Representagdo de um sistema de informagdo.

Atributos

Observagodes 2 2 %
ol 1 2 1
02 1 1 1
03 0 2 0
04 0 3 0
05 1 2 1
06 0 3 0
o7 0 4 1
08 1 2 1

A Relacao de Indiscernibilidade associada ao conjunto de atributos A, IND(A4), ¢ definida
pela operagdo de equivaléncia (PAWLAK, 2003):

IND(A) = {x,yeU: VaeA, a(x) = a(y)} (3.1

Se x e y verificam a relacdo IND(A), entdo sdo indiscerniveis, ou indistinguiveis, tendo em
conta os atributos 4 (PAWLAK, 2003). A notacao [x]vp) representa o conjunto elementar

ao qual uma observagao x pertence, isto €, a classe de equivaléncia de x.

Um conjunto elementar de um sistema de informagdo ¢ um subconjunto de U que contém
todos os elementos de U que verificam a Relacdo de Indiscernibilidade associada aos
atributos 4 (PAWLAK, 2002). Todos os conjuntos elementares de um sistema de
informacao, U/A, formam uma particdo de U. No sistema de informagao da Tabela 3.1,
tendo em conta todos os atributos, podem-se identificar cinco conjuntos elementares: {ol,
05, 08}; {02}; {03}; {04, 06}; {07}. Qualquer unido finita de conjuntos elementares

designa-se por conjunto definivel num sistema de informacao.

Em muitos casos, a cada observagdo de um sistema de informagdo esta associada uma
classificacdo de resposta designada por classe (C). A classe podera ser considerada como
um atributo de decisdo. Um sistema de informag¢do com uma classe associada designa-se
por Sistema de Decisdo (PAWLAK, 2003). Cada linha do sistema de decisdo representa
uma regra que, dada a satisfacdo de determinadas condigdes (valores dos respetivos

atributos) € obtido um resultado (valor da classe) (PAWLAK, 2002).
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A Tabela 3.2 apresenta o sistema de informag¢ao, definido na Tabela 3.1, com uma classe

associada, constituindo um sistema de decisao.

Tabela 3.2 — Representagdo de um sistema de decisdo.

Atributos Classe
Observagodes i ze % c
ol 1 2 1 0
02 1 1 1 2
03 0 2 0 1
04 0 3 0 2
05 1 2 1 1
06 0 3 0 0
o7 0 4 1 2
08 1 2 1 1

Duas observagdes com os mesmos valores para cada atributo e para a classe dizem-se

redundantes:
x e y sao redundantes sse (VaeAd, a(x) =a(®)) A c(x) =c(y) (3.2)

Observagdes inconsistentes tém os mesmos valores para cada atributo, mas classes com

valores diferentes:
x e y sdo inconsistentes sse (Vaed, a(x) =a(y)) A c(x) # c(y) (3.3)

As observacdes redundantes, para determinado sistema de decis@o, podem ser eliminadas,

ficando apenas uma delas.

Neste novo sistema de decisdo, representado na Tabela 3.3, tem-se
U={01;02;03;04;05;06;07}, A={al;a2;a3} e C={c}. No sistema de informacdo
correspondente, tendo em conta todos os atributos, podem-se identificar cinco conjuntos

elementares: {ol, 05}; {02}; {03}; {04, 06}; {07}.
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Tabela 3.3 — Sistema de decisdo sem observagoes redundantes.

Atributos Classe
Observacgodes 2 & e c
ol 1 2 1 0
02 1 1 1 2
03 0 2 0 1
04 0 3 0 2
05 1 2 1 1
06 0 3 0 0
o7 0 4 1 2

3.1.2. Conjuntos aproximados

Por observacdo do sistema de decisdo da Tabela 3.3, uma observacdo com os mesmos
valores de atributos de 02 ou 07, pertencera a classe 2. Uma observacdo com os mesmos
valores de atributos de 03, pertencera a classe 1. Mas, para uma observacao com o0s
mesmos valores de atributos de ol e 05, o valor da sua classe poderia ser 0 ou 1. Da
mesma forma, a uma observagdo com os mesmos valores de atributos de 04 e 06 podera
corresponder o valor da classe 0 ou 2. Dadas as inconsisténcias verificadas, a teoria dos

Rough Sets consegue dar resposta e realizar a selegao de atributos (SASSI, 2006).

Num sistema de decisdo, seja X um conjunto de observacdes de U com determinado(s)

valor(es) da classe, C1 < C:
X={xeU: c(x)eC1} (3.4)

A partir de um determinado conjunto X, podem-se definir outros dois conjuntos

(PAWLAK, 2002)(PAWLAK, 2003):

e Aproximagdo inferior A(X) — maior conjunto definivel contido em X — conjunto das
observagdes com valores dos atributos iguais aos dos elementos de A(X) terdo,

seguramente, valor de classe pertencente a C1, isto ¢, pertencerdo a .X;
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e Aproximacdo superior A(X) — menor conjunto definivel que contém X — conjunto
das observagdes com valores dos atributos iguais aos dos elementos de A(X)

poderao ter valor de classe pertencente a Ci, isto €, serdo possiveis elementos de X.

Usando a notagdo [x]vpw) para representar o conjunto elementar ao qual uma observacao x

pertence, vem (PAWLAK, 2003):
AX) = {xeU: [x]inpuy N X # D} (3.5

AX) = {xeU: [x]mpu < X} (3.6)

Regido negativa de X, NEG(X), ¢ o conjunto de todas as observacdes de U que nao
pertencem a A(X). Elas terdo, seguramente, valor de classe que nio pertencente a Cj, isto &,

nao pertencerdao a X (PAWLAK, 2003).

Regido fronteira de X, FR(X), ¢ o conjunto de todas as observac¢des de U que pertencem a
A(X) e ndo pertencem a A(X). A regido fronteira corresponde ao resultado da operacdo de
conjuntos A(X) — A(X) (ZHANG et al., 2016). Observagdes com valores de atributos iguais
a um dos elementos de FR(X) ndo poderdo ser classificadas, com absoluta certeza, como

pertencentes a X, nem como ndo pertencentes a X (PAWLAK, 2003).

el

- 4(X)

b= Xx T

A |

NEG(X)_,

Figura 3.1 — Esquema ilustrativo da Aproximagdo Inferior e Superior de X.

(Adaptado de: PAWLAK, 2003)
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Por exemplo, tendo em conta a Tabela 3.3, seja X o conjunto de observacdes de U cuja

classe & 2, vem:
X={02, 04, 07}
AX) = {02} U {07} = {02, 07}
AX) = {02} U {04, 06} U {07} = {02, 04, 06, 07}
NEG(X) = {01, 03, 05}
FR(X) = {04, 06}

Um conjunto X ¢ impreciso ou aproximado (rough) se a sua regido fronteira ndo for vazia,

caso contrario, € preciso (crisp) (PAWLAK, 2002).

Tal como X, seja ¥ um conjunto de observagdes de U correspondentes a determinado(s)
valor(es) da classe, C> < C: Y = {xeU: c(x)e(C>2}. Segue-se a lista de propriedades dos

conjuntos aproximados (ZHANG et al., 2016)(PAWLAK, 2003), onde ~X = U — X
AN =400 v AW)
AXVUY) 2 AX) L A(Y)
AXNY) c AX) N A(Y)
AXNY) = AX) N A(Y)
AX=Y) c A(X) - A(Y)
AX-Y) = A(X) - A(Y)
~A(X) = A(~X)
~A(X) = A(~X)
~AX) U A(Y)) = A~X) N A(~Y)
~AX) U A(Y) = A~X) N A(~Y)
~AX) U A(Y)) = A(~X) N A(~Y)
~AX) U A(Y)) = A(~X) N A(~Y)
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~AX) N AY)) = A~X) U A(~Y)
~AX) N A(Y)) = A~X) U A(~Y)
~AX) N A(Y)) = A(~X) L A(~Y)
~AX) N A(Y)) = A(~X) L A(~Y)
X Y=>AX) c AY) A AX) C A(Y)

A partir das propriedades tem-se (ZHANG et al., 2016)(PAWLAK, 2003):

AX) c X c A(X)
AD)=A(D) =D
AU =AU)=U

A(A(X)) = A(4()) = A(X)
A(AX0) = A(AX)) = A(X)

Dependendo das respetivas aproximagdes inferior e superior, podem-se definir quatro tipos

de incerteza relativamente a um conjunto X (PAWLAK, 2003):

e X ¢ grosseiramente A-definivel se e s6 se A(X) # & A A(X) # U. Neste caso, para
determinado sistema de decisdo, existem observagdes de U que pertencem,
inequivocamente, a X e existem observagdes de U que ndo pertencem,

inequivocamente, a X.

e X ¢ internamente A-indefinivel se € s6 se 4(X) = & A A(X) # U. Neste caso, para
determinado sistema de decisdo, existem observagdes de U que ndo pertencem,
inequivocamente, a X, mas ja ndo se pode afirmar que existam observagdes de U

que pertengam, inequivocamente, a X.

e X ¢ externamente A-indefinivel se e s6 se A(X) # & A A(X) = U. Neste caso, para
determinado sistema de decisdo, existem observagdes de U que pertencem,
inequivocamente, a X, mas ja ndo se pode afirmar que existam observagdes de U

que ndo pertengam, inequivocamente, a X.
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e X ¢ totalmente A-indefinivel se e s6 se A(X) = & A A(X) = U. Neste caso, para
determinado sistema de decisdo, ndo existem observacdes de U que pertencam,

inequivocamente, a X, nem que ndo pertengam, inequivocamente, a X.

No sistema de decisdo da Tabela 3.3, sendo X o conjunto de observacdes de U cuja classe ¢

2, tem-se A(X) = {02, 07} e A(X) = {02, 04, 06, 07}. Logo, X é grosseiramente A-definivel.

Existem trés medidas que permitem quantificar a qualidade das aproximagdes de X

(PAWLAK, 2003)(RISSINO, LAMBERT-TORRES, 2009):

#A(X)
#A(X)’

e (Coecficiente de precisdo da aproximagao, o, (X) = (3.7)

mede o grau de precisdo de X. Como #4(X) < #4(X), vem 0 < o, (X) < 1. Se
a,(X) =1, X é preciso, caso contrario ¢ aproximado. O grau de imprecisao é dado por

1 —a,(X).

#AX)

e Coeficiente de precisao da aproximagao inferior, a(AX)) = U

(3.8)

Como #4(X) <#U, vem 0 < o,(4(X)) < 1. Se a,(4(X)) = 1, todas as observagdes de
U pertencem, inequivocamente, a X. Se ,(4(X)) = 0, nenhuma observagdo de U

pertence, inequivocamente a X.

#A(X)

e (Cocficiente de precisdo da aproximagao superior, a (AX)) = U (3.9

Como #A4(X) < #U, vem 0 < a,(A(X)) < 1. Se a,(A(X)) = 1, nenhuma observagdo de
U ndo pertence, inequivocamente a X. Se a,(4(X)) = 0, todas as observagdes de U

ndo pertencem, inequivocamente, a X.
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Voltando ao exemplo da Tabela 3.3:

#{02,07} 2

= — —_—— o~ r 0
o,(X) {02,000607] 4 0,5 (o grau de precisdo de X ¢ de 50%)
_ #{02,07} _2 (29% das observagdes de U
2,(A(X)) #{01,02,03,04,05,06,07} 7 0,29 pertence, inequivocamente, a X).
- _ #{02,04,06,07} _4 (57% das observagoes de U
2,(AX)) #{01,02,03,04,05,06,07} 7 0,57 possivelmente pertencem a X).

3.1.3. Grau de relevancia dos atributos

Para determinar o grau de relevancia de um atributo, ha que, primeiro, definir a

dependéncia entre a classe e os atributos.

Sejam A1 e 4> dois subconjuntos de atributos de 4 (41 < 4 e A> < A), A1 depende
totalmente de A4, se todos os valores dos atributos de 41 forem univocamente determinados

pelos valores dos atributos de 4> (PAWLAK, 2003).

A dependéncia de um conjunto de valores da classe (C), relativamente ao conjunto de
atributos (4), pode ser quantificada recorrendo ao respetivo coeficiente de qualidade da
aproximacao inferior 3.8 (PAWLAK, 2003), onde U/C denota a parti¢ao de U segundo os

valores de C:

#(Uxeu,c(A(X)))
#U

HAX)

- ZXEU/CW (3.10)

Y(4,C) =

A dependéncia da classe, em relagdo aos atributos, pode ser classificada segundo o valor de

v(4,C) (PAWLAK, 2003):

e Sevy(4,C) =1, ha total dependéncia desses valores da classe em relagdo ao conjunto
de atributos, ou seja, esses valores da classe sdo determinados, inequivocamente,

pelos valores dos atributos.

25



e Se 0 <7y(4,C) <1, existe dependéncia parcial dos valores da classe em relagdo ao
conjunto de atributos. Neste caso, indica que existem atributos que podem ser
retirados de A4, sem afetar a correspondéncia entre os valores dos atributos e os,

respetivos, valores da classe (selecdo de atributos).

e Sevy(4,C)=0, os valores da classe sao independentes do conjunto de atributos.

Tendo em conta a Tabela 3.3, vem:
A({xeU: c(x) =0}) = A({ol, 06}) = {}
A({xeU: c(x) = 1}) = A({03, 05}) = {03}

A({xeU: c(x) =2}) = A({02, 04, 07}) = {02, 07}

#{02,03,07} 3
==~ 0,43
#{01,02,03,04,05,06,07} 7

Y(4,C) =

A partir da analise do grau de dependéncia de C em relacao a A, conclui-se que os valores

da classe dependem em 43% dos atributos.

Outro conceito importante para a selecdo de atributos ¢ a importancia que cada um tem
para a tomada de decisdao (obter o valor da classe). Neste contexto, surge a defini¢do de
significancia de um atributo (a), determinada a partir do grau de dependéncia de C em

relacdo a 4, por Sassi (2006):

y(A—{a},C)

3.11
Y(4,0) ( )

cla)y=1-

A significancia de um atributo correspondera ao erro que se comete na dependéncia de C
em relacdo a A, quando o atributo ¢ removido de 4 (SASSI, 2006). Um atributo ¢
dispensavel se a sua significancia for nula (PILA, MONARD, 2001).

Designe-se por A* o conjunto de atributos de A apds retirado o atributo a3, isto &,

A" =A - {a3}.
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Tabela 3.4 — Sistema de decisdo com o atributo a3 removido.

Atributos Classe
Observacodes 2 & c
ol 1 2 0
02 1 1 2
03 0 2 1
04 0 3 2
05 1 2 1
06 0 3 0
o7 0 4 2

A partir da Tabela 3.4, vem:

A'(fxeU: c(x) = 0}) = 4"({ol, 06}) = {}
A'({xeU: c(x) = 1}) = 4"({03, 05}) = {03}
A ({xeU: c(x) =2Y) = 4" ({02, 04, 07}) = {02, 07}

" B #{02,03,07} B E N
Y40 = #{01,02,03,04,05,06,07} 7 0,43
Logo,
e | 03
ofad)=1- v(4,0) 0,43

Donde se conclui que o atributo a3 ndo tem significado para determinar os valores da

classe, podendo ser retirado.

3.1.4. Selecao de atributos

Na sele¢do de atributos, um conjunto de atributos que permita extrair o mesmo
conhecimento de uma base de dados que a totalidade dos mesmos, diz-se um reduto
(PAWLAK, 2003). Seja A’ 4, A* é um reduto de A4, se todos os atributos de A—4" forem
dispensaveis e VxeU, [x]wpu* = [x]pw). O conjunto de todos os redutos de A4 ¢

representado por RED(A4) (PILA, MONARD, 2001).
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No processo de remocdo de um atributo hd que determinar os conjuntos elementares de
cada atributo. Se os conjuntos elementares de um atributo forem iguais aos do conjunto
total de atributos (4), entdo esse atributo serd um reduto de 4, ou seja, todos os outros
atributos poderdo ser retirados. Caso nao haja nenhum atributo nestas condigdes,
determinam-se os conjuntos elementares para todos os subconjuntos de dois atributos,
depois para subconjuntos de trés, e assim sucessivamente, até encontrar um, ou VAarios,
subconjuntos de A4 cujos conjuntos elementares sejam iguais aos de A4, sendo, esse
subconjunto, um reduto de 4. Se para nenhum subconjunto de A4, exceto o proprio A4, se
obtém um reduto, isto significa que o conjunto de atributos ndo pode ser reduzido

(PAWLAK, 2003).

Voltando ao exemplo da Tabela 3.3, os conjuntos elementares para cada atributo estdo

1dentificados na Tabela 3.5.

Tabela 3.5 — Conjuntos elementares para subconjuntos de A com um elemento.

Subconjuntos de 1 atributo Valores possiveis Conjuntos elementares

0 {03, 04, 06, 07}
{al}

1 {ol, 02, 05}

1 {02}

2 {ol, 03, 05}
{a2}

3 {04, 06}

4 {07}

0 {03, 04, 06}
{a3}

1 {ol, 02, 05, 07}

Para todos os atributos, conforme ja determinado, podem identificar-se cinco conjuntos
elementares: {ol, 05}; {02}; {03}; {04, 06}; {07}. Por comparacdo com a Tabela 3.5,
nenhum atributo tem os mesmos conjuntos elementares. Continuando, considerem-se os

subconjuntos de dois atributos e, respetivos, conjuntos elementares (ver Tabela 3.6).
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Tabela 3.6 — Conjuntos elementares para subconjuntos de A com dois elementos.

Subconjuntos de 2 atributos

Valores possiveis

Conjuntos elementares

al=0 A a2=1

al=0 A a2=2 {03}

al=0 A a2=3 {04, 06}

al=0 A a2=4 {07}
tal, a2 al=1 A a2=1 (02

al=1 A a2=2 {ol, 05}

al=1 A a2=3

al=1 A a2=4

al=0 A a3=0 {03, 04, 06}

al=0 A a3=1 {o7}
tal- a3} al=1 A a3=0

al=1 A a3=1 {ol, 02, 05}

a2=1 A a3=0

a2=1 A a3=1 {02}

a2=2 A a3=0 {03}

a2=2 A a3=1 {ol, 05}
a2, @3} a2=3 A a3=0 {04, 06}

a2=3 A a3=1

a2=4 A a3=0

a2=4 A a3=1 {07}

Pela analise da Tabela 3.6, conclui-se que os atributos al e a2 tém os mesmos conjuntos
elementares que 4, logo formam um reduto de A4, e, por consequéncia, o atributo a3 pode
ser retirado sem perda de informagdo. De igual modo, os atributos a2 e a3 formam um

reduto de A. As Tabela 3.4 e Tabela 3.7 mostram que a teoria dos Rough Sets consegue

lidar com as inconsisténcias, mas ndo as remove.
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Tabela 3.7 — Sistema de decisdo com o atributo al removido.

Atributos Classe
Observacodes 22 e c
ol 2 1 0
02 1 1 2
03 2 0 1
04 3 0 2
05 2 1 1
06 3 0 0
o7 4 1 2

3.1.5. Funcio de discernibilidade

O processo de selegdo de atributos, visto atrds, tem um grande peso computacional,
nomeadamente, no caso de sistemas de informac¢ao com milhares de atributos. A fun¢ao de
discernibilidade permite realizar a selecao de atributos de uma forma computacionalmente

mais eficaz (PAWLAK, 2003). Para tal, ha que construir a matriz de discernibilidade.

A matriz de discernibilidade, M, é uma matriz simétrica, de dimensao nxn, onde n é o
nimero de observacdes do sistema de informagdo (#U) e cada elemento de M, m(i,), €
obtido para um par de observagdes e corresponde ao conjunto de atributos de 4 cujos
valores diferem nas duas observacdes (PAWLAK, 2003). Formalmente, serda (PAWLAK,
2003):

m(i,j) = {aed: a(o(i)) # a(o()))} (3.12)

Determinada a matriz M, ha que calcular a fungdo de discernibilidade F, uma fungdo
booleana composta pela operacdo de conjuncdo dos elementos que correspondem a
disjuncao dos atributos constantes em cada célula da matriz M (PAWLAK, 2003) (PILA,
MONARD, 2001).

F(A) = Al vla(k) € m(i,))]] (3.13)
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Onde 1 <k<#A4 e 1 <j<i<H#U.

Aplicando, a expressdo obtida para F(4), as propriedades da algebra booleana, obtém-se a

expressao simplificada de F, que indica a reducdo, ou reducgdes, de 4.

Continuando com o exemplo do sistema de decisdo da Tabela 3.3, a matriz de

discernibilidade vem:

Tabela 3.8 — Matriz de discernibilidade.

ol 02 03 04 05 06 o7
ol %)
02 {a2} %)
03 {al, a3} |{al, a2, a3} %)
o4 |{al,a2,a3}|{al, a2, a3} {a2} %)
05 %) {a2} {al, a3} |{al, a2, a3} %)
06 |{al,a2,a3}|{al, a2, a3} {a2} %) {al, a2, a3} %)
o7 {al,a2} | {al,a2} | {a2,a3} | {a2,a3} | {al,a2} | {a2,a3} %)

Dada a matriz obtida no exemplo acima, obtém-se a seguinte fun¢ao de discernibilidade:

FA)=@)Ar(alva3d)a(al va2vad)a(al va2vad)(al va2vald)(a2) A (a)
Aalvad)yan(al va2va3)a(al va2va3)a(al va2vad)a(@)A(al va2vald)a

(alva2ya(al va2) n(a2v a3) A(a2 v ad) A(al va2) A (a2 v a3)

Pelas propriedades da algebra booleana, nomeadamente, a comutatividade e a

idempoténcia da conjungdo (retirando os operandos repetidos), vem:
FA)=(@2) A (al va2) n(al va3) (a2 v a3) A (al va2va3)
Continuando a simplificar, aplicando a lei da absorg¢ao, tem-se:
F(4)=(a2) A (al v a3)

Finalmente, através da propriedade distributiva da conjun¢do em relagdo a disjuncao, fica:
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F(A)=(al na2)v (a2 A a3)

Da expressdo de F(A4) conclui-se que os atributos al e a2 formam um reduto de 4, tal como

os atributos a2 € a3.

3.1.6. Caracteristicas dos Rough Sets

Desde que foi proposta, a teoria dos Rough Sets tem tido um grande desenvolvimento e
aplicagdo. Para tal contribuiram o facto de ter uma estrutura matematica maturada, que nao
necessita de grandes bases tedricas. Tem um modelo simples, facil de compreender e
aplicar. Pode processar dados inconsistentes, incompletos, vagos e de varios tipos. A teoria
dos Rough Sets permite obter regras de decisao simplificadas e precisas (ZHANG et al.,
2016) e uma notavel habilidade para lidar com dados qualitativos (RISSINO, LAMBERT-
TORRES, 2009). Além disto, o método Rough Sets ndo precisa de informagdo preliminar
sobre os dados, ¢ objetivo a lidar com as inconsisténcias, permite avaliar a significancia

dos dados e obter um conjunto de regras de decisdao (PAWLAK, 2003).

A teoria dos Rough Sets pode, facilmente, ser aplicada como complemento a outros
métodos (ZHANG et al., 2016) e tem aplicacdo na maioria dos casos reais (RISSINO,
LAMBERT-TORRES, 2009). Os recentes desenvolvimentos da teoria tém passado pelo
estudo da significancia dos atributos, pela incorporagao de algoritmos heuristicos e
integracdo com o processamento paralelo. Um sendo da teoria ¢ estar limitada a dados

discretos, sendo este um topico para desenvolvimentos futuros (ZHANG et al., 2016).
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3.2. Metodologia LAD

No final da década de 1980, Hammer e a sua equipa deram a conhecer uma nova
metodologia de selecdo e classificagdo de dados, chamada Andlise Logica de Dados (LAD)
(BRUNI, 2007). O seu suporte tedrico ¢ a matematica discreta, com destaque para a teoria
das fungdes booleanas (BOROS et al., 1997), razao pela qual, a LAD sé trabalha com
variaveis binarias. No entanto, raras sao as bases de dados reais onde todos os atributos sdao
binarios. Quando tal ndo acontece, ou seja, existem atributos cujo dominio corresponde a
valores qualitativos (varidveis literais, como a cor), ou quantitativos (variaveis discretas ou
continuas), ha que aplicar um processo de conversao para valores bindrios (BOROS et al.,

1997). Nesta seccdo, a LAD vai ser analisada com o foco na selecdo de atributos.
Recuperando as defini¢des usadas na descri¢do dos Rough Sets, vem:

e Sistema de informacdo — conjunto das observacdes, com os atributos e respetivos
valores.

e Sistema de decisdo — sistema de informagdo com a classe associada.

e U - Universo — conjunto das observagdes (o1, 02, ..., 0,), onde n € o numero total
de observacoes.

e A4 — conjunto dos atributos (a1, a2, ..., an), onde m € o nimero total de atributos. 4 =
{ar, az, ..., am}

e ( —classe.
Considere-se ainda:

e D; — o dominio de cada atributo — conjuntos de todos os valores do atributo

respetivo.

Relativamente a acdo de converter os valores dos atributos para valores binarios, ir-se-a

usar a expressao binarizar € binarizagdo para designar o ato de binarizar.

Dado um sistema de decisdo, onde a classe ¢ binaria, podem-se definir dois conjuntos de

observagoes, que formam uma particdo do universo de observacdes (BOROS et al., 1996):
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e Conjunto de observagdes positivas (U"), cujas observagdes (0") correspondem a um

dos dois valores da classe;

e Conjunto de observagdes negativas (U), cujas observagdes (0~) ndo correspondem
ao valor da classe escolhido para definir U, ou seja, correspondem ao outro valor

da classe;

A metodologia LAD ndo lida com inconsisténcias, logo, os conjuntos U™ ¢ U™ sdo bem
definidos, sem ambiguidades (BOROS et al., 1996). Outra particularidade ¢ o facto de a
LAD ser aplicada a sistemas de decisdo com uma unica classe, que s6 podera ter dois
valores possiveis, facilmente substituiveis pelos valores binarios 0 e 1. No entanto, a LAD
pode ser estendida a problemas onde o atributo classe tem mais de dois valores possiveis

(SUBASI, AVILA-HERRERA, 2015).

3.2.1. Binarizacdo de um sistema de decisiao

Para que se possa aplicar a LAD, todos os atributos devem ser binarios (BOROS et al.,
1996). Caso nao sejam, hd que binariza-los. No processo de binarizagdo, cada atributo nao
binario, a;, serd convertido num conjunto de atributos bindrios, b;, onde j = 1, ..., m*,
sendo m* a soma do numero de atributos a; iniciais que ja eram bindrios, com o numero
total de atributos bindrios necessarios para substituir os atributos a; ndo binarios (BRUNI,

2007).

Num sistema de decisdo binarizado, o correspondente conjunto de atributos binarios bj,
sera B = {b1; ... ; bu}. As observagdes corresponderdo a tuplos de valores bindrios, oy =

(b1; ... ; bu#) (BRUNIL, 2007).

O conjunto de atributos binarios (B), resultantes da binarizagdo de um sistema de decisao,
¢ chamado de conjunto suporte (support set). Um conjunto suporte diz-se exatamente
separado se cada tuplo o, corresponder, sem ambiguidades, a uma observacdo positiva ou
negativa. Isto ¢, se ndo existirem duas observagdes, uma positiva e a outra negativa, com

iguais valores binarizados (BRUNI, 2007). Neste caso, ndo ocorrem inconsisténcias. Como
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a LAD nao trabalha com dados inconsistentes, considerar-se-do, sempre, conjuntos de

suporte exatamente separados.

Quando um atributo a; é qualitativo nominal, serdo necessarios tantos atributos binarios (#;)
quanto o numero total de elementos do, respetivo, dominio D; (BOROS et al., 1996).
Supondo o atributo al (cor), com D; = {amarelo, verde, vermelho, azul}, vem n; = #D; =
4. Desta forma, o atributo al serd desdobrado em quatro atributos binarios (b, j=1,...,4)
correspondentes a cada uma das cores. O valor do atributo binario (b, j=I,...,4) para
determinada observagado oy, sera 1 se corresponder a cor do atributo respetivo e sera 0 para

as restantes cores.

Tabela 3.9 — Exemplo de um sistema de informagdo com um atributo qualitativo.

Observagdes al
ol amarelo
02 verde
03 vermelho
04 verde
05 azul
06 vermelho

Tabela 3.10 — Resultado da binariza¢do do atributo qualitativo.

Observagdes b b bs e
(amarelo) | (verde) |(vermelho)| (azul)

ol 1 0 0 0
02 0 1 0 0
03 0 0 1 0
04 0 1 0 0
05 0 0 0 1
06 0 0 1 0

Também, se podem binarizar atributos qualitativos ordinais, como por exemplo, meses do
ano, ou ocorréncia de um fenémeno (nunca, raramente, frequentemente, sempre) (BOROS

et al., 1996). Neste caso, deve-se criar uma correspondéncia entre os valores literais
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ordenados e uma sequéncia de nimeros naturais, apos a qual se procede a binarizagdo do

atributo quantitativo resultante, da forma descrita a seguir.

No caso de um atributo quantitativo, o processo de binarizagdo ¢ mais trabalhoso. Ha que

introduzir a no¢do de ponto de corte (cut-point), ai;j € IR (BOROS et al., 1996).

Dado um atributo quantitativo, ndo binario, a;, considere-se o respetivo dominio finito, D;,
cujos elementos estdo ordenados por ordem crescente. Determina-se um ponto de corte
entre dois valores consecutivos de D;, ssmpre que um pertenca a uma observagao positiva,

o' € U' e 0 outro pertenga a uma observagio negativa, o € U .

Sejam ai(k) e ai(k+1) dois valores consecutivos do dominio de um atributo, tais que
ai(k) < aik+1), alk) € o' e alk+1) € o". Neste caso, define-se um ponto de corte, cujo

valor sera a média destes dois valores de D; (BRUNI, 2007):

oL = ai(k) +2ai(k+1) (3 14)

A cada ponto de corte do atributo a; (o) vai corresponder um atributo binario (b;), cujo

valor dependera do valor do atributo (a;):

0 se a; <oy

Da mesma forma se define um ponto de corte entre dois valores consecutivos do dominio
do atributo, onde o primeiro pertence a uma observacdo negativa € o segundo a uma
observagdo positiva. Os valores dos pontos de corte ndo tém de pertencer ao dominio do

atributo.

Estes sdo os atributos binarios do primeiro tipo, chamados de atributos de nivel. Também
sao definidos os atributos binarios do segundo tipo, designados por atributos de intervalo.

(BOROS et al., 1996)

A cada par de pontos de corte do atributo a; (o € ok , com o < o) vai corresponder um

atributo binario (b;x), cujo valor dependera do valor do atributo (a;):
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Tabela 3.11 — Exemplo de um sistema de decisdo com dois atributos quantitativos.

Observagdes a2 a3 classe
ol 6 45 Sim
02 8 60 Nao
03 4 35 Nao
04 5 70 Sim
05 6 50 Sim
06 3 65 Nao

Considerando as observagdes com valor de classe “Sim” como positivas, da Tabela 3.11
vem: U' = {ol, 04,05} e U = {02, 03, 06}. Na Figura 3.2, os sinais 9b ¢ = identificam,

respetivamente, as observagdes positivas e as observagdes negativas.

Valores do atributo a2

3 4 5 6 8
| | L L b L | L | |
[ wr |
4,5 7
Pontos de corte determinados
Valores do atributo a3
35 45 50 60 65 70
| L | o L | L L b
40 55 67,5

Pontos de corte determinados
Figura 3.2 — Pontos de corte determinados a partir do exemplo da Tabela 3.11.

(Adaptado de: BRUNI, 2007)

Para o atributo a2 foram determinados dois pontos de corte: a2 = 4,5 ; o2p = 7. A estes
pontos de corte corresponderdo os atributos binarios de nivel bs e bg , cujos valores serao,

respetivamente:
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b_{lsea224,5, b_{lsea227
3710 se a2 < 4,5 =10 se a2 <7

1 se45<a2<7

e o atributo binario de intervalo b7, cujo valor serd:b7 = {
0 nos outros casos

Para o atributo a3 foram determinados trés pontos de corte: a3 =40 ; oz = 55 ; o33 =
67,5. A estes pontos de corte corresponderdo os atributos binarios de nivel bg, by € bio,

cujos valores serdo, respetivamente:

b={15ea3240, b={15ea3255, b ={1sea3267,5
8 0 se a3 <40’ 0 se a3 <55’ 10 0 se a3 < 67,5°

e os atributos binarios de intervalo b1, bi2, bi3, cujos valores serdo, respetivamente:

b11={1 se 40 < a3 <55, b ={1 se 40 < a3 <675,
0 nos outros casos’ 0 nosoutros casos ’

bis = {1 se 55 < a3 <675
0 nosoutros casos

Quanto ao atributo classe, facilmente se atribui o valor 1 a “Sim” e o valor 0 a “Nao”.

Tabela 3.12 — Resultado da binarizagdo de dois atributos quantitativos.

Observacdes | bs bs b7 bs b bio | bi1 | b2 | b1z | classe
ol 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1
02 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0
03 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
04 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1
05 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1
06 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0

O processo de binarizagdo ¢ analisado com grande detalhe no trabalho de Boros et al.

(1997).

3.2.2. Reducdo do conjunto suporte

No processo de binarizagdo de sistemas de decisdo, obtidos a partir de casos reais de

grande dimensdo, normalmente, sao determinados um grande numero de pontos de corte,
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tornando impraticavel o seu tratamento informatico (BOROS et al., 1996). Acontece que,
muitos dos atributos binarios ndo sdo necessarios para classificar as observacdes. Daqui
resulta a possibilidade de reduzir a dimensao do conjunto suporte com o objetivo de
diminuir a complexidade do problema e melhorar a performance computacional. (BRUNI,

2007)

Para cada par de observagdes, uma positiva (o") e outra negativa (o), seja I(o",07) o
conjunto de pares ordenados (r, s) que correspondem aos indices do par de observagdes o”

e o com representacdes bindrias diferentes (BRUNI, 2007).

Considere-se, para cada atributo binario b;, uma nova varidvel binaria y;, definida da

seguinte forma (BRUNI, 2007):

1 se bjse mantém no conjunto suporte apos a redugdo
Y=10  se b; ndo se mantém no conjunto suporte apos a redugao

Ha que definir, também, um coeficiente binario, d;;, que indica se os valores binarios do

atributo b; sdo diferentes, para cada par (r, s) € I(o",0"), identificado pelo indice i

(CAVIQUE et al., 2011):

1 se b(r) # b; (s)
dij = v
0 se bj(r) =Db;(s),",

onde, b;(r) ¢ o valor binario do atributo b; na observagao positiva o, € b;(s) € o valor binario

do atributo b; na observagdo negativa os.

Ou seja, dij = 1 se, para duas observagdes o, € o5, 0s valores binarios do atributo b; sdo

diferentes. Caso contrario, d;; = 0. O conjunto de todos os d;; formam a matriz disjunta M.

O processo de reducao do conjunto suporte pode ser matematizado através do modelo de

cobertura de conjuntos (BOROS et al., 1996):

m*
min Z y]

j=1

Sujeito as condicoes:
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z d”y] >1, Vi€l(ot,07),com ot €Ut , 0" €U™

yi€{0,1} , com j=1,...,m*

Os atributos bindrios selecionados serdo os b; que na solucdo 6tima correspondem aos

valores de y; = 1.

Considere-se o sistema de decisao composto pelo conjunto dos atributos usados atras.

Tabela 3.13 — Sistema de decisdo usado como exemplo.

Observagdes al a2 a3 classe
ol amarelo 6 45 1
02 verde 8 60 0
03 vermelho 4 35 0
04 verde 5 70 1
05 azul 6 50 1
06 vermelho 3 65 0

Pelo processo de binarizagdo, obtém-se o seguinte sistema de decisdo binarizado:

Tabela 3.14 — Binarizagdo do sistema de decisdo usado como exemplo.

Obs. | b | ba | b3 | ba | bs | bs | b1 | bs | bo | bio | bi1 | bi2 | bi3 c
ol 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1
02 0 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0
03 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
04 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1
05 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1
06 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0
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Caso existam observagdes redundantes, devem ser retiradas uma a uma de forma a eliminar

essas redundancias.

A partir do sistema de decisdo binarizado, hd que determinar as condigdes as quais 0S

valores de y; estdo sujeitos:

Tabela 3.15 — Determinagdo das condi¢oes da formulagdo do problema exemplo.

i|(o%,0)| di1 | din | di3 | dia| dis | dis | diz | dig | dio |dijo|din|diz2|dis condi¢do
Ifolo2)l 1|1 |O0OjO]JO |1 |1|JO|T|[O]|T1|O]1 Vitytyetyrtyetyitys = 1
2f0lo3)l 1O |1 jOJ1jO|1]|l1]O|O]|Ll|1]O Y+t yst yrtystyntyn > 1
3folo6)f 11O |1 01|01 ]O|1[O0O]|1]O0]]1 Yitystystyrtyetyntyis = 1
4fo402) 0O | O jOJO|L1|1]|]O]|jO|1]O|1]1 Yetyrtyiotyiaty;s = 1
S5fo403) 01|10 1|O0O|1]1]1]|1|0]0O0]O Votystystyrtystyotyo > 1
6fod406) 0|1 |1 (01Ol ]O|O|1]|]O]|1]|]1 Yortystystyryiotyictys = 1
ToS502) 0|1 |01 ]J0|1|1]O0O|1|O0]|1]O0]]1 Yortyatyetyrtyetyntyis = 1
8l 00| 1 (1 ])1|lO0O|1]1]O0|O0O]|1]|1]O Vatyatystyrtystyntyn > 1
9 05 0) 0| O |1 [T ]1|O|1]O]1]|O0|1]O0]]1 Vatyatystyrtyetyntys > 1

A redugdo do conjunto suporte ¢ obtida a partir da solu¢do do seguinte problema de
otimizagao:

min (V1+y2+Hy3tystystystyrtystyotyiotyiityintyis)

Sujeito a:

yitytystyrtyotyiityiz 2 1
yityst yst yrtystyityn 2 1
yitystystyrtyotynitys 2 1
vetyrtyiotyratyiz 2 1
Vatystystyrtygtyotyio > 1
yotystystyrtyiotyistys 2 1
yatyatyetyrtyotyiityis 2 1
y3tyatystyrtygtyntyn 2 1
y3tyatystyrtyotynityiz 2 1

yi €{0,1} , com j=1,...,13

41




Através de métodos matematicos, ou recorrendo a algoritmos de resolugcdo de problemas
de programacao linear, vem:

iy2yspaysveynysyovioyiyizyiz) = (0;0;0505050;1;0:050;0;0;0)
Assim sendo, obtém-se uma solugdo, que corresponde a um conjunto suporte reduzido, Bi
= {b7}. O resultado da selecao de atributos, correspondente a Bj, indica que o sistema de
decisdo pode ser reduzido ao conhecimento do atributo a2 (dependendo se o seu valor esta

entre 4,5 e 7, ou ndo), conforme indicado na Tabela 3.16.

Tabela 3.16 — Redugdo do sistema de decisdo do exemplo.

Observacdes | b7 | classe
1

ol
02
o3
04
05
06

O == | O ||
(el el e el )

Agrupando as observagdes positivas e as negativas, vem:

Tabela 3.17 — Reducdo do sistema de decisdo agrupado por U e U".

Observagoes | b7

ol

U" 04
05

1
1
1
02 0
0
0

U 03
06

Apos a redugdo do conjunto suporte, a metodologia LAD cria padroes que serdo usados no
processo de classificacdo. Este aspeto ndo sera, aqui, desenvolvido, por estar fora do

ambito do tema.
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3.2.3. Variantes a metodologia classica da LAD

Hé situacdes as quais se pode aplicar o algoritmo LAD, embora os respetivos problemas
tenham variantes relativamente ao modelo classico. E o caso da existéncia de custos
associados aos atributos, ou existirem atributos sem valor em algumas observacdes, ou,

ainda, classes com multivalores.

Se a cada atributo bindrio for imputado um custo, g;, a formalizacdo do problema de

reducdo do conjunto suporte vem (CAVIQUE et al., 2011):

m*

j=1

Sujeito as condicoes:

duyj >1, Vi€el(ot,07),com ot €Ut , 0" € U™

yi€{0,1} , com j=1,...,m*

A imputacdo de um custo a cada atributo bindrio quantifica a sua importancia isolada para
a solucdo final. Nao tem em conta atributos que, por si s6, ndo sdo significativos, mas,
quando combinados, t€ém uma importancia apreciavel para a qualidade da reducdo do
conjunto suporte (BRUNI, 2007). O recurso aos custos na formulacdo do problema
apresenta grandes vantagens para a sua resolucao computacional, nomeadamente, ao nivel
do tempo de execucdo dos algoritmos. Esta vantagem ¢ mais notoria quando o algoritmo

procura uma solugdo através de um processo heuristico (BOROS et al., 1996).

Outra variante ocorre quando existem atributos com valor omisso em algumas

observagodes. Se, num atributo original, a;, existem valores em falta, entdo nos respetivos

43



atributos binarios, b;, também, sdo considerados em falta. Isto faz com que estes atributos
ndo sejam usados. Matematicamente, corresponde a atribuir o valor zero aos respetivos

coeficientes d;; (BOROS et al., 1996).

No caso do atributo classe de um problema ter mais de dois valores possiveis, procede-se a
binarizagdo da classe, como se de outro atributo se tratasse (SUBASI, AVILA-
HERRERA, 2015). Este aspeto tem sido bastante estudado e existem diversas abordagens
para lidar com o problema (FRIEDMAN et al., 2000).

3.2.4. LAD versus Rough Sets

Tanto a LAD como a metodologia Rough Sets permitem efetuar a selecdo de atributos e,
ambos, sao compostos por duas etapas: uma primeira etapa de transformacdo e uma

segunda de redug¢ao do nimero de atributos (CAVIQUE et al., 2011).

A LAD nido permite a existéncia de inconsisténcias (duas observagdes com 0s mesmos
valores dos atributos, mas pertencentes a classes diferentes) e s6 pode ser aplicada a dados
binarios (podendo recorrer ao processo de binarizagdo) (BOROS et al., 1996). Outro
aspeto favoravel ¢ poder associar a cada atributo um custo, o que permite selecionar os
atributos minimizando o custo total. Tudo isto faz da LAD uma metodologia mais
sistematizada, robusta e sem ambiguidades, sendo facil de interpretar (CAVIQUE et al.,

2013).

Ja os Rough Sets lida com inconsisténcias, embora possa dificultar a interpretagdo dos
resultados. Também, possibilita a existéncia de atributos classe com valores nado
necessariamente dicotomizados. No entanto, ndo permite o recurso aos custos associados a

cada atributo (CAVIQUE et al., 2011).

Da combinagdo destas duas metodologias, surge a Analise Logica de Dados Inconsistentes

(LAID), que ¢ descrita na sec¢do seguinte.
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3.3. Metodologia LAID

Como ja referido, a Analise Logica de Dados Inconsistentes (LAID) surge da combinacao
das metodologias Rough Sets e LAD. Como caracteristicas principais, a LAID permite
atributos inteiros, com custos associados, lida com inconsisténcias e comporta classes ndo

dicotomizadas (CAVIQUE et al., 2013).

3.3.1. Remocao das redundancias

Observagdes redundantes s3o observagdes com os mesmos valores dos atributos e
pertencentes a mesma classe. Sendo m o numero de atributos do sistema de decisdo, ox € oy

sao redundantes se:

{ai(ox) =a;(oy) Vi=1,..,m
c(oy) = C(Oy)

A remo¢do de redundancias ¢ simples, basta eliminar, uma a uma, as observacdes

redundantes.

3.3.2. Remoc¢ao das inconsisténcias

Observagdes inconsistentes sdo observagdes com os mesmos valores dos atributos e
pertencentes a classes diferentes. Sendo m o niumero de atributos do sistema de decisdo, ox

€ 0y sdo inconsistentes se:

a;(ox) =a;(oy) Vi=1,..,m
{ c(oy) # c(oy)

Considere-se o grau de inconsisténcia (gr) de uma observagao oy, com x = 1,...,n, como 0
niamero de observacdes do Universo de dimensdo n, inconsistentes com ox. A defini¢do

formal é:
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gr(ox) =#{y=1,...,n: 0,€U A (ai(0ox) = ai(oy), Vi=1,...,m) A c(ox) # c(0))}
Se gr(ox)=0, significa que a observagdo ox ndo tem inconsisténcias.

O grau de inconsisténcia do Universo, gr(U) € igual ao maior dos graus de inconsisténcia

de cada observagao:

gr(U) = max( gr(ox)), Vx=1,...,n

O valor do grau de inconsisténcia do Universo ¢, sempre, menor ou igual ao nimero de
valores diferentes da classe. Se gr(U)=0, significa que ndo existem inconsisténcias no

sistema de decisao.

O processo de remocdo das inconsisténcias existentes num sistema de decisdo ¢
surpreendentemente simples. O exemplo dado por Cavique et al. (2013) ¢ bastante
esclarecedor para se perceber a ideia subjacente. Quando um paciente vai a uma consulta,
pode acontecer que o médico fique indeciso no diagnostico, porque o conjunto dos
sintomas relatados sdo comuns a varias doengas. Neste caso, o médico faz um ou mais
testes para despistar o mal de que o paciente padece. Considerando os sintomas como um
conjunto de atributos, o que o clinico faz ¢ acrescentar novos atributos de forma a acabar

com as ambiguidades existentes.

Assim sendo, quando existem inconsisténcias num conjunto de dados, elas sdo removidas
através da adicdo de novos atributos bindrios, que vao testar ‘je ne sais quoi’, para
diferenciar as observagdes inconsistentes (CAVIQUE et al.,, 2013). Para remover as

inconsisténcias de um sistema de decisdo sdo necessarios m* = rlog2(1+gr(U))—| novos

atributos binarios, onde a fungédo [ x| devolve a aproximacio as unidades por excesso do
valor x. Ou seja, ¢ necessario um novo atributo binario, para distinguir duas observacdes
com os mesmos valores dos atributos, mas pertencentes a classes diferentes. No caso de
trés, ou quatro, observagdes com valores dos atributos iguais, mas classes diferentes, sao

necessarios 2 novos atributos binarios.

Pelo facto de acrescentar novos atributos “‘je ne sais quoi” para retirar as inconsisténcias,

faz com que qualquer subconjunto de U seja preciso (crisp), sendo a sua regido fronteira
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vazia, porque A(X) = A(X). Desta forma, evitam-se as dificuldades de interpretacdo destes

conceitos, que sdo fundamentais na teoria dos Rough Sets (YAO, 2006).

A Figura 3.3 esquematiza a diferenca entre as metodologias Rough Sets ¢ LAID no
tratamento das inconsisténcias. Neste exemplo, o Universo € composto por 6 observagdes
(01, 02, 03, 04, 05, 06). As observagdes o1, 04 € 05 tém valor da classe igual a 1, as restantes
observagoes tém valor da classe 0. As observagdes 05 € 0¢ s30 inconsistentes, ou seja, t€m
igual valor nos atributos, mas classe diferente. Seja X um subconjunto de U cujos valores
dos atributos correspondem ao valor 1 da classe. Logo, 4(X) = {o1; 04}, A(X) = {01; 04; 05;
06} € FR(X) = {o0s; 06}. Como cada inconsisténcia corresponde a um par de observagdes, ¢
necessario um novo atributo “je ne sais quoi” (a*) que toma o valor 1 para a observagdo da
fronteira cujo valor da classe ¢ 1 (0s) € o valor 0 para as restantes observagdes. Assim, apos
a insercao do atributo a*, o subconjunto de U, cujos valores dos atributos correspondem ao
valor 1 da classe, sera X*, onde X* = A(X*) = A(X*) = {01; 04; 05}, € FR(X*) = . A Figura

3.3 mostra o resultado da remoc¢do das inconsisténcias na LAID quando ¢ adicionado o

atributo jnsq.
V\\ U//'
X*
\\\A
oL o4 | )| X Ol 04 O5jusg=1
v~
05 \\\‘ AX)
06 B
‘\\\\ 02 O3 O6jnsq:O
02 03 > AX)

Figura 3.3 — Diferenca entre os Rough Sets e a remog¢do das inconsisténcias na LAID.

(Adaptado de: PAWLAK, 2003 e CAVIQUE et al., 2013)

Sistematizando todo o processo de remogao das inconsisténcias num sistema de decisao:
e Haé que comecar por remover as redundancias.

¢ A quantidade de atributos “je ne sais quoi” é determinada por m* = rlog2(1+gr(U))—|.
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e Para cada conjunto de inconsisténcias, ordenam-se as observagdes pelos respetivos
valores da classe e faz-se corresponder, a cada uma, a respetiva posicdo de ordem,
pi(c(ox)), comegando por zero.

e Para cada observacdo inconsistente, o valor de cada atributo ‘je ne sais quoi” é o
respetivo algarismo da codificacdo binaria de pi(c(ox)). Para as observagdes sem

inconsisténcias, todos os atributos “je ne sais quoi” t€ém o valor zero.

O conjunto de todos os atributos originais, unido com o conjunto dos atributos “je ne sais

quoi” € designado por 4*.

Considere-se o exemplo do sistema de decisdo da Tabela 3.18 para aplicar a remogao das

inconsisténcias segundo a metodologia LAID.

Tabela 3.18 — Sistema de decisdo para exemplificar a LAID.

N
—_
N
\S)
IN)
(O8]
N
i

Observagdes classe

ol
02
03
04
05
06
o7
08

— o~~~ |lololo|~
o|l~|lo|lo|~|~|~|o
=l = = = T
SOOI || |0 |O
— OO ===

Comecga-se por remover as redundancias. As observacdes ol e 08 sdo redundantes. Ao

retirar uma delas, escolha-se 08, a redundancia desaparece.

Tabela 3.19 — Sistema de decisdo com a redunddncia removida.

Observagdes | al a2 a3 a4 classe
ol 1 0 1 0 1
02 0 1 1 0 1
03 0 1 0 0 1
04 0 1 0 0 2
05 1 0 0 1 0
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06 1 0 1 0 2
o7 0 1 0 0 0

Da observagdo da Tabela 3.19, identificam-se os seguintes conjuntos de observagdes

inconsistentes: {ol, 06} e {03, 04, 07}, vindo:

Tabela 3.20 — Grau de inconsisténcia das observacoes.

Observagdes | ol 02 03 04 05 06 o7
gr(ox) 1 0 2 2 0 1 2

Como o grau de inconsisténcia do universo de observagdes ¢ gr(U) = 2, sdo necessarios
dois atributos “je ne sais quoi” (a5* e a6*), porque m* = |—log2(1+2)—| =2, ficando 4*={al,

a2, a3, a4, a5*, ab*}.

Tabela 3.21 — Remover as inconsisténcias do sistema de decisdo.

Observagdes | al a2 a3 a4 as* a6* | classe
ol 1 0 1 0 0 0 1
02 0 1 1 0 0 0 1
03 0 1 0 0 1 0 1
04 0 1 0 0 0 1 2
05 1 0 0 1 0 0 0
06 1 0 1 0 1 0 2
o7 0 1 0 0 0 0 0

O sistema da Tabela 3.21 estd pronto para aplicar o algoritmo de selecao dos atributos.
Sendo a LAID um algoritmo constituido por duas fases (CAVIQUE et al., 2013):
1. Gerar a matriz disjunta M;

2. Redugao do conjunto suporte.

3.3.3. Gerar a matriz disjunta
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A semelhanca da LAD, a metodologia LAID recorre a determinagio da matriz disjunta M.
Mas, ao contrario da primeira, a LAID permite classes com um numero ilimitado de

valores diferentes (CAVIQUE et al., 2013).

O processo consiste em, para cada observagdo, comparar os valores de cada atributo com
os respetivos das observagdes seguintes que tenham valor de classe diferente. Se ox e o,
forem duas observagdes, tais que c(ox) # c(oy), cuja comparagdo corresponde a linha i da
matriz disjunta M, os elementos da matriz M (d;; , com j=1,...,m+m*) serdo (CAVIQUE et

al., 2013):

_ 1 se aj(ox) ¢aj(oy)
dij = {0 se a;(0y) = aj(0y)

Como as inconsisténcias foram removidas, cada linha da matriz M tem de ter, pelo menos,
um valor ndo nulo. O numero de linhas da matriz M ¢ menor, ou igual, a n(n—1)/2, valor

que corresponderia a comparar todas as n observagoes. (CAVIQUE et al., 2013)

Retomando o sistema da Tabela 3.21, a matriz disjunta vem:

Tabela 3.22 — Matriz Disjunta M.

Por comparagdo das observagdes | al | a2 | a3 | a4 | a5* | a6*
oleod | 1 1 1 0 0 1
oleo5| 0 0 1 1 0 0
oleo6| 0 0 0 0 1 0
oleo7| 1 1 1 0 0 0
02eo04| 0 0 1 0 0 1
02eo05| 1 1 1 1 0 0
02eo06| 1 1 0 0 1 0
02e¢eo07| 0 0 1 0 0 0
03eod| 0 0 0 0 1 1
o3eo5| 1 1 0 1 1 0
03eo06| 1 1 1 0 0 0
o3eo7| O 0 0 0 1 0
od4eo5| 1 1 0 1 0 1
o4eo7| 0O 0 0 0 0 1
o5eo06| 0 0 1 1 1 0
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o6eo7 | 1 1 1 0 1 0

Na matriz disjunta M, se d;; = 1 entdo o atributo da coluna j diferencia as duas observagdes
comparadas na linha i. Pelo contrério, se d;; = 0 entdo o atributo da coluna j ndo distingue

as duas observagdes comparadas na linha i. (CAVIQUE et al., 2013)

3.3.4. Reducdo do conjunto suporte

A obtencdo do menor conjunto suporte usa uma heuristica proposta por Chvatal
(CAVIQUE et al., 2013). A redugdo do conjunto suporte ¢ um processo iterativo que
pretende determinar um subconjunto, S, de 4*. Neste subconjunto S, inicialmente vazio,
colocam-se os atributos escolhidos em cada iteracdo. No final, os elementos de S

correspondem a seleg¢do dos atributos que reduzem o conjunto suporte.
Comeca-se por somar os valores de cada coluna da matriz M, obtendo-se o vetor s, onde:

sj=2i=1dij,comj=1,. .. mtm* (3.15)

Tabela 3.23 — Processo de reducdo — iteracdo 1.

A*

N
—
N
(\S]
Q
(O8]
Q
N
Q
(9]
*
S
(o))
*

dij

olo|=|lol=|~|lolo|=|~|lo|—|lc|o|—~
olo|=|lol=|~|lolo|=|~|lo|—|lc|o|~
—|lo|lo|lo|—|lolo|—|lo|l—|—|—~|c|—]|~
—|lo|l—|lo|lo|—|lolojo|—|lolo|jo|~|o
—|lo|lo|=|lol=|—|lo|—|lolojo|—=|o|o
ol—|—|lo|lo|lo|—|loclo|lo|—|c|lo|o|~
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As componentes do vetor s correspondem as imagens da funcao que decide qual o atributo
escolhido para a solugdo, s; = s(a;). O atributo pretendido, a., ¢ aquele que melhor explica o

sistema de decisdo, ou seja, aquele que cumpre a condigdo:
s(ae) = max(s), comj = 1,...,m+m* (3.16)

No exemplo da Tabela 3.23, o atributo escolhido ¢ a3, entrando para a solugdo, S={a3}. Se
varios atributos cumprem a condi¢do (3.16), existem escolhas alternativas e escolhe-se um

deles.

Apos escolhido o atributo a entrar na solucdo, a., € atualizada a solugdo S, eliminam-se as
linhas da matriz M que sdo explicadas por esse atributo, cujo valor d;. = 1, bem como a
coluna do proprio atributo. Reinicia-se o processo com nova iteragdo, até eliminar todas as

linhas da matriz M.

Tabela 3.24 — Processo de reduc¢do — iteragdo 2.

al | a2 | a4 | a5* | a6*
0 0 0 1 0
1 1 0 1 0
0 0 0 1 1
1 1 1 1 0
0 0 0 1 0
1 1 1 0 1
0 0 0 0 1
3 3 2 5 3

Na segunda iteragdo do exemplo (Tabela 3.24), ¢ escolhido o atributo a5*, ficando S =
{a3, a5*}. Sdo eliminadas as 5 primeiras linhas da matriz M e a coluna do atributo

escolhido.
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Tabela 3.25 — Processo de reducdo — iteracdo 3.

al | a2 | a4 | a6*

—
—
O | —
—

Na terceira iteragdo do exemplo (

Tabela 3.25), ¢ escolhido o atributo a6*, ficando S = {a3, a5*, a6*}. Sdo eliminadas as
restantes linhas da matriz M e a coluna do atributo escolhido. O processo estd terminado. A

reducdo obtida do conjunto suporte é {a3, a5*, a6*}.

Tabela 3.26 — Sistema de decisdo apos redugdo do conjunto suporte.

Observagdes | a3 asS* a6* | classe
ol 1 0 0 1
02 1 0 0 1
03 0 1 0 1
04 0 0 1 2
05 0 0 0 0
06 1 1 0 2
o7 0 0 0 0

Tabela 3.27 — Valores da classe em fun¢do dos atributos selecionados.

(a5*, a6*)
(0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
0 0 1 2
1 1 2

a3
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As células em branco representam valores para novas observacdes que nao sdo explicados
pelo novo sistema de decisdo. Este conceito ¢ diferente da nogdo de inconsisténcia, porque
¢ resultante da falta de observagdes (CAVIQUE et al.,, 2013). No exemplo, dado o
diminuto nimero de observacdes, era de esperar a existéncia de muitas células

inexplicadas.

Havendo, inicialmente, inconsisténcias no conjunto suporte e tendo-se acrescentado os
atributos “je ne sais quoi” para eliminar essas inconsisténcias, ¢ 16gico que estes atributos
sejam necessarios para explicar o sistema de decisdo. Dai, a reducao do conjunto suporte

contém, sempre, todos os atributos “je ne sais quoi’.

3.4. Critérios de validacao

Depois de aplicar um determinado método de sele¢do de atributos, hd que definir critérios

para aferir a sua performance e validar os resultados obtidos.

A performance dos métodos de selegdo de atributos ¢ determinada a partir da performance
dos modelos de aprendizagem aplicados apds a reducdo, usando métricas que variam
consoante 0 método. Os recursos computacionais (memoria e tempo despendido), a
precisio, o racio de atributos selecionados, sdo exemplos de métricas usadas. (BOLON-

CANEDO et al., 2013)

Para dificultar este processo, muitos conjuntos de dados podem ter atributos classe
multivalor, dados descontextualizados ou errados, atributos irrelevantes ou repetidos, o
numero de observagdes muito pequeno comparado com a quantidade de atributos, etc..
Todas estas dificuldades podem tornar os estudos comparativos de tal forma complexos

que sdo impraticaveis. (BOLON-CANEDO et al., 2013)

A maioria dos estudos foca-se no problema que se pretende resolver. Muitos sdo realizados

recorrendo a dados gerados artificialmente. Ja que os resultados sdo conhecidos, o0 método
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de selecdo de atributos pode ser avaliado independentemente do classificador usado e

permite alterar as condi¢des experimentais. (BOLON-CANEDO et al., 2013)

3.4.1. Classificaciao

O processo de classificacdo tem por objetivo prever o valor da classe de uma nova
observacdo, que nao pertence ao sistema de decisdo usado na selecdo de atributos.
Normalmente, para que tal se possa realizar, o conjunto de observacdes do sistema ¢

dividido, aleatoriamente, em dois subconjuntos (CAVIQUE et al., 2013):

e O conjunto de treino — as observagdes sao usadas para selecionar os atributos e

determinar o modelo de aprendizagem ou classificador;

e O conjunto de teste — as observagdes sao usadas para testar o modelo de

aprendizagem determinado.

Sendo n a dimensdao do universo de observagdes, se o conjunto de treino tem n
observagoes, entdo o conjunto de teste tem n-n, observagdes. Esta divisao do sistema de
informacao tem a desvantagem de nao usar todas as observacdes para determinar o modelo

de aprendizagem, particularmente, no caso de existirem poucas observagoes.

Uma forma de contornar esta desvantagem ¢ a chamada validacdo cruzada (cross-
validation) (CAVIQUE et al., 2013). Esta técnica consiste em dividir o sistema de dados
em p particdes. Uma das parti¢cdes ¢ usada para teste, as restantes particdes constituem o
conjunto de treino. O processo ¢ repetido, trocando a particdo de teste por uma das de
treino, até que todas as partigdes tenham sido usadas para teste. O modelo ¢ avaliado pela
média das performances de cada teste. Um caso particular ¢ o chamado Leave-One-Out
Cross-Validation, onde as parti¢des do sistema tém apenas uma observagdo (CAVIQUE et

al., 2013).
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Num sistema de decisdo, onde o atributo classe pode ter £ valores diferentes, a forma de
prever o valor da classe de uma nova observagdo o, ¢ através da fun¢do f (CAVIQUE et

al.,2013), onde:

flox) = i: H(0x,i) = min(H(oxy), com j=0,...,k-1) (3.17)

A fun¢do H(or,j) devolve a média das distdncias de Hamming entre o, e todas as
observagoes do sistema de decisdo cujo valor da classe ¢ j. A distancia de Hamming (dH),
entre dois vetores da mesma dimensao, ¢ o numero de coordenadas cujos valores, nesses
vetores, sdo diferentes. Dito de outra forma, a distdncia de Hamming ¢ o menor ntimero de
substituicdes necessarias para transformar um dos vetores no outro. A fun¢do f devolve o

valor da classe cujo retorno de H € menor.

Considerando o sistema de decisdo da Tabela 3.28, pretende-se prever o valor da classe de
uma nova observacao o = (1,0,1). A Tabela 3.29 esquematiza o processo de calculo e
determina o resultado final. O valor dH corresponde a distdncia de Hamming entre a nova

observacao e cada uma do sistema de decisao.

Tabela 3.28 — Novo exemplo de sistema de decisdo.

Observagoes | al a2 a3 classe
ol 1 0 0 1
02 0 1 0 1
03 0 1 1 1
04 0 0 1 0
05 0 0 0 0
06 1 1 0 0

Tabela 3.29 — Exemplo do cadlculo da funcgao f.

Observacoes vetor classe dH H(ox,j)
ol (1,0,0) | 1 14342
02 (0,1,0) 3 3
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03 (0,1,1) 2
04 (0,0,1) 1
05 (0,0,0) 0 2 Hgﬂ = 1,67
06 (1,1,0) 2
£1,0,1)=0

O valor da classe prevista para ox = (1,0,1) ¢ 0.

3.4.2. Avaliaciao da performance

A performance de um modelo de aprendizagem ¢ avaliada através da corregao, ou nao, das
previsoes. Esta avaliagdo tem por base a matriz confusao (confusion matrix) (CAVIQUE et
al., 2013), cujas linhas contabilizam o nimero de observagdes de cada um dos valores das
classes no conjunto de teste, de acordo com o sistema de decisdo, e as colunas
contabilizam o nimero de observagdes previstas para cada classe (SANTRA, CHRISTY,

2012).

Tabela 3.30 — Matriz confusdo quando a classe é booleana.

Classe prevista
0 1
0 100 no1
Classe real
1 n1o nii

Na Tabela 3.30 (SANTRA, CHRISTY, 2012):

e 190 ¢ o nimero de observagdes do conjunto de teste cujo valor da classe ¢ 0 e a
previsao foi correta (verdadeiros negativos);
e 101 ¢ o numero de observagdes cujo valor da classe ¢ 0 e a previsao foi incorreta

(falsos positivos);
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e 10 ¢ 0 nimero de observacdes cujo valor da classe ¢ 1 e a previsdo foi incorreta
(falsos negativos);
e n11 ¢ o nimero de observagdes cujo valor da classe ¢ 1 e a previsdo foi correta

(verdadeiros positivos).
A soma noo + no1 +nio +n11 € adimensdo do conjunto de teste.

A matriz confusdo permite determinar varias medidas de performance, nomeadamente, a

taxa de cobertura (overall accuracy) (SANTRA, CHRISTY, 2012):

Moo + N11

taxa de cobertura = (3.18)

Moo + N1 + Ny + N1y
Esta métrica indica a frequéncia de acerto do modelo obtido. Um modelo de aprendizagem
¢ melhor que um modelo aleatorio se a sua taxa de cobertura ¢ maior que a taxa da classe

modal (CAVIQUE et al., 2013), ou seja, ¢ maior que a taxa de qualquer valor da classe:

( Moo + Nq1 S Ny + No1 )
Ngg + N1 T+ Nyg +Nq1 Moo + No1 T Ny + 111

( Moo + N1 > Ny + N11 )
Ngg + N1 T Nqg + N1 Moo +No1 + Ny + Nqq

= n11>no1 A Hoo > N0

Outra medida de performance ¢ o Cohen’s Kappa-statistic, que indica o grau de
concordancia dos dados (CAVIQUE et al., 2013). Para tal, hd que definir a taxa esperada
(expected rate) que mede a precisdo para um modelo de aprendizagem aleatorio

(JENNESS, WYNNE, 2005):

(Noo+no1)X(Moo+N10) + (N10+N11)X(NMo1+M11)
(ngo + No1 +N1g +Mq1)?2

taxa esperada = (3.19)

O indice Kappa-statistic ¢ calculado recorrendo a taxa de cobertura e a taxa esperada

(JENNESS, WYNNE, 2005):

taxa de cobertura — taxa esperada

Kappa-statistic = (3.20)

1 — taxa esperada
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Os valores de kappa estdo entre -1 e 1, inclusive, e permitem avaliar a performance de

acordo com a escala seguinte (CAVIQUE et al., 2013):

Tabela 3.31 — Escala de avaliag¢do do indice Kappa-statistic.

Kappa-statistic [-1,0; 0,011 10,0; 0,2] | 10,2; 0,4] | 10,4; 0,6] | 10,6; 0,8] | 10,8; 1,0]

Performance do modelo ma fraca sofrivel | moderada boa excelente

O indice Kappa-statistic ¢ comparavel entre modelos de aprendizagem diferentes

(JENNESS, WYNNE, 2005).

A matriz confusdo, a taxa de cobertura e o indice Kappa-statistic sdo facilmente
generalizaveis para sistemas com classes multivalor. No caso da classe poder assumir 3

valores, vem:

Tabela 3.32 — Matriz confusdo quando a classe é ternaria.

Classe prevista
0 1 2
0 100 no1 no2
Classe real 1 nio ni ni2
2 n20 n21 N2

Moo + Ny11t+ Nop

taxa de cobertura =
Ngo + No1 + Moz + Nyg + Ny +Nyp + N2 +N21 + 122

taxa esperada =

(Noo+Mo1+M02) X (Moo +N10+7N20)+(N10+N11+M12) X (Mo +N11+N21) + (N0 +N214722) X (N2 +N12+152)
(Moo + No1 + Mgz + Ny + Nyq + Nyp + Npg + Npq + Npp)?

taxa de cobertura — taxa esperada

Kappa-statistic =
PP 1 — taxa esperada
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