LIGAO DE SINTESE*:
ALGUNS ASPECTOS DA ANALISE MATEMATICA DE
EQUACOES DE COAGULACAO-FRAGMENTACAO

Fernando Pestana da Costal

25 de Maio de 2009

Resumo

Numa primeira parte faz-se uma descricao dos tipos de equagoes de co-
agulacao-fragmentacao mais comuns nas literaturas matematica e cientifica,
referindo-se alguns aspectos historicos considerados relevantes, bem como vérias
areas de aplicacoes. Na segunda parte descrevem-se resultados matematicos
relativos a existéncia e unicidade de solucoes de alguns destes sistemas, nomea-
damente os sistemas discretos de Smoluchowski e de coagulacao-fragmentacao:
comecando com uma breve apresentacao dos espacos funcionais utilizados, pas-
sam-se depois em revista os resultados sobre existéncia de soluc¢oes fornecendo-se
uma descrigao breve das ideias subjacentes as demonstragoes. Esta parte ter-
mina com uma sec¢ao dedicada aos problemas de unicidade. Nas terceira e
quarta partes descrevem-se diversos aspectos do comportamento de solucoes.
Focam-se com especial atencao questoes sobre a convergéncia para equilibrios
a tempos longos, sobre o comportamento auto-semelhante de solugoes e sobre
a conservagao, ou nao-conservacao, de densidade. Todas estas questoes, além
da 6bvia relevancia matematica, tém também interpretagoes fisicas de clara
importancia para as aplicagoes.
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1 INTRODUCAO

Os fenémenos de coagulacao (coalescéncia, aglomeracao, agregagao) e os fend-
menos de fragmentacao sao ubiquos em muitas dreas das ciéncias fisicas [35, 60, 70],
astrondémicas [156], quimicas [189], atmosféricas [152, 158], biol6gicas [6, 139], am-
bientais [81] e em varios processos tecnoldgicos [73, 82]. A sua modelagdo quan-
titativa pode ser efectuada por diversos instrumentos matematicos, nomeadamente
por processos estocasticos, por métodos de simulagdo computacional, ou por andlise
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matematica, ou numérica, de equagoes diferenciais de certo tipo, as quais sao ge-
nericamente designadas por equacoes de coagulacao-fragmentacao. Centraremos a
nossa atencao numa classe destas equacoes, designadas por equagoes de coagulagao-
fragmentacao discretas, mas também abordaremos alguns aspectos de uma outra
classe, as equagoes de coagulacao-fragmentagao continuas.

O objectivo principal deste trabalho é passar em revista resultados de analise
matematica relativos a existéncia, unicidade e diversos aspectos do comportamento
das solucoes, com especial enfoque para questoes e problemas em cuja investigagao
estivemos, em alguma altura, envolvidos e sobre os quais fizemos alguma contribuigao
para a literatura.

Com o objectivo de fornecer uma panoramica mais alargada desta area, nesta
parte introductéria, iremos fazer uma breve apresentacao, sem entrarmos em des-
cricoes aprofundadas ou em detalhes técnicos, nao apenas dos sistemas cujo com-
portamento analisaremos mais detalhadamente na sequéncia, mas também dos mais
importantes tipos de equagoes de coagulacao-fragmentacao que se encontram na
literatura matematica, incluindo muitos que nao voltaremos a referir.

A literatura matematica sobre este tipo de equacoes cresceu enormemente nas
ultimas duas décadas. De tal modo que uma revisao critica abrangente desta area
nao pode ja ser feita num trabalho com as presentes caracteristicas. Se isto é ver-
dade para a literatura matematica, é-o por maioria de razao para a literatura de
modelacao formal, nao-rigorosa, e para as literaturas Fisica e de outras disciplinas
cientificas e tecnoldgicas, as quais sao extremamente vastas e diversificadas. Sao
também uma fonte aparentemente inesgotavel de problemas matemadticos interes-
santes e dificeis, merecendo, pois, de qualquer matematico que trabalhe nesta area
uma atenc¢ao pelo menos tao grande quanto aquela que deve dedicar a literatura ma-
tematica propriamente dita. Atendendo a isto, nao se deverd estranhar a existéncia
dum importante nimero de referéncias bibliograficas que nao poderao certamente
ser classificadas como literatura matematica mas que sao relevantes, mesmo funda-
mentais, para o trabalho matematico nesta area.

Apesar de ser uma drea relativamente recente, a andlise matemética das equagoes
de coagulacao-fragmentacao tem presentemente na literatura ja alguns artigos de re-
visao que poderao ser uteis para quem pretender obter uma visao de conjunto dos
problemas, métodos e resultados existentes. Os dois mais recentes, [111, 181], tém
pontos de sobreposi¢ao importantes com os assuntos que desenvolveremos neste tra-
balho. Uma outra referéncia interessante, se bem que ja desactualizada em muitos
aspectos, é [61]. O artigo [59] foi o primeiro artigo de revisao a surgir sobre a
modelagao matematica deste tipo de problemas e, se bem que muito pouco do seu
contetdo seja matematicamente rigoroso, constitui ainda uma fonte muito interes-
sante sobre a literatura nesta area anterior ao inicio da década de 1970. Finalmente,
mesmo que lateral para o tema do presente trabalho, é importante ainda referir o
artigo de David Aldous [2], o qual teve uma importancia crucial na chamada de
atencao dos probabilistas para esta area, cuja resultado foi a verdadeira explosao
contemporanea de trabalhos envolvendo uma abordagem estocastica aos fenémenos
de coagulacao e de fragmentagao (ver, por exemplo, [18]). Estes desenvolvimen-
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tos na abordagem probabilistica, a semelhanca do que se passa com os estudos de
andlise numérica (cf., por exemplo, [118]), s@o, na maior parte dos casos, transver-
sais a abordagem analitica do presente trabalho e sé muito esporadicamente serao
referidos na sequéncia.

1.1 Os processos de coagulacao e de fragmentacao

Por coagulacao (ou coalescéncia, ou aglomeracao, ou agregagao) entende-se a classe
de fenémenos pelos quais ocorre o crescimento do tamanho (ou da massa) de par-
ticulas através da sua colisao e juncao com outras de natureza semelhante. Na
esmagadora maioria dos casos (mas nao em todos) as colisdes simultaneas de mais
de duas particulas sao extremamente raras e nao sao consideradas.

Na Figura 1 apresenta-se um esquema da coagulacao entre uma particula de
tamanho (ou massa) x com outra de tamanho (ou massa) y. Como veremos mais
abaixo, ha situacoes de modelagdao em que os tamanhos das particulas variam con-
tinuamente (em R™) e outras hd em que os tamanhos sao discretos, indexados em
N.

O processo reciproco, de fragmentacao expontanea, é, como o préprio nome
indica, aquele pelo qual uma particula pode originar duas ou mais particulas menores
de natureza semelhante a primeira, tal como se representa esquematicamente na
Figura 2.

Ao invés do que se passa com a coagulacdo, processos de fragmentacao multipla,
em que uma dada particula produz nao apenas duas particulas menores mas uma
distribuicao de um numero, a partida variavel, de particulas-filha, sao extremamente
importantes na pratica e nao podem, em geral, ser ignorados. Um outro modo de
fragmentacao que por vezes é considerado ¢é a fragmentacao induzida por colisoes.
Este processo pode ser encarado como a sobreposicao de duas etapas sucessivas:
um processo de coagulacao que gera um grande agregado fortemente instavel que
instantaneamente (na escala de tempos considerada) se fragmenta em agregados
menores.
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Figura 1: Esquema do processo de coagulacao de uma particula de tamanho = com
uma outra de tamanho y.
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Figura 2: Esquema do processo de fragmentacao expontanea multipla de uma
particula de tamanho = em varias outras particulas de menores tamanhos y < z.

As equacoes diferenciais de coagulacido-fragmentacao surgem da tentativa de mo-
delar matematicamente os processos esquematicamente representados nas figuras 1
e 2. Consoante as hipdteses de modelagao feitas, assim surgem diversas classes de
equagoes de coagulacao-fragmentacao. Todas elas, no entanto, podem ser consi-
deradas como equagoes de dindmica de populagoes (de particulas) com estrutura
(oriunda dos tamanhos ou massas diversos). Esta observacao é menos ttil do que
possa parecer, atendendo a que, devido a estrutura especial da maioria das equagoes
de coagulacao, os métodos gerais utilizados em dinamica de populacdes com estru-
tura (ver, por exemplo, [183]) nao sao, normalmente, apliciveis.

Nas restantes secgoes desta parte do trabalho referiremos alguns dos modelos de
coagulacao-fragmentacao mais largamente estudados do ponto de vista matematico.
Na maioria dessas seccoes citaremos apenas a bibliografia historicamente mais im-
portante. As referéncias matematicamente mais relevantes e actuais serao indicadas
e analisadas nas partes posteriores deste trabalho.

1.2 As equacoes de coagulacao de Smoluchowski

A equagao de coagulacao originalmente proposta em 1916 pelo fisico Marian von
Smoluchowski, no ambito de estudos sobre a cinética da formacao de coloides [167,
168], constitui o protétipo deste tipo de equagoes e é uma das mais bem estudadas
do ponto de vista matematico, embora continue a albergar alguns problemas em
aberto, como teremos oportunidade de constatar na sequéncia.

Represente-se o processo de coagulacao na Figura 1 pela notagao usual da cinética
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quimica,

(@) + () 22 (@ 4 y)

onde a(z,y) representa o coeficiente de velocidade da reacgao de coagulacao entre
o aglomerado de massa = (ou z-aglomerado) e o de massa y (ou y-aglomerado).
Usualmente estes coeficientes dependem apenas das massas dos aglomerados, mas
podem ocorrer situagdes em que seja importante considerar que esta funcao depende
também do tempo [174, 185] ou de outras caracteristicas do sistema a modelar (cf.
casos nas secgoes 1.9 e 1.10). No presente contexto esta fungao é normalmente cha-
mada coeficiente, ou nucleo, de coagulacao. No caso das massas dos aglomerados
s6 poderem assumir valores discretos, miltiplos de uma massa minima considerada
como unitaria (a massa do l-aglomerado ou mondmero), utiliza-se normalmente a
notagao a,, em vez de a(x,y). Também para mantermos a notagao usual, desig-
naremos por i, 7, k, ... as massas dos aglomerados quando estas forem discretas. O
mecanismo de interacgao entre os diferentes aglomerados é traduzido matematica-
mente nas propriedades assumidas para as fungoes a(z,y). A unica propriedade
matematica geral a que todos os tipos de coeficientes tém de obedecer é a simetria
e nao-negatividade: a(z,y) = a(y,z) > 0.

Na Tabela 1 apresentam-se alguns dos ntcleos de coagulacao mais comuns na
literatura (ver referéncias citadas em [42, 59, 111]).

a(z,y) Comentario

1 Coagulacao browniana aproximada
Polimerizagao de cadeias lineares

T4y Polimerizagao de cadeias ramificadas do tipo ARBy_1 ( f > 1),
Caso limite de coagulagao gravitacional

x™2/3 4 y=2/3 Crescimento difusional de cristalitos metalicos suportados

Ty Polimerizagao de cadeias ramificadas do tipo RAy ( f > 1).

zoyP 4 2Py Caso que inclui Golovin (= a — 1= 1) e Stockmayer (8 =a =1)

(x1/3 4 y1/3)(2=1/3 4 y=1/3) | Coagulagio browniana (regime continuo)

(/3 4 y1/3)2(x=1 4 4y~ 1)1/2 | Coagulacdo browniana (regime molecular livre).

(@1/3 4 y1/3)3 Coagulacao tangencial (perfil linear de velocidades).

(x1/3 4 y1/3)7 Coagulacao tangencial (perfil ndo-linear de velocidades).
(@1/3 4 y1/3)2 {:vl/?’ — y1/3| Deposicao gravitacional (particulas maiores que ~ 50um).
(x4 y)B |27 — y7| Coagulagao balistica (o, 8,7 > 0,a8 + v < 1).

Tabela 1. Alguns ntcleos de coagulacao a(x,y) mais comuns.

Comegamos por considerar o caso de massas discretas, que foi, precisamente,
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o caso tratado por Smoluchowski. Assumindo que o sistema é espacialmente ho-
mogéneo, represente-se por ¢; = ¢;j(t) a concentracdo (ou densidade) do j-aglome-
rado no instante ¢, e por ¢ = (¢;) o vector das concentracoes dos varios aglomerados
presentes.

Assumindo vélida a lei de acgao de massas da cinética quimica, a taxa de variagao
de ¢; ¢ dada pela equacao diferencial

¢ = Qe(c)()) (1)

onde ¢; representa a derivada de ¢; (em ordem a t) e Q.(c)(j) é o termo que traduz
matematicamente as reacgoes de coagulacao (donde o ¢ em indice) que afectam a
componente j do vector de concentracoes c. Este termo de reaccao é constituido por
duas componentes, a saber,

1. a criacao de j-aglomerados a partir da reaccao entre aglomerados menores de
massas apropriadas, (j — k) + (k) — (j), com k=1,...,7—1,ej > 2, aque
corresponde o termo

j—1
Q1(c)(j) = % >t kktiken, (2)
k=1

definindo-se Q1(c)(1) = 0.

2. adestruicao de j-aglomerados a partir da reaccao entre estes e quaisquer outros
aglomerados presentes no sistema, (j) + (k) — (j + k), com k =1,2,.... Nao
impondo a priori limitacao ao tamanho méaximo dos aglomerados presentes no
sistema, a este processo corresponde o termo

Q2(c)(j) = ¢; > ajrek. (3)
k=1

Assim, o termo de reac¢ao no membro direito de (1) é

Qe(c)(j) = Qi(c)(j) — Qa2(c)(4)
Jj—1 00
= % aj g kCj—kCk — Cj Zaj,k%, JeN (4)
k=1 k=1

O sistema de Smoluchowski (discreto) é o sistema com uma infinidade contavel de
equagoes diferenciais ordindrias (1) em que o membro direito é dado por (4).

Em varias situagoes é mais adequado considerar-se a versao do sistema de Smo-
luchowski, na qual as massas dos aglomerados variam continuamente em R*. Esta
versao continua, primeiro considerada por Hans Miiller em 1928 [59, 137], pode ser
escrita como a seguinte equacao integro-diferencial

Oye(t, z) = Qe(c)(t, x) ()
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onde c¢(t,x) é a concentracao (ou densidade) dos z-aglomerados no instante ¢, e o
termo da reaccao ¢ agora

QC(C)('vx) = Ql(c)('vx)_QZ(C)(Wx)
= 5 o= vtz = et pdy—ct.2) [ aleg)en)ds. ©)

Os primeiros trabalhos mateméticos sobre (1) parecem ser os artigos de Brice
McLeod [129] e [130]. Sobre a versao continua (5) os primeiros artigos mateméticos
sao possivelmente os de Morgenstern [136] e de Melzak [132] (este ultimo também
incluindo fragmentagao, cf. seccao 1.5). Nas tltimas duas décadas assistiu-se a
um enorme progresso na compreensao de diversas questoes relativas a existéncia,
unicidade, regularidade de solugoes, e a diversos problemas relacionados com o seu
comportamento assimptético. Parte desses resultados serao analisados mais adiante
neste trabalho.

1.3 As equacgoes de coagulacao Oort-Hulst-Safronov

Uma outra equacao de coagulacao que tem recentemente recebido alguma atencao,
é a equagao (continua) de Oort-Hulst-Safronov [142],[156, Chapter 8|, que surgiu
inicialmente ligada a modelacao de fenémenos astronémicos. Esta equacao tem
também a forma geral (5) da equacao de Smoluchowski, mas difere desta quer no
termo de formacao de z-aglomerados a partir da reaccao de outros aglomerados
menores, Q1(c)(-,z), quer no termo de destruicao Q2(c)(+,x). Neste caso tem-se

1. a taxa de criacao de z-aglomerados a partir da reaccao entre aglomerados
menores de massas apropriadas nao depende das massas dos aglomerados mas
de uma medida média dos agregados em causa, mais precisamente:

Ov)(,z) = —0, <c(-,x) /O ' ya(x,y)c(-,y)dy) . (7

2. a destruicao de z-aglomerados, a partir da reaccao destes com outros aglome-
rados presentes no sistema, ocorre unicamente quando os outros aglomerados
tém massa superior, ou seja, trata-se duma espécie de sedimentacao dos z-
aglomerados nos outros de tamanho superior:

QO)(2) = () [ alw)eCou)dy. (®)

Estas diferentes definigoes dos termos de reaccao, relativamente ao que se passa
com a equagao de Smoluchowski, reflectem-se em diversas propriedades distintas
das solugoes dos dois sistemas, a mais notavel das quais é a velocidade finita de
propagagao da solugao [62], que contrasta notoriamente com a velocidade infinita de
propagagao no caso da equagao de Smoluchowski (ver, por exemplo, [39] para o caso
discreto). Apesar da clara diferenga entre as equagoes e do comportamento distinto
das solugoes, as duas estao relacionadas entre si, podendo ser encaradas como casos
limite de familias de equacoes de coagulacao indexadas a um parametro [62, 98].
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1.4 As equacoes de fragmentacao

As primeiras referéncias a processos de fragmentacao surgiram no ambito da quimica,
nos estudos cinéticos da degradacao de cadeias poliméricas (ver, e.g., [159]). A
primeira referéncia matematica a modelacdo do processo de fragmentacao parece
ter surgido em estudos probabilisticos e ser devida a Kolmogorov [93], que também
sugeriu e orientou o importante estudo subsequente de A.F. Filippov [75]. A primeira
referéncia matemaética nao-probabilista a estes processos estd incluida no trabalho de
Melzak sobre a equacao de coagulacao-fragmentagao continua [132]. Para a versao
discreta a primeira referéncia parece ser o artigo de Spouge [169].

Nesta seccao iremos apenas referir-nos a fragmentagao expontanea de agregados,
que resulta em termos lineares nas equagoes cinéticas. Outros processos, tais como a
fragmentacao colisional ou a dispersao volumétrica, estao intimamente relacionados
com os processos de coagulacao, resultam em contribuicdes nao-lineares para os
termos de fragmentacao e serao introduzidos na secgao 1.7.

Represente-se o processo de fragmentacao na Figura 2 pela notagao usual da
cinética quimical,

(@) = (Y1) + (y2) + ...

Seja B(x) o coeficiente de velocidade de reacgao para a fragmentacao dos z-aglo-
merados e seja (x,y) o nimero médio de particulas de massa y produzido pela
fragmentacao de uma particula de massa x. No caso das massas serem discretas,
voltando estas a serem representadas por i, j, k, . . ., usaremos a notacao usual B; em
vez de B(j), etc.

A conservacao de massa em cada reaccao de fragmentacao implica que a massa
total das particulas-filha tenha de ser igual & massa da particula original, ou seja,
tem de se verificar

T J-1
/0 yble,y)dy =2 ou > kibjp=j (9)
k=1

consoante consideremos o caso continuo ou o discreto, respectivamente.

Concentremo-nos agora no processo discreto. Assumindo valida a lei de acgao de
massas da cinética quimica, a taxa de variacao de ¢; ¢ dada pela equacao diferencial
analoga a (1)

¢ = Qs(c)(y) (10)

onde agora Qf(c)(j) é o termo que traduz matematicamente as reaccoes de frag-
mentagao (donde o f em indice) que afectam a componente j do vector de concen-
tracoes c. Este termo de reaccao é constituido pelas seguintes duas componentes

1. a destruicao de j-aglomerados pela sua fragmentagao (j) — (k) + ..., a que
corresponde a parcela

Qs3(c)(j) == Bjc, (11)

' A notacio nao é das melhores, j& que sugere que os nimero de particulas-filha (yx) é, quanto
muito, contavel: de facto nada impede que a distribuicao em causa seja continua.
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e Qs(c)(1) =0.

2. a criacao de j-aglomerados a partir da fragmentacao de aglomerados maiores,

(j+k)—(j)+...,com k=1,...,a que corresponde a contribui¢ao
o0
Qu(A)() ==Y BjktjshiCith (12)
k=1

Daqui se conclui que o termo de reac¢ao no membro direito de (10) é

Qr(0)(j) == —Q3(c)(j) + Qu(0)(j),  jeN. (13)

Uma hipétese frequentemente feita acerca do processo de fragmentagao e que é
véalida em determinadas situacoes, como por exemplo na degradacao de polimeros
[189], é que, tal como a coagulacao, a fragmentagao é bindria, isto é, cada particula
que se fragmenta fa-lo gerando apenas duas particulas-filha. Nestas condicoes, a
simetria do processo fisico implica que se tenha de ter v;; = ;;_;. Consequen-
temente, a conservagao de massa (9) implica que Zi;ll Yjr = 2 que tem a inter-
pretacao, 6bvia, de que o nimero médio de particulas-filha em cada fragmentacao é
dois?. Assim, designando por b; 1 o coeficiente cinético da equacao de fragmentacao
bindria (j + k) — (j) + (k), ou seja bj := Bjixj4kk Oobtém-se imediatamente
B; = %Zi;ll bj_k 1 e, portanto, a equacao de fragmentacao bindria tem o membro
direito dado por

—1 0
. 1%
Qr(e)4) = =5 D bjmkkej + D bjkcjh (14)
k=1 k=1

Analogamente ao que acontece nas equagoes de Smoluchowski, as versoes conti-
nuas das equacgoes de fragmentacao consistem em equagoes integro-diferenciais que
se obtém, formalmente, substituido os somatorios por correspondentes integrais.

O mecanismo de destruicao dos diferentes agregados é traduzido matematica-
mente nas propriedades assumidas para as fungoes B(x),v(z,y) e b(x,y). A tnica
propriedade matematica geral a que todos os tipos de coeficientes tém de obedecer
é a nao negatividade: B(z) = 0,¢(z,y) = 0 e b(z,y) > 0. Os coeficientes de frag-
mentacao bindria tém também de obedecer a restricao de simetria b(z,y) = b(y, ).

Na literatura matemaética nao é invulgar trabalhar-se com condicoes gerais so-
bre o crescimento/decrescimento dos coeficientes de fragmentagao bindria, do tipo
b(z,y) < (x + )7, ou b(z,y) < 27 + gy, ou b(z,y) > (x + y)7, etc, ou com
condicoes ligeiramente mais gerais, menos explicitas, como sejam as designadas por
fragmentacao forte [27, 38] ou fraca [25, 26, 29, 41] (cf.,e.g., as condi¢oes usadas no
Teorema 8.)

Uma condicao particularmente importante do ponto de vista fisico, correspon-
dente a ocorréncia de reversibilidade microscépica nos sistemas em consideracao, é
a hipétese designada usualmente por condicao de balanco detalhado. Esta condigao

20 que é, obviamente, o que deveria ser, j& que a fragmentacio é binéria...
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pressupoe que ocorram simultaneamente fragmentagao e coagulacao (cf. seccao se-
guinte) e, heuristicamente, afirma que existe um equilibrio (i.e., uma solucao inde-
pendente do tempo) para cada uma das reacgdes individuais

() + (k) = (G + k).

A condicao de balanco detalhado, na sua versao discreta, é a seguinte: existe uma
sucessao positiva (M;), com M; =1 e tal que

aj kMM = bj p Mj. (15)

A sucessao (M;) é fisicamente interpretada como a funcao de particao do sistema
[11, 29].

1.5 As equacoes de coagulacao-fragmentacao

As equacoes de coagulagao-fragmentagao sao o sistema que se obtém quando temos
presentes simultaneamente os fenémenos que foram considerados separadamente nas
seccoes anteriores, tomando, portanto, a forma

¢ = Qec(c)(J) + Qr(c)(J) , (16)
ou entao

Ohpe(t, x) = Qe(e)(x) + Qy(c)(x) (17)

consoante se considerem as versoes discreta ou continua, respectivamente.

Possivelmente a primeira referéncia explicita na literatura a este tipo de equagcoes
é o artigo [20] sobre a modelagao de fenémenos de polimerizacao e despolimerizacao
em quimica. Os autores consideram a versao discreta dos processos, fragmentagao
bindria e coeficientes de reac¢ao independentes do tamanho dos agregados, a; =
a, bj,k: =0b.

O primeiro estudo matematico de existéncia de solugoes de sistemas de coa-
gulagao-fragmentacao é o trabalho de 1957 de Melzak a que ja nos referimos na
secgao anterior, [132], o qual considera a equagao para uma distribuigdo continua
de massas e os coeficientes de reaccao limitados. A extens@o a sistemas com coe-
ficientes ilimitados foi iniciada mais de trés décadas depois, nos trabalhos de Iain
Stewart [172, 173]. Do ponto de vista de propriedades qualitativas de solugdes, o pri-
meiro estudo, também no contexto de sistemas continuos e com coeficientes cinéticos
constantes, foi publicado em 1979 por Michael Aizenman e Thor Bak em [1]. Para
o sistema discreto, as primeiras contribuicoes matematicas sao um pouco mais tar-
dias: aparentemente o primeiro resultado sobre existéncia de solucoes deve-se a John
Spouge [169] e foi publicado em 1984. Este resultado requer que os coeficientes de
fragmentacao sejam limitados, restricao que foi posteriormente levantada por John
Ball e Jack Carr [10], e pelo autor [38], entre outros. Resultados andlogos, para um
sistema de coagulacao semelhante obtido no ambito da modelacao da dinamica de
Glauber do sistema de Ising, foi estudado por Markus Kreer em [96]. O conhecimento
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do comportamento assimptético de solucoes encontra-se actualmente ainda algo in-
completo. Os muitos e importantes desenvolvimentos que tém ocorrido ao longo
da tultima década na compreensao do comportamento assimptético das solucoes dos
sistemas de coagulacao-fragmentacao devem muito aos métodos e abordagens desen-
volvidos inicialmente nos contextos das equagoes Smoluchowski e de Becker-Doring.
Parte destes trabalhos serao analisados mais adiante neste trabalho.

A maioria dos estudos matemaéticos publicados tém-se debrucado sobre sistemas
com fragmentacao bindria, mas alguns outros tipos de fragmentagao tém, recen-
temente, sido alvo da atengao da comunidade matemédtica [71, 72, 73, 116, 177] e
referir-nos-emos a eles na seccao 1.7.

1.6 As equacoes de Becker-Doring

O modelo original foi proposto por Becker e Doring em 1935 [15] no contexto da mo-
delagao do processo de nucleacao de uma nova fase num dado meio (goticulas liquidas
num vapor sobresaturado, goticulas liquidas num sélido cristalino, ou precipitados
sélidos num liquido), no qual a concentragao de agregados de grande tamanho é de
tal modo baixa que colisoes entre eles podem ser desprezadas, sendo apenas rele-
vantes as reacgoes entre os agregados e as particulas monoméricas. Ainda que neste
contexto muito particular, nao é fisicamente expectavel que as equacoes de Becker-
Déring constituam uma boa aproximagao, mesmo a baixas densidades [147], dos
fenémenos reais de nucleacao. No entanto, a riqueza (e dificuldade) matemética das
equacoes de Becker-Doring aliadas ao facto de que algumas das propriedades das
suas solugoes serem provavelmente ainda validas para sistemas mais gerais (e cujo
tratamento matemético é consideravelmente mais complexo) tornaram este sistema
num caso paradigmatico dos estudos de coagulacao-fragmentacao, cuja importancia
e cuja contribuicdo para a compreensao de outros sistemas mais gerais s6 muito
dificilmente podera ser sobrevalorizada [165]. Mesmo do ponto de vista fisico e de
modelagao, sistemas do tipo Becker-Doring continuam a ser actualmente propostos
e estudados na literatura [60, 89].

Na versao original das equacoes de Becker-Doring a concentracao de mondémeros
era suposta constante no tempo. Deve-se a Burton [24] e a Penrose e Lebowitz [147] a
reformulacao das equagoes de Becker-Doring para a versao correntemente utilizada,
na qual a massa do sistema é, formalmente, constante (e portanto a concentragao de
monodmeros terd de ser dependente do tempo). Nesta versao, as equagoes de Becker-
Doéring sao um caso particular das de coagulacao-fragmentacao discretas quando os
coeficientes de coagulacio e de fragmentacao (bindria) satisfazem a restricio 3

ajr=">0,=0 se jAk>1. (18)

Esta condigao traduz, fisicamente, a hipdtese dos agregados sé6 poderem mudar de
tamanho ganhando ou perdendo uma particula (um mondémero) de cada vez, como
no esquema da Figura 3.

3Neste trabalho utilizaremos as notagdes = Ay = min{z,y} e x Vy = max{z,y} e analogamente
para comparagoes de mais de dois nimeros.
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Figura 3: Esquema dos processos envolvidos nos sistemas de Becker-Déring.

A notacao utilizada na escrita do sistema de Becker-Doring é, por razoes histo-
ricas, ligeiramente diferente da que seria obtida por substituicao de (18) em (4),(14)
e do resultado em (16). O que é tradicionalmente utilizado é o seguinte: defina-se,
para j > 1, os coeficientes a; := aj1 e bj41 := bjy1,1. Além disto, sejam a; = %am,
by = %6271, e relembre-se que os coeficientes cinéticos a;, e b x sao invariantes para a
permuta dos indices. Assim, o sistema de Becker-Doring é usualmente escrito como

&1 =—Ji(e) = Jj(0),
j=1 (19)
¢ =Jja(e) = Jjle), Jj

onde Jj(c) = ajclcj — bj+10j+1.

o0

WV
)

1.7 As equacgoes de coagulagao-fragmentacao com fragmentagao
nao-linear

Os processos de fragmentacao referidos nos pontos anteriores sao processos que po-
derfamos classificar como de fragmentacao expontanea, no sentido em que um de-
terminado aglomerado sofre uma fragmentacao que, de um ponto de vista cinético,
nao depende da presenca de quaisquer outras particulas no sistema, resultando,
portanto, numa contribuicao linear para as equacoes cinéticas (cf. secgoes 1.4 a 1.6).

H&, no entanto, situagoes em que outros mecanismos de fragmentacao, resul-
tando em contribuicoes nao-lineares, sao importantes. Uma dessas situacoes ocorre
em astrofisica e em ciéncias atmosféricas [156, 170, 171] e tem recebido alguma
atengdo na literatura nao-matemética (ver, por exemplo, [36, 63, 175, 184]). Con-
siderando, para fins ilustrativos, apenas o caso de massas discretas, o processo em
causa, designado por fragmentagao colisional, consiste na fragmentacao instantanea
(na escala de tempos do problema) de um aglomerado formado pela colisao de dois
aglomerados existentes no sistema. Assim, da colisao entre um k-aglomerado e um
J — k-aglomerado pode resultar, com probabilidade w;_g , um j-aglomerado, ou,
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com probabilidade 1 — w;_g j, um ntmero varidvel de particulas-filha, cuja massa
total terd de ser igual a j. Esquematicamente tem-se, com j > i+1lel <k <j—1,

(G = 1)+ (B) = () + -

Note-se que, ao invés do que acontece na fragmentacao expontanea, a fragmentacao
colisional permite a producao de (alguns) aglomerados maiores que qualquer dos que
inicialmente colidiram. As equacoes de coagulacao-fragmentacao correspondentes a
este novo processo de fragmentacao serao, tal como anteriormente, do tipo

¢ = Qa(c)(1) (20)
e o termo de reaccao no membro direito tem as seguintes contribuigoes:

1. aformagao de i-aglomerados por colisao de dois aglomerados menores de tama-
nho apropriado, digamos ¢ — j e j, e nao destruicao do aglomerado resultante,
com probabilidade w;_; ;, a que corresponde a parcela

1 i—1
5 D wijaicije (21)
j=1

2. a destruicao de i-aglomerados pela sua colisao com outro qualquer aglome-
rado presente no sistema, independentemente do resultado final da colisao,
correspondendo ao termo Q2(c)(i) dado por (3)

3. a formacao de um i-aglomerado como resultado da colisao seguida de frag-
mentagao instantanea, com uma probabilidade complementar da considerada
na contribuicao 1 apresentada acima, a que corresponde a parcela

[e.9]

—1
1 .
5 2 2 Ykl = Wik k)ak ik, (22)
Jj=i+1k=1

onde \Iléfkk fornece a distribuicao dos fragmentos de tamanho ¢ produzidos
pela fragmentacao colisional dos aglomerados de tamanho j — k e k. Esta
funcao ¢é, assim, analoga a funcao v que surge na modelagao da fragmentacao
expontanea (cf. seccao 1.4). Observe-se que ¥ tem de satisfazer a igualdade
\Ifz.,k = \If};,’ ;€ considerando que cada reaccao conserva a massa, também a
seguinte expressao, semelhante a (9),

k-1
D iV =Gtk
1=1

A especificacao das funcoes W, w; i, e a;j permite modelar as diferentes situacoes
particulares de interesse, como, por exemplo, a considerada em [171] onde a frag-
mentacgao colisional produz sempre s6 mondmeros.
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Com estas hipdteses, a equacao (20) vird

1 i—1 o)
G = 3 Y Wi i iciojc— G Y aijc;+
j=1 j=1
1
7
+3 > D W (1= Wik k)@ kG kCk-
j=i+1k=1

E claro que ao membro direito deste sistema pode ser adicionado o termo de frag-
mentacao expontanea @ ¢(c)(i) dado por (13).

O primeiro trabalho matematico sobre esta equacao é bastante recente e deve-se
a Philippe Laurencot e Dariusz Wrzosek [116]. Um sistema (continuo) muito seme-
lhante a este mas em que existe uma limitacao fixa no tamanho do maior aglome-
rado presente no sistema, foi recentemente proposto e estudado por Antonio Fasano
e colaboradores no contexto da modelacao de dispersoes liquido-liquido em enge-
nharia quimica [71, 72, 73] (veja-se também [177]). Um outro sistema semelhante
foi proposto no ambito da cinética das reac¢oes de polimerizacao com fragmentagao
catalizada [92].

1.8 As equacgoes de coagulacao-fragmentagao com termos difusivos

As abordagens aos processos de coagulacao-fragmentacao que referimos até agora
presupoem que os sistemas sao espacialmente homogéneos e, portanto, as densi-
dades em causa sao independentes da localizacao espacial. No entanto, a consi-
deracao da dependéncia espacial das concentracoes dos diversos agregados e, em
particular, a inclusao de contribuicoes difusivas nas equacoes dos sistemas de coa-
gulacao-fragmentagao é, desde hé muito, tida como relevante em varias situagoes
[19, 57, 143].

As versoes discretas destes sistemas podem escrever-se como
¢j = Va(djVicj) + Qc(0)(j) + Qp(c)(j), em @ xRT CR" xR (23)

onde os coeficientes de difusao d; = d;(z,c) sao fungdes nao negativas e sao impos-
tas condigOes convenientes na fronteira 02, ou de decaimento no infinito, as con-
centragoes dos j-aglomerados, ¢;, que dependem agora também da varidvel espacial
z € Q.

O primeiro estudo matematico sobre algumas caracteristicas destes sistemas
deve-se a Marshall Slemrod [162], mas o primeiro resultado geral de existéncia e
unicidade de solugoes (para o caso de auséncia de fragmentacao, Q¢(c)(j) = 0) é
de Philippe Bénilan e Dariuz Wrzosek [16]. Na tltima década um nimero cres-
cente de artigos tem tomado por objecto de estudo sistemas do tipo (23), ou a sua
versao continua, procurando esclarecer as diversas questoes que se colocam em torno
da existéncia, unicidade e comportamento de solucoes. Neste contexto, as contri-
buigdes de, entre outros, Amann, Laurencot, Mischler e Wrzosek sao extremamente
importantes (cf., por exemplo [3, 4, 5, 65, 99, 107, 110, 114, 115, 186, 187]).

No presente trabalho nao nos iremos debrucar sobre estas questoes.
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1.9 Equacoes com termos de transporte e cinéticos

Uma outra forma de incluir contribuigoes espaciais foi primeiro considerada em
estudos de ciéncias meteorolégicas, nomeadamente nos modelos da dinamica das
nuvens [17, 119]. Trata-se da equagdo de coagulagdo com termos de transporte
que modelam a convexao dos aglomerados numa determinada regiao do espaco,
devida a um campo de velocidades dado. Ilustraremos com o caso estudado em [61,
Capitulos 10 e 11]. Seja z € Q C R? a varidvel espacial, v(z,t,2) € R? a velocidade
do z-aglomerado no instante ¢ e posigao z e r(z,t,x) € R a taxa de variagao da
concentragao c(z,t,z) devida a fenémenos de condensagao ou de evaporacao das
gotas de tamanho x na coordenada (z,t). Assim, a equacao proposta inicialmente
por Levin e Sedunov e por Berry é

Ope(z,t,x) + Op(r(z,t,x)e(z,t, ) + Vo (v(z, t,z)c(z, t,x)) = Qc(c)(t, x), (24)

onde Q.(c) é definido por (6) com as concentragdes dependendo agora também da
varidavel espacial z, mas os coeficientes de coagulacao sao dependentes apenas das
massas em presenca.

No modelo anterior, o campo de velocidades é um campo “exterior” no qual os di-
ferentes aglomerados estao mergulhados. Em particular, os fenémenos de coagulagao
nao sao influenciados pelo campo de velocidades v. Um modelo semelhante mas com
outro nivel de detalhe consiste em considerar o préprio processo de coagulacao depen-
dente da velocidade local, ou seja, em considerar o campo de velocidades nao como
um campo exterior que transporta os aglomerados, mas essencialmente o campo
que descreve as velocidades locais de cada aglomerado. Esta hipdtese, analoga a
abordagem da teoria cinética, foi primeiro considerada, no contexto de modelos com
velocidades discretas, por Marshall Slemrod e colaboradores [164, 166] e foi mais
recentemente estudada, no caso geral, por Escobedo, Laurencot e Mischler em [66],
onde sao obtidos resultados de existéncia global de solucoes fracas e de convergéncia
de solugoes quando t — oco. Sendo ¢(z,t, z,p) a concentragao dos z-aglomerados com
momento linear p, na posigao z e no instante ¢, o sistema considerado em [66] é, com
v = p/x7

Oc+v-Vye=Qcc), (25)

sendo o termo de coagulacao Q. = Q1 — Q2 é definido por
1 x
Qi(c) = 5/]1&3/0 aly',y = y)eC, -y )eC,y —y')da'dpf
QQ(C) = /]RS /0 a(yvyl)c('a '7y)c('7'7yl)dxldp/

onde y := (z,p) € RT x R3, etc.

Um problema semelhante, mas sem dependéncia espacial, foi considerado anteri-
ormente por Baranger em [13] e Roquejoffre e Villedieu em [155] e um outro sistema
analogo, também sem dependéncia espacial mas onde, para além das colisoes binéarias
que resultam em coagulagoes, sao incluidas colisoes eldsticas (operador de colisao de
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Boltzmann) e colisoes inelésticas (operador de colisao granular) entre os aglome-
rados, foi recentemente alvo da atencao de Nicolas Fournier e Stéphane Mischler
[79, 80].

Como é natural esperar, a andlise matematica deste tipo de problemas utiliza
abordagens que estao intimamente ligadas as que foram desenvolvidas para o estudo
da equacao de Boltzmann e de outras equagoes da Teoria Cinética.

No presente trabalho nao nos iremos mais debrucar sobre estes problemas.

1.10 Owutros modelos

Diversos outros modelos tém sido considerados na literatura e nesta seccao iremos
apenas fornecer um muito breve conjunto de exemplos.

1.10.1 Modelos com aglomerados multi-indexados

Nos sistemas referidos acima nas sec¢oes 1.8 e 1.9 os aglomerados eram caractrizados
nao apenas pela sua massa ou volume, mas pela sua localizacao no espaco ou pelo
seu momento linear, ou por ambas as caracteristicas. No entanto, estas tltimas
propriedades fisicas nao sao, de facto, propriedades intrinsecas dos aglomerados e,
como tal, os indices, ou as varidveis, que as denotam nao sao, geralmente, encaradas
como sendo do mesmo tipo que as que designam a respectiva massa ou volume.

Ao invés dos casos ja referidos anteriormente, em algumas aplicagoes os aglome-
rados presentes necessitam ser caracterizados nao apenas pela sua massa, ou volume,
mas por um outro indice que descreva uma outra caracteristica que seja relevante
para o estudo.

Um dos casos mais 6bvios em que tal situacao inevitavelmente acontece é quando
estamos em presenca de duas espécies monoméricas, digamos A e B, sendo impor-
tante mantermos o conhecimento de que modo um dado aglomerado é composto,
em termos das diferentes unidades mondémericas e nao apenas da dua massa total.
Assim, a caracterizacao do aglomerado, na situacao mais simples, tera de ser feita
por um indice vectorial (i4,i5) que nos informa de que o aglomerado em causa
é constituido a partir de i4 unidades do mondémero A e de i unidades do B.
Esta abordagem foi utilizada em estudos cinéticos sobre a formacao de micelas e
de vesiculos (cf. e.g. [53]) onde o seguinte sistema Becker-Doring bicomponente foi
proposto:

c.i,j - JiA—l,j(C) - JZI?](C) + Jz%—l(c) - Jz%(c)a 17] € N+ \ {1}

com os termos de balanco microscépico relativos ao monémoro de tipo A dados
por ij(c) = a;;c1,0C; — bit1,jcit1,; e os relativos ao monémoro B dados por
JZ% (€) == @ jco,1¢i,j— i j+1¢i j+1, € onde os diversos termos tém significados analogos
aos dos termos homélogos da equacao de Becker-Doring.

Outro caso semelhante é o considerado quando os aglomerados sao constituidos
por duas fases da mesma substancia e hd necessidade de ter em conta as quan-
tidades presentes de cada uma delas. Um exemplo é fornecido pelo estudo sobre
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coagulacao/condensagao apresentado em [150], onde se considera que cada particula
pode ter uma massa (continua) =, da qual « serd a massa de uma das componentes
(agua liquida ou gelo), e, usando notagao andloga a da secgdo 1.2, o operador de
coagulacao correspondente a (6) é

Qe(c)(r,a) = % /Om /OO;(SE -y, = By, B,z —y,a — B, y, B)dydS —
= —c(,m, a)/o /0 a(x, By, B)e(-,y, B)dydp.

Um outro exemplo da modelacao de fenémenos de coagulagao fazendo uso de um
indice vectorial (j, k) encontra-se em [182], onde cada aglomerado ¢ caracterizado
pela sua massa j e também por um indice k < j que descreve a forma do aglome-
rado, na medida em que ela pode ser traduzida pelo seu diametro. Um aglomerado
pode, assim, para além das reagoes de coagulagao e de fragmentacao usuais, sofrer
“reaccoes” que consistem num mero rearranjo interno da sua geometria, como se
pretende indicar na Figura 4.

15,9

C15,9 C15,7

Figura 4: Ilustracao de uma “reaccao” de rearranjo geométrico interno de um aglo-
merado (15,9) para um aglomerado (15,7), ocorrendo com taxa 715 9¢i59.

Uma outra situagao em que foi utilizada uma versao com indice vectorial das
equagoes de coagulacao-fragmentacao foi na modelacdo do fenémeno de recobri-
mento das superficies celulares ocasionada pela interagao célula-anticorpo (“surface
capping”) [31, 52]. Neste contexto, um j-aglomerado pode ser representado por um
grafo em que cada um dos j nds representa um mondémero constituinte do aglome-
rado. Os nés sao todos potencialmente trivalentes, mas nem todos tém todas as suas
valéncias ocupadas. Os k < j nds com duas valéncias livres, os quais tém apenas
uma aresta a ligd-los ao restante grafo (e correspondem, portanto, as folhas do grafo)
sao particularmente importantes para o modelo. Assim, os aglomerados tém de ser
caracterizados pelo par (j,k) e o sistema que foi considerado na literatura foi uma
versao adaptada das equacoes de Becker-Doring.

Por fim, uma outra situacao, onde também o aglomerado é assimilado a um
grafo (neste caso, uma arvore), foi tratada em [47] motivada pela abortagem em [84]
do fenémeno da criticalidade auto-organizada. O modelo consiste num sistema de
coagulacao para a evolucao de aglomerados indexados por um par (p,q), onde p é
a “ordem” e ¢ a sua massa, e onde as reacgcoes sao esquematicamente representadas
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por
(1,7) + (k,m) — (V(i,k, (i N k) + 1), 5 +m),

ou seja, a massa satisfaz a usual aditividade e a ordem satisfaz as regras de Horton-
Strahler. Cada aglomerado é assimilado a uma aresta de uma arvore e uma reaccao
entre dois dados aglomerados corresponde as respectivas arestas concorrerem num
vértice (cf. Figura 5).

O trabalho [47] estuda o sistema de coagulagao para a evolugdo temporal das
concentragoes ¢; ; dos aglomerados (7,j) e de quantidades mesoscdpicas derivadas,
como sejam o numero total de aglomerados de uma determinada ordem.

Figura 5: Tlustragao das regras de Horton-Strahler para as ordens das arestas duma
arvore.

1.10.2 Modelos de coagulagao de intervalos

Os modelos que referiremos nesta secgao constituem caricaturas do processo de ma-
turacao e envelhecimento em sistemas fisicos longe do equilibrio.

O primeiro destes modelos foi introduzido por Jack Carr e Robert Pego em 1992,
no artigo [33], tendo como motivacdo o comportamento metaestdvel das solugoes
das equacdes de reaccio-difusdo do tipo Chafee-Infante, u; = €%y, + v — u® num
intervalo limitado (0,1), com condigdes de Neumann homogéneas na fronteira, o
qual tinha sido descoberto e estudado escassos anos antes por esses mesmos autores
e por Giorgio Fusco e Jack Hale numa série de notédveis artigos (cf. [32, 83] para um
resumo desses resultados). Nestas equagoes ocorre um interessantissimo fenémeno
que consiste em as solucoes se aproximarem de uma funcao que, nao sendo um
equilibrio da equacao, se mantém praticamente inalterada durante um intervalo de
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tempo extraordinariamente longo (da ordem de et/ €). O gréfico dessas solugoes
¢é essencialmente constante com a excepcao do que se passa na vizinhanca de um
numero finito N de pontos do intervalo (0,1) onde ocorrem transi¢oes bruscas no
valor da funcao. Quando duas dessas camadas de transicao estao muito préximas
uma da outra a dinamica comega a acelerar muito apreciavelmente de modo que
as camadas de transicao bruscamente colapsam, apds o que a dinamica volta a
se desenvolver numa escala de tempo exponencialmente longa. O modelo do tipo
coagulacao que foi proposto por Carr e Pego para este comportamento consiste
no seguinte: considerem-se N > 1 pontos arbitrariamente escolhidos no intervalo
(0,1) (esses pontos representam a localizagdo das camadas de transi¢ao no modelo
de reacgao-difusao). Assuma-se o seguinte processo em tempo discreto: em cada
unidade de tempo determine-se o menor subintervalo da partigdo de (0,1) gerada
pelos N pontos escolhidos. Retirem-se os dois pontos que sao a fronteira desse menor
intervalo, de modo a que ocorra a fusao desse intervalo com os dois que o bordejam
(isto corresponde ao colapso das camadas de transicao) de modo que para a etapa
seguinte existem agora N — 2 pontos (cf. Figura 6).

| | - | | | tr

| | | [ | that > L

Figura 6: Ilustracao do processo de coagulagao de intervalos estudado em [33].

Se designarmos por f(z,t) a densidade, no instante ¢, da distribuigdo do nimero
de subintervalos por unidade de comprimento, tem-se que o nimero total de inter-
valos por unidade de comprimento é

N(t) = /000 flx,t)de.

Seja L(t) o menor subintervalo no instante t. O processo descrito acima traduz-se
agora nas seguintes duas contribuig¢oes para a equacao diferencial de evolucao da
densidade f, a saber,

1. formagao de um intervalo de comprimento x por coalescéncia de um intervalo
de comprimento £(t) com dois intervalos de comprimento y e z —y — L(t)

2. desaparecimento de um intervalo de tamanho x por coalescéncia com qualquer
outro intervalo.

A equacgao diferencial para a variacao da densidade é, entdo, a seguinte

ouf (1) = N2(1) [ / S 0@ -y - £ 0dy — 20 @ OND |, 26)
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onde f(x,t) = 0sex < L(t), e, considerando o tempo numa escala tal que ocorre uma
coagulacao por unidade de comprimento e por unidade de tempo, f(L(t), t)% =1.

O segundo modelo de coagulacao de intervalos que referiremos nesta secgao foi
também proposto por Carr e Pego [34] e generaliza modelos anteriores propostos
por Derrida, Godreche e Yekutieli [55] e por Pesz e Rodgers [149]. A diferenga

relativamente ao modelo anterior é que agora,

1. em cada unidade de tempo, o menor intervalo da particdo é dividido em o'

partes de acordo com uma densidade de probabilidade dv(«) e essas partes sao
redistribuidas aleatoriamente pelos restantes intervalos da particao.

Seja X (t) o tamanho do menor intervalo no instante ¢, ¢(z,t) o nimero esperado de
intervalos com comprimento maior ou igual a = no instante ¢ dividido pelo nimero
inicial total de intervalos, e N(¢) o nimero total (dado) normalizado dos intervalos
existentes no instante t. Entao a equagao que determina a dinamica é
o
ete,t) =~ X [ (ol = aX(0).1) = pla1)) ()
N(t) Jo

sujeita a condicao

N(t) = p(z,t) para —oo<zx < X(t).

1.10.3 Modelos de proliferacao em dinamica de populagoes

Os estudos matematicos dos processos de proliferagao de populagoes bioldgicas, se-
jam populacoes de individuos, de células, ou de compostos bioquimicos, tem re-
sultado na publicagao de trabalhos sobre uma apreciavel diversidade de equacgoes
diferenciais [148].

Uma dessas equacoes, que traduz a evolugao temporal de uma populacao celular
na qual ocorrem processos de mitose de células de tamanho x em duas de tamanho
x/2, a uma taxa B(z), é a seguinte [148, Capitulo 4]

on(z,t) + dyn(x,t) = —B(x)n(x,t) + 4B(2x)n(2x,t),

onde n(z,t) é a densidade de células de tamanho x no instante t. E possivel ge-
neralizar este processo considerando a divisao das células em « células filha com
o mesmo tamanho z/a [46]. Se estes processos de fragmentacao celular permitem
que as duas células filha sejam de tamanhos distintos, a equagao diferencial para a
densidade n(z,t) adquire uma forma que é a de uma equagao de fragmentagao com
termo de transporte de massa [148] (cf. secgdes 1.4 e 1.9):

[e.9]

on(z,t) + dyn(x,t) = —B(z)n(x,t) +/ b(x,y)n(y,t)dy.

xT

Para a modelagao de situacOes mais especificas, os modelos matematicos tornam-
se correspondentemente mais complexos. A titulo de exemplo, um problema que
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tem, recentemente, merecido bastante atencao é a modelacao do crescimento e pro-
liferacao de populagbes pridnicas (populagoes de prides, i.e., proteinas com con-
formagoes patoldgicas transmissiveis), responsaveis pelas encefalopatias espongi-
formes transmissiveis (das quais a mais conhecida serd a popularmente chamada
“doenga das vacas loucas”) [85, 151] tendo ja sido publicados trabalhos em que
se procede & andlise matemdtica rigorosa desses modelos [113, 160, 178]. Segundo
a teoria biolégica actualmente mais consensual, existem duas formas bésicas de
prides, uma forma normal, nao-infecciosa, monomérica (designada por PrPC¢ na li-
teratura) e uma forma infecciosa polimérica (PrP5¢) formada por polimerizacao dos
monémeros. Acima de um tamanho critico n, o Pr PS¢ parece ser muito estével e tem
uma forte tendéncia para se ligar rapidamente com os mondémeros nao-infecciosos.
O PrP% tem também a possibilidade de se cindir em polimeros abaixo do tamanho
critico n, os quais se degradam imediatamente em monémeros PrPC. Designando
por yo(t) a concentracio de monémeros PrP® e por y; a concentracao do polimero
PrP%¢ formado por i monémeros, o modelo matemético é o seguinte [85, 151]

“1ntj-1
Jo = A—dyo _QOZBlyz+2Z Z jbiyi +2Z Z ibiyi
j=1li=n+j
Ui = Bi—1yoYi—1 — Bivoyi — aiyi — (1 — 1)bjy; + 2 Z bjyj,
j=it1

onde a;, b;, B;, A e n s@o constantes positivas. Versoes destas equagoes para massas
continuas dos polimeros PrP5¢ foram também consideradas na literatura [85, 113,
160, 178].

1.11 Outro tipo de questoes envolvendo as equacoes de coagulacao
e de fragmentacao

Para terminar esta parte introdutoéria referiremos brevemente um outro tipo de es-
tudos matematicos que envolvem as equagoes de coagulacao e de fragmentacao. Até
aqui, os trabalhos matematicos que referimos foram do tipo usualmente prosseguido
em estudos de equagtes diferenciais, isto é, partindo de alguma das equagoes do
tipo coagulacao-fragmentacao, estudar algumas das propriedades matematicas das
suas solucoes. Serda também este o género de estudos que analisaremos mais de-
talhadamente na segunda parte deste trabalho. No entanto, hd um outro tipo de
problemas matemaéticos sobre estas equacoes que tem sido alvo de algum interesse
recente da comunidade matematica: trata-se de, partindo de conceitos matematicos
e/ou fisicos mais fundamentais, como sejam a fisica estatistica de nao-equilibrio e
as descricoes de sistemas de muitas particulas em termos de processos estocasticos,
obter as equacoes de coagulacao como o limite hidrodinamico desses processos. Nao
nos iremos debrucar sobre estes estudos, por serem de um interesse lateral para o res-
tante trabalho, mas apresentaremos, de modo muito breve, qual o tipo de abordagem
que ¢ ai prosseguida. Para o esclarecimento das condigoes precisas de aplicabilidade,
bem como de todos os pormenores técnicos envolvidos, deverao ser consultados os
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artigos mais relevantes, nomeadamente os trabalhos de Flavius Guiag [87], James
Norris [140], Grofkinsky e colaboradores [86], Vassili Kolokoltsov [95], Fraydoun Re-
zakhanlou [154], Nicolas Fournier e colaboradores [54, 77], entre outros. A descrigao
que se segue é adaptada de [154] e pretende ser meramente indicativa do tipo de

abordagem.
O modelo microscépico considera, inicialmente, uma coleccao de N > 1 particu-
las distribuidas aleatoriamente em pontos z; € R%, comd > 2¢i € [ = {1,2,...,N}.

Cada particula tem uma massa inteira m; € NT e estd animada de um movimento
browniano com constante de difusao 2d(m;). Quando duas particulas, de massas
m; e mj, estao a uma distancia mutua igual a |z; — z;|| = € > 0 podem coagular
formando uma particula de massa m; + m;, localizada aleatoriamente em qualquer
das posicoes z; ou x;, com probabilidade que depende das massas das particulas
em presenca’; este processo de coagulacio resulta em que o nimero de particulas
presentes no sistema varie (diminua) no tempo e, portanto, o conjunto que indexa as
particulas é dependente do tempo Iy C I. Assume-se que a dindmica deste sistema
de particulas ¢(t) := { (x4(t )i € I, t)} é um processo de Markov com gerador
infinitesimal £ = Ad1f+ .AC, onde Adlf ¢ a contribuicao do movimento browniano das
particulas entre as colisoes e AZ é o termo correspondente a coagulagao. Para este
processo microscopico define-se a medida empirica

n(dz,t) 25 (0(dz)L(m;(t) = n).

Sendo K. —— oo um factor de re-escalamento apropriado e Z uma constante (a

e—0

densidade macroscépica total), prova-se que no limite hidrodinamico, isto é, quando
N — oo mantendo-se N/K. = Z, a medida g, (dz,t) converge para uma medida
cn(z, t)dx no seguinte sentido

lim Ey
N—oo

/Rd J(x,t)(gn(dx,t) — cp(z,t)dx)| =0,

para qualquer funcio teste J limitada e continua em R%x [0, 00). A densidade ¢, (z, )
da medida limite é solugao da equacao de coagulagdo com termos difusivos (23).

2 EXISTENCIA E UNICIDADE DE SOLUCOES DE SISTEMAS
DISCRETOS DE COAGULACAO-FRAGMENTACAO

Nesta seccao passaremos em revista os resultados sobre existéncia e unicidade
de solugoes de sistemas de coagulacao-fragmentacao, centrando-nos essencialmente

4Qutras versoes deste processo de coagulacio de particulas estocdsticas assumem que a particula

. Tim;+xTim; .
coagulada se localiza no centro de massa ﬁ das duas particulas originais [141], ou, ainda
noutros estudos, a coagulagdo pode dar-se ao longo de uma gama alargada de distancias entre as

particulas, e ndo apenas a distancia ¢ [86]
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no caso do sistema discreto, Incluimos também o caso da equacao de Smoluchowski,
cujo estudo foi, nao apenas historicamente anterior, como importante na medida em
que permitiu o desenvolvimento de abordagens que se revelaram tteis para o caso
geral de coagulacao-fragmentacao.

Centraremos a nossa atencao essencialmente em questoes de existéncia, deixando
os problemas de unicidade para a subseccao 2.5.

Antes de iniciarmos o estudo dos problemas de existéncia propriamente ditos,
necessitamos de fazer uma breve referéncia aos espagos funcionais mais relevantes
para esse estudo.

2.1 Espacos de densidades finitas

Com a notacao introduzida na Seccao 1.2, designaremos por ¢;(t) a concentracao do
j-aglomerado no instante ¢ e, sem perda de generalidade, consideraremos que o j-
aglomerado tem massa discreta j. Assim, a quantidade p(t) := Z;’;l jcj(t) pode ser
interpretada fisicamente como a densidade total do sistema (ou a sua massa total,
assumindo que o volume é constante). Consequentemente, é razodvel do ponto de
vista fisico impor que as solucoes de (16) tenham de ter densidade finita, ou seja,
para cada t > 0, devem pertencer ao espaco de Banach X; C ¢! das sucessdes de
densidade finita definido por

X = {c =(¢j) € RN Jlefly == Zj\cj\ < oo}. (27)

j=1

E importante em determinados contextos considerar a seguinte familia de espagos
de Banach

o0
Xo = { = () € R+ fefla == Y e < oo}, a>0. (28)
j=1

Alguns destes espacos tém interpretacoes com significado fisico, por exemplo, em
Xo = ¢! a norma corresponde, do ponto de vista fisico, a uma quantidade pro-
porcional ao ntmero total de aglomerados presente no sistema; também em X, a
norma tem um significado fisico: é uma medida do tamanho médio dos aglomera-
dos presentes no sistema. De facto, motivados pelo significado fisico associado aos
problemas de coagulacao e de fragmentacao, apenas serao relevantes as solugoes que
permanecam no cone nao negativo do espaco de trabalho X, ou seja, em

X i={ceXq:c¢; >0,Vj}. (29)

Nao é dificil provar [37, Theorem 1.2.1] que os espagos X, com as normas || - ||
formam uma escala normal e compacta de espacos de Banach, ou seja, para todos
os > a > 0, X3 estd contido em X, com injeccao continua, densa e compacta e,
Ve € Xg, tem-se ||c[|o < ||c||3, sendo também vélida a desigualdade de interpolacao

VO<a<B<y Vee Xy, el < lleld el
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Esta escala é também regular, i.e., a norma dos espagos duais X/, é uma fun¢ao
logaritmicamente convexa do parametro «. Todavia, este resultado nao parece ser
util para a andlise das equagoes de coagulacao-fragmentacao.

Para a versao continua das equagoes de coagulagao-fragmentacao (17), na qual
as massas dos aglomerados estao em RT = (0,00), definem-se os correspondentes
espacos de forma andloga; a tnica diferenga a que é necessério atender é que agora
o espaco das funcoes de densidade finita adequado é

Y1 = LRY, (1 +y)dy) = L' (RT,dy) N L'(RT, ydy),
onde dy é a medida de Lebesgue em R. A norma correspondente é

I My =1l ot ,a) + I et yay)-

Esta diferenga em relacao ao caso discreto prende-se com o facto de nao existir
uma relagao de inclusdao entre os espagos LP(RT) andloga a que existe nos 7, do
que resulta o facto de que uma funcio de L'(R*,ydy) nio seja necessariamente
de L'(R*,dy) o que cria diversos problemas mateméticos. Considerarmos uma
condicdo inicial em L'(R*,ydy) para a qual a norma de L'(RT, dy) seja infinita
pode ser interpretado do ponto de vista fisico como correspondendo a um sistema
no qual a densidade total é finita mas cujo ntmero de particulas € infinito, i.e.,
heuristicamente, possui uma quantidade infinita de particulas de massa nula. Além
das dificuldades matematicas aludidas, esta situacao nao parece ser fisicamente de
grande interesse.

2.2 Equagoes de Smoluchowski discretas

Consideremos, entao, o problema de Cauchy para o sistema de coagulagao de Smo-
luchowski (1)-(4),

13- >
éj = 5 Z Aj—k ECj—kCE — C§ Z aj kCk (30)
k=1 k=1
¢j(0) = ¢jo

A abordagem aos problemas de existéncia de solugoes de (30) que tem produzido
melhores resultados consiste na aproximagao de (30) por um sistema de dimensao
finita n, na demonstragdo que as solugdes deste, ¢(t), se aproximam, em algum
sentido, de uma funcao c(t) e que esta é solucao do sistema de dimensao infinita (30).
Esta abordagem foi utilizada desde os primeiros trabalhos matematicos sobre este
sistema, por McLeod [129], bem como sobre o sistema de coagulagao-fragmentagao,
por Spouge [169] e de Becker-Déring, por Ball, Carr e Penrose [11].

Uma outra abordagem, que tem sido por vezes utilizada em sistemas de coa-
gulacao-fragmentacao continuos, consiste na utilizacao de teoremas de ponto fixo e
de semigrupos de operadores, métodos que foram, nestes sistemas, primeiro utiliza-
dos por Melzak [132] e por Aizenman e Bak [1]. A abordagem baseada no estudo
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do semigrupo gerado pelo sistema tem-se revelado muito 1til no estudo de siste-
mas (lineares) de fragmentagao (cf., por exemplo, [12, 128]) mas nao parece ser a
mais adequada ao estudo das equagoes com os termos nao-lineares correspondentes
a coagulacao.

No presente trabalho iremos concentrar-nos unicamente na abordagem baseada
na aproximagao de (30) por sistemas de dimensao finita (truncaturas). H4 essenci-
almente duas truncaturas de dimensao finita n que sao utilizadas na literatura: a
n-truncatura maxrimal e a n-truncatura minimal, na nomenclatura introduzida em
[42]. A primeira destas corresponde a considerar o seguinte sistema de n equagoes

diferenciais ordindrias para o vector de fase (c1,ca,...,cp):
Jj—1 n—j
) 1 .
cj = 5 E A5k, kCj—kCk — Cj E a; kCiCr, ] € {1, C ,n} (31)
k=1 k=1

A segunda corresponde ao sistema

—1 n
1% .
cj = 5 Z A5k, kCj—kCk — Z a; kCiCk, J € {1, R ,n} (32)
k=1 k=1

para o mesmo vector de fase. Uma truncatura 2n-dimensional semelhante a n-
truncatura minimal, na qual o vector de fase é o vector 2n-dimensional (c1, ¢, . . . , can ),
¢ constituida pelo seguinte sistema [101]:

—_

<.

n
@i kkCi—kCk — Y Gjrcick, J € {1,...,n}
i = 3
Qj—k,kCj—kCk, jE {n +1,... ,277,}.

n

Cj—

Cj =

N = N
B
Il

k

J
O ponto de partida para grande parte dos estudos de existéncia de solugoes
destas equacoOes consiste em considerar uma versao apropriada e matematicamente

rigorosa da seguinte igualdade (meramente formal) a qual pode ser encarada como
uma versao fraca da equagao de coagulacdo (ou de uma sua truncatura):

Z gjci(t) — Zgjc]-(T) = % / Z Z(gj+k — i — 9k )a;kCi(s)ck(s)ds, (34)
j=1 j=1 T j=1k=1

onde se assume 0 < 7 < t e se considera que (g;) é uma sucessao-teste nao-negativa.
A partir desta igualdade (ou, mais precisamente, duma sua versao rigorosa) extraem-
se as estimativas a prior: adequadas as demonstracoes dos diversos resultados. De
(34) pode-se imediatamente inferir que a unica estimativa a priori que é natural
esperar que seja valida em X fr ¢ a limitacao da densidade (que corresponde a g; = )
e que quanto mais rapidamente crescerem os coeficientes de coagulacao a;j mais
dificil de obter serao as necessarias estimativas, sendo natural esperar que, pelo
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menos em alguns desses casos, tenha de ser necessério ter o controle de um momento
de ordem superior My(c) := >, jPc;(t), p > 1 (cf. adiante).

Antes de nos debrugarmos sobre estes resultados, é indispensavel precisar a de-
finigao de solugao que utilizaremos [10, 101].

Definigio 1 Seja T € (0,+00] e ¢y = (cjo) € [0, +00)N". Uma solugio ¢ = (c;)
de (30) em [0,T) € uma sucessdo de fungoes continuas nao-negativas satisfazendo,
Vi =1 eVte (0,T),

(i) ¢ €C((0, 1))

(i) > ajre; € L1(0,1)

Jj=1

(iii) Cj(f)zcjo+/ ( Z% ko kCi—k(8)cr(s Zaakcy s)cx(s >d8

Observe-se que, com esta definicao, estamos apenas interessados em solucgoes
ndo-negativas, as quais sao, de facto, as unicas fisicamente relevantes. Um problema
que imediatamente se coloca é o de saber se, considerando condigoes iniciais ¢y nao-
negativas, as solugoes do sistema permanecerao sempre quer nao-negativas, quer
estritamente positivas. Esta questao foi investigada primeiro em [11] para o sistema
de Becker-Déring e em [27] e [29] para sistemas de coagulacao-fragmentacao. Para
as equacoes de Smoluchowski o seguinte resultado de positividade foi provado em

[39]:

Teorema 1 [39] Seja ajy > 0 para todos os j, k. Seja co € X, e seja c uma solugdo
de (30) em [0,T) C [0,400). Para cada t € [0,T) seja J(t) o conjunto dos indices
J para os quais se tem cj(t) > 0. Entdo J(t) = J € independente de t e € dado por
J = spany, (J(0)) :={j = >_;npi : pi € J(0),n; € No, max; n; > 0} .

E imediato concluir daqui que se, para algum indice p, se tem ¢,(0) > 0 entdo serd
sempre ¢,(t) > 0 para todos os t > 0. Por outro lado, a demonstracao do resultado
implica que, se ¢,(0) = 0, entdo, ou ¢,(t) = 0,Vt > 0 (se p & spany,(J(0))), ou
entdo serd sempre positiva (se p € spany,(J(0)).)

O resultado de positividade dado por este teorema baseia-se na escrita da equagao
de Smoluchowski na forma

OB (1) = e(NE() + [ BB (5)ds 3

onde
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e Ri(t) =0.

Estes resultados de positividade sao também relevantes para os sistemas de co-
agulacao-fragmentacgao, para os quais este método (com a alteragdo 6bvia nas de-
fini¢oes de E; e R;) foi primeiro utilizado [27, 29], e onde permitiu provar que, para
todo o t > 0, todas as componentes j das solucoes (c;(t)) s@o estritamente positivas
(i.e., J = N) desde que, para todos os naturais k, os coeficientes a; j, e by j sejam
positivos.

Os resultados sobre existéncia de solugao dependem, naturalmente, do tipo de
hipéteses que se faz sobre os coeficientes de coagulacao a;j. Sobre este assunto,
¢ interessante observar que nao apenas o crescimento mas a prépria estrutura dos
coeficientes a;j ¢ determinante para a existéncia, ou nao, de solugao, como fica
claramente estabelecido nos resultados que apresentaremos de seguida.

Comecemos por considerar os coeficientes de coagulacao seguintes, que designa-
remos por coeficientes de tipo multiplicativo:

(H1) Existem sucessoes nao-negativas (r;) e (a; ) tais que
jj = TjTh + (36)

e uma das duas seguintes condicoes sao satisfeitas:

lim 2 =0,  lim 22E =0, vk>1 (37)
J—00 ] J]—00 ]
ou r
inf £ =R >0, ajr < Krjrg, Vi k=1, (38)
i=1 ’

para constantes nao-negativas R e K.

Para este tipo de coeficientes tem-se o seguinte resultado, devido a Laurencot
[101], e a Leyvraz e Tschudi [123],

Teorema 2 Assumindo as hipdteses (H1) e sendo ¢y € X1+, existe pelo menos
uma solugao ¢ de (30) em [0,+00) tal que, para todos os t € [0,+00), se verifica
c(t) € Xy e [le(®)ll < lleollr-

Esboco da demonstracao: A ideia bésica da demonstracao é a de, a partir de uma
sucessao de solucoes de sistemas n-truncados, obter, por passagem ao limite quando
n — oo, uma func¢ao continua nao-negativa e provar que esta é, de facto, uma solugao
do problema de Cauchy para a equagao de Smoluchowski (30).

Precisando um pouco mais esta ideia para o caso em que os coeficientes de co-
agulagao satisfazem (37) tem-se o seguinte argumento devido a [123]. A existéncia
de uma funcao ¢ = (¢;), limite da sucessao de solugoes (cjv ) de sistemas truncados
(usando, por exemplo (31)) pode ser conseguida utilizando o teorema de Ascoli-

Arzela, via a injecgao compacta de X; em X, := {c = (¢j) € RN™: llelly < oo},
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onde [lc[|y = 2272, mjl¢jl, e a equilimitacdo e a equicontinuidade uniforme da su-
cessao. Um outro modo de obter a funcao limite da sucessao de solugoes (c;j N deve-se
a Ball e Carr [10] e consiste em aplicar o teorema de Helly [94, pp. 356-7] a uma

sucessao de funcoes equilimitadas e de variagao uniformemente limitada construida
a custa das solucoes (cjv ).

Sob a hipétese (37), a limitagdo uniforme a priori da densidade de (c;

cientemente forte para nos permitir a seguinte estimativa uniforme (em Ny)

Ny é sufi-

Ng Ng

Z ric® < sup % Z ic)* < |lcolly sup % (39)
i i =M

=M =M (>

a qual permite-nos controlar a soma infinita no membro direito de (31) e para obter
o limite pontual

lim Z a; jc ] Z a; jc; (40)

k—o0

o qual, pelo teorema da convergéncia dominada, permite passar ao limite e provar
que ¢ é uma solucao do problema (30).

Se os coeficientes de coagulacao satisfizerem (38) em vez de (37), o problema
é algo mais dificil e o argumento tem de ser modificado. A dificuldade acrescida
deste caso vem do facto de que a limitacao uniforme da densidade de (cjv ) nao nos
permite controlar os termos da soma infinita do membro direito do sistema truncado.
A analise que se apresenta a seguir, e que permite ultrapassar esse problema, deve-se
a Laurencot [101] e utiliza a truncatura (33).

A primeira parte da demonstracao consiste em concluir sobre a existéncia de
uma funcao ¢, limite da sucessao das solugoes (cﬁv ) dos sistemas truncados quando
a dimensao N da truncatura tende para infinito. O resultado é consequéncia da
injecdo compacta de H'(0,7) em C(0,T). Comecemos por observar que a versao de
(34) para solugoes (cév) de (33) ¢

t N N

2N 2N
N N Ny N
Zgjcj (t) — Zgjcj (1) = / ZZ (9j+k — 95 — gr)aj iy (s)cg (s)ds,
j=1 j=1 j=1k=1
e é explorando esta equacdo para propagacdo dos g-momentos das solugoes (cV)
dos sistemas truncados que permite obter as necessarias estimativas. Escolhendo
sucessivamente g; = jlg N}, g5 = 1, € gj = j1/211{1,__.7N}, nesta identidade, pode-

se concluir,
N N
D oie (1) <D ge () <Y dejo (41)

J=1 J=1 J=1

N
Z r;c ] ‘ Z €50 (42)
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t
/
Estas estimativas a priori permitem concluir que, para quaisquer 7' € (0,400) e
N > j, se tem cﬁy(t) < |leollo em [0,T7] e

N 9 N
Z ch;\[(s)‘ ds < 4 <Z j1/2c§v(7')> M2, (43)
j=1

j=M

N
dcj

7j—1
3/2
<7 <Z> laolly + V2O + Koyl (44)
L2(0,T)

i=1

Consequentemente, a sucessao (cﬁv ) é limitada em H'(0,T) e, portanto, é relativa-
mente compacta em C(0,7). Utilizando um argumento de diagonalizac¢do, pode-se
concluir sobre a existéncia de uma subsucessao (cjv’“) convergente em C(0,7") para
uma fungao ¢ = (¢;) quando Ny — oo.

Esta convergéncia de (cjv’“) para ¢, conjuntamente com as estimativas (41) e (43),
permite deduzir a versao correspondente a (40) vélida neste caso, a saber,

Nk o
Ny,
aigc; " — ) aic;
j=1 j=1

o que constitui o ingrediente principal que permite passar ao limite na i-ésima
equagao de (33), concluindo-se assim que ¢ é solucao de (30). ]

Consideraremos seguidamente coeficientes de coagulacao de tipo aditivo, isto é,
satisfazendo a condicao seguinte:

lim
k—o0

~0, (45)
L2(0,T)

(H2) Existem sucessoes nao-negativas (7;) e (o) tais que
Qg =T+ Tk + Qg (46)
e ainda 0 < a; 1, < K(j + k), para alguma constante K > 0.

Se as sucessoes (75) e a;, da hipétese anterior forem sub-lineares e satisfizerem
(37), o argumento de Leyvraz e Tschudy apresentado acima pode ser facilmente
adaptado para se obter existéncia também neste caso. Quando o crescimento de
(rj) puder ser linear, r; < (const.)j, é necessario modificar os argumentos ante-
riores: ¢é ainda possivel utilizar o teorema de Helly para garantir a existéncia de
limite (de uma subsucessao) da sucessao das solugdes dos problemas truncados, mas
a restante demonstracao necessita ser alterada, relativamente ao que foi apresentado
acima, usando-se uma identidade anéloga a (34) para a evolugao das somas parciais
Z;V:m gjcév(t). Esta abordagem, devida a Ball e Carr [10], permite tratar simul-
taneamente o sistema de coagulagao-fragmentacao e, portanto, deixaremos para a
préxima sec¢ao uma descrigdo um pouco mais detalhada do argumento. O resultado

que é possivel provar é o seguinte

Teorema 3 Sendo K > 0 uma constante e assumindo que a;j, < K(j+k), considere-
secy € Xf arbitrdrio. Nestas condigoes existe pelo menos uma solugao ¢ de (30) em
[0, +00) tal que, para todos os t € [0, +00), se verifica c(t) € X; e ||c(t)|l1 < ||coll1-



Equacoes de coagulacao-fragmentacao discretas 31

Uma distingdo importante entre sistemas com coeficientes de coagulagao multi-
plicativos e aditivos é que, em sistemas com coeficientes de tipo aditivo, nao existem
solugbes do problema de Cauchy (30) se o crescimento dos coeficientes for sobre-
linear, o que, pelo que vimos no Teorema 1, nao se passa para coeficientes de tipo
multiplicativo. Este resultado, algo surpreendente, de nao existéncia de solugoes é
uma consequéncia dos seguintes dois teoremas, a que nos voltaremos a referir na
Seccao 4, onde estudaremos com maior detalhe as questoes relacionadas com con-
servacao da densidade de solucgoes.:

Teorema 4 [10] Considere-se a hipdtese (H2) e sejaco € X". Entdo, para qualquer
T > 0, todas as solugoes ¢ de (30) em [0,T) satisfazem a conservagdao de densidade

le@lr = llcoll1-

Teorema 5 [28, 176] Sejam Cr,Cy >0 e > a > 1 constantes tais que Cr,(j +
k) < ajp < Cu(jk)?. Seja co # 0 um elemento arbitrdrio de X;". Entdo, qualquer
solugdo de (30) em [0,T) ndo conserva densidade em qualquer intervalo [0, ), V7 <
T.

E claro que os teoremas de existéncia poderao ser multiplicados indefinidamente
se considerarmos outras classes de coeficientes de coagulacdo que nao os de tipo
multiplicativo, (H1), ou aditivo, (H2), mas para tais estudos serem de alguma
relevancia é necessario que os coeficientes considerados sejam, ou de enorme gene-
ralidade, ou de especial interesse para as aplicagoes. Nesta ultima classe situam-se,
por exemplo, os coeficientes do tipo Becker-Déring (compare-se com a secgao 1.6),
ou seja, os que satisfazem

ajr =0 se jAk>N,

onde N > 1 é uma constante fixa. O caso classico corresponde a N =1 [147] e é o
unico relevante nas aplicagoes (cf., e.g., [14]). Neste caso, os inicos coeficientes even-
tualmente nao-nulos sao os a;1 (= a1;) e o sistema de coagulagido correspondente
designa-se, por vezes, por “modelo de adi¢ao” (cf. [102]). Este modelos exibem um
comportamento semelhante aos dos sistemas com coeficientes de tipo aditivo no que
se refere a existéncia de solugdes: o problema (30), com ¢y € X1+ , tem solucao que
conserva a densidade em qualquer intervalo [0,T") se a1 ~ O(j), [11], e, por outro
lado, por argumentos andlogos aos utilizados no caso de coeficientes de tipo aditivo,
nao possui solucao em qualquer intervalo nao degenerado se a; 1 for sobre-linear (sa-
tisfazendo condigoes algo técnicas mas pouco restritivas) [102]. Estes resultados sao,
na primeira situagao, uma particularizagao do que ¢é vélido no sistema Becker-Doring
com fragmentagao (19) e, na segunda, um sub-produto da conservagao da densidade
implicada pela estrutura dos coeficientes [11]. Em qualquer dos casos, voltaremos a
referir estas situagoes mais adiante no texto (Secgbes 2.3 e 3.1).

2.3 Equacgoes de coagulacao-fragmentagao discretas

Centraremos agora a nossa atengao na questao da existéncia de solucao dos proble-
mas de Cauchy para os sistemas de coagulacao-fragmentacao discretas (16), os quais
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re-escrevemos agora na seguinte notagao:

. 1 7j—1 [e'e]

¢ =3 > Wikr(e) =Y Wik(c) (47)
k=1 k=1

cj(0) = cjo

onde W (c) := ajpcjcr — bj 1)tk

A aproximagao deste sistema por truncaturas de dimensao finita processa-se
tal como no caso das equagoes de Smoluchowski tratadas na sub-sec¢ao anterior.
Os sistemas truncados sao andlogos aos entao considerados (31)-(33), consistindo a
mudanca, essencialmente, em substituir nessas equacoes, os termos do tipo a, 4cpcq
por W), 4(c). Com esta mesma alteracdo, e com a condigdo adicional Z;’il bjrc; €
L'(0,t), obtém-se da Definicdo 1 a definicdo de solucdo aplicdvel aos sistemas de
coagulacao-fragmentacao.

Como referimos na secgao 1.5, o primeiro trabalho sobre este tipo de equacoes
discretas deve-se Spouge [169], o qual considerou coeficientes de coagulagao subline-
ares, a;j < ;7 COM 1 ~ 0(j) quando j — oo, e condigoes relativamente restritivas
nos coeficientes de fragmentagao.

Resultados mais recentes, validos para condigoes sobre os coeficientes bastante
mais gerais, foram obtidos por Ball e Carr [10], da Costa [38] e Laurengot [104], e sao
sobre estes que nos iremos reter nesta parte. A técnica fundamental destes trabalhos
é, tal como no caso dos sistemas de coagulacao analisados na seccao anterior, a
exploragdo da evolucio de g-momentos apropriados das solucdes (cV) dos sistemas
N-truncados maximais a fim de se obterem as estimativas a priori que permitem
proceder a passagem ao limite N — oo.

A versao de (34) para solucoes (cjv ) dos sistemas N-truncados maximais que serd
util neste estudo é

N N t 1
Z gjcéy(t) - Z gjcév(T) = / <§ Z (gj+k — 95 — g)Wjk(c) +
j=m j=m !

1
Tm,N

1
+3 > girWin(o) + > (gjen — gk)Wj,k(c)> ds,

2 3
Tm,N Tm,N

(48)

onde os Tf;N sao os seguintes subconjuntos de Nx N : T,}mN ={j,k =>m,j+k <N},
Ty ={hk<m—-1m>=2j+k<N}eT’ y:={j<m-1k>mj+k<N},
sendo o somatorio definido como zero se o correspondente conjunto for vazio.

Comegamos por considerar o caso em que os coeficientes de coagulagao nao cres-
cem demasiado rapidamente, sendo do tipo a; < K(j + k), para alguma constante
positiva K. Esta condigao cobre, obviamente, o caso em que a; ) < (const.)(jk)V/2,
mas nao outros casos importantes nas aplicagoes, por exemplo a;;, < (const.)jk, que
serao considerados posteriormente.
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Teorema 6 [10, 104] Seja aj, < K(j + k), onde K € uma constante positiva ar-
bitrdria. Seja cg um elemento qualquer de Xfr. Entao, existe pelo menos wma
solugdo ¢ de (30) definida em [0,+00) e satisfazendo ||c(t)|1 = |lcoll1-

A demonstragao original deste resultado é devida a Ball e Carr [10, Teoremas 2.4 e
2.5]. No que se segue apresentaremos uma versao mais simples, devida a Laurencot
[104], que se baseia numa adaptacao e generalizagdo de um resultado cléssico de de
la Vallée Poussin [153, Theorem 1.1.2-2] o qual, grosso modo, estabelece que qualquer
fungao integravel possui uma propriedade de integrabilidade adicional (cf. Lema 1
abaixo). E com esta integrabilidade adicional que se consegue a estimativa a priori
necesséria para passar ao limite N — oo na sucessio das soluces (c) dos sistemas
truncados.

Um aspecto notavel destas demonstracoes é que nao necessitam de condicoes
sobre os coeficientes de fragmentacao b;j (para além da condicao geral de positi-
vidade e simetria referida na Seccao 1.4). O resultado de [104] é mesmo aplicavel
a equagoes com fragmentagao multipla (10)-(13), mas aqui particularizamos para o
caso de fragmentagao bindria (47) que estamos a considerar.

Esbo¢o da demonstracio: A obtencdo, a partir da sucessdao das solucdes (c!V)
dos sistemas truncados, de uma fungao limite ¢ com ||c||; < [|coll1, candidata a
ser a solugao procurada do problema (47), pode ser feita, tal como se indicou no
Teorema 2 acima, recorrendo a aplicacao do teorema de Helly a uma sucessao auxiliar
conveniente [10]. O problema fundamental é o de provar que esta funcao limite é a
solucao procurada e é sobre este que nos debrucaremos em seguida.

Seja K1 a subconjunto de C*(]0, +00)) N VV@’SO(O, +00) formado pelas fungées U
nao negativas, convexas e que satisfazem U(0) = 0, U’(0) > 0 e U’ é concava. Seja
K1,00 C Ky constituido pelas fungoes que satisfazem

lim U'(z) = lim Ulz) = +00. (49)
T—+00 r—+o0o I
A extensao de um resultado cléssico de de la Vallée Poussin que é titil neste contexto
¢ dada pelo seguinte lema:

Lema 1 [100, 117] Seja (Q,B,u) um espago de medida e seja w € LY(Q,B,p).
Entdo, eziste uma funcio U € K1 o tal que U(|w|) € LY(, B, ).

Na aplicacio deste resultado ao presente caso considera-se Q = N, B = 2N e, para
I € B, define-se p(I) := >, coj, onde ¢y € X{ é a condigdo inicial do problema
de Cauchy (30). Como ¢y € X, tem-se (z +— x) € L'(Q, B, 1) e, pelo Lema 1, exite
uma fungio Uy € K1 o tal que (x — Up(x)) € LY(Q, B, i), ou seja

> Us(i)eoi < 0. (50)
=1

Observe-se que, no sentido de (49), a fungao Uy cresce mais rapidamente no infinito
do que a identidade e, portanto, (50) fornece um decaimento adicional da condicao
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inicial ¢g. Tal como no caso das equagoes de coagulagao, a equacao de propagagao
dos U-momentos das solugoes (¢V) dos sistemas truncados é fundamental para obter
as estimativas necessédrias. Para tal, e atendendo a (48), necessitamos de saber que,
para qualquer U € K, existe uma constante positiva my tal que, para quaisquer
i,j €N, i +)U@+j)—U@G) —U>y) < my@U(j) + jU(3)). Aplicando esta
desigualdade a (48) com m =1 e g = Uy obtem-se, para qualquer 0 < t < T < +00,

> Uo(iey (t) < O(T) (51)

N-1 .
0< / ! Zz Z (UO( D _ UO,(Z)>bi7j_ic§.V (s)ds < C(T), (52)

] (3

onde C(T') representam constantes dependentes de (além de T') K, ¢y e Up. As
mesmas estimativas sao vélidas se efectuarmos a soma em (51) apenas até i < M
eem (52) até i < M —1ej < M, com M < N — 1. Passando ao limite primeiro
quando N — +o00 e depois quando M — oo podemos concluir que

> Uo(h)e;(t) < O(T) (53)
j=1
o v (Do) U@y,
< 2;2( P - e <om, o

e daqui segue que > 77, a;jc; € LY(0,T) e > ieit1 bij—ici € LY(0,T). De (51)

deduz-se a seguinte estimativa, andloga a (39),

Z a; jc ] < 21K sup (55)

=M Uo

Uo(j)cY < C(3i,T) su J
Z o o )]>JI\2UO()

a qual, conjuntamente com a estimativa andloga obtida a partir de (53) e com o

teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, permitem controlar o resto das
séries correspondentes aos termos de coagulagao e obter

00
E (ZZJC —E CLZ'J'CZ‘C]'
J=1

O correspondente limite para os termos de fragmentacao, a saber

Zb” Zc Zbd iCj

Jj=i+1 Jj=i+1

= 0. (56)
L1(0,T)

lim
N—oo

=0, (57)
L1(0,T)

lim
N—oo

resulta de (52), de (54) e do teorema da convergéncia dominada.
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Isto permite concluir que a fungdo ¢, limite da sucessdo de truncaturas (cV)
quando N — oo, é uma solugao de (47).
Para se concluir que a norma de ¢ é igual a norma da condicao inicial utilizam-se

novamente as estimativas (51) e (53) para escrever, com N > M —1 > 2 arbitrarios,

M—-1 oo N 0
el — \|Co\|1‘ < Dl —eaOl+ Y deoj+ Y e (6) + Y de(t)
j=1 j=N+1 =M j=M
M—-1 0 ]
< Dl @) = eI+ Y jeos +20(T) sup o) (58)
j=1 j=N+1 j=M Yol
o que, pela arbitrariedade de M e N, implica que ||¢(t)|1 = ||col|1- ]

Se os coeficientes de coagulacao nao satisfizerem a estimativa do teorema 6, a sa-
ber a; < K(j+k), mas apenas a condicao mais fraca a;, < K(jk)*, com a € [0,1],
conhecem-se varios resultados de existéncia. Nestes casos, ha, em geral, necessidade
de impor, além de condigoes sobre o crescimento de a;j, algumas restricoes de es-
trutura sobre estes coeficientes, bem como restrigoes adicionais sobre os coeficientes
de fragmentacao.

Como referimos na pagina 32 um primeiro resultado deste tipo, devido a Spouge
[169], é o seguinte (escrito com a hipétese de fragmentagao bindria)

Teorema 7 [169] Seja ajj, < 0(5)0(k), quando j,k — +o0o0 onde K € uma constante
positiva arbitrdria, e seja by, tal que Zi;ll bir < Q ebji <o(k) quando k — +oo,
para j fixo, onde QQ > 0 € uma constante. Seja ¢y # 0 um elemento qualquer de X1+.
Entao, existe pelo menos uma solugdo ¢ de (47) definida em [0, 400).

A demonstragao deste resultado, tal como a do Teorema 2, envolve a utilizagao
dos teoremas de Helly ou de Ascoli-Arzela para, por passagem ao limite de uma
sucessao de solucoes de sistemas truncados, se obter uma solucao do problema de
Cauchy (47), [169].

Outro resultado de existéncia, este obtido em [38] com uma condicoes sobre os
coeficientes de fragmentacao ai designada por fragmentacao forte, é o seguinte:

Teorema 8 [38] Seja ajj < Ko(jk)*, com K, >0 e a < 1 constantes. Seja bjy, tal

r—1
que ZJL:TIJ GHb - = Ky(p)r?™, onde p,y e Ky(pn) sao constantes nao-negativas e
v > «a. Seja cog um elemento qualquer de Xfr. Entao, existe pelo menos uma solucao
¢ de (47) definida em [0,+00). As solugoes de (47) obtidas como limite se solugoes
se sistemas com truncatura maximal sdo unicas e satisfazem ||c(t)||1 = ||col|1, YVt = 0.

Observe-se que a condigao de fragmentacdo forte utilizada neste teorema é sa-
tisfeita para coeficientes de fragmentacao do tipo

bir~ (J+ k)ﬁ ou bjk ~ (jk)ﬁ, com 6> —1. (59)
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Esbogo da demonstracdo: O ingrediente bésico da demonstragao é o efeito regulari-
zador que a hipdtese de fragmentacao forte tem sobre momentos de ordem superior
a primeira, facto que permite obter as estimativas a priori necessarias a passagem
ao limite na sucessao de solugoes dos problemas truncados. Este resultado de regu-
larizacao consiste na integrabilidade local dos momentos ||c(-)||14+—e, Ve, de funcoes
¢ que podem ser obtidas como limites fracos-* de sucessoes de solugoes dos sistemas
truncados. Esta ideia ja tinha sido utilizada previamente por Carr [27] no estudo so-
bre o comportamento assimptético de solugbes quando os coeficientes de coagulagao
satisfaziam as condigoes do Teorma 6. As diferengas fundamentais relativamente
ao que se passa em [27] residem em dois pontos: a desigualdade diferencial para os
momentos de ordem superior das solucdes ¢V dos sistemas truncados é, neste caso,

d
%Ilchlu < Co+ G|Vt = Calle 152, (60)
onde p > 1+ a, a; = 1+ 25‘:11, a = 1+ %1 e C; sao constantes positivas

dependentes apenas de a,v,u e |lco||. Em [27], a desigualdade correspondente a
(60) tem o membro direito que surge na equagao de Bernoulli e, portanto, apés uma
mudanca de varidveis apropriada pode ser resolvida explicitamente. No presente
caso a andlise de (60) é menos directa, mas consegue-se provar que |||, satisfaz a
desigualdade

1

1Ml < [(v = 1) A8 7T, (61)

para constantes v € (1,as) qualquer e A = A(v, oy, ag,Cy,C1,C2) > 0 conveniente-
mente escolhida. De (61) obtém-se, por passagem ao limite N — oo, a integrabili-
dade local dos p-momentos (u < 1+ ) das fungdes que sao obtidas como limites
fracos-* das solucoes . E esta integrabilidade local dos (1 4 v — €)-momentos que
constitui a estimativa a priori suficiente para, usando o teorema da convergéncia
dominada e o teorema de Fatou-Lebesgue, passar ao limite na equacao truncada,
quer nos termos de coagulacao, quer nos de fragmentacao. [ |

Para terminarmos esta seccao, convém observar que os resultados aqui apresen-
tados nao cobrem todas as possiveis condicoes sobre os coeficientes de coagulagao
e de fragmentagao. Note-se, em particular, que se os coeficientes de fragmentagao
decaiem mais rapidamente que o determinado pelas estimativas (59), os resulta-
dos apresentados acima nao cobrem o caso em que a;j, ~ O(jk) (o Teorema 7,
devido a Spouge, exige que aj; ~ o(j)o(k)). A existéncia de solucdo num caso
préximo deste tipo de crescimento critico, em que os coeficientes de coagulacao tém
a estrutura a;; = j*k+kj, com o € (0,1), foi obtida em [68], para sistemas de co-
agulacao-fragmentacao continuos, como consequéncia das estimativas para o estudo
do problema da gelificacdo. A andlise apresentada nesse artigo pode ser aplicada no
caso das equacoes discretas e serd referida mais adiante, na Secgao 4.

2.4 Sobre a unicidade de solugoes

Tal como no caso da existéncia, resultados sobre unicidade de solucoes tém sido
obtidos sob diversas condigoes nos coeficientes de coagulacao e de fragmentacao.
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A abordagem utilizada pelos diversos autores (cf. e.g. [11, 10, 38, 104]) é es-
sencialmente a de supor que existem duas solucoes distintas ¢ e d para o problema
de Cauchy (30) ou (47) e obter desigualdades diferenciais para algum momento do
valor absoluto da funcao x := ¢ — d que force a conclusao x = 0.

O estabelecimento destas desigualdades diferenciais requer o conhecimento do
comportamento de certos momentos da solucao, o que requer a consideracao de
apenas certas classes de solugoes, ou a imposicao de condigoes de crescimento sobre
os coeficientes cinéticos, em geral mais restritivas que o necessério para obter os
resultados de existéncia. A fim de ilustrar esta afirmacao analizaremos de seguida
uma situacao, estudada em [10], em que os coeficientes de coagulagao sao limitados,
a qual contém ja todos os ingredientes necessarios para abordar casos mais gerais:

Teorema 9 [10] Seja aji, < K com K > 0 constante. Seja co um elemento qual-
quer de Xf. Entao, existe apenas uma solugdo ¢ de (47) definida em [0,4+00) e
satisfazendo ||c(t)||1 = ||coll1 para todo ot >0

Esbo¢o da demonstragdo: Suponha-se que existem duas solugoes do problema de
valores iniciais (47), ¢ e d. Seja x := ¢ — d e considere-se a fungao ¥y (t) := ||z(t)]]1.
A versao de (34) com g; = j1(j < n) e com c substituida por |z| resulta em

jilﬂxj(t” = /Ot<Un(8) + Vn(s))ds, (62)

onde

l%:%EXEM—E—hW%M@—WM@%V%Z—ZNK%MQ—WM@%
Ty

1
Tl,n

sendo f; = jsgn(x;), T14,n ={1<j<nj+k>n+1} e Tllm foi definido na

pégina 32. Notando agora que W; j.(c)=W; 1(d) = (cjxr+drxj)a; y—b; xx 4k € tendo

em conta que a; ; < K conclui-se facilmente que Z(fj+k—fj—fk)(cjxk—i—dkxj)aj7k <
i,

const.1; e portanto, como —(fjyr — fj — fu)rjpn < —((J + k) —J — k)|zjqx] =0,
t t
conclui-se que / U, (s)ds < const.y(t). A estimativa [ V,,(s)ds — 0 quando n —

oo é obtida a custa da condicao sobre os coeficientes a;j e da hipdtese de ¢ e d con-
servarem a densidade, o que é natural, visto que esta tltima condicao é equivalente
a ter-se

n n t
S deslt) = Yodeso = [ S iWinlels)ds 0, (63)
j=1 j=1 O 74

e analogamente para d. Estas estimativas permitem escrever

1(t) < const /O 1(s)ds, (64)
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e portanto, pela desigualdade de Gronwall, tem-se ¥; = 0, ou seja, unicidade de
solugoes que conservam densidade. [ |

Observe-se que no Teorema 9 impde-se uma restricao muito forte sobre os coe-
ficientes de coagulacdo mas nao hé restrigoes nos de fragmentagao (para além das
condigoes gerais de positividade e simetria). Note-se ainda que o resultado nao
afirma que hé unicidade se solu¢tes: apenas que ha unicidade de solugoes na familia
das solugoes que conservam a densidade.

Este tipo de restri¢ao ocorre também noutras circunstancias. Em [38] prova-se
que, sob as hipéteses consideradas no Teorema 8, existe unicidade de solugoes que
conservam densidade. A demonstracao deste resultado é feita usando a mesma ideia
que foi exposta acima. As estimativas necessarias para os integrais de U, e de V,,
s@o agora conseguidas recorrendo a um resultado de integrabilidade dos (1 + «)-
momentos das solugdes ¢ de (47), ||c(-)|l11a € L*(0,t), Vt < co. Esta regularidade
adicional, semelhante & que observdamos na demonstracao do Teorema 8 para funcoes
que sao limites fracos-* das solucbes dos sistemas truncados, tem primeiro que ser
provada para quaisquer solugoes de (47), nao necessariamente por passagem ao limite
de truncaturas, o que é conseguido por um processo andlogo ao desenvolvido em [27].
As estimativas resultam na seguinte desigualdade, andloga a (64)

P1(t) < const/o o(s)1(s)ds, (65)

onde ¢(s) = Kallc(s)ll14+a + Kalld(s)]11a-
Outro resultado de unicidade semelhante ao apresentado no Teorema 9 encontra-
se em [104] e complementa o resultado de existéncia que estuddmos no Teorema 6.
Com as condigoes a;j, < Aj+ Ay, onde A; < K4, mostra-se, com uma demonstragao
analoga a apresentada acima, que existe unicidade de solugdes que conservam den-
o

sidade e que satisfazem a condicao adicional de integrabilidade Z JjAjc; € LY0,1),
=1
para cada t < oo. ’

E claro que uma questao que imediatamente se coloca é a de saber se existe, de
facto, alguma solucao com esta regularidade adicional, ou melhor, saber se existem
condigoes que possam ser impostas nas condicoes iniciais e que garantam este tipo
de regularidade. A resposta afirmativa a esta questao é dada pelo seguinte resultado,
obtido por Laurencot em [104] e que generaliza resultados andlogos, anteriores, de
Carr e da Costa [29]. Antes de enunciar o resultado necessitamos introduzir a
seguinte classe de fungoes: uma funcao U estd em Ky se for ndo-negativa, convexa,
de classe C%([0,+00)), satisfazendo U(0) = U’(0) = 0 e a sua derivada é convexa
e satisfaz U'(2x) < KyU'(x), para alguma constante positiva Ky e para todos os
x > 0. (As fungoes x — z™ estao em Ky se m > 2.)

Proposicao 1 [104] a;, < K(j + k), onde K é uma constante positiva arbitrdria.
Seja cg um elemento qualquer de X1+ tal que existe U € K1 U K9 para o qual
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o

ZU(j)cjo < 0. Entao, existe pelo menos uma solugao ¢ de (30) definida em
j=1

[0, +00), satisfazendo ||c(t)||1 = ||coll1 €, para cada t < oo,

[e.e]

sup Z U(j)c;(s) < oo.
s€[0,t] j=1

Resultados deste tipo, usualmente designados por “propagacao de momentos”
sao bastante tteis no estudo do comportamento assimpético de solugoes e teremos
oportunidade de voltar a eles na péxima seccao.

Restringindo as condigoes de crescimento dos coeficientes cinéticos é possivel
provar unicidade de solugoes sem restrigoes de regularidade adicional. Um exemplo
¢ o seguinte resultado, devido a Ball e Carr [10]:

Teorema 10 [10] Sejam K > 0 e a € [0, ;] constantes tais que, para quaisquer
J, k,no naturais, aj, < K(jk)*, Zuklﬂ)m i, i < KKV @ eZ]L r;LLOl /2l Glor—j; <
Kr, para r = 2ng. Seja cg um elemento qualquer de XJr Entao, para qualquerT > 0
existe apenas uma solug¢do ¢ de (47) definida em [O,T).

Note-se que o Teorema 6 é aplicével a este caso, j que (jk)* < (jk)Y/2 < 3(j+k),
e isto implica que a tnica solugao de (47) conserva densidade, mas observe-se que nao
se trata de unicidade no universo das solugoes que conservam densidade (como no
resultado de [38] referido acima) ou que tém alguma regularidade extra: aqui tem-se
unicidade no universo de todas as solugoes do problema de Cauchy (47). A demons-
tracao deste teorema usa essencialmente o mesmo método que foi apresentado acima
na demonstragdo do Teorema 9. A tnica diferenga é que agora é mais conveniente
obter estimativas sobre 11—, (t) := ||z(t)|[1—qa, em vez de ¥ (t) = ||z(¢)|1. O resul-
tado final, donde imediatamente se obtém a unicidade, é a desigualdade (64) com
11 substituido por ¥q_,.

Um problema que naturalmente se coloca é o de saber se os casos que nao
estao cobertos pelos teoremas de unicidade conhecidos correspondem, ou nao, a
auténticos casos de nao unicidade de solugoes. E claro que a elucidacgao desta questao
corresponde a uma caracterizacao completa dos casos em que ha unicidade e tal esta
por fazer. Conhecem-se, no entanto, exemplos de nao unicidade que podem ser
indicativos de que o problema nao tem resposta simples. Para terminar esta seccao
iremos apresentar um exemplo de nao unicidade obtidos por Ball e Carr em [10].
E muito curioso observar que este exemplo considera (47) apenas com termos de
fragmentacao, e portanto trata-se do comportamento de um sistema linear.

Exemplo 1 [10] Sejam a;i, =0 e bj, = 1. Entdo, a funcao definida pela expressao
cj(t) == e~ -1)t/2 (1 — e*t/2)2 é solugao de (47) com condi¢ao inicial co = 0.

Observe-se que as condigoes do Exemplo 1 s@o um caso particular das consideradas
no Teorema 9. Portanto, sabemos que, nestas condicoes, as solucoes as solugoes
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que conservam densidade sao tnicas. Como é 6bvio que uma solugdo de (47) com
condicao inicial ¢y = 0 é a solucao identicamente nula, o exemplo acima mostra que
temos, de facto, nao unicidade. Como nas condigoes do exemplo o sistema é linear,
podemos obter, por combinagoes lineares, exemplos de nao unicidade analogos a este
para qualquer outra condigao inicial.

3 COMPORTAMENTO ASSIMPTOTICO DE SOLUCOES DE
SISTEMAS DE COAGULACAO-FRAGMENTACAO

Iremos agora rever, de forma necessariamente breve, os mais importantes aspec-
tos do comportamento assimptético de solugoes para os quais possuimos resultados
matematicamente rigorosos.

Nesta altura coloca-se com redobrada premeéncia o problema da seleccao dos
tépicos a referir e da profundidade com que os mesmos serdo abordados, pois a
vastidao do tema levaria, muito facilmente, a que mesmo o modo breve como os
resultados e as ideias das suas demonstragoes foram abordados até aqui resultasse
numa extensao do texto muito para além do limite razoavel para um trabalho desta
indole.

Este problema de seleccao de tépicos ja se colocou anteriormente e teve como
resultado a focalizacao do nosso estudo nos sistemas discretos. Nesta parte do tra-
balho teremos de ser ainda mais restritivos: manteremos a mesma profundidade de
abordagem anteriormente usada (discussdo dos resultados e das ideias bésicas en-
volvidas nas suas demonstracoes) apenas nos assuntos para os quais fizemos alguma
contribuicao publicada, mas, relativamente a assuntos em cuja investigacao nao ti-
vemos uma contribuicao directa, iremos apenas discutir e enunciar os resultados,
com as referéncias apropriadas, mas sem detalhar as ideias das demonstracoes. Esta
opcao tem como resultado que a importancia do resultado pode nao estar conveni-
entemente espelhada na extensdo e profundidade que lhe é dedicada no texto, mas
tera alguma justificacao atendendo ao objectivo a que se destina o presente trabalho.

3.1 Convergéncia para equilibrios e transicoes de fase

Nesta secgao concentrar-nos-emos nos resultados sobre convergéncia para equilibrios
de solucoes de sistemas discretos de coagulacao-fragmentacao.

Atendendo a que, como vimos na Introducao, as equagoes de coagulacao-fra-
gmentacao podem ser encaradas como um modelo matematico da cinética quimica
de um sistema isolado de particulas, é natural esperar que o sistema convirja para al-
gum equilibrio quando ¢ — 4o00. De facto, se estivessemos perante um modelo usual
da cinética quimica, em dimensao finita, seria exactamente isso que se passaria. Na
presente seccao iremos verificar que para os sistemas de coagulacao-fragmentacao
(de dimensao infinita) o comportamento é bastante mais interessante e, até, surpre-
endente, podendo ocorrer um comportamento que pode ser fisicamente interpretado
como uma transicao de fase dinamica.
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3.1.1 Equacgoes com fragmentacao forte

Comecamos por considerar o caso em que assumimos fragmentacao forte. Este foi
o caso analisado por Carr [27] e por Fournier e Mischler [78] e estas condigdes sobre
os coeficientes de fragmentagao foram também as utilizadas por da Costa no estudo
de existéncia [38] analisado anteriormente (cf. Teorema 8).

A técnica subjacente aos resultados de Carr e de Fournier e Mischler baseia-se
em, como referimos na discussao em torno do Teorema 8, as condigoes de frag-
mentagao forte implicarem que momentos de ordem superior das solucoes sao finitos
e positivamente limitados, o que implica a pré-compacidade da solucao em X1+ para
a topologia da norma. A existéncia de uma funcao de Liapunov e a aplicacdo do
principio de invariancia de LaSalle permitem a Carr a obtencao da convergéncia
da solugao para um unico equilibrio. Estimativas baseadas na regularidade de mo-
mentos de ordem superior permitem a Fournier e Mischler provar a convergéncia
exponencial para um equilibrio, desde que a densidade da condigao inicial seja sufi-
cientemente pequena.

O resultado provado por Carr em [27] é o seguinte

Teorema 11 [27] Sejam K,Ky > 0, a € [0,1] e v > « constantes tais que,

73] i*b >
j=1 J"Vjr—j Z

Ky (p)r7# Suponha-se que € vdlida a condi¢do de balango detalhado (15) e que,

para quaisquer j, k naturais a;i < K(j% + k%), a1p,b1 > 0 e Y

para algum q > 1, a funcdo de particio (M;) satisfaz lim Mjl/jq > 0. Seja p >0
j—oo

arbitrdrio. Entdo, existe uma solugcao ¢ das equagoes de coagulagao-fragmentacao,

independente do tempo e com densidade p, tal que, para qualquer cy em XfL com

densidade |co|| = p, a unica solugio ¢ de (47) com densidade constante satisfaz

lle(t) — |Im P 0, qualquer que seja o m > 1.

FEsbogo da demonstragcao: Com as condigOes sobre os coeficientes cinéticos assumidas
neste teorema, os momentos das solucdes ¢V dos sistemas truncados satisfazem a
seguinte desigualdade diferencial, andloga a (60),

d

2l < Colle™ [l = Calle™ (172, (66)

onde > 1, ag = 1+ L5, Cy e C1 sao constantes positivas. Sendo o membro
direito desta desigualdade o mesmo que surge na equacao de Bernoulli, a mudanca
de varidveis ||V, N ||L_O‘2 permite resolver explicitamente a desigualdade
e, apés passagem ao limite N — oo, obter a seguinte desigualdade para as solugoes

de (47) que sao limites de sistemas truncados:

— = |le

_p—l
lelly < AU =€) "7, (67)
onde > 1, A e B sdo constantes positivas.

A condigao de fragmentacao forte resulta também num resultado de integrabi-
lidade dos (1 + v — &)-momentos de qualquer solugao de (47), anédlogo ao referido
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anteriormente (cf. pédgina 38) e que tem também como resultado a unicidade de
solucao que conservam a densidade.

Este facto faz com que se possa definir o semigrupo de operadores T'(-) por
T(-)ep := ¢, onde ¢ é a unica solugdo de (47) que conserva a densidade. A desi-
gualdade (67) permite concluir que, para cada p > 1 e 7 > 0, Ui, T(t)co é um
conjunto limitado de X, e portanto, pela injecgao compacta entre os espagos X,
(cf. pagina 24) é um conjunto pré-compacto de X, .

Consequentemente, para cada condigao inicial ¢y € Xf , a solugao T'(t)cy tem
um w-limite w(cy) nado-vazio e invariante e w(cy) C X, para qualquer p > 1. O
problema que agora resta resolver para terminar a demonstracao é caracterizar o
conjunto w(cy), ou mais precisamente, mostrar que w(cy) é constituido por um tnico
equilibrio, i.e., uma solugdo independente do tempo, com densidade |p|| = ¢y e
que este w-limite é sempre o mesmo qualquer que seja a condicao inicial com esta
densidade p.

E neste ponto do argumento que é utilizada a condicao de balanco detalhado. E
também nesta etapa que a existéncia de uma funcao de Liapunov se revela crucial.

Considere-se, entao, que é valida a condigao do balango detalhado (15). Para
qualquer real d; > 0 pode-se definir a sucessao d = (d;) por

dj = Mj (dl)j (68)
e é 6bvio que o balanco detalhado implica que
Win(d) = ajdjdy = bjdjen = ajpM; M, (d)”™* = b Mg (1) = 0,

pelo que d serd uma solugao estaciondria de (47), com ¢y = d, se e s6 se d € Xf .
A positividade é ébvia por (68), mas a finitude da densidade de d requer um pouco
mais de cuidado. Pretendendo estudar a densidade de d = (d;) = (Mj(dl)j ) é
natural considerar-se a funcao z — F'(z) : [0,+00) — [0, +0oc] definida por

F(z) = jM;z. (69)
j=1

Seja z; € [0,+00] o raio de convergeéncia da série (69) e seja ps := sup.¢jq .,) F(2)-
Existem claramente trés casos de zg a considerar: se z; = 0 entao ps = 0 e a tnica
solucao de equilibrio é a solucao nula; se z;, = 400 entao ps = +0o0 e para cada
p = 0 existe uma tunica solugdo de equilibrio (68) com densidade ||d||; = F(dy);
por ultimo, se z; € (0,400), pode acontecer que ps = 400 ou ps; < 400 e, neste
ultimo caso, nao existirao equilibrios com densidades p > ps. Este tltimo caso sera
importante na proxima seccao, mas, com as condigoes de fragmentacao forte que
estamos presentemente a considerar, é possivel provar que ps = +o00, pelo que,
para qualquer p > 0 existe um equilibrio dado por (68) com densidade p, o qual
designaremos por ¢ [27].

A existéncia de uma funcdo de Liapunov para sistemas de coagulacao-fragmen-
tagao, relacionada fisicamente com a energia livre do sistema, parece ter sido iden-
tificada inicialmente, a nivel formal, por Buhagiar para o sistema de Becker-Doring
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(cf. ref. cit. [11]), e foi primeiro utilizada de modo matematicamente rigoroso por
Aizenman e Bak no estudo do sistema continuo com coeficientes constantes [1], e
por Ball, Carr e Penrose para o sistema de Becker-Déring [11]. Com as presen-
tes condigoes sobre os coeficientes a abordagem segue de perto este ultimo estudo
mas a limitacdo de momentos de ordem superior simplifica muito apreciavelmente a
abordagem.

Para c € Xfr , considere-se a fungao

Vie) i= ]ilcj <1og ]\% - 1) , (70)

onde o termo do somatorio ¢ assumido com sendo igual a zero se a componente c;
for nula.

As propriedades desta funcao, no que se refere a continuidade e a propriedades
de minimizacao, foram essencialmente estabelecidas por Ball, Carr e Penrose em
[11]. Podemos resumi-las de seguida:

Escreva-se V(c) = G(c¢) — Fi(c), com

[e.e] o0 /
. 1/5m
G(c) = ch(log c;j—1), Fp(c) = Z]mcj log M; . (71)
Jj=1 Jj=1

Nao é dificil provar que G toma valores finitos e é sequencialmente fracamente-x
continua em Xi" . Como o raio de convergéncia da série em (69) é positivo, tem-se

Hjﬂoo M jl/ 7 < . Conclui-se, entao, que V' é limitado inferiormente em
lep = {ce X{ t|ldh = p}; (72)

c¢? é o unico minimizante de V' em Xf p € qualquer sucessao minimizante (c(j)) de
V em Xff , converge para ¢’ fortemente em X;. Se, para algum ¢ > 1, se tem

li_mjﬁoo Mjl/jq > 0, entao V é limitada superiormente em X,, N Xi':p e é continua
neste conjunto se m > q.
Sendo (¢™) a solu¢ao do problema de Cauchy para o sistema de coagulacao-

fragmentacao truncado com a truncatura maximal, é valida a igualdade

V(c"(t)) + / D, (c"(s))ds =V (c"(7)) (73)

onde 1
Dn(c") =35 Z k(") (74)
k<N
(]
Hji(c) = (ajrcick — bjrcjir)(log(M;jpejer) —log(MiMicjyr))  (75)
= (ajrcick — bjrcjpr)(log(ajrejer) — log(bjrcjtr))

WV

0,



Equacoes com fragmentacao forte 44

vindo a segunda igualdade da hipétese de balango detalhado (15) e a positividade
do facto das solugoes terem todas as componentes positivas (cf. pagina 28) e da
desigualdade (z — y)(logz —logy) > 0.

Como, para qualquer m > 1, tem-se ¢ — ¢ fortemente em X, pela continuidade
de V referida acima conclui-se que V(" (t)) — V (c(t)), quaisquer que sejam ¢t > 7 >
0. Fixando um natural N tem-se, para n > N, D, (¢") > Dy(c") e portanto, para
qualquer N natural,

lim Dn(cn(s))d,S}/ Dy (c(s))ds

n—oo Jr

o que, passando ao limite N — oo, permite concluir que

Vi(e(t)) +/ D(c(s))ds < V(c(7)), (76)

onde

D(c) == Y Hjxle), (77)
Jk>1
o que conclui a demonstragao que V' é uma fungao de Liapunov para (47).

Com estes ingredientes é agora imediato provar que, nas condi¢oes do teorema,
existe um e um sé equilibrio ¢® com densidade p (o qual tem, necessariamente, a
forma (68)), e obtém-se também imediatamente a caracterizacao de w(cp), ja que
este conjunto tera de consistir em solucoes ao longo das quais a funcao de Liapunov
é constante, o que, por (76) e pela conservagao de densidade, permite concluir que
w(ep) = {c”}, onde p = ||¢g||, como se pretendia provar. ]

Como o ingrediente fundamental da demonstracao é, como se referiu, a finitude
de momentos de ordem superior, o Teorema 11 pode ser adaptado, sem dificulda-
des adicionais [43], as condigoes consideradas em [38], onde a condigao sobre os
coeficientes de coagulagao é substituida por a;; < K(jk)%, com a < 1.

Antes de terminarmos esta seccdo € interessante observar que a condi¢ao de
balanco detalhado nao é necessaria para se obter convergéncia para um equilibrio.
De facto, em [78], Fourier e Mischler provaram que, se a; < K.(jk)* e L(j+ k)7 <
bir < Kf(j+k)°, com o € [0,1], v > =2(1 — ) e 5,7 € (—1,00), entdo, para
p = ||co|| suficientemente pequeno®, a solucio T'(t)cy satisfaz

|T(t)co — él|s < Ke ™, Vi > 1, (78)

onde K,k > 0 sao constantes que dependem apenas de o, v, K., L e p, e ¢ é o nico
equilibrio da equagao de coagulacao-fragmentacao com densidade p. Note-se que este
resultado estabelece também a convergéncia exponencial para o equilibrio.

5A condigdo técnica precisa usada em [79], possivelmente ndo necesséria, é que p satisfaca a
desigualdade

128

<1

24 142a
Kcp P 32K.p F+2(1—a)
L L
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A demonstracao deste resultado baseia-se também na finitude de momentos de
ordem superior implicada pela estimativa inferior nos coeficientes de fragmentacao.
Mais particularmente, nas condicoes indicadas prova-se a seguinte propriedade de
contracao: existe um 7™ tal que para todos os t > T™* e para qualquer par de solugoes
c e d das equacoes de coagulacao-fragmentacao, correspondentes a condigOes iniciais
co e dp, respectivamente, ambas com densidade p, verifica-se a desigualdade

%HC(t) —d(t)ll2 < —rlle®) — d®)]- (79)

O ingrediente fundamental para se obter (79) consiste em estabelecer que

d L
Zle—d|s < (2K — =) fle—
Zlle = dl ( e+ dll 16>Hc s

e em controlar o terceiro momento de ¢ 4+ d provando que, desde que a densidade
p das condigoes iniciais (e portanto das solugdes, as quais conservam a densidade)
seja suficientemente pequena, se pode estimar uniformemente no tempo o seu valor
por uma quantidade que é inferior ao termo negativo.

E possivel que a restricao sobre o tamanho da densidade inicial possa ser melho-
rada, mas de momento, e tanto quanto sabemos, este é o melhor resultado que se
consegue sobre a taxa de convergéncia das solugoes de (47) para equilibrios.

3.1.2 Equacgoes com fragmentacgao fraca

No caso em que a fragmentacao é fraca, num sentido que sera precisado em breve,
ocorre um fenémeno dindmico extremamente interessante que é interpretado fisi-
camente como correspondente a existencia de uma transicao de fase no sistema de
particulas modelado por (47). O fendémeno é o seguinte: existe uma densidade critica
ps € (0,00) tal que

(i) se a condigao inicial ¢y tem densidade p > ps, entao a solucao ¢ de (47) converge
fracamente-*, mas nao fortemente, para o tunico equilibrio ¢”* com densidade
ps (caso super-critico),

(ii) se a condigao inicial ¢y tem densidade p < ps, entao a solugao c de (47) converge
fortemente em Xf para o dnico equilibrio ¢ com densidade p (caso sub-
critico).

Note-se que no caso (i) a densidade da solugao w-limite, ¢?s, é estritamente inferior
a densidade da solugao de (47) em qualquer instante ¢ < co, enquanto que no caso
(ii) a densidade da solucao é conservada também no limite.

E interessante, antes de referir brevemente a histéria deste resultado e de pros-
seguir para o exame da sua demonstragao, atentarmos numa possivel interpretacao
deste comportamento como uma transicao de fase.

Se considerarmos que cada componente ¢; da solucao ¢ = (¢;) representa a con-
centracao de um j-aglomerado microscopico no estado gasoso e que p é a densidade
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do vapor, a quantidade ps pode ser interpretada como a densidade de saturagao
do sistema. Assim, estando na presenca de um vapor sobressaturado, isto é, com
densidade p > ps, nao existe nenhum estado de equilibrio do sistema gasoso com
essa densidade e, portanto, o sistema evoluird para um estado de equilibrio satu-
rado, com densidade exactamente igual a densidade de saturacao ps. A densidade
em excesso, p — ps, desaparece do sistema gasoso por condensagao (o que corres-
ponde a uma outra fase, j4 nao modelada pelas varidveis c¢; mas, heuristicamente,
corresponde a um aglomerado incomensuravelmente maior do que qualquer j). No
caso do sistema estar num estado saturado ou sub-saturado, ou seja, com densidade
p < ps, entao a evolucao dar-se-a para o Unico estado de equilibrio com essa densi-
dade, conservando-se a densidade ao longo de todo o processo, incluindo no estado
limite.

O comportamento que descrevemos acima foi primeiro provado no contexto das
equagoes de Becker-Déring por Ball, Carr e Penrose em [11]. A convergéncia (fraca-
*) para um equilibro é conseguida recorrendo a uma funcao de Liapunov, tal como
foi descrito acima no contexto dos sistemas com fragmentagao forte (cf. pag. 43),
no entanto, no presente contexto a finitude de momentos de ordem superior, con-
sequéncia das hipdteses sobre os coeficientes de fragmentacao, nao é vélida, o que
dificulta a obtencao da pré-compacidade das semi-érbitas positivas e a identificagao
da densidade do limite no caso sub-critico. Para obter tal resultado necessitou-se, em
[11], de se impor um decaimento adicional (tipicamente, um decaimento exponencial
[11, Eq.(5.10)]) na condicao inicial, a saber

[e.e]

Z i~ 0o, onde z; ¢ a Unica solugao de F'(zs) = ps, (80)
sz§

j=1

o qual permitiu controlar a cauda da solucéo (c;j(t)). Esta restricao foi posterior-
mente levantada em [9] recorrendo a observagao de que, relativamente as varidveis
Ty 1= Z;’in jcj, € possivel construir uma sobre-solucao independentemente do com-
portamento de decaimento da condigao inicial z,(0), o que permite garantir que a
semi-orbita positiva é pré-compacta em X 1+ , ou seja, obter a convergéncia forte em
X1, o que garante que a densidade da solucao limite é igual a densidade da solugao
a tempos finitos.

A extensao deste resultado para sistemas de coagulacao-fragmentacao (47) mais
gerais que o de Becker-Doring revelou diversas dificuldades, s6 tendo tido verdadeiro
éxito duas décadas depois, com o trabalho de Canizo [26].

Uma primeira tentativa foi feita por Carr e da Costa [29] na qual, para os resulta-
dos sobre convergéncia forte das solugoes no caso sub-critico, foi feita a hipotese dos
coeficientes de coagulacao e de fragmentacao satisfazerem uma condicao de Becker-
Doring generalizada

ajr=">bjr=0 se jAk>N. (81)

onde N ¢é um inteiro positivo fixo. O caso Becker-Doring classico considera N = 1
(cf. 18). Com esta hipdtese, com a restrigdo (80) sobre a condicdo inicial e com
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algumas condigoes técnicas sobre os coeficientes cinéticos andlogas as utilizadas em
[11], foi possivel provar rigorosamente o comportamento (i) e (ii) descrito acima.

A tentativa de levantar as restrigoes sobre a regularidade da condicao inicial feita
por da Costa em [41] foi apenas parcialmente coroada de éxito, pois que o resultado
entao obtido, inspirado nos métodos de [9], era vélido para condigbes iniciais em
X1+ sem decaimento adicional mas de densidade p limitada superiormente por um
majorante py ~ O(N7!) quando N — oo. Isto parecia ser indicativo de que o
método utilizado era, ndo sé insuficiente para lidar com o problema no sistema de
Becker-Doring generalizado, mas totalmente desadequado para tratar o sistema de
coagulacao-fragmentacao geral.

Apesar disto, a ideia de construir sobre-solugoes, introduzida em [9], pode ser
cuidadosamente explorada por Canizo, em [25], de modo a levantar a restri¢ao so-
bre a densidade da condicao inicial utilizada em [41]. Com as hipdteses sobre os
coeficientes utilizadas nos trabalhos anteriormente citados [29, 41], Canizo utilizou
o mesmo tipo de argumento introduzido inicialmente por Ball e Carr, estabelecendo
[25, Proposition 3.3] que, se z < z,, A € (1, %) e se ();) é uma sucessao decrescente
satisfazendo a condicao

<A,
Aj = Ajt

entao, se a condigao inicial (nas varidveis z,, introduzidas acima) satisfaz x,,(0) < A,
para todos os valores de n, existem constantes positivas C' e ng tais que z,(t) < CA,
para todos os n = ng e todos os t > 0. A demonstracdo deste resultado de pré-
compacidade baseia-se no estabelecimento da desigualdade diferencial para H;(-)

(z() = CA)T N N
% Z H; < (const) Z Hj,
Jj=no

Jj=no

donde o lema de Gronwall permite obter o resultado.

Na restante parte desta seccao iremos apresentar o resultado mais geral, devido
também a Canizo, [26], que estabelece o comportamento de transigao de fase descrito
acima para o sistema geral de coagulacao-fragmentacao e, portanto, de certo modo
completa o trabalho iniciado por Ball, Carr e Penrose em 1986 com a anélise do sis-
tema de Becker-Doring. O trabalho [26] impoe um decaimento adicional as condigoes
iniciais, mas que, ao contrario do que se passava com o decrescimento exponencial de
[11, 29], refere-se, tipicamente, & existéncia de um momento de ¢y € XfL de ordem
inferior a segunda. KEsta pequena restricao é muito largamente compensada pelo
facto do resultado ser aplicavel ao sistema de coagulacao-fragmentacao geral e nao
apenas as suas versoes tipo Becker-Doring. Nao é claro se esta restricao é, ou nao,
essencial.

As hipéteses consideradas em [26] sdo as seguintes:

(H2) (crescimento dos coeficientes cinéticos) Existem constantes K > 0, v € Re
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A €[0,1) tais que

ajk; bjk < K (7 + 1) (82)
i—1
> b <K, Vil (83)
j=1

(H3) (balango detalhado) Existe uma sucessao positiva (M;) que satisfaz a condigao
(15).

(H4) (densidade critica) Tem-se lim Mjl/j =2;1€(0,00) e ps := F(z,) € (0,00,
em que F' é definido por (69).

(H5) (regularidade de (M;)) A sucessao (szﬁ,') é decrescente.
(H6) (coagulagao forte de monémeros) Existe uma constante K7 > 0 tal que

aj1 = Kle, \V/j >1 (84)

(HT7) (condigbes iniciais) Toma-se ¢o € X,I', com g := max{2 — A\, 1+ X\, 1 +~}.
O resultado fundamental é o seguinte

Teorema 12 [26] Considere-se (H2)-(HT). Seja ¢ uma solugao de (47) com den-
sidade (constante) p = ||c[|1 = ||coll1-

(i) Se p > ps, entio c(t) = (szﬁ) quando t — +oo.

(ii) Se p < ps, entao c(t) — c® fortemente em X1, quando t — +oo, onde ¢ € o
unico equilibrio com densidade p.

Esbogo da demonstracdo: A estratégia geral para provar este resultado é a que ja
tinha sido utilizada em [11] e em [25, 29] e consiste em mostrar que, se uma solugao
converge fracamente-* para um equilibrio com densidade estritamente inferior a
densidade critica ps, entao a convergéncia é forte em X; e a densidade do limite é
igual a densidade inicial.

O facto de todas as solugdes de (47) convergirem fracamente-+ para equilibrios
era ja conhecido, tendo sido estabelecido em [29] sem a hipétese Becker-Doring
generalizada (a qual era somente imposta a fim de se identificar a densidade limite):
nesse artigo ficou provado que, sob condigbes (H2)-(HT), as solugoes ¢ de (47)
satisfazem c¢(t) = ¢ quando t — oo, para algum p < min{|/co|, ps}, onde ¢ é a
Unica solugao de equilibrio com densidade p.

Tal como no caso de sistemas com fragmentacao forte que apresentdamos anterior-
mente, para a demonstragao deste resultado de convergéncia (fraca) para equilibrios
¢é de particular importancia a existéncia de uma funcao de Liapunov.
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A demonstragao em [26] baseia-se no comportamento da funcao de Liapunov,
no controlo da densidade pelo momento de ordem 2 — A e numa estimativa que
estabelece que o crescimento deste ltimo é, quanto muito, linear em t.

Canizo obtém ainda um resultado sobre a taxa de convergéncia para o equilibrio
utilizando uma fungéo de Liapunov um pouco diferente da funcao V' definida ante-
riormente em (70) e pode ser interpretada como uma medida da energia da solucao
relativa a um determinado equilibrio. Esta outra funcao de Liapunov ja tinha sido
utilizada por Jabin e Niethammer no estudo da taxa de convergéncia para equilibrios
nas equagoes de Becker-Doring[90]: para ¢ € X|", seja V a fungdo definida por (70)
e, se z € (0, z5], defina-se a energia de ¢ relativa ao equilibrio (szj) pela sequinte
funcao

V.(c) :=V(c) — (log z)chj + Zszj. (85)
j=1 j=1

Observe-se que, se ps < 0o e se escolhermos z de modo a que ¢®4 = (szj ) satisfaga
[[c*Y| = ||¢||, entao é facil verificar que podemos escrever V,(c) = V(c) — V(¢®), o
que justifica a designacao escolhida para V,(c).

A desigualdade fundamental para provar o Teorema 12, que relaciona a densidade
de uma sucessao positiva ¢ = (¢;) com o seu momento de ordem 2 — A, é valida desde
que se tenha (H2)-(H6) e que sejam satisfeitas as condigoes ¢; € (0,z5) e ¢ € Xa_j,
e é a seguinte:

lell = > iM;e] < CVD/[lella-x, (86)
j=1

onde C' é uma constante positiva e D := D(c) é a fungao

e e}
C1Cj Cj+1 C1Cj Cj+1
D(c) := a;M; | —= — log—= —lo , 87
© ]Z:;j ]<Mj Mj+1>< M gMjJrl) (87)

onde a; =aji1sej =2 ea = %am. Esta fungao é designada em [26] pelo nome de
taxza de dissipagao da energia livre de Becker-Doring, o que é natural ja que ficou
provado em [11] que a evolugao da fungao de Liapunov V' ao longo de solugoes c(t)
da equacao de Becker-Doring satisfaz

vwm:vww—ADwm@.

Convém observar que, como (|z| — |y|)(log |z| — log|y|) > 0 se |z| # |y|, a funcao
D(c) é nao negativa.

Note-se que (86) é uma relagdo puramente algébrica, nao sendo imposto que a
sucessao ¢ seja solucao de qualquer equacgao diferencial. Esta desigualdade ¢ con-
sequéncia da seguinte estimativa sobre o resto da série > y jM;c], valida sob as
mesmas hipéteses,

o0
Z 2M,c’1 < Cij_HC{Jrl.
1=j+1
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Supondo agora que as hipéteses do Teorema 12 sao satisfeitas e que ¢ = ¢(t) é
uma solugao de (47) com condigao inicial ¢y € X5_), pode-se provar, recorrendo a
aproximagcao de ¢ por solu(;()es de sistemas truncados, que ||c(t)||2—\ satisfaz a de-
sigualdade diferencial 4 Zlc(t)]l2—x < (const.)p?, e, portanto, para alguma constante
apropriada, C, independente de t, tem-se

le()ll2-x < C(1+1) (88)

Como foi referido na pagina 48, a estratégia geral para provar o Teorema 12 con-
siste em mostrar que, se uma solugao com densidade inicial py converge fracamente-x
para um equilibrio com densidade p < ps, entao a convergéncia é forte em X e,
portanto, p = pg.

Suponhamos, entao, que c(t) X ¢®d quando t — +oo, onde ¢®d = (szj) e
z < zs. Consequentemente ¢q (t) — z < zg e, a partir de algum tg suficientemente
grande, tem-se c1(t) < 2= < 2. Usando (86) e (88) sabe-se que, para t > to,

p—pi(t) < CVDVI+t, onde p1(t) = H(M c1 )j)Hl, e C' é uma constante. Por
continuidade de (69) no interior do seu intervalo de convergéncia, tem-se p1(t) —
pz = ||c®Y]] quando t — oco. Agora, ou p— p1(t) > 0 a partir de algum ¢;, ou existird

uma sucessao t, — oo para a qual p — p1(t,) < 0. Comecemos por considerar o
primeiro caso: se p — p1(t) > 0 a partir de algum ¢; a desigualdade anterior resulta

na estimativa D(c(t)) > C*QW e a evolugao da funcao de Liapunov V ao
longo de solugoes satisfaz

t

V(i) = V(th)— t Der(c(s))ds (89)
< Vi) — ttD(c(s))ds (90)

o [T (p—pi(s)?
< V() -C7? 5 s, (91)

onde Do é a taxa de dissipacdo da energia livre de coagulacdo-fragmentacdo, defi-
nida por

GG Citj GiCj Citj
D M; M; — 1 —log —— | . 92
orle @]21 " <M M; MH—J) < ;T Mi+j> #2)

Vem a proposito relembrar que embora seja trivial derivar formalmente a equagao
de evolucao (89) para V, o seu estabelecimento rigoroso esté longe de ser simples [29,
Theorem 5.2]. A desigualdade (90) vem do facto ébvio de que Deor(c) = D(c) > 0.
Pela limitagao inferior da funcao de Liapunov V ao longo de solugoes, o integral
no membro direito de (91) tem de ser limitado superiormente, e, como p;(t) — ps,
conclui-se que tem de se ter p, = p. Mas entdo, como c(t) = ¢* e |lc(t)|| = p =
p. = ||c4||, conclui-se, por [11, Lemma 3.3], que c(t) — ¢*? fortemente em Xj.
Resta agora considerar a possibilidade de existir uma sucessao t, — oo tal que
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p— p1(ty) < 0. Mas entao p < p1(tn) — p. e portanto p < p,. Do facto da norma de
X1 ser uma funcao semicontinua inferior para a convergéncia fraca-* sabemos que
p» < p, €, consequentemente, tem-se p, = p, 0 que, como no caso anterior, termina
a demonstracao. [ |

3.2 Comportamento auto-semelhante das solugoes

Em contraste com o que se passa no caso de solugoes de sistemas de coagulacao-fra-
gmentacao, o estabelecimento da convergéncia de solucoes de sistemas de coagulacao
para um equilibrio é essencialmente elementar (cf. 3.2.1). Para estes sistemas, o pro-
blema interessante (e importante para as aplicacoes) é a elucidacao de como se pro-
cessa esta convergéncia. Um problema particularmente interessante é o do comporta-
mento auto-semelhante de solugoes, o qual consiste, grosso modo, na existéncia de um
funcao (ou numa familia de fungoes) para a qual convergem todas as solucoes dos sis-
temas de coagulacao apds um apropriado re-escalamento das varidveis. Esta questao,
de ébvia importancia fisica, tem recebido ao longo do tempo bastante atencao na li-
teratura de modelagao matemaética (cf., e.g. [58, 59, 81, 120, 121, 122, 125] e ref. cit.)
mas apenas recentemente tém havido significativos avancos na sua analise rigorosa.
No que se segue procuraremos passar em revista alguns destes resultados.

Problemas analogos ao do comportamento auto-semelhante de solugoes, colo-
cados no ambito das equacoes de Becker-Doéring ou das equacoes de coagulagao-
fragmentacao, nomeadamente a relacao das solugoes do sistema de Becker-Doring
com as do sistema de equacoes diferenciais parciais de Lifshitz-Slyozov-Wagner
[108, 138] sao extremamente interessantes mas nao serao abordadas no presente
trabalho.

3.2.1 Nas equagoes de coagulacao de Smoluchowski

Comegamos esta seccao por concretizar a afirmacao feita acima acerca da con-
vergéncia para um equilibrio das solugoes da equacao de Smoluchowski:

Teorema 13 [29] Seja aj; > 0 para todos os j. Seja ¢ uma solu¢io de (30) em
0,00) com ¢y € X;'. Entdo c(t) = 0 quando t — +oo.

Esboco da demonstragao: A ideia heuristica da demonstracio é clara: como o pro-
cesso de coagulagao resulta num aumento do tamanho médio dos aglomerados (cf.
Seccao 1.2) é de esperar que a densidade total dos aglomerados de massa inferior
a um dado valor fixo diminua com o tempo. E esta propriedade de monotonia que
permite a obtencao da convergéncia das solugoes.

Concretizando esta ideia, seja ¢ uma solucdo de (30) e, para cada n € N,
considere-se

palt) =Y je;(t). (93)
j=1
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E claro que esta funcao mede a densidade total, no instante ¢, dos aglomerados
de tamanho nao superior a n. Utilizando (93) e a definigao de solucao (Defini¢ao 1)
obtém-se facilmente que, para todos os t,7 > 0,

N

t+7
pn(t+7) —pu(t) = —/t Zjaj,kcj(s)ck(s)ds 0, (94)

4
Tl,n

onde Tf{n foi definido na pégina 37. Como ¢, (t) e p,(t) sdo fungdes nao-negativas,
conclui-se que existe uma sucessao positiva nao-decrescente (p,) tal que p,(t) — by,
quando t — +o00. Como ¢, (t) = Mzn‘l(” conclui-se que também as fungoes ¢, (t)

convergem para constantes ¢, = % > 0 quando t — +o00. A conclusao que
¢, = 0 segue facilmente por inducao finita na versao integrada entre ¢ e t + 7 da
equagao de coagulacao [29]. [ ]

O problema que se coloca agora é o de investigar se as solugoes de (30) convergem,
ou nao, para a solucao nula de uma forma auto-semelhante. Ou seja, se, ou em que
condicoes, existird uma funcao ® tal que, para uma larga classe de condig¢oes iniciais,
as solugoes de (30) satisfazem

¢j(t) = c(t) 7 ®(js(t)™?), quandot — +oo e j — 400, (95)

onde ¢(+) é uma fungao positiva crescente e a e b sdo constantes positivas.

Pouco se sabe com rigor sobre o problema colocado com esta generalidade. O que
apresentaremos de seguida sao as respostas no caso de coeficientes de coagulacao a;
particulares (constantes, aditivos e multiplicativos), para os quais técnicas baseadas
na transformada de Laplace permitem-nos obter uma resposta rigorosa e completa.

Comecaremos pelo caso de coeficientes constantes® a;r = 2. Este caso foi abor-
dado por Kreer e Penrose [97] e por da Costa [40] utilizando uma ideia inicialmente
considerada por Lushnikov [125] que se baseava na consideragao da funcao geradora

p(z,t) == ch(t)zj7 2] < 1. (96)
j=1

Note-se que (96) ¢ a transformada de Laplace discreta } 72 ¢ (t)e 7", (Re(w) = 0),

da solugao ¢ de (30). E f4cil provar que ¢ ¢é solucao do problema de valores iniciais

dllello — _jj./12
{ e = el (07

Q

52 = ¢* = 2| cloy

com [|c(0)[lo = No := [[collo € ¥(2,0) = ¢(2) := > 72, co;2’, donde se obtém imedia-
tamente que
1 ¢(2)

N(] + t—1 NO + t—1 — ¢(Z) ’

o(z,t) =t2 (98)

SA constante é irrelevante em termos de resultado, j4 que pode ser sempre transformada numa
qualquer outra por re-escalamento do tempo; a escolha indicada simplifica os cédlculos envolvidos.



Comportamento auto-semelhante das solugoes 53

Como ¢(-, t) é uma funcao analitica na bola unitaria aberta B; de C podemos utilizar
a férmula integral de Cauchy para escrever

1 L o)
t?ci(t) = — : d
C]( ) 271 NO + til f’;o Z]+1 N(] + til — ¢(Z) 2, (99)

ondeyg = {z € C: |z| = rp < 1}. Para se poder concluir algo sobre o comportamento
assimptético do membro direito de (99) necessitamos de conhecer o comportamento
dos zeros da funcao F'(z,7) := No+7—¢(2) quando 7 — 0. Com a hipédtese adicional
da condigao inicial ¢y satisfazer o decaimento exponencial cp; < A(1 + A)77, para
algumas constantes A > 0 e A € (0,1), prova-se que, para todos os 7 suficientemente
pequenos existem ¢ zeros simples de F(z,7), zx(7), que satisfazem |zx(7)] > 1 e

zk(T) = w(’; <1 + WT + (’)(7'2)) , quando 7 — 0, onde w, é a raiz ¢ da unidade,

e%™/1; todas as restantes raizes de F(z,7) estdo no exterior de B; e mantém-se a
uma distancia uniformemente positiva de 9B quando 7 — 0. A constante inteira
positiva ¢ é dada por ¢ = ged J(0), onde J(0) é o conjunto dos indices j para os
quais cg; > 0 (cf. enunciado do Teorema 1, na pagina 27). Utilizando este resultado
e a férmula de representagao (99) nao é dificil provar o seguinte:

Teorema 14 [/0, 97] Seja ajr = 2 e considere uma condicio inicial co € X;
ndao-nula e com decaimento exponencial. Sejam q e J(0) definidos anteriormente.
Entao, a solugao ¢ de (30) tem o comportamento auto-semelhante sequinte:

. q _
lim t2ci(t) = e=¢/lleollr, 100
jit—too J( ) HCOH1 ( )
&=y /tfixed
j€spang, (J7(0))

Uma versao andloga deste resultado, valida para as equagoes de Smoluchowski
continuas, foi também provada por Kreer e Penrose em [97] e, com condigbes anédlogas
de decaimento exponencial da condicao inicial, estabelece exactamente o mesmo
comportamento com as altera¢oes 6bvias de notagao (z em vez de j, c¢(z,t) em vez
de ¢;(t), etc.):

. 2 1 —£/|In(x,0
x7tll>r¥1|-oot oz, t) = m@ &/ln(z,0)ll1 (101)
&=/t fixed

Se os coeficientes a; 1, (ou a(x,y)) nao forem constantes, ou se a condicao inicial
nao tiver decaimento exponencial, a técnica exposta nao é aplicavel.

Nestes casos, s6 bastante recentemente foi completada anédlise do problema do
comportamento auto-semelhante das solugoes numa série de notaveis artigos de Me-
non e Pego [133, 134, 135] (ver também [144]).

Estes trabalhos utilizam uma nocao mais geral de solugao, no sentido das me-
didas, permitindo tratar simultaneamente os casos discreto e continuo das equagoes
de Smoluchowski. Utilizando a transformada de Laplace modificada ¢(z,t) :=
Jo S (A=e ")y (dx), onde vy(dx) = c(x,t)dx é a medida finita em (0, 00) que descreve
a distribuicao de tamanhos dos aglomerados, Menon e Pego provaram o seguinte re-
sultado:
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Teorema 15 [144] Considerem-se os coeficientes de coagulagao constantes a(z,y) =
2, o instante inicial tg = 1 e as condigdes iniciais satisfazendo fooo vi(dz) = 1. Seja
vi(dx) uma medida finita solu¢ao de (5)-(6). Seja Fy a funcao distribuicao de pro-

babilidade .
v (d *
I (102)
fo ve(dy) 0
1. Suponha-se que existe \(t) — oo e uma distribui¢ao de probabilidade F, tal
que, para algum x > 0, Fy(z) < 1 e tal que, nos seus pontos de continuidade,
se verifica

Fy(x) :==

Fy(\(t)x) — Fi(x), quandot — oo, (103)

entao -
/ yv1(dy) ~ 2 PL(z), quando x — oo, (104)
0

para alguma constante p € (0,1] e alguma fung¢iao L com variagdo lenta no
infinito [74, pp. 275-9].

2. Reciprocamente, suponha-se que (104) € valido. Entao (103) verifica-se com

. o0 k+1xpk
, 1
(z) ; T(1+ pk) (105)

uma distribuicao de Mz’ttag Leffler [14, pdg. 453], cuja transformada de La-

place € [ e * F,(dx) = H_qp

Note-se que o Teorema 15 classifica todas as possiveis solugoes auto-semelhantes

da equacao de Smoluchowski com coeficientes constantes, as quais sao solucoes do
tipo

c(t,x) =t~ Ven, (t_l/"x) . pe(01], (106)

onde n,(-) = F)(-) é a densidade da distribuicao de Mittag-Leffler (105). E facil
verificar, por aplicacao da transformada de Laplace, por aplicagdo do ansatz auto-
semelhante para a transformada, andlogo a (95), e por separacao de varidveis, que
as funcao (106) sao efectivamente solugoes de (5)-(6).

E interessante observar que se v1(dz) tiver densidade finita, entdo p = 1 e tem-
se Fi(x) = 1— e, correspondendo a c¢(t,z) = t%e*m/t. Compare-se com o limite
(101) de Kreer e Penrose. Este resultado é o andlogo do Teorema Limite Central em
teoria de probabilidades. As distribuicoes F}, com p € (0,1) tém densidade infinita
e correspondem as distribuicoes estaveis de Lévy.

Menon e Pego conseguiram ainda melhorar o resultado de convergéncia de Kreer
e Penrose referido anteriormente (cf. (101)) provando que a convergéncia para o
limite auto-semelhante é uniforme na varidvel auto-semelhante z/t:
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Teorema 16 [134] Considere-se uma condi¢ao inicial positiva, c(1,x) > 0, satisfa-
zendo [)° ¢(1,x)dx = [;° xe(1,2)dx = 1. Suponha-se que a transformada de Fourier
de xc(1,x) € integrdvel. Entao verifica-se que

x
lim sup = |t2c(t, ) — e/t = 0.
t——4o0 %>0

O mesmo resultado é valido, mutatis mutandis, para as solucoes do sistema discreto
(cf. [134, Theorem 2.2]).

Este tipo de resultados foram também provados por Menon e Pego [133], para
os outros dois tipos “resoluveis” de coeficientes de coagulacao: coeficientes aditivos,
a(z,y) = = + y, e multiplicativos, a(x,y) = xy, para os quais estes autores con-
seguiram, recentemente, uma caracterizacao completa do atractor auto-semelhante
[135].

Para além destes importantes resultados, védlidos para coeficientes de coagulacao
“resoliiveis”, apenas existe um resultado matematicamente rigoroso, devido a Four-
nier e Laurencot [76], estabelecendo a existéncia de (mas nao a convergéncia para)
solugbes auto-semelhantes de sistemas continuos de coagulagao (5)-(6).

A abordagem de Fournier e Laurencot é completamente distinta das de Kreer
e Penrose, da Costa, ou Menon e Pego, as quais, como se referiu anteriormente,
assentam de uma forma essencial na utilizacao da transformada de Laplace. Four-
nier e Laurencot retomam a abordagem, comum na literatura Fisica e de modelagao
[59, 120], que consiste em utilizar o ansatz (95) directamente nas equagoes (5)-(6)
de modo a obterem uma equacao integro-diferencial para o perfil auto-semelhante
®(-), a qual provam que, para determinados tipos de coeficientes, tem uma solucao
fraca nao identicamente nula. Esta abordagem é extremamente natural do ponto
de vista matematico e foi certamente tentada por diversos mateméticos ao longo
das tltimas décadas; o facto de sé no artigo [76], de 2004, esta ideia ter sido ri-
gorosamente implementada atesta bem a enorme dificuldade técnica envolvida na
sua concretizagao. Terminaremos esta Secgdo com uma muito breve descrigao do
resultado e da abordagem de [76].

Assuma-se que

b, x) = s(t) 20 (s(t)\2) (107)

e suponha-se que os coeficientes de coagulacao satisfazem a condicao de homogenei-

dade

a(uz, uy) = via(zx,y), Yu,z,y € R, (108)

para alguma constante real .
Substituindo (107) em (5)-(6) e usando (108) obtém-se a equagao

7% (2?®(z)) + 2Qc(P)(7) =0 (109)
/000 x®(z)dz = p, (110)

para a funcao incognita ® e as incognitas reais positivas (7, p).
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E fécil concluir que, se (®,7,p) for uma solucio de (109)-(110), entdo cada
um dos elementos da familia a dois parametros (aq)(bx), ayb™177, a,ob_Q) é também
solugao de (109)-(110). Isto significa que, sem perda de generalidade, pode-se con-
siderar v = ﬁ,p =1.

Uma fungdo ndo-negativa ® € L'(0,00,xdr) é uma solucio fraca de (109) se
® € L1(0, 00, 2%dx), se (z,y) — xya(x,y)®(z)®(y) € LY(RT x RY) e se

= /Oz /OO a(z,y)r®(x)P(y)dydx, (111)

para quase todo o z € RT. Consequentemente, se ® for uma solugao fraca de (109)
tem-se, para qualquer ¢ € C}([0,00)),

v [ #e@d e = [ [ sa@a)o ) - o@) @@ e(dudr. (112

E tecnicamente mais conveniente considerar a funcdo incognita ®(z) = x®(z) em
vez de ®(x), e, em vez de (112), escrever a versao fraca de (109) como

vé dm—/ /' ULY) (40 + ) — $@)B@)B(y)dydz.  (113)

O resultado principal de [76] é o seguinte:

Teorema 17 [76] Considerem-se os coeficientes de coagulagao satisfazendo uma das
sequintes condicoes

(i) a(z,y) = (= +yo‘)(x_ﬁ +y_5), ac0,1),eRT N=a—-3¢€ (-o0,1)
(i) a(z,y) = (z* +y")", a€[0,00),3 e R, A =af € [0,1)
(iii) a(z,y) = 2%9° + 2Py, a € (0,1),8 € (0,1),A=a + B € (0,1)

Seja v = 1/\,/) = 1. Entao, existe uma solugao fraca positiva ® de (109)-(110) e a
fungao cs(x,t) = t"27®(xt™7), com z,t > 0, é uma solucdo fraca (auto-semelhante)
de (5)-(6) com densidade unitdria para qualquer t > 0.

A abordagem de Fournier e Laurencot inicia-se com a seguinte discretizacao de
(113)

i—1 . .. n?—i .
—% (ilicicnz—1fir1 — (i — 1) fi) = Z l.a (Z ;] ; %) Ji—jfi — Z %a (%7 %) fif

= j=1

Considerando as solucoes deste sistema de n? equacdes como as solucdes esta-

ciondrias de um sistema apropriado com n? equacoes diferenciais ordinarias, obtém-
se a existéncia de uma solucao nao-negativa, f = f", que satisfaz

n2
Z f]" =1, Vn.
i=1
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Com base nestas solucoes, ", constroi-se uma sucessao de medidas de probabilidade
indexadas em n,

n2
O™ (dw) =Y [0 (de). (114)
i=1
Obtém-se depois estimativas a priori para a sucessao das medidas <<i>"(dx)> , a
saber -
sup/ 27" (dzx) < oo, (115)
n=1J0

onde o dominio de variagao do parametro o depende do tipo de coeficiente de coa-
gulagao, (i), (ii) ou (iii), considerado. De (114) e (115) conclui-se que a sucessao de

medidas <<i>"(dw)) é tight e portanto existe uma medida de probabilidade ®(dz) e

uma subsucessao <<i>”k(dx)> tal que, para todas as fungoes ¢ € CL([0, 0)),

k—o00

lim /0 h B(2) ™ (dx) = /0 h () D (dx).

O tltimo passo da demonstragao consiste em provar que P ¢ solucao de (113) e,
portanto, ®(z) = $() ¢ uma solucao fraca de (109)-(110).

O problema doxcomportamento auto-semelhante das solugoes de (5)-(6), ou
seja, da convergéncia das solugoes de (5)-(6) para as solugoes auto-semelhante cuja
existéncia ficou estabelecida pelo Teorema 17, permanece actualmente ainda em
aberto.

A abordagem natural para estudar este problema de estabilidade seria a de con-

siderar a seguinte transformagao auto-semelhante, mais geral que (107),
c(t,z) = <(t) p(log(t),<(t) ')

e, substituindo em (5)-(6), obter uma equagao de evolugao para ¢ que permitisse
concluir que, para alguma nogao apropriada de convergéncia, ¢(logs(t),:) — @(-),
quando t — +o0o. Até ao presente, esta ideia apenas pode ser concretizada, no con-
texto da convergéncia fraca em L', para o caso de coeficientes constantes a(x,y) = 1,
recorrendo a funcoes de Liapunov cuja definicao depende fortemente da forma conhe-
cida do limite @, [112], o que torna este método, natural e potencialmente promissor,
de dificil aplicagao quando se sai do ambito dos coeficientes resoliveis, para os quais
a forma explicita de ® é conhecida.

Este tipo de andlise foi também utilizado com éxito na investigacao da existéncia
e estabilidade de solugbes auto-semelhantes nas equagoes de Oort-Hulst-Safronov
com coeficientes constantes [105] e com coeficientes aditivos [8].

3.2.2 Nos modelos de adicao com entrada de monémeros

Um outro sistema para o qual o comportamento auto-semelhante de soluctes foi
investigado é o “modelo de adi¢ao” referido na pagina 31. Este modelo consiste no
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sistema de coagulacao de Smoluchowski em que os tunicos coeficientes de coagulagao
eventualmente nao-nulos sao os que correspondem a reacgoes com monémeros, a; j =
0 se k > 1. Utilizando a mesma notagao para os coeficientes que a usada no sistema
de Becker-Doring (cf. péagina 13) podemos escrever o modelo de adigao como

00
: 2 E
¢l = —ai1cq —C a;Cj;
LI (116)
7j=1
éj = aj,lclcj,l — ajclcj, j 2 2.

Devido ao papel especial desempenhado pelos monémeros na dindmica de (116),
nao ¢ de esperar que as solucoes deste sistema exibam um comportamento auto-
semelhante do tipo analisado na Secgao anterior. Para que tal comportamento tenha
possibilidade de ocorrer é necessério que o sistema (116) seja suplementado com uma
fonte de mondémeros, a qual podera ser a existéncia de fragmentagao, o que resulta no
sistema de Becker-Doéring usual, ou na presenca de uma fonte exterior de monémeros.
Nesta seccao abordaremos este tltimo caso.

Considere-se, entao, que (116) é suplementado com uma fonte de monémeros que
introduz mondémeros no sistema a uma taxa Ji(t). O sistema fica, entao, o seguinte

o
G = J1(t)—alc?—01zaj%‘
= (117)

C; = aj-1C1C¢j—1 — ajC1¢5, J = 2.

Este tipo de modelos tém sido utilizados no estudo da deposicao cristalina epitaxial
(cf., por exemplo [14]).

O estudo do comportamento auto-semelhante das solugoes de (117) foi recen-
temente estudado em [48, 49, 50] no caso em que os coeficientes de coagulacao
sao constantes, a; = 1, e a taxa de entrada de mondémeros ¢ do tipo polinomial
Ji(t) = (1 4+ e(t))at”, onde a > 0 e w sdo constantes reais e (-) é uma funcao
continua convergente para zero no infinito. A abordagem utilizada nestes trabalhos
¢ distinta de qualquer das apresentadas na seccao anterior e baseia-se, de um modo
essencial, na possibilidade de, por definicao da varidvel auxiliar

[e.e]
=Y ¢ (118)
j=1

escrever (117) na forma

¢p = (1 + 6(75))04tw — coCq,
é1 = (1+e®)at” —coep — 3, (119)
éj = 610];1 — clcj, j 2 2.

A observacao essencial é que (119) pode ser estudado desacoplando o sistema cons-
tituido pelas primeiras duas equagoes, para as incégnitas (co,c1), do restante sis-
tema de dimensao infinita, para as variaveis ¢;(t) com j > 2. Mais ainda, conside-
rando neste tltimo sistema a mudanca de escala de tempo definida por t — ¢(t) :=
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fto c1(s)ds, o sistema infinito transforma-se no sistema linear triangular inferior

&' =¢1-¢, j>2 (120)
onde ¢;(s) = ¢;(t()). E imediato que (120) pode ser explicitamente resolvido re-
correndo a férmula de variagao das constantes, obtendo-se

A 1 s e
Z G-m° )+7(j—2)!/0 ci(s — s)s! " “eds. (121)

k=

Assim, o estudo do comportamento auto-semelhante das solucoes de (117) pode ser
feito recorrendo a férmula de representacao (121), desde que a necesséria informagcao
sobre o comportamento da componente ¢ (s) da solucdo seja conhecida e esta po-
dera ser obtida recorrendo ao estudo do comportamento das solucoes do sistema
bidimensional de equacoes diferenciais ordinéarias

G = (1+e(t))at” — coc
{c-? = (1+€(t))atw—cgci_c% (122)

O resultado obtido em [48, 50] utilizando esta abordagem é o seguinte

Teorema 18 [/8, 50] Seja a; =1 e Ji(t) = (1 +¢e(t))at”, coma >0, w > —1 e

£(t) uma fungdo continua satisfazendo €(t) — 0 quando t — +oco. Considere-se a
1

Tt
(i)™ (242)" . onde ro = 2. Seja (c)
uma solugcdo de (117) com condigao inicial (c;(0)) € X,. Sejam <(t) e ¢;(s) ja

definidos acima. Entdo

constante definida por Qo(w) =

. - 1—1)"" senp<1
() lim Qo)™ g(s) = Byl = T e
Jys—+00 0 sen>1,
n= ]/;ﬁxo
n#£l

(ii) Adicionalmente, se ¢;j(0) =0 para j > 2,

1

—+ 2 : 1 = = ) —2r 2_1.4
. i ( ) g()(t")§2 OC](g) 2,(,()(5) : e 262/ y 270 yi—zy .
Js < oo 13

f:]%: fixo
EER

Na Figura 7 apresentam-se os graficos de alguns destes perfis auto-semelhantes @,
e &5, para vérios valores de w. E interessante observar que os perfis ®, , constituem
algo semelhante a uma expansao interior da descontinuidade de salto que ocorre nos
perfis ®; , em 17 = 1 quando w < 1.

Esbogo da demonstragao: A fim de obter de (121) as conclusdes expressas no Teo-
rema 18 é necessario conhecer, nao apenas o limite de ¢;(s) quando ¢ — 400, mas a
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Figura 7: Gréficos dos limites auto-semelhantes do Teorema 18.

Na esquerda: @1, para valores de w inferiores e superiores a 1 em incrementos de
0.1;

Na direita: ®o,, com w de —0.342 até 0.99 em incrementos de 0.148.

sua taxa de convergéncia. Esta informagao requer um estudo algo detalhado do com-
portamento assimptético das solugoes de (122). No caso auténomo, quando w = 0 e
e(t) = 0, este estudo pode ser feito recorrendo ao estudo de regides invariantes para
a dinadmica de (122), a uma mudancga de varidveis sugerida pelo método de compac-
tificagao de Poincaré e a utilizacao de variedades centrais [49], ou entao recorrendo
apenas a argumentos baseados em regioes invariantes e de monotonia [45]. Para o
caso geral nao autéonomo, qualquer destas abordagens nao parece ser aplicavel e o
estudo recorre a um ansatz para uma mudanca de varidveis nao-auténoma que é
sugerido por resultados em [180]. Nestas novas varidveis o sistema (122) toma a
forma

¥ = (1+e(r)—uxy) — Ar~22% + Brlz (123)

y = (1+e(r)— xy)-AT_% — A% 1y,

onde 7 é o novo tempo, relacionado com o t utilizado em (122) pela equagao dife-

1/3 140 1
s dr [ 3a2 12w = . (142w ) 2
rencial %7 = <m> t73 , as constantes A e B sao definidas por A := (4+2w ,
e B:.= 41J:—2°Z), respectivamente, e o vector (z,y) é obtido de (¢1,¢p) pela mudanga de

varidveis ndo-auténoma referida acima. A exploracao de determinadas desigu%ldades
diferenciais, do comportamento das funcoes auxiliares h := xy e b:=y— A7 2x e de
métodos da teoria qualitativa de equagoes diferenciais ordinarias, permite concluir
[48, 50] que (z,y) — (1,1) quando 7 — +00 o que implica que

1—w

(ﬁ)a el 1 (124)

Utilizando (124) e a mudanga de varidveis ¢ — ¢ conclui-se que

Qo(w)s" er(s) —— 1, (125)

¢—+o0
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e, usando este resultado e recorrendo a estimativas apropriadas na soma e no integral
de (121), é possivel obter os limites auto-semelhantes indicados no Teorema 18. m

O que sucede se a taxa de adigdo de mondmeros for inferior ao indicado no
Teorema 18 foi parcialmente estudado por Sasportes em [157, Capitulos 4 e 5],
tendo-se concluido que no caso w = —3+ existe ainda um perfil auto-semelhante para
a variavel £, correspondente a (i) no Teorema 18, sendo valido

; gli_)r{li_oo(l/Q)l/B(3/a)2/3§(10g c)%/3 ¢j(s) = @1 _1/2(n),
n=j/s fixo
n#1

mas que o limite indicado em (ii), para essa varidvel auto-semelhante, nao existe.
Por outro lado, nos casos w < —%, designados em [157, Capitulo 5] por casos com
“adicao lenta”, os resultados ai apresentandos, ainda que nalguns casos incompletos,
apontam para a nao existéncia de limites auto-semelhantes.

Terminamos esta seccao assinalando que o tipo de comportamento auto-semelhante
do Teorema 18(i) parece ser também valido no caso em que a; = 57 com p < 1. Se
bem que nao rigorosos, célculos preliminares formais [44, 51| sugerem que, para de-

1-w(1-p)

terminadas funcoes Qp(w) e A(w,p), para r, = o))’

e para uma nova escala
(3—2p)A(w,p)

T—p 21w , . .
o ) t3=2r deverd ser valido o comportamento seguinte

de tempo 7 = <

nP(1=n'"P)""" sen<l1
Jre—Fo0 0 sen > 1.
n:j/;lﬁxo

n

lim  Qp(w)s'? ¢j(s) = Prwp(n) == {

A demonstracao rigorosa deste resultado permanece em aberto.

4 CONSERVACAO DE DENSIDADE E GELIFICACAO

Ja por varias vezes neste trabalho foram referidas questoes e resultados envol-
vendo a conservacao, ou nao-conservacao, da densidade das solugoes. O problema
de caracterizacao dos coeficientes de reaccao e dos dados iniciais para os quais se
tem, ou nao, conservagao de densidade foi, durante muitos anos, um dos problemas
centrais em aberto nos sistemas de coagulacao-fragmentacao e sé teve progressos
significativos na ultima década, primeiro com o trabalho de Jeon [91], utilizando
uma abordagem probabilista, e depois por Escobedo, Mischler e Perthame [68] e
por estes autores conjuntamente com Laurengot [67], utilizando métodos puramente
analiticos.

Encarando as equagoes de coagulagao-fragmentacao como um modelo de cinética
quimica, é natural esperar, devido a lei de conservacao da massa, que a densidade
das suas solucoes seja constante ao longo do tempo. De facto, procedendo de modo
meramente formal, se se substituir (4), (14) e (16) em > 2%, j¢; obtém-se, apds
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algumas manipulacoes algébricas, z;’il j¢; = 0. Um resultado andlogo se passa nas
versoes continuas das equacoes.

As tentativas de tornar rigorosos estes calculos formais esbarraram, desde cedo,
com dificuldades talvez inesperadas e, com efeito, foram surgindo na literatura
andlises formais de situagoes (cf. e.g. [64, 70, 88, 188]) e exemplos rigorosos de casos
particulares [22, 23] e de solugoes [123, 124] em que nao ocorria a conservacao de
densidade. Todos estes casos ocorriam em sistemas de coagulacao de Smoluchowski
quando os coeficientes de coagulagao eram do tipo produto e cresciam rapidamente
com o tamanho dos aglomerados. De seguida revemos, de modo breve, os primeiros
estudos matematicamente rigorosos.

Os trabalhos iniciais sobre existéncia de solugoes da equacao de coagulacao de
Smoluchowski, desenvolvidos no inicio da década de 1960 por McLeod [129, 130, 131]
investigaram a existéncia de solugao de (30) com coeficientes de coagulacao a;j =
rjr e com condigao inicial ¢jo = d;1. A condigao, ai imposta, de convergéncia
do momento de segunda ordem da solucgao, ||c(t)|l2 < oo, resulta em que, no caso
rj = j, o intervalo méximo de existéncia da solucao ¢ [0, 1], no caso r; < j o intervalo
méaximo contém [0, e~ 1] e quando r; = jg;, com g; — +0o0, ndo existe solugao de (30)
em qualquer intervalo nao degenerado. Observe-se que, para a; < jk, a imposicao
da convergéncia do segundo momento da solucao implica facilmente a conservagao
de densidade dessa solucao (cf. (63)) e, de facto, relaxando esta condicao sobre o
segundo momento das solugoes, Leyvraz e Tschudi provaram em [123] que a solucao
de McLeod para o caso r; = j pode ser prolongada para ¢t > 1. O método utilizado
baseia-se na consideragao da funcao geradora

Gt,2) =Y pi(0)2, onde ;(t) := je;(t)el Jo leIhs,
j=1

Esta funcao geradora satisfaz a equacao

oG oG
wn :zG%, z€(0,1), t >0,

com G(0,z) = z, a qual pode ser integrada pelo método das caracteristicas obtendo-

se uma expressao para GG que permite obter ¢; e, portanto, ¢;. O resultado final é a
solucao de Leyvraz-Tschudi

=2 .
Tl se0<t<1
].
a0=4 (126)
) —4p—]
A , set > 1.

~+ | =

4!
Daqui conclui-se sem dificuldade que esta solucao nao conserva densidade para tem-
pos t > 1, verificando-se

1, se0<t<1

el ={ 3 %75

T
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Este mesmo resultado foi posteriormente re-derivado por Slemrod [163] sem recorrer
a utilizacao de fungoes geradoras.

E interessante e importante observar que esta nao conservagao da densidade
ocorre num instante de tempo finito (e.g.: na solugao de Leyvraz-Tschudi em ¢ =
1) e nado apenas no limite assimptético ¢ — 400, como se viu ser o caso nas
equagoes de Becker-Doring e de coagulagao-fragmentagao com fragmentacgao fraca
(cf. Secgao 3.1.2). A interpretagao fisica é, no entanto, semelhante a daquele caso:
a densidade em falta, ||c(0)[|1 — ||c(¢)||1, corresponde a fuga de parte da massa do sis-
tema para aglomerados cujo tamanho nao é descrito pelos indices j € N (ou x € RT,
na versao continua), ou seja, para estes efeitos, para um aglomerado de tamanho
infinito (i.e., um tamanho que é, fisicamente, incomensuravelmente maior que qual-
quer j.) Este aglomerado infinito é interpretado, na literatura fisica, como um gel e
o fenémeno do seu aparecimento designa-se por transicao sol-gel, ou gelificagao. O
instante T; > 0 a partir do qual deixa de haver conservacao de densidade (e.g.: na
solucao de Leyvraz-Tschudi T, = 1) designa-se por instante de gelificacao.

Esta interpretacao da nao conservacao da densidade devido a parte da massa do
sistema escapar, em tempo finito, para um aglomerado infinito sugere também, heu-
risticamente, que tal fenémeno apenas ocorra quando os coeficientes de coagulacao
tém um forte crescimento com o tamanho dos aglomerados, implicando, assim, taxas
de reaccao que crescem muito rapidamente com este parametro. De facto, Leyvraz
demonstrou em [124] que, se r; = j¢, com o > %, entao existe uma solugao de (30),
para uma condicao inicial particular, que tem um instante de gelificacao T; = 0.
Tanto este resultado como o referido anteriormente para o caso r; = j, sao exemplos
de solugoes de (30) correspondentes a condigdes iniciais muito particulares. Sao,
no entanto, historicamente importantes, por terem sido, durante muitos anos, os
unicos exemplos rigorosamente conhecidos de solugoes que nao conservavam densi-
dade, apesar de ser conjecturado, e geralmente acreditado, que o fenémeno era mais
geral e que todas as solu¢ao nao nulas de (30) deveriam exibir gelificacao, em algum
instante T, < +o0, desde que a; > (jk)* com o > 1.

O caso a > 1 foi estudado primeiro por van Dongen [56] e demonstrado rigoro-
samente por Carr e da Costa [28]:

Teorema 19 [28] Seja Cr,(j* + k%) < ajr < Cy(jk)P, com constantes Cr,, Cyy > 0
e B> a > 1. Seja ¢ uma solugao de (30) em [0,T) com ¢y # 0. Entao, ¢ ndo
conserva densidade em qualquer intervalo [0t ), Voo < T.

Esboco da demonstracdo: A ideia fundamental da demonstracio consiste num argu-
mento de reducao ao absurdo utilizando momentos de ordem superior: assumindo
que ¢ é uma solucao que conserva a densidade num intervalo [0,¢.) e utilizando a
limitacao inferior dos coeficientes de coagulacao, é possivel obter a seguinte estima-
tiva, valida para todos os valores de p > 1,

o0 e e}
Z 77¢i(t) < |leolly Z jple=Clleollrs'=*(e—1)/2, (127)
Jj=m j=m
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onde 0 < t < € < to € m é suficientemente grande. Obviamente que (127) implica
que todos os momentos ||c(t)||, s@o finitos em (0, fx ) € é este o resultado que estd na
origem da contradicao, pois a limitagao inferior dos coeficientes, a hipétese de con-
servacao da densidade e a utilizacao da desigualdade de Holder permitem facilmente
concluir que, V,t,7 € (0,tx) com 6 < t < T,

_ 1

t a—
1—a—L 1+T
le@)llp = 1le(d)lp = pCrlleoll 7 1/5 le(s)lp " ds,

donde se obtém um tempo de explosao de ||c(t)||,, T®, que satisfaz lim,, ., o, TP <
0. ]

Quando «a € (%, 1] , 0s Unicos resultados rigorosos que, durante muitos anos,
foram conhecidos eram os trabalhos de Leyvraz e Tschudi [123] e de Leyvraz [124]
acima referidos. Uma tentativa de da Costa [42] para provar que o mesmo tipo
de comportamento ocorria para todas as solugoes dos problemas de Cauchy (30),
baseada em métodos de sistemas dinamicos, permitiu identificar uma familia mais
vasta de solugoes particulares que exibiam gelificacao, mas nao obteve éxito na
resolucao do problema geral, embora tivesse tido algum reflexo na analise numérica
do fenémeno de gelificagao [7]. Para o sistema continuo, Laurengot provou em [103]
que, se a(z,y) = r(z)r(y)+a(z,y) com a(z,y) < Ar(x)r(y) e r(z) > Rz, entao todas
as solugoes exibem gelificacao, tendo obtido também resultados sobre o decaimento
da densidade total e sobre o instante de gelificagao.

Em outros trabalhos foi também considerada a inclusao de fragmentacao. Re-
lembremos que, para condigoes sobre os coeficientes de coagulagao para as quais se
esperava que ocorresse gelificagao, foi possivel provar em [38] que, se a fragmentacao
for suficientemente forte, a solucao obtida por limite de solucoes de sistemas trun-
cados é unica e conserva a densidade (cf. Teorema 8, na péagina 35). Este resultado
também encaixa bem na interpretacao da gelificacao como ocorréncia de uma perda
de massa para um aglomerado infinito, pois, heuristicamente, é de esperar que uma
taxa elevada de fragmentacao iniba a formacao de aglomerados de tamanhos ele-
vados e portanto force que toda a massa do sistema permaneca concentrada em
aglomerados finitos.

O esclarecimento analitico rigoroso do problema da gelificacao s6 foi conseguido,
como ja se referiu anteriormente, por Escobedo, Mischler e Perthame, em 2002, no
artigo [68], e por Escobedo, Laurengot, Mischler e Perthame, no ano seguinte, em
[67]. No que se segue apresentaremos, de modo necessariamente breve, os resultados
e ideias das demonstragoes presentes nesses dois trabalhos.

Comegamos por observar que os resultados de [67, 68] dizem respeito ao com-
portamento das solugoes do sistema de coagulacao-fragmentagao na versao continua
(17), mas a abordagem ¢ vélida, mutatis mutandis, para o caso discreto. Centrare-
mos inicialmente a nossa atencao no caso da equacao de coagulacao:

Teorema 20 [68] Seja a(z,y) = 5 (z*y” +2%9y%), com 0 < a < B <1 e =
a+ B > 1. Seja ¢ uma qualquer solugio fraca de (5)-(6) com condigdo inicial’

"0 espaco Y; foi definido na pégina 25.



Conservacao de massa e gelificacao 65

¢p € Y1 nao nula. Entdo, existe uma constante positiva Cy, = Cy(M;(0), My(0),\)
tal que, para qualquert > 0,

Ci
Mi(t) L ———— 128
1®) (1+¢)1/A (128)
e, como consequéncia, o instante de gelificacao € finito e satisfaz
.\
T, <T,:= . 129
! <M1(0)> (129)

Neste enunciado utilizou-se a notacao Mg (t) := [|c(t, )| L1 m+ ykdy)-
Esbogco da demonstracao: A demonstracao baseia-se na obtencao de estimativas
integrais para a solucao fraca utilizando funcoes teste apropriadas, as quais permitem
concluir que, para todo o 7 > 0,

/ h M, (t)2dt < C\My(0)* 1My ()%, (130)

0 que, obviamente, implica que a densidade nao pode ser constante e, sem grande
dificuldade, permite concluir (128). Vejamos com um pouco mais de pormenor
o argumento utilizado. A definicdo de solugao fraca é semelhante a utilizada no
caso discreto (cf. (34)): uma solugdo fraca de (5)-(6) serda qualquer fungao ¢ €
C([0,00); LY) N L>=(0,T; Y1), VT > 0, satisfazendo My (t) < M1(0), Vt > 0, tal que,
para quaisquer t > 7 > 0 e g € L*(0,00), seja valido

/0 g(x)c(t, z)dx —/0 g(x)e(r,z)dx =
- %/T //RWM(!J(:U +y) — g(x) — g(y))a(z, y)e(s, z)c(s, y)drdyds.  (131)

Seja ¢ uma solucao fraca de (5)-(6) e considere-se, em (131), a fungao teste g(z) =
ga(z) :=xz N A€ L*®(0,00). Como —(ga(z +y) — ga(x) — ga(y)) =0 em RT x RT
pode-se estimar o membro direito de (131) retendo apenas a contribuigao proveniente
da integracdo sobre [4,00)2, o que resulta imediatamente em

/Tt </OO x)‘/zc(s,x)dx>2 ds < 2MZ(T). (132)

A

Seja agora @ : [0,00) — [0,00) uma funcao crescente, diferencidvel ¢.t.p., nula na
origem e tal que Co = [|®'|| 1+ 1724y < 00. Escrevendo ®(z) = Jo ®'(A)dA,
utilizando o teorema de Fubini, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e (132) conclui-
se que

/Tt </Ooo 2 2® () e(s, x)dw) 2 ds < 203 My (7). (133)
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Passando ao limite ¢ — oo e escolhendo ®(x) := (ml_)‘/z - (R/2)1_>‘/2)Jr ,com R >0
uma constante arbitraria, conclui-se que

/T h ( / h xc(s,x)dx)z ds < CRY™ M, (7). (134)

R
Finalmente, atendendo a que M (t)? < 2(f0R ze(t,z)dn)? + 2( [ wc(t,x)dz)?, e a
2

que <fOR xe(t, x)dx) < RQ*)‘MA/Q(T)Q, tendo em atencao (134) e (131) com a fungao
teste g = 1, e fazendo R = M;(7)/My(7) conclui-se a desejada estimativa (130).

O artigo de Escobedo, Mischler e Perthame [68] contém também uma extensa
andlise rigorosa de vérias propriedades da densidade das solugoes fracas de (5)-(6),
incluindo o comportamento das solugoes no instante de gelificacao Tj.

Para além disso, a mesma abordagem foi também utilizada em [67, 68] para o caso

do sistema continuo de coagulacao-fragmentacao, tendo sido possivel estabelecer o
seguinte resultado

Teorema 21 [67, 68] Seja a(z,y) = 3 (z%y° +2%*), com 0 < a < B < 1e
ANi=a+ . Seja b(x,y) = (1 +x+y)?, comyeR. Entdo,

(i) se A < 1 ou se vy > X\ — 2, existe uma solugdo fraca de (17) que conserva a
densidade

(i) se A > 1 ey < X\ — 2, existe uma densidade critica p* > 0 tal que, se cg € Yq
satisfaz ||col| L1 (m+ yay) > P*, entdo qualquer solugdo fraca de (17) com condigdo
imicial ¢y exibe gelificacdo.

Note-se que o comportamento das solu¢ées quando a condicao sobre o expoente
de fragmentacao v é (i) é o que surgia no caso de fragmentagao forte no sistema
discreto (cf. pégina 35), ou seja, mesmo em situagdes para as quais o sistema de
coagulacao exibia gelificacdo uma fragmentacao suficientemente forte forca a con-
servacao de densidade.

O caso (ii) deixa em aberto o que se passa para densidades iniciais suficientemente
baixas. Argumentos formais apresentados em [67] permitem conjecturar que, se y €
((A—3)/2, A—2), hé solugoes fracas com dados iniciais com densidade suficientemente
pequena para as quais a densidade é conservada, ao passo que, se 7 < (A — 3)/2,
todas as solugoes nao nulas exibem gelificacao.

Os resultados expressos nos Teoremas 20 e 21 constituiram, como se afirmou no
inicio desta secc¢ao, contribuicées fundamentais para o esclarecimento do problema de
conservacao de densidade nestes sistemas, embora, tal como se acabou de observar,
permanecam em aberto varias questoes relevantes, muitas delas, alids, referidas em

67, 68].
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