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UAb

ATIVIDADE FORMATIVA 1

Temas:

e Populacoes Multivariadas

e Variaveis Aleatdrias Multidimensionais

Objetivos

Tipos de dados

Conceito de variavel aleatoria

Conceito de Estatistica Multivariada

Descricao da Atividade (Exercicios a Resolver)

1. Um empresario proprietario de quatro empresas de diferentes ramos, obteve os seguintes
resultados liquidos (em milhdes de euros) ao longo de seis anos consecutivos.

Propriedades das matrizes de variancia/covariancia

Funcao de distribuicao e Fungodes de distribuigcbes marginais

Medidas descritivas de populagdes multivariadas e para amostras multivariadas

Independéncia de variaveis aleatérias e Combinagdes lineares de variaveis aleatérias

Empresa Anos
1996 1997 1998 1999 2000 2001
E1 0,80 0,75 090 1,20 0,95 0,82
E2 0,90 0,80 0,8 1,05 0,70 0,90
E3 0,70 0,79 1,00 0,90 0,85 0,83
E4 0,75 080 0,87 1,10 0,92 0,92

Com base nos valores indicados do quadro, determine nas quatro empresas durante o0s

seis anos:

1.1 As médias dos resultados liquidos anuais.

1.2 As variancias e covariancias dos resultados liquidos anuais.

1.3 As correlagdes entre os resultados liquidos.
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2. Para a admissao de novos alunos numa escola de natagcao sao registadas as seguintes
caracteristicas:

X; : aptidao do novo praticante ( 1 = sabe nadar ; 2 = nao sabe nadar)
X5 1 sexo (1 =masculino ; 2 = feminino )

A funcao de probabilidade conjunta da variavel bidimensional (X, X,) é a seguinte:

FX1, X)) [ X1 =1] X; =2
X,=1 | 415 | 5/15
X,=2 | 415 | 2/15

2.1 Obtenha as fungdes de probabilidade marginal de X; e X5 .
2.2 Calcule a probabilidade de um novo aluno ser do sexo feminino.

2.3 Calcule a probabilidade de um novo praticante ndo saber nadar, sabendo-se que é
homem.

2.4 Qual a probabilidade de uma futura aluna ja ter experiéncia em natagao?

3. Seja X, uma variavel aleatéria com média i; = 5 e variancia o;; = 10, e X5 uma segunda
variavel aleatéria com média u» = 6, variancia oo = 6 € 015 = 091 = 8. Determine:

3.1 E(2X))

3.2 V(3X))

3.3 Cov(2X1,3X,)
3.4 E(5X; + 2X>)
3.5 V(X; +3X,)

4. Trés variaveis aleatorias, X, Y e Z, tém funcao de densidade de probabilidade conjunta:

kxyz? se 0<z,y<1;0<2z<3
f(l’,y,Z):{ \ S

4.1 Mostre que a constante k & 4/9.

4.2 Mostre que as variaveis aleatérias X, Y e Z sao independentes.

4.3 Mostre que a funcao de densidade marginal conjunta de X e Z é dada por:

2 se r<l1 z

f(x,z):{sz /9 0026 f,70< <3

4.4 Mostre que E(X) = 2/3.

4.5 Determina e fungao distribuicdo de X dado Y =1/2e Z = 1.

4.6 Mostre que a covariancia de X e Z é zero.
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ATIVIDADE FORMATIVA 2

Temas:
e Distribuicao Normal Multivariada
e Distribuicoes Amostrais

e Testes de Hipoteses Multivariados

Objetivos

e Conceito e estrutura de distribuicdo normal multivariada

e Representacao da distribuigdo normal multivariada

e Combinacodes lineares de variaveis aleatérias normais multivariadas

e Introducgao a distribuigbes amostrais

e Estimadores de maxima verosimilhanca para a distribuicdo normal multivariada
e Distribuicao da média amostral

¢ Distribuicoes amostrais relacionadas com as matrizes de variancia/covariancia (distribuicao
de Wishart e distribuicdo de 7" de Hotelling)

e Método da uniao intersecgao (testes para o vetor se médias com a matriz de variancia/covariancia
conhecida ou desconhecida; teste para a matriz de variancia/covariancia)

e Método do quociente de verosimilhanca (testes para o vetor se médias com a matriz de
variancia/covariancia conhecida ou desconhecida; teste para a matriz de variancia/covariancia)

e Comparacao entre dois vetores de médias (teste multivariado como generalizagao do
teste univariado; teste para igualdade de dois vetores de médias quando a matriz de
variancia/covariancia € desconhecida)

Descricao da Atividade (Exercicios a Resolver)

1. Considere o vector aleatorio (X, X2) que segue uma distribuigao normal bivariada N (i, 32)
em que i = (1, u2) = (0,2.5), 01 = 05 = 1 e em que a matriz de correlagoes R é dada
por:

1 0.65
R_[O.GE) 1 ]
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1.1 Calcule o valor da covariancia entre X; e X,. Comente ainda o valor da intensidade
da correlacao entre as duas variaveis. Justifique o seu comentario.

1.2 Considere uma terceira variavel aleatéria X3, dada por X3 = X'gl, com distribuicao

normal com valor médio u3 e desvio padrao o3. Utilizando as propriedades do valor
esperado e da covariancia da combinagao linear de variaveis aleatorias, determine
o vector das médias e a correlagao do par aleatério (X, X3).

1.3 Escreva a expressao da funcao de densidade de probabilidade conjunta do par
aleatdrio dado inicialmente, isto &, f (1, x2).

2. Seja X ~ Ny(u,X) com ¥ desconhecida. A partir de uma amostra de 20 observagoes
obtiveram-se as seguintes estimativas:

v 52.35 g_ 12 0.5 g1 _ 0.0834 —0.0023

| 5576 |77 | 05 18 |7 | =0.0023 0.0556

2.1 Use o método do quociente de verosimilhanca para testar a hipétese H, : ' =
[51.5 54.6] considerando «=5%. Indique todos os pressupostos de aplicabilidade.

Justifique todos os calculos e apresente as suas conclusoes.
2.2 Teste, ao nivel a=5%, a hipotese nula

10 0
HO'Z_{ 0 16}

indique todos os pressupostos que achar necessario.

3. Foram analisados 10 equipamentos de uma fabrica ao longo de 5 anos, tendo-se obtido
0s seguintes resultados:

52.1 5.5
X=]123 | S=| 101 502
20.2 —-1.8 —1.2 20.1

Sendo X; - custo do equipamento (u.m.); X, - custos de reparacao (u.m); Xz - lucros
obtidos (u.m.).
Teste a hipotese para a = 5%:

50 50
Hy:p=115 versus Hy:pu# | 15
20 20

4. Considere X N Ny(u, ¥) com X desconhecida. A partir de uma amostra de 75 observagoes
obtiveram-se as seguintes estimativas:

o [ 5237 23.44 15.62
X = { 55.76 } 5= { 15.62 27.39 }

Teste a hipotese, que Hy : 1/ = [52,52], considerando « = 5%.

5. Teste a seguinte hipdtese sobre a matriz de variancia/covariancia de uma populagao com
distribuicao normal bivariada:
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para o = 1%, sabendo que n = 75 e

o [2256 1586
~ | 15.86 17.43

6. Durante trés anos consecutivos registaram-se resultados relativos aos lucros obtidos por
36 clubes de futebol. Com base nesses resultados obtiveram-se as seguintes estimati-

vas:
X resultados do ano 1 (u.m.); X resultados do ano 2 (u.m.); X3 resultados do ano 3
(u.m.)
0.2 1.2
X=|-05|S=]|-09 2
-0.9 1.1 —-0.8 5.1

6.1 Teste a hipotese de que os resultados nos Ultimos trés anos foram nulos, ou seja
Hy: =0, coma=1%.

6.2 Obtenha a condigao que define a regiao de confianga a 99% para y .
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ATIVIDADE FORMATIVA 3

Tema:

e Analise de Variancia Multivariada (MANOVA)

Objetivos

o Teste de igualdade de k vetores de médias (Oneway MANOVA)
e Teste para a igualdade de matrizes de variancia/covariancia
o Verificagao de pressupostos de normalidade

e TransformagoOes para a normalidade

Descricao da Atividade (Exercicios a Resolver)

1. Considere 2 quintas de produgao de carne bovina. Em cada quinta sao recolhidos o peso
(em Kg) e a altura (em cm) de 25 animais. Os dados amostrais recolhidos foram os

seguintes:
Quinta 1 Quinta 2
Peso Altura Peso Altura
Média 137.8 98.5 1123 1116
Desvio padrao 23.7 12.4 22.8 11.9
Correlagao 0.43 0.49

1.1 Formule e teste, a 5% de significancia, a hipétese de as matrizes de covariancia
dos 2 grupos serem iguais.

1.2 Formule e teste, a 5% de significancia, a hipétese de as 2 quintas criarem animais
similares.

2. Apos analise dos dados recolhidos de 10 veiculos duma frota de uma empresa de trans-
portes relativos a 4 anos de actividade, obtiveram-se os seguintes resultados:

850 15.0
X=1|160 | S=]| 10.1 10.2
110 —-15 —1.8 6.1

Sendo X Kilometros percorridos (x10%); X, custos de manutengdo (u.m.); X3 lucros
obtidos (u.m.). Teste a hipotese para o = 5%:
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851 851
Hy:p= 1| 159 versus Hy:pu# | 159
108 108

3. Os valores que se apresentam referem-se as classificagoes de (0 a 20 valores) obtidas

por alunos em dois exames de diferentes matérias. A amostra aleatoria refere-se a 11
alunos sendo 4 do sexo masculino e 7 do sexo feminino. Teste a hipotese:

H11 Hi2
Hy:pn= =
oo h { H21 } { H22 }

considerando um nivel de significancia a = 5%.

Alunos Alunas
Exame 1 Exame 2 | Exame 1 Exame 2
9 11 6 14
13 14 12 13
8 9 8 12
11 13 10 8
211=10.25 Z91=11.75 13 9
11 10
10 15
Ii‘12=10 522=12

4. Apresente de forma sucinta duas razdes que justifiquem a preferéncia por um teste multi-
variado em vez de testes univariados.

5. Obtiveram-se duas amostras relativas a condutores de um certo modelo de veiculos ligei-
ros: uma amostra respeita a condutores nao profissionais (n;=14) e outra a condutores
de Taxi profissionalizados (n,=10). Para essas amostras mediram-se as seguintes ca-
racteristicas:

X1: custos com a manutencgao do veiculo (em milhares de euros)
X,: nimero de quildmetros percorridos (x 10%)

para as quais se obtiveram os seguintes valores:

Condutores nao profissionais:

Custos 0,75 | 0,56 | 0,87 | 095 | 1,32 | 0,32 | 0,45 | 0,47 | 0,55 | 0,87 | 0,98 | 1,05 | 1,037 1,50
Quilémetros 65 56 78 67 109 57 52 72 50 60 88 102 92 110

Condutores de Taxi profissionalizados:

Custos 085|156 |165|1,32 1091|202 | 1,78 | 1,65| 2,98 | 1,98
Quilbmetros | 85 156 | 178 | 167 | 102 | 304 | 204 | 156 | 450 | 234

Proceda aos testes das seguintes hipoteses:

5.1 As duas amostras sao provenientes de populagdes com idéntica dispersao: Hj :
¥ =Y.

5.2 Os condutores nao profissionais e os condutores de Taxi ttm médias idénticas para
as caracteristicas medidas.
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6. Considerem-se os seguintes dados respeitantes a duas variaveis (X; e X5) e trés grupos
(n1=4, no=3 e n3=5) recolhidos através de um processo aleatériof|

Grupo 3

G;l;lpo )1(2 Grupo 2 X X5

> 3 X1 X2 7 6

3 3 4 4 8 8 7
5 4 5 6 10 8

5 5 6 7 9 5

(Z’lg =5 1_322 == 7 7 6

Tu=3 Tn=4 T13 = 8.2 g3 — 6.4

Teste a seguinte hipotese:Hy : 1 = ps = us3, utilizando o teste A de Wilks e a sua
aproximagao a distribuicdo do 2.

"Adaptado de Reis, E. (2001) "Estatistica Multivariada Aplicada”, 22 Edicao, Edi¢ées Silabo, Lisboa, Portugal
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UADb

ATIVIDADE FORMATIVA 1 - Proposta de Resolucao

1.
1.1
1 N
— X;
P>
0.8 0.75 0.9 1.2 0.95
16 1 0.9 0.8 0.85 1.05 0.7
n=s2imXi=g o7 [T lom [T 1 [T 09 | T o0ss
0.75 0.8 0.87 1.1 0.92
0.82 5.42 0.903
0.9 1| 5.2 0.867
+ =3 =
0.83 6 5.07 0.845
0.92 5.36 0.893
(11- média dos resultados liquidos anuais em milhoes de euros para £1 = 0.903;
o- média dos resultados liquidos anuais em milhoes de euros para E2 = 0.867;
13- média dos resultados liquidos anuais em milhoes de euros para E3 = 0.845;
(4~ média dos resultados liquidos anuais em milhoes de euros para £4 = 0.893;
1.2
1 N
D=5 2 (Xi— 0 (X — )
i=1
S=E 3, (X ) (X —p) =
0.8 —0.903
0.9 — 0.867
_@ _ _ _ -
=5 0.7 — 0.845 ( 0.8 —-0.903 0.9—-0.867 0.7—0.845 0.75— 0.893 ) +
0.75 — 0.893
—0.153
—0.067
+1 0055 ( —0.153 —0.067 —0.055 —0.093 )+
—0.093
—0.0033
—0.0167
+1 01550 ( —0.0033 —0.0167 0.1550 —0.0233 )+
—0.0233
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1.3

2.1

2.2

2.3

2.4

0.2967
0.1833
0.0550
0.2067

0.0467
—0.1667
0.0050
0.0267

—0.0833
0.0333
—0.0150
0.0267

(0.2967 0.1833 0.0550 0.2067)+

0.0219 0.0084 0.0068
0.0084 0.0114 0.0008
0.0068 0.0008 0.0086
0.0149 0.006 0.0056

0.5348

0.4956 0.0844 1
0.9086 0.5088 0.5421

0.0149
0.0060
0.0056
0.0123

0 0 0
1
1v/0.0114 (1) 0
0 0.0086 (1)
0 0 1/0.0123
1 0.5348 0.4956 0.9086
1 0.0844 0.5088
0.5421
1
8/15

CatarinaS.Nunes@uab.pt

fi(z) =< 7/15

fa(wa) =

0

9/15

6/15

0

.1'1:1
.’L'1:2

(0.0467 —0.1667 0.0050 0.0267)+

( —0.0833 0.0333 —0.0150 0.0267 )| =

outros wvalores

LL’2:1
ZE2:2

outros wvalores

PX, =2 = f»(2) = 6/15

PX;=2[X,=1] =

PlX,=1|X,=2] =

f(2,1)  5/15
f2(1) — 9/15
F(1,2)  4/15
£(2)  6/15

=5/9

= 4/6




X1l: pp =5 o011 =10
X2: ,u2:6 0'22:6

Ol = 091 = 8

3.1
E2X | =2FE[X;]=2x5=10
3.2
V(3X,) =3*V (X)) =9 x 10 =90
3.3
Cov (2X1,3X2) =2 x 3Cov (Xl,XQ) = 60’12 =6x8=148
3.4
3.5
V(X1 +3X5) = V(X1)+32V (X)) +2x3C0v (X1, X3) = 011+9095+6015 = 10454448 = 112
| kayz® se 0<mzy<1,0<z<3
f@ y,z)—{ 0 se
41

+oo +oo +oo
/ / flz,y,2)dx dy dz =1
1 r1 3
///kxyszx dydz =1
0
1 pl
//kxy—] dxdyzl@//knydxdyzl
o Jo
yQ 1 11
9/ kx—] dx:1<:>9/ —kxdr =1

k

N | ©
o 8,

1
} :1<:>gk:1<:)k:il
h 4 9
4.2 Independéncia: f.d.p. conjunta = produto das f.d.p. marginais
f(xvyu Z) = fl(m)fé(y)f?)(z)

fo fo x,y,2)dy dz—fO fo try2dy dz—fo day 5] dy =

1
4
_ fo Soy9dy = Az %]0 =gl =2

N[

2r O<ax<x1

fiz) = { 0
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fo fo x,y,z)dxr dz = fo fo §:Ey22dx dz = fo drydr = 2y

2y O<y<x1
1
fo fo (x,y, z)dz dy—fO :z:yszx dy = |, —x22 y;}odx:
1
o 2]l
22

2x2y£ O<z,y<1;0<2<3

A = { 272 -
4002 :
{wgz 0= my<B0<2<3 gy,

= X,Y e Z sao independentes.
4.3 Se X e Z sao independentes entao:

22 0<zx<1l:0<z<3

o) = o) = { 7

4.4
1 1 1

2
E[X]::“ﬂc:/ $f1($)d$=/ x2xdx:/ 2x2dx:—x3}1:—
0 0 0 3 0 3

4.5 A fungao distribuicdo condicional de X dado Y = 1/2 e Z = 1 é igual a fungao de
distribuigdo marginal de X, F)(z). Dado que as variaveis sao independentes.

Fi(z)=P(X <z) = /O fi(x)dz = /OIQx do = 2] = 2°

0 z <0
Fi(z) =4 2* 0<z<1
1 rz>1

4.6 Se as variaveis aleatérias X e Z sao independentes entdo Cov(X, Z) = 0.
Como verificar:

3 2 1 [* 1z 9
E[Z] = z—/ng( )dZ—/z§dZ—9/0zdz—§Z} =7

+oo +oo
Cov (X, Z) / / (r — pe)(z — p) fx, 2)dzxdz =

_ /_:O /_:O (x_ %) <z— %) (@) fo(2)dadz —
:/03/01 (x—g) (z—%)%&zgdajdz:
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ATIVIDADE FORMATIVA 2 - Proposta de Resolucao

”:[52]2{295]

1 065
R:[O.GS 1 }

p = 0.65 : coeficiente de correlagao entre X; e X5

1.1
OOU(Xl,XQ) = 012 = pPO102 = 0.65
p = 0.65 > 0 (relagao positiva entre X; e X,) e p> = 0.45
1.2 Y 1
X3 = 22 X3 ~ N(M37U3)
Xy —1 E[X)) 1 25
143 { 5 } 5 5 5 0.5=0.75
1 1
o3 =Var[X3] = =Var[X] = =
4 4
S B 2 0
(X1, X3) — 1 = [ug } ~ [0.75]
Xo—1 1 1
o153 = Cov (X1, X3) = Cov (Xl, 22 ) = Cov (X, Xz) 7 = x 0.65 = 01625
0.1625
prs = -2 = =22 _ 065
0103 1x 1
1.3

=)= [
Ez[af 0122]:{ 1 0.65}
021 0j 0.65 1
1 1 et
Flor,a) = Ssemeny | =5 (X =57 (X =) =
_ 1 6:6]9{—1[)(1—#1 XQ_MZ}El{XI_MIH:

B 27\ 0205 — 012091 2 Xo — p2
1
[ X, X2—2.5}2-1[ X1 H

1
= 270.7509 7 {_5 Xy — 25
ool _ { 1.7316  —1.1255 }

—1.1255 1.7316
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21 Hy:p=po= { 24112 } com X desconhecida. X ~ Na(u, X))

Hy:p# pgea=5%
Estatistica de teste resultante do quociente de verosimilhanca:

—2InA=nln [1 + (X - ,uo),Sfl (X - Mo)}

(X =) S (X — o) = [ 085 1.16 ] { 0.0834 —0.0023} [0.85] _

—0.0023  0.0556 1.16
=[0.0682 0.0625 | Hfg} = 0.1305

—2InA =20 In[1 + 0.1305] = 2.4532

(n—p) o
~—~——"T N F|
pln— 1) o e
(n —p)
p(n—1)
(n—p) 20 -2
- (=2 InA) = ———2.4532 = 1.162
=1y 2N = 555
Flo,18) para o = 0.05 é ~ 3.5 > 1.162 = Aceitar H,

10 0
0 16 } versus Hy : X # 3.

(—2 lnA) N F(2’18)

2.2 Ao nivel a=5% testar Hy : X = Yy = [

Estatistica de teste resultante do quociente de verosimilhanca:

—2lnA:nT7‘(Eng)—nln|ZalS|—np
~[10 0 o1 o0
20_{0 16} >0 _{o 0.0625]

gig_[01 0 12 057 [ 12 005
02 =1 0 00625 || 05 18 | ~ | 0.0313 1.125
—2 InA = 20 [12 + 1.125]—20 In(1.3484)—20x2 = 20x2.3250—20x 0.2989—40 = 0.5220

Para o« = 0.05

2 2 9
Xippi1) = Xixaxg = X3 = 7-81 > 0.5220

logo, nao devemos rejeitar Hy.

- 52.1 5.9
X =123 S=1 10.1 50.2
20.2 —-1.8 —1.2 20.1
50
Hy:p=po=1| 15 versus Hy:p # o
20
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Tendon =10e p = 3.

0.2988 —0.0596 0.0232
S~ =1 -0.0596 0.0318 —0.0034
0.0232 —0.0034 0.0516

2.1
T? =n(X — po)'S (X —po)=10[ 21 =27 02 ]S | —2.7 | =22.5028
0.2

(=P e 1023 o) 08 — 58341
p(n—1) 3(10 — 1)

Para a = 0.05, F(Pm—p) = F(3’7) =4.35 < 5.8341

A decisao sera rejeitar a hipotese nula.

4. n="T5p=2

<

_[5237] o _[23.44 1562
~ | 55.76 ~ | 1562 27.39

Testar Hy : 1 = po = { gg ] versus Hy : p # pg com o = 0.05

g1 _ 0.0688  —0.0392
~ | —0.0392  0.0589

. - 0.0688 —0.0392 ] [ 0.37
T2 = (X =) 7 (X = o) = T5[ 037 376 ] { ~0.0392  0.0589 } [3.76

(n—p) o _ 752
~ T~ = 73278 =3.6144
p(n—1) 2(75 — 1)

Para a = 0.05, Fppn_p) = Flozs) =~ 3.135 < 3.6144
A decisao sera rejeitar a hipotese nula.

15.86 17.43
20 0
Coma = 1% testar: Hy: ¥ = Xy = versus H; : X # .

0 20

11005 0 1o | 1.1280 0.7930
>0 _{ 0 0.05 X 5= 0.7930 0.8715

Estatistica de teste resultante do quociente de verosimilhanga:
—2InA =nTr (55'S) —nln‘EalS‘ — =
= 75(1.1280 + 0.8715) — 75 In(0.3542) — 75 x 2 = 77.8039
Para o = 0.01

X3 ppe1) = Xixans = X3 = 11.34 < 77.8039

logo, devemos rejeitar Hy.

0.2 1.2 —09 1.1
6. n=36,p=3,X=| -05|eS=| -09 2 —08
—0.9 1.1 —=0.8 5.1
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0
6.1 Coma =0.01testar Hy: p=po= | 0 | versus Hy : p # 1o
0

T2 :n()_(—,uo)/S_l (X—/lo)
1.4696  0.5703 —0.2275

S™t= 1 05703 0.7548 —0.0046
—0.2275 —0.0046 0.2444
0.2
T°=36[02 —05 —09]S™"| —05 | =14.7298
—0.9
(n—p) . 36 — 3
- T"=———-14.7298 = 4.6294
p(n—1) 3(36 — 1)
Para o = 0.01, F(pm—p) = F(3733) ~ 4.50 < 4.6294
0
A decisao sera rejeitar a hipétese nulade = | 0
0

6.2 Regiao de confianga a 99% para p

n (X' — ,uo)/S_l (X — ,uo) ﬂT(2

pznil)

Para um nivel de significancia «
Pn(X = po) S (X = o) < T3p] =1-a

ou

P {n (X — ,uo)/Sfl (X — ,uo) < %an—p)} =1—«

A regido de confianca para p. sera dada por todos os valores de [n (X — o) S7TH(X — Mo)}

menores que ¢ = V"UP R

(n—p)
M1
O elipsoide define a regiao de confianca para i = | 2
3
0.2 — 1251
35 x 3
36[ 02— —05—py —0.9—ps | S| —05—p | < 3; 4.5
—0.9 — M3

2Forma quadratica que define um elipsoide com centro em X.
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ATIVIDADE FORMATIVA 3 - Proposta de Resolucao

1. n1=25,n,=2ep=2

X, - { 137.8 } X, — { 112.3 }

98.5 111.6
N — [ U% 001202 }
PO102 0y
g - 23.7° 043 x 23.7x 124 | | 561.7 126.4
171043 x23.7x 124 12.42 | 126.4 153.7

5 519.8 132.9
2711329 1416

Admitindo que as duas amostras foram retiradas de populacdes om as seguintes carac-
teristicas IV, (15, 2;).

1.1 o =0.05
Hy: Y, =Yg versus Hy : X1 # Xy
Matriz de covariancia total:

n—k n—=k

comn=>50ek =2.

24 { 516.7 126.4 } 24 { 519.8 132.9 } _ { 540.75 129.65 }

S‘@ 126.4 153.7 +@ 132.9 141.6 129.65 147.65

Teste M de Box .

M= (n—k)in|S| = (n;—1) Inl|S|]
=10
|S] = 63933 e In |S| = 11.0514
|S1| = 70356 e In |S;| = 11.1613
|Sy| = 55941 e In | Ss| = 10.9321

k

2p2 +3p — 1 1 1
:1— _— pu—
¢ 6(p+1)(k—1) (Zni—l n—k:)

=1

(2><4)+3><2—1(1 11

=1- — — — ] =0.9549
6x3x1 * )

24 24 48
M.C = [(48 x 11.0514) — (24 x 11.1613) — (24 x 10.9321)] x 0.9549 = 0.2154
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2
M.C~ X1 ) e-1)

Para a = 0.05: x2 = 7.81 > 0.2154 = Na&o rejeitar H,: igualdade de matrizes de
covariancia.

1.2 Testar Hy : g = po (0U Hy @ pig — po = 0) versus Hy @ py # po.
Pela alinea anterior temos:

129.65 147.65
_ 137.8 112.3 25.5
(X - %) = { 98.5 ] - { 111.6 ] { —13.1 ]

_ _ 1 1
X; — XoN N — — 4+ — 12
1 2 M V3 (/M 2, (25 +25) >

(n1 + N9 — 2)S N W3 (48, Z)

g { 540.75 129.65 ]

ning > SN o] (o — 9
U () 57 () 1T
2 ~ (n1+no —2)p
(pm1+n2—2) —

ny+ny—p—1 (pim1-+na—p—1)
25 X 25 0.0023 —0.0021 25.5
2 -
TP= 22255 130 | o s ] [ 13'1} 54.6199

Com « = 0.05 temos:

(77/1 —+ N9y — 2)p

48 x 2
ni+mng —p— 1 (p,n1+n2—p—1)

7 Flaar) = 2.0426 x 3.18 = 6.4953

Decisao: Como 6.4953 < 54.6199 = Rejeitar Hy : p1; = ps.
2. n=10ep=3
850 15

10.1 —1.5
X = 160 S=1 101 102 -18
110 -15 —-18 6.1
Considerando o = 0.05, pretendemos testar:
851
Hy:p=po= | 159 versus Hy:p # o
108

Estatistica de teste:

T? = 0 (X — o) 7 (X — o) =

0.2006 —0.2004 —0.0098 1 [ —1
=10[ =1 1 2] | —0.2004 0.3035  0.0403 1 | =17.9890
—0.0098 0.0403  0.1734 9
TP e - T 17,0890 — 4.6638
p(n—1) 27
Temos n—p
T T F,,
pn—1) (p,n—p)

para a = 0.05, F(37) = 4.35 < 4.6638 = Rejeitar H,.
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3. n1=4,ny,=7Tep=2. Coma = 0.05, testar:

Ho:py =po (ou Hy:pyg —pe=0) wversus Hy:py # po

H11 H12
= (& =
= [ H21 } He [ 22 }

. 10.25 . 10
K= { 11.75} X2 = lu}

com

Estatistica de teste:

niny — _ _ _ _
T2 - ny :' %) (Xl - X2)/ S ! (Xl B Xz) A T(2P7n1+n2—2)
1 &, - _ - _
Si=q (X - X) (X - Xy)

=1
Idéntico para S>. Supondo que ¥; = Y, = X desconhecido, temos

ny — 1)81 -+ (n2 — 1)52
ny+no —2

o

g _ 4.9167 4.7500 g, — 5.6667 —2.8333 g _ 5.4167 —0.3056
P71 47500 4.9167 27| —2.8333  6.9529 ~ | —0.3056 6.2738

- =\ | 0.25 1 | 0.1851 0.0090
<X1 _Xz) / l —0.25 } 5= l 0.0090 0.1598

n+n—p—1_,
(1 +mp —2)p P2
4+7-2-1
(4+7-2) x2
Para a = 0.05, temos Fly5) = 4.46 > 0.0231 = Aceitar H,.

] T2 = 0.0520

m F(p7n1+n2_p_1)

x 0.0520 = 0.0231

4. Podemos destacar os seguintes pontos:

e O elevado erro de Tipo | com a utilizagdo de varios testes separados, ou seja, a
probabilidade de rejeitar a hipotese nula sendo esta verdadeira € mais elevada,
ultrapassando o de « global estabelecido (ou necessario);

e Os testes multivariados incorporam informacao entre as variaveis (e.g. correlagoes),
considerando a matriz de varidncia / covarianca na analise e decisao;

¢ Quando as variaveis sao analisadas em conjunto poderao resultar em diferencas
significativas e tal nao acontecer quando sao testadas separadamente. Neste caso
os testes multivariados sao mais potentes, diminuindo o erro de Tipo lI;

e As decisdes com testes multivariados podem ser diferentes do que se forem-utili-
zados testes univariados (e mesmo contraditorias). O melhor processo pode ser
realizar primeiro testes multivariados e em caso de se observar diferengas signi-
ficativas, fazer de seguida testes univariados para ter uma melhor percepgao das
variaveis que contribuiram para a decisao.
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5 ni=14,n,=10,p=2,n=24e k=2

. 0.8336 . 1.67
X1 = { 75.5714 } X2 = { 203.60 }
1 . >\ [ 01161  6.2970
51 = 2 (X = X) (Ko = X)' = [6.2970 446.8791}

nl—l

g _ 0.3702  62.3744
27 62.3744 11404

(i —1)S1+ (np —1)Sy 13 N 9o _ [ 02201 202378
T 9271 T 99727 | 292378 4929.2

S =
n1+n2—2
o [ 214437 —0.1272 oy | —0.8364
5= { —0.1272  0.0010 (Ko=) = | 95,0086

5.1 Com o = 0.05 testar Hy Y1 = Yy versus Hy : X 7é Y.

Teste M de Box:
k

M= (n—k)in|S|=> (ni—1)In|S| =

i=1
=22 x 54375 — 13 x 2.5034 — 9 x 5.8038 = 34.8468

2 +3p—-1 (o= 1 1\
6(p+1)(k—1) ni—1 n—k/J|

2x4)4+3x2-1/1 1 1
— 4+ —— ) =0881
6x3x1 3ty ) =08

M.C'= 34.8468 x 0.8891 = 30.9825

i=1

B ] —

2
M.C'N X (Lp(p+1)(k—1))

Para o = 0.05, X7y, = 7.81 < 30.9825 = Rejeitar H,.

5.2 Testar Hy : j11 = po (OU g — p1y = 0) versus Hy @ g # po.
Estatistica de teste:

T (K X) ST (K = K) AT

T4
Ny + no

14 x 10 —0.8364
2 A \ 1 _
T = [ 0.8364 128.0286 } S [ 198 0236 } =20.1399

24
Para o = 0.05
(n1 +ne—2)p 22 x 2
Fopnitng—p-1 = F = 2.0952 x 3.49 = 7.3122
ny i Ny — p — 1 (pyn1+ p—1 21 (2,21) X

Decisao: 7.3122 < 20.1399 = Rejeitar H,
22
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6. Flp=2 k=3 en=n;+ny+n3=12. Coma = 0.05 testar

Hi1 H12 H13 . .
Hy: = = Hy:op, j
’ [ H21 } [ 22 } [ H23 } versus My 7 (0 7 J)

Estatistica de teste:
W

A
Onde W - matriz agregada da variabilidade dentro dos grupos

A

W:W1+W2+W3

4

Wy = Z (Xli - Xl) (Xu - X1), =

i=1

=[-1-1][-1 —1]+{8][0 0}+{§}[2 0}{‘11][—1 1] =
RPN R

De forma idéntica:
WQZ{ 2 —1} W, — [6.8 2.6}

-1 2 2.6 5.2
14.8 1.6
W =W+ Wy + W; = { 16 99 }
Matriz de variabilidade total =7 = W + B.
X, =68/12=567e X, =69/12=575e X = { ggg ]

B n, (X7 %) (XX =

3 —5.67 —0.67 2.53
=4 { 4_5_75} [ —2.67 —1.75 ]+3[ { or ] [ —0.67 1.25 |45 { 0.65} [ 2.53 0.65 ] =
[ 61.87 24.40
~ [ 2440 19.05
76.67 26.00
{7 7 {26.00 28.25}

W] 14.8x9.2—(1.6)°
O |T|  76.67 x 28.25 — (26)2

Aproximagao a distribuigdo x* com p(k — 1) graus de liberdade

A = 0.0897

—[(n=1) = 0.5(p+ k)] InA = —[(12 — 1) — 0.5(2 + 3)] In(0.0897) = 20.4987
Para a = 0.05, X,%(k_n = x% = 9.49 < 20.4987 = Rejeitar H,

FIM
8Adaptado de Reis, E. (2001) ™Estatistica Multivariada Aplicada”, 22 Edicao, Edi¢ées Silabo, Lisboa, Portugal
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