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Resumo

Nesta dissertacao provamos, através do sistema Fa (restricdo predicativa do sistema po-
limérfico F de Jean-Yves Girard), que o célculo proposicional intuicionista é fortemente
normalizavel considerando [3-conversoes.

Embora o resultado em si seja bem conhecido, a estratégia (via Fay) seguida nesta dissertagao
¢ muito recente, tendo sido apresentada em 2013 no artigo Atomic Polymorphism [7]. Esta
dissertagao pretende ser um estudo autocontido e detalhado dos resultados desse artigo.

O sistema F,¢ comeca por ser apresentado em A-célculo e através do Isomorfismo de Curry-
Howard apresentamos também a sua formulacao no célculo de dedugao natural. O sistema
contém apenas dois geradores de tipos (férmulas): implicagao e quantificagdo universal de
segunda-ordem restrita a instanciagoes atémicas, dai a designacao de polimorfismo atémico
(Fat)-

Dois resultados centrais em F,; sao demonstrados:

i. o cédlculo proposicional intuicionista pode ser imerso em F, (via definigdo de conectivos
de Prawitz e transbordo de instanciagao);

ii. o sistema F; é fortemente normalizavel considerando n-conversoes (adaptagao simples
da técnica de redutibilidade de Tait).

Por ultimo, e com o objectivo de mostrar que a normalizacao forte de F,; implica a nor-
malizacao forte do cédlculo proposicional intuicionista, provamos que as [-conversoes deste
ultimo célculo se traduzem num nimero finito de Sn-conversoes em F 4.

Tal como nos resultados anteriores também nesta demonstragao apresentamos todos os casos,
incluindo aqueles que no artigo, por uma questao de limitacao de espaco estavam omissos.
Um limite ao nimero maximo de [n-conversoes que surgem aquando da traducao das [-
conversoes é também apresentado.

Palavras-chave: Polimorfismo atémico, calculo proposicional intuicionista, nor-
malizacao forte, A\-calculo, deducao natural, isomorfismo de Curry-Howard, trans-
bordo de instanciacao.



Abstract

In this dissertation we prove through the system F, (predicative restriction of Jean-Yves
Girard’s system F) that the intuitionistic propositional calculus is strongly normalizable,
considering [-conversions.

Altough the result is well-known, the strategy (via Fu¢) followed in this dissertation is quite
recent. It was presented in 2013 in the paper Atomic Polymorphism [7]. The present disser-
tation intends to be a self-contained and detailed study of the results in the paper.

System F,¢ is firstly presented in A-calculus, and via Curry-Howard’s isomorphism we also
present its formulation in the natural deduction calculus. The system contains only two gen-
erators of types (formulas): implication and second-order universal quantification, restricted
to atomic instantiations - which explains the designation of atomic polymorphism F,.
Two central results in F,; are proved:

i. the intuitionistic propositional calculus can be embedded into F ¢ (via Prawitz’s definition
of connectives and instantiation overflow);

ii. the system Fq is strongly normalizable, considering fn-convertions (simple adaptation
of the Tait’s reducibility technique).

Finally, aiming at demonstrating that the strong normalization of F,; implies the strong
normalization of intuitionistic propositional calculus, we prove that the S-conversions of this
latter calculus can be translated into a finite number of Sn-conversions of F .

As in the previous results, we present all the cases, including those which were left aside in
the article, due to space limitations. An upper-bound on the number of Sn-conversions that
appear during the translation of the -conversions is also presented.

Keywords: Atomic polyphormism, intuitionistic propositional calculus, strong
normalization, A-calculus, natural deduction, Curry-Howard isomorphism, in-
stantiation overflow.
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Capitulo 1

Introducao

Normalizagao é um conceito fundamental em Teoria da Demonstracao. O teorema da nor-
malizacdo (na sua versao fraca) afirma que sendo possivel derivar uma assercao a partir de
um conjunto de hipoteses, sera possivel conseguir uma derivagao dessa mesma assercao, par-
tindo das mesmas hipdteses, evitando certas formas de raciocinio redundante. Estas ultimas
derivacgoes, optimizadas no sentido acima, sao chamadas normais. Mais, existe uma forma de
chegar a derivacao normal, partindo da inicial, aplicando um ntmero finito de transformacoes
elementares concretas conhecidas como conversoes. Nesta dissertagao estamos contudo inte-
ressados num resultado mais forte que implica o anterior: o teorema da normalizagao forte.
O teorema da normalizacao forte, mais do que garantir que existe uma sequéncia de redugoes
que conduz a uma forma normal, afirma que qualquer sequéncia de reducoes conduz a uma
derivacao normal, i.e. a ordem em que as redugoes sao aplicadas nao poe em causa a ob-
tencao da forma normal.

Nesta dissertacao fazemos um estudo sobre o sistema dedutivo formal F,; ou polimorfismo
atomico que consiste na restricao do tao conhecido sistema formal F de Jean-Yves Girard
[11] a instanciagoes universais atémicas. O sistema Fy¢ foi introduzido em 2006 por Fernando
Ferreira na altura sob o nome de atomic PSOL'.

O nosso estudo tem por base o artigo “Atomic Polymorphism”de Fernando Ferreira e Gilda
Ferreira [7]. Fez-se uma anélise detalhada e rigorosa dos conceitos e propriedades considera-
dos no artigo com o objetivo de compreender e apresentar de forma detalhada a demonstracao
do teorema da normalizacao forte para F, e dai concluir que o calculo proposicional intui-
cionista ¢ fortemente normalizavel recorrendo a imersao do mesmo no sistema F,;.

Embora o sistema F,; tenha apenas dois geradores de tipos, implicacao e quantificacao uni-
versal de segunda ordem (com instanciagoes atémicas) ainda é suficientemente expressivo
para interpretar o calculo proposicional intuicionista.

Certos resultados, no contexto F,¢, admitem estratégias de demonstracao mais simples do
que no contexto impredicativo de F. Ficara patente que a prova da normalizacao forte para
F.:, se apresenta de uma forma muito mais simples quando comparada com a engenhosa
prova da normalizacao forte para o sistema F que pode encontrar-se em “Proofs and Ty-
pes”de Jean-Yves Girard [11].

A dissertagao encontra-se dividida em seis capitulos sendo o capitulo 1 esta introdugao. No
capitulo 2 motiva-se e introduz-se o calculo proposicional intuicionista, apresentando dois
métodos que servem de procedimentos de deducao para o calculo proposicional intuicionista,
o formalismo axiomaético a Hilbert e a deducao natural.

No capitulo 3 estuda-se um terceiro sistema formal, o cdlculo lambda, muito usado em ciéncia
da computacao. Ainda neste capitulo se torna evidente a relacao que existe entre o calculo
de dedugao natural e o célculo lambda através do Isomorfismo de Curry-Howard. A dicoto-
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mia dedutivo/funcional que existe entre a deducao natural e o célculo lambda serd usada no
estudo dos dois sistemas formais ja referidos, F e Fu.

No capitulo 4 serd apresentada a demonstragao do teorema da normalizacao forte para F
considerando [n-conversoes.

No capitulo 5 mostraremos que o calculo proposicional intuicionista se imerge em F,, re-
correndo ao transbordo de instanciagao.

Por dltimo, no capitulo 6, concluiremos que o calculo proposicional intuicionista é forte-
mente normalizdvel considerando (-conversdes. Ainda que este resultado nao seja novo (é
bem conhecido que o calculo proposicional intuicionista e classico, até mesmo o calculo de
predicados, tem a propriedade da normalizagao fraca e forte [14) [15] 18, 20]), a estratégia
usada nesta dissertacdo, que segue o artigo [7], tem a vantagem de assentar sobre uma
demonstracao bastante simples no contexto de F,; e de evitar conversoes permutativas.



Capitulo 2

Loégica Proposicional Intuicionista

2.1 Intuicionismo

A légica classica é baseada na nocao de verdade e assenta em trés principios fundamentais,
formulados a partir das necessidades praticas de filésofos e matematicos:

1) Identidade: toda a proposi¢ao deriva de si mesma.
2) Terceiro excluido: toda a proposigao é verdadeira ou falsa.

3) Nao-contradigao: nao é possivel que uma proposicao seja simultaneamente verdadeira
e falsa.

Ao longo dos tempos foram surgindo algumas situagoes que colocaram em causa algumas
das ideias classicas nomeadamente o principio do terceiro excluido estas situagoes foram mo-
tivagao para a fundacao da Légica Intuicionista.
Considere-se, por exemplo, a seguinte afirmacao:

Existem sete 7s consecutivos na exrpansao decimal do nimero m

Se se conseguir uma representacao do nimero 7 com um numero de casas decimais sufi-
cientemente grande e na qual a sequéncia de sete 7's consecutivos ocorra, poder-se-a garantir
a veracidade da afirmacao acima. Nao se sendo capaz de provar a veracidade ou falsidade de
uma assercao, o intuicionista nao assume que ela ou a sua negacao tém de ser verdadeiras,
i.e. nao aceita o principio do terceiro excluido, nao se compromete a afirmar que toda a
assercao tem de ser verdadeira ou falsa.

Foram situagdes como esta onde ndo se podem testar todas as (infinitas) hipéteses que leva-
ram o matematico holandés Luitzen Brouwer a fundar o intuicionismo matematico.

No intuicionismo, um objeto matematico é considerado um produto da construcao da mente.
As provas intuicionistas sao provas construtivas, nestas a demonstracao da existéncia de um
determinado objeto deve criar esse objeto ou fornecer um caminho para a sua criagao.

A Loégica Intuicionista, foi desenvolvida por volta do ano de 1930. O seu surgimento e
desenvolvimento deve-se a mateméaticos como Brouwer, Arend Heyting e Andrei Kolmogo-
rov, dai que a interpretagao informal dos operadores da légica intuicionista no que respeita
as nogoes primitivas de “construcao”e “provas construtivas”é conhecida por interpretacao
de “Brouwer-Heyting-Kolmogorov” (BHK). [17]
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Do ponto de vista intuicionista uma férmula logica s6 é valida se existir uma prova da
mesma.

O sistema BHK oferece uma interpretacao informal da légica intuicionista assente na pro-
pagacao de provas ao longo dos conetivos légicos. Mais tarde apresentaremos uma forma-
lizacao rigorosa do célculo proposicional intuicionista.

A ideia de comecarmos por apresentar a interpretacao de BHK antes mesmo de apresentar
rigorosamente a sintaxe é para fornecer intuicao sobre a dinamica da logica intuicionista e a
razao da rejeicao do principio do terceiro excluido.

1- Conjungao: Uma demonstragao de A A B consiste numa demonstragao de A e uma
demonstracao de B.

2- Disjungao: Uma demonstracao de AV B consiste numa demonstracao de A ou uma
demonstracao de B.

3- Implicagao: Uma demonstragao de A — B é um método que converte uma demons-
tracao de A numa demonstracao de B.

4- Negagao:Uma demonstragao de =A é um método de transformar qualquer demons-
tracao de A, numa contradi¢ao, num objeto que nao existe ().

Temos entao que nao se aceita AV —A a nao ser que se apresente uma prova concreta de
A ou uma prova concreta de = A, ou seja rejeita-se o principio do terceiro excluido.

Com o desaparecimento do principio do terceiro excluido desaparecem algumas proprie-

dades da logica classica como por exemplo:

o A< ——A (em légica intuicionista apenas se verifica A — ——A ).

e (A — B) <> —AV B (em logica intuicionista — nao se transforma em V ou seja A — B
nao se transforma em —A V B).

e Leis de De Morgan =(A A B) <» ~AV —B.

2.2 Sistema de Hilbert

A légica proposicional intuicionista, ou logica construtivista, foi criada por Heyting para
dotar de uma base formal o intuicionismo de Brouwer.

Existem muitos métodos que servem de procedimentos de dedugao (formalismos axiomatica
a Hilbert, deducao natural, tableaux, célculo de sequentes, etc.). A escolha de um método
especifico deve ter em conta caracteristicas como por exemplo a simplicidade de execucao
para os fins a que se destinam. Um dos métodos pioneiros foi o método axiomatico. Os
primordios do método axiomatico remontam a Grécia antiga onde encontramos por exemplo
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por parte de Euclides de Alexandria [330 - 295 ac| esforgos com vista a sistematizacao da
geometria. Contudo, apenas no final do séc. XIX o método axiomatico adquiriu um aspeto
formal rigoroso devido a trabalhos como o do matematico alemao David Hilbert. Muitos
dos logicos e matematicos até 1931 trabalhavam no projeto proposto por David Hilbert,
que pretendia provar que a matemaética podia reduzir-se a um conjunto finito, completo e
consistente, de axiomas.

Contudo, algumas descobertas mostraram que o projeto de Hilbert era impossivel de
ser concretizado em toda a sua magnitude. Por detras dessas descobertas encontra-se Kurt
Godel, com os seus teoremas de incompletude provando que uma teoria axioméatica recursi-
vamente enumeravel e capaz de expressar algumas propriedades béasicas de aritmética nao
pode ser completa e consistente ao mesmo tempo.

Porém realizacoes parciais do programa foram conseguidas e a luz do desafio importantes
ferramentas e técnicas, no que é hoje a Teoria da Demonstracao foram desenvolvidas.

Nesta sec¢ao iremos apresentar o método axiomatico para o Calculo Proposicional Intuici-
onista. Comecamos por recordar os aspetos sintaticos da linguagem do célculo proposicional

4.

DEFINIQAO 2.2.1 A linguagem do cdlculo proposicional consiste em:

e letras esquemdticas (varidveis proposicionais): P, Q, R, ...
e conetivos logicos: V,\,— e —;

e parénteses curvos: (, )

DEFINIC}AO 2.2.2 As formulas proposicionais sao definidas indutivamente por:

1) Uma varidvel proposicional € uma formula proposicional (ou formula atémica).

2) Se A é uma formula proposicional, entdo —A também o é.

3) Se A e B sao férmula proposicionais, entio AV B, AN B e A — B também o sdo.

O Calculo de Hilbert consiste num conjunto de axiomas (que sao as pedras basilares do
célculo, ndo requerendo demonstragao) e regras de inferéncias que permitem derivar novas
assercoes a partir dos axiomas ou de assercoes ja derivadas anteriormente. Apresentamos, de
seguida, uma lista dos axiomas do Calculo Proposicional Intuicionista, a listagem de axiomas
nao ¢ unica, existem outras listas equivalentes.

1. A= (B — A)

2 A—-(B—-0C)—=((A—=-B)—=(A—=0))
3. (A— B) = ((A— —-B) - -A)

4. ANB— A

5. ANB— B

6. A—> AV DB

7. B—AVB

8. A—-C)—»(B—C)— (AVvB—C())
9.9 A= B)—= (A—=-C)—=(A—BACQ))
10. (AN-A) — B
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Regra do cédlculo proposicional - Modus Ponens (M P): de A e de A — B pode deduzir-se B.

Nota: A lista de axiomas para o Célculo Proposicional Classico apenas difere da apre-
sentada em dois axiomas, mas mantém-se a regra de inferéncia M P.
No Calculo Proposicional Céssico os axiomas 3. e 10. sao substituidos por:

(wA— B) = (A — -B) - A) e 7:(AAN B) — (A V —=B) respetivamente.

DEFINIQAO 2.2.3 Seja T' um conjunto (finito) de formulas proposicionais e A uma
formula proposicional. Diz-se que A é dedutivel em T' (T' = A), se existir uma sequéncia
de formulas proposicionais Ay, ..., A,, tal que A, é A e para cada i < n, A; € axioma ou
elemento de T, ou obtida de A; e Ay com j, k <1, por MP (ou seja, A; € uma formula C,
Ay € uma formula C'— D e A; é a formula D).

EXEMPLO 2.2.4 A titulo de exemplo, ilustramos o aspecto das derivagdes no sistema
axiomdtico para o cdlculo proposicional intuicionista acima apresentado, provando que
A— A

Pelo axioma 2., tem-se:

A= (B—=A) —-A) > (A= (B—=A)—> (A= A) (1)
Pelo axioma 1., tem-se:

A= (B—A) = A) (2)

de (1) e (2) e por M P, tem-se:

(A= (B—=A)—> (A= A) (3)

Pelo axioma 1., tem-se:

A— (B—A) (4)

de (3) e (4) e por M P, tem-se:

A— A

Os métodos ou sistemas axiomaticos (sistemas a la Hilbert) que usam axiomas e regras de
inferéncias, no caso do Calculo Proposicional apenas a regra M P, sao muito utilizados por
filésofos para formalizar a argumentacao légica. Como podemos ver no exemplo anterior tais
sistemas sao, em geral, faceis de compreender mas dificeis de usar nas deducoes. Apresenta-
mos de seguida o Sistema de Deducao Natural onde apenas se usam regras de inferéncia e
que permite uma forma mais facil e intuitiva de fazer deducoes.

2.3 Sistema de Deducao Natural

Em 1934, novos métodos de dedugao comecaram a ser usados pelos 1é6gicos. Podemos refe-
rir o sistema de Dedugao Natural que foi introduzido por Gerhard Gentzen (1935) [10] na
mesma tese em que introduziu o calculo de sequentes de primeira ordem, uma das ferra-
mentas 16gicas mais usadas em trabalhos técnicos avancados. Em Basic Proof Theory [19],
podemos ler que a motivacao de Gentzen, segundo o préprio, para definir a dedugao natural
foi “a criacao de um raciocinio tao semelhante quanto possivel do raciocinio real”. “to set
up a formula system which comes as close as possible to actual reasoning”
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Para além do sistema de deducao natural, como acima mencionado, o matematico Gent-
zen ainda desenvolveu um outro sistema conhecido por cdlculo de sequentes conseguindo
demonstrar o importante Teorema da Eliminagao do Corte. Este teorema diz que qualquer
prova que utiliza a regra do corte pode ser transformada numa prova sem a regra do corte. [5]

A importancia da deducao natural foi estabelecida pelos resultados classicos de Dag
Prawitz (1965) ficando patente que a eliminagao do corte também é valida em dedugao na-
tural, propriedade conhecida neste contexto como normalizacao.

Serad justo dizer que o processo de construcao das provas em deducao natural é de facto
“natural’na medida em que corresponde de perto ao raciocinio humano.

O sistema de Deducao Natural aparece nos manuais de Logica com diferentes estilos. Nesta
tese sera adotado o estilo Gentzen-Prawitz (em que as derivagoes sdo arvores de férmulas)
[20], em detrimento do também bastante popular estilo Fitch (em que as derivagoes sao
sequéncias de férmulas) [2].

O sistema de deducao natural permite recorrendo a regras de inferéncia, demonstrar a
validade de férmulas ou argumentos baseando-se na forma légica (estrutura) das assergoes. O
sistema de dedugao natural é constituido por regras que unem ou prolongam arvores (finitas)
que sao geradas a partir de um conjunto finito de premissas até derivar uma certa conclusao.
A raiz da arvore é a conclusao, os ramos sao as derivagoes que geram a conclusao. As folhas
da arvore representam premissas ou hipoteses. Para cada conectivo légico existem regras
de introducdo e regras de eliminacdo (a excegdo do absurdo sé com regra de eliminagao).
Cada passo, ou seja, cada derivacao realizada na arvore deve ser baseado numa das regras
do sistema. A representacao da derivacao através de arvores chamamos arvore de prova. As
provas de deducao natural sao particularmente elegantes para a légica intuicionista. Para
apresentar as demonstragoes em dedugao natural usaremos a abordagem feita em [11].

Usa-se

A
para designar uma deducao de A, ou seja que termina em A.

Por exemplo
[A]

B
A—B 1=
é uma deducao de A — B. Note-se que tal deducao é possivel pois temos uma deducao de
B a partir de A. Os paréntesis retos em torno de A significam que ao concluir que A — B
a hipétese A foi cancelada. Desta forma, uma prova de B depende de uma prova de A, en-
quanto que a prova de A — B nao. Na derivac¢do acima, em vez de uma férmula (hip6tese)
tnica podemos ter um conjunto finito (possivelmente vazio) de ocorréncias da férmula A.
Para controlar as hipéteses canceladas, alguns autores usam marcadores, ver [19].
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Por exemplo, a dedugao acima com marcadores ficaria:
[A]"

_ B

A—B

O uso do marcador u, identifica exatamente a regra que foi responsavel pelo cancelamento
da hipétese A (neste caso a introducao da implicacao).

T, —

Tem-se entao que as hipdteses inicialmente abertas ao longo da construcao da demonstragao
i.e., & medida que se vao aplicando regras podem ir sendo fechadas (canceladas) (o cancela-
mento de uma hipdtese é marcado com | ]). As hipéteses podem ser utilizadas mais do que
uma vez, desde que nao estejam fechadas. Isto €, depois de estarem fechadas, as hipdteses
nao podem ser utilizadas, salvo se forem introduzidas como novas hipéteses (abertas). A
regra base do calculo de dedugao natural consiste na possibilidade de se formar uma arvore
com um unico nodo:

A

A férmula A é folha e raiz, ou seja assumindo A como hipétese podemos (trivialmente) con-
cluir A. Todas as outras regras de inferéncia do sistema deducao natural sdo de dois tipos:
de introducao de conectivos e de eliminacao de conectivos.

Serao agora apresentadas as regras de Introdu¢dao (designada por Z) / Elimina¢ao (designada
por &) para a conjungao (A); implicacdo (—) e disjungao (V). Serdo também apresentadas
algumas definicoes relativas as regras de inferéncia.

conjungao
ANB A B
implicagao
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disjuncao

#I\/; LI\/; A\./B C C
AV B AV B C

DEFINIQAO 2.3.1 Numa regra de inferéncia:

Premissa sao as formulas imediatamente acima do trago de inferéncia.
Consequéncia ou resultado ¢ a formula imediatamente abaixo do trago de in-
feréncia.

Premissa principal é a premissa que se encontra representada mais a esquerda (se-
gundo a configuragcdo acima) numa regra de eliminagao.

Premissas menores sao as premissas de uma regra de elimina¢ao que nao sao pre-
missas Principals, caso existam.

Contrariamente ao que aconteceu quando da apresentagao do calculo de Hilbert na seccao
2.2 em que introduzimos — como um conectivo primitivo, é usual em deducgao natural con-
siderar L como simbolo primitivo e denotar por = A a abreviacao de A — L.

Em dedugao natural, a distincao entre légica cléssica, légica intuicionista e logica mini-
mal faz-se através da regra de eliminacao que o sistema dispoe para L

para a légica cldssica temos a seguinte regra que se designa por “Reduction ad Absurdum”
[- A
£
1 E 1L
para a légica intuicionista temos a seguinte regra que se designa por “Ex Falsum Quod Libet”

L

a regra acima indica que toda a formula se deduz a partir de L.

A légica minimal M é uma variante da logica intuicionista obtida pela rejeicao do principio
“from a falsehood follows watever you like” (a partir de uma falsidade segue o que quiser),
temos entao que em M o simbolo de falsidade L nao ¢ assistido por nenhuma regra. [19].

Apresentam-se agora alguns exemplos de derivagoes em Deducao Natural.
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EXEMPLOS 2.3.2 i) A— A

[A]*

T,
A— A

Note-se que a derivacio de A — A fica muito mais simples no sistema de Deducdo Natural
do que no sistema de Hilbert.

ii) ANB—CFA— (B— ()

A/\B—>C’C A/\Bg_>

— 7
B—C

iii) A ——A

iv) A— (B — A)

v)A— AV B

vi) B— AV B

[B]"
AV B
B — (AvV B)

vii) (A= C)—=[(B—C)—= (AVB)—C)

Y

AYA-Cr  IBoCY IB)
[AV B]Y C ~ C -
C
AVBoC v

(B—C)—(AVB — ()
(A—=>C)—=[(B—C)— (AVB)—C)]

w
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vz’z’z’) 1 —=A
HES
A
L, —
1= A
iz) (A — --B) - -—(A — B)
[A— 1] [A]"
T E —
B L
-2 71,
[~(A — B)* A— B [B]!
L 7 € - [-(A— B)]* AoB L™
v E—
T E —
-~(A—=B)

Z, —

2.3.1 Normalizagao em Deducao Natural

Em Dedugao Natural podem existir varias dedugoes para uma mesma férmula. Existem
também deducoes nas quais sao aplicadas regras de inferéncia desnecessarias, embora corre-
tas. Esta situacao foi descrita por Prawitz que observou uma espécie de principio da inversao
que reflete as simetrias existentes entre as regras de introducao e a correspondente regra de
eliminacao no sistema de Deducao Natural. As regras de eliminac¢ao, em certo sentido, sao o
inverso da correspondente regra de introdugao. O principio da inversao define essa simetria.
Apesar de esse principio j& estar contido nos trabalhos de Gentzen [I0]quando diz que uma
regra de introducao da a definicao da constante légica e a regra de eliminacao é somente
uma consequéncia da correspondente regra de introdugao, foi Prawitz quem observou um
conjunto de regras de redugao que formam o procedimento de normalizagao conhecido por
teorema de normalizacao, utilizado para obter a forma normal das derivagoes. No processo
de normalizagao estamos atentos a certas estruturas:

1) conversoes de tipo B ou abreviadamente 3-conversdes: uma regra de eliminagao é apli-
cada imediatamente a seguir a uma regra de introdugao para o mesmo conetivo, podendo
evitar-se este duplo passo.

2) conversdes de tipo n ou abreviadamente 7-conversdes: uma regra de introdugao é apli-
cada imediatamente a seguir a uma regra de eliminalizacao para o mesmo conetivo, podendo
evitar-se este duplo passo.

Vamos agora exemplificar as conversoes referidas.
Nota: No que se segue, e porque um maior grau de detalhe é, para o efeito, necessario, a

porcao de derivagao que anteriormente era representada por reticéncias na vertical, é agora
representada por ,,.
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Conversoes de tipo f:

¥ P

A B
ANB 2
A converte-se em A

No exemplo acima, temos que a partir das arvores ¥; e X deduzimos A e B, respetiva-
mente. A seguir, usamos a introducao do conetivo A, e logo a seguir a eliminagao do mesmo
conetivo para chegarmos novamente a A. Para simplificar a deducao, usou-se a conversao
de tipo [, que consiste em retirar da arvore a introducao e a eliminag¢ao da conjuncao com
vista a aproximarmo-nos da forma normal da mesma, conceito que definiremos em seguida.

Situagoes semelhantes as apresentadas anteriormente podem ocorrer para a disjungao (V)
e para a implicagao (—), como se mostra nos exemplos seguintes:

¥, [A]  [B] %1
A 2 23 A
AV B C C 29
C converte-se em C
[A]

21 22

B 2o A

A— B A X

B converte-se em B

Vejamos agora as conversoes de tipo 7

2 b
ANB ANDB
A B 2
ANB converte-se em ANB

No exemplo podemos ver que para concluir A A B, A e B foram extraidos de A A B
por eliminacao mas tal nao era necessario uma vez que se voltou a considerar A A B por
introdugao do mesmo conetivo (A). Para simplificar a derivacao aplicou-se uma conversao
de tipo 7.

Tal como aconteceu com as conversoes de tipo 3, vamos apresentar as 7-conversoes para a
disjuncao e a implicacao

¥ [A] |B]
AV B AV B AV B 2
AV B converte-se AV B
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2
A— B [A]
B 2
A— B converte-se em A— B

DEFINICAO 2.3.3 Uma dedugao diz-se na forma normal, considerando 3-conversao (res-
petivamente, n-conversao ou [n-conversao), se nao for possivel efetuar nenhuma [3-conversao
(respetivamente, n-conversao ou [n-conversao).

As conversoes permutativas saem fora do ambito desta dissertagao, razao pela qual nao
as apresentamos juntamente com as [ e n-conversoes. Nos sistemas em que iremos traba-
lhar mais tarde, desprovidos dos conectivos 1, V e 3, nao faz sentido falar de conversoes
permutativas. Elas sdo contudo essenciais no calculo proposicional (ou de predicados) para
garantir que derivagoes normais possuem a propriedade da subférmula, i.e. toda a féormula
na deducao é uma subférmula da conclusao ou de uma hipétese nao cancelada.

Para um estudo sobre normalizacdo (existéncia ou obtengdo de formas normais) para o
célculo proposicional ou de predicados (considerando também conversoes permutativas)
aconselhamos a consulta de [19, 20].



Capitulo 3

Calculo Lambda e o Isomorfismo de
Curry-Howard

O calculo lambda (também designado por A-cdlculo) é um sistema formal introduzido na
década de 1930 pelo matemadtico norte-americano Alonzo Church (1903 - 1995), como parte
de um sistema para a fundamentacao da Matematica.

No entanto, em 1935, Stephen Kleene e J. B. Rosser, alunos de Church, provaram que o
sistema original era inconsistente (Paradozo de Kleene-Rosser).

Posteriormente, em 1936, Church isolou a parte do sistema relevante para a computagao
atualmente conhecida como calculo lambda nao tipado. Na versao nao tipada do calculo
lambda, toda a funcao recursiva pode ser representada, i.e. toda a funcao computéavel pode
ser escrita como um A-termo (Tese de Church). Dessa forma, o A-célculo constitui a base
das linguagens de programagao funcional.

O A-calculo é uma teoria de fungoes que representa fun¢oes como regras, procurando o as-
peto computacional das mesmas. Ou seja, para definir uma funcao de A para B, é preciso
dar uma regra que dird como produzir um elemento de B a partir de um elemento de A.
As fungoes sao definidas como A-expressoes que ditam o comportamento das mesmas. Por
exemplo, a funcao f(z) =z? é representada no célculo lambda por A\z.z?%.

Para calcular o valor de f num determinado argumento, temos que introduzir o conceito de
[-conversao, que basicamente diz que calcular uma fungao num argumento significa substi-
tuir todas as ocorréncias da variavel da funcao pelo argumento.

No exemplo acima f(3) é dado por (Az.2*)3 ~4 2%[3/2] = 32 = 9. As redugdes no contexto
do A-célculo serao analisadas adiante com mais detalhe.

No céalculo lambda nao tipado, um A-termo pode ser aplicado a qualquer outro A-termo,
inclusive a ele proprio, podendo a computacao nao terminar. Para evitar esse problema,
pode usar-se um sistema de tipos. Como veremos adiante, na sua forma mais simples, os
tipos sao construidos, a partir de tipos atémicos através da implicacgao.

No cdlculo lambda simplesmente tipado apenas sao permitidas aplicagoes em que o tipo do
argumento € igual ao tipo do dominio da fungao, i.e. se a funcao tem tipo A — B ela pode
apenas ser aplicada a argumentos do tipo A. Esta limitacao ird garantir que todos os termos
sao fortemente normalizdveis, i.e. a computagao termina sempre.

15
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3.1 Calculo lambda simplesmente tipado

O A-célculo tipado é um formalismo interessante do ponto de vista computacional. Neste
formalismo, além dos termos, é necessario introduzir uma classe de tipos, que ¢é definida
usando certos tipos béasicos e operagoes que geram novos tipos a partir de tipos ja gerados.
Nesta seccao apresentaremos o calculo lambda simplesmente tipado, denotado usualmente
por A7, que apenas tem um construtor de tipos:—.

O célculo lambda simplesmente tipado é o exemplo mais simples de um A-célculo tipado e
foi originalmente introduzido em 1940 por Church.

Todas as versoes de calculo lambda consideradas ao longo desta dissertacao serao tipadas e
com tipagem rigida, i.e. todos os termos e todos os subtermos de um termo tém um tipo
fixo.

Vamos, agora apresentar a sintaxe e as regras de reducao do cdlculo lambda simplesmente
tipado. Adotaremos o formalismo de [19].

3.1.1 Tipos

Os tipos sao construidos a partir de um conjunto contavel de variaveis de tipo X,Y, 7, ...
através de uma operacao de formagao de tipos (construtor de tipos) —. Mais formalmente,
os tipos definem-se da seguinte forma:

1. as variaveis de tipo sao tipos;
2. se A e B sao tipos, entdao A — B (implicagao) é um tipo;
3. 0s Unicos tipos sao os construidos em 1. e 2.

Quando se fala em tipos, nao é necessario referir os seus elementos. Intuitivamente po-
demos pensar em tipos como nomes de conjuntos: as variaveis de tipo denotariam conjuntos
arbitrarios e dados tipos A e B, o tipo A — B denotaria o conjunto de funcoes de A para
B.

Para simplificar a notacao é usual convencionar-se que A; — Ay — ... = A,_1 — A, denota
o tipo A1 = (Ay — ... = (A1 — An)..).

3.1.2 Termos

Todos os termos tém um tipo. Os termos de tipo A sdao geralmente representados por t4,
A A
s Tt

Os termos sao gerados pelas seguintes condicoes:

1. Para cada tipo A, existe um ntmero infinito, contével, de varidveis, z4, y4, 24, ..

Estas varidveis sao termos de tipo A.

2. Se t47B é um termo de tipo A — B e ¢ é um termo de tipo A, entdo (t17Bq*)?
é um termo de tipo B.
3. Se tP é um termo de tipo B e 2 é uma varidvel de tipo A, entdo (\z?.tB)A7B &

um termo de tipo A — B.
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Quando o tipo de um termo se percebe facilmente pelo contexto é usual omiti-lo, i.e. escre-
vemo t em vez de t4.

Nos termos em que o tipo é omitido, geralmente simplifica-se retirando os paréntesis, por
exemplo (ts) escreve-se ts. Os termos da forma tq sdo conhecidos como aplicagées e os da
forma Ax.t como abstragoes.

t1ty...t, abrevia a expressdo que é definida por recorréncia em n como (tits...t,_1)t,, i.e.
titg...ty € (...((t1t2)ts...)t, Ou seja, contrariamente aos tipos que se associam a direita os ter-
mos associam-se a esquerda.

No que respeita as abstragoes, Azy.(Azs.(...(Az,.t)...)) escreve-se simplesmente Az Azy... Az, .t
ou até A\xixs...x,.t. As aplicagoes tém prioridade relativamente as abstracgoes, assim Ax.t1t,
representa \z.(t1t2) e ndo (A\x.ty)ts.

O conjunto FV(t) das varidveis livres em t define-se da seguinte forma:

FV(2%):= {z};

FV(ts):= FV(t)UFV(s);

FV (Ax.t):= FV(t)\{z}.

A substituigao de uma variavel z por um termo s num termo t, denota-se por t([s/z]) e

define-se da seguinte forma:

x[s/x] == s;

y[s/x] ==y para y # ;

(trt2)[s/x] == ta[s/x]ta[s/x];

(A\x.t)[s/x] := Ax.t;

(Ay.t)[s/z] .= Ay.t[s/x] para y #Z x; sem perda de generalidade y ¢ FV (s).

Nota: Estamos a assumir a-equivaléncia dos termos do calculo lambda, i.e. podemos li-
vremente renomear variaveis mudas. Por exemplo, os termos Ax.z e Ay.y sao vistos como o
mesmo termo (a-equivalentes), eles representam a mesma fungao, a funcao identidade.

3.1.3 Conversoes, reducoes, forma normal

Diz-se que um termo t se converte num termo t' quando acontece uma das duas seguintes
situacoes:

e t=(\r.q)s e t =q[s/z];

et=Xx.(qr) e t'=q com x¢FV(q).

O termo t designa-se por redex e o termo t’ por contractum.
A substituicao de um redex pelo seu contractum é conhecida por conversao.
No primeiro caso temos uma [-conversao:

(Ar.q)s  ~ q[s/7]

No segundo caso uma n-conversao:
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Ax.(qr) ~» q com x¢ FV(q).

Prosseguimos com alguma notacao standard:

Escrevemos r =1 s (r reduz-se a s num passo) se s se obtém de r substituindo um redex r’
de r por um contractum r” i.e. aplica-se uma tnica conversao.

A relacao = é o fecho transitivo de > e a relacao > é o fecho reflexivo e transitivo de 1.
A relagao > é conhecida como a relagao de redu¢ao gerada pelas conversoes.

Um termo ¢ estd em forma normal ou é normal se nao contém redexes. Um termo ¢ tem
uma forma normal se se reduz a um termo s normal, i.e. t > s com s termo normal.

Uma sequéncia de redu¢do é uma sequéncia (finita ou infinita) de termos to, 1, to, ... tais
que t; =1 t;11. Geralmente denota-se por to =1 t1 >1 ts....
A colecao de todas as sequéncias de reducao a partir de ¢ chama-se drvore de reducdo de t.

Um termo é fracamente normalizdvel se a sua arvore de redugao tem um ramo finito.
Um termo é fortemente normalizavel se a sua arvore de reducao é finita, i.e. qualquer
sequencia de reducao termina.

TEOREMA 3.1.1 Os termos de A~ sao fortemente normalizdveis (considerando n-conversaes).

Iremos no Capitulo [4] provar normalizacao forte de um sistema que estende o cdlculo A7,
saindo o resultado do teorema [3.1.1] como caso particular.

3.2 Isomorfismo de Curry-Howard

O isomorfismo de Curry-Howard essencialmente transforma cada etapa de uma dedugao em
Deducao Natural num termo do calculo A, que é a codificacao da construcao até esse mo-
mento. Este isomorfismo faz corresponder férmulas 16gicas da Deducao Natural com tipos de
um A-célculo tipado e demonstracoes em Deducao Natural com termos; mais precisamente,
cada demonstracao da férmula A que depende de hipdteses Ay, ..., A, transforma-se num
termo t de tipo A que tem variaveis livres z, ..., x,, de tipo Ay, ..., A, respetivamente. Este
conceito é conhecido por paradigma ‘proofs-as-programs’, ou pela correspondéncia ‘formulas-
as-types’

Também as nocoes de conversao e de normalizacao que se introduziram quer em Deducao
Natural quer em céalculo lambda se correspondem com o isomorfismo de Curry-Howard. Por
exemplo um termo t* diz-se normal (ndo tem nenhum redex pelo que nao se pode reduzir
mais) se e s6 se a demonstracdo em Dedugao Natural de A (via isomorfismo de Curry-
Howard) é normal.

Mais geralmente, a correspondéncia de Curry-Howard é a observagao de que duas familias de
formalismos (sistemas formais de provas, no nosso caso materializados em Dedugao Natural
e modelos de computagao, no nosso caso materializados em A-calculo) sao formas diferentes
de representar as mesmas entidades. A Teoria da Demonstragao e a Teoria da Computagao
sao dois lados da mesma moeda. A correspondéncia, inicialmente descoberta por Haskell
Brookes Curry nos anos 30 e encarada como principio fundamental desde os trabalhos de
William Howard no final dos anos 60 generalizou-se a outros sistemas logicos.

Os conceitos de Teoria da Demonstracao podem ser interpretados em termo de computacgoes
e a sintaxe dos diversos cédlculos lambda e sistemas similares pode ser formulada na lingua-
gem da Teoria da Demonstracao.
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Nesta seccao descrevemos o Isomorfismo de Curry-Howard apenas para o fragmento im-
plicacional do Célculo Proposicional Intuicionista, ja que o calculo lambda foi apresentado
neste contexto. Generalizagoes do isomorfismo para os outros conectivos encontram-se bem
descritas na literatura [I7]. Adiante na tese consideramos generaliza¢oes do isomorfismo a
segunda ordem.

Descrever o isomorfismo nao é mais do que a indicacao precisa da correspondéncia entre
termos e provas.

1. A varidvel 24 corresponde & derivacao AE|

2. \x?.v corresponde & derivacio

[A]
_ B _
A—B 1=
se v corresponde & derivacio de B. [
3. O termo tu corresponde a derivacao
A A>B
B E—

onde t e u correspondem as derivacoes de A — B e A respetivamente.

Os exemplos que se seguem mostram a correspondéncia entre a escrita de derivagoes no
sistema de deducgao natural e termos do calculo lambda.

EXEMPLOS 3.2.1 Os termos do Cdlculo Lambda que correspondem as derivacoes

[A]"

A— A
A A AL~

L, —

[A]*
A= A
A—-A—= A

7 —
L, —

sio respetivamente Ayt utu e Mt ytau

INote que numa derivacdo a mesma férmula A pode aparecer vérias vezes entre as hipéteses. A férmulas
A com o mesmo marcador fazemos corresponder a mesma variavel z4.
2 As hipéteses A canceladas sdo todas as que correspondem a z#, ie, tém o mesmo marcador.



CAPITULO 3. CALCULO LAMBDA E O ISOMORFISMO DE CURRY-HOWARD 20

Embora para simplificar seja usual trabalharmos com derivagoes em Deducao Natural
sem marcadores, este exemplo extraido de [I7] mostra que, para termos um “verdadeiro”
isomorfismo entre termos fechados e derivagoes sem hipoteses nao canceladas, é necesséario o
uso de marcadores.

EXEMPLO 3.2.2 Apresentaremos a derivagcdao em deduc¢do natural que corresponde ao
termo

)\x(((AaB)aA)ﬁA)aB‘x(/\y(AaB)HA.y()\ZA.l()\u(AﬁB)HA‘Z)))

[A]*
(A=-B)—A) > A [(((A—=B)—» A) - A) = B|*
E—
B T, —
A— B [(A— B) —» A)Y
a E —
Iy —
(A= B)—>A)— A [(((A— B)— A) - A) —» B]*
B

Te —
(((A—-B)—A)—A) - B)—B

3.3 O Sistema F

O sistema F surge como uma extensao do cédlculo lambda simplesmente tipado, ao qual se
adiciona quantificacao sobre tipos.

Este sistema foi introduzido, independentemente por John Reynolds [16], no ambito da te-
oria da computagao e Jean-Yves Girard [I2] no ambito da teoria da demonstragao. Iremos
apresentar o sistema F na sua forma mais primitiva que se baseia na implicacao e na quan-
tificacao universal de segunda ordem.

DEFINIQAO 3.3.1 Os tipos sao definidos por varidveis de tipo X,Y, Z, ... e duas operagoes
(— e V) da sequinte forma:

1) Varidveis de tipo sao tipos.
2) Se A e B sao tipos entdo A — B é um tipo.

3) Se A é um tipo e X € uma varidvel de tipo entao VX.A é um tipo.

DEFINIQAO 3.3.2 Os termos sao gerados pelos sequinte esquemas:

i) Para cada tipo A existe um nimero infinito contdvel de varidveis: x?,y*, 24, ... Es-

tas varidveis sao termos de tipo A.

i) tu € um termo de tipo B, se t é um termo de tipo A — B e u é um termo de tipo
A (aplicagao).
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A

iii) A\xtv € um termo de tipo A — B, se x? ¢ wvaridvel de tipo A e v é um termo de

tipo B (A-abstragao).

w) tF é um termo de tipo A[F/X], se t for um termo de tipo VX.A e F for um tipo
(aplicagdo universal).

v) AXw é um termo de tipo VX.A, e v for um termo de tipo A, desde que a varidvel
X ndo ocorra livre no tipo de nenhuma varidvel livre de v (abstra¢ao universal).

No sistema F, além das usuais [-conversoes associadas as aplicagoes/\-abstragoes, temos
também [-conversoes associadas as aplicagoes universais/abstragoes universais:

(AX0)U ~ o[U/X]

O isomorfismo de Curry-Howard, apresentado na seccao [3.2| a propédsito do Célculo
Lambda simplesmente tipado, estende-se ao sistema F' [11]. Os tipos em F podem ser vistos
como férmulas, em que, além de implicagoes se tém quantificadores universais de segunda or-
dem, e o isomorfismo que foi estabelecido para a implicacao estende-se a estes quantificadores.

A abstracao universal e a aplicagdo universal correspondem exatamente as seguintes regras:

A VXA
vx.A L AlF/x] "¢
Na primeira regra X nao ocorre livre em nenhuma hipétese nao cancelada e na segunda
regra F' é uma férmula (tipo) qualquer.

Se t de tipo A representa a deducao acima de VZ, entao AX.t representa a deducao na
sua totalidade. As restrigdes habituais de varidveis em deducao natural (X nao ocorre livre
nas hipéteses nao canceladas) corresponde as restrigdes na abstragao universal.

Por outro lado, VE corresponde a uma aplicacao universal ao tipo F'.

Se t de tipo VX.A representa a deducao acima de V&, entao tF representa a deducao na
sua totalidade.
A B-conversao (AX.t)F ~~ t[F/X] corresponde em dedugao natural, a S-conversao

A .
VXA '
AFX] - A

onde a configuracao a direita acima da férmula A[F/X] se obtém da derivagao a esquerda
acima de A, substituindo as ocorréncias livres de X por F.



CAPITULO 3. CALCULO LAMBDA E O ISOMORFISMO DE CURRY-HOWARD 22

3.4 O Sistema F.;

O Sistema F 44, também conhecido como polimorfismo atémico [9, [7], consiste numa restrigao
do sistema F em que as instanciagoes universais estao restritas a férmulas atémicas. Vamos
apresentar o sistema F,; em A-cdlculo e mais tarde a sua correspondéncia em deduc¢ao na-
tural.

DEFINIQAO 3.4.1 Os tipos sao construidos a partir de tipos atémicos (constantes pro-
posicionais P,Q, R, ... e varidveis de tipo X,Y,Z,...) usando duas operagées (— e ¥) da
sequinte forma:

1) tipos atomicos sao tipos.
2) Se A e B sao tipos entdo A — B é um tipo.

3) Se A é um tipo e X € uma varidvel de tipo entao VX.A é um tipo.

Embora os sistemas F e F,; partilhem os mesmos tipos, ja no que diz respeito aos termos,
hé uma diferenca fundamental. Para que fique clara essa diferenca, apresentamos a definicao
de termo de Fyt seguindo o esquema da defini¢ao [3.3.2]

DEFINIC}AO 3.4.2 Os termos sao gerados pelas sequintes cldusulas

i) Para cada tipo A existe wm nimero infinito contdvel de varidveis: x4, y?, 24, .... FEs-
tas varidveis sao termos de tipo A.

it) tq é um termo de tipo B, se t € um termo de tipo A — B e q é um termo de tipo
A (implicagao).

A

iii) \x.t é um termo de tipo A — B, se x € varidvel de tipo A e t é um termo de

tipo B (A-abstragao).

i) tC' € um termo de tipo A[C/X], se t for um termo de tipo VX.A e C for um tipo
atomico. (aplicagcdo universal).

v) AX.t é um termo de tipo VX.A, et for um termo de tipo A, desde que a varidvel X
nao ocorra livre no tipo de nenhuma varidvel livre de t (abstra¢ao universal).

A diferenga entre os sistemas F e F; reside apenas na cldusula iv): o sistema F permite a
construcao de termos tF' de tipo A[F/X], com F' um qualquer tipo, enquanto que no sistema
F.: F apenas pode ser um tipo atémico.

A nogao de subférmula, que desempenha, como veremos no capitulo [} um papel crucial
na prova do Teorema da normalizacao forte em F4, nao existe no sistema F porque os tipos
universais VX.A permitem instanciagbes da forma A[D/X] com D qualquer tipo, por mais
complexo que seja. No sistema Fy¢ a restricao da aplicagao universal a tipos atémicos per-
mite uma definicao natural de subféormula qua apresentaremos de seguida.
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DEFINICAO 3.4.3 As subférmulas da férmula A sdo definidas por:

i) A € subformula de A.

ii) Se B — C ¢é subformula de A entao B ¢é subformula de A e C é subformula de A.
iii) Se VX.B é subformula de A entdo B[C'/X] € subformula de A para toda a formula
atomica C' livre para X em B.

Temos que subférmulas imediatas de A — B sao as formulas A e B. Subférmulas imediatas
de VX .A sao as férmulas A[C/X], com C tipo atémico (livre para X em A).

Na definigdo seguinte, por FV(A) com A um tipo referimo-nos ao usual conceito de
conjunto de variaveis que ocorrem livres na formula A, i.e., nao estao quantificadas.

DEFINIQAO 3.4.4 O conjunto das varidveis livres num termo t, representado por FV(t),
define-se por:

FV(z?):= {2* YUFV(A)

FV(tq) := FV(t)UFV(q)
FV(\ztt) = (FV(t)\{z"}) UFV(A)
FV(tC) := FV () UFV(C)

FV(AX.t) := FV (t) \{X}.

Varidveis que nao ocorrem livres num termo ¢ chamam-se variaveis mudas em ¢t. Sempre que
necessario, assume-se que os conjuntos de variaveis livres e mudas num termo sao disjuntos.
A substituicio de uma variavel livre 2 num termo ¢ por um termo s*, faz-se da forma usual
e representa-se por t[s/z].

DEFINICAO 3.4.5 Dado um termo t de tipo A e C um tipo atémico, define-se um novo
termo t[C/X] de tipo A|[C/X] da sequinte forma:

2 [C/X] = 240/X]

(qr)[C/X] = q[C/X]r[C/X]
(Ar1.q)[C/X] == \xAlC/X] ¢[C/ X]
(AX.q)[C/X] =AX ¢

(AY.q)[C/X] := AY.(q[C/X]), para Y # X; supondo, sem perda de generali-
dade que C' #£Y

(¢gD)[C/X] :=q|C/X]|D[C/X], com D tipo atémico.

3C ser livre para X em B significa que no caso de C ser uma varidvel ela nio fica muda em B como
resultado da substituicao. Convencionamos que nas substituigoes tal é sempre salvaguardado.
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No que respeita a substitui¢ao simultanea usaremos a seguinte notacao: t[sy/x1, ..., Sp/xy| €
t[C1/ X, ..., Cn/ Xy

Tal como no sistema F, tem-se em F, duas [-conversdes, uma para a implicagao, a -
conversao implicacional, e outra para a quantificacao universal, a -conversao universal. As
mesmas sao respetivamente:

(Ax.t)s ~ t[s/x]
(AX.t)C ~ t[C/X], com C tipo atémico.

O lado esquerdo destas conversoes designa-se por redex e o lado direito por contractum. As
conversoes anteriores sao bem definidas, originando contractums em F,; do mesmo tipo dos
redexes. Necessitaremos também das chamadas 7n-conversoes:

Azx.(tx) ~ t, em que x ¢ FV (t)
AX.(tX) ~t, em que X ¢ FV(t)

A primeira é a n-conversao implicacional, a segunda a n-conversao universal. A seme-
lhanca das anteriores, o lado esquerdo das conversoes designa-se por redex e o lado direito
por contractum.

DEFINIQAO 3.4.6 Um termo t reduz-se a um termo q (t = q) se existir uma sequéncia
de fBn-conversoes de t para q, ie, uma Sequéncia t = ug,Uy,...,U, = ¢, tal que para
1=0,1,....,n — 1, u;y1 obtém-se de u; substituindo um redex pelo seu contractum.

Um termo diz-se normal se nao tiver redexes nao lhe podendo assim ser aplicada mais ne-
nhuma conversao.

Um termo t é fortemente normalizdavel se todas as sequéncias de redugoes que comecam com
t tém um numero finito de passos.

Pela correspondéncia de Curry-Howard, podemos apresentar o sistema F,¢ como um célculo
de dedugao natural.

As férmulas sao geradas por apenas dois conectivos logicos primitivos, a saber a implicacao
e quantificador universal de segunda ordem e correspondem aos tipos no célculo lambda. As
derivagoes em dedugao natural correspondem aos termos no calculo lambda e sao construidos
através das seguintes regras:

Regras de introducao

[A]
B A
A-p L vx.A "L
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Na segunda regra, X nao ocorre livre em nenhuma das hipéteses nao canceladas.

Regras de eliminacao:

A=B A VXA

B — & A[C/X] vE

Na segunda regra C' é uma féormula atémica, livre para X em A. Mais uma vez é esta
restricao de C' que distingue F4; de F.

Considerando a formulagao em deducao natural temos que:
1) a S-conversao implicacional e a -conversao universal tém respetivamente as seguintes
formas:

[A] :
: . A
B : :
A— % A R B
A :
VXA
Acix] - A

Onde C' é uma férmula atémica, livre para X em A e a derivagao acima de A[C/X]
resulta da derivacao acima de A, substituindo as ocorréncias livres de X por C.

2) a nm-conversao implicacional e a n-conversao universal tém respetivamente as seguintes
formas:

ASB [A
B .
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VXA

VXA - VX.A

EXEMPLO 3.4.7 Para ilustrarmos a diferenca entre trabalharmos no sistema ¥ ou no
sistema Fa, apresentamos uma deriva¢ao de A — VY (Y — B), com B férmula atdmica no
sistema Fap a partir de VX.X.

vX.X
_ B
Y - B
VY (Y — B)

A= VY (Y = B)

V&
—7
YT

-7

Note que idéntica derivacao € valida no sistema ¥, contudo nesse sistema seria possivel uma
derivacao mais simples

vX.X
A—-VY (Y — B)

vE

Note-se que em F a regra YE permite substituir X por uma formula qualquer, em parti-
cular por A — VY (Y — B), enquanto que em Foy s0 permite substituir X por uma formula
atomica.



Capitulo 4

Teorema da Normalizacao Forte para
Fat

E bem conhecido que o sistema de Girard F é fortemente normalizavel [MI]. A sua de-
monstracao é contudo nada trivial. Ela assenta na técnica de “redutibilidade”de Tait sendo
necessario recorrer a uma estratégia muito intrincada desenvolvida pelo proprio Girard e
conhecida como “candidatos de redutibilidade”. Tendo o sistema F a propriedade da nor-
malizacao forte, por maioria de razao, F,; (um seu subsistema) também serd fortemente
normalizavel. O que se mostra neste Capitulo é que em F,; é possivel apresentar uma prova
de normalizacao forte muito mais simples do que no contexto de F, baseada simplesmente
na técnica de Tait, sem necessidade de candidatos de redutibilidade. Tal demonstracao
encontra-se no artigo [7] sendo aqui apresentada com grande detalhe.

Neste Capitulo iremos demonstrar portanto que a arvore de reducgoes de qualquer de-
rivacao em F,¢, considerando [n-conversoes, ¢ finita, i.e. provaremos o teorema que se
segue:

TEOREMA 4.0.8 (Teorema da normalizagao forte) O sistema Fu € fortemente nor-
malizavel considerando 5n-conversoes.

A demonstragao ird requerer alguns resultados auxiliares, adiante organizados em 3 lemas e

1 proposicao. Antes porém apresentamos algumas definigoes.

DEFINIQAO 4.0.9 Sendot um termo fortemente normalizdvel, denota-se por v(t) o com-
primento da maior sequéncia de reducoes a comecar em t.

Para cada tipo T definimos um conjunto RE Dy (chamado de conjunto de termos redutiveis
de tipo T') que se constréi por inducdo na complexidade dos tipos segundo a definigao que
se segue:

DEFINICAO 4.0.10 1) Se t é um termo de tipo atdmico C, t € RED¢ se e sé se for
fortemente normalizdvel.

2) Set é um termo de tipo A — B, t EREDa_,p se e s6 se Vu € RED 4, tu € REDg.

3) Set é um termo de tipo VX.A, t € REDyx 4 se e s6 se para todo o tipo atémico C,
tC e REDA[C/X}.

27
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Por vezes em vez de t € RED 4, escreveremos com o mesmo significado “t é redutivel
de tipo A”ou simplesmente “t é redutivel’quando nao ha ambiguidade quanto ao tipo do
termo.

DEFINIQAO 4.0.11 Um termo diz-se neutro se nao for uma abstracdo i.e., nao for da
forma Ax.u nem da forma AX.t por outras palavras sao neutros os termos da forma x; tu e

tC.

LEMA 4.0.12 Propriedades da redutibilidade

RE Dy satisfaz as sequintes condicoes:

(CR1) Set € REDy entao t € fortemente normalizdvel.

(CR2) Set € REDy et = t', entao t' € REDy.

(CR3) Se t € neutro e sempre que t =1 t' se tem t' € REDy entdot € REDr.
Um caso particular de (CRS3) serd:

(CR4) Set € neutro e normal entdo t € REDyp.

DEMONSTRACAO: A demonstracao de que RED satisfaz as propriedades acima ser feita
por inducao na complexidade dos tipos.

1 - Tipo atémico
Sendo T um tipo atémico sabemos, por definicao de RE Dy, que os termos redutiveis desse
tipo, isto é os termos em RFE Dr, sao exactamente os que sao fortemente normalizaveis.

(CR1) Verifica-se por definigao de REDr.

(CR2) Se t € REDr entao t é fortemente normalizdvel. Assim se t > t' entao t' é for-
temente normalizdvel, provando-se (CR2).

(CR3) Se todas as redugdes num passo a partir de um termo ¢ dao origem a termos em
REDry, i.e. fortemente normalizaveis, entao ¢ é fortemente normalizavel (a sua arvore de
reducao tera de ser finita, pois ha um nimero finito de redugoes num passo a partir de t e
todas as arvores de reducao a partir dessas derivagbes em um passo sao finitas). Sendo t
fortemente normalizavel, ¢ € RE Dy, provando-se (CR3).

2 - Tipo implicagao (A — B)
Um termo de tipo implicacao é redutivel se e s6 se todas as suas aplicagoes a termos re-
dutiveis sao redutiveis.

(CR1) Seja x uma varidvel de tipo A, a hipdtese de indu¢ao (CR4) em A diz-nos que «z,
sendo neutro e normal é redutivel.

Sendo t de tipo A — B e redutivel (t € RED4 .p) tem-se que tz é redutivel de tipo B
(tx € REDg), e pela hipétese de indugao, (CR1), em B tz é fortemente normalizdvel. Se
existisse uma sequéncia t =1 t; =1 ts... infinita, entao tx > t;x > tox... seria infinita o que
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¢ um absurdo. Temos entao, dado que tx é fortemente normalizavel também t é fortemente
normalizdvel o que prova (CR1).

(CR2) Se t é redutivel e t = t' queremos mostrar que se considerarmos s € RED, entao
t's € REDpg. Seja entao s redutivel de tipo A, ts é redutivel de tipo B (ts € REDpg) e
ts = t's. Por hipétese de indugao (CR2) em B tem-se que t's é redutivel de tipo B. Tem-se
entao, por definigao, que ¢’ é redutivel (t' € RED4_,p) o que prova (CR2).

(CR3) Seja t um termo neutro de tipo A — B, tal que sempre que ¢t > t', ' € RED_,p.
Seja p € RED 4, por hipdtese de indugao (CR1) em A, p é fortemente normalizavel.

Vamos usar indugao sobre o comprimento da maior sequéncia de redugdes a comecar em p
(v(p)) para mostrar que tp é redutivel de tipo B.

Num passo, tp reduz-se em:

i) t'p, onde t =1 . Mas t' € RED_,p logo, por defini¢do, t'p € REDpg

ii) tp’, onde p =1 p’. Por hipétese de inducao (CR2) em A, dado que p € RED4
temos que p' € RED 4. Como v(p') < v(p) ou seja a maior sequéncia de redugdes a
comecar em p’ é mais curta do que a que comeca em p, por hipdtese de inducdao em
v(p') tem-se que tp’ € REDp.

Como t é neutro, t nao é da forma Az.u nem da forma AX.u nao pode acontecer que tp seja
da forma (Az.u)p nem da forma (AX.u)p, ndo existindo outras hipdteses de redugdo num
passo além das acima apresentadas.

Sendo tp uma aplicagao é obviamente um termo neutro, ¢ de tipo B e, num passo, s6 se
reduz a termos redutiveis. Assim, pela hipdtese de indugao (CR3) em B, tp € REDg e por
defini¢do, t € RED 4, p e fica provado (CR3).

3 - Tipo VX.B
Um termo de tipo VX.B ¢é redutivel se e sé se todas as aplicacoes a tipos atéomicos também
o forem.

(CR1) Vamos considerar t € REDyx.p e mostrar que ¢t é fortemente normalizdvel. Por
definigao de REDyx g, tX € REDpg pois B[X/X| = B. Por hipétese de indugao (CR1) tX
¢ fortemente normalizavel (pois REDp satisfaz (CR1)). Como cada sequéncia de redugoes
de t, da origem a uma sequéncia de reducoes de tX, aplicando cada termo da sequéncia a
X, concluimos que ¢ é fortemente normalizavel e fica provado (CR1).

(CR2) Vamos considerar t € REDyxp e t = t'. Queremos mostrar que t' € REDyy p.
Seja C' um tipo atémico, por definicdo, sabe-se que tC' € REDpic/x). Como tC' = t'C,
por hipétese de inducdo (CR2) em B[C/X] tem-se que t'C € REDp|c/x). Por definigao
t' € REDyx g e fica provado (CR2).

(CR3) Vamos considerar ¢ de tipo VX.B, neutro e tal que todo o termo que resulte de ¢
num passo seja redutivel, queremos provar que t € REDyx . Seja C um tipo atéomico,
vamos mostrar que tC' € REDpic/x). Note-se que tC' é neutro e que os redexes em tC
apenas podem ocorrer em t visto que t é neutro e por conseguinte nao é abstragao universal.
Assim qualquer reducao em um passo de tC' tem a forma de t'C' com t > t’. Como por
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hipétese t' € REDyx g e por definicdo t'C' € REDp|c/x], a hipdtese de inducao (CR3) em
REDpjc/x) garante que tC € REDpjc/x). Por definicao tem-se que t € REDyx p e fica
provado (CR3). O

Com vista a mostrar que todos os termos sao redutiveis comegamos por apresentar dois
lemas auxiliares envolvendo abstragoes.

LEMA 4.0.13 (abstracao implicacional) SeVq € RED 4, plq/z*] € REDg entdo \v.p €
RED,_p.

DEMONSTRACAO: Por definicio de RED, para provarmos que Az.p € RED4_,p basta
tomar ¢ € RED 4 arbitrario e mostrarmos que (Az.p)q € REDp. Note que pelo lema 4.0.12
q € fortemente normalizdvel e também sabemos que x € RED 4.

Queremos mostrar que (Az.p)q é redutivel de tipo B ((Ax.p)¢ € REDpg) para todo o
q € RED,4. Vamos usar inducao na soma dos comprimentos das maiores reducgoes que
comecam em ¢ e em p (v(q) +v(p)). O termo (Az.p)q pode reduzir-se em um passo a:

i) plg/x] que é redutivel por hipdtese.

ii) (Ax.p’)g com p =1 p'. Note que, como x € RED 4, por hipdtese plx/x] = p é redutivel
e portanto fortemente normalizdvel pelo que p’ também é fortemente normalizavel. Mais
tem-se que v(p') < v(p) e logo, por hipdtese de indugao (Az.p’)q é redutivel.

iii) (Az.p)¢ com ¢ =1 ¢ com v(q") < v(q) logo ¢’ é redutivel e por hipétese de inducao
(Ax.p)q’ é redutivel.

iv) sq com p = sz e x nao ocorre livre em s (x ¢ FV/(s)), mas neste caso sq = (sz)[qg/x] =
plg/x] que é redutivel por hipétese.

Em qualquer dos casos o termo neutro (Az.p)q reduz-se em um passo a termos redutiveis,
logo por (CR3), (Az.p)qg € REDpg e por definicdo Axz.p € RED 4. O

LEMA 4.0.14 (Abstragao universal) Se para todo o tipo atomico C, t|C/X| é redutivel
e X nao ocorre livre no tipo de nenhuma varidvel livre de t, entao AX.t € redutivel.

DEMONSTRACAO: Seja t, tal que para todo o tipo atémico C, t[C'/X] é redutivel e X nao
ocorre livre no tipo de nenhuma variavel livre de t. Temos que t é fortemente normalizavel
pois t = t[X/X] que por hip6tese é redutivel e por (CR1) é fortemente normalizével. Vamos
entao mostrar que para todo o tipo atémico C', (AX.t)C é redutivel.

A prova sera feita usando indugao sobre v(t). Sendo (AX.t)C neutro, apenas serd necessério
mostrar que as reducoes em um passo deste termo sao redutiveis.

Uma redugao em um passo de (AX.t)C pode ter uma das seguintes formas:

i) t[C'/X] que ¢ redutivel por hipdtese.
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ii) (AX.t)C com t = t', sendo v(t') < v(t) e para qualquer tipo atémico D, por (CR2)
tem-se que t'[D/X] é redutivel. Logo, por hipétese de inducao (AX.t')C é redutivel.

iii) sC, sendo t = sX e X nao ocorre livre em s. Neste caso tem-se sC = sX[C/X] = t[C/X]
que é redutivel por hipdtese.

Em qualquer dos casos o termo neutro (AX.t)C reduz-se em um passo num termo redutivel
sendo por (CR3) redutivel. Logo, por definigao AX.t é redutivel. O

Para provarmos que todo o termo é redutivel necessitamos de apresentar uma propriedade
mais forte.

PROPOSICAO 4.0.15 Seja t um termo (nao necessariamente redutivel) de varidveis li-
Ures Ty, T, ..., Ty de tipo Ay, Ao, ..., A, respetivamente. Se X1, X, ..., X,, sao todas as varidveis
de tipo livres do termo t; C1, Cy, ..., C,, sdo tipos atomicos e q1, qo, ..., G, SG0 termos redutiveis
de tipo A1[C1/ X1, .oy Con/ Xl ooy An[C1/ X1, .., Con/ Xin] entao o termo

tIC ) X1y ooy Con/ Xinl a1 /21, -y gnf 0] € Tedutivel.

DEMONSTRACAO: A demonstracao faz-se por inducdo na complexidade do termo ¢.
Vamos escrever t[C/X][q/x| para representar t[C1/ X1, ..., Cp/ Xon|[q1/ 1, - .Gn/20)-

i) Se t ¢ uma varidvel x; de tipo A; entao t[C/X][q/z] = ¢; que é redutivel por hipétese.

ii) Se t := wv. Tem-se que t[C/X][q/z] é redutivel pois por hipétese de indugao v[C'/X][g/x] e
w[C'/ X][q/z] sdo ambos redutiveis e por defini¢ao de redutibilidade w[C/ X][q/z]v[C/X][q/z]
¢ redutivel mas este termo é ¢[C'/ X|[q/z].

iii) Se t := Ay.w de tipo B — E. Vamos provar que (A\y.w)[C/X][q/z] é redutivel. Por
definicao de substituicdo o termo considerado é igual a \y.(w[C/X][q/x]). Pelo lema 4.0.13
basta mostrarmos que (w[C/X][q/z])[v/y] é redutivel para todo o v redutivel. O termo é
igual a (A\y.w)[C/X][q/z,v/y] que é redutivel por hipétese de inducdo. Assim, pelo lema

4.0.13, A\y.w é redutivel.

iv) Seja t := pD, de tipo B[D/Y]| com D um tipo atémico. Seja Z uma varidvel de tipo tal
que FV(D) C {Z} ou seja se D é variavel de tipo entao é a varidvel Z.

Queremos mostrar que o termo (pD)[C/ X, P/Z][q/x]) é redutivel com C e P tipos atémicos e
¢ uma sequéncia de termos redutiveis. Por hipétese de inducio tem-se que p[C /X, P/Z][q/x]
é redutivel de tipo VY.B[C/X, P/Z]. Por definicdo de redutibilidade tem-se que o termo
(p|C/X, P/Z|[q/x])D|P/Z] é redutivel mas este termo é igual a (pD)[C/X, P/Z][q/x]) e fica
provado o pretendido. -

v) Seja t := AY.p. Queremos mostrar que (AY.p)[C/X][q/z] é redutivel. Por defini¢ao
de substituicdo este termo é AY.(p[C/X][¢/z]). Basta entdao provar que para todo o tipo
atémico D, (p[C/X][q/z])[D/Y] é redutivel, mas este termo é (p[C/X,D/Y][q/z]) que é
redutivel por hipétese de inducio. e pelo lema 4.0.14 fica provado o pretendido. 0]

Podemos agora concluir a seguinte propriedade.
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TEOREMA 4.0.16 Todos os termos de Fy sao redutiveis.

DEMONSTRACAO:

Seja t[ Xy, ..., Xpn][z1, ...7,) um termo qualquer no qual todas as varidveis livres estao entre
as apresentadas. Cada x;,7 = 1,...,n é neutro e normal. Sabe-se por (CR4) que cada x; é
redutivel. X; para j = 1, ..., m sao varidveis de tipo, logo sao tipos atémicos. Pela proposicao
4.0.15, tem-se que t[ Xy, ..., X;n][z1, ..., 5] é redutivel. O

O Teorema [4.0.8 sai como corolédrio imediato do Teorema [4.0.16] tendo em conta o Lema

(CR1).

Se tentassemos, com a estratégia anterior, provar normalizagao forte para o sistema F,
deparar-nos-iamos imediatamente com um problema: a correspondente definicao de RED
no contexto de F nao faria sentido pois o sistema nao tem o conceito de subférmula.

Em F as instanciagoes universais podendo ser de qualquer tipo. De facto, sendo u um termo
de tipo VX.T' e G um tipo qualquer, uG terd tipo T[G/X], o que pode ser uma férmula
muito mais complexa do que VX.T. Nao se podendo aplicar diretamente a estratégia por
inducao na complexidade do tipo.

Para contornar esta dificuldade na prova da normalizacao forte em F recorre-se a “candidatos
de redutibilidade” que sao conjuntos arbitrarios de termos de um certo tipo que verificam as
condicoes de redutibilidade.



Capitulo 5

Imersao do Calculo Proposicional
Intuicionista em F ¢

Neste capitulo iremos demonstrar um conjunto de resultados que permitirao no Capitulo
6 chegar a uma prova da Normalizacao Forte para o Calculo Proposicional Intuicionista,
considerando [-conversoes, através da Normalizacao Forte em F 4.

Comecaremos por mostrar que apesar da forte restricao da regra VE em F,¢, quando compa-
rada com a regra V€ em F, essa restricao nao é tao severa quando a partida possa parecer.
Para tres tipos de férmulas universais, como veremos de seguida, a restricao acaba por nao
ser de todo limitativa.

PROPOSIQAO 5.0.17 Em Fg, existe transbordo de instanciagao para formulas da forma:

VX.X
VX((A— (B— X)) — X)
VX(A—= X)— ((B—X)— X))

onde X € uma varidvel de sequnda-ordem que nao ocorre em A ou B, i.e. das formulas
acima € possivel deduzir em Fa, respetivamente

C
(A= (B—=0C))—>C
A-0C)— (B—>0C)—C)
para qualquer formula C' (ndo necessariamente atomica,).

Note que a proposicao acima, além de apresentar um resultado, define o que entendemos por
“transbordo de instanciagao”.

DEMONSTRACAO:
Caso 1

Vejamos, por inducao na complexidade da férmula C, que de VX.X se deduz C' em F;.

33
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i) C férmula atémica (imediato, basta aplicar a regra de eliminagao do V

vX.X
C

i) Suponhamos que C é da forma C; — C5. Por hipétese de indugao assumimos que o
resultado é vélido para C e Cy, i.e,

vX.X vX.X
C (§ CQ

vE

Em geral o trago duplo numa derivacao indica que pode existir mais que uma regra (podemos
estar a omitir parte da demonstracdo). Neste caso concreto o duplo trago representa a parte
da demonstragao que se obtem por transbordo de instanciagao.

Tem-se entao

vX.X I
Cs I
Cl — 02 —

iii) Suponhamos que C' é da forma VX.C;. Por hipétese de indugao assumimos que o
resultado é valido para (1, i.e,

vX.X
Ch

tem-se entao

vX.X

H.I.
V1

vVX.Ch

Caso 2

Vejamos, por indugao na complexidade da férmula C', que de VX ((A — (B — X)) — X)
se deduz (A — (B — C)) — C em Fyu.

i) C atémica (imediato)

11) C .= Cl — CQ
[A— (B — (C1 — ()] [A]
Cl — CQ [Cl]
Co
VX((A— (B— X)) = X) 0 B = C,
(A — (B — (Cy)) — Cqy o A— (B — ()
Cy
Cl — CQ

(A= (B—= (C; = (y))) = (C1 — Cy)
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iii) C = VX,
[A — (B = VX.(1)] [A]
B - VvX.C [B]
VX.C4
Gy
VX(A— (B— X)) — X) 0 B = C,
(A= (B— () —Cy o A— (B—(Cy)
i
VX.Cy
(A— (B—=VX.Ch)) = VX
Caso 3

Vejamos, por inducao na complexidade da férmula C', que de

VX(A—= X)— ((B— X) — X)) sededuz (A — C) — ((B— C) — C) em Fy.

i) C' atémica (imediato)

11) C .= Cl —>CQ

[A— (C1— C2)] [A]
C1 — C [C4] [B — (C1 — C2)] (B]
VX((A—= X) = (B> X) = X)) 0 Cs Cy1 — Oy [C1]
(A — C2) — (B — C2) — Co) o A—Co Ca
(B — C2) = Cs B = C
Ca
C1 — CQ

(B—= (C1 — (7)) = (C1 — C9)
(A= (C1— C2)) = ((B— (C1 = (C2)) = (C1 — C2))

i) C = VX.C4

A= VX.Cy] (4]

VX.C, [B—VX.Ci] [B]
VX(A—= X)— ((B—X)— X)) 0 Ch VX.O,
(A—C)) = ((B—Cy) = Cy) o A— Cy C,
(B—Cy) — C B — C;
C
vVX.C4

(A= VX.Ch) = ((B—=VX.Ch) = VX.(h)
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Observagao: A proposicao anterior também ¢é véalida em F, pois qualquer dedugao em
F.: é valida em F. Note-se, contudo, que em F a demonstracao da proposicao seria imediata:
Para uma férmula C' qualquer, em F teriamos:

VX X VX((A— (B— X)) — X) VX(A—=X)—= ((B—X)—>X)
c % T A= BoO))=C A= C) = (B=0C)=0)

O transbordo de instanciagao sera necessario para demonstrar que o calculo proposicional
intuicionista pode ser imerso em F,;. A traducao de provas que se seguira a traducao de
férmulas ird usar transbordo de instanciacao e dara origem ao que chamaremos traducdo
canonica. Comecaremos por apresentar uma definicao, que resulta da conhecida definicao
de Prawitz [I5], onde a traducao de férmulas do célculo proposicional intuicionista serd
denotada por (.)*

DEFINIQAO 5.0.18 As formulas do cdlculo proposicional intuicionista serao traduzidas
em Fa indutivamente da sequinte forma:

(P)* := P, P proposi¢ao atémica, P # 1

(L) =V X.X

(A— B)": =A* - B*

(AVB)":=VX (A = X)=> (B*—> X)— X))
(ANB)*: =V X ((A*— (B* = X)) = X).

Vamos entao provar que o célculo proposicional intuicionista se imerge em F .

TEOREMA 5.0.19 O cdlculo proposicional intuicionista (com os conetivos L, V, N\, —)
pode ser imerso em Fag, usando a tradugao (.)*. Le. traduzindo as formulas através de (.)*,
as regras de introducao e de eliminagao em Dedugcao Natural para os conetivos do calculo
Proposicional Intuicionista sao vdlidas em F .

DEMONSTRACAO:
i) As regras para —

[A]
A>B A B
B e A— B

sao primitivas em F 4.

ii) Analisemos as regras para L:

L
C com C férmula qualquer.
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Usando a traducao (.)*, queremos provar que

vX.X
O*

é valido em F,. Tal é imediato pois pela proposicao [5.0.17 sabemos que VX.X admite
transbordo de instanciacao, i.e., existe uma deducao em F

vX. X
C* com C* férmula qualquer.

iii) Analisemos as regras para A []:

AAB A B
A e AANB

Para a 1% regra, queremos provar que em F,¢ hd uma derivagao

VX ((A* — (B; - X)) = X)

A*
Ora
i B
bl VX((A* —» (B* = X)) — X) B & A
(A* = (B* — A*)) — A" A* — (B* — AY)
A*

Para a 2% regra, queremos provar que em F,¢ ha uma derivagao

A B
VX((A* = (B* = X)) = X)

Ora,

A* [A* — (B* — X)) :
B* - X B*
X
(A* > (B*—= X)) —» X
VX((A* = (B* = X)) —» X)

'Relativamente as regras de eliminacio da conjuncéao ilustramos com a eliminacdo da conjuncao & direita
dado que a regra de eliminacao a esquerda se analisa de forma completamente anédloga.
2A derivacio omitida pelo duplo traco consiste na aplicacdo de transbordo de instanciacio
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é a deducao pretendida.
iv) Analisemos as regras para \V ﬂ

Para a 1% regra, queremos provar que em F,¢ hd uma derivagao

14:*
VX((A* = X) — ((B* = X) = X))

Ora,

A A S X]

X
(B* = X)—= X

(A* = X) = ((B* = X) = X)
VX((A* = X) = ((B* = X) = X))

¢ uma deducao em F .
Para a 2% regra, queremos provar que em F,¢ é valida uma derivagao
(AT [B7]

VX((A* = X) = (B = X) > X)) C*

C*

Ora,

] | 4]

| VX (A" = X) = ((B" = X) = X)) O

(A* - C*) — ((B* - C*) — C") A* = C* O
(B* = C*) = C* B* — C*

| Cc*

é uma deducao em F. O

Observacao: O teorema ¢é obviamente valido em F, pois todas as regras vélidas em F 4
sao validas em F. Em F a prova até pode ser simplificada. Em todos os pontos em que

3 Apresenta-se a regra de introducdo da disjuncdo & direita dado que a regra de introducdo & esquerda se
analisa de forma anéloga.
4A derivacio omitida pelo duplo traco consiste na aplicacdo de transbordo de instanciacao.
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recorremos ao transbordo de instanciagao, podemos substituir a porcao de demonstracao
escondida na linha dupla por uma tnica regra.

A partir de agora assume-se que toda a traducao de provas do céalculo proposicional in-
tuicionista em F,; sera obtida da forma candnica apresentada no teorema [5.0.19| que, como
ja foi referido se designa por traducao canonica.

Com o propésito de chegar a normalizagao forte para o cédlculo proposicional intuicionista
apresentaremos propriedades que mostram ser possivel traduzir S-conversoes para os conec-

tivos V e A em fn-conversoes de Fat.ﬂ

Iremos de seguida analisar as tradugoes das [-conversoes do calculo proposicional intui-
cionista em F,;.Comecamos por apresentar os resultados para a disjuncao.

PROPOSICAO 5.0.20 A traducdo candnica de

A S
AVB _C C

converte-se, usando [n-conversoes, na traducdo canonica de

A

C
Comecemos por provar o seguinte lema.

LEMA 5.0.21 Uma dedugao em Fo da forma

zil [A — X]

X
(B—X)—X 4]
(A= X)—> ((B—=X) = X) : [B]
VX[(A— X)—= ((B— X)— X)] C :
(A=C)—=(B—=C)—0O) A—C C
(B—C)—C B—C

converte-se, usando [n-conversoes, em

A

C

5Para — cada conversao no calculo proposicional intuicionista corresponde & mesma conversao em Fay
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DEMONSTRACAO: A demonstracao ser4 feita por indugao na complexidade da férmula C.

Caso 1

Se C' for uma féormula atémica apenas serao necessarias quatro [-conversoes.
Usando uma 3-conversio universal’| tem-se

A [A=C] [A]
C : [B]
(B—=C)—=C C )
A=-C)=(B—=-C)—=C) A=C o
(B—=C)—C B—C
C

com mais uma [-conversao tem-se
4]
3 B
: C [ . |
A A—C :

C C
(B—-C)—-C B-=C
C

com outra [-conversao tem-se

e com mais uma [-conversao tem-se

Caso 2
SeC: =0 — (0,

Queremos provar que uma deducgao da forma

6Com C férmula atémica, o traco duplo na deducdo corresponde & aplicacio de uma simples regra de

inferéncia(VE)
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1:4 [A — X]

X
(B—=X)—X [A]
(A= X)— ((B—=X) = X) ) [B]
VX[(A— X)—= (B—=X)— X)] Cy — Cy ;
(A= CL—Cy) > ((B—=Cp = ) = C — Cy) A— (C) — Cy) Cl_'>02
(B — (Cy — Cy)) = (C; — Cy) B — (C; — (Cy)

Cl—>02

se converte usando [3n-conversoes, em

A

Ci — Cy

Vamos revelar parte da dedugao escondida no traco duplo.

A [A— X]
X
(B> X) > X A (Cr G [A]
(A= X) > (B2 X) = X) C1 = Ca 1]  [B—(Ci—C)] (B
VX[(A—=X) = ((B—=X)—= X)] s Cr = s (1]
(A— C2) = ((B— Cy) — () A— Co Cy
(B*}CQ)*}CQ B — Co
Cs
Cl *)02

(B— (C1 — C2)) = (C1 — C2)
(A= (C1— C2)) = ((B— (C1 = C2)) = (C1 — C2))

Note-se que por uma questao de espago omite-se a parte final da demonstracao abaixo
da férmula (A — (C; — C3)) = (B — (C} — Cy)) — (C1 — Cy).

Como a prova é feita por indugao na complexidade em C, por hipétese de indugao (O
lema é vélido se C' := (Cy) esta dedugao converte-se, usando fn-conversoes, em

A [A— (C; — Cy)]
Cy — Oy [CY]
Cy
C1 — Cs
(B — (C; — () = (C; — Cy)
(A— (C1 = (Cy)) = ((B—= (Ch — Cy)) — (C1 — ()

Completando a deducao segundo a derivagao inicial tem-se
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A [A = (C1 — C3)]
01 — 02 [Cl]
o 4]
Cr = Cs : B
(B— (C) = Cy)) = (C1 = Cy) 0 — Cy :
(A= (C1 = Cy)) = (B—= (CL = Cy)) = (C1 = Cy)) A= (C; = Cy) Cy — Cy
(B — (C1 — Cs)) — (C1 — Cy) B — (Cy — Cy)
Cl — CQ

aplicando uma [-conversao obtem-se
[A]

: C1 — Gy
A A= (C,— 0y
Cl — CQ [Cl] [B}
Yy .
Cl — 02 Cl — CQ
(B = (C7 — Cy) — (C1 — Cy) B — (C; — ()
Cl — CQ

com mais uma S-conversao obtem-se
[A4]

: Cy — O
A A (C =Gy
Cl — CQ [01]
Cy
Cl — 02

com outra (-conversao obtem-se

A

01 — CQ [01]
G
01 — 02

finalmente com uma n-conversao a dedugao converte-se em

A

Cy — Oy
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Caso 3
Se C: =VY.C4

Queremos provar que uma deducgao da forma

;4 [A — X]

X
(B—X)—=>X [A]
A=X)—»((B—=X)—=X) : [B]
VX[(A—= X) = (B—=X) = X)] VY.Cy ;
(A= WY.C1) = (B=VY.Ch) = VW.C1) A= W.GC, VY.C,
(B — VY.Ch) = VY.Cy B — VY.C4

vY.Ch

se converte usando fn-conversoes, em

A

vY.C,

Vamos revelar parte da deducao escondida no trago duplo

A [A-X]

X
(B X)— X A—=vwy.ey] (4]

(A= X) = ((B—X)—~ X) V.0, [B>vwY.Ci]  [B]
VX(A—= X) = ((B—X) = X) Ch vY.Ch

(A— C1) = (B— Cy1) — Cy) A= O Cy

(B0 =0 B G
Cy
VY.

(B = VY.C1) = VY.(h
(A= VY.Ch) = ((B—=VY.Cp) = VY.Ch)

Por uma questao de espaco omite-se a parte final da demonstragao abaixo da féormula
(A—VY.Ch) = ((B—VY.Ch) = VY.(h).

Por hipétese de indugao (O lema é valido se C' := () esta dedugao converte-se, usando
[Bn-conversoes, em

A [A—=VY.(0
VY.C4
Gy
vY.C
(B = VYY.Ch) — YY.Ch
(A—VY.Ch) = ((B—=VY.Ch) = VY.Ch)
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Voltando a deducao completa tem-se

VY.Cq
G A
WY.C, :

(A= VY.Ch) — ((B—VY.Cp) = VY.Ch) A= VY.Cy

vY.Cy

(B — VY.C}) — VY.Cy

B = VvY.Cy

vY.Cy

Usando uma [-conversao implicacionais obtem-se

[A]
. ¥Y.Cy
A ASwo
WY, 5]
C .
W.Ch vY.Cy

(B — VY.Ch) —» VY.Cy B — VY.Cy

vY.Ch

com outra [-conversao implicacionais obtem-se
[A]

: vY.Cy
A A —VY.Cy
vY.C4
&
vY.C4

e com mais uma [-conversao implicacional obtem-se

A

vY.C,
4
W,

finalmente com uma n-conversao universal a dedugao converte-se em

A

vY.C,
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O que conclui a demonstracao do lema. U

Estamos agora em condigoes de provar a proposi¢ao [5.0.20] uma vez que a traducao
canonica do redex da f-conversao para a disjuncao tem a forma

A* [A* — X]
X
(B*—>X)—>X [A*]
(A* = X)—= ((B*—= X) - X) ; 1B¥]
VX[(A* = X) = (B* = X) — X)] o :
(A* = C*) = ((B* — C*) = C¥) A* — C* O
(B* = C*) = C* B* — C*
C’*

e a traducao candnica da contractum tem a forma
A
O

e como caso particular do lema a segunda derivacao resulta da primeira usando Sn-conversoes
[S2011 Fat-

Passamos agora ao caso da conjuncao.

PROPOSICAO 5.0.22 A traducio candnica de

A B
ANB
A

converte-se, usando n — conversoes, na tradugcao candnica de

A
Comecemos por provar o seguinte lema.

LEMA 5.0.23 Uma dedugao em Fo da forma

1;1 [A— (B — X)]

B X B A]
X .
(A= (B> X)) = X c
VX((A— (B— X)) — X) BoC
(A= (B—-0C)—C A—(B—C)

C
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converte-se, usando [n-conversoes, em

DEMONSTRACAO: A demonstracio serd feita por inducio na complexidade da férmula C.

Caso 1

Se C for uma férmula atémica, aplicando uma (-conversao universal obtem-se

; [A]
A [A— (B — O)] :
B—=C B C
c B—~C
(A-(B—-0C)—-C A—(B—=C(C)
C
com uma [-conversao obtem-se
[A]
C
B—=C
A A— (B—C)
B—=C B
C
com outra (-conversao obtem-se
A
C .
B—-C B
C

finalmente com uma quarta [-conversao obtem-se o pretendido
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Caso 2
Se C:=C, — Cy

Queremos provar que a dedugao

A [A=(B= X))

B— X B W
X ;
(A= (B—=X)—>X Cy — Oy
VX((A—= (B—= X)) = X) B — (Cy — Cy)
(A— (B = (C; = (3))) — (C1 — Cy) A— (B— (C; — ()
C1 — Cs

se converte, usando [n-conversoes em

A

Cy = Cy

Vamos agora revelar parte da deducao escondida no trago duplo.

A [A=Box) - A= (B (C1—>C)]  [A]

B— X B B — (C1 — Cy) [B]
X C, — Cy [C1]
(A= (B—=X)) =X cs
VX(A— (B— X)) = X) BTG, [{1}
(A= (B— () — Cy A— (B— (Cy) :
Cy C1 — Oy
Ci — Cy B — (Chy — Cy)
(A= (B— (C1 — C3)) = (C1 — Cy) A— (B— (C; — ()
C1 — CQ

Por hipétese de indugao (o lema é valido para C' := () temos que a dedugao anterior se

converte, usando fn-conversoes em

A [A= (B = (C— )

B = (O — Cy) B A
Cl — 02 [Cl] .
Cs C1 — Gy
Cl_>02 B—)(C’l—>C’2)

(A= (B— (Cy — () = (C1 — Cy) A— (B— (C; = ()

Cl—)CQ
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Usando uma [-conversao obtem-se
[4]

Cy — Cy
B — (Cl —>CQ)

A A= (B= (=)

B — (01 —>02)

Cl —>CQ

Cy

Cl—>02

Com outra S-conversao obtem-se

A

aye :
B—>(Cl—>02) B
Cl—>02

Cy

01—>02

aplicando uma terceira S-conversao obtem-se

A

Cl — CQ [Cl]

G
01—>02

finalmente, aplicando uma n-conversao obtem-se

A

Cy = Cy
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Caso 3
Se C :=VY.C,

Queremos provar que a dedugao

A [A=(B=X)]
B X B

X
(A=-(B—= X)) =X

VX((A— (B— X)) — X)

A

VY.C,

(A= (B = VY.Ch)) = VY.Cy

A= (B=VY.(h)

vY.Ch

se converte, usando fn-conversoes em

A

vY.C,

Revelemos um pouco da prova escondida no trago duplo

1:4 [A— (B — X)]

[A — (B — YY.()] [A4]

B X B

B = VY.C, [B]
X VY.C,
(A= (B—= X)) =X C,
VX (A= (B = X)) = X) B — C; 4]
(A— (B—(y)) = C A— (B— () :
Ch vY.Cy

(A— (B — VYY.(h)) =» VY.(4

A= (B—=WY.0y)

vY.Ch

Por hipétese de indugao (o lema é valido para C' := (), temos que a dedugao anterior

se converte, usando fn-conversoes em

[A— (B—=VYY.C))] A :
B = VY.C, B
vY.Cy
Cy
vY.Cy

A

VY.C

A= (B> VY.0y)

vY.Ch
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usando agora uma [-conversao obtem-se

A

vY.C
A — (B —VYY.(h) A :
B — VY.(y B
vY.Cy
Cy
vY.Cy

com outra S-conversao tem-se

A

vY.C4 :
B — vY.C4 B
vY.Ch
i
vY.Ch

aplica-se uma tltima (-conversao para chegar a

A

vY.C,
4
e,

finalmente com uma n-conversao obtemos a dedugao pretendida

A

¥Y.Cy
ficando assim concluida a demonstragao do lema. 0
Como caso particular do lema anterior, tomando C' := A temos que uma deducgao da
forma
A AsB-oX)]
B—-X B
X
(A= (B— X)) =X (4]
VX((A— (B— X)) — X) B A
(A->(B—A)— A A— (B— A)

A
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converte-se, usando fn-conversoes em

A
Estamos agora em condigoes de provar a proposicao [5.0.22| uma vez que a tradugao candnica
do redex da [-conversao para a conjuncao tem a forma

A A S (Br o X)]
B* > X B*

X
(A= (B* = X)) = X [A*]
VX((A* — (B* = X)) = X) B S AF
(A* = (B* — A*)) — A* A* — (B* — A*)
A*

e a traducao canoénica do contractum tem a forma

A
e como caso particular do resultado anterior a segunda derivagao resulta da primeira
usando fn-conversoes em F .



Capitulo 6

Normalizacao Forte para o Calculo
Prop. Intuicionista

Como ja foi referido, uma ferramenta basilar em Teoria da Demonstracao é a normalizagao de
provas (ou eliminagao do corte no contexto do célculo de sequentes). O teorema que se segue
permite garantir, de uma forma simples, usando resultados dos dois anteriores Capitulos, que
qualquer prova do célculo proposicional intuicionista é fortemente normalizavel considerando
[-conversoes.

TEOREMA 6.0.24 O cdlculo proposicional intuicionista, considerando os conetivos V, A,
—, L e B-conversoes é fortemente normalizavel.

DEMONSTRACAO: Do estudo feito no capitulo [5| e tendo em conta as proposicoes [5.0.20| e
sabe-se que cada [3-conversao do calculo proposicional intuicionista se traduz em pelo
menos uma (numero finito) fn-conversao no sistema F,;. Sendo este sistema fortemente
normalizavel, capitulo 4] no que respeita a Sn-conversoes fica provado o pretendido. O

Apresenta-se de seguida um resultado que permite estabelecer um limite maximo para
o nimero de [-conversoes e de n-conversoes que resultam da tradugao das [-conversoes do
calculo proposicional intuicionista em F 4.

DEFINIQAO 6.0.25 Seja C' uma formula em Fqp. 7(C) define-se por indugdo na com-
plexidade da formula C da sequinte forma:

i) Se C € atomica, 7(C) := (1,0,0)

ii) Se C:=A— B, 7(C):=7(B)+(0,1,0)

iii) Se C . =VX.A, 7(C) :=71(A) 4+ (0,0,1).

DEFINIQAO 6.0.26 Seja C uma formula do cdlculo proposicional intuicionista, con-
clusao de um redex de uma [(-conversao e C* a sua tradugcao em Fuy. Sabemos que a
B-conversao do calculo proposicional intuicionista se traduz em [n-conversoes em Fay. De-
notamos por #3(C*) (respectivamente #,(C*)) o nimero mdzimo de [3-conversoes (respec-
tivamente de n-conversoes) que ocorrem em F oy como resultado da traducao da [-conversdo.
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PROPOSICAO 6.0.27 #5(C*) = 7(C*)|(4,3,3) e #,(C*) = 7(C*)|(0,1,1)

DEMONSTRACAO:

As coordenadas do vetor (4,3,3) correspondem ao nimero de (-conversoes que foram
aplicadas nas demonstracoes dos lemas 5.0.21 e [5.0.23] nos Casos 1, 2 e 3, respetivamente.
As coordenadas do vetor (0,1, 1) correspondem ao ntimero de n-conversdes que foram apli-
cadas nas mesmas demonstragoes nos trés respectivos casos.

7(A), com A férmula em Fgy, é um vetor (nq,n2,ng) em que ny,ny e ng correpondem ao
nimero de férmulas atéomicas, implicagoes e quantificagoes universais respectivamente que
ocorrem na férmula A e sdo relevantes para o transbordo de instanciagao e consequentemente
para contagem das [n-conversoes em F.

Assim,

#5(C*), o produto interno de 7(C*) com (4, 3,3), contabiliza o nimero maximo de -
conversoes que ocorrem em F,; como resultado da traducao da [-conversao.

Da mesma forma,
#,(C*), o produto interno de 7(C*) com (0, 1,1), contabiliza 0 nimero maximo de n-

conversoes que ocorrem em F,; como resultado da traducao da [-conversao.

U
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