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Introducao a Investigacao Operacional
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Em geral os utilizadores da Investigagdo Operaciona (I0) sentem um
pegueno problema: como definir o que é a Investigacdo Operacional ? ...
E que é muito mais facil explicar em que contextos se utilizaa 10, do que
defini-la.

Tentemos uma primeira definicdo: "A 10 visa a optimiza¢io de sistemas
complexos, quando estdo envolvidos recursos escassos. Essa
optimizacéo é em geral, feita recorrendo-se a modelos |0gico-
matematicos desses sistemas.” Mas teremos adiantado muito com esta
tentativa ?

Vejamos ... a optimizaciao € um vocdbulo gque oferece poucas duvidas -
trata-se da procura do Optimo, da procura da solucdo que optimiza uma
funcéo que exprime um dado objectivo. Desde ja se deixe a inquietacéo
no leitor: muitas vezes teremos que nos contentar com uma solucdo muito
boa e desistir de tentar atingir o 6ptimo - € que ha alguns problemas de
optimizagdo, muito facels de enunciar, mas impossiveis de resolver
exaustivamente, com 0s Nossos potentes computadores, durante a duragdo
prevista para as nossas vidas ...

Genericamente, poderemos imaginar um sistema como um conjunto de
entidades que interagem para um fim comum: num balcdo de atendimento
(um sistema de espera) ha clientes procurando ser servidos e ha
funcionérios para os servir; numa enfermaria de um hospital ha camas (um
recurso escasso), médicos, enfermeiros e pessoal de apoio e, claro esta,
doentes com diferentes necessidades e prioridades. Como se V&, no
mundo real estamos rodeados de sistemas complexos ...

Osrecursos escassos S80 uma constante davida! Tempo, dinheiro, méo-
de-obra sdo apenas alguns dos mais 6bvios exemplos de alguns recursos
€sCassos.

Quanto aos modelos, SOmos tentados a limita-1os aos modelos fisicos (por
exemplo, um modelo reduzido de uma barragem para ensaiar 0 seu
comportamento face a diferentes solicitagbes. A resposta do modelo
devera reflectir a resposta do sistema rea se ele existisse e fosse
submetido as mesmas solicitagdes ... assumindo que o modelo é uma
representacéo aceitavel do sistemareal ... ). Mas, paraaém dos modelos
fisicos poderemos pensar em modelos logico-matematicos. Se esses
modelos forem representactes realistas dos sistemas respectivos, entdo a
procura do Optimo no sistema podera ser substituida pela procura do
Optimo no modelo ...
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Assim, agora talvez faca algum sentido repetirmos. "A 10 visa a
optimizacao de sistemas complexos, quando estdo envolvidos recursos
escassos. [Essa optimizagcdo €, em geral, feita recorrendo-se a modelos
| 6gi co-matemati cos desses sistemas.”

Héa quem provocatoriamente defina a 10 como a "Ciéncia do bom senso”.
Mas, ainda que se ndo exclua o bom senso de outras areas cientificas, na
verdade, muito do que se faz com vista a referida optimizacdo de sistemas
complexos, que envolvem o consumo de recursos escassos passa, com
efeito, pelatomada de decisdes, que deverd envolver o bom senso ...

E isso que pretendemos que o leitor possa sentir nesta pequena incursio
gue Ihe propomos ao mundo da Investigacdo Operacional.

Comegaremos com uma abordagem a Programacao Linear - &rea base da
Programacdo Matemética; abordaremos, em seguida, as Filas de Espera -
uma matéria com a qual nos defrontamos no nosso dia-a-dia; passaremos
para a Gestio de Projectos (Tendo multiplas actividades a levar a cabo,
com eventuais relacBes de precedéncia, como planear o projecto, de modo
aminimizar a sua duragdo ? Quais as actividades mais preocupantes ? E,
se pretendermos reduzir a duragdo prevista do projecto estaremos certos
de que tal nos vais custar dinheiro ... quanto?); para o fim deixaremos a
Simulacio - técnica mais sofisticada, onde construiremos modelos que
representam sistemas, experimentaremos diferentes politicas de gestdo
sobre esses modelos, observaremos as diferentes respostas obtidas ... e
tentaremos imaginar qual a politica que devera ser implementada no
sistemared ...

E é importante que o leitor fiqgue com a nogdo de que esta € uma breve e
introdutdria incursdo na Investigacéo Operacional ... Basta que o leitor
folheie o indice de um dos classicos da Investigacdo Operacional (por
exemplo, "Introduction to Operations Research”, Hillier & Lieberman -
Mc Graw Hill, ou "Operations Research”, Taha - Prentice-Hall) paraver a
diversidade de capitulos que ndo sdo aqui referidos e compdem o
fascinante mundo da Investigac&o Operacional.

E ainda devida uma dltima palavra sobre o caracter interdisciplinar da
10. Com efeito, muitas vezes a abordagem séria de um problema exige
conhecimentos combinados de muitas &reas, nomeadamente, a Estatistica,
a Programacéo de Computadores, a Modelacéo de Sistemas, para aém da
Matemética basica. E por isso que, muitas vezes, o fascinio dalO é algo
abafado pelo receio da diversidade de abordagens que lhe estad
subjacente... Mas, esse é apenas mais um aspecto cativante da
Investigacdo  Operaciona ...
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Neste capitulo, comecaremos por fazer uma Introducio a Programacio
Linear.

Em seguida, introduziremos a Formula¢do de problemas de
Programacao Linear, ou seja, veremos como passamos de um enunciado
para a representacdo matematica de um problema.

Apresentaremos o Método Grafico que podera ser utilizado para resolver
problemas de Programacdo Linear com duas varidveis.

Introduziremos, em seguida, alguns Conceitos Fundamentais de
Programacao Linear.

Segue-se uma Introduc¢io ao Algoritmo Simplex Primal, onde se
apresentam os conceitos que estdo subjacentes ao algoritmo.

Na apresentacdo do Algoritmo Simplex Primal serdo introduzidos os
“Quadros do Simplex”.

Segue-se a Técnica da Base Artificial para complementar o Algoritmo
Simplex Primal.

Na Conclusao s3o referidos vdarios topicos complementares de
Programacgao Linear.

Por fim, apresenta-se um conjunto de Exercicios Propostos.

13



1.1 Introducido a Programacio Linear

Um problema geral de Programacdo Matematica pode apresentar-se na
forma seguinte:

Maximizar (ou Minimizar) F (X1, X2, X3,..., Xp)
sujeito a:

fl(Xl, X2, X3, .., Xn) {S;Z;

f2(X1, X2, X3,.., Xp) {32

fm(X19X29X39'"9Xﬂ) {S;Z;=} bm

Se a fun¢do objectivo F e as restrigdes f1 , f2 , ... , fm forem fungdes
lineares em relagdo as varidveis ndo negativas X1 , X2 , ... , Xp
estaremos perante um caso particular do problema anterior - um problema
de Programacao Linear:

Maximizar (ou Minimizar) F =c¢1 X1 +¢2 X2 +¢3 X3 +...+¢cp Xp
sujeito a:
a11 X1 +a12 X2 +a13X3+..+ajp Xp {
a21 X1 +a22 X2+a3X3+...+axp Xp {

b1
b2

5 }
; }

>
>

IA A

amlX1+am2X2+am3X3+.,.+aman {S;Z;=} bm

X1, X2, X3,.., Xp20

O problema de Programacao Linear anterior diz-se estar na forma geral,
j& que a funcdo objectivo pode ser maximizada ou minimizada e as
restri¢des poderao ser de trés tipos ( < ; >;=). Nesta forma, admite-se
ainda que um problema de Programacdo Linear possa, para além das
variaveis nao negativas ( Xj > 0 ), apresentar variaveis ndo positivas ( Xj
<0), ou ainda variaveis livres ( Xj € R).



Se se pretender maximizar a func¢do objectivo, sendo todas as restri¢goes do
tipo < e todas as varidveis forem nao negativas ( Xj > 0 ) , diz-se que o
problema de Programacao Linear estd na forma candnica.

Se se pretender maximizar a fung¢do objectivo, sendo todas as restricdes do
tipo = e todas as varidveis forem nao negativas ( Xj > 0 ), diz-se que o
problema de Programacao Linear esta na forma standard.

No quadro seguinte resume-se o que se acabou de referir:

Problema de Programacio Linear na forma
Geral Canénica Standard
Func¢ido Objectivo Max ; Min Max Max
Restricoes <;25= < =
Variaveis >20;<0;eR >0 >0

Para efeitos de resolu¢do analitica de um problema de Programacao
Linear, muitas vezes ¢ necessario que o problema esteja apresentado na
sua forma mais "simples", isto ¢, na forma standard.

Transformacao "Forma Geral" = "Forma Canonica"

Consideremos o seguinte problema de Programacao Linear, que se deseja
exprimir na forma candnica:

Minimizar F=9X1-5X2+4X3-8X4
sujeito a:
2X1+6X2+3X3-1X4 50
1X1-2X2+6X3+3X4 20
3X1+2X2+2X3+1X4 = 15

<
>

X1<0; X2eR; X3, X420

15
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Como se vé, o problema anterior estd apresentado na forma geral, havendo
necessidade de fazer alteragdes na funcdo objectivo, nas restri¢des € nas
varidveis para que o problema esteja apresentado na forma canonica.

- Funcio objectivo

Minimizar uma fun¢do € equivalente a maximizar a sua simétrica, ou seja,
Min F < Max G (com G = - F ). Relativamente ao problema que
estamos a tratar, ter-se-ia:

Min F=9X1-5X2+4X3-8X4<

SMax G=-F=-9X1+5X2-4X3+8X4

O valor 6ptimo da fun¢do objectivo "original F (que designaremos por F*)
relaciona-se facilmente com G*. Com efeito, F* = - G*.

- Restrigoes

A primeira restri¢do ¢ do tipo desejado ( < ), ndo sendo, por isso, fazer
qualquer alteracdo. No entanto, as duas ultimas restrigdes precisam de ser
re-escritas.

A segunda restri¢ao pode ser "multiplicada" por -1, obtendo-se:
1X1-2X2+6X3+3X4 > 20 &
&S -1X1+2X2-6X3-3X4 < -20

De notar que este "expediente" nem sempre serda muito util, pois, por
vezes, nao desejaremos ter um termo independente de uma restricdo com
sinal negativo... Na altura propria voltaremos a esta questao.

Quanto a terceira restrigao, poderemos escrever:

3X1+2X2+2X3+1X4 =15 &
{ 3X1+2X2+2X3+1X4 <15
&

3X1+2X2+2X3+1X4 > 15



3X1+2X2+2X3+1X4 < 15

-3X1-2X2-2X3-1X4 £-15.

- Variaveis

A variavedl X1 é ndo positiva, pelo que ndo devera figurar na forma
canonica. Se considerarmosavariavel Y1 =- X1 >0 estaremos perante
uma varidvel ndo negativa, como se desgjava. Deve-se trocar, na funcdo
objectivo e nas restrices, a variavel X1 por - Y1. O valor 6ptimo de X1
obtém-se facilmente a partir do valor éptimo deY1: X1*=-Y1*.

Quanto a variavel livre X2 , poderemos socorrer-nos de um artificio que
consiste em escrever essa variavel como a diferenca de duas variaveis ndo
negativas, isto é, X2 = Y2 - Z3 com Y2, Z2 > 0 . Com efeito, embora Y?2
e 72 segjam ndo negativas, a sua diferenca podera ser positiva, nula ou
negativa, garantindo-se que X2 é efectivamente uma variavel livre. Na
funcéo objectivo e nas restrices, a variavel X2 deverd ser trocada por
Y2 - Z3 . O vaor optimo de X2 obtém-se facilmente a partir dos valores
optimosde Yz edeZp : Xp*=Y2* -Z2*.

As variaveis X3 e X4 sa0 ndo negativas, pelo que ndo precisam de ser
alteradas.

Poderemos, agora, escrever o problema, que temos vindo a tratar, na
forma canonica:

Maximizar G=+9Y1+5Y2-57Z) -4X3+8X4

sujeito a:
-2Y1+t6Y2-6Z2+3X3-1X4 < 50
+1Y1+2Y2-272- 6X3-3X4 <-20
-3Y1+2Y2-272+2X3+1Xy4 < 15
+t3Y1-2Y2+272-2X3-1X4 < -15

Y1,Y2,72,X3, X420

17
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Apds a resolugdo do problema, obter-se-ia os valores Optimos das
variaveis Y1, Y2, Z2, X3 e X4 e da fun¢do objectivo G. Para obter a
solugdo O6ptima do problema original e o valor dptimo da fungdo objectivo
F, basta fazer : F* =-G* , X1*=-Y1* e X2* =Y2* - Z2* . de notar
que os valores Optimos das variaveis X3 ¢ X4 se obtém directamente sem
ser necessario fazer qualquer transformagao.

Transformacio "Forma Candnica" = "Forma Standard"

Esta transforma¢dao ¢ muito facil de se fazer. = Com efeito, ndo ha
alteracdes a introduzir quer na fungdo objectivo, quer nas variaveis.
Basta apenas transformar as restricoes do tipo < (da forma canénica)
para o tipo = (da forma standard).

Imagine-se que se pretende transformar a restricao 2 X1+6 X2+3 X3 <50
numa igualdade. Tal pode ser feito com facilidade, mediante a
introducio de uma variavel de folga ou de desvio F1 (F1>0):

2X1+t6X2+3X3 <50 & 2X1+6X2+3X3 +F1 =50, com
F12>0.

Observemos que quando F1 =0, se tem 2 X1 + 6 X2 +3 X3 =50 ; pelo
contrario, se F1 > 0, tem-se 2 X1 + 6 X2 + 3 X3 <50, isto ¢, tal como se
pretendia tem-se 2 X1 + 6 X2 +3 X3 < 50.

Assim, para se re-escrever na forma standard um problema de
Programagdo Linear expresso na forma canonica, bastard adicionar ao
primeiro membro de cada restricio uma variavel de folga [ Atengao:
uma por cada restri¢ao ! | passando a desigualdade < a uma igualdade.

Transformacio "Forma Geral" = "Forma Standard"

Um problema de Programacdao Linear expresso na forma geral pode
passar-se 4 forma standard levando a cabo os procedimentos ja descritos (
Transformacdo "Forma Geral" = "Forma Canonica" ) relativos a fungao
objectivo e as variaveis.

No tocante as restrigdes nada hd a fazer relativamente as igualdades;
relativamente as restrigdes do tipo < adopta-se o procedimento descrito



acima ( Transformag¢dao "Forma Canodnica" = "Forma Standard" ) e
relativamente as restri¢oes do tipo > adopta-se um procedimento similar
(isto €, bastara subtrair ao primeiro membro de cada restricao do tipo
> uma variavel de folga [ Atencao: uma por cada restri¢ao ! | passando a
desigualdade a uma igualdade).

1.2 Formulacio de problemas de Programacao Linear

Comecemos por considerar o seguinte problema 1 :

A FARLACT ¢ uma fabrica onde sao produzidos dois tipos de farinhas
lacteas (A eB).

Estas farinhas sao enriquecidas com dois aditivos. Por cada tonelada de
farinha A sio necessarios um quilograma de aditivo P e trés quilogramas
de aditivo Q. Por cada tonelada de farinha B sio necessarios dois
quilogramas de aditivo P e dois quilogramas de aditivo Q.

Sabe-se que, em cada semana, a FARLACT niao dispoe de mais de 20
Kg e 30 Kg, respectivamente, de aditivos P e Q.

Os proprietarios da FARLACT exigem que a producio mensal
conjunta das farinhas A e B nio seja inferior a 20 toneladas.

Por cada tonelada de farinha A vendida, a FARLACT tem um lucro de
7 unidades monetarias (u.m.), sendo de 10 u.m. o lucro associado a venda
de uma tonelada de farinha B.

Como se pode determinar o plano de produ¢io que maximiza o lucro da
FARLACT ?

Quando somos confrontados com um problema como o anterior,
poderemos formular trés questoes importantes:

19
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1 - Qual o objectivo a atingir ?

r

Relativamente a este problema, o enunciado ¢ relativamente explicito:
pretende-se maximizar o lucro.

Note-se que noutros problemas similares (em termos de estrutura)
poderemos ter objectivos muito diferentes: "minimizar desperdicios”,
"minimizar custos", "minimizar tempos de espera", "maximizar a
satisfacao" ...

Genericamente o objectivo do problema pode traduzir-se na maximizacao
de um beneficio, ou na minimizacao de um prejuizo.

2 - Que decisoes deveriao ser tomadas ? Que actividades deverao ser
levadas a cabo?

Referimo-nos, obviamente, a decisdes ou actividades que influam no
objectivo ...

Assim, relativamente ao problema em andlise poderemos indicar
sucintamente as decisdes que irdo influir na eficacia militar:

- produzir farinha A

- produzir farinha B

3 - Que recursos sao consumidos (quando se leva a cabo as actividades
referidas) ? Que condicionalismos sdo impostos ?

Como se pode constatar pelo enunciado:
- consome-se aditivo P
- consome-se aditivo Q

- exige-se a produciao mensal minima conjunta (A + B) de 20 ton.

Retomemos a questdo 2 ( Que decisdes deverdao ser tomadas ? Que
actividades deveriao ser levadas a cabo ? ). Poderemos associar as
respostas a esta questao ( produzir farinha A / produzir farinha B)



uma nova questao: Quanto ? Com que intensidade se deve levar a cabo
as actividades referidas ?

Que actividades ? - Quanto ?
produzir farinha A - XA
produzir farinha B - XB

Definamos, entdo, as variaveis XA ¢ XB :
XA ¢ a quantidade de farinha A a produzir;

XB ¢ a quantidade de farinha B a produzir;

e Uma primeira conclusdo a reter diz respeito a ndo negatividade destas
variaveis:

XA20,XB2>0.

Retomemos a questdo 3 ( Que recursos sio consumidos (quando se leva
a cabo as actividades referidas) ? Que condicionalismos sao
impostos? ).

Tinhamos referido que um dos recursos consumidos era o aditivo P. De
acordo com o enunciado, semanalmente, s6 se dispde de, no maximo, 20
Kg de aditivo P. Por outro lado, sabe-se que por cada tonelada de farinha
A produzida ¢ necessario 1 Kg de aditivo P e que por cada tonelada de
farinha B produzida s@o necessarios 2 Kg desse mesmo aditivo.

Como ja definimos XA e XB como "as quantidades de farinha A ¢ B,
respectivamente, a produzir", podemos agora tentar representar
analiticamente a restri¢ao associada ao recurso "aditivo P'". Mas ...
guantidades ?  Quilogramas ? Toneladas ? ... Na definicdo das
variaveis é fundamental prestar particular atencio as unidades !

Redefinamos, entdo, com mais cuidado, as variaveis:

XA ¢ a quantidade (em toneladas) de farinha A a produzir;

21
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XB ¢ a quantidade (em toneladas) de farinha B a produzir;

Se cada tonelada de farinha A consome 1 Kg de aditivo P, poderemos
dizer que 1 XA representa a quantidade (em Kg) de aditivo P
consumido na produgdo de farinha A. Analogamente, 2 XB representa a
quantidade (em Kg) de aditivo Q consumido na producdo de farinha B.
Assim,

I XA + 2.XB representa o consumo total de aditivo P (em Kg)
necessario a producao das farinhas A e B.

Sabemos que, no méximo, se dispde de 20 Kg de aditivo P por semana.

Poderemos agora tentar escrever a restricdo relativa ao consumo do
aditivo P:

Consumo total do aditivo P < Disponibilidade do aditivo P
U J
? semanal : 20 Kg

Deverd ter-se o cuidado de verificar que a restricdo esteja
dimensionalmente correcta ! Isto ¢, se a disponibilidade de aditivo P ¢
expressa em Kg / semana , esta devera também ser a unidade a adoptar
para o consumo total !

Ou seja, quando definimos as varidveis, dever-se-ia ter especificado o
periodo de tempo associado a produgdo das farinhas ... Isto €, quando
definimos XA como a quantidade (em toneladas) de farinha A a produzir
pela FARLACT, dever-se-ia ter indicado se se tratava de produgdo
semanal, mensal ou anual ...

Redefinamos, entdo, cuidadosamente, as variaveis:
XA ¢ a quantidade (em toneladas) de farinha A a produzir semanalmente;
XB ¢ a quantidade (em toneladas) de farinha B a produzir semanalmente;

Nunca ¢ demais recordar a ndo negatividade destas varidveis: XA = 0,
XB = 0.



Poderemos, agora, re-analisar o significadode " 1 XA + 2XB ":
trata-se do consumo total de aditivo P (em Kg) necessario a produgao
semanal das farinhas A e B. Sabendo que a disponibilidade semanal
deste recurso ¢ de 20 Kg, poderemos, agora, escrever a correspondente
restri¢ao:

Aditivo P : 1 XA +2XB £ 20 (Kg/semana)

Analogamente, se tivermos em conta que cada tonelada de farinha A
requer 3 Kg de aditivo Q e que cada tonelada de farinha B requer 2 Kg
desse mesmo aditivo (do qual se dispde, no maximo, de 30 Kg por
semana), poderemos escrever a correspondente restri¢ao:

Aditivo Q : 3XA +2XB £ 30 (Kg/semana)

Nao ha outros recursos envolvidos neste problema, mas ha um
condicionalismo que ¢ imposto: "A producdo mensal conjunta de A ¢ B
nao deve ser inferior a 20 toneladas". Se nos recordarmos da definicao
das varidveis e se, por simplicidade, admitirmos que um més tem quatro
semanas, poderemos representar esse condicionalismo pela restricao
seguinte:

Prod.mensal A+B : 4 (XA + XB) = 20 (ton) , ou,
equivalentemente, XA T XB = 5 (ton).

Poderemos agora tratar da questdio 1 ( Qual o objectivo a atingir ? ),
que ja tinha sido respondida ( maximizar o lucro ). Tentemos exprimir,
usando as variaveis definidas, este objectivo.

Se o lucro associado a produ¢ao de uma tonelada de farinha A ¢ de 7 u.m.
e se o correspondente valor associado a produ¢do de farinha B ¢ de 10
u.m., poderemos escrever 7 (um./ton A) . XA (ton A/sem.) + 10
(u.m./ton B) . XB (ton B/ sem.) que esta expresso em u.m. por semana.

Assim, F = 7.XA + 10.XB ¢ a fung¢ao objectivo, que representa o
lucro semanal da FARLACT (em u.m.), que se pretende maximizar.

De notar que o enunciado indicava apenas que se pretendia maximizar o
lucro. Poderemos, sem qualquer problema, exprimir este objectivo numa
base semanal, isto €, passar a maximizar o lucro semanal.
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Poderemos agora resumir a formulacio do problema 1:

Seja Xi a quantidade (em toneladas) de farinha i = A ; B a produzir
semanalmente, com Xj > 0.

MAX F=7XA + 10XB
sujeito a:

1XA +2XB <20

3XA +2XB <30

1XA +1XB = 5

XA . XB 2 0.

Concluida a formulacio deste problema, deixemos a sua resolu¢ao para
uma altura posterior ...

Recordemo-nos que na formulagdo de problemas de Programacao Linear
pode ser util responder a trés questdes importantes:

e Qual o objectivo a atingir ?

... Max / Min ... > funcio objectivo

¢ Que actividades (com influéncia no objectivo) devem ser levadas a
cabo ?

Que decisoes devem ser tomadas ?
.. Qual a sua intensidade ?

.. — variaveis




Atencao ao cuidado a ter na definicido das variaveis... Nao se esqueca
das unidades... Nao se esqueca do caracter de nao negatividade das
variaveis ...

° Que recursos siao consumidos (quando se leva a cabo as
actividades) ?

Que condicionalismos sao impostos ?

— restri¢coes

Consideremos agora uma variante do problema anterior - o problema 2 :

A DUOLACT ¢ uma empresa que produz dois tipos de farinhas lacteas
(A e B) em duas fabricas (F1 e F2).

Estas farinhas sao enriquecidas com dois aditivos. Por cada tonelada de
farinha A sio necessarios um quilograma de aditivo P e trés quilogramas
de aditivo Q. Por cada tonelada de farinha B sao necessarios dois
quilogramas de aditivo P e dois quilogramas de aditivo Q.

Sabe-se que, em cada semana, a fabrica F1 nio dispoe de mais de 10 Kg
e 18 Kg, respectivamente, de aditivos P e Q. Os correspondentes valores
para a fabrica F2 sdo, respectivamente, 12 Kg e 14 Kg.

Os proprietarios da DUOLACT exigem que a produ¢io mensal
conjunta das farinhas A e B nao seja inferior a 20 toneladas.

O quadro seguinte indica os lucros (em u.m.) associados a producio de
uma tonelada de cada tipo de farinha, em funcio da fabrica:

(continua)
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(continuacio)

F1 F2
6 7
10 11

DUOLACT ?

Como se pode determinar o plano de producido que maximiza o lucro da

Para formularmos este problema poderemos recordar as trés questoes

importantes:

1 - Qual o objectivo a atingir ?

A semelhanga do problema anterior, também aqui se pretende maximizar

o lucro.

2 - Que decisoes deveriao ser tomadas ? Que actividades deverao ser

levadas a cabo?
- produzir farinha A

- produzir farinha B

3 - Que recursos sao consumidos (quando se leva a cabo as actividades

referidas) ? Que condicionalismos sdo impostos ?

- consome-se aditivo P

- consome-se aditivo Q

- exige-se a producio mensal minima conjunta (A + B) de 20 ton.

Se adoptarmos as variaveis XA e XB definidas no problema 1:




XA ¢ a quantidade (em toneladas) de farinha A a produzir semanalmente;
XB ¢ a quantidade (em toneladas) de farinha B a produzir semanalmente;

verificando-se ainda: XA = 0 , XB = 0, poderemos tentar formular o
problema, em termos de restri¢des e de funcao objectivo:.

Relativamente ao condicionalismo da produ¢do mensal conjunta minima
pode escrever-se facilmente:

Prod.mensal A+B : 4. (XA + XB) = 20 (ton) , ou,
equivalentemente, XA +XB = 5 (ton).

No que toca aos aditivos P e Q ja ndo conseguiremos chegar as
restrigoes...

Probl.2
— 10 F1
Aditivo P : 1.XA +2.XB < [Probl.1: 20]

—> 12 F2

— 18 F1

A

Aditivo Q : 3.XA +2.XB < [Probl.l: 30]

— 14 F2

Relativamente a funcao objectivo:
Probl.1: F =7.XA + 10.XB
U U

Probl.2: (F1:6;F2:7) (F1:10; F2:11)

Como se vé, ndo conseguimos exprimir nem as restrigdes relativas aos
aditivos P e Q nem a fun¢@o objectivo ... H4é necessidade de ter em conta
as duas fabricas F1 e F2 ...

27



28

Retomemos, entdo a questdo 2 ( Que decisoes deverao ser tomadas ?
Que actividades deverao ser levadas a cabo? ). Quanto ? Com que
intensidade se deve levar a cabo as actividades referidas ? E, ja agora,
onde ?

Que actividades? — Quanto ? - Onde ?

Fabrica F1 —» XA1
produzir farinha A — XA -
Fabrica F2 - XA2

Fabrica F1 - XBi1
produzir farinha B — XB -
Fabrica F2 —» XB2

Definamos, entdo, as variaveis XA1, XA2, XB1, XB2:

Genericamente Xijj ¢ a quantidade (em toneladas) de farinhai=A ; B a
produzir semanalmente na fabrica Fj , j =1 ; 2, isto ¢, por exemplo,
XA1 ¢ a quantidade (em toneladas) de farinha A a produzir semanalmente
na fabrica F1.

Nao nos esquegamos de indicar que as variaveis definidas sdo nio
negativas:

XA1,XA2,.XB1,XB2 2 0

Poderemos agora voltar a tentar escrever as restricdes:

Relativamente a producao mensal minima conjunta ja haviamos escrito

XA + XB = 5 (ton). Setivermos presente que a variavel "antiga"
XA mais ndo é do que a soma das variaveis "novas" XA1e XA2 e queo
mesmo sucede com XB relativamente a XB1 € XB2 , pode escrever-se:

Prod.Mensal A+B: (XA1+XA2) + (XB1+XB2) = 5 (ton)

Relativamente aos aditivos P e Q poderemos escrever duas restricoes para
cada aditivo (uma relativa a cada fabrica):



1 XA1 + 2XB1 £ 10 (Kg/sem.) [ F1]
Aditivo P :

1 XA2 +2XB2 <12 (Kg/sem.) [F2]

3XA1 + 2XB1 < 18 (Kg/sem.) [FI]
Aditivo Q :
3XA2 +2XB2 < 14 (Kg/sem.) [F2]

Com as novas variaveis torna-se facil escrever a fun¢io objectivo, que
representa o lucro semanal da DUOLACT (em u.m.), que se pretende
maximizar: MAX F = 6 XA1+ 7XA2 + 10XB1 + 11 XB2 .

Poderemos agora resumir a formulacio do problema 2:

© Universidade Aberta

29



30

Compliquemos um pouco o problema anterior... originando o problema 3:

A TRANSLACT ¢ uma empresa que produz dois tipos de farinhas
lacteas (A e B) em duas fabricas (F1 e F2).

Estas farinhas sao enriquecidas com dois aditivos. Por cada tonelada de
farinha A sio necessarios um quilograma de aditivo P e trés quilogramas
de aditivo Q. Por cada tonelada de farinha B sido necessarios dois
quilogramas de aditivo P e dois quilogramas de aditivo Q.

Sabe-se que, em cada semana, a fabrica F1 ndo dispoe de mais de 10 Kg
e 18 Kg, respectivamente, de aditivos P e Q. Os correspondentes valores
para a fabrica F2 sio, respectivamente, 12 Kg e 14 Kg.

Em cada semana é possivel transferir entre as duas fabricas qualquer
quantidade de aditivos (ndo utilizados numa fabrica e necessarios na
outra). A transferéncia de 1 Kg de qualquer dos aditivos entre as duas
fabricas traduz-se num custo de 0,05 u.m. .

Os proprietarios da TRANSLACT exigem que a producido mensal
conjunta das farinhas A e B nao seja inferior a 20 toneladas.

O quadro seguinte indica os lucros (em u.m.) associados a producao de
uma tonelada de cada tipo de farinha, em funcao da fabrica:

F1 F2
A 6 7
B 10 11

Como se pode determinar o plano de producio que maximiza o lucro da
TRANSLACT ?

Para formularmos este problema poderemos recordar as trés questoes
importantes:



1 - Qual o objectivo a atingir ?

A semelhanga do problema anterior, também aqui se pretende maximizar
o0 lucro.

2 - Que decisoes deverao ser tomadas ? Que actividades deverao ser
levadas a cabo?

- produzir farinha A em F1 / em F2
- produzir farinha B em F1 / em F2
- transferir aditivo P de F1 para F2
- transferir aditivo P de F2 para F1
- transferir aditivo Q de F1 para F2

- transferir aditivo Q de F2 para F1

3 - Que recursos sao consumidos (quando se leva a cabo as actividades
referidas) ? Que condicionalismos sdo impostos ?

- consome-se aditivo P
- consome-se aditivo Q

- exige-se a producio mensal minima conjunta (A + B) de 20 ton.

Definamos, entdo, as variaveis XA1 , XA2 , XB1 , XB2: genericamente
Xij ¢ a quantidade (em toneladas) de farinha i = A ; B a produzir
semanalmente na fabrica Fj,j=1;2. Adicionalmente define-se
as variaveis Tp1 , TP2 , TQ1, TQ2 : genericamente TKI € a quantidade
(em Kg) de aditivo k = P ; Q a transferir semanalmente da fabrica Fl,
I1=1;2 paraa outra.

Nao nos esquegamos de indicar que as variaveis definidas sdo nao
negativas:

XA1,XA2,XB1,XB2,TP1,TP2,TQ1,TQ2 2 0
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Utilizando as varidveis indicadas poderemos indicar resumidamente a
formulaciao do problema 3:

Seja Xij a quantidade (em toneladas) de farinha i = A ; B a produzir
semanalmente na fabrica Fj,j=1 ;2 e Tkl é a quantidade (em Kg) de
aditivo k = P ; Q a transferir semanalmente da fabrica Fl,1=1 ;2
para a outra. Xijj, Tkl =2 0.

MAX F = 6 XA1+7XA2 +10XB1 +11XB2 - 0,05 (Tp1 +Tp2+ +
TQ1+TQ2)

sujeito a:
1XA1 + 2XB1 £10 - Tpp +Tp2
1XA2 +2XB2 <12 - Tp2+TP1
3XA1 + 2XB1 < 18 - TQ1 +TQ2
3XA2 +2XB2 < 14 - TQ2+TQ1

XA1+XA2 + XB1+XB2 2 5

XA1,XA2,XB1,XB2, TP1,TP2,TQ1,TQ2 2 0.

Os problemas 1, 2 e 3 anteriores sdo problemas de Programacio Linear.
Com efeito, quer a funcgéo objectivo, quer as restri¢des sao lineares, sendo
as variaveis ndo negativas.

O problema 4 seguinte podera formular-se seguindo um raciocinio
exactamente igual ao seguido para a formulacdo dos problemas anteriores.
No entanto, este novo problema ndo é um simples problema de
Programacéo Linear, mas sim de Programacao Linear Inteira: embora
as restrigbes e a funcdo objectivo sgjam lineares, as varidveis sdo inteiras
(respeitando ainda a condicéo de ndo negatividade).



A formulacao de um problema ndo apresenta qualquer particularidade por
se exigir que as variaveis tomem valores inteiros (basta indicar essa
condi¢do) ... No entanto, a resolu¢do de um Problema de Programacao
Linear Inteira exige alguns cuidados especiais, que a seu tempo serao
referidos.

Consideremos agora o seguinte problema 4 :

"A Guerra esta iminente !", exclamou o General. "E preciso tomar
algumas decisoes !"'.

O Pais pode dispor de 2 000 unidades monetarias (u.m.) de imediato e de
1 500 u.m. dentro de 90 dias. Poderido ser enviados de imediato 100
bombardeiros, 20 fragatas, 500 tanques e 80 000 homens. Dentro de 90
dias poderao ser enviados mais 30 bombardeiros, 10 fragatas, 200
tanques e 30 000 homens.

O envio de cada bombardeiro, fragata, tanque e 1 000 homens custara ao
Pais, respectivamente, 2 u.m., 6 uum. , 1 uum. e 1 u.m. . As reservas
financeiras disponiveis de imediato deverdo assegurar quer o envio
imediato de homens e material, quer a sua manutencio nos préoximos 90
dias.

As reservas financeiras disponiveis dentro de 90 dias deverido assegurar
quer o envio posterior de homens e material, quer a manutencio da
totalidade dos homens e materiais enviados desde o inicio do conflito
durante, pelo menos, mais 90 dias.

O custo de manutencio de 1 bombardeiro, 1 fragata, 1 tanque e 1000
homens durante 90 dias é, respectivamente, igual a 10 u.m., 8 u.m., 1
um. el um..

De acordo com peritos militares, o nimero total de tanques devera ser
maior ou igual ao quintuplo do numero total de bombardeiros. Por
outro lado, em cada envio de homens e materiais, deverao ser enviados,
pelo menos, 1 000 homens por cada bombardeiro.

(continua)
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(continuacao)

Estima-se que a eficacia (medida em unidades de eficacia militar -
u.e.m.) de homens e material seja funcdo da altura do seu envio, de
acordo com o quadro seguinte:

Envio de: Envio dentro de 90 dias Envio imediato
1 000 homens 6 9

1 bombardeiro 9 10

1 fragata 4

1 tanque 1

Sabendo que se pretende maximizar a eficacia militar total face a Guer-
ra que se aproxima, ajude os responsaveis militares do Pais na tomada
de decisoes.

Para formularmos este problema poderemos recordar as trés questoes
importantes:

1 - Qual o objectivo a atingir ?

Relativamente a este problema, o enunciado é relativamente explicito :
pretende-se maximizar a eficacia militar total.

Note-se que neste mesmo problema poder-se-ia conceber outros
objectivos - a titulo de exemplo pode referir-se "maximizar a eficacia
militar imediata’, "minimizar o custo total (respeitando um nivel minimo
de eficacia militar total)", "minimizar o nimero total de homens a enviar
(respeitando um nivel minimo de eficacia militar total)".

2 - Que decisoes deverao ser tomadas ? Que actividades deverao ser
levadas a cabo?

Relativamente ao problema em andlise poderemos indicar sucintamente as
decisBes que irdo influir na eficaciamilitar:

- enviar homens para a Guerra

- enviar bombardeiros para a Guerra



- enviar fragatas para a Guerra

- enviar tanques para a Guerra

3 - Que recursos sao consumidos (quando se leva a cabo as actividades
referidas) ? Que condicionalismos sdo impostos ?

Como se pode constatar pelo enunciado:

- as actividades referidas traduzem-se num dispéndio do recurso
financeiro ;

- um condicionalismo a ter em conta diz respeito ao numero de homens,
bombardeiros, fragatas e tanques disponiveis ;

- um outro condicionalismo a ter em conta diz respeito, por um lado, a
relacdo entre 0 numero total de tanques e o numero total de
bombardeiros enviados e, por outro lado, a relacio entre o nimero de
homens e o nuimero de bombardeiros enviados.

Retomemos a questdo 2 ( Que decisdes deverdao ser tomadas ? Que
actividades deverao ser levadas a cabo? ). Poderemos associar as
respostas a esta questdo ( enviar homens / enviar bombardeiros / enviar
fragatas / enviar tanques ) uma nova questdo: Quanto ? Com que
intensidade se deve levar a cabo as actividades referidas ?

Que actividades ? - Quanto ?
enviar Homens - XH
enviar Bombardeiros - XB
enviar Fragatas - XF
enviar Tanques - XT
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Definamos, entdo, as variaveis XH , XB, XFe XT:

XH ¢ o numero total de homens a enviar para a Guerra;

XB ¢ o namero total de bombardeiros a enviar para a Guerra;
XF ¢ o nimero total de fragatas a enviar para a Guerra;

XT ¢ o numero total de tanques a enviar para a Guerra.

e Uma primeira conclusao a reter diz respeito a ndo negatividade destas
variaveis:

XH=0,XB=20, XF=>20e¢ XT20.

e Por outro lado, estas variaveis sao inteiras.

Retomemos a questdo 3 ( Que recursos sao consumidos (quando se leva
a cabo as actividades referidas) ? Que condicionalismos sio
impostos ? ) que tinha trés respostas (recursos financeiros; recursos
humanos e materiais; relagdes impostas pelos peritos militares).

Recordemos esta ultima resposta: ~ De acordo com peritos militares, o
numero total de tanques devera ser maior ou igual ao quintuplo do
numero total de bombardeiros. Por outro lado, em cada envio de
homens e materiais, deverao ser enviados, pelo menos, 1 000 homens
por cada bombardeiro.

Poderemos tentar exprimir estes condicionalismos utilizando as varidveis
definidas anteriormente:

O namero total de tanques ( XT ) devera ser maior ou igual ao quintuplo
do numero total de bombardeiros ( XB ),istoé: XT = 5XB .

O numero total de homens a enviar ( XH ) devera ser maior ou igual a
1 000 vezes o numero total de bombardeiros enviados ( XB ), isto € :

XH = 1000 XB . Estarepresentacdo ndo estd rigorosamente correcta,
J& que o enunciado refere explicitamente "em cada envio de homens e
materiais" ... Ora o que foi feito disse respeito a relacdo entre niumeros
totais ...

A questdo 3 admitia ainda duas outras respostas (recursos financeiros;
recursos humanos e materiais): de acordo com o enunciado pode dispor-



se imediatamente de 2 000 u.m. e, dentro de 90 dias de 1 500 u.m.

adicionais. Como relacionar estas informagdes com as variaveis definidas
()

Sabemos quanto custa o envio de cada bombardeiro, fragata, tanque e 1
000 homens (respectivamente, 2 u.m., 6 um., Il um. e 1 u.m.), pelo que ¢
relativamente facil indicar o Custo Total de Envio (iguala 2 XB + 6
XF+1XT +0,001 XH). No entanto, ndo poderemos exprimir o Custo
Total de Manutencio, ja que a determinagdo deste custo obriga ao
conhecimento dos envios de homens e material em duas fases: de imediato
e dentro de 90 dias.

Analogamente, se retomarmos a resposta dada a questdo 1 (pretende-se
maximizar a Eficiacia Militar Total) e se tentarmos exprimir a eficacia
militar total em funcdo das variaveis definidas, constataremos ndo ser
possivel fazé-lo ja4 que a determinacdo desta eficacia total obriga ao
conhecimento dos envios de homens e material em duas fases: de imediato
e dentro de 90 dias.

Assim, pode concluir-se que a definicao de variaveis que foi feita nao é
suficientemente fina. Tal, no entanto, corresponde a dizer que o que foi
feito esta errado ! ... Torna-se apenas necessario refinar a defini¢ao feita
de modo a poder contemplar os aspectos referidos (conhecimento dos
envios de homens e material em duas fases: de imediato e dentro de 90
dias) .

Retomemos, entdo a questdo 2 ( Que decisoes deverdo ser tomadas ?
Que actividades deverao ser levadas a cabo? ). Quanto ? Com que
intensidade se deve levar a cabo as actividades referidas ? E, ja agora,
quando ?

Que actividades ? — Quanto ? - Quando ?

Imediato > XH(

enviar Homens - XH -

90dias — XH1
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Imediato —» XBo

enviar Bombardeiros— XB -
90dias — XB1
Imediato —» XF(
enviar Fragatas - XF -
90 dias — XF1
Imediato —» X790
enviar Tanques - XT -

90 dias — XT1

Definamos, entdo, as variaveis XH( , XH1 , XB0 , XB1 , XF0 , XF1 ,
XTo0 . XT1:

XH0 ¢ o nimero de homens a enviar de imediato para a Guerra;

XH1 ¢ o nimero de homens a enviar dentro de 90 dias para a Guerra;

XB0 , XB1 , XF0 , XF1 , XT0 , XT1 definem-se analogamente em
relacdo aos Bombardeiros, Fragatas e Tanques.

Nao nos esquegamos de indicar que as variaveis definidas sao inteiras e
nio negativas:

XHO0, XH1 , XB0, XB1, XF0, XF1,XT0,XT12= 0 e inteiras.

Recordemos os dois condicionalismos impostos pelos peritos militares: o
numero total de tanques devera ser maior ou igual ao quintuplo do
nimero total de bombardeiros (condicionalismo que j& tinhamos
conseguido representar correctamente com as "varidveis antigas"). Por
outro lado, em cada envio de homens e materiais, deverao ser
enviados, pelo menos, 1 000 homens por cada bombardeiro.



Utilizando as novas varidveis, poderemos exprimir os condicionalismos
referidos:

O numero total de tanques ( XT0 + XT1 ) deverd ser maior ou igual ao
quintuplo do niimero total de bombardeiros ( XB( + XB1 ) , isto € :

XT0+XT1 = 5.(XB0+XB1).

Por outro lado, em cada envio de homens e materiais, o nimero de
homens ( XHO0 ou XH1 ) devera ser maior ou igual a 1 000 vezes o
numero de bombardeiros enviados ( XB( ou XB1 ), isto € :

XHO = 1000.XB( , relativamente ao envio imediato e

XH1 = 1000.XB1 , relativamente ao envio dentro de 90 dias.

Analisemos agora as questdes associadas aos recursos financeiros,
humanos e materiais que ndo podiam ser convenientemente representados
pelas "varidveis antigas":

e De acordo com o enunciado pode dispor-se imediatamente de 2 000
u.m. e, dentro de 90 dias de 1 500 u.m. adicionais.

Sabemos quanto custa o envio de cada bombardeiro, fragata, tanque e 1
000 homens ( respectivamente, 2 u.m., 6 u.m. , 1 um. e 1 u.m.), pelo que ¢
relativamente facil determinar o Custo Total de Envio associado a cada
uma das fases de envio de homens e materiais (CTE0 e CTE1):

CTEO = 2XBo+ 6 XFo+1 XT0 +0,001 XHO ¢

CTE1

2XB1+ 6XF1+1 XT1 +0,001 XH1 .

Quanto ao Custo Total de Manutenciao correspondente aos primeiros
90 dias (CTMO), pode determinar-se:

CTMO0 = 10XBo + 8XFo+1 X109 + 0,001 XH0

O Custo Total de Manutencio correspondente ao segundo periodo de
90 dias (CTM1), pode determinar-se:

CTM1 = 10(XB0+XB1) + 8(XF0+XF1)+1(XT0+XT1) +
+ 0,001 ( XHO + XH1)
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(recorde-se que, de acordo com o enunciado, no segundo periodo de 90
dias tera de ser assegurada a manutencao (durante 90 dias) dos homens e
materiais expedidos de inicio e ap0ds os primeiros 90 dias).

Assim, poderemos agora escrever as restricoes associadas ao recurso
financeiro:

° inicialmente: CTE0 + CTMO < 2 000, ou
equivalentemente,

12XBo + 14 XFg+2 XT0 +0,002 XHo < 2000.

e dentro de 90 dias: CTE1 + CTM1 < 1 500, ou
equivalentemente,

10 XBo + 8 XFo + 1 X170 + 0,001 XHo + 12 XB1 + 14 XF1 +2 XT1 +
0,002 XH1 <1500.

Poderemos também escrever os condicionalismos decorrentes das
disponibilidades de homens e materiais:

IA

e inicialmente: XB0 100; XFo <20; X100 <500;

XHo <80000;

e dentrode 90 dias: XB1 < 30; XfF1 <10; XT1 <200;
XHO £30000;

Deveremos agora abordar a questdo 1 ( Qual o objectivo a atingir ? ) e
tentar exprimir a sua resposta ( pretende-se maximizar a eficacia militar
total ) em fungdo das "novas variaveis" ( ja que as "antigas" também nao
eram adequadas ... ).

Se designarmos por F a eficiacia militar total (em u.e.m.), poderemos
facilmente concluir que:

F=(10XBo+5XFo+3XT10 + 0,009 XH0) + (9 XB1 +4XF1+1XT1
+ 0,006 XH1) .



Poderemos agora resumir a formulac¢io do problema:

Seja Xij o numero de unidades de i = H (Homens); B (Bombardeiros);
F (Fragatas); T (Tanques) a enviar para a Guerra na fase j = 0 (envio
imediato); 1 (envio dentro de 90 dias), com Xijj > 0 e inteiras.

MAXF = 10 XBg +5 XF0 + 3 XT0 + 0,009 XH( +
+ 9XB1 +4 XF1 +1XT11 + 0,006 XH1

sujeito a:

IA

100; XFo <20; X170 <500; XH0o <80000;
30; XF1 £10; XT1 £200; XHO <30000;

XB0
XB1

IA

12 XBo +14 XFo + 2 X710 + 0,002 XHo < 2000

10 XBo + 8 XFo + 1 XT0 + 0,001 XH0 +
+ 12 XB1 + 14 XF1 +2 XT1 + 0,002 XH1 <1500

v

XHO0 1000 XBo
XH1 = 1000 XB1
XT0+XT1 =5 (XB0+XB1)

XHO0 , XH1 , XB0 , XB1, XF0, XF1,XT0,XT12 0 e inteiras.

E ca estd a formulacdo de um problema de Programacio Linear
Inteira... Como se viu, o raciocinio seguido em nada difere dos
problemas anteriores (de Programagao Linear).
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A formulaciao de problemas podera estar ligada a temas tiao diversos quanto o
planeamento da construcio de habitacées, o planeamento da renovacido de
frotas, o planeamento da producio industrial, o planeamento de accdes
culturais, o planeamento da abertura de balcées bancarios ... 0 que mostra a
sua importancia. Por isso, mao a obra: é tempo de espreitar os Exercicios
Propostos e fazer algumas formulacées!

1.3 Resolucao de problemas de Programacio Linear - o Método
Grafico

Depois de formular um problema de Programacéo Linear, muitas vezes é
necessario resolvé-lo.

Comecemos por considerar 0 problema 1 apresentado quando se abordou
a "Formulacéo de Problemas de Programacéo Linear" e que se formulava
do modo seguinte:

Seja Xi a quantidade (em toneladas) de farinha i = A ; B a produzir
semanalmente, com Xj > 0.

(continua)




(continuacao)
MAX F=7XA + 10 XB
sujeito a:
1XA + 2XB 20
3XA +2XB < 30

IA

1XA +1XB 2= 5

XA . XB =2 0.

Uma primeira constatacdo diz respeito ao numero de variaveis: temos
duas variaveis, o que nos permite optar por uma abordagem grafica, ja
que ¢ facil a representacdo grafica bidimensional.  De notar que a
existéncia de trés varidveis nos obrigaria a representacdes graficas
tridimensionais, o que nao seria muito pratico... Como se torna evidente,
num problema de Programacdo Linear com trés ou mais variaveis a
resolugdo por via grafica estd completamente fora de causa...
Abordaremos, posteriormente, métodos analiticos que utilizaremos nessas
situagdes (e que também poderiam ser utilizados em problemas com duas
variaveis).

Uma segunda constatacdo diz respeito a nao negatividade das variaveis,
o que nos reduz ao 1° quadrante do referencial.

Poderemos ainda constatar que cada restricio corresponde a uma
regiao do plano delimitada por uma recta.

Finalmente, pode verificar-se que para cada valor de F, a funcio
objectivo corresponde a uma recta. Ouseja, F=7.XA + 10.XB
representa uma familia de rectas paralelas de declive - 0,7 ( XB=F /10
- 7/10 XA ). Ainda relativamente a funcao objectivo, poderemos
observar que se se pretende maximizar F e se o coeficiente de XA ¢
positivo, entdo interessa-nos incrementar o valor de XA ; analogamente,
sendo positivo o coeficiente de XB, também nos interessa incrementar o
valor de XB. Conclui-se, assim, que para incrementar o valor da fungao
objectivo deve-se aumentar simultaneamente XA e XB.
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Observemos a representacao grafica das trés restricdes do problema:

5 10 15 20  Xa

A zona sombreada na figura anterior, corresponde ao conjunto de pontos
que respeitam simultaneamente as trés restricdes, bem como as condi¢des
de ndo negatividade das variaveis, pelo que a designaremos por espaco de
solucoes admissiveis.

A funcdo objectivo, como j& tinhamos observado, aumenta de valor
quando as variaveis XA e XB crescem simultaneamente. Assim, as
rectas que representam a fung¢do objectivo F deverdo ser deslocadas, tanto
quanto possivel, no sentido ¢ .

Observemos, com atengdo, os pontos assinalados no espago de solugdes
admissiveis representado em seguida:

XA




A pior solugdo admissivel corresponde ao ponto A. Com efeito, se
imaginarmos uma recta de declive -0,7 a movimentar-se no sentido ¢!, o
primeiro ponto do espaco de solu¢des admissiveis a ser tocado pela recta
seria exactamente o ponto A (53 0), a que corresponde o valor da fungao
objectivo F =35 .

Uma solugdo admissivel melhor que A seria, por exemplo, B (03 5) a que
corresponde o valor da funcdo objectivo F =50. De notar que uma recta
de declive -0,7 que passe por B conterd uma infinidade de pontos
pertencentes ao espago de solucdes admissiveis. Por exemplo, os pontos
G(5;15)e H(50/7, 0) correspondem a duas dessa solugdes
admissiveis com o valor da funcdo objectivo F = 50.

Prosseguindo o movimento da recta de declive -0,7 no sentido &' ,
encontramos os pontos C (10 ;0), I (0;7)edJ (53 3,5) que sdo
algumas das infinitas solugdes admissiveis que correspondem ao valor da
funcao objectivo F =70.

Continuando a procura de melhores solucdes (isto €, prosseguindo o
movimento da recta de declive -0,7 no sentido ¢'), encontramos os pontos
D(0;10)e K (53 65 ) que sdo algumas das infinitas solucdes
admissiveis que correspondem ao valor da funcgao objectivo F = 100.

Prosseguindo o movimento da recta de declive -0,7 no sentido ¢!, tocamos
no ponto E ( 5 ;5 7,5 ) do espaco de solugdes admissiveis a que
corresponde o valor da funcdo objectivo F = 110. De notar que se
prosseguirmos o movimento da recta de declive -0,7 no sentido <
deixaremos de intersectar o espago de solugdes admissiveis, pelo que nao
¢ possivel aumentar o valor da funcdo objectivo além do valor 110
(respeitando simultaneamente as trés restrigdes e as condigdes de nao
negatividade das varidveis). Podemos, assim, concluir que terminamos a
nossa procura da solucao optima: ela corresponde ao ponto E (53 7,5) do
espaco de solugdes admissiveis e ao valor da fungdo objectivo F = 110.
Ou seja,

XA*=5,0; XB* =75

F*=110.
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Se nos recordarmos do enunciado, poderemos "traduzir" a solucdo: a
FARLACT deve produzir semanalmente 5,0 toneladas de farinha A e 7,5
toneladas de farinha B, sendo de 110 u.m. o correspondente lucro semanal.

Como podemos observar, para procurarmos a solu¢ao Optima de um
Problema de Programacdao Linear (com duas varidveis) através do
Método Grafico, comecamos por representar o espaco de solugdes
admissiveis e identificar uma recta pertencente a familia de rectas
paralelas correspondente a func¢ao objectivo. Em seguida deslocamos
essa recta, tanto quanto possivel, no sentido que permite melhorar o seu
valor (melhorar = aumentar se se pretender maximizar a fungdo objectivo,
ou diminuir o seu valor, caso contrario). A solugdo 6ptima sera a Ultima a
ser tocada por essa recta "em movimento".

Uma constatagdo parece ser imediata: a solu¢io éptima de um problema

de Programacido Linear é um vértice do espaco de solucdes
admissiveis!

A afirmagdo anterior ndo €, no entanto, absolutamente correcta ...

Imaginemos que, no problema que se resolveu para apresentar o Método
Grafico se altera a funcdo objectivo de F = 7 . XA + 10 . XB para
F = 5 XA +10 XB (que se pretende maximizar), mantendo-se inalteradas
as restrigoes.

Como se vé a nova funcdo objectivo representa a familia de rectas
paralelas de declive - 0,5, verificando-se um aumento de F quando se
desloca uma das rectas referidas no sentido <.

O ponto A (5 ; 0) corresponde a pior solu¢do admissivel com o valor da
fun¢do objectivo F =25 .

Uma solug@o admissivel melhor que A seria, por exemplo, B (03 5) a que
corresponde o valor da fun¢do objectivo F = 50. De notar que uma recta
de declive -0,5 que passe por B conterd uma infinidade de pontos
pertencentes ao espaco de solugdes admissiveis ( por exemplo, o ponto C
(10 0) ) correspondentes ao valor da fun¢do objectivo F = 50.

Prosseguindo o movimento da recta de declive -0,5 no sentido &' ,
encontramos os pontos D (0;10)e E (5 7,5) (e os infinitos pontos no
segmento de recta DE ) que sdo solu¢des correspondentes ao valor da
fungdo objectivo F = 100... E constatamos ndo ser possivel prosseguir o
movimento da recta de declive -0,5 no sentido ¢' sem se deixar de



intersectar o espaco de solugdes admissiveis, pelo que ndo ¢ possivel
aumentar o valor da fungdo objectivo além do valor 100 (respeitando
simultaneamente as trés restrigdes e as condi¢cdes de ndo negatividade das
variaveis).

Podemos, assim, concluir que o "problema alterado" (com F = 5. XA +
10 . XB ) admite multiplas solucdes optimas: D (0;10)e E (5;7,5)
sdo solucdes Optimas e sdo vértices do espago de solucdes admissiveis;
todos os pontos do segmento de recta DE s3o solugdes Optimas do
"problema alterado" (sendo 100 o correspondente valor 6ptimo de F).
Poderemos representar analiticamente este resultado do modo seguinte:

(XA*; XB*)=A.(0;10) +(1-A).(5:;7,5) comA € [0;1]

F*=100.

Na representacdo analitica anterior, se A = 0, entdo ( XA* ; XB* ) =
=(5;75)=E; sel=1,entdo (XA*;XB*)=(0;10)=D. SeA
pertencer ao intervalo ] 0 ; 1 [, entdo ( XA* ; XB* ) pertence ao segmento
de recta DE (mas néo as extremidades desse segmento - os vértices D e E
do espaco de solugdes admissiveis).  De notar que, por exemplo se A =
0,5, ( XA*; XB*)=(2,50;8,75) - o ponto médio do segmento de recta
DE;se A=0,1, (XA*;XB*)=(4,5;7,75), ouseja, a medida que A
aumenta, a solucdo Optima afasta-se do vértice E, aproximando-se do
vértice D.

Poderemos agora voltar a constatagdo que nos parecera ser imediata: "a
soluciio optima de um problema de Programacio Linear ¢ um vértice
do espaco de solu¢des admissiveis" ... Como acabamos de observar, esta
afirmagdo, para estar absolutamente correcta, precisa de um "retoque": "a
solucido optima de um problema de Programacio Linear, se for unica,
¢ um vértice do espaco de solucdes admissiveis"'.
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A proposito da afirmacdo anterior, deixa-se ao leitor trés exercicios muito
simples, mas muito interessantes:

© Universidade Aberta




Aproveitemos a abordagem ao Método Grafico para discutirmos, com
brevidade, algumas questdes ligadas a resolucio de problemas de
Programacio Linear Inteira.

Consideremos o seguinte problema de Programacao Linear Inteira (P.L.L.):

Esbocemos a sua resolucao grafica:

© Universidade Aberta
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Chamamos "problema relaxado" ao problema de Programagdo Linear
resultante da relaxacdo da condicao de integralidade das variaveis (isto &,
da sua ndo consideracdo) no problema de P.L.I. . Na representacio
grafica anterior, sombreou-se o espago de solucdes admissiveis do
problema relaxado. A resolucdo grafica do problema relaxado é muito
facil, conduzindo a solucao optima ( XA* ; XB* )PL. =( 83 2,5) a que
corresponde o valor 6ptimo da fungdo objectivo FpL,* = 147,5.

Como se pode observar, esta solu¢do Optima nao respeita a condigcao de
integralidade da variavel XB* , pelo que ndo ¢ "aceitavel" como solucdo
optima do problema de P.L.I. .

Observando, com muita ateng¢dao, a representagdo grafica apresentada,
podemos concluir que o espago de solugdes admissiveis do problema de
P.L.I. ¢ constituido unicamente pelos "pontos inteiros" assinalados na
zona sombreada. Assim, a solucdo 6ptima do problema de P.L.I, é o
ultimo desses pontos a ser tocado pela recta de declive -15/11 em
movimento no sentido ¢, ou seja, ( XA* ; XB* )PLI=( 6 ;5) a que
corresponde o valor 6ptimo da fungao objectivo FpL 1* = 145,0.

Dois comentarios devem ser feitos:

. Dado que o espago de solugdes admissiveis do problema de
PL.I. estd contido no espaco de solugdes admissiveis do
correspondente problema relaxado, pode afirmar-se que o valor
optimo da funcido objectivo no problema de P.L.I. sera sempre
pior, ou igual, ao valor oOptimo da funcido objectivo no
correspondente problema relaxado.

. Nao se pode resolver um problema de P.L.L
"arredondando" a solu¢cdo optima do correspondente "problema
relaxado' para a solu¢io inteira admissivel '""mais proxima'". Se
tal tivesse sido feito no problema acima apresentado, arredondariamos
(8;2,5)para(8;2)(jaque(8;3)ndo ¢ solucdo do problema ! ),
obtendo-se F = 142,0 (valor inferior ao valor 6ptimo: 145,0). E
interessante notar que uma outra solugdo inteira admissivel "mais
proxima" de ( 8 ; 2,5 ) seria ( 7 ; 3 ) a que corresponderia o valor F =
138,0... E preciso "afastarmo-nos" mais de ( 8 ; 2,5 ) para
encontrarmos ( 6 ; 5 ) que vem a ser a solu¢ao 6ptima do problema de
P.L.I!



A proposito da utilizacdo do Método Grafico na resolucdo de problemas
de Programagao Linear Inteira, deixo ao leitor um ultimo exercicio muito
simples, mas muito interessante:

1.4 Programacao Linear: conceitos fundamentais

Consideremos um problema de Programacio Linear apresentado na sua
forma standard:

© Universidade Aberta
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Este problema pode escrever-se numa forma mais compacta:

Utilizando a notagdo matricial poderemos ainda simplificar a apresentagéo
do problema:

© Universidade Aberta



Maximizar F= C X [1]

sujeito a:

AX =b [2]

X2>0 [31]

Na representacdo anterior, o vector das incognitas X ¢ um vector coluna
(nx 1), o vector dos coeficientes da fung¢ao objectivo C é um vector linha
(1 x n), a matriz dos coeficientes das restricdes A € uma matriz (m x n )
e o vector dos termos independentes b € um vector coluna (m x 1 ). De
notar que 0 ¢ o vector nulo do tipo (n x 1).

Relativamente a um problema de Programacido Linear expresso na
forma standard, com n varidveis e m restricoes ( sendo n > m ),
podem apresentar-se as seguintes definicoes :

e Solu¢io ¢ todo o n-uplo ( v1, v2, ... , vp ) associado as variaveis
(X1, X2, ..., Xn ) que verifica as restri¢des [ 2 ] .

e Solucao admissivel é toda a solu¢do que verifica as condi¢des de
ndo negatividade [ 3 ] .

e Solucao basica ( s.b. ) ¢ toda a solucdo constituida por (n - m )
variaveis nao basicas ( variaveis com valor nulo ), sendo as
restantes m varidveis basicas determinadas univocamente.
Relativamente a uma solugdo basica, designa-se por base o conjunto
das varidveis bésicas.

[ Para que as m varidveis basicas possam ser determinadas univocamente, ter-
se-a que exigir que a matriz dos coeficientes A correspondente ao sistema de

equagdes lineares [ 2 ] seja regular, isto €, que o seu determinante seja ndo nulo. ]

e Soluc¢ao basica admissivel ( s.b.a. ) ¢ toda a solucao basica que
verifica as condi¢des de ndo negatividade [ 3 ] .
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e Solucao basica admissivel ndo degenerada ¢ toda a s.b.a. cujas
variaveis basicas tomem valores estritamente positivos. Se alguma
variavel basica de uma s.b.a. for nula, estar-se-a perante uma solucao
basica admissivel degenerada.

e Soluciio optima ¢ toda a solu¢do que torna maximo o valor da
funcdo objectivo [ 1 ]. [ Geralmente, s6 nos interessa determinar uma
solucdo Optima que seja admissivel ... |

Sintetizando, poderemos apresentar o quadro seguinte:

n-uplo ( v1, v2, ... , vp ) associado as variaveis ( X1, X2, ... , Xp )

Verifica as Restricoes [2] ?

Sim = E soluciio Nao = Nao é solucao

Verifica as Condicoes de Nao
Negatividade das Variaveis [ 3 |
l"

Sim = E Nio=> E
solucio solucio nio

admissivel admissivel

E basica ? E basica ?

Sim: | Nao: Sim: | Nao:
s.b.a. |s.n.b.a.|s.b.n.a.| snbna

Para uma melhor assimilagdo das no¢des apresentadas, recordemo-nos do
problema 1 apresentado quando se abordou a "Formulagdo de Problemas

de Programacdo Linear" e retomado na apresentagdo do "Método
Grafico™:



E fAcil passar-se a forma standard:

© Universidade Aberta
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Recordemos a resolucédo gréfica do problema:

5 10 15 20 XA

Aproveitemos a figura anterior (em que se sombreou o espaco de solugdes
admissiveis) para observar os pontos que se indica no quadro seguinte e
classifica-los adequadamente:

Ponto Variaveis . E solugio
n’ |IXA|XB|F1]F2]|F3 “ s.b.a. | s.n.b.a. | s.b.n.a. |s.n.b.n.a. Obs.
1 0]0]20]30]-5| v Origem do Ref.
2 10| 5| 0 |-10| 10}| v € 12redtr.
3 71-1115]111| 1 v
4 N|-10115] 0130] O v Inters. 13/32 restr.
5 1161912110 v € Frestr.
6 510]15115] 0 4 V értice esp.sol.adm.
7 6]0]14]12]1 v € exo Xa
8 101 0J10] 0|5 4 V értice esp.sol.adm.
9 |l203| 5 [03] o [203 v P y—"
10« || 517,51 0] 0175 v \ értice esp.sol.adm.
11 J]2]19]0]|6]6 v € 12restr.
12 |0 J10] 0]10] 5 4 V értice esp.sol.adm.
13 ||0] 8] 4]14] 3 v € éxo Xp
14 |JO0] 5]10]20| 0 v V értice esp.sol .adm.
15 312]13117]10 v € Fredtr.
16 | 515]5]5]1]5 v e Int. esp.sol.adm.
17 | 71317]13]5 4 € Int. esp.sol.adm.

Nota (*) : Destacou-se o ponto n° 10 correspondente a soluc&o optima do problema.



Relembremo-nos que o problema em anélise tem 3 restricdes e 5 variaveis
(na forma standard).  Assim, uma solugdo para ser basica deverd ser
constituida por duas variaveis ndo basicas (isto €, nulas).

Uma primeira constatagdo pode ser feita: todas as solu¢des basicas
admissiveis sio vértices do espaco de solucdes admissiveis ! Podemos
observar que o ponto n° 4 ¢ um vértice do espago de solugdes
(admissiveis, ou ndo) e ¢ uma solucdo basica ndo admissivel; se
determinarmos o vértice do espago de solugdes resultante da interseccao
da 2% com a 3" restricdo poderemos concluir estar perante uma outra
solu¢do basica ndo admissivel - em geral, todas as solucdes basicas sao
vértices do espaco de solucdes!

Observemos que os pontos pertencentes ao interior do espaco de
solucdes admissiveis ndo tém variaveis nulas. Os pontos pertencentes
a uma aresta ( mas nio a um vértice ! ) apresentam apenas uma
variavel nula - a variavel de folga correspondente a restricdo que origina
a aresta, ou a variavel correspondente ao eixo que origina a aresta. Os
pontos correspondentes aos vértices tém duas variaveis nulas - a(s)
variavel(eis) de folga correspondente(s) a(s) restrigdo(des) e/ou a(s)
variavel(eis) correspondente(s) ao(s) eixo(s) que originam o vértice.

Consideremos agora uma pequena variante do problema apresentado:

MAX F=5XA + 10XB

sujeito a:

1XA +2XB <£20
3XA +2XB < 30
1XA +1XB = 5
1XA +1XB <125
XA .XB 2 0.
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E f&cil passar-se a forma standard:

MAX F=5XA + 10XB+ OF1+ 0F2+ 0F3+ 0F4

sujeito a:
1XA +2XB+ 1F1+0F2+ 0F3+ 0F4 = 20
3XA +2XB+O0F1+1F2+ 0F3+ 0F4 = 30
1XA +1XB+0F1+0F2 -1F3+ 0F4 = 5
1XA +1XB+0F1+ 0F2+ 0F3+ 1F4 = 12,5

XA,XB,F1,F2,F3,F4 20

Esbocemos a resolucédo grafica do problema:

5 10 15 20 XA

A solucdo éptima do problema corresponde a aresta definida pel os pontos
(5,7,5)e(0;10), como vaor 6ptimo da funcdo objectivo igual a 100.

Aproveitemos afigura anterior (em que se sombreou 0 espaco de solugdes
admissiveis) para observar os pontos, correspondentes a solugdes, que se
indica no quadro seguinte e classifica|os adequadamente:



Ponto Variaveis E solucio
n’ |IXAIXB|F1|F2|F3]|F4]|| s.b.a. | s.nb.a. | s.b.n.a. |s.n.b.n.a. Obs.
1 71-1115111] 1165 v
2 ||-101 151 0|30 0 |75 v Inters. 1332 restr.
3 -116]11119] 0175 v € Frestr.
4 5101]15]15] 07,5 v V értice esp.sol.adm.
5 610]14]112] 1165 v € eixo Xp
6 101 0|10 0| 5125 v V értice esp.sol.adm.
7 203] 5 [103] o [203]5/6 v c Jaresir.
8* || 517,51 0] 0 |7,5] 0 ||V Degen! \/értice esp.sol.adm.
9* 219|10|6]|6]15 4 e 12restr.
10* )| 0 J10]) 0 |10]| 5|25 v \/ értice esp.sol.adm.
11 018]41]14] 3145 v € eixo Xg
12 |10 5]10]20] 0|75 4 V értice esp.sol.adm.
13 1312 |13]17]1 0175 v € 3redtr.
14 N5]15]15]5]15125 v e Int. esp.sol.adm.
15 | 713]17]3]5]25 4 e Int. esp.sol .adm.

Nota (*) : Os pontos n° 8, 9 e 10 sdo algumas das solucBes Optimas do problema.

Este problematem 4 restricdes e 6 variaveis (naforma standard). Assim,
uma solugdo para ser basica devera ser constituida por duas variaveis nao
basicas (isto €, nulas).

Como anteriormente, pode constatar-se que todas as solu¢oes basicas sao
vértices do espaco de solucdes .

Neste problema podemos observar duas particul aridades:

e Estase perante uma situacdo de multiplicidade de solugdes
Optimas (de que os pontosn®8,9e 10 sdo alguns exemplos).
Os pontos n° 8 e 10 representam solugbes basicas, isto §€
correspondem a vértices do espaco de solucbes admissiveis.
O ponto n° 9 representa uma solucdo ndo basica, isto € ndo
corresponde a um veértice do espaco de solucbes admissiveis.
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e Das cinco solugdes basicas admissiveis indicadas no
quadro, uma delas (a correspondente ao ponto n° &) ¢
degenerada. Com efeito, relativamente a essa solucdo tém-se trés
variaveis nulas... Ora, referiu-se anteriormente que, neste problema,
"uma solu¢io para ser basica devera ser constituida por duas
variaveis nao basicas (isto é, nulas)".

Havera aqui alguma contradi¢do ? Nao, apenas a necessidade
de precisar um pouco melhor este conceito: num problema de
Programagdo Linear com m restricdes ¢ n variaveis (na forma
standard), se uma solucdo tiver exactamente (n-m) variaveis
nulas, estaremos perante uma solucdo basica ndo degenerada; se,
pelo contrario, o nimero de varidaveis nulas exceder (n-m),
estaremos perante uma solu¢iio basica degenerada.

Normalmente um vértice ¢ definido pela interseccdo de duas
restricdes. Quando um vértice € definido pela interseccdo de mais de
duas restrigdes, estar-se-a perante uma solucao basica degenerada - no
exemplo, o vértice correspondente ao ponto n° 8 ¢ definido pela
interseccao de trés restrigdes... isto ¢, "uma a mais", pelo que
teremos uma variavel nula "a mais"... [ Podemos imaginar que este
vértice corresponde a "sobreposi¢do de trés vértices"; dai que a situagdo de

degenerescéncia possa trazer algumas dificuldades aos algoritmos "normais"... |

Precisemos, entdo, a caracterizacdo da nocao ''solucao basica': num
problema de Programacio Linear com m restri¢des e n variaveis (na
forma standard), uma solucdo é basica se tiver, pelo_menos, (n-m)
varidveis nulas. Se o numero de varidveis nulas for exactamente igual a
(n-m) estaremos perante uma solucio basica nao degenerada; se, pelo
contrario, o numero de variaveis nulas exceder (n-m), estaremos perante
uma solugao basica degenerada.

Recordemo-nos dos aspectos mais importantes da resolucdo de um
problema de Programacgdo linear com duas varidveis, pelo "Método
Grafico": depois de representado o espago de solucdes admissiveis ¢
importante representar uma recta pertencente a familia de rectas paralelas
associada a funcdo objectivo; de seguida identificamos o sentido de



movimento dessa recta correspondente ao aumento (num problema de
maximizacao) do valor da fungdo objectivo; finalmente, desloca-se a recta
no sentido desejado até que, pela ultima vez, ela toque o espaco de
solucdes admissiveis - nessa altura, estd identificada a solucao optima do
problema.

Ja se referiu que se um problema de Programagdo Linear admitir uma
unica solugdo Optima, ela é obrigatoriamente um vértice do espago de
solugdes admissiveis.  Numa situacdo de multiplicidade de solugdes
Optimas, sabe-se que, pelo menos, uma das solu¢des Optimas € um vértice
do espago de solugcdes admissiveis.

Referiu-se agora que todo o vértice do espago de solucdes admissiveis €
uma solugdo basica.

Assim, resulta clara a importancia das solucdes basicas na pesquisa da
solugdo Optima de um problema de Programacdo Linear. Um algoritmo
para resolver um problema deste tipo devera analisar as solu¢des basicas
admissiveis para encontrar a(s) solugao(des) optima(s).

Um algoritmo muito rudimentar consistiria em enumerar todas as
solucdes basicas admissiveis, determinar (para cada uma delas) o valor
correspondente da funcdo objectivo e, finalmente seleccionar a(s)
solucao(des) que optimizam o valor da funcao objectivo...

Uma pergunta pertinente surge de imediato: Quantas solu¢des basicas
admissiveis tem um problema de Programacio Linear ? Para responder
a esta questdo lembremo-nos que numa solugao basica hé tantas varidveis
basicas (normalmente ndo nulas) quantas as restricdes.  Assim, num
problema de Programacao Linear com m restri¢cdes e n variaveis (na
forma standard) [ n > m |, uma solucio é basica se tiver m variaveis
basicas e (n-m) variaveis ndo basicas. SO que nem toda a solucdo
basica ¢ admissivel...  Assim, poderemos, apenas, indicar um limite
superior para o numero de solucdes basicas admissiveis de um
problema de Programacio Linear com m restri¢cdes e n variaveis (na
forma standard) : C?py=n!/(m!.(m-m)!).

Tomemos, como exemplo, a variante do problema 1 que apresentamos
anteriormente - um problema de Programagdo Linear com 4 restrigoes € 6
variaveis (na forma standard). Para este ( muito pequeno ! ) problema,
esse limite superior viria igual a 15. Na realidade, o espago de solugdes
admissiveis tem apenas 5 vértices (ainda que um deles corresponda a uma
s.b.a.degenerada) !
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Num problema (ainda considerado pequeno) com 10 restricdes e 15
variaveis, o limite superior do nimero de solugdes basicas admissiveis
subiria ja a 3003 ... Como facilmente se compreende, a enumeragdo de
solucdes basicas ndo ¢ uma via razoavel para se pesquisar a solucdo
optima de um problema de Programacao Linear ... Torna-se necessario
encontrar um algoritmo "mais inteligente"...

Antes de pensarmos num algoritmo para a resolucdo de problemas de
Programacgdo Linear, convém realcar que todas as consideracdes feitas a
partir da andlise de um problema resoluvel pelo Método Gréfico sdo
validas em problemas com um nimero mais elevado de variaveis.

Alis, recordando-nos de algumas nogdes da Algebra Linear e Geometria
Analitica, poderemos constatar muito facilmente que cada restricdo de
um problema de Programacio Linear representa um hiperplano.

Por outro lado, ¢ facil mostrar que um hiperplano é um conjunto
convexo. Sabendo que a interseccio de conjuntos convexos é ainda um
conjunto convexo, torna-se imediata a conclusdo: o espaco de solucdes
admissiveis de um problema de Programac¢ao Linear ¢ um conjunto
convexo ! (E, dado o caracter linear das restrigdes, ndo se trata de um
qualquer conjunto convexo, mas sim de um politopo convexo.)

Uma solu¢do admissivel de um problema de Programacdo Linear ¢ um
ponto desse politopo convexo; uma solu¢do basica admissivel é um
vértice desse politopo convexo.

A funcdo objectivo de um problema de Programacio Linear
representa também um hiperplano.

Prova-se que 0 maximo / minimo de uma fung¢do linear sobre um
politopo convexo corresponde a, pelo menos, um vértice do politopo.

Os resultados anteriores podem ser sintetizados no Teorema
Fundamental da Programacio Linear:



Dado um problema de Programacao Linear, na forma

Maximizar F=c¢1 X1 +¢2X2+c¢3 X3 +...+¢cpXp
sujeito a:

a1 X1 +a12X2+a13X3+..+tajpn Xp = by

a21 X1+a22X2+a23X3+..+taanXp = b2

am1X1+am2X2 + am3X3 +..+amnXn = bm

X1, X2, X3,..., Xp=20

se existe uma solucao admissivel, entdo existe uma soluciao basica admissivel, e
se existe uma solucdo Optima admissivel, entido existe uma solucdo basica
optima admissivel.

Podemos, assim, justificar as referéncias feitas a importincia das
solugdes basicas na pesquisa da solucdo éptima de um problema de
Programacdo Linear. Apresentaremos em seguida um algoritmo para
resolver problemas de Programacéo Linear, que, de um "modo inteligente”
analisa as solucles basicas admissiveis para encontrar a(s) solucdo(6es)
Optima(s) do problema.
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1.5 Introducio ao Algoritmo Simplex Primal

Consideremos o seguinte problema de Programacao Linear:

Maximizar F=4X+3Y
sujeito a:

-1 X+1Y<3

4 X+1Y<8
X,Y=>0

Na figura seguinte representa-se as restricoes € os quatro vértices do
espaco de solugdes admissiveis correspondente a este problema.

xV

Relativamente a este problema ¢ facil enumerar os vértices do espaco de
solucdes admissiveis, calcular o respectivo valor da fung¢do objectivo e,
seleccionar a solucdo Optima, isto €, o vértice correspondente ao maior
valor da func¢do objectivo - o que faremos no quadro seguinte:



Vértice

n° X Y F=4 X+3Y Obs.

1 0 0 0 sol.ndo Optima
2 2 0 8 sol.ndo Optima
3 1 4 16 Solugdo optima
4 0 3 9 sol.ndo optima

Assim, ¢ facil indicar a solug¢dao optima deste problema: X*=1;Y*=4,a

que corresponde F* = 16.

No entanto, como ja se referiu, normalmente ¢ incomportavel estar a
enumerar os vértices do espago de solu¢des admissiveis de um problema
de Programa¢do Linear (com n varidveis e m restricdes), pelo que ¢
necessario utilizar um algoritmo mais eficiente.

Seguidamente, faremos uma introducio ao Algoritmo Simplex Primal
(na versao destinada a Maximizacao de uma fungdo objectivo), indicando
e comentando os passos a seguir para a resolucdo do exercicio

apresentado.

-1°- Re-escrever o problema na forma standard

sujeito a:
-1 X+1Y +1F1 +0 2
4X+1Y+0F1 +1 F2
X,Y,F1,F22>20

Maximizar F=4X+3Y+0 F1 + 0 F
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- 2°-  Arbitrar uma solucéo basicainicial

Relativamente ao problema em analise (com 2 restri¢des e 4 variaveis, na
forma standard), uma solucdo basica ¢ constituida por 2 varidveis basicas
[recorda-se que o numero de variaveis basicas ¢ igual ao numero de
restricdes] e 2 (2 =4 - 2 ) varidveis ndo bésicas (isto ¢, nulas).

= Regra usual: Sempre que possivel, toma-se as
variaveis de folga como variaveis basicas iniciais.

[ De notar que tal s6 € possivel quando todas as restrigdes sao do tipo < ! ]

Assim, ter-se-a:

s.b.a. inicial: ( X=0;Y=0; F1=3; F2=8 ),comF=0

- 3°- Verificacao da optimalidade da solugdo em analise

Pretendemos responder a pergunta: Serd que a solucdo em andlise ja €
Optima ?

Para tal, é necessario

= re-escrever a funcio objectivo apenas em funcio das
variaveis nfo basicas.

Normalmente, isto é, durante a aplicacdo do algoritmo, nesta altura a
fungdo objectivo ndo estd escrita apenas em fungdo das varidveis ndo
basicas, pelo que € preciso fazé-lo. No entanto, dado que acabamos de
tomar como variaveis basicas as variaveis de folga (e como essas variaveis



tém coeficiente nulo na funcdo objectivo), a fun¢do objectivo ja estd
escrita apenas em funcao das varidveis nao basicas:

F=4.X+3.Y+0.F1+0.F2+0

coeficientes das variaveis valor da fungao
nao bésicas objectivo

A pergunta "Sera que a solucio em analise ja é optima ?" ¢ equivalente
a uma outra: "Valera a pena incrementar alguma das variaveis nao
basicas ?". A resposta ¢ muito facil de dar depois de se ter a funcdo
objectivo expressa apenas em funcdo das varidveis ndo basicas, originando
0

& Critério de optimalidade:

Quando a funcio objectivo se encontra expressa
apenas em func¢io das variaveis nao basicas e algum
desses coeficientes for positivo, a solucio em analise
nao é optima, isto ¢, ainda sera possivel incrementar o
valor da funcdo objectivo (bastando, para tal,
incrementar uma varidvel ndo basica com coeficiente

positivo).

Conclusdo: a s.b.a. em analise ( X=0;Y=0; F1=3; F2=8 )ndo¢
Optima ja que qualquer incremento nas variaveis X e Y se traduzird num
incremento (que se deseja) na fung¢do objectivo.

Dado que o Algoritmo Simplex Primal, em cada iteracio, so permite a
entrada de uma nova variavel para a base | base é o conjunto das
variaveis basicas | (com a consequente saida de uma variavel que
estava na base), correspondendo ao salto de um vértice do espaco de
solucdes admissiveis para outro, surge uma nova preocupacio ...
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-4°- Seleccdo da variavel que entra na base

Presentemente a variavel X vale 0 e a fungao objectivo vale 0 (F =4 X +
3Y+0F1 +0F2+ 0). Se se incrementar a variavel X de AX =1
unidade, a fun¢dao objectivo vem incrementada de AF = 4 AX = 4
unidades.  Se se incrementar a variavel Y de AY = 1 unidade, a fung¢do
objectivo vem incrementada de AF = 3 AY = 3 unidades. Deve notar-se
que se trata de incrementos da fun¢do objectivo devidos a incrementos
unitarios das variaveis.. ~ Um maior "incremento unitdrio" ndo esta
forcosamente associado a um maior "incremento total"...

De acordo com o Algoritmo Simplex Primal,
& Critério de selec¢do da variavel que entra na base:

Deve ser escolhida a variavel (até ai nao
basica) cujo incremento unitirio se traduz no maior
aumento da func¢io objectivo, isto é, deve ser escolhida a
variavel que, na funcio objectivo (escrita apenas em
funcio das varidaveis ndo basicas) tenha o maior
valor positivo como coeficiente.

Assim, selecciona-se a variavel X para entrar na base. Teremos, agora,
que pensar na

- 5°-  Seleccdo da variavel que sai da base

Para determinarmos a varidvel que deve deixar a base, deveremos tentar
responder a uma outra questdo: Qual o incremento maximo que a
variavel seleccionada para entrar na base pode tomar ?



A s.b.a. ainda em analise ¢ ( X=0;Y=0; F1=3; F2=8 ),
correspondendo a base ( F1 =3 ; F2 =8 ). Na proxima iteracdo, a
variavel X vai ser incrementada, entrando na base. Uma das variaveis
que actualmente estdo na base tera de a deixar. A variavel Y, actualmente
fora da base, continuara fora da base, isto é, continuar-se-a ater Y = 0.

Analisemos agora as restrigdes do problema:

-1 X+1Y+1F1 +0F =3 -1 X+1 Fqp =3
> Y=0->
4 X+1Y+0F1 +1F2 =8 4X +1F2=38

Observemos, com atencdo, a 1* restricdo escrita apenas em fungdo da
unica variavel basica que lhe estd associada (F1) e da variavel X que
pretendemos incrementar: -1.X+1.F1=3 . Se incrementarmos a
variavel X de uma unidade, a variavel F1 sofre um incremento de uma
unidade (passando de 3 para 4). Genericamente, se incrementarmos de A
X a variavel X, a variavel F]1 vem também incrementada de AX. Tal
ocorre porque -1 . X+1.F1=3< F1=(3+1.X)/1,isto ¢, o sinal
negativo do coeficiente de X na primeira restrigdo expressa apenas em
funcdo da unica variavel basica que lhe estd associada (F1) e da variavel X
que pretendemos incrementar (-1 . X + 1. F1 = 3) mostra que a primeira
restricio nao limita o aumento da variavel X, o que alids se pode
observar na figura seguinte:
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A solugdo em analise corresponde ao vértice 1 e pretende-se incrementar a
variavel X, mantendo nula a variavel Y, isto €, pretendemos deslocar-nos
ao longo do eixo X, para a direita. Como se vé, essa deslocagdo nao ¢
limitada pela 1? restrigao.

Observemos agora, com aten¢do, a 2* restricdo escrita apenas em funcao
da unica variavel basica que lhe esta associada (F2) e da variavel X que
pretendemos incrementar: 4. X +1.F2 = 8 . Se incrementarmos a
variavel X de uma unidade, a variavel F2 sofre um decremento de quatro
unidades. Assim, ao aumentarmos o valor da variavel X, ¢ preciso ter-se
em atencao que a variavel F2 diminui a medida que X aumenta e que
niao pode tomar valores negativos !  Assim, o maior valor que X pode
tomar estara associado ao menor valor possivel de F2 , isto ¢ F2 =0 :

4.X+1.F2=8 = 4. Xmax+t1.0=8 & Xmax =8/4=2

Conclusio: a segunda restricio limita o aumento da variavel X ao
maximo de 2 unidades, o que se pode observar na figura seguinte:

A deslocacdo ao longo do eixo X, para a direita ¢ limitada pela 2%
restri¢ao, correspondendo ao valor Xmax =2 .

Acabamos de descobrir que X entrard na base com o valor 2, devendo F2
sair da base !

Generalizando os conceitos apresentados, poderemos enunciar o



& Critério de seleccio da variavel que sai na base:

Considere-se as restricboes do  problema de
Programacao Linear, na sua apresentacio
matricial A X =Db, cada uma delas escrita apenas
em funcio da unica varidvel basica que lhe esta
associada e da(s) variavel(eis) nao basicas.

Seja Xk a variavel que se pretende incrementar.

O incremento maximo de Xk sera dado por

Max Xk=min ( bj / ajk ) i=1,2,...,m para ajgx >0 (¥).
i

Se o incremento maximo de Xk for obtido pelo
quociente relativo a r-ésima restricao, isto é, se

Max Xk =min ( bj / ajk )= by / ark s
i
a variavel basica correspondente a r-ésima restricio
devera deixar a base, cedendo o seu lugar (mas nio
necessariamente o seu valor) a variavel Xk que entra
para a base.

Nota(*): Se ajx <0, ai-ésima restricio niio limita 0 aumento da

variavel X .

Retomemos o problema em analise: sabemos que agora X =2, Y =0¢
F2 = 0. Para se determinar o valor da variavel F] na nova base, basta
recorrermos a 1% restricdlo - X +Y + F1 =3 ¢ substituirmos X por 2,
obtendo-se F1 = 5. O valor da fung¢ao objectivo obtém-se facilmente:
F =4X+3Y =4.2+3.0 = 8.
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Assim, anovas.b.a.é: (X=2;Y=0; F1=5; F2=0),com F=8

Antes de iniciarmos a segunda iteragdo, realcemos um aspecto para o qual
se chamara ja a vossa atencdo: o critério de selec¢do da variavel que entra
na base selecciona a varidvel correspondente ao maior "incremento
unitario" da funcdo objectivo e, um maior "incremento unitario" ndo esta
for¢osamente associado a um maior "incremento total"...

Se observarmos a representagdo grafica do espago de solugdes admissiveis
deste problema, poderemos constatar que o Algoritmo Simplex Primal fez-
-nos saltar do vértice 1 correspondente a origem do referencial, para o
vértice2 (X =2;Y =0)aque corresponde o valor F=4 .2 +3.0=28.
Tal ocorreu porque o incremento unitario da fun¢@o objectivo associado a
variavel X era de 4 unidades e o incremento unitario da fungao objectivo
associado a variavel Y era de "apenas" 3 unidades (pelo que se
seleccionou a variavel X para entrar na base).

O que aconteceria se tivéssemos saltado do vértice 1, ndo para o vértice 2,
mas para o outro vértice adjacente, 0 4 ( X=0;Y =3)? A funcdo
objectivo teria passadode O para F = 4.0+3 .3 =9. Ora cé estd um
caso em que se se tivesse feito entrar para a base a varidvel Y
correspondente a um menor incremento unitario ( 3 ), em vez da variavel



X (4), a fungdo objectivo teria tido um maior incremento total !  Entdo
porque é que o Algoritmo Simplex Primal nao selecciona para entrar
na base a variavel que provoca um maior incremento total na funcio
objectivo (em vez do maior incremento unitario) ? Resposta: por
uma questdo de simplicidade! E muito mais simples implementar
informaticamente o critério de selec¢do da varidvel a entrar para a base
adoptado pelo Algoritmo Simplex Primal do que o critério alternativo que
se referiu... E para além de mais simples ¢ seguramente mais rapido em
cada iteragdo... mas pode conduzir a um maior numero de iteragdes...
embora se obtenha uma eficiéncia global superior.

Comecemos agora a 2" iteragio !

Como se referiu, anovas.b.a.é: ( X=2;Y=0; F1=5; F2=0),
com F =8 . Torna-se pertinente a pergunta: Sera que € éptima ? [Claro
que nos ja sabemos, por simples andlise da representacdo grafica, que a resposta é
negativa... Mas a pergunta ¢ pertinente nesta fase da resolugdo de um qualquer problema
de Programacdo Linear ! ]

Esta questdo leva-nos, de novo ao terceiro passo do Algoritmo Simplex
Primal, j& apresentado

- 3° [2%Iter.] - Verificagdo da optimalidade da solugcdo em
analise

Recordemo-nos que € necessario

& re-escrever a funcio objectivo apenas em funcio das
variaveis nfio basicas.

Neste momento, a fun¢do objectivo deve ser re-escrita apenas em fungao
das variaveis Y e F).

Recordemo-nosque F = 4 X + 3 Y + 0 F1 + 0 F2 + Oequea
segunda restricio ¢ 4 X+1 Y+1 F2 = 8. Poderemos re-escrever
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esta restrigdio X =-1/4 Y -1/4 F2 + 2 ¢ fazer a correspondente
substitui¢do na fun¢ao objectivo: F=4 (-1/4Y-14 Fy + 2)
+3Y+0F1 +0F + 0, obtendo-se, assim,

F=0X+2Y+0F -1F+8.

coeficientes das variaveis valor da fungdo
nao basicas objectivo

Recordando-nos do
& Critério de optimalidade:

Quando a funcio objectivo se encontra expressa
apenas em func¢ido das varidveis ndo basicas e algum desses
coeficientes for positivo, a solucio em analise nao é optima, isto
¢, ainda sera possivel incrementar o valor da fung¢do objectivo
(bastando, para tal, incrementar  uma variavel ndo basica com
coeficiente positivo),

poderemos concluir que a s.b.a. em andlise (X=2; Y =0; F1 =5; F2 =0)
ndo € optima ja que qualquer incremento na variavel Y se traduzird num
incremento (que se deseja) na funcdo objectivo, pelo que poderemos
avangar para

- 4°[2°Iter.] - Seleccdo da variavel que entra na base

De acordo com o
& Critério de selec¢do da variavel que entra na base:

Deve ser escolhida a variavel (até ai nao
basica) cujo incremento unitirio se traduz no maior
aumento da func¢io objectivo, isto é, deve ser escolhida a
variavel que, na funcdo objectivo (escrita apenas em



funcio das variaveis ndo basicas) tenha o maior
valor positivo como coeficiente,

ndo temos qualquer divida: a varidvel Y deve entrar para a base.
Teremos, agora, que pensar na

- 5% [2*Iter.] - Seleccdo da variavel que sai da base

Recordemos as restrigdes do problema:
-1 X+1Y+1F1 =3
4 X+1Y+1F2 =8

Da segunda restri¢ao, tem-se X =-1/4 Y - 1/4 F2 + 2, que se pode
substituir na primeira restricdo: -1(-1/4 Y-1/4 F+2)+1 Y+1 F1
= 3 , obtendo-se, entdo

0 X+54Y+1F1+1/4F2 =5 54 Y+1F1 =5
->F =0
4X+1Y+0F1+ 1 F2=38 4X+1Y =8

Poderemos, agora, determinar o maior incremento possivel para Y:

Ymax = min(5/5/4 ; 8/1) = 5/5/4 =4 = F1 deve sair da base,
ouseja, Y =4;F1=0;F2=0. Substituindo na segunda restricao,
obtém-se X = 1. O valor correspondente da funcdo objectivo obtém-se
facilmente: F=4. X+3.Y=4.1+3.4=16.

Assim,anovasb.a.é: ( X=1;Y=4; F1=0; F2=0 ), com
F=16.
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Na figura seguinte, podemos observar o "percurso grafico" seguido pelo
Algoritmo Simplex Primal: inicia-se com a s.b.a. correspondente ao
vértice 1 (0 ; 0 ) com F = 0, salta para o vértice 2 ( 2 ; 0 ) a que
corresponde F = 8 e agora saltou para o vértice 3 (1 ; 4 ) a que
corresponde F = 16:

Estar-se-4 perante a solucdo Optima do problema ?  Ainda que ja
saibamos previamente a resposta a esta questdo, vamos ver como € que o
Algoritmo Simplex Primal nos d4 a resposta.

Comecemos entao a 3" iteracio !

- 3° [3%Iter.] - Verificacdo da optimalidade da solucdo em
analise




Recordemo-nos que ¢ necessario

& re-escrever a funcio objectivo apenas em funcio das
variaveis nio basicas.

Neste momento, a fungdo objectivo deve ser re-escrita apenas em fungao
das variaveis F1 e F2. Comecemos por manipular algebricamente as

restrigoes:

3 1X-1Y-1F1=-3 [1]

1 X+1Y+1Fq

8 4X+1Y+1F2=8 [2]

4X+1Y+1F

—+

5X-1F1+1F =35

& X=1+1/5 F1-1/5 F2 [3]

De[1]e[3]obtém-se Y=4-4/5 F1-1/5 F2 [4]

Recordemo-nos que F = 4. X + 3.Y + 0.F1 + 0.F2 + 0. Se
nesta expressdo substituirmos X e Y, respectivamente, pelos segundos
membros das igualdades [ 3 ] e [ 4 ], obteremos F =4(1 + 1/5 F1 - 1/5
F2)+3(4-4/5.F1-1/5.F2)+0.F1+0.F2+0, ouseja,

F=0.X+0.Y -85.F1 -7/5.F2 + 16.

coeficientes das variaveis valor da funcao
nao basicas objectivo
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Recordando-nos do

& Critério de optimalidade:

Quando a funcio objectivo se encontra expressa
apenas em funcio das variaveis nao basicas e algum
desses coeficientes for positivo, a solucio em analise
nao é optima,

poderemos concluir que a s.b.a. em andlise ( X=1;Y=4; F1=0;
F2 =0 ) a que corresponde F = 16 ja é optima, isto ¢

A soluciio optima do problema é:

(X*=1;Y*=4; F1*=0; F2*=0 ), comF*=16.

Poderemos agora recordar os passos a seguir na resolugdo de um problema
de Programacado Linear com o Algoritmo Simplex Primal, que se acabou
de introduzir:

78



-10-

- 0.

Re-escrever o problema na forma standard
& Introduzir variaveis de folga.
Arbitrar uma solucéo basicainicial
= Regra usual: Sempre que possivel, toma-se as variaveis de
folga como variaveis basicas iniciais.
REPETIR
- 3°- Verificagdo da optimalidade da solucdo em analise
& re-escrever a fungdo objectivo apenas em funcdo das varidveis ndo
basicas.
& Critério de optimalidade:

Quando a fun¢@o objectivo se encontra expressa apenas em
fungdo das varidveis ndo basicas e algum desses coeficientes for positivo, a
solucdo em andlise ndo ¢ 6ptima.

- 4°-  Seleccdo da variavel que entra na base
& Critério de selec¢do da varidvel que entra na base:

Deve ser escolhida a variavel (até ai ndo bdsica) cujo
incremento unitdrio se traduz no maior aumento da fun¢do objectivo, isto &,
deve ser escolhida a varidvel que, na fungdo objectivo (escrita apenas em
funcdo das variaveis ndo basicas) tenha o maior valor positivo como
coeficiente.

-5°-  Seleccdo da variave que sai da base
& Critério de seleccao da variavel que sai da base:

Considere-se as  restri¢des do problema de
Programacgdo Linear, na sua apresentagdo matricial A .X =b, cada uma
delas escrita apenas em funcdo da unica varidvel basica que lhe estd
associada e da(s) variavel(eis) ndo basicas.

Seja Xk a variavel que se pretende incrementar.

O incremento maximo de Xk serd dado por

Max Xk =min ( b; / ajk ) 1=1,2,..,m para ajk >0 (¥).
i

Se o incremento méaximo de Xk for obtido pelo quociente
relativo a r-ésima restri¢ao, isto &, se

Max X =min ( bj / ajk )= br / ark ,
i
a variavel basica correspondente a r-ésima restricdo devera deixar a base,
cedendo o seu lugar (mas ndo necessariamente o seu valor) a variavel Xk que
entra para a base.

Nota (*): Se ajk < 0, a i-ésima restricdo nao limita o
aumento da variavel X .
ATE SE ATINGIR A SOLUCAO OPTIMA
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1.6 O Algoritmo Simplex Primal

Consideremos o problema de Programacgdo Linear ja apresentado na
"Introdugdo ao Algoritmo Simplex Primal":

Comecemos por re-escrever o problema na forma standard:

Re-escrevamos F=4X+3Y+0 F1+0 F2
na forma equivalente F-4X-3Y+0F1 +0 F2=0.

Poderemos, entdo, apresentar o problema na forma seguinte:

© Universidade Aberta



Max F
sujeito a:

1X+1Y+1F +0Fy =3

Il
=]

4 X+1Y +0F1 +1 F»
F-4 X-3Y+0F1 +0F =0
X,Y,F1,F220,

ou na representacao tabular equivalente:

X Y Fq F2 T.L

-1 1 1 0 3

4 1 0 1 8
F -4 -3 0 0 0

O quadro anterior diz-se um "Quadro do SIMPLEX" pois apresenta as

seguintes caracteristicas:

. E possivel identificar uma variavel basica associada a
Uma variavel pode considerar-se basica associada a
uma restricdo se o seu coeficiente na linha que representa essa
restricdo no Quadro do Simplex (QS) for unitario, sendo nulos todos
os demais coeficientes dessa variavel nas restantes linhas do QS

cada restricao.

(incluindo a linha que representa a funcio objectivo). E

habitual

utilizar-se a "coluna exterior esquerda" para identificar as variaveis
basicas; relativamente a este problema ter-se-ia:

X Y F1 F2 T.I.
F1 -1 1 1 0 3
F2 4 1 0 1 8
F -4 -3 0 0 0
. Num QS a funcio objectivo esta sempre representada

apenas em funcao das variaveis ndo basicas. Assim, o coeficiente
das varidveis basicas na linha que representa a funcdo objectivo, ¢
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sempre nulo (como alids decorria da primeira caracteristica
apresentada anteriormente).

De realcar que se apresentara o Algoritmo Simplex Primal
para resolver problemas de maximizacdo ( Max F =c¢] X1+ ¢2 X2
+ +..+cpn Xp )eque, nos QS a funcdo objectivo serd escrita na
forma F-c¢1 X1-¢2 X2 -...-¢cn Xpn = 0.

. No Algoritmo Simplex Primal, um Quadro do Simplex
corresponde sempre a uma solucio basica admissivel, isto é, a um
vértice do espaco de solugdes admissiveis.

. Os termos independentes ( T.I. ), indicados na "coluna
exterior direita", correspondem aos valores assumidos pelas
variaveis basicas e pela funcio objectivo, relativas a s.b.a. a que
corresponde o QS. Assim, a leitura do QS apresentado permite
concluir-se estarmos perante a base ( F1 = 3 ; Fp =8 ) a que
corresponde o valor da fun¢do objectivo F = 0. Como X ¢ Y ndo
pertencem a base, conclui-se que X =Y = 0.

O Algoritmo Simplex Primal baseia-se nos principios apresentados na
"Introdugdo ao Algoritmo Simplex Primal" e na utilizagdo dos "Quadros
do Simplex" que condensam a informag¢ao relevante de um modo mais
eficiente. Os calculos aparentemente fastidiosos apresentados na
"Introdug¢do ao Algoritmo Simplex Primal" serdo feitos de um modo
expedito gragas a utilizacdo dos QS.

Assim, um primeiro passo para a resolucio de um problema de
Programacao Linear consiste na elaboracio de um primeiro '""Quadro
do Simplex" correspondente a uma s.b.a. inicial.

& Desde ja se chama a atencdo para o facto da representagao
tabular inicial de um problema de Programacdo Linear ndo ser

obrigatoriamente um "Quadro do Simplex" ! ... Com efeito, basta que
uma restricdo seja do tipo > para que a representacdo tabular inicial do
problema nao seja um "Quadro do Simplex" ! Voltaremos posterior-

mente a esta questao...



Relativamente ao problema em andlise o primeiro "Quadro do Simplex" ¢

o0 seguinte:
X Y F1 F2 T.I.
F1 -1 1 1 0 3
F2 1 0 1 8
F -4 -3 0 0 0

Recordemo-nos de algumas nogdes apresentadas na "Introdugdo ao
Algoritmo Simplex Primal": Depois de se ter arbitrado uma s.b.a. inicial, a
primeira preocupacao consistia em verificar a optimalidade da solucio
em analise. O critério de optimalidade enunciava: Quando a func¢éo
objectivo se encontra expressa apenas em funcio das variaveis nao
basicas e algum desses coeficientes for positivo, a solucio em analise
nao é optima.

Dado que na apresentagdo tabular utilizada no Algoritmo Simplex Primal
a funcdo objectivo Max F = ¢1 X1+ ¢2 X2 +..+cp Xpé escrita
na forma F-e¢1 X1- ¢2 X2 -...-¢p Xp = 0, poderemos apresentar o

& Critério de optimalidade do Algoritmo Simplex Primal:

Quando num "Quadro do Simplex" se pode observar,
pelo menos, um coeficiente negativo na linha correspondente a
funcio objectivo, a solu¢do em analise ndo é optima.

X Y F1 Fp | T.L

F1 -1 1 1 0 3

| ] 4 1 0 1 8

F -4 -3 0 0 0
) T

Por simples inspec¢ao do "Quadro do Simplex" apresentado acima, poder-
se-a concluir que a correspondente s.b.a. X=0;Y=0;F1=3;F2=8)
nao é optima.

E, também, muito facil indicar o

& Critério do Algoritmo Simplex Primal para seleccio da
variavel que entra na base:

Deve ser incrementada a variavel com o coeficiente
mais negativo na linha correspondente a funcio objectivo.
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Assim, por simples inspec¢do do "Quadro do Simplex" apresentado acima,
poder-se-a4 concluir que a variavel X deve ser incrementada (ja que o
seu coeficiente na linha correspondente a funcdo objectivo € o mais
negativo: -4 ), o que se pode assinalar do modo seguinte:

X Y Fi___F | TL

F1 -1 1 1 0 3

F2 4 1 0 1 8

F -4 3 0 0 0
0

Qual o incremento maximo a dar a varidvel X ? E qual das variaveis F1
ou F2 deve deixar a base ? Para responder a estas questdes deveremos
recordar-nos do

& Critério do Algoritmo Simplex Primal para seleccio da
variavel que sai da base:

Considere-se as restri¢coes do problema de Programacao
Linear, na sua apresentacio matricial A . X =b, cada uma
delas escrita apenas em funcio da unica variavel basica
que lhe esta associada e da(s) variavel(eis) nao basicas.

Seja Xk a variavel que se pretende incrementar.

O incremento maximo de Xk sera dado por

Max Xk =min ( bj / ajk ) i=1,2,..,m para ajk >0 (*).
i

Se o incremento maximo de Xk for obtido pelo
quociente relativo a r-ésima restricio, isto é, se

Max Xk =min ( bj / ajk )= by / ark s
i
variavel basica correspondente a r-ésima restricio devera
deixar a base, cedendo o seu lugar (mas nio necessariamente o
seu valor) a variavel Xk que entra para a base.



Nota(*): Se ajx <0, ai-ésima restricio nao limita o aumento
da variavel Xk .

Assim, deveremos comegar por calcular os incrementos Aj = bj/ajk
para todas as restricdesi=1,2, ..., m desde que ajk > 0. O novo valor
de Xk serd igual aA = min ( Aj ). Aproveitando o "Quadro do Simplex"
poderemos acrescentar uma "coluna exterior a direita":

X Y F1 F2 T.I. Aj
F1 -1 (%) 1 1 0 3 — ™
F2 4 1 0 1 8 8/4 <«
F -4 -3 0 0 0 A=2

T

Nota(*): a11 <0, pelo que a 1* restricao nao limita o aumento da variavel
X.

Como o minimo dos valores de Aj corresponde a segunda restricao
(segunda linha do "Quadro do Simplex", assinalou-se a direita essa linha
com <« , indicando ser nesta restricdo que se vai proceder a troca de
variaveis na base. Assim, entra para a base a variavel X e sai da base a
variavel F2 (que era a varidvel basica "associada a segunda restricao").
F1 manter-se-a a variavel bésica "associada a primeira restri¢ao".

Podemos desde ja indicar a base correspondente ao proximo "Quadro do
Simplex": ( F1, X)) e proceder ao seu "preenchimento prévio":

Y F1 F2 T.1.

S|
[S=Y
o |= |4
oleo -
[\

O "preenchimento prévio" efectuado corresponde apenas a indicacdo da
nova base e do valor que a variavel que acaba de entrar na base vai tomar
(X tomara o valor 2, que foi o valor de A determinado no Quadro
anterior).

& Para preenchermos o resto do Quadro deveremos comegar por
escrever e destacar a "Linha-Pivot", isto ¢ a linha correspondente a
restri¢do onde se operou a troca de variaveis na base.
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Para se obter a "Linha-Pivot" deve dividir-se os coeficientes da
correspondente linha do Quadro anterior pelo coeficiente (nessa linha) da
variavel que acaba de entrar para a base. Assim, obtém-se o coeficiente
unitario dessa variavel nessa linha.

X Y F1 F2 T.I.
4 1 0 1 8
F
Dividindo por 4
©
X Y F1 F2 T.I
1 1/4 0 1/4 2
F

Completemos o Quadro com os elementos do "preenchimento prévio" e
destaquemos a "Coluna-Pivot" correspondente a variavel que acabou de
entrar na base. Sera a partir da "Coluna-Pivot" e da "Linha-Pivot" que se
fara o preenchimento do resto do Quadro.

X Y F1 F2 T.1.
F1 0 1
X 1 1/4 0 1/4 4
F 0 0

Para obtermos uma linha do novo Quadro "multiplicaremos" a "Linha-
Pivot" do novo Quadro pelo simétrico do coeficiente do Quadro anterior
correspondente a variavel que entrou para a base e "soma-se" a linha
correspondente do Quadro anterior.  ( E complicado de se enunciar... mas,
muito simples de fazer ! )

Comecemos pela primeira linha:

Quadro | x Y F1 F2 | T.L
Anterior F1 | -1 1 1 o | 3

Simétrico do coeficiente do Quadro anterior correspondente a variavel que
entrou para a base =- (-1)=+1



(+1)x] 1 1/4 0 14 | 2

+ | -1 1 1 o | 3
Nova
Linha 0 5/4 1 1/4 5
%
X Y F1 FZ T.1.
F1 0 5/4 1 1/4 5
X 1 1/4 0 1/4 2
F 0 0

Passemos a terceira linha:

Quadro | x Y F1 F2 | T.L
Anterior F | -4 -3 0 0o | o

Simétrico do coeficiente do Quadro anterior correspondente a variavel que
entrou para a base =- (-4)=+4

(+4)x] 1 1/4 0 V4 | 2

| -4 -3 0 o | o

Nova
Linha 0 -2 0 1 8

£
X Y Fi F2 T.I.

F1 0 5/4 1 1/4 5
X 1 1/4 0 1/4 2
F 0 2 0 1 8

E jaestd! O segundo "Quadro do Simplex" ! Olhando para a ultima
linha constatamos nao se tratar ainda da solugdo 6ptima:
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X Y F1 F2 T.L

F1 0 5/4 1 1/4 5

X 1 1/4 0 1/4 2

F 0 2 0 1 8
1

A variavel Y deve entrar para a base.  Determinemos agora qual a
variavel que deve sair da base:

X Y F1 F2 T.LL Aj
F1 0 5/4 1 1/4 5 5/(5/4) <«
X 1 1/4 0 1/4 2 2/(1/4)
F 0 -2 0 1 8 A=4
T

Conclusdo: F1 deve deixar a base, cedendo o seu lugar a variavel Y.
Avancemos agora mais rapidamente para o terceiro "Quadro do Simplex":

"Preenchimento prévio":

X Y F1 F2 T.L.
Y 0 1 4
X 1 0
F 0 0
"Linha-Pivot":
X Y F1 F2 T.I
0 5/4 1 1/4 5
F

Dividir a primeira linha por 5/4%,

0 1 45  1/5 4




X Y F1 2 | T
Y 0 1 45  1/5 4
X 1 0
F 0 0
Segunda linha:
Quadro | x Y F1 F2 | T.L
Anterior [ 1 1/4 0 1/4 | 2

Simétrico do coeficiente do Quadro anterior correspondente a variavel que
entrou para a base =-( 1/4)

-w4Hx| o 1 45 15 | 4
+ | 1 1/4 0 14 | 2
Nova
Linha 1 0 -1/5 1/5 1
S
X Y F1 F2 T.L
Y 0 1 4/5 1/5 4
X 1 0 -1/5  1/5 1
F 0 0
Passemos a terceira linha:
Quadro | x Y F1 F2 | T.L
Anterior F | 0 -2 0 1 | 8

Simétrico do coeficiente do Quadro anterior correspondente a variavel que
entrou para a base =- (-2) =+ 2



(+2)x] 0 1 4/5 15 | 4

| o 2 0 1 | 8
Nova
Linha 0 0 8/5 7/5 16
®
X Y F1 F2 T.1.
Y 0 1 4/5 1/5
X 1 0 -1/5 1/5 1
F 0 0 8/5 7/5 16
Ejaesta! O terceiro "Quadro do Simplex" ! Olhando para a ultima
linha constatamos tratar-se (finalmente..) da solu¢do Optima ! (Os

coeficientes das varidveis ndo bdasicas na linha correspondente a funcao
objectivo sdo positivos).

Ou seja, tal como ja haviamos determinado graficamente,

X*=1;Y*=4;F1*=0;F2*=0 ; F*=16.

Poderemos, agora, recordar de modo mais condensado a resolugdo do
problema

Maximizar F=4X+3Y
sujeito a:

-1 X+1Y<3

4 X+1Y<8

X,Y2>0




pelo Algoritmo Simplex Primal:

X Y F1 F2|T.L Aj Quadro
F1 -1 1 1 0 3 — Inicial
F2 4 1 0 1 8 8/4 «
F -4 -3 0 0 0 =2 X=0;Y=0
0 F=0
X Y F1 F2|TIL Aj
F1 0 54 1 1/4| 5 |5/(5/4) <« 1%Iteracao
X 1 14 0 1/4]| 2 |2/(1/4)
F 0O -2 0 1 8 | A=4 X=2;Y=0
T F=8
X Y F1 F2|TL 2? Iteracio
Y 0 1 4/5 1/5
X 1 0 -1/5 1/5] 1 X*=1; Y*=4
F 0 0 85 7/5] 16 F*=16
Sol. Optima

Resolvamos agora um novo problema de Programacao Linear utilizando o

Algoritmo Simplex Primal:

Maximizar
sujeito a:

1 X+3Y

1 X+1Y

2 X+1Y

X,Y2>0

F=2X+3Y

IA

12
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X Y F1 Fp F3|T.L Aj Quadro
F1 1 3 1 0 0 12 12/3 « Inicial
| ) 1 1 0 1 0 6 6/1
F3 2 1 0 0 1 10 10/1 X=0;Y=0
F -2 3 0 0 0 0 | A=4 F=0

T

X Y F1 Fp F3|T.L Aj
Y 173 1 13 0 0 4 |4/(1/3) 1* Iteracao
Fa2 230 -1/3 1 0 2 |2/(2/3) <«
F3 530 -1/3 0 1 6 | 6/(5/3) X=0;Y=4
F -1 0 1 0 0 12 | A=3 F=12

T

X Y Fi1 F F3|T.L 2? Iteracao
Y 0 1 12 -12 0 3
X 1 0 -172 32 0 3 X*=3;Y*=3
F3 0 0 12 -52 1 1 F*=15
F 0 0 172 32 0 15 Sol. éptima

Na resolugdo do problema anterior, o Quadro do Simplex inicial
corresponde (em termos graficos) a origem do referencial, isto €, ( X, Y )
=(0,0)comF =0. O Quadro correspondente a primeira iteracao
refere-se a solugdo ( X , Y )=(0, 4 ) com F = 12. O Quadro
correspondente a segunda iteragao refere-se a solu¢do optima ( X* , Y* ) =
(3,3)comF*=15.

Fagamos uma ligeira alteracdo no problema anterior, alterando a funcao
objectivo:



Maximizar

sujeito a:

2 X+1Y
X,Y=20

1 X+3YKX<
1 X+1Y<

F=3X+3Y

X Y F2 F3 Aj Quadro
F1 1 3 1 0 12/1 Inicial
F2 1 1 0 1 0 6/1
F3 2 1 0 0 1 102 « X=0;Y=0
F -3 3 0 0 0 A=5 F=0
)

Nota: Em caso de "empate", optaremos pela variavel "empatada" que primeiro aparecer

na "lista de variaveis".

X Y F1 F2 F3 I Aj

F1 0 52 121 7 | 7/(5/2) 1* Iteracao

F2 0 12 0 121 1 [ 1/(172) <«

X 1 12 0 12| 5 |5/(1/2) X=5Y=0

F 0 -32 O 32115 | A=2 F=15

T
X Y F3 2? Iteracao
F1 0 0 2
Y 0 1 -1 X*=4;Y*=
2

X 1 0 1 F*=18
F 0 0 0 Sol. 6ptima

Observemos com aten¢do o Quadro do Simplex anterior. Trata-se de um
Quadro correspondente a uma solugdo optima, ( X* , Y*)=(4,2), ja
a funcdo objectivo ndo ha coeficientes
negativos.  No entanto, uma observa¢do mais cuidadosa permite-nos
constatar que o coeficiente da varidvel ndo basica F3 nessa linha ndo ¢

que na linha que representa
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negativo, mas também ndo ¢é estritamente positivo ! Ora se esse
coeficiente ndo fosse igual a zero, mas apenas "ligeiramente" negativo,
diriamos ndo estar perante a solucdo Optima e incrementariamos a variavel
F3. Experimentemos incrementar essa variavel, fazendo-a entrar para a
base...

X Y F1 F» F3|T.L Aj 2? Iteracao
F1 0 0 1 S5002 2 2/2  «
Y 0 1 0 2 -1 2 — X*=4;Y*=

2
X 1 0 0 -1 1 4 4/1 F*=18
F 0 0 0 3 0 18 1 A=1 Sol. 6ptima
T

X Y Fi1 F2 F3|T.IL 3" Iteracao
F3 0 0 12 52 1 1 <«
Y 0 1 12 -12 0 3 X*=3; Y*=3
X 1 0 -12 32 0 3 F*=18
F 0 0 '(]{ 3 0 | 18 Sol. éptima

O novo Quadro corresponde a uma nova solugdo basica optima ! [ E claro
que o valor da fungdo objectivo permanece inalteravel, pois ja era o valor 6ptimo F* = 18
]. A nova solugdo basica admissivel optima ¢ ( X*, Y*)=(3,3).

Observemos com cuidado a linha que representa a fungdo objectivo. a
semelhanca do que j& haviamos notado, o coeficiente da varidavel ndo
basica F1 nessa linha ¢ nulo. Ora se esse coeficiente ndo fosse igual a
zero, mas apenas "ligeiramente" negativo, diriamos ndo estar perante a
solucdo Optima e incrementariamos a variavel F1. Se experimentarmos
incrementar essa variavel, fazendo-a entrar para a base...

X Y F1 Fp F3|T.L Aj 3 Iteracao
F3 0 0 12 -52 1 1 |1/(12) «
Y 0 1 12 -12 0 3 |3/(172) X*=3; Y*=3
X 1 0o -12 32 0 3 — F*=18
F 0 0 0 3 0 I8 | A=2 Sol. 6ptima
T



Conclusdo: Deve entrar para a base a variavel F1 (correspondendo a
primeira linha do novo Quadro) em substitui¢ao da variavel F3 . Mas
essa ¢ exactamente a solucdo basica admissivel correspondente ao Quadro
respeitante a segunda iteracao ! Ou seja, o "2° Quadro" remete-nos para
0 "3° Quadro" e vice-versa !

Poderemos assim concluir que se na linha que representa a func¢ao
objectivo num Quadro do Simplex nio houver coeficientes negativos,
mas se um coeficiente correspondente a uma variavel niao basica for
nulo, entdo estaremos perante uma situacio de multiplicidade de
solucdes Optimas !

Relativamente ao problema em analise, o Algoritmo Simplex Primal
indica-nos que sdo Optimas as duas solugdes basicas admissiveis
correspondentesa ( X, Y )=(4,2)e (X,Y)=(3,3),sendo ainda
Optimas todas as solugdes resultantes da combinagdo linear convexa
dessas duas solucoes basicas admissiveis, isto €

(X*,Y*)=A.(4,2)+(1-2).(3,3) 5 Ae[0,1].

Em termos gréficos, ter-se-ia:

Ym

Recordemos a sequéncia dos Quadros do Simplex correspondentes a
resolucdo deste problema:

X Y F1 F» F3|T.L Aj Quadro

F1 |1 3 1 o0 of12] 1211 Inicial
F2l1 1 o 1 o]e6] en
F3 |2 1 0 o0 1 ]|10] 102 « X=0;Y=0

F -3 -3 0 0 0 0 | A=5 F=0
T 1 Ver a Nota da pagina seguinte
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Nota: Em caso de "empate", optaremos pela variavel "empatada" que primeiro aparecer

na "lista de variaveis".

X Y F1 F» F3|T.IL Aj
F1 0 52 1 0 -122| 7 |7/5/2) 1? Iteracao
F2 0 12 0 1 121 1 | 1/(2) «
X 1 12 0 0 1/2] 5 |5/(1/2) X=5Y=0
F 0 -32 O 0 32|15)]| A=2 F=15

T

X Y F1 F» F3|T.L Aj 2% Iteracao
F1 0 0 1 52 2 2/2 «
Y 0 1 0 2 -1 2 — X*=4;Y*=

2
X 1 0 0 -1 1 4 4/1 F*=18
F 0 0 0 3 0 181 A=1 Sol. 6ptima
T

X Y F1 Fp F3|T.L Aj 3 Iteracao
F3 0 0 12 52 1 1 | 1/(12) «
Y 0 1 12 -12 0 3 |3/(172) X*=3; Y*=3
X 1 0 -12 32 0 3 — F*=15
F 0 0 0 3 0 | 18] A=2 Sol. éptima

T

(X*,Y*)=A.(4,2)+(1-2).(3,3) 5 Ae[0,1].

Consideremos agora o seguinte problema de Programacao Linear:

Maximizar F=-2X+4Y
sujeito a:
-4 X+2Y £1
-1 X+2Y £ 6
X,Y=>0




X Y F1 F2|TI Aj Quadro
F1 -4 2 1 0 1 1/2  « Inicial
F2 -1 2 0 1 6/2 X=0;Y=0
F 2 4 0 0 0 |[A=112 F=0
T
X Y F1 F|T.I Aj 1% Iteracao

Y 2 1 12 0 |12 —
F2 3 0 -1 1 5 5/3 « X=03;Y=

1/2
F -6 0 2 0 2 |A=5/3 F=2
T
X Y F1 F|TI Aj 2? Tteracao
Y 0 1 -1/6 2/3 |23/6] —
X 1 0 -1/3 1/3|5/3 — X*=5/3;Y*
=23/6
F 0 0 0 2 121 A=? F*=12
) Sol. optima
nao unica !

Observemos o que se passou na resolucao deste problema: inicialmente
analisou-se a origem do referencial ( X , Y )=(0,0 ) com F =0,
constatando-se ndo se tratar da solu¢ao optima. Com a entrada de Y para
a base, passou-se, entdo, para ( X,Y )=(0, 1/2) com F = 2, que ainda
ndo corresponde a solucdo Optima. De seguida, entrou X para a base,
passando-se a ( X, Y ) =(5/3,23/6 ) com F = 12, tendo-se verificado
tratar-se de uma solugcdo Optima.  No entanto, a existéncia de um
coeficiente nulo correspondente a uma variavel ndo basica na linha da
funcdo objectivo indica-nos uma situacdo de multiplicidade de solugdes
Optimas.

Para determinar a outra solugdo basica admissivel 6ptima incrementamos
a variavel F1 . No entanto, quando se vai investigar qual a variavel da
base ( X ou Y ) que sai da base para dar lugar a F1 constata-se que
nenhuma dessas varidveis ( X ou Y ) limita o aumento da varidvel F1 , isto
¢, pode-se aumentar F1 tanto quanto se pretender, sem qualquer restricao
relativamente a X ou Y !
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Conclusao: Estamos perante uma situacio de multiplicidade de
solucdes Optimas, mas com apenas uma solucio basica admissivel
optima !

Sabemos, assim, que ( X* , Y* )= (5/3,23/6 ) com F* = 12. Sabemos
ainda que de entre as variaveis ndo basicas do tltimo Quadro do Simplex (
F1 e F2 ) a variavel F1 deveria ser incrementada ( isto é, F1* >0 ) e,
consequentemente, F2 continua fora da base ( ou seja, Fp*=0).

Como F1*>0 ¢€equivalentea -4.X*+2.Y*<1 ecomo Fp*=0
se pode escrever na forma -1.X*+2.Y* =6, a conjun¢ao destas duas
condi¢des ¢ equivalente a Y* =3 + (1/2) . X*

F1#>0 (-4 X*+2 Y*<1 (-4 X*+2(3+(12) X*)<1
= fyg
Fae=0 |-1 X*+2 Y*=6 |Y*=3+(1/2) X*
X* > 5/3
=

Y# =3+ (1/2)X*

Assim, as solu¢des Optimas deste problema sdo os pares ordenados
( X*, Y*) que verificam simultaneamente as duas condigoes X* > 5/3 e
Y*=3+(1/2) . X*. Se X* =5/3, entdo Y* = 23/6 (trata-se da unica
solucdo basica admissivel Optima deste problema); se X* > 5/3 , entdo
Y* =3 + (1/2) . X* (tratando-se de uma solug¢do ndo basica admissivel e
optima). De notar que, como ¢ obvio, todas as solugdes Optimas estdo
associadas ao mesmo valor da fungdo objectivo, F* = 12.

& Aproveite para resolver este problema recorrendo ao Método
Grafico. Podera, assim, observar um problema com um espaco de
solucoes admissiveis ilimitado e com um nimero ilimitado de solucoes
optimas (sendo apenas uma dela basica).

& Altere adequadamente a funcio objectivo de modo a que o
novo problema admita apenas uma tnica solu¢io 6ptima (que, sendo
unica, sera obrigatoriamente basica).



Terminaremos a apresentacdo do Algoritmo Simplex Primal com a
resolugcdo de uma variante do anterior problema de Programagao Linear:

Maximizar F= 2X+3Y

sujeito a:

-4 X+2Y <
-1X+2Y £ 6
X,Y2>0
X Y F1 R |TL Aj Quadro
F1 -4 2 1 0 1 1/2 <« Inicial
F2 -1 2 0 1 6 6/2 X=0;Y=0
F -2 -3 0 0 0 |[A=112 F=0
T
X Y F1 F2|T. Aj 1% Iteracao
Y -2 1 12 0 |12 —
F2 300 -1 1| 5]5/3 « X=0;Y=12
F -8 0 32 0 |32|A=5/3 F=3/2
T
X Y F1 F2|TIL Aj 2? Iteracao
Y 0 1 —-1/6 2/3 |23/6] —
X 1 0 -1/3 13 |5/3 — X*=5/3;Y*=23/6
F 0 0 —7/6 83 |89/6] A=2? F* =89/6
) Sol. nao
optima

Observemos o que se passou na resolucao deste problema: inicialmente
analisou-se a origem do referencial ( X , Y )=(0,0 ) com F =0,
constatando-se ndo se tratar da solu¢ao optima. Com a entrada de Y para
a base, passou-se, entdo, para ( X, Y )=(0, 1/2) com F = 3/2, que ainda

ndo corresponde a solu¢ao Optima.

De seguida, entrou X para a base,
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passando-sea( X ,Y ) = (5/3, 23/6 ) com F = 89/6, tendo-se verificado
gue ainda ndo se tratava de uma solucdo Optima.  Quando vamos
investigar qual a variavel que devera sair da base para ceder 0 seu lugar a
F1, constatamos que nem X nem Y limitam o aumentodeF1! Ou sga, a
solucdo deste problema é indeterminada, j& que a fungdo objectivo podera
aumentar de valor indefinidamente !

& Conclusdo: Estamos perante um espago de solucdes admissiveis
ilimitado e sem uma solucdo 6ptima do problema determinada, ja que
a funciio objectivo podera aumentar de valor indefinidamente ! (O
que podera constatar facilmente através da resolucéo gréfica).

1.7 Técnica da Base Artificial

Consideremos o problema 1 apresentado na formulag&o de problemas:
MAX F=7 XA + 10 XB
sujeito a:
20
30

1 XA + 2 XB

IA

IA

3 XA +2XB
1 XA +1XB
XA ,XB 20

v
W

Para se resolver este problema teremos que o escrever na "forma
standard"”, o que se faz com aintroducdo de variaveis de folga:

MAX F= 7 XA + 10 XB

sujeito a:

1 XA +2XB +F1 =20
3 XA +2XB +F3 = 30
1 XA +1XB -F3 =5

XA ,XB, F1, F2, F3 20



Representemos tabularmente este problema:

XA XB F1 F2 F3 T.I.
1 2 1 0 0 20
3 2 0 1 0 30
1 1 0 0 -1 5
F -7 -10 0 0 0 0

Observando com atencdo o quadro anterior, constatamos ser possivel
identificar duas variaveis basicas - uma associada a primeirarestricdo ( Fq
) e uma associada a segundarestricdo ( F2 ):

XA XB F1 | ] F3 T.I.

F1 1 2 1 0 0 20
F2 3 2 0 1 0 30
? 1 1 0 0 -1 5
F -7 -10 0 0 0 0

No entanto, ndo é facil identificar uma varidvel basica associada a terceira
restricdo - com efeito, embora XA e XB tenham coeficientes unitarios na
3 linha, os coeficientes nas outras linhas sdo ndo nulos; por outro lado, os
coeficientes de F3 sd0 nulos em todas as linhas exceptuando a 32, mas ai
o coeficiente éigual a-1.

Parece ser fécil transformar o coeficiente de F3 na 32 linha em +1, para
introduzir F3 na base: bastaria "dividir a 32 linha" por -1. No entanto,
este expediente levaria a que F3 aparecesse na base com o valor -5 ... o
gue ndo € admissivel !

Assim, gostariamos de poder introduzir uma variavel ficticia nao
negativa (chamemos-lhe o) que nos resolvesse o problema da adopcao
de uma base inicial, isto &, que tivesse coeficiente unitério na 32 linha e
coeficiente nulo nas restantes (incluindo a linha da fungéo objectivo), ou

sga
MAX F= 7 XA + 10 XB

sujeito a:

1 XA +2XB +F1 =20

3 XA +2XB +F = 30

1 XA +1 XB -F3 + o =5

XA ,XB, F1, F2, F3, 0 20
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Representemos tabularmente 0 nosso problema:

XA XB F1 F2 F3 o T.LL
F1 1 2 1 0 0 0 20
F2 3 2 0 1 0 0 30
a 1 1 0 0 -1 1 5
F -7 -10 0 0 0 0 0

Convém, no entanto, recordarmo-nos que este ja ndo € 0 Nosso problema
original; trata-se de um "problema artificial”, resultante daintroducdo da
variavel a — variavel artificial — que ndo existia no problema original.
Se pudermos garantir que o valor éptimo de o seja nulo, iSto €, a* =0,
teremos entiao a certeza de que o "problema artificial" coincide com o
problema original.

Como se pode garantir que o valor 6ptimo de a se anule ?

Para responder a esta questdo dispomos de dois métodos: 0 Método das
Penalidades ( "Big M Method" ) e 0 Método das Duas Fases.

Comecemos pelo Método das Penalidades: este método traduz-se na
forte penalizacdo da funcéo objectivo se a(s) variavel(eis) artificial(ais)
pertencer(em) a base Optima. Assim, se 0 nosso objectivo origina €
MAX F= 7 XA + 10 XB uma penalizacdo do objectivo obtém-se pela
diminuicdo do valor de F se a(s) variavel(eis) artificial(ais) pertencer(em)
a base, isto €, poderemos alterar o objectivo para MAX A= 7
XA + 10 XB - M o, sendo M uma constante positiva muito elevada
relativamente aos demais coeficientes intervenientes na funcéo objectivo.
Assim, se a* = 0, a funcdo objectivo origina ndo sofrerd qualquer
penalizacdo; pelo contrério, se o - varidvel ndo negativa - for ndo nula
(mesmo que tome um valor muito pequeno), M . o terd um valor muito
elevado (ja que M é uma constante positiva muito elevada relativamente
aos demais coeficientes intervenientes na fungdo objectivo), traduzindo-se
numa forte penalizagéo da funcdo objectivo por o pertencer a base optima.
Como se pretende maximizar a funcéo objectivo, é natural que se venha a
obter a* = 0, isto € que se regresse ao problema original.

Consideremos, entdo, o problema artificial correspondente ao problema
original dado:



MAX A=7 XA +10 XB-M a,

com M representando uma constante positiva de valor “muito elevado”

sujeito a:

1.XA +2.XB +F1 =20
3.XA +2.XB +F2 = 30
1.XA +1.XB -F3 + a =5

XA ,XB , F1, F2, F3, a2 0

Representemos tabularmente o NOSSO problema:

XA XB F1 F2 F3 o T.I.
F1 1 2 1 0 0 0 20
F2 3 2 0 1 0 0 30
1 1 0 0 -1 1 5
A -7 -10 0 0 0 M 0

Comecemos por notar que, para que o quadro anterior seja um Quadro do
Simplex ¢ necessario poder associar uma variavel basica também a 3%
linha. A introducdo da variavel artificial o visava assegurar essa variavel
basica. No entanto, para que o se possa considerar uma variavel basica
associada a 3% linha ¢ necessario que o seu coeficiente nessa linha seja
unitario, sendo nulos os seus coeficientes nas restantes linhas (incluindo a
linha da fungdo objectivo). Assim, € necessario anular o coeficiente de o
na linha da fun¢ao objectivo, o que se consegue "multiplicando a 3* linha"
por -M e "somando-a" 4 linha da funcdo objectivo.

Obtém-se, assim,

XA XB F1 F2 F3 o T.LL
F1 1 2 1 0 0 0 20
F2 3 2 0 1 0 0 30
a 1 1 0 0 -1 1 5
A |-7M -1-M 0 0 M 0 |-5M

Estamos agora perante um Quadro do Simplex. Recordando-nos que M ¢
uma constante positiva muito elevada, poderemos constatar que os
coeficientes das varidveis XA ¢ XB na linha da funcdo objectivo sdo
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negativos, sendo o coeficiente de XB o mais negativo, pelo que, seguindo
o Algoritmo Simplex, devera ser XB a variavel a entrar para a base.

XA XB F1 F2 F3 o T.I Aj
F1 1 2 1 0 0 0 20 20/2
F2 3 2 0 1 0 30 30/2
a 1 1 0 0 -1 1 5 51 «
A -7-M -10-M 0 0 M 0 |-SM| A=5
T
XA XB F1 F2 F3 o T.LL
F1 -1 0 1 0 2 -2 10
F2 1 0 0 1 2 -2 20
XB 1 1 0 0 -1 1 5
A 3 0 0 0 -10 10+M| 50
F=d

De notar que, em apenas uma iteracdo, a Unica varidvel artificial do
problema, a, deixou a base, pelo que se regressou ao "problema original”.
Dai que, de agora em diante, se torna desnecessario representar a coluna
se tivéssemos, por exemplo,

relativa a varidvel artificial.

[ Atencao:

duas varidveis artificiais, s6 depois dessas duas varidveis sairem da base,
se poderia ignorar as duas colunas correspondentes; ou seja, apos a saida
da base da primeira varidvel artificial, continuar-se-ia a considerar as duas
colunas correspondentes as duas varidveis artificiais ! ]

XA XB F1 F2 F3 | T.L Aj
F1 -1 0 1 0 2 10 102 «
F2 1 0 0 1 2 20 20/2
XB 1 1 0 0 -1 5 —
F 3 0 0 0 -10 | 50 | A=5
T
XA XB F1 F2 F3 | T.L Aj
F3 -1/2 0 1/2 0 1 5 —
F2 2 0 -1 1 0 10 1012 «
XB 1/2 1 1/2 0 0 10 [10/(1/2)
F -2 0 5 0 0 100 | A=5
T



XA XB F1 F2 F3 | T.I.

F3 0 0 1/4 1/4 1 15/2
XA 1 0 -12 172 0 5

XB 0 1 3/4  -1/4 0 15/2

F 0 0 4 1 0 110

Ou seja, atingiu-se a solucdo optima: (XA*=5; XB*=15/2); F*=5.

Aproveitemos o mesmo problema para apresentar o Método das Duas
Fases, que também pode ser utilizado para anular as varidveis artificiais.

Recordemos o nosso problema apos a introducao da variavel artificial o :

MAX F=7 XA + 10 XB

sujeito a:

1 XA +2XB +tF1 =20

3 XA +2XB +F2 = 30

1 XA +1XB -F3 + o =5

XA ,XB, F1,F2,F3,a=20

No Método das Duas Fases comecamos por, numa 1* fase, resolver o
"problema artificial" que resulta da Minimizacio do somatoério das
variaveis artificiais sujeita as restricdes do problema original (ja apds a
introducdo das variaveis artificiais). Assim, se o problema tiver solucdes
admissiveis, o final da 1? fase, corresponderd ao valor minimo da funcao
objectivo, A* =0.

Relativamente ao problema que estamos a resolver ter-se-ia:

MIN A=«
sujeito a:
1.XA +2.XB +F1 =20
3.XA +2.XB +F) = 30
1.XA +1.XB -F3 + a =5

XA ,XB, F1,F2,F3,a=20
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Como MIN A= a ¢éequivalentea MAXB= -a, ter-se-da
seguinte representagao tabular deste "problema artificial":

XA XB F1 F2 F3 o T.LL
F1 1 2 1 0 0 0 20
F2 3 2 0 1 0 30
1 1 0 0 -1 1 5
B 0 0 0 0 0 +1 0

Para estarmos perante um Quadro do Simplex deveremos anular o
coeficiente +1 da varidvel o na linha da fungdo objectivo, o que se
consegue facilmente ("multiplicando" a 3* linha por -1 e "somando" a
linha da fung¢ao objectivo:

XA XB F1 F2 F3 o T.L
F1 1 2 1 0 0 0 20
F2 3 2 0 1 0 0 30
a 1 1 0 0 -1 1 5
B -1 -1 0 0 1 0 -5

Os coeficientes negativos das varidveis XA e XPB indicam a ndo
optimalidade da solu¢do em analise (ou seja, € possivel aumentar B, ou, o
que ¢ o mesmo, diminuir o valor da A, como se desejava).
Seleccionemos a varidvel X A para entrar para a base:

XA XB F1 F2 F3 o T.I. Aj
F1 1 2 1 0 0 0 20 20/1
F2 3 2 0 1 0 0 30 30/3
[0 1 1 0 0 -1 1 5 5/1 <«
B -1 -1 0 0 1 0 -5 1 A=5
T

Ou seja, logo na primeira iteragdo, a variavel o deixa a base, pelo que
temos a certeza que se atingira em seguida a solucao 6ptima do "problema
artificial". Com efeito, o objectivo ¢ minimizar a soma das varidveis
artificiais, o que neste caso, se traduz na minimizacao de a ; ora como o ¢



uma variavel ndo negativa o seu valor minimo ¢ zero, valor que se obtera
de seguida uma vez que o deixa a base.

XA XB F1 F2 F3 o T.I.
F1 0 1 1 0 1 -1 15
F2 0 -1 0 1 0 15
XA 1 1 0 0 -1 1 5
B 0 0 0 0 0 1 0

Tal como se previra, a saida de o da base correspondeu, neste problema, a
solucao optima do "problema artificial" que se pretendia resolver na 1*
fase.

Iniciemos agora a 2* fase: comecemos por ignorar a coluna relativa a o
(num problema com mais do que uma variavel artificial, inicia-se a 2* fase
ignorando todas as colunas correspondentes as variaveis artificiais); de
seguida, introduzamos, no ultimo Quadro do Simplex da 1 fase, o
objectivo do "problema original" e facamos as alteracdes necessarias na
linha da fungdo objectivo para que o quadro continue a ser um Quadro do
Simplex, isto ¢, verifiquemos que sdo nulos os coeficientes das
variaveis basicas na linha da funcido objectivo (e, se necessario,
procedamos a sua anulagio).

XA XB F1 F2 F3 | T.L. Aj
F1 0 1 1 0 1 15 15/1
F2 0 -1 0 1 15 15/3 <«
XA 1 1 0 0 -1 5 —
F -7 -10 0 0 0 0 A=5
F 0 -3 0 0 -7 35
T
XA XB F1 F2 F3 | T.I. Aj
F1 0 4/3 1 -1/3 0 10 110/(4/3) <«
F3 0 -1/3 0 1/3 1 5 —
XA 1 2/3 0 1/3 0 10 [10/(2/3)
F 0 -16/3 0 7/3 0 70 |A=15/2
T
XA XB K1 2 F3 | T.L
XB 0 1 3/4  -1/4 0 15/2
F3 0 0 1/4  1/4 1 1572
XA 1 0 -12 172 0 5
F 0 0 4 1 0 110
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Ou seja, atingiu-se a solugdo optima: (XA =5; XB*=15/2); F*=5.
E interessante observar que o Quadro do Simplex final acabado de obter é
equivalente ao Quadro do Simplex final obtido com a resolugdo pelo
M¢étodo das Penalidades (apenas a ordem pela qual as variaveis aparecem
na base estd trocada, mas os correspondentes coeficientes sdo - como teria
que ser - iguais !).

A Técnica da Base Artificial permite-nos resolver problemas de
Programacgdo Linear para os quais a origem do referencial ndo ¢ uma
solug¢do admissivel (o que acontece por existir uma restri¢ao do tipo >).

A introducdo de varidveis artificiais altera o problema original e sé se
retorna ao problema original quando se consegue anular todas as variaveis
artificiais. Assim, quando estamos perante um problema de Programacao
Linear normal e estivermos a utilizar o Método das Duas Fases,
finalizaremos a primeira fase com a anulagdo de todas as variaveis
artificiais e, consequentemente, da fung¢do objectivo nessa primeira fase (a
soma de todas as varidveis artificiais). Em geral, nenhuma variavel
artificial estard na base 6ptima da primeira fase !

E o que acontece se uma (ou mais) variavel artificial estiver na base
optima da primeira fase ? Pode acontecer uma de duas coisas: a
variavel artificial ou ¢ nula (solugdo basica degenerada), ou € estritamente
positiva. Se a varidvel artificial ¢ ndo nula, entdo o problema original é
impossivel, isto ¢, ndo admite solugdes admissiveis.  Se a varidvel
artificial for bésica e nula e se na correspondente linha do Quadro do
Simplex existir algum coeficiente nao nulo associado a uma variavel nao
artificial, entdo € possivel mudar a variavel basica, nessa linha do quadro,
tendo-se entdo uma solucio basica admissivel inicial degenerada do
problema original (solu¢do ndo necessariamente Optima, mas a partir da
qual poderemos prosseguir pelo Algoritmo Simplex Primal a segunda
fase). Se a varidvel artificial for basica e nula e se na correspondente
linha do Quadro do Simplex ndo existir algum coeficiente nao nulo
associado a uma variavel ndo artificial, entdo ndo ¢ possivel mudar a
variavel basica, nessa linha do quadro — estaremos perante uma restricio
redundante do problema original: ignora-se essa linha do Quadro,
prosseguindo-se com o Algoritmo Simplex Primal.




1.8 Conclusao

A Programacdo Linear tem um papel fulcral no ambito da
Programagdo Matematica e, de um modo mais geral, uma grande
importancia na Investigagdo Operacional. No entanto, a abordagem feita
devera ser considerada como uma primeira abordagem a Programacao
Linear. Tentou-se que essa abordagem fosse equilibrada e que
apresentasse uma sequéncia que facilitasse a progressdo de quem pela
primeira vez contacta com este tema.

A abordagem da 'Formulagdo de Problemas de Programacgao
Linear' poderd constituir uma introducdo ao topico mais geral da
'Formulagdo de Problemas em Investigagdo Operacional'. Um
complemento interessante deste topico ¢ o da 'Utilizagdo de Variaveis
Binarias na Formula¢do de Problemas de Programag¢ao Matematica', que
ultrapassa o ambito desta disciplina.

Dado que do programa desta disciplina fazem parte outros
dominios da Investigagdo Operacional, a abordagem da Programacao
Linear levada a cabo, nao incluiu topicos como a Dualidade, a Analise de
Sensibilidade/P6s-Optimalidade, o Algoritmo Simplex Revisto, o
Algoritmo Simplex Dual, a Programacao Linear Paramétrica, o Problema
dos Transportes ou o Problema da Afectagdo.  Estes topicos, a par da
'Utilizagdo de Variaveis Binarias na Formulacdo de Problemas de
Programagdo Matematica' e da 'Resolu¢do de Problemas de Programacao
Linear Inteira com o Algoritmo 'Branch and Bound' poderdo levar os
leitores mais interessados a consulta da Bibliografia.
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1.9 Exercicios Propostos

-1-

Cinco povoagdes A, B, C, E e F sdo abastecidas de agua pelo mesmo
sistema de abastecimento. Tal sistema consiste num Centro Distribuidor
D e pelas canalizagdes esquematizadas na Figura abaixo. O Centro
Distribuidor pode abastecer directamente as povoagdes A, C e F.

C 250 m.

220m. F /
D 210m
\
200 m.
190m. E

B 180 m.

O Centro Distribuidor D estd situado a 210 m. de altitude. As povoagdes
A, B, C, E e F estao situadas, respectivamente, a 200 m., 180 m., 250 m.,
190 m. ¢ 220 m. de altitude.

O abastecimento de C e F implica a utilizagdo de bombas hidraulicas, pelo
que corresponde a custos respectivamente iguais a 800 e 600 u.m./u.v.
(unidade monetéria por unidade de volume).

O abastecimento de A, B ¢ E, ¢é feito por gravidade, estimando-se em 2
u.m./(u.v..km) o custo correspondente a utilizacdo das canaliza¢des para
tal utilizadas. Na tabela seguinte sdo indicados os comprimentos das
diferentes canalizagdes.

Canalizagoes CA DA FA AB CB EB AE FE

Comprimentos (km) | 50 5 10 40 60 30 20 17

Na tabela seguinte sao indicados os volumes minimos didrios a fornecer
a cada povoagao :



[] A 0B 0C UE UF
Povoacaoll O [ [ O [
'] Volume
(u.v.) 60 120 50 150 100

As canalizagdes DA, DC e DF podem assegurar um escoamento
maximo diario de, respectivamente, 200 u.v., 150 u.v.e 180 u.v..

As restantes canalizagdes do sistema estdo limitadas a um escoamento
maximo diario de 85 u.v. .

Formule um modelo de Programagdo Linear que lhe permita determinar
o esquema de abastecimento de 4gua que minimiza o custo total.

-2-
A NOVAIr , uma nova companhia de transportes aéreos, que pretende
assegurar trés tipos de rotas: longo curso (L), médio curso (M), e pequeno
curso (P).

Para efeitos de planeamento admite-se que 1 "voo L" é equivalente a 2
"voos P", e que 1 "voo M" ¢ equivalente a 1,5 "voos P".

Actualmente estuda-se a aquisi¢do dos avides que irdo assegurar 0s VOOS
da NOVAIr.

No quadro abaixo, sdao indicadas algumas informagdes relativas aos avides
de tipos A, B e C, que poderao ser adquiridos.

avido | rota | sporavido |porano e por| aquisigdo | manutengdo

Tipo de|Tipo de|N°passageiro| N° "voos P" | Custo de |Custo anual de

aviao (u.m.) (u.m.)
A LM,P 200 620 (*) 15 3
B M,P 150 600 12 2
C P 100 580 10 1

Nota (*): Um aviao de tipo A pode efectuar anualmente um nimero de
voos equivalente a 620 voos de "pequeno curso".

A NOVAIr dispde de 300 u.m. para proceder a aquisi¢ao dos avioes.
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Pretende-se assegurar um minimo de 2 000, 6 000 e 8 000 voos L, M ¢ P,
por ano, respectivamente. Por outro lado, pretende-se garantir um minimo
anual de 96 000 lugares disponiveis em voos M , e de 100 000 em voos
P.

Sabendo que se pretende minimizar o custo total de manutencdo dos
avides, elabore um modelo de Programacdo Linear que pudesse ajudar a
decidir quais os avides a adquirir, tendo em conta os condicionalismos
referidos.

-3-

A PAPIREX , uma empresa que comercializa toalhas de papel para mesas
e "toalhetes" para utilizacdo em tabuleiros.

Cada toalha tem 1 m x 1 m e cada toalhete tem 0,80 m x 0,45 m.

A PAPIREX fabrica as toalhas e os toalhetes a partir de "folhas standard"
de 2m x 2m, cortando-as de modo a que, pelo menos, uma toalha de 1 m x
1 m seja sempre retirada de cada "folha standard".

Sabendo que se pretende satisfazer totalmente uma encomenda de 4 000
toalhas e 80 000 toalhetes, elabore um modelo de Programagdo Linear que
lhe permita determinar o "plano de corte" das "folhas standard" que
minimiza os desperdicios.

-4-

O Ministro da Cultura da Lusoélia estd a preparar a programagdo das
actividades que fardo parte de "Lisbolia - Capital da Cultura" que
decorrera daqui a dois anos.

Serdo considerados seis tipos de iniciativas:  "Operas, Concertos
Cléssicos, Concertos Rock, Bailado, Exposicdes e Cinema/Teatro. Para
efeitos de programagao o ano sera dividido em trés épocas: Jan-Abr , Mai-
Set e Out-Dez. No quadro seguinte sdo indicadas com * as épocas para
as quais ¢ possivel programar os diferentes tipos de iniciativas.

Indica-se ainda, para cada iniciativa (por "espectaculo" i.e., por cada
opera,..., por cada exposicao,...) o grau de satisfacdo do publico jovem e
do publico adulto (em u.s. - unidades de satisfagdao) e o seu custo (em
u.m.).



Epoca Custo | Satisfacao (u.s.)
Iniciativa Cultural |Jan-Abr Mai-Set Out-Dez| (u.m.) | Jovens Adultos
Operas * * 100 10 12
Concertos Classicos * * 50 13 15
Concertos Rock * * 30 19 15
Exposicoes * 25 16 14
Bailados * 15 15 15
Cinemas / Teatro * 10 16 17

O Ministro da Cultura decidiu que

* no minimo,

programacao;

dever-se-ia apresentar uma Opera na

* o numero total de concertos classicos ndo deveria ser
inferior ao numero total de concertos rock;

* o namero total de concertos rock ndo deveria ser inferior ao
numero total de bailados;

* 0 nimero de "espectaculos" em cada época deveria situar-se
entre 20% e 60% do numero total de "espectaculos" a
realizar;

* a satisfacdo global do publico jovem ndo deve ser inferior a
70% da satisfacdo global do publico adulto.

O Ministro da Cultura pretende maximizar a satisfacdo global do publico
adulto, dispondo de um or¢amento de 3 500 u.m. .

Elabore um modelo de Programacao Linear adequado para ajudar o
Ministro da Cultura a preparar "Lisbolia - Capital da Cultura".

-5.

As eleigdes na Lusolia ja ndo tardavam. Era preciso planear novas obras e

impressionar os eleitores.
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O Primeiro-Ministro decidiu mandar construir duas pontes, uma auto-
-estrada, vinte escolas, dez lares para a 3* idade e trinta jardins infantis.

O Ministro do Planeamento apresentou a matriz de ganhos eleitorais e de
custos de execu¢do correspondentes as diferentes iniciativas propostas
pelo Primeiro-Ministro nas trés regides do pais (Norte, Centro e Sul):

Regido: Norte Centro Sul
JRealizagao Ganhos | Custos | Ganhos| Custos | Ganhos| Custos
de: [ Cl(votos| [ I(u.m.)|I(votos|[ |(u.m.)|[/(votos|[(u.m.)

) ) )
1 ponte 50000| 30 30000| 25 60000 | 35
1 auto-estrada |40 000 | 26 40000 | 23 40000 | 20
1 escola 5000 3 7 000 2 6 000 4
1 lar 3* idade 7 000 2 6 000 3 8 000 2
1 jardim 1 000 1 2 000 1 1 000 1
infantil

De acordo com o Ministro do Planeamento deverdo ser respeitadas as
seguintes condigoes:

- cada uma das novas pontes deve ficar numa regido diferente;

- a auto-estrada deve ficar na regido a qual ndo for atribuida
qualquer ponte;

- 0s numeros minimos ¢ maximos de escolas, lares da 3* idade e
jardins infantis a construir nas trés regides ¢ dado no quadro

seguinte:
Regido: Norte Centro Sul
Min. | Max. | Min. | Max. | Min. | Max.
Escolas 5 10 6 15 3 12
Lares 2 6 3 9 3 10
Jardins 4 15 5 17 6 20

O Ministro das Finangas declarou poder disponibilizar 200 u.m. para as
novas construgoes.

Formule o problema, com um modelo adequado de Programagao Linear
(que pode incluir varidveis bindrias).



-6-

O Rato Dourado ¢ um famoso ladrdo de ourivesarias, muito procurado
pela Policia, conhecido por utilizar uma pequena mochila para transportar
0S seus saques.

O canal de televisao AiTéVe, para o seu proximo programa "Saque em
Directo" decidiu seguir o Rato Dourado numa das suas incursdes...

"Ora cé estamos ndés em mais um "Saque em Directo", desta vez
seguindo o famoso Rato Dourado !", sussurrou o apresentador,
tremendo com a possibilidade (remota) da Policia aparecer...

"Vindos de um cano de esgoto, acabamos de penetrar numa Ourivesaria da
Baixa (n2o posso dizer o nome, porque ndo fazemos publicidade neste
programa). O Rato Dourado ¢, na verdade , fantastico ! Os alarmes
sofisticados nem piaram e, gracas as persianas metalicas de seguranca que
nos isolam dos olhares dos noctivagos, podemos acender os nossos
holofotes e mostrar-lhes as preciosidades que temos a nossa frente. "

Seguem-se uns minutos de filmagem ...

"Senhor Rato Dourado diga-nos como vai decidir o que levar na sua
mochila ?", perguntou respeitosamente o apresentador.

"Enquanto vocés filmavam tudo com esse ar embasbacado, preenchi este

quadro !", disse o Rato Dourado exibindo o quadro que a seguir se
apresenta:
Possiveis artigos Quantidade | Informacées por unidade de artigo
a roubar( existente[ Volume Peso Valor
(u.vol.) (u.peso) (plins)
Pérolas 525 2 1 320
Anéis 250 3 4 520
Colares 100 7 10 1250
Pulseiras 120 6 9 1 000
Tacas 35 25 35 3500
Libras em Ouro 753 3 5 600

"Agora ¢ s6 correr o meu modelo de Programacao Linear Inteira no meu
microcomputador portatil para determinar o saque 6ptimo, sabendo que
nao pretendo ultrapassar as 1 500 u.vol. da minha mochila, nem as 1 000
u.peso ( € que os anitos ja vao pesando... Hi ! Hi ! Hi ! ) ", disse o Rato
Dourado olhando para o écran de cristais liquidos do seu
microcomputador portatil.
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Conceba um modelo de Programa¢dao Linear Inteira que pudesse ser
instalado no microcomputador portatil do Rato Dourado para o ajudar
na sua tarefa.

-7-

Considere o seguinte problema de Programagdo Linear:

d)

Max F= X+ Y

sujeito a
2X + Y =10
X +2Y < 14
2X -2Y < 5
X,Y>0

Resolva-o graficamente.

Se ao problema inicial se acrescentar a condicdo "X, Y inteiros",
qual a sua solucdo ? ( Utilize a resolu¢do grafica da alinea a)

Admita que, relativamente ao problema inicial, se altera o objectivo
para Max F =0 X +Y ,com 6 €R.

Utilizando a resolugdo grafica da alinea a), resolva este problema de
P.L. Paramétrica, em fun¢do do parametro 0 .

Admita que, relativamente ao problema inicial, se acrescentou a
condicdo "X, Y inteiros" e se alterou o objectivo para Max F = 0
X +Y ,comB €R.

Resolva este problema de P.L.I. Paramétrica, em funcdo do
parametro 0 .



-8-
Considere o seguinte problema de Programagao Linear :

MIN F = -X +2Y
sujeito a
X+ Y<3
X +4Y2>4
-X+Y<O0

X, Y>>0

a) Resolva-o graficamente.

b) Se ao problema indicado inicialmente se acrescentar a restricao
4 X +2 Y < 8, manter-se-a a solugdo Optima determinada na alinea
a) ? Justifique.

-9.
Considere o seguinte problema de Programacao Linear :

Max F = X +2Y

sujeito a
X+Y=>3

-X+ Y<1

X <2

X, Y20
a) Resolva-o graficamente.

b)  Admita que o termo independente da 1? restri¢do passa a ser 0 (6>0).
A partir da resolucdo grafica da alinea anterior, resolva o problema
de Programagdo Linear Paramétrica resultante.
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-10 -

Considere o seguinte problema de Programagao Linear :

Max F= X + Y

sujeito a :
X+ Y=>8
X <6
Y <5
X,Y =20

a) Resolva-o graficamente.

b) A partir da resolugdo grafica da alinea anterior, identifique a base

Optima deste problema.

¢) Resolva-o recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método das

Penalidades.

d) Resolva-o recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método das

Duas Fases.

-11-

Considere o espaco de solugdes admissiveis, S, definido pela interseccao

das seguintes condigdes:
2X +3Y < 30

X+3Y > 18
< Y <

X, Y >0
\

Relativamente ao espago de solugdes admissiveis S, complete:

=1X +3Y a solugdo
, com

a) Se o objectivo for Max F
Optima serd (X* ,Y* ) =
F* =

b) Se o objectivo for MIN F
Optima sera (X* ,Y* )=

I1X +3Y a solucao

b

com F* =



) Se o objectivo for M G=2X Y a solugdo
optima serd (X* ,Y* )=(12,2),com G* =

d) Se o objectivo for M H = X - 6Y a solucdo
Optima serd (X* ,)Y* )= A(12,2)+(1-A)(152,5); Ae[0;1].

-12-
Considere o seguinte problema de Programagao Linear:

Max F = 2X + Y

sujeito a
X+ Y <8
X+'Y =25
-X+ Y <3
X -Y £33
X, Y =20

a) Resolva-o graficamente.

b) A partir da resolugdo grafica da alinea anterior, identifique a base
Optima deste problema.

9] Resolva-o recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método das
Penalidades.

d) Resolva-o recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método das
Duas Fases.

-13 -
Considere o seguinte problema de Programacao Linear:

Max F = 2X +5Y

sujeito a
X+ Y <10
X+2Y <12
X+3Y <15
X, Y >0
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a)
b)

c)
d)

Resolva-o graficamente.

A partir da resolugdo grafica da alinea anterior, identifique a base

Optima deste problema.

Resolva-o recorrendo ao Algoritmo Simplex Primal.

Admita que, relativamente ao problema inicial, se altera o objectivo
para Max F = 0 X + 5Y,com 6 € R. Utilizando a resolucdo
grafica da alinea a), resolva este problema de P.L. Paramétrica, em

fun¢do do parametro 6 .

Admita que, relativamente ao problema inicial, se acrescentou a
condicdo "X, Y inteiros" e se alterou o objectivo para Max F =
=0 X + 5Y,com 0 € R. Utilizando a resolugdo grafica da
alinea a), resolva este problema de P.L.I. Paramétrica, em fun¢ao do

parametro 0 .

-14 -

a)

b)

Considere o seguinte problema de optimizacao:
Max F = 5X +6Y
sujeito a
2 X+3Y <16
3 X+2Y <17
Recorrendo ao Método Grafico, resolva-o considerando:
i) X,Y=>0 (Programacao Linear)
ii) X,Y >0 e Xinteira (Programacao Linear Mista)
iii) X, Y >0 e Y inteira (Programacao Linear Mista)
iv) X, Y>0 e X, Y inteiras (Programacao Linear Inteira)

Compare os resultados obtidos na alinea anterior.



-15 -

Complete o seguinte "Quadro do Simplex" de modo a que corresponda a

uma solucao basica degenerada 6ptima e unica .

B X[ Y[ 7l F10  F201  F3[ TI[
?0 00 0 10 0 0L 277 0
YU 10 ?0 20 70 00 00 70
?0 -10 ?0 ?0] ?0] 10 201 ?0]
F[ ? ? ? 0 0 2 ?
-16 -
Considere o seguinte "Quadro do Simplex":
0 X[ Y[ 7l F10  F200  F30 TI[]
YU 0L 10 -10) 00l 1721 201 201
XU 10 00 101 00 00 00 30
F1[] 0l 0 20 1] 10 20 6/
FJ 0l 0l =201 0] -10] 20 100

Resolva o correspondente problema de Programagao Linear.

-17-
Considere o seguinte problema de Programagdo Linear:

Max F=3X +2Y +5Z
sujeito a
6X+3Y + Z <340
X+9Y +3Z <170
X, Y, Z =20

Resolva o problema utilizando o Algoritmo Simplex Primal.

-18 -
Considere o problema de Programagao Linear seguinte:

Max F =-5X+10Y -30Z+20W

sujeito a
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X+ 2Y-3Z+ W<
-X+ Y- 2Z+ 4W <1
X, Y, Z, W=20

Resolva o problema utilizando o Algoritmo Simplex Primal.

-19 -
Considere o seguinte problema de Programacdo Linear:
Max F = 3X +2Y +5Z
sujeito a
X+ Y+ Z <100
4X + Y +3Z < 200
X, Y, Z =20

Resolva o problema utilizando o Algoritmo Simplex Primal.

-20 -
Considere o seguinte problema de Programacao Linear:

Max F = 2X + Y
sujeito a
-X+ Y =3
X+ Y <2
-X+2Y >4
22X+ Y £6
X Y >0

a) Resolva-o graficamente.

b) Resolva-o recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método das
Penalidades.
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¢) Resolva-o recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método das
Duas Fases.

-21-
Considere o seguinte problema de Programacao Linear:
Max F = X +2Y

sujeito a

a) Resolva-o graficamente.

b) Resolva-o recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método das
Duas Fases.

(X*, Y*) = M2, 4) + (1 = 1) (10, 0); & € [0, 1]; F*=10

-22-
Considere o seguinte problema de Programacao Linear:

Max F = -2 X -3Y
sujeito a

X+ Y -Z =2
AX + Y ~W =6
5X+2Y -Z -W =38

X, Y, Z W >0

Resolva-o recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método das
Duas Fases.
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(Comece por introduzir as variaveis artificiais a, B e A na 1% 2% e 3* restrigdo,
respectivamente. Observe que no final da 1* Fase estara uma variavel artificial na base
optima, valendo zero; nfo € possivel substituir-se essa variavel na base por uma variavel
ndo artificial. Assim, estar-se-a4 perante uma restri¢do redundante. Para prosseguir,

ignorar essa linha do quadro e dar inicio a 2* Fase.)

(X*s Y*a Z*: W*) = (2’ Oa 0’ 2): F*=-4

-23-
Considere o seguinte problema de Programagdo Linear:
Max F= X +Y
sujeito a

-X+ Y 2
3X+ Y =26
>
<

a) Resolva-o graficamente.

b) Resolva-o recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método das
Duas Fases.

(Observe que no final da 1* Fase estara uma variavel artificial na base optima, valendo
zero; € possivel substituir-se essa variavel na base por uma variavel ndo artificial.
Assim, estar-se-a perante uma soluciio basica admissivel degenerada no inicio da 2*

Fase. Prossiga normalmente.)
(X*, Y*)=(12/5, 22/5); F*=34/5

-24-
Considere o seguinte problema de Programagao Linear:

Max F =3 X +Y

sujeito a
X+ Y <1
Y 22
X, Y =20

a)  Verifique graficamente que o problema ¢ impossivel.
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b)  Tente resolvé-lo recorrendo a Técnica da Base Artificial — Método
das Duas Fases.

(Observe que no final da 1* Fase estara uma variavel artificial na base 6ptima, com
valor nio nulo; tal indica estarmos perante um problema impossivel — espaco de

solu¢des vazio.)
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2. Filas de Espera
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Neste capitulo, comegcaremos por fazer uma Introdugio as Filas de
Espera, apresentando alguns conceitos basicos e a Classificagdo de
Kendall.

Em seguida, referiremos o importante papel de duas distribuicbes
estatisticas para a caracterizagdo das Filas de Esperas A distribuicio
Exponencial Negativa e a distribuicio de Poisson.

Abordaremos os Sistemas M/M/1 e M/M/S (com populacdo ilimitada e
sem limitagGes ao comprimento da fila de espera).

Faremos referénciaa Outros Sistemas de Filas de Espera.

Na Conclusao faremos referéncia a casos especiais de Filas de Espera,
gue poder&o requerer uma abordagem de outro tipo.

Finalmente, apresentaremos alguns Exercicios Propostos.
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2.1 Introducio as Filas de Espera

Quando um determinado servico € procurado por varios clientes, poder-
se-do formar filas de espera, ja que o nUmero de servidores € a duragio
do servigo de cada cliente usualmente ndo permite que cada cliente sgja
atendido assim que solicita o servico. E o0 que acontece quando
pretendemos pagar as compras acabadas de fazer num supermercado, ou
quando se chega a um consultério e se tem de aguardar pela consulta
médica, ou quando mandamos imprimir vérios documentos numa
impressora... Vao-se formando filas de espera.

Como conceber um sistema de filas de espera e como optimizar 0 seu
funcionamento ? Eis uma questéo que justifica a abordagem da Teoria das
Filas de Espera.

Poderemos representar esquematicamente o processo de formagéo de filas
de espera do modo seguinte:

Sistema
—>| TFilade - Servico = | —>  Saidade
- espera :
Fonte : Do ©0O© : clientes
BABRBOE O servidos

A fonte representa a populaciao que alimenta o sistema de filas de espera.
A fonte tem varias caracteristicas que condicionam o sistema,
nomeadamente a sua dimensao (finita ou infinita), processo de chegadas
(distribuicdo estatistica das chegadas, nUmero de clientes por chegada),
atitude dos clientes (p.ex., possibilidade de recusa de um cliente aceder
ao servico ao constatar que afila de espera € muito longa; possibilidade de
desisténcia de um cliente que abandona o sistema sem ter sido servido
depois de uma longa espera).

Quanto ao sistema, propriamente dito, deveremos caracterizar a fila e o
mecanismo de servico. Designaremos por capacidade do sistema O
nimero maximo de clientes que, num dado instante, podem estar no



sistema (incluindo os clientes que aguardam na fila e os que estéo a ser
servidos).

Poderemos ter uma fila inica, ou miltiplas filas. Cadafila, quanto ao seu
comprimento podera ser limitada, ou ndo limitada, devendo ainda ser
explicitada a sua disciplina (isto €, a ordem pela qua os clientes sdo
atendidos, destacando-se as disciplinas FIFO “first in, first out”, ou sgja,
atendimento por ordem de chegada; LIFO “last in, first out”, ou sgja, a
ultima entrada é processada primeiro; SIRO “service in random order”, ou
sgja, servico por ordem aeatéria e PRI, correspondente a uma ordenacdo
com prioridades).

Quanto ao modo como o servigo € levado a cabo, é fundamental definir-se
0 numero de servidores, a dimensdo do servi¢o (isto € 0 numero de
clientes que podem ser servidos simultaneamente), a distribuicdo
estatistica da duracao do servico e a (im)possibilidade de alteracéo da
taxa de servico (0 nUmero de clientes atendidos por cada servidor, por
unidade de tempo) devida a pressdo do servico (assumindo (ou ndo) que
filas mais longas acel erariam os ritmos de atendimento ....).

A NOTACAO DE KENDALL v/w/x/y/z € utilizada para caracterizar
uma fila de espera: v caracteriza o processo de chegadas, representando a
distribuicdo do intervalo de tempo entre chegadas consecutivas, w
caracteriza a duragdo do servico; x denota o nimero de servidores; y
representa a capacidade do sistema ou a dimensdo da fonte, e z especifica
adisciplina da fila. Cada uma das especificacOes v e w podera ser igual a
D, M, Ei, ou G, correspondendo a Deterministico, com Distribuicéo
Exponencia (processo Markoviano), com distribuicdo Erlang-k, k = 1,
2,... (Gama), ou com qualquer outra distribuicao, respectivamente. Muitas
vezes ndo se especificay e z, assumido-se que a capacidade do sistema é
ilimitada e que a disciplina é FIFO.

Assim, por exemplo, um sistema M/M/2/10/FIFO terd4 uma distribuicdo
do intervalo de tempo entre chegadas consecutivas e uma distribuicdo da
duracdo do servico exponenciais, dois servidores, um limite maximo de 10
clientes no interior do sistema e os clientes seréo atendidos por ordem de
chegada. Um sistema M/D/1 correspondera a um processo de chegadas
com uma distribui¢do do intervalo de tempo entre chegadas consecutivas
exponencial, e uma duragdo deterministica do servico, um servidor,
assumindo-se que 0 sistema tem uma capacidade ilimitada e que a
disciplina sera FIFO.
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Consideremos dois exemplos de diferentes sistemas de filas de espera e
identifiquemos as suas caracteristicas:

¢ Os visitantes chegam ao atrio de entrada da Torre Panoramica,
onde poderdo estar até 100 pessoas, aguardando que o unico elevador
disponivel (com uma lotagdo de 20 pessoas) chegue para as levar ao
miradouro panoramico.

Assim, temos um sistema com capacidade limitada (100 pessoas),
em que os clientes s80 os visitantes, com um Unico servidor (o elevador) e
com uma dimens&o de servico igual a 20 (alotagdo do elevador). Supbe-se
gue adisciplinadafilasera FIFO.

¢ Numa fabrica de téxteis existem 15 teares que, quando se
avariam, sdo reparados por dois técnicos de manutencdo. Sabe-se que 0
intervalo de tempo entre duas avarias consecutivas se pode considerar com
distribuicéo exponencial de média 5 horas e que a reparacéo de cada tear
avariado tem uma duragdo que se pode considerar com distribuicdo
exponencial de média 1 hora.

Parece aceitavel assumir-se que o servico sera feito por ordem de
ocorréncia das avarias, ou sgja, a disciplina da fila sera FIFO. Assumindo
que todas as méquinas avariadas serdo reparadas, ndo ha limitagdo na
capacidade do sistema (no entanto, ndo sera possivel ter-se mais do que 15
maguinas avariadas), pelo que teremos um sistema M/M/2/15/FIFO
alimentado por uma fonte com dimensdo finita (15), ja que os teares
avariados serdo os clientes. Os dois servidores sdo 0s técnicos de
manutencao.

E agora facamos um exercicio de aplicacéo:



Exercicio 1: Numa olaria trabalham dois artesdos — um deles na
producdo das pecas propriamente ditas, e 0 outro na sua decoragéo.
As pecas sdo fabricadas uma a uma, chegando ao arteséo
encarregado da decoragdo a um ritmo que se pode considerar
constante de uma peca por cada 30 minutos. A duracdo da
decoracdo de cada peca pode também ser assumida constante e
igual a45 minutos. O artesdo decorador comeca sempre pela tltima
peca que acaba de receber da producéo.

As actividades na olaria sdo iniciadas as 8:30 horas e a producéo é
interrompida das 12:30 as 13:30 e a decoracdo € interrompida das
12:45 as 13:45 para amocgo dos artesdos. A producdo didria
termina as 15:30 horas e 0 artesdo que se dedica a decoragéo
mantém-se a trabalhar para escoar todas as pegas produzidas nesse
dia, pelo que nos inicios das manhas ndo ha pecas a aguardar a
decoracéo.

Simule manualmente o funcionamento do sector de decoragéo,
determinando o valor médio de pecgas que aguardam a sua decoracéo
durante a manha (8:30 - 12:45 horas). Determine ainda a que horas
0 artesdo decorador termina as suas actividades.

Resolucao:

Pode-se considerar que o0 sector de decoragé@o corresponde a um sistema
D/D/1 com um tempo entre chegadas consecutivas igual a 30 minutos e
uma duracdo de servico igual a 45 minutos. As pegas a decorar sGo 0s
clientes e o0 artesdo decorador € o servidor. A disciplina dafila de espera
€ LIFO, ou sga, atendimento por ordem inversa a da chegada.

No quadro seguinte procede-se a simulacéo manual do sistema.
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Chegada de | Atendimento

T (minutos) cliente decliente Fila de espera
8:30
9.00 n°1 n°1
9:30 n°?2 n°1 n°?2
9:45 n°2 |-
10:00 n°3 ne?2 n°3
10:30 n°4 n°4 n°3
11:00 n°5 n°4 n°3,n°5
11:15 n°5 |n°3
11:30 n°6 n°5 n°3,n°6
12:00 n°7 n°7 n°3,n°6
12:30 n°8 n°7 n°3,n°6,n°8
12:45 n°3,n°6,n°8
13:45 n°8 n°3,n°6
14:00 n°9 n°8 n°3,n°6,n°9
14:30 n°10 n°10 |n°3,n°6,n°9
15:00 n°11 n°10 [n°3,n°6,n°9, n°11
15:15 n°11 |n°3,n°6,n°9
15:30 n°12 n°11 [n°3,n°6,n°9,n°12
16:00 n°12 |n°3,n°6,n°9
16:45 n°9 n°3,n°6
17:00 n°6 n°3
17:45 n°3 |-
18:30

Durante a manha (8:30 — 12:45), hd um periodo de 75 minutos sem pecas
aaguardar decoracdo, ha 90 minutos com uma peca em espera, 75 minutos
com duas pecas em espera, e 15 minutos com trés pecas em espera.
Assim, o nimero médio de pegas a aguardar a decoragdo durante a manha
éiguaa (0.75+1.90+2.75+3.15)/ 255~ 1,12 pegas.

O artes@o encarregado da decoragdo das pecas termina a sua actividade as
18:30, ficando prontas 12 pegas por dia. Final da resolugio.



2.2 A distribuicdo Exponencial Negativa e a distribuicio de
Poisson

Recordemos que, de acordo com a Notacdo de Kendall, M/M/1 designa
um sistema de filas de espera com uma distribui¢do do intervalo de tempo
entre chegadas consecutivas e uma distribuicdo da duracdo do servico
exponenciais, um servidor, assumindo-se que o sistema tem capacidade
ilimitada e que os clientes seréo atendidos por ordem de chegada.

Para vermos a utilidade da distribuicdo exponencial para descrever o
processo de chegadas de clientes a uma fila de espera comegaremos por
recordar algumas caracteristicas desta distribui¢éo:

¢ DISTRIBUICAO EXPONENCIAL NEGATIVA

Sega T uma variavel aleatdria com distribuicdo Exponencial Negativa,
com paréametro A, isto ¢, T ~ Exp( A ).  Observemos agumas
caracteristicas (relevantes para a Teoria das Filas de Espera) desta
distribuicéo:

A
fr(t)
Funciao densidade de probabilidade: %

let.t>0
fr(t) = {

0 ,t<O0
T
A
Fr(t)
Funciao de distribuicio acumulada:

1_.

0 ,t<O0

) = {1— e’ t>0

—~y

pu=VaorMeédio=1/A ; o=DesvioPadrdo=1/\
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Observemos ainda que grande parte dos valores tomados por uma variavel
aleatéria com distribuicdo Exponencial Negativa sdo inferiores ao
respectivo valor médio. Por outro lado, s poucos valores séo ‘elevados
(por exemplo, maiores do que o dobro do valor médio):

P(T<p)=F(n)=1-e*=1-e"~632%
P(T>2u)=1-F(2u)=1-(1-e"**)=e%~135%

Assim, se assumirmos que os intervalos de tempo entre chegadas
consecutivas se distribuem exponencialmente, estaremos a assumir que a
maior parte desses intervalos de tempo serdo curtos, pelo que se iréo
formando filas de espera; sb esporadicamente um intervalo de tempo serd
‘elevado’, permitindo uma eventual regularizacdo do sistema.

Se assumirmos que as duragfes do servigo (atendimento) se distribuem
exponencialmente, estaremos a admitir que a maior parte dos clientes ser
atendida ‘rapidamente’ (mais rigorosamente, com duraces de servico
inferiores a duragdo média), e que apenas um baixo nimero de clientes
originaréo duracoes de atendimento elevadas.

E ainda importante referirmos a propriedade Markoviana da
Distribuiciao Exponencial Negativa, que indica que para esta distribuicéo
é vélida aigualdade seguinte:

T ~Exponencial, P(T<a+b|T>a)=P(T<b)

Esta propriedade significa, quando T representa a distribuico dos
interval os de tempo entre chegadas consecutivas, que o intervalo de tempo
até a proxima chegada é independente do instante que decorreu desde a
dltima chegada. E por este motivo que se diz que a Distribuicio
Exponencial Negativa nio tem memoria. De notar que, se
relativamente ao processo de chegadas dos clientes parece aceitavel tal
hipbtese, 0 mesmo poderd ndo ocorrer relativamente a duracdo do
servigo... Em particular, se 0 servico a ser prestado atodos os clientes for
idéntico, entdo é evidente que se ja decorreu muito tempo desde o inicio
do atendimento, entéo a probabilidade de tal servico estar quase a terminar
aumentara... (O que indica que, se 0 servigo a ser prestado a todos os



clientes for idéntico, a distribuicdo da duragéo do servico ndo deverd ser
exponencid ...).

Finalmente, refira-se (no contexto das Filas de Espera) a importante
propriedade que relaciona a distribuicdo Exponencial Negativa com a
distribuicdo de Poisson: se o intervalo de tempo entre chegadas
consecutivas tiver distribuicio Exponencial Negativa, com parametro
A, entdo o numero de chegadas por unidade de tempo t tem uma
distribuicdo de Poisson, com pariametro m = A t . Refira-se, desde j§,
gue o parametro m serdigual ao valor médio da distribuicéo de Poisson.

Se para um processo de ocorréncias, a distribuicdo do intervalo de tempo
entre ocorréncias consecutivas for Exponencial Negativa, e se 0s
sucessivos intervalos de tempo entre ocorréncias consecutivas forem
independentes entre si, estaremos perante um Processo de Poisson.

Exercicio 2: Admita que o processo de chegadas de clientes a uma
loja pode ser considerado um Processo de Poisson, com uma taxa de
5 chegadas por minuto. Caracterize a distribui¢do do intervalo de
tempo entre duas chegadas consecutivas e a distribuicdo do nimero
de chegadas por minuto.

Resolucao:

Considerando o segundo como a unidade de tempo, o intervalo de tempo
entre duas chegadas consecutivas podera ser descrito por uma variavel
Exponencial de média 12 segundos ( =60/ 5), isto é com parametro A =
= 1/12. O numero de chegadas por minuto podera ser descrito por uma
distribuicéo de Poisson com parametrom = A t = (1/12) 60 = 5.

Final da resolucao.
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Ja foi referida a relaco entre a Distribuicdo Exponencial Negativa e a
Distribuicéo de Poisson. Apresentemos, entdo, algumas caracteristicas da
Distribuicéo de Poisson:

¢ DISTRIBUICAO DE POISSON

Seja X umavariavel aeatdria com distribuicédo de Poisson, com parametro
m, isto é X ~Poisson( m).

A
Funcao de distribuicao Px (k)
de probabilidade:
Pe(k)=P(X=k)=e™m‘/k!,
k=0,1,2, ...
01234567 X
pw=VaorMédio=m : o?=Variancia=m

A Distribuicdo de Poisson € uma das (poucas) distribuicbes estatisticas
gue goza da aditividade, isto € a soma de varidveis aeatorias
independentes com distribuicdo de Poisson é ainda uma variavel aleatoria
de Poisson (com parametro igual a soma dos parametros das variaveis que
foram somadas).

Por outro lado, dado o Teorema do Limite Central (a soma de n varidveis
independentes e identicamente distribuidas tende para a distribuicdo
Normal, quando n se torna elevado), poderemos aproximar a
Distribuicao de Poisson (m) da Distribuicio Normal (com valor médio
e varidncia iguais a m), quando m ¢é elevado (em termos praticos m
maior do que 20). Esta aproximacdo permite efectuar o clculo de
probabilidades com maior facilidade ... No entanto, ha que ter em
atencdo o facto de uma varidvel aeatoria com distribuicéo de Poisson ser
discreta, enquanto que a distribuicdo Norma descreve uma variavel
aleatéria continua ... e fazer a chamada correc¢io de continuidade ...
(Remete-se o leitor mais esquecido para um compéndio de Estatistica...).




Exercicio 3: Admita que o processo de chegadas de clientes a uma
loja pode ser considerado um Processo de Poisson, com uma taxa de
5 chegadas por minuto. Determine a probabilidade de chegarem a
loja num dado minuto menos do que 5 clientes. Determine a
probabilidade de chegarem aloja num dado minuto exactamente 10
clientes.

Resolucao:
Sga X 0 numero de chegadas por minuto. X ~ Poisson (m) com
parametrom =Xt =(1/12) 60 = 5. Assim,

P(X<5)=P(X=0)+PX=1)+PX=2)+P(X=3)+P(X =4) =
=e™m’/0! +e™mt/1! + ... +e™m*/4!=
=e°(1+5+ 52/2 + 5°/6 + 5*/24) = 0,440 = 44 %

P(X=10)=e°5Y/10! =0,018~2 %

Final da resolucao.

2.3 Sistemas M/M/1 e M/M/S

Estudaremos em seguida os sistemas M/M/1 e M/M/S correspondentes a
processos Poissonianos de chegadas de clientes, duracfes de servico com
distribuicBo exponencial e 1, ou S servidor(es), respectivamente.
Assumiremos que a populacdo (que alimenta estes sistemas) € ilimitada, e
gue ndo halimitacbes ao comprimento dafila de espera.

Um processo Poissoniano de nascimento e morte € um processo
estocastico associado a distribuicdo Exponencial Negativa e, no contexto
das filas de espera, um nascimento representa uma chegada de um cliente
a fila de espera e uma morte representa a partida de um cliente servido.
Os resultados conhecidos para este tipo de processo estocastico estdo na
base da Teoria das Filas de Espera.

Num processo Poissoniano de nascimento e morte assume-se que nunca
ocorre simultaneamente mais do que um nascimento, ou uma morte, pelo
gue de um estado do processo (no contexto das filas de espera, 0 nimero
de clientes na fila de espera) s se pode transitar para um estado adjacente
(isto €, com mais um, ou menos um, cliente). Assume-se ainda que a
distribuicdo do intervalo de tempo entre duas chegadas consecutivas é
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Exponencial Negativa com parametro A e que a distribui¢do do intervalo
de tempo entre duas partidas consecutivas é Exponencial Negativa com
parametro .

Recordemo-nos que, segundo a Notacdo de Kendall, um sistema M/M/1
terd um processo de chegadas de clientes com uma distribuicdo do
intervalo de tempo entre chegadas consecutivas exponencia (com
parédmetro 1), uma duracdo do servigo com distribuicdo exponencial (com
pardmetro p), um servidor, assumindo-se que O Sistema tem uma
capacidade ilimitada e que a disciplina sera FIFO. A corresponde a taxa
de chegada dos clientes e u corresponde a taxa de atendimento dos
clientes.

A partir das referidas taxas médias poderemos definir o factor de
utilizacao p (por vezes designado por intensidade de tré&fego):

p=~Arlp

O factor de utilizagéo representa o nimero esperado de chegadas durante
um servico médio. Assim, se p > 1, o ritmo das chegadas ultrapassa a
capacidade de atendimento do servidor, pelo que ndo se atingird uma
‘situacdo de equilibrio’. Se p < 1 o sistema podera atingir uma ‘ situagéo
de equilibrio’, ou sgja o ritmo a que decorre o atendimento dos clientes é
suficiente para dar vazéo aos clientes que vao chegando. Mas, nesses
casos, como avaliar o desempenho de um sistema de filas de espera ?

Parece ser Obvio que 0 comprimento da fila, 0 tempo de espera por
cliente sdo dois factores importantes a ter em conta. Mais precisamente,
poderemos considerar 0 numero médio de clientes no sistema (L), O
comprimento médio da fila (L;), 0 tempo médio de permanéncia de
um cliente no sistema (W), 0 tempo médio de espera por cliente —
tempo médio na fila aguardando o servigo — (W;). Podera ainda ser Uil
conhecer a probabilidade de um cliente estar mais do que t unidades
de tempo no sistema, ou na fila em espera (P(W > t), ou P(W; > t),
respectivamente).

Recordemos que A representa a taxa de chegadas, e que estamos a assumir
gue € constante e independente do nimero de clientes jano sistema. As
Formulas de Little permitem-nos relacionar L comW e Ly com W



L=AW ;  Lg=a W,

De notar que se a taxa de chegada depender do estado do sistema, as
Férmulas de Little ainda sdo vdidas desde que substituamos, nas
expressdes apresentadas, A por 4 (isto é, ataxa média de chegadas).

O tempo médio de permanéncia de um cliente no sistema (W) e o tempo
médio de espera na fila (W,;) podem ser relacionados facilmente se
notarmos que 1/ corresponde ao tempo médio gasto no servigo:

W=W,+ 1/p

Tendo em conta a expressao anterior e as Formulas de Little, poderemos
escrever a relagdo entre o numero médio de clientes no sistema (L), o
comprimento médio dafila(Lg):

L=Lq+ Alp =Lg+p

(De notar que, num sistema M/M/1, contrariamente ao que alguns leitores
poderdo pensar, Lqndo éigual aL — 1, massimal —p. A quesedeveta
facto ?)

Sendo p o factor de utilizagdo (e assumindo-se que p < 1), poderemos
calcular ataxa de desocupagido do sistema, Py, isto €, a probabilidade de
n&o haver clientes no sistema:

Po:].—p

A probabilidade de estarem exactamente n pessoas no sistema, P,, sera
dada por:

Pn=p"Po=p"(1-p)

A probabilidade de estarem mais do que n pessoas no sistema sera dada
por:
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P(n>k):pk+l

A partir das expressdoes apresentadas poderemos deduzir os seguintes
resultados:

L= ZP“ = P = A
n=1 1-p u-4
L B ,02 B 12
q= =
1-p w(u-2)
-1
u—A
Wq:L
u—A

Quanto a probabilidade de um cliente estar mais do que t unidades de

tempo no sistema, ou na fila em espera (P(W > t), ou P(Wy > 1),
respectivamente), poderemos obter:

P(W>1) =e*™™! parat>0
PW,>t)=p e*®! parat>0

Aproveitamos para recordar que a taxa de desocupagiao do sistema, P,
representa a probabilidade de nd&o haver clientes no sistema, 0 que
coincide com a probabilidade de um cliente ndo ter de esperar nafila, pois

um cliente s6 é atendido assim que chega se ndo houver clientes no
sistema.
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Assim,

Po=1-p=P(W,=0)

Em seguida, sintetizaremos os resultados validos para um sistema M/M/1,
aimentado por uma populagdo infinita e sem limitagdes quanto ao
comprimento maximo dafila de espera:

Sistema M/M/1, Populagcao = o ; Fila maxima = o

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A
clientes por unidade de tempo.

Duragdo do servico com distribuicdo Exponencial Negativa — taxa
de atendimento de p clientes por unidade de tempo (pelo unico
servidor).

Disciplinadafila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxadeocupacao p=A/pu (p<1l)

Taxade desocupagdo = 1—-p =Py =PW;=0)

L=Lg+ A/p
L:L:L
1-p u-41
2 2
L=t =%

- Continua -
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- Continuacao -
Sistema M/M/1, Populaciao = o ; Fila maxima = o

W=W,+ 1/p

W:L/}\,:i

H—A

- - _P
Wg=Lg/ A = ——
9= Lq L

Po=1—-p=P(W, = 0)
Pn=p"Po=p"(1-p)
P(n>k):pk+l

PW >t) =Pt =g W narat>0

PW,>t)=pe*dPt=p eV paat>0

Fagamos agora um exercicio de aplicacao:

Exercicio 4: “O Docinho” € uma peguena pastelaria, sem lugares
sentados, onde séo vendidas especialidades regionais, pela sua Unica
empregada.  Pode-se considerar que as chegadas constituem um
Processo de Poisson, com uma taxa de 15 chegadas por hora,
estimando-se gque a duracdo do atendimento de um cliente se possa
considerar exponenciamente distribuido, com valor médio igual a3
minutos.

1 - Determine;

- Continua -




- Continuacao -
a) aprobabilidade de estar apenas um cliente na pastelaria;

b) a probabilidade de estarem, pelo menos, trés clientes na
pastelaria;

¢) o comprimento médio dafilade espera;
d) otempo médio de esperanafila;

€) a probabilidade de que um cliente esteja mais do que 5
minutos na pastel aria;

f) a probabilidade de que um cliente estgga mais do que 3
minutos a espera para comegar a ser atendido.

2 — O proprietario d “O Docinho” esta convencido de que seria
possivel diminuir o tempo médio de espera nafila para 6 minutos se
a sua empregada aumentasse o ritmo de trabalho, diminuindo a
durac&o meédia do atendimento de um cliente. Comente.

Resolucao:

1- A=15h1=1560min"; p=13min" p=A/p=3/4 (p<1v)
a Pi=p(l-p)=3/4.1/4=3/16~19 %

b) Po=1-p=14; P,=p*(1-p)=9/16.14=9/64. Assm, a
probabilidade pedidaéigual a 1 - Po—P1— P, = 27/64~ 42 %

2

Q) Lq= -2 =36/16 = 2,25 clientes
171

d) Wy= Lg/A =9 min

e) P(W >5)=e" P55 66 %

(ou, w:% —12min— PW >5) =¢ >V ~66 % v )
#_
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f) PWy>3)=pe*P3258% (ou, P(Wy>3)=pe "~58%v)

A

2- A=15/60=2/4min" Wq:L;LZGmin@pZ—lmp—l/M:O
lLl_

< u~0,729min™?
< Duragéo média do atendimento de 1 cliente=1/p ~ 1,37 min.

Conclusdo: Atingir este objectivo implica reduzir a duragdo média do
servico de 3,00 para 1,37 min! Muito provavelmente, tal sera dificil de
atingir com uma Unica empregada !

Final da resolucio.

E se, no exercicio anterior, tivéssemos 2 empregadas, em vez de apenas
uma? O gue aconteceria?

Para podermos responder a esta questdo, apresentaremos em seguida os
resultados vélidos para um sistema M/M/S, isto é com S servidores,
alimentado por uma populagéo infinita e sem limitagbes quanto ao
comprimento maximo dafila de espera:

Sistema M/M/S, Populagao = oo ; Fila maxima = o

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A
clientes por unidade de tempo.

Duracdo do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa com
taxa média de p clientes por unidade de tempo por cada um dos S
servidores.

| nu :n=0,1,...,S
= Su n=S+1

Disciplinadafila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

- Continua -




- Continuacao -
Sistema M/M/S, Populacdo = o ; Fila maxima = oo

Taxadeocupagdo p=A/(Sp ) (p<l)

Taxade desocupaciao = 1—p

L=Lg+ A/p

B SSpS+1PO
81— p)?

W= W+ 1/p=L/2

Wy=Lg/ A

S S+l S nf|-1
po=| S0 ()]
Si-p) = nt ]

" n=1..S
(S,O') P, n
— n.
Pn_ SS n
o,
S!

P, n=S8+1,

N (Sp)S Po(l _ef,ut(SflfSp))
SI(I-p)(S—-1-Sp)

P(W >t) = e_‘”|:1 } parat>0

S
P(Wg > t) = %es"“”) parat >0
-p

_v=1_ (S9)°R
PW,=0) =1 i —>

Fagamos agora um exercicio de aplicacao:
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Exercicio 5: Resolva a questéo 1 do exercicio 4, assumindo que ha
duas empregadas n’“O Docinho” mantendo-se todas as outras
caracteristicas. Compare 0s resultados com os correspondentes do
Exercicio 4, comentando.

Resolucao:
A=15h*=15/60min"; p=1/3min%
S=2 p=A/(Sp)=3/8 (p<1v)

a) aprobabilidade de estar apenas um cliente na pastelaria

Sp" [t _ e
{sva Z i } 0,45(45) ~ 45 %

(5;0)

~ 34 % (Compare-se com o valor obtido no Ex.4: 19 %)
b) aprobabilidade de estarem, pelo menos, trés clientes na pastelaria

Po=45%; P—(SO) P, = 13 %.

Assm, 1—P0—P1—P2~8 % (EX.4Z 42%)

De notar que se tivesse sido pedida a probabilidade de estarem
2 .3

Sp

exactamente trés clientes na pastelaria, Ps, teriamos P,, ou sga,

Ps ~ 4,8 %.

¢) 0 comprimento médio dafilade espera

SS S+1P
Lg= —0 =0,12 clientes (Ex.4: 2,25 clientes)

S@1-p)*



d) otempo médio de esperanafila

L
W= qu 0,48 min (Ex.4: 9,00 min)
e) a probabilidade de que um cliente estgja mais do que 5 minutos na
pastelaria

(Sp)s P, (1 _ e*S/t(S*l*Sp))
SI(I-p)(S—-1-5p)

P(W >5) = es{l + }z 53 % (Ex.4: 66 %)

f) aprobabilidade de que um cliente esteja mais do que 3 minutos a
espera para comecar a ser atendido

S
P
P(W, > 3) = %e“"“”)z 59%  (Ex.4: 58 %)

Comentario: As diminuicdes esperadas do tempo meédio de espera
dos clientes e do comprimento médio da fila de espera (resultantes
da introducdo de uma segunda empregada) sdo de ta modo
significativas que indiciam que duas empregadas (a tempo inteiro)
talvez sgjam de mais ...

Final da resolucao.

2.4 Outros sistemas de Filas de Espera

JA caracterizamos os sistemas M/M/1 e M/M/S, considerando que a
populacéo que alimenta esses sistemas € ilimitada, e que ndo halimitactes
ao comprimento da fila de espera.  Uma extensdo importante desses
sistemas decorre da consideracdo de uma capacidade finita: nas
instalagbes onde decorre o servigo, ndo podem ser acomodados mais do
gue K clientes e, quando ja estiverem K clientes no sistema e se verificar a
chegada de um novo cliente, ser-lhe-a recusado o0 acesso ao sistema. De
notar que os potenciais clientes com acesso vedado néo poderdo aguardar
no exterior do sistema, para entrada posterior.  Caracterizaremos, em
seguida, os sistemas M/M/UK e M/M/SIK com capacidade finita,
assumindo que a populagdo é ilimitada.
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Sistema M/M/1/K, Populacio = oo ; Fila maxima=K -1

Numero maximo de clientes no sistema = K

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A
clientes por unidade de tempo. A taxade entradas no sistema sera
dependente do estado n do sistema (isto €, do niUmero n de clientes
no sistema):

A n=0,1,..,K-1 -

0 n>K

Duragdo do servico com distribuicdo Exponencial Negativa — taxa
de atendimento de p clientes por unidade de tempo (pelo unico

servidor).

Disciplinadafila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxadepressio p=A/p

Taxade ocupacdo = A/u

Taxade desocupacio = 1— A/p =Py =P(W,=0) = 11— fﬂ
-p
K+1
p  (K+Dp ol
_)1- 1-— K+1
L= P P

K o

2 P
- Continua -




- Continuacao -

Sistema M/M/1/K, Popula¢ao = «; Fila maxima=K -1

W=Wy+ 1/p
W=L/ A

Wy=Lq/ A

P = 1-p _ P(W, = 0)

1_ pK+l

p'Py  sp#lAn<K
Ph=41/(K+1) ;p=1An<K
0 n>K

Facamos agora um exercicio de aplicacéo:

Exercicio 6: A “LavAuto” é um posto de lavagem automatica de
automoveis, com um pegueno parque, que permite que, N0 Maximo,
4 automoéveis aguardem pelo inicio da lavagem. Como a
“LavAuto” se situa numa zona com muito movimento automével, se
um potencia cliente pretender entrar e se deparar com 0 parque
cheio, desistira da lavagem e prosseguira a sua marcha.  Os
potenciais clientes chegam a ”"LavAuto” segundo um Processo de
Poisson, com uma taxa de 10 chegadas por hora, estimando-se que a
duracdo do atendimento de um cliente se possa considerar
exponencia mente distribuido, com valor médio igual a5 minutos.

Determine:

- Continua -
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- Continuacao -

a) aprobabilidade da“LavAuto” estar vazia;

b) aprobabilidade da“LavAuto” estar completamente cheig;
C) o numero médio de automéveis na“LavAuto”;

d) otempo médio de esperanafila;

€) areceitaperdida, devido ao parque estar cheio, sabendo que o
valor médio dareceita por lavagem € igual a4,00 €.

Resolucao:

Sistema M/M/1/5 (filamaxima=4) ; K=5

A=10h"'=10/60minY; p=1U5min" Taxadepressdop=A/p=5/6

a)

b)

Po= 1_—€+1 ~ 25,1 %
-p

Ps=p°> Py~ 10,1 % — taxarea de entrada no sistema = 1

A=A (1-Ps)~0,150mint=899h*

P (K+Dp*™
1_p 1_pK+l

= 1,98 automaoveis

Lq= L— A/u =123 automéveis — Wy= L/A = 8,19 min

L — 1=00167mint=100h" Assim, 1,00 automéveis por hora
ndo podem entrar na “LavAuto” por estar cheio 0 seu parque. Ou
segja, a receita média perdida sera igual a 4,00 . 1,00 = 4,00 € por
hora.

Final da resolucao.



Em seguida, caracterizaremos o sistema M/M/S/K, com capacidade
maxima para K clientes, S servidores, continuando-se a assumir que a
populagdo é ilimitada.

Sistema M/M/S/K, Popula¢ao = «; Fila maxima=K-3S

S<K; N°maximo de clientes no sistema = K;
N° de servidores = S

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A
clientes por unidade de tempo. A taxa de entradas de clientes no
sistema seré& dependente do estado n do sistema (isto é, do nimero n
de clientes no sistema):

A ;n=01..,K-1 —
A = . A =A(1-P)
0 n=>K

Duracdo do servico com distribuicdo Exponencial Negativa com
taxa média de p clientes por unidade de tempo por cada um dos S
servidores.

| nu n=12,...,S5
Hn = Su n=S+1

Disciplinadafila: FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxadepressio p=A/(Sp )
Taxade ocupacio = 1/ (Sp )

Taxade desocupacio = 1— A/(Sp )

- Continua -
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- Continuacao -

Sistema M/M/S/K, Popula¢ao = «; Fila maxima=K-3S

r

S S+l K-S K n -1
S p(-p )+Z(Sp) it
S!(1-p) !

Po= S N -
S S
—(K-5)+ ;p=1
{S!( ) Z(;n'} r
\
( n
GP) p o a-is
n!
S .n
Po={ 5L p =S+l K
S!
0 n>K+1

\

S-1
P(Wy =0) = Z P,
n=0

B SSpS+1PO

=2F To h_,%s_(_ K —S)pK-S
a(1_p)2[ P = (1 p)(K - 9)p* |

q

Wy=Lq/ A
W=Wy+ 1/p ; L=12 W=Lg+ A/p

Facamos agora um exercicio de aplicacéo:

Exercicio 7: O gerente da “LavAuto” (ver Exercicio 6) resolveu
montar um segundo posto de lavagem automatica de automoveis,
ainda que tal implicasse a reducéo do pequeno parque, que passaria
a permitir a espera de, no maximo, apenas 3 automoéveis.
Admitindo que os dois postos de lavagem sdo idénticos, com uma
duracéo meédia de lavagem igual a 5 minutos, e que o0 processo de
chegadas dos potenciais clientes ndo sofre alteragOes, resolva as
alineas do exercicio 6.




Resolucao:

SistemaM/M/2/5 (filamaxima=3); S=2; K=5

Ar=10ht=v6mint, p=15mint

S=2; Taxadepressdop =X/ (Su)=5/12

a) aprobabilidade da“LavAuto” estar vazia

S S+l _ K-S N n |1
Py = S p(d-p )+Z(Sp) ~ 41,5 %
St -p) o !

b) aprobabilidade da“LavAuto”’ estar completamente cheia

P~1,0% — A1=A(1-Ps=
=0,1649 mint = 0,9,89 ht

C) 0 numero médio de automéveis na“LavAuto”

SSPS+1P0 K-S K-s| _
= —— 11— —(1- K-S =
S0 p)’ L- p*° - @- p)(K - 5)p ]

= 0,141 automéveis > L = Lq+ A/ p = 0,966 automéveis

q

d) otempo médio de esperanafila
Wy=Lg/ 4 =10,857 min

€) a receita perdida, devido ao parque estar cheio, sabendo que o
valor médio dareceita por lavagem éigual a4,00 €

A —4=000174mint=0,104 h™*. Assim, 0,104 automéveis por
hora n&o podem entrar na“LavAuto” por estar cheio 0 seu parque.
Ou sga, areceitamédia perdida serdigual a4,00 . 0,0104 = 0,42 €
por hora.

Comentario. Um posto de lavagem (Ex.6) pode ser pouco
confortével para os condutores, que terdo de aguardar, em média,
8,19 minutos ... Mas, face a densidade de trafego actual, instalar
dois postos de lavagem é seguramente excessivo. Com efeito, a
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“LavAuto” passaria a estar vazia em 41,5 % do tempo e a espera
média passaria a 0,857 minutos por condutor !  De notar ainda que
a probabilidade de um cliente ter tempo de espera nulo, P(W; = 0),
passaria de 25,1 % (Ex.6: Po), para 76,0 % (agoraigua aP ¢ +
P,), 0 que é claramente exagerado !

Final da resolucao.

Recordemos um exemplo apresentado anteriormente: numa fébrica de
téxtels existem 15 teares que, quando se avariam, sdo reparados por dois
técnicos de manutencdo. Sabe-se que o intervalo de tempo entre duas
avarias consecutivas se pode considerar com distribuicdo exponencia de
média 5 horas e que a reparacdo de cada tear avariado tem uma duragdo
gue se pode considerar com distribuic¢éo exponencial de média 1 hora.

Trata-se de um sistema M/M/2/15 aimentado por uma fonte com
dimensao finita (15), j& que os teares avariados serdo os clientes e os dois
servidores serdo os técnicos de manutengéo.

Em algumas aplicacles industriais, tal como no exemplo apresentado, €
muito importante considerar uma nova extensdo dos sistemas M/M/1 e
M/M/S: a fonte com dimensao finita, isto € uma fonte que possa gerar,
no maximo, N clientes. Trata-se dos sistemas M/M/L/N e M/M/SIN com
fonte com dimens&o finita.

Caracterizaremos, em seguida, o sistema M/M/S/IN com fonte com
dimensdo finita, referindo alguma particularizagcdo decorrente da
existéncia de um Unico servidor (S=1).



Sistema M/M/S/N, Populacdo = N (Fila maxima=N-YS)

S<N; N°maximo de clientes no sistema = N;
N° de servidores = S

Processo de chegadas Poissoniano com uma taxa de chegadas de A
clientes por unidade de tempo. A taxa de entradas de clientes no
sistema serd dependente do estado n do sistema (isto €, do nimero n
de clientes no sistema):

AN=n) n=0L.,N-1  _
g = AN mm . 7 =L(N-L)
0 in>N

Duracdo do servigo com distribuicdo Exponencial Negativa com
taxa média de p clientes por unidade de tempo por cada um dos S
servidores.

| nu n=12,...,S
Hn = Su n=S+1

Disciplinadafila FIFO (atendimento por ordem de chegada)

Taxade ocupacio = 1/(Sp )

Taxade desocupacio = 1— A/(Sp )

poc| N (A ¢ e (a)]
Tlaw-mnlu) TSN -nss 4

Caso particular S=1:

n |-1
N !
Po= {Z M (ij = taxa de desocupagio

n=0 (N_n)' H

- Continua -
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( ' n
L(iJ P, n=1,..,S5
(N-n)!n!'\ u
' n
Pn:< N 5 i P, ;n=S+1L..,N
(N=-n)!S!S"” \ u
0 in>N+1

\

Caso particular S=1:

‘ n
P —_ N. i PU ;I’l=1,...,N
nTY (N-m)! i
0 n>N

S-1

P(Wy=0)= > P,

N

L= D (n-9S)R,

n=0

Caso particular S=1:

Lq= N—l;“(l—Po)

Wy=Lq/ A

W=Wy+ 1/pn ; L=1 W=Lg+A/p

Desde j4 poderemos observar que, para N elevado, se torna
praticamente incomportédvel determinar Py e as restantes medidas de
desempenho do sistema por calculo manual !
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Fagamos agora um exercicio de aplicacdo:

Exercicio 8: Numa fébrica de téxteis existem 15 teares que, quando
se avariam, sd0 reparados por dois técnicos de manutencdo. Sabe-se
gue o intervalo de tempo entre duas avarias consecutivas se pode
considerar com distribuicéo exponencial de média 5 horas e que a
reparacdo de cada tear avariado tem uma duracdo que se pode
considerar com distribuicdo exponencial de média 1 hora.

Sabendo que se estima um prejuizo de 100 € por cada hora de
inactividade de uma méguina, e que cada técnico de manutencéo se
traduz num custo horario de 10 €, seriajustificavel a contratacéo de
um terceiro técnico de manutencdo ? E qual o nUmero de técnicos
de manutencdo que seria recomendavel ?

Resolucao:

SistemaM/M/2/15 ou M/M/3/15 ? S=20u3?; N=15

Ur=5heAa=02ht; Uu=1lhepu=10h"

Comecemos por calcular, paraS=1, 2, ..., 7 técnicos de manutencdo, as
probabilidades Py, Py, ... , P15 €, em seguida, L (isto €, o nimero médio de
teares avariados), 1, a taxa de ocupacd0 e o custo total esperado
(expressoem€/h) CT :

CT =100.L + 10.S
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n | S=1 [ s=2 | s=3 | s=4 | s=5 | S=6 | S=7
0 |0,00016 | 0,01859 | 0,05011 | 0,06151 | 0,06423 | 0,06479 | 0,06489
1 | 0,00047 | 0,05576 | 0,15033 | 0,18454 | 0,19270 | 0,19437 | 0,19467
2 | 0,00132 | 0,07807 | 0,21046 | 0,25835 | 0,26978 | 0,27212 | 0,27253
3 | 0,00343 | 0,10149 | 0,18240 | 0,22391 | 0,23381 | 0,23584 | 0,23620
4 |0,00824 | 0,12179 | 0,14592 | 0,13434 | 0,14029 | 0,14150 | 0,14172
5 |0,01813 | 0,13397 | 0,10701 | 0,07389 | 0,06173 | 0,06226 | 0,06236
6 | 0,03627 | 0,13397 | 0,07134 | 0,03694 | 0,02469 | 0,02075 | 0,02079
7 | 0,06528 | 0,12057 | 0,04280 | 0,01662 | 0,00889 | 0,00623 | 0,00534
8 | 0,10445 | 0,09645 | 0,02283 | 0,00665 | 0,00284 | 0,00166 | 0,00122
9 |0,14623 | 0,06752 | 0,01065 | 0,00233 | 0,00080 | 0,00039 | 0,00024
10 | 0,17548 | 0,04051 | 0,00426 | 0,00070 | 0,00019 | 0,00008 | 0,00004
11 | 0,17548 | 0,02026 | 0,00142 | 0,00017 | 0,00004 | 0,00001 | 0,00001
12 | 0,14038 | 0,00810 | 0,00038 | 0,00003 | 0,00001 | 0,00000 | 0,00000
13 | 0,08423 | 0,00243 | 0,00008 | 0,00001 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
14 | 0,03369 | 0,00049 | 0,00001 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
15 | 0,00674 | 0,00005 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000 | 0,00000
L [ 10,0008 | 54647 | 33073 [ 2,7014 | 25462 | 2,5093 | 2,5016
7 | 09998 | 19071 | 2,3386 | 2,4507 | 2,4908 | 2,4982 | 2,4997
[ toeup | 0,9998 | 0,9536 | 0,7795 | 0,6149 | 0,4982 | 0,4164 | 0,3571
CT | 1010,08 | 566,47 | 360,73 | 310,14 | 304,62 | 310,93 | 320,16

Como facilmente podemos constatar, dois técnicos de manutencéo
traduzem-se num custo global de 566,47 €/ h, correspondendo a uma taxa
de ocupacdo de 95,36 % e a uma imobilizacdo média de 5,4647 teares. A
contratacdo de um terceiro técnico de manutencdo permite reduzir esses

valores para 360,73 €/ h, 77,95 % e 3,3073 teares, respectivamente.

No entanto, o custo total horério é minimizado para cinco técnicos de
manutencdo, traduzindo-se num custo total de 304,62 € / h e uma taxa de

ocupacao de 49,82 %. De notar a pequena variagado do custo total para 4,

5 ou 6 técnicos de manutencao.

2.5 Conclusao

Os modelos apresentados sdo todos do tipo M/M/..., isto é, assumem um
processo Poissoniano para a chegada de clientes e duragbes de servico

com distribuicdo Exponencial Negativa.




Ora, se a hipétese da chegada dos clientes seguir um processo Poissoniano
pode ser aceitavel para um grande nimero de situacdes, 0 mesmo pode
ndo ocorrer com a hipétese de as duragdes de servico se distribuirem
exponencialmente. Com efeito, como se referiu, a distribuicdo
Exponencial Negativa apresenta uma grande concentragdo para valores
abaixo damédia (cercade 63 %). Entre o valor médio e o dobro do valor
médio ter-se-a aproximadamente 23 %, sendo baixa a possibilidade de se
exceder o dobro do valor médio (inferior a14 %). Assim, se aduracdo do
atendimento for aproximadamente igual para todos os clientes, a sua
distribuicdo ndo deverd ser certamente Exponencial Negativa. O que
fazer se tal ocorrer ? A resposta Obvia € ndo utilizar os modelos
apresentados e recorrer a bibliografia especializada para averiguar da
existéncia de expressoes deduzidas para outros modelos (0 que acontece
(parcialmente), por exemplo, se o0 processo de chegadas se puder
considerar Poissoniano e se existir apenas um servidor (e uma fonte
infinita): M/G/1/ ).

O que acontecerd se a duragdo do servico de um cliente ndo se possa
considerar com distribuicdo Exponencial Negativa, e se, ainda assim,
adoptarmos abusivamente essa distribuicdo ? Como, em gerad a
distribuicéo Exponencial Negativa apresenta uma maior variabilidade que
a distribuicéo real, os resultados obtidos com a utilizagdo da distribuicdo
Exponencial Negativa corresponderdo a uma situagdo mais negativa do
gue asituagao real.

E se ndo tiverem sido deduzidas expressdes para as medidas de
desempenho do sistema de filas de espera que se pretende analisar ? E se
pretendermos conceber um sistema com atendimentos prioritarios (por
exemplo, um servico de urgéncia num hospital) ? E se, em vez de uma
Unicafila, pretendermos considerar umarede de filas de espera? E como
incorporar a natural impaciéncia dos clientes que, ao fim de algum tempo
de espera, poderdo desistir de esperar e abandonar o sistema? Todas as
perguntas anteriores sd0 pertinentes e, uma resposta possivel para todas
elas é o recurso a Simulacéo de Filas de Espera.

Ao concluirmos esta abordagem das Filas de Espera, gostariamos de
realcar a importancia dos modelos apresentados, pela existéncia de
expressdes analiticas que nos permitem determinar facilmente as medidas
de desempenho dos correspondentes sistemas de filas de espera.

161



162

2.6 Exercicios Propostos

-1-

| dentifique as caracteristicas das filas de espera nas seguintes situacoes:
a) Servico de urgénciade um hospital.

b) Servico de processamento das declaragdes de rendimentos.

¢) Posto de abastecimento de combustiveis em auto-servico com 6
bombas.

-2 -

O processo de chegadas de clientes a um dado servico € Poissoniano com
taxa média de uma chegada a cada 10 minutos. Sabendo gue o0 sistema
funciona com um Unico servidor e que a probabilidade de o sistema se
encontrar sem clientes é de 20 %, determine:

a) o comprimento médio dafila de espera

b) o tempo médio de permanéncia de um cliente no sistema e na fila em
espera

¢) aprobabilidade de um cliente ter de aguardar, pelo menos, 3 (ou 5, ou
10) minutos na filaem espera

d) aprobabilidade de ndo haver clientes a espera de ser atendidos

e) a probabilidade de estarem, pelo menos, 5 clientes a espera de ser
atendidos.

(L = 4,00; W = 40,00 min, Wy = 32,00 min; 74,2%, 70,6%, 62,3%;
36,0%; 26,2%)



-3-

O processo de chegadas de clientes a um dado servico € Poissoniano com
taxa média de uma chegada a cada 10 minutos. A duracdo de um
atendimento pode considerar-se com distribuicdo Exponencial com valor
médio igual a 8 minutos. Sabendo que o sistema funciona com dois
servidores, determine:

a) 0 comprimento médio dafilade espera

b)  otempo médio de permanéncia de um cliente no sistema e nafilaem
espera

¢) aprobabilidade de um cliente ter de aguardar, pelo menos, 3 (ou 5,
ou 10) minutos nafilaem espera

d) aprobabilidade de ndo haver clientes a espera de ser atendidos

e) a probabilidade de estarem, pelo menos, 5 clientes a espera de ser
atendidos.

(L = 0,95, W= 9,52 min, Wy = 1,52 min; 14,6%, 10,8%, 5,10 ; 90,9%;
0,2%)

-4-

O processo de chegadas de clientes a um dado servico € Poissoniano com
taxa média de uma chegada a cada 10 minutos. A duracdo de um
atendimento pode considerar-se com distribuicdo Exponencial com valor
meédio igual a9 minutos. Sabendo que se pretende que o tempo meédio de
permanéncia de um cliente na fila em espera n&o ultrapasse 1 minuto,
determine:

a) 0 numero de servidores que devem estar ao Servico

b) o comprimento médio da fila de espera, assumindo que o nimero de
servidores € o determinado na alinea a).

¢) a probabilidade de um cliente ter de aguardar, pelo menos, 5 minutos
na fila em espera, assumindo que o ndmero de servidores é o
determinado na alinea a).
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(5=1-p=09—>Lq=81—>W;=81min;
S=2-p=0,45— Py =37,93% — Ly = 0,229 - Wy = 2,29 min;

S=3 —p = 0,30 - Py = 40,35% —> L = 0,030 — Wy = 0,30 min; 0,93;
2,2%)

-5-

O processo de chegadas de clientes a um dado servico € Poissoniano com
taxa média de uma chegada a cada 10 minutos. A duracdo de um
atendimento pode considerar-se com distribuicdo Exponencial com valor
meédio igual a 8 minutos.  Sabendo que o sistema funciona com um
servidor e que ndo pode receber mais do que 5 clientes, determine;

a) 0 numero médio de clientes por horaimpedidos de entrar
b) o comprimento médio dafilade espera

¢) o tempo médio de permanéncia de um cliente no sistema e na fila em
espera

(K =5 —>51= 009112 mn* — A —-A= 000888 min' — 0,53
clientes’hora; L =1,868; W= 20,50 min, Wy = 12,50 min)

-6-

Resolva o exercicio anterior, admitindo que o sistema funciona com dois
servidores.

(K=5 S=2->1=0,09912 min* — A —4=0,00088 min™* — 0,05
clientes’hora; Ly = 0,1258 — Wy = 1,269 min - W = 9,269 min —
L =0,919)



-7-

O proprietario do recinto dos carrinhos de chogque da Feira Popular
assegura a manutencao dos velhos carrinhos.  Estdo ao servico apenas 12
carrinhos, sabendo-se que o processo de ocorréncias das avarias é
Poissoniano com taxa média de uma avaria por cada 6 horas. A duracéo
de uma reparacéo pode considerar-se com distribuicdo Exponencial com
valor médioigua alhora. Determine:

a) a probabilidade de se encontrarem avariados n (n = 0, 1, ..., 12)
carrinhos

b) 0 numero médio de carrinhos avariados

¢) 0 numero de gjudantes que o dono deveria contratar para que, em
termos medios, ndo estivessem mais do que 2 carrinhos avariados

(M/IM/ISN N = 12 a) P, v. abaixo > b) L = 6,06819; ¢) S=3 - 2
gjudantes (total: 3 servidores))

S=1[S=2[s=3[s=4
0,01136]0,11023]0,14892]0,15601
0,022730,220450,29784/0,31202
0,041670,202080,27302)0,28602
0,06945)0,16840|0,15168|0,15890
0,10418]0,12630]0,075840,05959
0,13890]0,08420]0,033710,01986
0,16205/0,049120,013110,00579
0,162050,024560,00437|0,00145
0,13504]0,010230,00121/0,00030
0,090030,003410,00027]0,00005
0,04501/0,000850,000040,00001
0,01500]0,00014/0,00000]0,00000
0,00250]0,00001]0,00000]0,00000
6,06819]2,64546[1,89265(1,74625
0,98864]1,55909|1,684561,70896

tocup [0,98864| 0,7795 | 0,5615 | 0,4272

SIFISIEIBlo|o|Njo|usw Nk (o]
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Neste capitulo, comecaremos por fazer uma Introducido a Gestio de
Projectos. Faremos uma breve referéncia a algumas questdes ligadas a
representacao das redes de projectos.

Seguir-se-a uma abordagem do Método do Caminho Critico, entretanto
introduzido no problema acima referido.

Faremos uma abordagem da Gestao de Recursos Associados a um
Projecto, apresentando o conhecido Diagrama de Barras ou Diagrama
de Gantt e 0 Diagrama de Consumo de um Recurso associado ao
Diagrama de Gantt.

Em seguida, estudaremos a forma mais econdémica de levar a cabo a
Reducio da Duraciao Total de um Projecto.

Segue-se uma abordagem da Técnica PERT, que assume duractes
aleatérias para as actividades, contrariamente a0 que sucede com o
Método do Caminho Critico que assume duracdes deterministicas para as
actividades de um projecto.

Na Conclusiao faremos referéncia a algumas extensdes da Gestio de
Projectos.

Por fim, apresenta-se um conjunto de Exercicios Propostos.
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3.1 Introducio a Gestao de Projectos

Consideraremos que um projecto € um conjunto de actividades com
relacOes de precedéncia entre elas (isto €, em geral, uma dada actividade
SO se poderainiciar depois de outra(s) estarem concluida(s)).

Face a listagem das actividades que constituem um dado projecto e das
suas caracteristicas relevantes (no que respeita a precedéncias e a sua
duragdo), uma primeira preocupagdo sera determinar a duracio minima
do projecto (obviamente respeitando as precedéncias entre as
actividades).

E serd que todas as actividades sdo igualmente preocupantes ?
Obviamente que ndo ! A nossa experiéncia do dia-a-dia mostra-nos que
algumas actividades cuja duracdo pode eventuamente aumentar
ligeiramente, sem que dai resulte qualquer aumento da duragdo total do
projecto (ha folga); pelo contrario, ha outras actividades que séo criticas,
isto é, qualquer pegueno atraso numa dessas actividades se repercute na
duracéo total do projecto. Como determinar as actividades criticas de um
projecto ?

Em geral, mediante um certo custo, é possivel reduzir a actividade de
agumas actividades. Se se pretender reduzir a duragao total de um
dado projecto, que reducbes devem ser levadas a cabo e em que
actividades ? (Obviamente nZo reduziremos a duragdo de uma actividade ndo
critica... Na&o éverdade ?)

Para responder a estas (e outras questdes), deveremos comegar por
representar adequadamente um projecto. A rede que representa um
projecto & constituida por um conjunto de nés e de arcos orientados
(setas). Cada nd representa um instante de tempo. Cada arco
corresponde a uma actividade e representa-se entre dois nés: 0 nd do qual
diverge a seta representa o instante de tempo a partir do qual a actividade
pode ser iniciada; 0 nG no qual converge a seta representa um instante de
tempo em que a actividade correspondente ja esta terminada.



Se tivermos mais do que uma seta (actividade) a divergir do mesmo no,
esse no correspondera a um instante de tempo a partir do qual ja se podem
iniciar qualquer das actividades correspondentes as setas que divergem
desse no.

Se tivermos mais do que uma seta (actividade) a convergir num mesmo
no, esse nO correspondera a um instante de tempo em que todas as
actividades correspondentes as setas que convergem nesse nd estéo
concluidas.

Consideremos o projecto constituido pelas actividades A, ..., F com as
caracteristicas indicadas no Quadro seguinte:

Actividade Precedéncias | Duracdo (dias)
A 2
B 5
C 3
D A 8
E B 3
F C 4

Para representarmos a rede deste projecto, comegamos por representar o
noé inicia e as actividades que dele divergem, isto €, as actividades que
ndo dependem de qualquer outra e, como tal, podem decorrer logo desde o
inicio do projecto: A, B eC.

A/'

Embora ndo seja imprescindivel fazé-lo, poderd ser assinalar com as
actividades que acabdmos de representar, no Quadro inicial:
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Actividade Precedéncias | Duracéo (dias)
A v 2
B v 5
C v 3
D A 8
E B 3
F C 4

Como ja representdmos a actividade A, poderemos representar a
actividade D, cuja seta divergira do nO onde convergiu a seta
correspondente a A.  Analogamente, como ja representdmos a actividade
B, poderemos representar a actividade E, cuja seta divergira do né onde
convergiu a seta correspondente a B. E, finamente, poderemos
representar a actividade F, cuja seta divergira do né onde convergiu a seta
correspondente a C.

Actividade Precedéncias | Duracéo (dias)
A v 2
B v 5
C v 3
D v A 8
E v B 3
F v C 4

Estd, assim, representada a rede correspondente a este projecto muito
simples. Por simples observagéo da rede poderemos ver que a duracéo
deste projecto € o maximo da duracdo dos trés caminhos A + D, B + E e
C+F,istoé 10,8e7dias. Assim, a duracio deste projecto sera de 10
dias, sendo criticas as actividades A e D (dai que narede fina tenhamos
carregado a representacao das setas correspondentes).



Imaginemos agora que o projecto sofria uma ligeira ateragdo, traduzida
no Quadro seguinte:

Actividade Precedéncias | Duragdo (dias)
A 2
B 5
C 3
D A, B 8
E B 3
F C 4

Comecamos por representar o nd inicial e as actividades que dele
divergem, isto €, as actividades que ndo dependem de qualquer outra e,
como tal, podem decorrer logo desde o inicio do projecto: A, B e C.

A2

c@3

Actividade Precedéncias | Duracéo (dias)
A v 2
B v 5
C v 3
D A B 8
E B 3
F C 4

Como ja representtmos a actividade B, poderemos representar a
actividade E, cuja seta divergira do ndé onde convergiu a seta
correspondente a B.  Analogamente, como ja representdmos a actividade
C, poderemos representar a actividade F, cuja seta divergird do n6é onde
convergiu a seta correspondente a C.

A(2)

C@ F(4)
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Mas como representar a actividade D, que depende de A e deB ? D
deveria ser representado por uma seta que divergisse de um né onde
convergiriam simultaneamente as setas que representam as actividades A e
B. SO quetal n6 ndo existe! E, aém do mais, aactividade E s depende
de B, pelo que ndo podera divergir de tal n6 ... deve divergir do né onde
converge apenas a seta que representa a actividade B !

Poderemos ultrapassar esta dificuldade, representando uma actividade
ficticia, que divergira do né onde converge a seta que representa a
actividade B e que convergira no né onde converge a seta que representa a
actividade A - este Ultimo no fica agora a representar o instante de tempo
em que estdo concluidas as actividades A e B, pelo que dai podera divergir
a seta que representa a actividade D.

Actividade Precedéncias | Duracdo (dias)
2

mmon|w| >
ANRNENRNRNAN
>
w
Alwloo|lw|lo

Esta, assim, representada a rede correspondente ao projecto alterado. Por
simples observacéo da rede poderemos ver que a duragdo deste projecto é
0 méximo da duragdo dos quatro caminhosA + D,B+D, B+ EeC +F,
isto & 10, 13, 8 e 7 dias. Assim, a duracio deste projecto sera de 13
dias, sendo criticas as actividades B e D (devidamente destacadas na
rede).

Imaginemos agora que o projecto sofria uma ligeira ateracdo, traduzida
no Quadro seguinte:



Actividade Precedéncias | Duracdo (dias)
A 2
B 5
C 3
D A 8
E B 3
F C 4
G A, B 2

Comecamos por representar 0 nO iniciad e as actividades que dele

divergem, isto €, A, B eC.

A(2)

c@3

Actividade Precedéncias | Duragdo (dias)
A v 2
B v 5
C v 3
D A 8
E B 3
F C 4
G A, B 2

Como ja representamos as actividades A, B e C, poderemos representar

facilmente as actividades D, E e F;
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Actividade Precedéncias | Duracdo (dias)
A v 2
B v 5
C v 3
D v A 8
E v B 3
F v C 4
G A B 2

Mas como representar a actividade G, que depende de A e de B ? E
preciso reter que a actividade D depende apenas de A e a actividade E
depende apenas de B, pelo que o recurso a actividades ficticias que
convirjam nos nés onde convergem as setas correspondentes a A, ou a B,
ndo terd qualquer utilidade ! Poderemos ultrapassar esta dificuldade,
representando um novo no, de onde divergira a seta que representa a
actividade G.  Nesse nd convergirdo duas actividades ficticias, que
exprimirdo a dependénciaade G relativamentea A eaB.

Actividade Precedéncias | Duracdo (dias)
A v 2
B v 5
C v 3
D v A 8
E v B 3
F v C 4
G v A B 2

Estd, assim, representada a rede correspondente ao projecto alterado. Por
simples observacdo da rede poderemos ver que a duragdo deste projecto é
0 maximo da duracdo dos cinco caminhosA + D,A+G,B+E,B+G e
C+F, ist0é 10,4,8, 7e7dias. Assm, a duragido deste projecto sera



de 10 dias, sendo criticas as actividades A e D (devidamente destacadas
narede).

Antes de concluirmos esta introducdo a Gestéo de Projectos, gostariamos
de realcar alguns aspectos importantes do tragcado da Rede de um
Projecto:

- Um no genérico representa o instante de tempo em que todas as
actividades que nele convergem estdo terminadas ou ainda, o
instante de tempo em que todas as actividades que dele divergem se
podem iniciar. Um arco representa o decorrer de uma actividade e a
duracéo dessa actividade ndo esta relacionada com o tamanho desse
arco!

- Do né inicial divergem as actividades que ndo tém qualquer
precedéncia.  No né final convergem as actividades ndo sdo
precedéncia para qualquer outra. Relativamente a um nd genérico,
poderemos referir que dele divergirdo as actividades que dependem
das actividades que nele convergem.

- Para representar precedéncias pode ser necessario recorrer a
actividades ficticias, que se representam por setas a trago
interrompido. E preciso ter muita atenco ao sentido dessas setas,
jA que qualquer inversdo dterara as dependéncias entre as
actividades. Por exemplo, na rede seguinte a actividade D depende
de A e de B, mas a actividade E dependeré apenas de B.

E facil de ver o que acontece se se inverter o sentido da seta
correspondente a actividade ficticia representada: a actividade D
passa a depender apenas de A e a actividade E passa a depender de
A edeB.
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3.2 Método do Caminho Critico

O Método do Caminho Critico (M.C.C.), também conhecido por CPM
(Critical Path Method), assume duragdes deterministicas para as varias
actividades de um projecto. Depois de tracada arede do projecto, € com
base nas duragbes deterministicas das actividades, sdo calculados os
tempos mais cedo e 0S tempos mais tarde de cadand. De seguida, séo
identificadas as actividades criticas (que globalmente formam o caminho
critico).

Depois de representada a rede de um projecto, € importante determinar-se
gual o instante de tempo mais cedo a partir do qual se pode iniciar uma
dada actividade. De um modo mais geral poderemos estar interessados
em determinar o tempo mais cedo associado a um dado no.

Tomemos a seguinte rede como exemplo:

Qual o instante mais cedo em que ocorre 0 n6 de onde diverge a seta que
representa a actividade D ?  (Ou, equivalentemente, neste caso, qua o
instante mais cedo em que se pode iniciar a actividade D ?). E fé&cil de
ver que a tentagéo de responder 2 dias, ndo é a resposta correcta.  Com
efeito, a0 fim de dois dias a actividade A estava completada, mas a
actividade B ainda estava a decorrer, pelo que a actividade D, que depende
de A e de B, ndo se poderia iniciar !  Assim, a resposta correcta € o
maximo de 2 ede 5 + 0 (zero éa"duracso” da actividade ficticia), iSto €, 5 dias.

Em geral, o célculo do correspondente tempo mais cedo (ou tempo
minimo) do né k, tmy, admitindo que 0 no k € "precedido” por n outros
nés, k-1, k-2, ... , k-n e que as actividades A1, A2, .. , An
correspondentes aos arcos que ligam estes nés a0 n0 k tém duractes
deterministicas, respectivamente, iguaisadsi, d2, ..., dn:



k-1
Al
k-2
A2
k
An
k-n

tmk = maximo ( tmk-1 +d1 ; tmk2 +d2; ... ; tmk-p+dp )

Relativamente ao calculo do tempo mais tarde (ou tempo méximo) do né
k, TMk, admitindo que do n6 k divergem m setas param outros nos,
k+1, k+2, ... , k+m e que as actividades A1, A2, ... , Am correspondentes
aos arcos que ligam estes nds ao nO k tém duracbes deterministicas,
respectivamente, iguaisadi, d2, ... ,dm:

Al k+1
A2 k+2
k
Am
k+m

TMk = minimo ( TMk+1-d1 5 TMk+2-d2; ... 5 TMK+m-dm )
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Um né k com tmg = TMg designa-se um né critico. Como ja
haviamos referido, um no representa um instante de tempo.  Se o instante
mais cedo e o instante mais tarde correspondentes a um nd forem
coincidentes, tal indicara que qualquer desvio relativamente a esse instante
afectara a duragdo total do projecto, dai a designacdo de no critico.

Uma actividade que decorra entre dois nds criticos e tenha duracdo igual a
diferenca entre 0s tempos correspondentes a esses dois nés diz-se uma
actividade critica. [ Atencdo: E necessario, mas ndo suficiente, que uma
actividade decorra entre dois nés criticos para que seja uma actividade
critica. |

Assim, com vista a determinagd do caminho critico de um projecto,
devemos calcular os tempos mais cedo e 0s tempos mais tarde associados
aosvariosnoés. Para sistematizar esse calculo, associaremos a cada né um
"relogio duplo” com o seguinte aspecto:

No guadrado da direita registaremos o tempo mais cedo associado ao n6 e
no quadrado da direita registaremos o correspondente tempo mais tarde.

O calculo dos tempos mais cedo pode fazer-se assumindo que o tempo
mais cedo do né inicia é 0 e, calculando sequencialmente os demais
tempos mais cedo até se atingir o no fina. O tempo mais cedo
determinado para o no fina € a duracio minima do projecto. Em
seguida, com vista ao calculo dos tempos mais tarde, assumiremos gue o
tempo mais tarde do n6 final é igual ao respectivo tempo mais cedo (isto &,
assumiremos que queremos acabar o projecto tdo cedo quanto possivel !)
e, em seguida, sdo determinados os tempos mais tarde dos demais nés (de
tras para a frente) até se atingir o n6 inicial. Chama-se a atencdo do
leitor para a necessidade de obter o0 tempo mais tarde do nd inicial igual a
zero! Setal ndo ocorrer, houve algum erro no calculo dos tempos'!

Se uma actividade critica sofrer um atraso, por muito pequeno que sgja, na
sua execucao, a duragdo total do projecto sera obrigatoriamente afectada !
Assim, é primordialmente sobre as actividades criticas que deve incidir a
atencdo do gestor de um projecto !  Essa atencdo deve ocorrer quer a
nivel de planeamento do projecto, quer a nivel de execucdo do mesmo.
Quando se estq a planear um projecto cuja duragdo total se pretenda



reduzir, é sobre as actividades criticas que devera, inicialmente, incidir a
nossa atencdo ( "Sera possivel reduzir a sua duragdo com a utilizacdo de
uma tecnologia mais sofisticada (e, muito provavelmente, mais cara) 7" ).
A nivel da execucéo de um projecto € fundamental prestar muita atencéo
as actividades criticas, de modo a garantir que a sua execu¢do ndo sofra
atrasos, ja que estes se repercutirdo obrigatoriamente na duragdo total do

projecto.

Consideremos, a titulo de exemplo, o projecto correspondente ao Quadro

seguinte:
Actividade |Precedéncias| Duracao
(dias)
A C,G I
B G 6
C --- 2
D --- 4
E C 3
F D 3
G --- 8
H E,F 2

A este projecto corresponde a rede seguinte:
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A titulo de exemplo, (re)vejamos alguns calculos de tempos mais cedo e
de tempos mais tarde:

- tempo mais cedo do né onde converge a actividade C = max (0 + 2;
8+0)=8

- tempo mais tarde do n6 onde converge a actividade G = min (15 - 6;
13-3;8-0)=8

Depois de calculados os tempos mais cedo e os tempos mais tarde para os
vérios nos, facilmente podemos determinar, 0 caminho critico (isto € 0
conjunto das actividades criticas), que neste projecto € formado pelas
actividades G e A . As demais actividades designam-se por actividades
folgadas. (Chama-se a atencéo do leitor para o facto de a actividade C
ndo ser critica apesar de decorrer entre dois nos criticos!  E que a sua
duracéo éigual a2 dias e essa actividade tem de decorrer entre os dias0 e
8, pelo que obviamente é uma actividade folgada.)

3.3 Gestao de recursos associados a um projecto

A execucdo de um projecto est4 geralmente associada a recursos que
importa gerir adequadamente. Com efeito, para aém de questdes que se
prendem com a duracdo total esperada do projecto e com a eventual
necessidade de a reduzir (questdes que abordaremos posteriormente),
surgem com frequéncia questbes associadas a gestdo de diferentes
recursos (recursos financeiros, recursos humanos, equipamento especial,
entre outros).

Se relativamente as actividades criticas nada podemos fazer relativamente
as datas de inicio e de conclusdo, 0 mesmo ndo acontece com as
actividades folgadas. Ora, quando se "move" uma actividade folgada no
tempo (respeitando, contudo, as precedéncias impostas), move-se
correspondentemente 0 consumo dos recursos envolvidos na sua
execucdo. Assim, ndo é irrelevante decidir executar todas as actividades
tdo cedo quanto possivel, ou, pelo contrario, tdo tarde quanto possivel ...
existindo obviamente toda uma série de opcles intermédias. Dai que a
Gestdo de Projectos ndo se confine a simples determinacéo das datas de
inicio e conclusdo das diferentes actividades.



Consideremos, por exemplo, o projecto correspondente ao Quadro
seguinte:

Duracio [Consumo de
Actividade |Precedéncia (u.t.) recurso (*)
A 8 10
B A,C 26 6
C 10 8
D C 16 10
E C 6 14
F --- 16 8
G E,F 18 10

Nota (*): Recurso Humano - n° de trabalhadores necessérios por u.t.

Comecemos por tracar a rede correspondente e determinar os tempos mais
cedo e mais tarde de cada no.

A duracdo total do projecto é igual a 36 u.t.. As actividades C e B
congtituem o caminho critico. A actividade C devera iniciar-se no
instante 0, terminando no instante 10, quando se inicia a actividade B que
termina no instante 36.

Para mais facilmente se poder visualizar a execucdo das varias actividades
gue constituem o projecto, poderemos conceber uma representacdo gréfica
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do cronograma do projecto - o muito conhecido Diagrama de Barras (ou
Diagrama de Gantt).

Aproveitemos o exemplo acima apresentado para, a partir da
correspondente rede do projecto, comegcarmos a tragar o Diagrama de

Barras correspondente:
Actividades| Preced. | Dur.

A - 8 |« -

B A,C | 26 #“w

C - 10

D C 16 [« -

E C 6 [« =

F - 16 —)

G E,F 18 <— —]

Tempo (u.t.) : T

10 20 30 36

Assinaldmos o desenvolvimento das duas actividades criticas e marcamos
os limites temporais para o inicio e o final de cada actividade. Chama-se
a atencdo para o facto de se ter representado o inicio "mais cedo" de cada
actividade e o final "maistarde" de cada actividade. Assim, por exemplo,
as actividades E e F poderdo terminar no instante 18 ... mas, se ta

acontecer, € 6bvio que a actividade G ndo se podera iniciar no instante 16
(o seu comego "mais cedo"), ja que esta actividade depende de E e de F !

Assim, convém manter-se presente que a "marcacdo” do inicio de uma
actividade s6 deve ocorrer depois de nos certificarmos que a(s) sua(s)

precedente(s) ja esta(do) concluida(s) !

Associado a0 Diagrama de Gantt acima apresentado, poderemos
representar 0 Diagrama de Consumo de um Recurso, neste caso o
recurso humano correspondente :

A
N° Trab.

10

Emma
///%/////////////////////%///
L | cf '} 1 P}l B L}

///////%////////////////////%///
Tempo (u.t.) : T
10 20 30 36
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Enquanto decorre a actividade critica C s80 necessarios 8 trabalhadores m
cada u.t., sendo 6 o numero de trabalhadores necessarios, para em cada
u.t., executar a actividade critica B.

Imaginemos, agora, que se pretendia iniciar todas as actividades t&o cedo
guanto possivel. Representemos o correspondente Diagrama de Gantt e 0
Diagrama de Consumo de Recurso Humano associado:

Dur. | Rec. 10 20 30 36
Activ. | Prec.| (u.t.) |[Hum.[Tempo J J \’ )
(ut)
A --- 8 10 |« N
C -— | 10 8
D | C 16|10 = N
E[c|s6]|14 . N
F -- 16| 8 |« -
G |[E,F] 18| 10 — N >
N°Trabf‘
38
30 E
20 F G
D
A
10 F D G
F
e
- TP
L (ct PP T IB] TP
/////%////////%///////////%///////
Tempo (u.t.) : O 10 20 30 36
2 { J y
N° Total de Trab.: | 26 [16] 38 | 26 | 16 [6]

Como se pode constatar 0 consumo do recurso humano varia
consideravel mente durante a execucéo deste projecto. Entre o inicio e as
8 u.t. sdo necessarios 26 trabalhadores (em permanéncia). Entre as 8 u.t.
e as 10 u.t. o numero de trabalhadores baixa abruptamente para 16. O
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nimero maximo de trabal hadores necessarios € de 38, no periodo entre 10
ut. e 16 ut. . No periodo que decorre entre as 16 u.t. e as 26 u.t. o
numero de trabalhadores baixa para 26, seguindo-se uma nova baixa (para
16) correspondente ao periodo que decorre entre as 26 u.t. e as 34 u.t.
Finamente, entre as 34 ut. e as 36 ut. (o fina do projecto) sdo
necessarios apenas 6 trabalhadores !

E o que teria acontecido a distribuicdo do nimero de trabalhadores ao
longo do tempo se as actividades folgadas tivessem decorrido t&o tarde
guanto possivel ?

Experimentemos marcar o inicio das actividades folgadas para téo tarde
guanto possivel e representemos os correspondentes Diagrama de Gantt e
Diagrama de Consumo de Recurso Humano.

Dur. | Rec. | Tempo 10 20 30 36
Activ. | Prec.| (ut) JHum.] (ut) d d d 3
A --- 8 10 |« —)
C —-]l10] 8
D C 16 | 10 «— —
E C 6 14 — -
F - 16 | 8 |« -
G |E,F| 18] 10 — =
N°Trab,|
30
20 F E G
A
10 G D
F
- Frr T
| ¢l 1} ] ] Bl |}
/%//%//%%%%//%%/%%
T
Tempo (u.t.) : 0 10 20 30 36
\) { { {
N° Total de Trab.: | 8] 26 [14] 28 6] 26 |




Como se pode observar, a distribuicdo do nimero de trabalhadores ao
longo do projecto na hipotese de marcacdo "tardia’ das actividades
folgadas € muito mais "uniforme" do que a correspondente a marcacéo
"mais cedo" das actividades folgadas. No cenario agora representado, o
nimero maximo de trabalhadores passa a 28 (contra 38 no cenario
anterior).

Poderiamos, ainda, "compactar" ligeiramente a distribuicdo do nimero de
trabalhadores mexendo ligeiramente nas actividades D e E - se a
actividade D decorrer entre as 18 u.t. e as 34 u.t. e a actividade E decorrer
entre as 10 u.t. e as 16 u.t. (e mantendo as "marcagles’ feitas neste
segundo cenario para as demais actividades). Teriamos assim 0 seguinte
Diagrama de Gantt e correspondente Diagrama de Consumo de Recurso
Humano:

Dur. | Rec. 10 20 30 36
Activ. |Prec.|(u.t.) JHum.|Tempo { 2 \2 2
(ut)
A - 8 10 |« -
C - | 10 8
D C 16 | 10 < —
E C 6 14 —)
F - 16 8 |« -
G |E,F| 18] 10 < -
N°Trab?
30
20 F E G
A
10 D G
F
e ee
DD e
| cl 1y ] ] Bl |}
////////////////%//////////////////
Tempo (u.t) : O 10 20 30 36
J \ {
N° Total de Trab.: | 8] 26 [ 28 [a4] 26 [16]
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Conseguiu-se, assim, uma distribuicdo mais equilibrada do nimero de
trabal hadores ao longo do projecto, sendo de 28 o correspondente nimero
maximo.

Assim como se apresentou um exemplo de um projecto que envolvia o
consumo de um recurso (humano), ndo é dificil imaginar que se pretendia
gerir simultaneamente o consumo de dois (ou mais) recursos associados a
execucao de um projecto. Bastaria que, em paralelo com o Diagrama de
Gantt, representassemos um Diagrama de Consumo de Recursos para cada
um dos recursos envolvidos. Estando as actividades criticas fixas no
tempo, pode marcar-se, desde logo, os correspondentes consumos dos
Varios recursos nos Diagramas respectivos. Em seguida, proceder-se-ia a
"marcacdon” das actividades folgadas (respeitando sempre as precedéncias)
e correspondentes consumos de recursos. A deslocagdo de uma barra
correspondente a uma actividade folgada no Diagrama de Gantt, traduz-se
pela correspondente ateracdo dos varios Diagramas de Consumo de
Recursos.

Podemos, a titulo de exemplo, referir alguns recursos que podem intervir
num proj ecto:

- recursos humanos (pode interessar "uniformizar" a sua utilizagdo; uma
equipa pode intervir em vérias actividades, ndo podendo executé-las
simultaneamente...)

- recursos financeiros (geramente, interessar atrasar ab maximo o seu
consumo...)

- recursos materiais (Um determinado equipamento gque é necessario para
a execucdo de vérias tarefas, pelo que essas tarefas ndo poderdo ser
executadas em simultaneo).

Para aplicacéo dos conceitos apresentados, deixa-se 0 seguinte exercicio:



Considere o projecto com as caracteristicas apresentadas no Quadro
seguinte:

Consumo de
Actividade Precedéncias Duracao Combustivel
(u.t.) (litros/u.t.)
A 5 9
B 8 3
C 6 6
D A 4 15
E B 3 10
F B 2 2
G B,C 7 8
H D,E 2 10
Sabe-se que:

e se pretende levar a cabo este projecto tédo rapidamente quanto
possivel;

. se pretende minimizar o nivel médximo de consumo de
combustivel;

e as actividades D, E e F necessitam de um mesmo equipamento
durante a sua execucdo, pelo que ndo podem ser realizadas em
simultaneo.

Planeie a execucao deste projecto, indicando quando devem decorrer as
varias actividades que constituem o projecto e qual o correspondente nivel
maximo de consumo de combustivel.

3.4 Reducao da Duracao Total de um Projecto

Muitas vezes, depois de tragcarmos a rede associada a um dado projecto e
de determinarmos a sua duracdo total, somos confrontados com a
necessidade de reduzir a durac&o total do projecto. Tal reducdo so sera
possivel a custa da reducdo da duracéo de, pelo menos, uma actividade e,
obviamente, val traduzir-se em custos.

Como ja se referiu, a reducdo da duragio total de um projecto s6 se
pode conseguir a partir da duragio das actividades criticas, ja que sdo
estas actividades as que condicionam efectivamente a duragdo total do
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projecto. Assim, ndo faz qualquer sentido comegar por reduzir a duragdo
de uma actividade folgada, ja que tal s6 aumentard o valor das folgas
correspondentes a essa actividade, em nada alterando a durac&o total do
projecto. Refira-se ainda que ao reduzir a duracido de actividades
criticas, poderemos tornar uma actividade até ai folgada numa
actividade critica, que tera de ser tomada em consideracdo para uma
adicional reducdo da duracéo total do projecto. Nessa situagdo, se se
insistir em reduzir apenas a duracdo da mesma actividade critica, tal
reducdo ndo vai surtir qualquer efeito, ja que a actividade deixara de ser
critica - era necessario reduzir simultaneamente a duragdo de mais de uma
actividade critica ...

Assim, € importante termos presente que a reducéo da duracdo total de um
projecto s se consegue coma reducdo criteriosa da duracdo de, pelo
menos, uma actividade critica ...

Consideremos 0 projecto muito simples correspondente ao Quadro
seguinte:

Actividade Precedéncias Duracgio (u.t.)
A 5
B A 3
C 10
A este projecto corresponde a rede seguinte:
A(5) B(3)
C(10)

Como facilmente se constata, a duragdo total do projecto € de 10 u.t.,
sendo C a Unica actividade critica.

Imaginemos que se pretendia reduzir a duracio total do projecto para 7
u.t., isto é que se pretende reduzir 3 u.t. a duragdo tota inicia do



projecto. Como se referiu, qualquer reducdo a duracdo total de um
projecto sd se consegue com areducdo da duragao de actividades criticas.

Tentemos, entdo, reduzir 3 u.t. a actividade critica C, cuja duracéo
passarg, assim, de 10 u.t. para7 u.t. . Obtemos a rede seguinte:

A(5) B(3)

c(7)

A reducéo de 3 u.t. efectuada na duragdo da actividade C ndo surtiu o
efeito desgado! Com efeito, ela traduziu-se apenas na reducéo de 2 u.t.
na durac&o total do projecto, que passou de 10 u.t. para8 u.t. . E f&cil de
ver 0 que se passou: areducdo da duracdo da actividade C, deveria ter-se
ficado, no méximo, pelas 2 ut. ! E que as actividades A e B passam
também a ser criticas quando a duracdo de C atinge as 8 u.t. |  Qualquer
reducdo adiciona que ndo considere essas duas actividades ndo produzira
gualquer resultado no que diz respeito a duracéo total do projecto.

Podemos observar "em camara lenta’ o que se passa com a duragéo total
deste projecto, quando se reduz a duragdo da actividade C, mantendo
inalteradas as duragdes das actividades A e B:

- quando a duragdo de C passa de 10 u.t. para 9 u.t., a duragdo total
do projecto também se reduz de 10 u.t. para 9 u.t., mantendo-se o
caminho critico constituido apenas pela actividade C;

- quando a duracéo de C passa de 9 u.t. para 8 u.t., aduracéo total do
projecto também se reduz de 9 u.t. para 8 u.t., mas o caminho critico
sofre uma alteragdo: agora passa a ser duplo (constituido pela
actividade C e, em paralelo, pelas actividades A e B);

- quando a duracéo de C passade 8 u.t. para 7 u.t., aduragéo total do
projecto continuaigual a 8 u.t., passando, agora, 0 caminho critico a
ser constituido apenas pelas actividades A e B - a actividade C deixa
de pertencer ao caminho critico, por ter sido excessiva a reducéo da
sua duragéo;

191



192

Corrijamos, entdo, a nossa primeira reducido, de modo a torn&la
eficiente: vamos reduzir 2 u.t. na duracio da actividade C. Obtemos a
rede seguinte:

A(5) B(3)

c(8)

Como ja se referiu, todas as actividades passam a ser criticas! Javimos
gue ndo adianta reduzir apenas a duracdo da actividade C. O que
aconteceria se reduzissemos apenas a duragdo da actividade A em, por
exemplo, 1 u.t. ? E fécil de ver que a duragio do projecto permaneceria
inalterada, deixando A e B de pertencer a0 caminho critico. Uma
Situag&o idéntica ocorreria se se reduzisse apenas a duracdo da actividade
B. E sereduzissemos simultaneamente as duragOes das actividades A e B
em nada melhoravamos a situacéo.

Conclusdo:  se o caminho critico for formado '"multiplo", isto é,
formado por trocos em paralelo, s6 a reduciao simultinea em, pelo
menos, uma actividade de cada um desses trocos permitira reduzir a
duracio total do projecto.

Assim, retornando ao nosso exemplo, uma reducdo adicional de 1 u.t. na
duracédo total do empreendimento passaria obrigatoriamente pela reducéo
simulténea de 1 u.t. nas duracdes das actividades A e C, ou,
aternativamente, pela reducdo simulténea de 1 u.t. nas duragbes das
actividades B e C. Qual dos "pares' se deveria escolher ? A resposta,
em geral, é ditada por questbes de ordem econdmica (ausentes neste
enunciado muito simples). Poderemos, entdo, efectuar a segunda
reducio, reduzindo, atitulo de exemplo, 1 u.t. a duracéo de A (que passa
adut)e lut aduracdo de C (quepassaa7 ut). Obtemos, entdo, a
rede seguinte:



A4) B(3)

C(7)

Concluimos, assim, a reducéo pretendida.

Consideremos, agora, o0 projecto correspondente ao Quadro seguinte:

Actividade Precedéncias | Duracao (u.t.)
A -- 5
B A 3
C 8
D B,C 3
E 2
F E 7

Sabe-se que se pretende planear eventuais reducOes de duragdes de
actividades, com vista a garantir que a duragdo total do projecto nédo
ultrapassa as 8 u.t. . Sabe-se ainda que a duragdo minima das vérias
actividadesé 1 u.t. .

A este projecto corresponde a rede seguinte:

193



194

O caminho critico tem um "troco duplo”, isto &, as actividades criticas A e
B desenvolvem-se em paralelo com a actividade C também critica; por
outro lado, a actividade D também é critica (ndo havendo outra(s)
actividade(s) critica(s) que se desenvolva(m) em paralel o).

Assim, teremos as trés hipoteses de reducdo seguintes:

1 - naactividade D (no méximo, 2 u.t.), ou
2 - simultaneamente nas actividades A e C, ou
3 - simultaneamente nas actividades B e C (no maximo, 2 u.t.).

Como nédo temos qualquer informagéo relativamente a custos de reducéo,
comecemos por fazer a primeira reducio seguinte: 2 u.t. na actividade D.
Observemos as alteragOes decorrentes na rede:

E todas as actividades se tornam criticas! ... Dado que ja ndo é possivel
reduzir a duracdo da actividade D (a Unica actividade critica "isolada"), sO
nos resta contemplar redugdes simultaneas em mais de uma actividade.

Assim, teremos as quatro hipdéteses de reducdo seguintes:

1 - simultaneamente nas actividades B, C e F (no maximo, 2 u.t.), ou

2 - simultaneamente nas actividades A, C e F, ou

3 - simultaneamente nas actividades A, C e E (no maximo, 1 u.t.), ou

4 - simultaneamente nas actividades B, C e E (no méximo, 1 u.t.).
[ De notar que se ainda fosse possivel reduzir a duraggo da actividade D, poderiamos
contemplar duas outras possibilidades de reducéo: simultaneamente em D e em E, ou
simultaneamenteem D eF. ]



Como néo temos qualquer informagéo relativamente a custos de reducéo,
faremos a segunda reduc¢do seguinte: 2 u.t. Simultaneamente nas
actividades B, C e F. Observemos as alteractes decorrentes na rede:

Atingiu-se finalmente a duracdo total desejada de 7 u.t. , concluindo-se,
assim, areducdo pretendida.

Custos de Reducido da Duracao de uma Actividade

Em geral, a reducdo da duracdo de uma actividade implica custos.
Imagine-se, por exemplo, a actividade "Abertura de valas para instalacéo
de canalizacBes', integrada no projecto "Construcdo de nova
urbanizacéo".

Se for necessario reduzir a duragdo prevista para actividade,
poderemos pensar, inicialmente, num refor¢o do nimero de trabalhadores
alocados a essa actividade. Se for necessario reduzir 1 dia, precisaremos
de contratar mais X trabahadores, isto €, teremos um custo adicional de
Cx (por exemplo, 1 u.m.); se for necessario reduzir 2 dias, precisaremos
de contratar mais 2.X trabalhadores, isto €, teremos um custo adicional de
2.Cx ... No entanto, este raciocinio ndo pode ser repetido muitas vezes
(corriamos o risco de ter tantos trabalhadores que ndo teriam espaco fisico para executar
a operagdo para a qual tinham sido contratados...). Imaginemos que, por este
processo, conseguiriamos reduzir a duragdo desta actividade até 4 dias.

Se se pretender uma reducéo da duracéo desta actividade superior a 4 dias,
ndo serd s com o reforgo do nimero de trabalhadores que se resolvera o
problema - precisoremos de uma nova tecnologia construtiva, de
equipamento mais sofisticado, 0 que se traduzira num custo unitario de
reducdo mais elevado do que o correspondente a C'x (por exemplo, 2 u.m.).
Com esta nova tecnologia construtiva poderiamos reduzir a duracdo da
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actividade em, no maximo, mais 3 dias. Admitamos que ndo existem outros
processos que permitam reducdes adicionais da duracéo desta actividade, isto
€, ndo é possivel reduzir aduragdo desta actividade em maisde 7 dias!

Poderemos sintetizar as informagdes anteriores no Quadro seguinte:

1* Reducio

2? Reducio

ATy

C.URq

AT?

C.U.R.,

4

1

3

2

Nota: AT- reducdo méxima (dias) ; C.U.R.- custo unitério de reducéo (u.m./dia)

Em termos gréficos ter-se-ia:

A
AC
(u.m.)
10
9
8]
7]
6]
5]
4
3]
2]
1]
|1 || -
01 2 3 456 7 AT
(dia)

O exemplo apresentado, corresponde a situacdo de reducdes graduais da
durac&o de uma actividade. Isto é com o custo mais baixo de redugdo (1
u.m./dia) poderemos reduzir 1 dia, 2 dias, 3 dias ou 4 dias;, com o0 custo
mais elevado (2 u.m./dia) poderemos reduzir, adicionalmente, 1 dia, 2 dias
ou 3 dias. Embora sga mais frequente a situacdo de reducdes
“graduais’, poderemos imaginar um outro tipo de actividade em que as
hipdteses de reducdo se apresentassem de modo menos flexivel: reducéo
inicial de 4 dias a um custo de 4 u.m.; reducédo adicional de mais 3 dias a
um custo de 6 u.m. - a situacdo de redugdes globais (ou, em bloco) da
duracéo de uma actividade.

Antes de passarmos a um exemplo, gostariamos de realcar que 0 niumero
de "patamares de reducéo” ndo tem que ser igual a dois (como no exemplo
referido) - podera ser igual a 1, 2 ou superior.  Por outro lado, €
importante termos a no¢éo de que, qualquer que seja a actividade, hd um
limite para a reducéo da sua duracdo (em alguns casos, esse limite € igual
a o, isto €, ndo é de todo possivel reduzir a duragdo da actividade).



Reducoes Graduais das Duracdes das Actividades

Resolvamos, agora o problema seguinte:

Considere o empreendimento constituido pelas actividades A, ..., G com
as caracteristicas indicadas no Quadro seguinte:

Duracido| Reducio da Duracio (*)
Actividade| Preced. (u.t) | ATy [ AC1 | AT2 | ACy
A 20 3 5 2 7
B 15 2 2 1 4
C 10 1 3 2 8
D A 5 3 5
E A,B,G 10 4 6 2 9
F C 4 1 3
G C 7 4 8

Nota (*) : Admita que se trata de reductes "graduais', representando AT a
reducdo de duracdo em u.t. e AC o custo correspondente em u.m..

Se pudesse investir 28 u.m. na reducdo da duracdo total deste
empreendimento, que reducdes efectuaria ?

Comecemos por representar a rede do empreendimento e copiar o "Quadro
das Reducgbes' que nos vai ser muito Util:

Act. |AT1[AC1]AT2|AC?

s

o wo Ul wNuglAa
N
(00]

QEET AW
N A N
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Representemos a situacao inicial:

Caminho Critico: A, E
20220
Act. |AT1[AC1]AT2|AC)
B(15) ‘,\ E(10) Al3|5]|2]|7
> B|2|2]|]1] 4
cl|1]|3]2] 8
D|3|5])|-|-
E| 4] 6 219
F|l1(3]-]-
G|la|8 ]|
Hipoéteses de Reducio: A E 1* Reducio Proposta:
AC (u.m.) 5 6 4 u.t.emE
AT (u.t.) 3 4 Custo =6 u.m.
C.U.R. (u.m./u.t.) 5/3=1,67 1,5 Custo Acumulado = 6 u.m.

No "Quadro das Reducdes' destacamos as hipoteses de reducdo com
interesse (em funcdo do Caminho Critico determinado).

No "Quadro das Hi

poteses de Reducdo” destacamos 0 Custo Unitario de

Reducdo (C.U.R.) mais baixo, que estard na base da proposta que se

indica.

E importante verificar-se se a proposta de reducgo se traduz numa reducéo
efectiva.  Neste caso, deveremos verificar se a redugdo proposta se traduz
na reducdo da duracdo total do empreendimento de 30 u.t. para 26 u.t.:

Apos a 1* Reducio:

Caminho Critico: A, E

Act. |AT1[AC1|AT2|AC)

B(15) \’\ E(6) Al3|5]2]|7
> B 2 2 1] 4

C 113 2 8

D —

E 9

F ——

G




Hipoéteses de Reducio: A E 2* Reduc¢io Proposta:
AC (u.m.) 5 9 3u.t.em A
AT (u.t.) 3 2 Custo=5u.m.
C.U.R. (u.m./u.t.) 5/3=1,67 45 Custo Acumulado = 11 u.m.

No "Quadro das Reducdes' inutilizamos a primeira reducéo efectuada.

Verifiguemos se a segunda reducdo proposta se traduz na reducéo da

duracéo total do empreendimento de 26 u.t. para23 u.t.:

Apos a 2* Reducio:

Caminho Critico:(A )
,G

7

QOmEgTAOw

Hipotesesde] A+ C A+G E 3% Reducao Proposta:
Reducio:
AC (u.m.) 7 3 7 8 9 2ut.emE
AT (u.t.) 2 1 2 4 2 Custo =9 u.m.
C.U.R. 72+3/1 | 7/2+8/4 Custo Acumulado = 20 u.m.
(u.m./u.t.) =65 =55 4,5

No "Quadro das Redugdes' inutilizamos a segunda reducéo efectuada.

Verifiquemos se a terceira reducdo proposta se traduz na reducdo da
duracéo total do empreendimento de 23 u.t. para2l u.t.:
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Apos a 3" Reducio:

A reducdo proposta (de 2 u.t.) ndo € completamente bem sucedida: a
duragdo total do projecto é reduzida de apenas 1 u.t.. Corrijamos, entdo a
proposta de terceira reducéo:

Hipoéteses de Reducdo;] A+ C A+G E 3" Reducdo "Corrigida' Proposta:
AC (u.m.) 7 3 7 8 9 lut.emE
AT (u.t.) 2 1 2 4 2 Custo = 4,5 u.m.
C.U.R. (u.m./u.t.) 712+ 3/1 712 + 8/4 Custo Acumulado = 15,5 u.m.
=6,5 =55 4,5

Verifiguemos se a terceira reducdo devidamente "corrigida', agora
proposta, se traduz na reducéo da duracgéo total do empreendimento de 23
u.t. para22 u.t.:

Apos a 3" Reducio "Corrigida"':

Caminho Critico:|A )
,G

7
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Hip. de Reducdo:] A+C|]A+E|A+G|D+E 4* Reducio Proposta:
AC (u.m.) 7 3|7 45|17 8|5 45]|| 2u.t. simultaneamente em A e em G
AT (u.t.) 2 112 112 413 1]||Custo=11um.
C.U.R. 712+3/1 |7/2+4,5/1) 7/2+8/4 |5/3+4,5/4] Custo Acumulado = 26,5 u.m.
(u.m./u.t.) =65 =80 =55 |=617

Alteramos adequadamente o "Quadro das Reducgdes’ para termos em
conta a reducdo acabada de efectuar, isto é, ainda se podera reduzir mais 1
u.t. naactividade E aum custo de 4,5 u.m..

Verifiquemos se a redugdo proposta se traduz na reducdo da duracéo total
do empreendimento de 22 u.t. para 20 u.t.:

Apos a 4* Reducio:

Caminho Critico:|A

O =ET A=

Actuaizdmos o "Quadro de Redugdes', nomeadamente no tocante a
actividade G, gque ainda pode ser reduzida adicionamente de mais 2 u.t. a
um custo de 4 u.m..

Como se pode observar, ainda mais actividades se tornam criticas, o que
indica que (como se esperaria), € cada vez mais dificil (... emaiscaro...)
fazer redugdes adicionais.

Pode observar-se, ainda, que ao longo das varias reducdes efectuadas, o
Custo Unitario de Reducio tem vindo a aumentar progressivamente,
pelo que se pode, desde ja, concluir que o C.U.R. de uma eventua quinta
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reducdo seria superior a 55 um/u.t. (o valor correspondente a quarta
reducdo). Como, de acordo com o enunciado, sO dispinhamos de 28
u.m., e como até a 42 Reducgdo ja tinhamos gasto 26,5 u.m., € facil de se
concluir que ndo se podera efectuar qualquer reducéo adicional. [ Claro
que o leitor pode (e deve), como exercicio adicional, responder a duas questdes. '"Se
nao tivesse quaisquer restricoes de ordem financeira, quantas u.t. poderia ainda
reduzir a duracio total do projecto ? E qual o custo total de reducio ?" |

Sintetizemos os resultados do nosso problema no "Quadro-resumo”
seguinte:

Red. Dur. Actividades
n® |JActiv.] AT |C.U.R] AC | ZAC | Tot. Criticas
0 --- --- 0 30 A E
1 E 4 1,50 6 6 26 A E
2 A 3 1,67 5 11 23 A,C E G
3 E 1 450 | 45 | 155 | 22 A,C,D,E G
4 |A+G| 2 5,50 11 2651 20 A/B,CD,EG

Poderemos representar graficamente a variagdo da duragdo total do
empreendimento com o custo total de reducéo:

A
Custo Total
de Reducio
(um) 30
/
/
20,
/
/
/
/
10 /’
v .
AT

123456782910 (u.t.)

29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 Dur. Tot.
(ut)




Observe-se 0 aumento progressivo do declive dos segmentos de recta (isto
€, 0 aumento progressivo dos C.U.R.), a medida que aumenta AT, tal como
jase haviareferido anteriormente.

<  E muito interessante constatar que este problema se pode
resolver recorrendo a Programacao Linear ! Aproveite
para formular este problema, com um modelo adequado de
Programacdo Linear e, se dispuser de "software" adequado,
para o resolver e confirmar os resultados que acabamos de
apresentar.

Usualmente, as redugdes das duragOes das actividades podem ser feitas
gradualmente, de acordo com a metodol ogia que se acabou de apresentar.

No entanto, pode acontecer que, relativamente a uma(todas) a(s)
actividade(s) a(s) reducéo(bes) a efectuar sgja(m) do tipo "Ou nio se
efectua qualquer reducio, ou entio a reducio sera de AT ( AT > 1
u.t.), correspondendo a um custo de AC". Neste caso estaremos
perante reducdes “globais’, ou "em bloco" e a abordagem a seguir,
embora idéntica a apresentada para as "redugdes graduais’, necessitaria de
alguns gjustamentos... (gue Nndo vamos aqui apresentar).

3.5 Técnica PERT

Temos vindo a assumir que a duragdo das varias actividades que
constituem um projecto é deterministica.  Esta hip6tese €, obviamente,
simplista em relagdo a redlidade.  Serdo poucas as actividades de um
projecto real que tenham duracdo deterministica.

A Técnica PERT (de Program Evaluation and Review Technique -
Andlise e Revisdo de Projectos) assume duracdes aleatérias para as
actividades de um projecto, assentando em trés hipéteses-base:
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e as duragoes das vérias actividades sdo independentes entre Si
(Hip‘l)!

e as duracdes das varias actividades tém distribui¢oes Normais
(Hip.2),

e a duracio total de um projecto pode considerar-se reduzida
a duracio do Caminho Critico Médio (C.C.M.) - o caminho
critico que se obtém assumindo que as duragbes das varias
actividades sdo iguais aos respectivos valores medios (Hip.3).

Facamos, desde j4 algumas constatacbes sobre as hipoteses-base
assumidas pela Técnica PERT:

¢ A hipttese 1 (independéncia) € em alguns casos, claramente
desadequada. Imaginemos, por exemplo, uma seqguéncia de duas
actividades A (actividade precedente cuja duracdo tem distribuicdo
Normal (n =6 meses; o = 1 més)) e B (actividade que depende de A e
cuja duracéo depende do estado do tempo - tempo seco: N (u =2 meses;
c= =05més) ; tempo himido: N (n =4 meses; c =1 més)). Como
€ Obvio, existe uma clara dependéncia entre as duragbes das duas
actividades: com efeito, se a actividade A terminar num periodo seco do
ano, a actividade B terda uma duragdo menor do que se a actividade A
terminar num periodo himido.  Este tipo de situacdo é apenas um
exemplo de dependéncia entre as duracdes de actividades, correspondendo
auma situagdo ndo contemplada pela Técnica PERT.

¢ A hipotese 2 (duragdoes com distribuicio Normal) também
pode levantar algumas objecgoes ...

Esta hipdtese, conjuntamente com as outras duas, vai descrever a duracgio
total de um projecto com uma distribuicio Normal. Este resultado
ndo é em s, muito chocante, j& que sendo um projecto habitualmente
constituido por um numero elevado de actividades, poder-se-ia adoptar a
distribuicéo prevista pelo Teoremado Limite Central (ainda que, em rigor,
este Teorema ndo pudesse aqui ser invocado). [ Recorda-se que o
Teorema do Limite Central estipula que a soma de n (elevado) varidveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas tem distribuicdo
Normal. Ora, ainda que possamos admitir (com reservas ...) a hip6tese de




independéncia entre as duragbes das actividades, ndo é muito 6bvio que
essas duracdes sejam identicamente distribuidas ... |

Se tentarmos caracterizar estatisticamente a duracdo de uma actividade
poderemos ser confrontados com uma dificuldade ébvia: relativamente a
algumas actividades ndo dispomos de um historia de informacdo que
permita uma caracterizagdo estatistica classica. Como proceder nestes
casos ?

Poderemos tentar obter trés estimativas de duragdo da actividade: Uma
estimativa optimista, Dopt (que corresponde a uma duragdo do projecto
admitindo que as condi¢cBes de execucdo sdo francamente favorévels,
assumindo-se que a probabilidade de ocorréncia de uma duragéo inferior a
Dopt seja de aproximadamente 1%), uma estimativa mais provavel, Dmp
(correspondente a condicOes de execucdo "normais’) e uma estimativa
pessimista, Dpess (que corresponde a uma duragéo do projecto admitindo
gue as condicdes de execucdo sdo francamente desfavoraveis, assumindo-
se que a probabilidade de ocorréncia de uma duracdo superior a Dpess
sgja de aproximadamente 1%).

Na figura seguinte esguematiza-se as trés estimativas referidas, num
esboco de uma funcéo de densidade de probabilidade possivel:

Dur

1% 1%

v

Doth Dmp Dpesls Duracio

Se pensarmos um pouco sobre o assunto, poderemos concluir que a
distribuicdo da duragdo de uma actividade usual devera, em gerd,
apresentar assimetria (com coeficiente de assimetria positivo, isto €,
"cauda paraadireita'). Com efeito, deve ser muito mais facil observar-se
desvios no sentido dos valores mais elevados da distribuicéo (ainda que
com baixa probabilidade), do que observar desvios no sentido dos valores
mais baixos da distribuicdo (ou sga, € muito mais facil imaginar
circunstancias que fagam atrasar substancialmente a duragdo de uma
actividade, do que circunstancias que fagcam antecipar substancialmente
essa duragéo).
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Assim, a distribuicao Beta, pela sua grande flexibilidade, pareceria ser
uma hipdtese mais interessante para modelar a duracéo de uma actividade.
No entanto, essa distribuicdo introduziria uma grande dificuldade de
manipulacdo numérica... Dai que se tenha adoptado a distribui¢do
Normal... Os eventuais inconvenientes decorrentes de uma modelagéo
menos correcta da duragdo de uma actividade sdo largamente
ultrapassados pela simplicidade com que se manipula esta distribuigéo.

A estimativa Dopt é uma estimativa optimista, isto € s6 1% de
realizagOes dessa actividade conduziriam a valores de duragdo inferiores a
Dopt. Pelo contrario, a estimativa Dpess € uma estimativa pessimista,
isto & sO 1% de realizagbes dessa actividade conduziriam a valores de
duracéo superiores a Dopt. A estimativa Dmp € o valor mais provavel
(no necessariamente amédia) de duragdo da actividade.

Se tivermos obtido as trés estimativas de duracéo da actividade ( Dopt,
Dmp e Dpess ) poderemos fabricar as estimativas de valor médio p e de
variancia o2 da correspondente distribuicio Normal, recorrendo as
expressoes seguintes:

i = (Dopt+4Dmp+Dpess) /6 ; o2 = (Dpess-Dopt)2 /36

¢ A hipétese 3 (duragio total ~ duracio C.C.M.) §€
seguramente, muito contestavel ...

Consideremos, por exemplo, o projecto correspondente ao Quadro
seguinte:

Duracio (u.t.)
Actividade | Precedéncia U c
8
A,C 26
- 10
16
C 6
- 16
E,F 18

Q= (=T |O(= >
@)
CIEN NN




Comecemos por tragar a rede correspondente e determinar os tempos mais
cedo e mais tarde de cada nd, assumindo que cada actividade tem duracéo
igual ao respectivo valor médio.

Este projecto, em termos médios, estara concluido ao fim de 36 u.t.. Na
realidade o projecto so estara concluido quando todas as actividades que 0
constituem estiverem concluidas, pelo que poderemos dizer, com todo o
rigor, que a duragao total do projecto € caracterizada estatisticamente por:

DTot ~ Max ( DurA + Durg ; DurB + DurC ; DurC + Durp ;
; DurC + Durg + DurG ; Durf + DurG )

Desde ja se pode avancar que a determinacdo da distribuicéo estatistica
anterior nao é uma tarefalinear !  Dai que o recurso a Técnica PERT,
sgjaumavia para ultrapassar esta dificuldade ...

As actividades C e B constituem o Caminho Critico Médio (C.C.M.), com
uma duracdo total de 36 u.t.. Assim, de acordo com a Técnica PERT,
pode-se escrever:

Hip.3 Hip.2 Hip.2
\! \2 \!
DTot ~ Durc.C.M. ~Durg + Durc ~ N (u=26; 6=5) + N (u=10; 6=1)
~N(u=26+10=36;62=52+12=26) ~N (p=36 ; 62=26)

Hip. 1

Ou sgja, de acordo com a TécnicaPERT, DTot~N(pn=36;02=26).
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Como se pode observar, a utilizacao da Técnica PERT corresponde a
ignorarmos todos os caminhos que, em termos médios, nao sao
criticos e assumir que a durac¢ido total de um projecto é unicamente
condicionada pelo Caminho Critico Médio.

Relativamente ao projecto que estamos a analisar, rigorosamente ter-se-ia:

Dot ~ Max (Dura+ Durg; Durg+DurC; Durc+Durp; Durc+Durg+Durg; Durp+Durg)

C.CM.
Com a Técnica PERT:

Dot ~ Durc.C.M. ~ Durg + Durc ~N (p=36 ; 62 =26)

Para termos nocdo da simplificacdo envolvida e dos perigos dai
decorrentes, imaginemos que, relativamente ao projecto que estamos a
analisar, se receberia um bénus de 1 000 u.m. se a duragéo total ndo
excedesse 30 uL.t..

Nestas circunstancias, € de primordia importéncia calcularmos a
probabilidade de se receber o bonus, isto €, a probabilidade da duracéo
total do projecto ndo exceder 30 u.t. .

De acordo com a Técnica PERT essa probabilidade € de 12,0 % [ Néo
confie ! Verifique este resultado ! ] . Utilizando a Simulacido (que
estudaremos no final desta disciplina), podemos calcular o correspondente
valor de probabilidade real de se receber o bonus ... obtendo-se 4 % !!!

Ou sgja, se estimarmos o vaor esperado de bonus a partir da Técnica
PERT obtemos o triplo do valor real !!! Perante estes resultados, parece-
-nos que fica claro que a utilizagdo cega da Técnica PERT se pode revestir
de alguns perigos!

E Obvia a pergunta: "Ent3o porque é que se utiliza a Técnica PERT ?'.
E facil responder: Entre o determinismo do Método do Caminho Critico
(C.P.M.) e a deatoriedade imperfeita da técnica PERT, ndo ha qualquer
ddvida! E muito mais importante poder obter algumas estimativas de
ordem probabilistica com relativa facilidade, ainda que eventuamente
discutiveis (PERT), do que ficarmos reduzidos a simples indicagédo da
duragcdo total deterministica de um projecto e das correspondentes
actividades criticas (C.P.M.).

E importante notar que a hipétese 3 (duracéo total ~ duracio C.C.M.) é
tanto mais desadequada quanto maior for a probabilidade de um caminho



"ndo critico em termos médios' poder ser "efectivamente critico".
Relativamente ao projecto que estamos a analisar, estimou-se, recorrendo
a Simulac&o, as probabilidades de cada um dos cinco caminhos se tornar
efectivamente critico, tendo-se obtido os seguintes resultados. A + B —
113%; B+C—>498% ; C+D—>07%; C+E+G—>116%;
F+G— 26,6% . E interessante notar que o C.C.M. tem apenas 49,8%
de probabilidade de ser efectivamente critico, o que significa que a
utilizacdo da Técnica PERT neste projecto pode ser desadequada com
50,2% de probabilidade ... Estes resultados certamente gudam a
compreender a diferenca entre 0s 4 % e o0s 12 % de probabilidade de se
ganhar 0 bonus, correspondentes a realidade e a aplicacdo da Técnica
PERT.

Para ilustrar a importancia de garantir que os caminhos "néo criticos em
termos médios' tenham baixa probabilidade de se tornar "efectivamente
criticos' para garantirmos a validade da hipotese 3, deixa-se o exercicio
seguinte, muito simples, mas muito sugestivo:

Considere 0 empreendimento constituido por duas actividades D1 e D2,
gue podem decorrer em paraldlo.  As duas actividades ndo tém
precedéncias. Sabe-seaindaque D1 ~ N( pu = 49;0 = 5)
(ut) e D2 ~N(pu =50;0 = 2) (ut)

a) Calcule aprobabilidade de a duracéo total do empreendimento ndo
exceder 48 u.t.
al) recorrendo a Técnica PERT
a2) efectuando o célculo rigorosamente
b) Calcule aprobabilidade de D1 exceder D2.
¢) Comente os resultados das alineas anteriores.

Referimos que uma das vantagens da utilizagcéo da Técnica PERT resulta
da facilidade em se poder obter algumas estimativas de ordem
probabilistica. Exemplifiqguemos, a partir do projecto que apresentamos
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anteriormente ( DTotPERT~ N (p =36 ; 62 =26 ) ), algumas questdes
gue, com facilidade, podem ser respondidas por utilizagdo da Técnica
PERT:

- "Qual a probabilidade de se terminar o projecto antes de 30 u.t. 7

P( DTot<30)=d[(30-36)/+/26] =d(-1,18)=12,0%

- "Qual a probabilidade da duracéo do projecto exceder 38 u.t. ?'

P(DTot>38)=1-®[(38-36)/+/26] =1-®(0,39)=1-0,6517 =
=34,8%

- "Sabendo que se recebe um bénus de 1.000 u.m. se aduragdo do projecto
ndo exceder as 30 u.t. e se tem de pagar uma multa de 500 u.m. se a
duracdo total do projecto exceder 38 u.t., determine o valor esperado de
lucro associado arealizacdo deste projecto.”

E[L] = E[BO6nus] - E[ Multa] = 0,120.1000 - 0,348 .500 =
=-54,0um.

- "Qual o valor de duracéo total do projecto que ndo € excedido com 95 %
de probabilidade ?'

X=? > P(DTot<x)=9%% < O[(x-36)//26] =095 <
o (x-36)/ 26 =1645 < x = 444ut.

3.6 Conclusao

A nossa abordagem da Gestdo de Projectos comegou por assumir que a
duracdo das actividades era deterministica.  Em seguida introduzimos a
técnica PERT, que assume duracdes aleatérias (ainda que com
restrigdes...) para as duragdes das actividades.



E se as duragOes forem aleatérias como proceder as redugdes ?  Isto €,
como levar a cabo a optimizacio da reducio da duracgido total do
projecto num cenario de duracdes aleatorias para as actividades ?

Para cada reducéo de 1 u.t. no valor médio da duragéo, poderiamos reduzir
proporcionalmente o desvio padréo correspondente. Em seguida
calculariamos o valor esperado de lucro do projecto, para essa situacao:
E[L] = Q + E[P] - E[M] - CtotRed, Onde Q designa a quantia
gue se recebe para levar a cabo o projecto, E[ P] designa o valor esperado
de prémio, E[ M ] o valor esperado de multa e CtotRed O custo total de
reducdo. Denotar que E[ P] e E[ M ]| dependem de probabilidades, que
resultam das reducdes levadas a cabo e CiotRed depende das reducbes
efectuadas até cada momento. Como é 6bvio, quanto mais reducfes se
fizer, maior o valor esperado de lucro e menor o valor esperado de multa;
por outro lado, maior sera o custo de reducdo. Fazendo as reductes de 1
em 1 u.t. poder-se-ia determinar o cendrio 6ptimo de reducbes num
contexto de duractes aleatérias.

E se ndo pretendéssemos adoptar as hipoteses-base da Técnica PERT ?
Como poderiamos analisar um projecto ?

A resposta passa pela Simulacio, que nos permitira considerar um grande
nimero de condicionalismos que a Técnica PERT ndo levaem conta. A
Simulacdo permitir-nos-a abordar situagdes tdo distintas como a
determinacéo de probabilidades que envolvem a duragdo total real do
projecto, a consideracdo de eventuais relagbes de dependéncia entre
actividades, a comparacgéo de diferentes regras de prioridade na utilizagdo
de um equipamento necessario a execucdo de vérias actividades e a
comparacdo de diferentes regras de prioridade na iniciaizagdo de
actividades ndo criticas associadas a gestdo de recursos consumidos na
execucdo de vérias actividades...

3.7 Exercicios Propostos

-1-

Trace as redes que representam os empreendimentos 1 a VI seguintes:
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[ 1 | Actividade JPrecedénciag | 11 | Actividade |Precedénciag
A A
B A B A
C B C A.,B
D A D A
E E
F D,E F A,D,E
G G
H G H G
{111] Actividade |Precedénciad |1V ] Actividade |Precedénciad
A A
B A B A
C B C B
D A D A
E E
F D,E,G F D,E
G G
H G H D,E,G
[ v | Actividade |Precedénciad | vI] Actividade |Precedénciad
A A
B A B A
C B C A.,B
D A D A
E E
F D,E,G F A,D,E
G G
H G H G
| D | F

-2 -

Considere os empreendimentos com as caracteristicas indicadas nos
guadros seguintes:

III| Actividade |Precedénciaq Duracéo V | Actividade |Precedénciagq Duracéo

(ut) (ut)

A 10 A 10
B A 15 B A 5
C B 5 C B 7
D A 3 D A 4
E 20 E 12
F D,E,G 5 F D,E,G 16
G 15 G 13
H G 10 H G 12
| D 8




a) Determine aduracdo total de cada empreendimento.

b) Determine o caminho critico de cada empreendimento.

-3-
Considere 0 empreendimento com as caracteristicas indicadas no quadro
seguinte:
Estimativa de Duracéo (u.t.)
Actividade |Precedénciad optimista mais pessimista
provavel

A 9 10 12

B A 12 15 18

C B 4 5 7

D A 2 3 5

E 16 20 25

F D,E 4 5 8

G 14 15 17

H G 9 10 13

a) Determine aduracdo total média do empreendimento
b) Determine o caminho critico médio (C.C.M.) do empreendimento.

¢) Recorrendo a Técnica PERT, calcule:

c1) aprobabilidade de a duragéo total do empreendimento ndo
exceder 28 u.t.

¢2) aduracdo total do empreendimento que ndo é excedida
com 95 % de probabilidade.

-4 -

Considere o empreendimento com as caracteristicas indicadas no quadro
seguinte:
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Duracdo (u.t.)
Actividade |Precedéncias] Valor Desvio
Médio Padrdo
8
12
9
E,J 12
10
15
18
15
,H 13
9
E 12

W)
ATO
®

b

G
B,C

Ae—IOTMOO >

NEFEFNWRARARWNPEPWPE

a) Trace arede que representa 0 empreendimento.

b) Determine aduragdo total média do empreendimento.

¢) Determine o caminho critico médio (C.C.M.) do empreendimento.
d) Recorrendo a Técnica PERT, calcule:

d1) serinferior a45 u.t.
d2) exceder 55 u.t.

e) Recorrendo a Técnica PERT, determine qual a duragéo
total do empreendimento que ndo é excedida com:

el) 90 % de probabilidade
e2) 95 % de probabilidade
e3) 99 % de probabilidade

f)  Sabe-se que se recebe um prémio de 1000 u.m. se 0 empreendimento
for concluido antes de 45 u.t. e que se paga uma multa de 5000 u.m. se a
duracéo total do empreendimento exceder 55 u.t. .

f1) Qua o vaor esperado de "lucro" associado a
realizagdo do empreendimento?

f2) Admita que com o pagamento de 150 u.m. € possivel
recorrer a uma nova tecnologia que reduz a duragdo da

actividade | para 8 ut. (duracdo deterministica).
Estaria interessado em optar por esta nova tecnologia ?
Justifique.
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-5-

Um empreendimento pode ser levado a cabo de dois modos distintos 1 e
I  (envolvendo tecnologias diferentes), de acordo com as redes
esguematizadas em seguida:

I
A (10;2 B (15;3)
C(122 D (13;2)

Nota : Entre paréntesis sdo indicados, em u.t., o valor médio e o
desvio padréo da duracdo de cada actividade.

Sabe-se que:

* 0 custo datecnologial é de 50 u.m
* 0 custo datecnologiall €de 6 u.m.)

* se seterminar o empreendimento antes de 22 u.t. se recebe um
prémio de 500 u.m.

* se seterminar o empreendimento depois de 27 u.t. se paga uma
multa de 200 u.m.

* aduracdo de cada actividade se pode considerar com distribuic¢éo
Normal.

Nestas condicdes, para que valores de 0 optaria pelatecnologial para
levar a cabo o0 empreendimento ?

-6 -

Considere o empreendimento constituido pelas actividades A a G, com as
caracteristicas indicadas no quadro seguinte:

Duracdo | C.unit.reducdo| Red. Maxima
Actividade | Precedéncias (ut) (um./u.t) (ut)
A 10 5 2
B 23 1 3
C B,E 5 2 1
D 28 4 5
E A 15 3 3
F D,G 8 9 3
G B,E 7 2 1
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a) Trace arede que representa o empreendimento.
b) Determine o Caminho Ciritico.

¢) Determine o modo mais econémico de reduzir a duracdo total do
empreendimento para 35 u.t. .

-7 -
Considere o empreendimento constituido pelas actividades A a F, com as
caracteristicas indicadas no quadro seguinte:

Duracdo Reducé&o da Duracdo (*)
Actividade | Precedéncias (u.t) AT (u.t) AC (u.m.)
A 10 1 5
B A,F 15 4 8
C E 8 1 1
D A,B,E 10 3 12
E A 12 3 3
F 7 2 1

Nota (*) : A reducao de, por exemplo, 4 u.t. na actividade B tem um custo
de 8 u.m.

a) Trace arede que representa o empreendimento.

b) Admitindo que as duragdes tém carécter aleatdrio e que o desvio
padréo da duracdo de cada actividade é igual a 10 % do respectivo valor
médio (indicado na terceira coluna do quadro acima), calcule, de acordo
com atécnica PERT:

bl) A probabilidade de se terminar 0 empreendimento antes de
30 u.t. .

b2) O vaor de duracdo total do empreendimento que ndo é
excedido com 90 % de probabilidade.

¢) Determine qual o valor minimo da duragdo total do empreendimento e
gual o correspondente custo de reducéo.



-8-

Considere o empreendimento constituido pelas actividades A a H, com as
caracteristicas indicadas no quadro seguinte:

Duracdo (u.t.) Consumo de
Actividade | Precedéncias | Val. médio | Desv. Padro | Recurso (/u.t.)
A D 15 10 8
B C,D,F 8 0,5 11
C 12 18 7
D 20 2,0 12
E H 10 13 5
F H 5 0,4 6
G E,H 15 15 10
H 10 12 7

a) Trace arede gque representa o empreendimento.

b) Calcule, de acordo com atécnica PERT a probabilidade de se terminar
o0 empreendimento antes de 30 u.t. e a probabilidade de se terminar o
empreendimento depois de 37 u.t..

¢) Planifique a realizagdo do empreendimento de modo a que sga
minimo o nivel maximo de consumo de recurso.

-9.

Considere o empreendimento constituido pelas actividades A a E, com as
caracteristicas indicadas no Quadro seguinte:

Duragéo (u.t.) N° de trabalhadores
Actividade Precedéncias u c necessarios (1)
A 5 0,3 2
B A 5 0,5 4
C A,B,E 2 0 @ 7
D 4 0,3 5
E D 6 0,7 3

Notas: (1) - n° de trabalhadores necessarios, em cada unidade de tempo, para realizar
cada actividade
(2) - aduracéo daactividade C é deterministica.

a) Trace a rede que representa o empreendimento e determine a sua
duracdo médiatotal.

b) Recorrendo a Técnica PERT, determine a probabilidade da duracéo
total do projecto exceder 10 u.t..
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¢) Admita que as duragdes das actividades A, B, D e E passam a ser
deterministicas e iguais aos respectivos valores médios indicados no
Quadro acima. Determine o nimero maximo de trabal hadores envolvidos
no empreendimento numa dada unidade de tempo.
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4. Simulacao



Pagina intencionalmente em branco



Neste capitulo, comecaremos por fazer uma Introducio a Simulacio.
Apresentaremos um problema a partir do qual introduziremos alguns
topicos com particular interesse na Simulagdo, que serdo desenvolvidos
posteriormente.

Em seguida, faremos uma abordagem de Alguns Aspectos Técnicos da
Simulacdo. Comecaremos por apresentar inicialmente algumas "Nog¢des
Basicas Sobre Fluxogramas", apresentaremos em seguida "Conceitos
Basicos de Estatistica Fundamentais em Simulagao", discutiremos com
brevidade a "Influéncia das Condigdes Iniciais num Modelo de
Simulagao" e, finalmente, discutiremos a "Influéncia da Duragdo da
Simulagdo na Precisdo dos Resultados".

Segue-se uma abordagem dos Métodos de Geraciao de Niumeros Pseudo-
Aleatdrios.

Finalmente, apresentaremos Algumas Aplicacées da Simulacio,
discutindo e resolvendo alguns problemas de simulagao.

Na Conclusao referiremos topicos adicionais da Simulagao.

Por fim, apresenta-se um conjunto de Exercicios Propostos.
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4.1 Introduc¢ao a Simulacio

Uma répida consulta ao "Diciondrio da Lingua Portuguesa" da Porto
Editora (7* ed.) indica-nos: "simulacdo - acto ou efeito de simular;
fingimento; disfarce; (...) ; representacio de um sistema ou de um
processo por um modelo estatistico com que se trabalha, como se
tratasse desse sistema ou processo, para investigar os seus efeitos."

Como se ve, ¢ muito util ter um dicionario por perto...

O vocabulo "simulacao" nao ¢, obviamente, desconhecido da generalidade
das pessoas.

Quem ndo ouviu falar dos simuladores de voo ? Para nossa
tranquilidade (e porque os avides sdo 'bichos muito caros'), os pilotos de
aeronaves, para além de outro tipo de formagdo, recebem muito treino em
simuladores de voo, onde se véem confrontados com um grande nimero

de 'ocorréncias', que, se Deus quiser, nunca terdo que viver na realidade.

Quem ndo se impressionou ao passar perto de uma barragem ? Uma
estrutura (geralmente) de betdo a reter um verdadeiro 'mar', permitindo a
producao de energia eléctrica e a regularizagao de situagdes de cheia e de
falta de 4gua. Uma visita ao Laboratorio Nacional de Engenharia Civil
permite-nos ver uma série de modelos reduzidos de barragens com vista a
simulacdo de condicdes 'especiais', como por exemplo sismos. Uma
séric de pequenos sensores permite estudar as deformagdes e
deslocamentos sofridos pelo modelo quando submetido a uma 'solicitacao
especial’, permitindo antever o comportamento da estrutura real ... As
grandes pontes sao também objecto de estudos de simulacdo de
comportamento a partir de modelos reduzidos.

A concepcdo de aeronaves passa sempre pela simulacio da sua

resisténcia aerodinamica com modelos reduzidos em 'tineis de vento'.

A gestao do trafego rodoviario numa grande cidade passa actualmente
por sistemas que controlam automaticamente os semaforos, de modo a
aumentar a fluidez do transito. Em Lisboa, o sistema Gertrudes, gere os
semaforos das zonas mais movimentadas. Mas como foi 'programado /

calibrado' esse sistema ? Certamente que nao se fizeram experiéncias no



'sistema real', isto ¢, ninguém se atreveu a experimentar diferentes
politicas de tempos de verde e vermelho em directo na Praga Marqués de
Pombal... E que essa experiéncia poderia ser fatal .. para o
experimentador ... Para evitar dramas 'reais', concebe-se um modelo que
descreve 'o melhor possivel' o sistema, implementa-se esse modelo em
termos informaticos e, finalmente, testa-se diferentes 'politicas' sobre o
modelo na seguranga de um gabinete ... A resposta do modelo, que
simula a realidade submetida as politicas testadas, permite antecipar
as respostas que ocorreriam na realidade ( ... e sem pdr em risco a vida
do experimentador ). Em fung¢@o dos resultados das simulagdes, pode-se
adoptar uma 'politica' de gestdo que se considere adequada.

Poderemos agora olhar novamente para a defini¢do que o Diciondrio
apresentava de Simulacio: representacio de um sistema ou de um
processo por um modelo estatistico com que se trabalha, como se
tratasse desse sistema ou processo, para investigar os seus efeitos.

Podemos considerar que um sistema é, grosso modo, um conjunto de
entidades que interagem entre si, com vista a um determinado fim comum
- no exemplo acabado de referir (gestdo do trafego rodoviario), o sistema
seria constituido por diferentes entidades (veiculos (e seus condutores),
pedes, vias de comunicacdo e semaforos) que interagem entre si (pedes e
condutores pretendem atingir os seus destinos, devendo conformar-se com
as vias de comunicagdo existentes e com as indicacdes dadas pelos

semaforos).

Se estivéssemos interessados em determinar a temperatura, a pressao € a
concentragdo quimica dos intervenientes numa determinada reacc¢ao

quimica, poderiamos simular o correspondente processo quimico.

Ja referimos a existéncia de modelos fisicos de um sistema, a uma escala
normalmente reduzida (o exemplo das barragens) ¢ modelos matematicos
(a representagdo do funcionamento dos semaforos numa dada zona pode
ser feita com um modelo fisico, pouco util para testar diferentes politicas
de gestao, ou com um modelo matematico, que pode ser implementado
computacionalmente, permitindo testar diferentes politicas de gestdo).
Nos modelos matematicos teremos sempre uma base constituida por

relacoes de logica (do tipo "se esta o semaforo 'estd verde', entdo passam
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os automdveis e param os pedes"), sendo usual ter-se uma importante
componente de ordem probabilistica, dado que muitos dos
intervenientes no funcionamento de um dado sistema ndo sdo
deterministicos (por exemplo, os instantes de chegada de automoéveis a um

semaforo sdo obviamente aleatorios...).

A Simulagdo que apresentaremos terd por base modelos matematicos
(envolvendo as relagdes de logica e as componentes probabilisticas) para

descri¢do de sistemas ou processos.

Comecemos por considerar o seguinte problema:

A Barragem de Pos-Boa ¢ relativamente pequena, com uma capacidade maxima
de retencdo, VMAX, de 100 u.vol. de agua.

A equagdo simplificada de "balango hidrolégico mensal" é

Vi=Vo+P-T-N-DS,

sendo
Vf — Volume no final do més (u.vol.)
V(0 — Volume no inicio do més (u.vol.)
P — Volume de precipitacao mensal (u.vol.)
T — Volume turbinado durante o més (u.vol.)
N — Volume para satisfacdo de necessidades de abastecimento mensal
(u.vol.)
DS — Volume de descarga de superficie durante o més (u.vol.)

Por razdes de equilibrio ecoldgico e ambiental nunca se pode permitir que o nivel da
barragem desca abaixo de dez por cento da capacidade méxima de retencio.

As necessidades de agua a jusante, Nec (u.vol.), t€ém-se mantido relativamente
inalteradas nos tltimos dez anos, sendo dadas na tabela seguinte:

Més J| F I M|A | M|]J J|A|S]J]O|N|D
Nec (w.vol)| 8 8 8 9 |10 ] 13 |15 | 15 | 15 ] 13| 9 8

- Continua -




- Continuacao -

No inicio do més, o gestor da barragem decide qual o volume de dgua que vai
destinar a satisfagdo das necessidades previstas para esse més, com base no volume
de agua entdo disponivel na barragem. Sempre que possivel (isto ¢, sempre que
ndo seja violada a condigdo de equilibrio ambiental) o volume de &agua
destinado a satisfacdo das necessidades serd igual ao valor previsto (indicado na
tabela anterior).

Em fun¢do do volume, V, de 4gua na barragem no inicio do més ap6s a afectagdo do
volume de 4gua destinado a satisfacdo das necessidades o gestor da barragem
determina o volume de dgua a turbinar durante esse més, de acordo com o grafico
seguinte:
T (u.yol.
(uyol.)

T1

I I -

Vi VMAX V (u.vol.)

O gestor da barragem pretende definir o valor dos pardmetros V1 e T1 da politica
de gestdo de 4gua a turbinar.

Por razdes de seguranca exige-se que V1 ndo seja inferior a vinte por cento da
capacidade maxima de retencao.

O lucro mensal L (u.m.) associado ao volume turbinado T (u.vol.) é dado pela
fungio L = T2.

Sabe-se que uma descarga total ( T + DS ) superior ou igual a 30 u.vol. origina
situacdes de cheia a jusante.

Para decidir quais os valores a adoptar para os parametros V1 e T1 o gestor
consultou os seus registos, podendo observar o valor das precipitagcdes (em u.vol.)
relativos a 1992, 1993 e 1994 indicados no quadro seguinte:

Més J F I M|A | M]|J J | A|] S| O|[N|D
- ['92| 30 | 40 | 40 | 30 | 25 | 20 0 (12| 18129 | 30
2 1'93] 43 | 48 [ 39 | 28 |29 |22 | 15| O | 13 |20 | 28 | 29

94125 | 23 | 18 | 10 | 5 0 0 0 1 5 | 13 ] 18

Precip
Mensal
(u.vol.)

Que conselho poderemos dar ao gestor da barragem relativamente aos valores a
adoptar para os pardmetros V1 e T1 da politica de gestdo de dguas referida ?
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Eis-nos perante um problema de gestdo de recursos hidricos (ainda que
em versao obviamente simplificada).

O sistema descrito no problema ¢é constituido pela barragem, pelas
precipitagdes (retidas pela barragem) e pelas necessidades de agua a
jusante. Quer as precipitagdes, quer as necessidades sdo factores nao
controlaveis pelo gestor da barragem, mas que afectardo claramente a
politica de gestdo a utilizar (o nico elemento controlavel pelo gestor).

De referir ainda que os factores nido controldveis sdo, neste problema,
deterministicos. E 6bvio que, na realidade, tal ndo sucedera ! As
precipitagdes e as necessidades de agua a jusante serdo certamente
aleatodrias.

Facamos uma primeira representacdo esquematica do sistema, para melhor
compreendermos o seu funcionamento:

P

Fixada uma politica de gestdo de aguas, isto €, fixados os valores dos
parametros V1 ( V1> 20 ) e T1, no inicio de um més genérico, o gestor
turbinard um volume de agua destinado a satisfacdo das necessidades de
agua a jusante. Estas necessidades serdo, sempre que possivel, totalmente
satisfeitas - ¢ necessario respeitar-se sempre a manutengao de um volume
minimo de 4gua de 10 u.vol. . Assim, o volume de 4gua a destinar a
satisfacdo das necessidades, N (u.vol.) serd funcao do volume de agua na
albufeira nessa altura (V0) e das necessidades desse més (Nec):

Nec ; VO -Nec>10
N =
VO-10 ;VO0O-Nec<10



O volume de dgua na albufeira, V, passardaaser V=V0-N.

De seguida, o gestor turbinard o volume T (u.vol.), que serd fun¢do do
nivel de agua na albufeira nesse momento, V (u.vol.), de acordo com a
seguinte relacao:

0 ; V<VI

T1.(V-Vl). ; Vel[V];100]
100 - V1

De notar que, dado que V1 nao ¢ inferior a 20 u.vol., nunca serd violada a
restrigdo ambiental pelo facto de se turbinar o volume T.

O volume na albufeira passa, entdo, para V=V0-N-T.

De notar que o lucro mensal, L (em u.m.) ¢ fun¢do de T (em u.vol.):
L=T2.

Em seguida 'processaremos' as precipitagdes desse més, P. Se o volume
das precipitacdes adicionado ao volume de agua existente na albufeira
ultrapassar VMAX (100 u.vol.), ter-se-4 que proceder a uma descarga
de superficie DS (u.vol.), dada por:

0 ;VO-N-T+P<100
DS =
VO-N-T+P-100 ;VO-N-T+P>100

O volume da albufeira passa, entdo, para V=V0-N-T+P - DS.

De notar que se T + DS exceder 30 u.vol. se originard uma situacdo de
cheia a jusante.

Interessara estar atento a ocorréncia quer de situagdes de abastecimento de
agua insuficiente face as necessidades, quer de situagdes de cheias.

Acabamos de reduzir o enunciado aos seus aspectos mais importantes.
E agora? Como propor V1 e T1 ?

Se arbitrarmos uma politica de gestao (isto ¢, valores para V1 e TI1),
poderemos aproveitar os dados relativos as precipitacdes mensais dos anos
de 1992, 1993 e 1994 para avaliar o desempenho do sistema, isto ¢,
avaliar o correspondente valor do Lucro (por exemplo, avaliando o valor
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do "Lucro Mensal Médio"), avaliar a ocorréncia de situagdes de
abastecimento de agua insuficiente face as necessidades (por exemplo,
avaliando o numero de meses com 'restri¢des' € o valor da 'restricdo
média') e avaliar a ocorréncia de situacdes de cheias (por exemplo,
avaliando o nimero de meses com cheias ¢ o valor da 'cheia média").
Poderemos designar o valor do "Lucro Mensal Médio", o numero de
meses com 'restri¢des' , o valor da 'restrigdo média', o nimero de meses
com cheias e o valor da 'cheia média' como medidas de desempenho do
sistema (ou, medidas de 'performance').

Assim, a cada politica de gestio correspondera um 'retrato' que se
traduz nos valores das medidas de desempenho definidas. Cabera ao
decisor (neste caso ao gestor da barragem) optar pela politica de gestao
que considera mais Util (o que habitualmente se traduz num problema de
'Decisdo Multicritério'...).

Para comecarmos a simular o funcionamento deste sistema
precisaremos de definir uma condico inicial: "Qual o volume de 4gua da
albufeira no inicio de Janeiro de 1992 ?" .  S¢ a partir desse valor inicial
poderemos prosseguir a simulacdo. Claro que se adoptarmos um valor
muito baixo corremos o risco de obter um 'retrato muito negro', no que diz
respeito as necessidades de dgua a jusante ... Se, pelo contrario, formos
muito 'generosos' na indicacao desse valor inicial, certamente teremos um
quadro 'muito interessante' no que diz respeito as cheias ... Ora ca esté
uma guestdo técnica interessante que abordaremos posteriormente com
mais detalhe: a influéncia das condig¢oes iniciais na simulacao.

Relativamente ao nosso problema poderemos admitir que o volume da
albufeira no inicio de Janeiro de 1992 era igual a 50 u.vol. (albufeira meia
cheia).

Sistematizemos, em seguida, a simulagdo do nosso sistema:
1 - Inicializar as variaveis associadas as medidas de desempenho:

SL = somatorio dos lucros mensais

NMCC = n° meses com cheias ; SC =X dos volumes de cheia

NMCR = n° meses com restrigdes ; SR =X dos volumes corresponden-
tes as restrigdes

Igualar a zero as variaveis indicadas.



2 - Indicar uma politica de gestao.

Indicar o valor a atribuir a condi¢ao inicial (V0 =50 u.vol.).

3 - Iniciar a simulac¢io:

Repetir para os anos de 1992 a 1994:

Repetir para os meses de Janeiro a Dezembro:

Nec ; VO-Nec>10
N:

VO-10 ;VO0-Nec<10
V=V0-N

NMCR =NMCR + 1 [v.Nota1]
VO -Nec<10=
SR=SR+ (Nec-V0+10)

0 ; V<VI1
T=y
T1.(V-V1l) ; Ve[V];100]
100 - V1
\
V=VO-N-T

L=T2 ; SL=SL+L
0 :VO-N-T+P<100
DS =
VO-N-T+P-100 ;VO-N-T+P>100
VF=V0-N-T+P-DS
NMCC =NMCC + 1
T+DS>30 =
SC=SC+(T+DS-30)

VO0=VF [v.Nota 2|
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Notas: 1- " X=X+ AX" corresponde a instrucio " Incremente-se a variiavel X
de AX " ;
2 - V0 =VF = V0 passa a ter o valor de VF (vol. no final do més), que
sera o volume inicial do préximo més e estara na base do calculo de N.

4 - Apurar os valores das Medidas de Desempenho:

Lucro Médio Mensal = SL/36
N° Meses Com Cheias = NMCC; Cheia Média = SC/NMCC
N° Meses Com Restricdes = NMCR; Restricdo Média = SR/NMCR

Se se pretender fazer uma Simulagdo "manual", poderemos comecar por
representar um Quadro como o seguinte, onde destacamos os dados do
problema (apresentados nas duas primeiras colunas):

Més| P |Nec| VO | N T | DS|VF | L R C
J92| 30 8 50
F92] 40 8

M 92| 40 8

A921 30 9

M92] 25 | 10

J92] 20 | 13

J92| 12 | 15

A921 0 15

S92| 12 | 15

092] 18 | 13

N92| 29 9

D 92| 30 8

J93| 43 8

F93]| 48 8

M 93| 39 8

Notas: VO - volume no inicio do més; N - volume destinado a
satisfagdo de necessidades de agua a jusante; T - volume turbinado;
DS - volume correspondente a Descargas de Superficie; VF - Volume
no final do més; L - Lucro; R - Restricdo ao consumo (volume em
falta); C - Cheia (volume em excesso além do "Limite de Cheia"
30 u.vol. para T + DS)



Indicou-se no Quadro o valor inicial VO = 50 para Janeiro de 1992. Em
funcdo de uma dada politica de gestdo, isto ¢ de valores para V1 e TI,
poderiamos preencher o Quadro e obter os valores correspondentes das
Medidas de Desempenho do Sistema.

Como ¢ evidente, o preenchimento de um Quadro correspondente a uma
dada Politica de Gestdo ¢ uma tarefa muito pouco interessante e
consideravelmente morosa para ser feita manualmente. A utilizacdo de
uma "Folha de Calculo" (tipo EXCEL) revela-se uma opgao
particularmente adequada a este problema. Depois de programada a folha
de calculo, basta alterar os valores correspondentes a politica de gestao,
V1 e T1, para a folha ser 'recalculada' para essa nova politica de gestao,
com a indicacdo dos valores correspondentes as Medidas de Desempenho
do Sistema.

Ja sabemos que V1 ¢ superior ou igual a 20 u.vol. e inferior a 100 u.vol..
Por outro lado, T1 representa o volume a turbinar quando o volume de
agua na albufeira ¢ maximo (igual a 100 u.vol.), pelo que, poderemos
concluir que T1 ¢ limitado superiormente por 90 u.vol. (para ndo se violar
a 'restricdo ambiental').  Assim, numa primeira andlise, poderiamos
experimentar para V1 os valores 20, 30, 40, ..., 90 u.vol. e para T1 os
valores 10, 20, 30, ..., 90 u.vol. .

Para cada par de valores ( V1, T1 ) poderemos obter os valores de lucro
médio mensal, nimero de meses com cheia, volume médio de cheia,
numero de meses com restricdes no abastecimento e volume médio de
restri¢ao no abastecimento.

O gestor deseja maximizar o lucro e, simultaneamente, minimizar as
situagdes de cheias e de restricdes no abastecimento, o que sdo objectivos
obviamente 'contraditorios'... Com efeito, alguns dos valores mais
elevados de lucro neste problema estao associados a situacdes de cheias
e/ou restricdes com razoavel amplitude.

Apresentaremos de seguida a Folha de Ciélculo correspondente a
simulagdo do funcionamento da barragem com a politica de gestdo
traduzida por V1=20,00u.vol.e T1=230,00 u.vol. :
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V1=20,00

T1=30,00 VMAX=100,00 LCheia=30,00

P Nec VO N T DS VF L R C

J92 30 8 50,00 8,00 8,25 0,00 63,75 68,06 0,00 0,00
F92 40 8 63,75 8,00 13,41 0,00 82,34 179,73 0,00 0,00
M92 40 8 82,34 8,00 20,38 0,00 93,96 41530 0,00 0,00
A92 30 9 93,96 9,00 24,36 0,00 90,60 593,50 0,00 0,00
M92 25 10 90,60 10,00 22,73 0,00 82,88 516,48 0,00 0,00
J92 20 13 82,88 13,00 18,70 0,00 71,17 349,83 0,00 0,00
J92 12 15 71,17 15,00 13,56 0,00 54,61 184,01 0,00 0,00
A92 0 15 54,61 15,00 7,35 0,00 3226 54,07 0,00 0,00
S92 12 15 32,26 15,00 0,00 0,00 29,26 0,00 0,00 0,00
092 18 13 29,26 13,00 0,00 0,00 3426 0,00 0,00 0,00
N92 29 9 3426 9,00 1,97 0,00 52,28 3,88 0,00 0,00
D92 30 8 52,28 8,00 9,11 0,00 65,18 82,93 0,00 0,00
J93 43 8 65,18 8,00 13,94 0,00 86,24 194,37 0,00 0,00
F93 48 8 86,24 8,00 21,84 4,40 100,00 476,92 0,00 0,00
M93 39 8 100,00 8,00 27,00 4,00 100,00 729,00 0,00 1,00
A93 28 9 100,00 9,00 26,63 0,00 92,38 708,89 0,00 0,00
M93 29 10 92,38 10,00 23,39 0,00 87,98 547,12 0,00 0,00
J93 22 13 87,98 13,00 20,62 0,00 76,37 425,15 0,00 0,00
J93 15 15 76,37 15,00 15,51 0,00 60,85 240,62 0,00 0,00
A93 0 15 60,85 15,00 9,69 0,00 36,16 93,99 0,00 0,00
S93 13 15 36,16 15,00 0,43 0,00 33,72 0,19 0,00 0,00
093 20 13 33,72 13,00 0,27 0,00 4045 0,07 0,00 0,00
N93 28 9 40,45 9,00 4,29 0,00 55,16 18,44 0,00 0,00
D93 29 8 55,16 8,00 10,18 0,00 65,97 103,72 0,00 0,00
J94 25 8 65,97 8,00 1424 0,00 68,73 202,78 0,00 0,00
F94 23 8 68,73 8,00 1528 0,00 6846 233,33 0,00 0,00
M94 18 8 68,46 8,00 15,17 0,00 63,29 230,19 0,00 0,00
A94 10 9 63,29 9,00 12,86 0,00 51,43 16531 0,00 0,00
M94 5 10 51,43 10,00 8,04 0,00 38,39 64,58 0,00 0,00
J94 0 13 38,39 13,00 2,02 0,00 23,37 4,09 0,00 0,00
J94 0 15 23,37 13,37 0,00 0,00 10,00 0,00 1,63 0,00
A94 0 15 10,00 0,00 0,00 0,00 10,00 0,00 15,00 0,00
S94 1 15 10,00 0,00 0,00 0,00 11,00 0,00 15,00 0,00
094 5 13 11,00 1,00 0,00 0,00 15,00 0,00 12,00 0,00
N94 13 9 15,00 5,00 0,00 0,00 23,00 0,00 4,00 0,00
D94 18 8 23,00 8,00 0,00 0,00 33,00 0,00 0,00 0,00

6886,55 47,63 1,00

Lucro Médio Mensal = 191,29
N° Meses Com Cheias= 1 N° Meses Com Restricoes= 5
Cheia Média= 1,00 Restr.Média= 9,53




Pode-se observar um Lucro Médio Mensal de 191,29 u.m., associado a
ocorréncia de um unico més com cheias (de baixo valor: 1,00 u.vol. acima
do "limite de cheia" 30,0 u.vol.) e a ocorréncia de 5 meses (de entre os 36
meses simulados) com restrigdes no abastecimento de agua, sendo o
volume médio em falta relativamente elevado: 9,53 u.vol. !  Assim,
embora no respeitante as cheias a situacdo seja francamente aceitavel, as
restricdes no abastecimento de 4gua parecem-nos claramente indesejaveis,
pelo que a politica testada ( V1 = 20,00 ; T1 = 30,00 ) ndo nos parece
muito recomendavel.

No Quadro seguinte apresentamos os resultados obtidos nas simulagdes
correspondentes as politicas traduzidas por V1 = 20, 30, ..., 90 / T1 = 10,
20, ..., 90:

Vi 20 30 40 50 60 70 80 90
T
44,53 41,67 — — — — — —
10 QlrRR|[aG|rRR|ca|rR2|ca|rR2|ca|[RI|ca[RI|Ca|[RO|C4]RO
5,50(7,28]3,95(5,90
— 119,50 | 114,78 | 108,62 — — — —
20 C2|lra|c2|rR3|2|rR3|C3|R3|ca|R2|cCa|R2|Ca|[RO|C4]|RO
5,50(10,2]5,50|8,33]3,80|6,31
— — — 174,22 | 164,06 — — —
30 Cl|Rs|C2|Ra4|C2|Ra|C2|[R3|C3|R3|cCa|R2]|Ca|[RI]C4]|RO
5,50(8,62]4,33]6,04
40 C|R7|C2|R4| B |[Ra|ca|R3|Cca|[R3|Ca[R2|Ca|RI|C4]|RO
— — — — 25590 | 241,22 — —
50 C2|R8|ca|R5|Ca|[Ra|cCa|R3I|C3|R3|C3|[R2]|cCa|R2|cC4]|RO
8,96|6,84]7,785,65
— — — — 268,23 | 269,78 — —
60 ca|R8|C5[R5|ca|[Ra|Cca|[R3I|C3|[R3|C3|R2|C6|RO|C4]|RO
11,6|7,01|11,3]7,00
3 3
— — — 263,77 | 283,21 — — —
70 5| R8|ca[R5|ca|Ra|C3|R3I|C3|R3|C8|R2|C7|R2]|C4]|RO
8,78(10,3]13,6(7,18
0| 4
80 ca|R8|Cca|[R5|Ca|[Ra|C3|[Ra|cCa|[R3|C5|R3|C7|R2|C4]|RO
90 c4|R8|Ca4|[R5|C5[Ra|C3|[Ra|C7[R3|C6|[R3|C5|RI|C4]|RO

Ver a Legenda na pagina seguinte !
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Legenda:
V1 =20
44,53 |« Lucro Médio Mensal (u.m.)
T1=10 | C2 | R2 |« R2: 2 meses com 'restri¢des’
5,50|7,28 |«<— vol. médio de 'restrigio' nesses 2 meses = 7,28 u.vol.

K C2: 2 meses com cheias ;
vol. médio de cheia nesses 2 meses = 5,50 u.vol.

Nota: Sempre que tenham ocorrido mais do que 3 meses com restrigdes, ou mais do que
3 meses com cheias, considerou-se a correspondente politica como 'desadequada’, pelo
que ndo se indicou os correspondentes valores médios mensais de lucro, volume de
'restri¢do’ ou volume de cheia.

O Quadro anterior sugere-nos alguns comentarios imediatos:

- E importante saber delinear as experiéncias a levar a cabo !
Normalmente (embora, neste problema, ndo tenha sido o caso) a
simulagdo correspondente a 'uma experiéncia' ¢ relativamente morosa,
pelo que ¢ importante nao fazer (pelo menos, de inicio) uma analise 'muito
fina' (neste problema, por exemplo com incrementos unitarios de V1 e
T1...) que pouco acrescentaria, em termos de andlise de resultados e que
certamente se traduziria num grande acréscimo de tempo de
simulagdo/computagdo.  Neste problema, ap6és uma primeira andlise,
poder-se-ia restringir o dominio de variacao de V1 e T1 para levar a cabo

uma analise 'mais fina'...

3

- E 1importante saber escolher criteriosamente as medidas de
desempenho do sistema ! Por um lado, pretendemos ter uma 'fotografia'
tdo rica quanto possivel mas, por outro lado, pretendemos ter uma
'fotografia' que seja facilmente analisdvel !  Assim, um nimero muito
elevado de medidas de desempenho pode traduzir-se numa maior
dificuldade de andlise, acabando por ndo contribuir para uma melhor
analise do funcionamento do sistema ... E, ainda, importante saber
apresentar os resultados 'inteligentemente' ... A escolha de
apresentacdes tabulares ou graficas pode ser importante por permitir, com
maior facilidade, a comparagdo do funcionamento do sistema quando
submetido a diferentes 'politicas'.

- A analise de resultados associados a uma série de 'experiéncias'
levadas a cabo com um modelo de simulacido, nao é, em geral, uma
tarefa linear .. Se tomarmos como exemplo o problema que
apresentamos (um problema de simulacdo muito, muito simples !),
constataremos que nao ¢ 6bvia a escolha da 'melhor' politica (de entre as



72 que foram simuladas). Com efeito, o que ¢ melhor para o empresario,
ndo ¢ certamente interessante para o consumidor (que mora a jusante da
barragem) ... E o autarca que tivesse que seleccionar uma politica de
gestao de aguas desta albufeira teria uma tarefa bem ingrata: para defender
os interesses dos consumidores [ Atencdo as elei¢cdes autarquicas ! ], o
autarca deveria estar disposto a renunciar a grande parte dos lucros que
poderia obter !

Na nossa situacdo privilegiada de 'observadores independentes',
poderiamos tentar fazer uma breve analise dos resultados obtidos:

Comecemos por recordar que o 'Limite de Cheia' € igual a 30 u.vol., pelo
que ndo nos parece muito recomendavel que se ultrapasse esse limite em
mais de 20 %, isto €, em mais de 6 u.vol.. Por outro lado, as necessidades
mensais a jusante variam, com o més, de 8 u.vol. a 15 u.vol., apresentando
um valor médio aproximadamente igual a 10 u.vol. - assim, nos meses
com restri¢des (provavelmente, no Verdo quando as necessidades atingem
as 15 u.vol.) serd importante tentar que o volume em falta seja minimizado
(por exemplo, poderemos considerar desejavel que esse volume ndo
ultrapasse as 6 u.vol.).

Relativamente aos resultados obtidos, pode-se referir em primeiro lugar
que dos 72 cenarios estudados, 59 sdo de imediato classificados de
'desadequados' !  Dos 13 cendrios 'sobreviventes' parece-nos que 0s
cenarios correspondentes a T1 superior a 40 u.vol. podem ser rejeitados, ja
que os volumes médios de restricdo ou de cheia sdo inaceitavelmente
elevados ! ... Ejasérestam 7! Olhando com atengdo para esses sete
cenarios, parece-nos ser justo destacar dois:

V1i=30u.vol.; T1=10u.vo. = L= 41,67um,;

C3 (3,95 u.vol.); R2 (5,90 u.vol.)
V1=60u.vol.; T1=30u.vol. = L =164,06u.m.;

C3 (4,33 u.vol.); R3 (6,04 u.vol.)

O primeiro dos dois cenarios destacados ¢ o preferivel na optica do
consumidor: os dois cendrios apresentam 3 meses com cheias (de entre os
36 meses simulados), embora o volume médio de cheia seja ligeiramente
inferior no primeiro cendrio; o volume médio correspondente as restri¢des
¢ idéntico nos dois cendrios mas, € importante realcar que o primeiro
cenario apenas apresenta 2 meses com restri¢cdes, enquanto que o segundo

cenario corresponde a 3 meses com restricoes (nos 36 meses simulados).
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Numa perspectiva de lucro, o primeiro cenario € 'quatro vezes pior' do que
o segundo !

E agora deixariamos ao 'decisor politico' a responsabilidade pela escolha
final...

O problema apresentado merece-nos ainda um comentario adicional sobre
os dados fornecidos no enunciado.

Relativamente as necessidades de agua a jusante, o enunciado indica
valores deterministicos (ainda que varidveis com o més) independentes
do ano. Tal corresponde, obviamente, a uma simplificacao da realidade.
Num ano mais quente e seco ¢ natural que as necessidades de agua sejam
maiores ... Assim, as necessidades de agua a jusante deveriam ser, numa
representacdo mais real, traduzidos por dados de natureza aleatéria com
determinadas distribui¢des cujos parametros variariam nao s com o mes,
mas também com o facto de se estar perante um ano mais (ou menos)
seco.

Relativamente a precipitacio, o enunciado fornece-nos dados
correspondentes aos anos de 1992, 1993 e 1994. Assim, a simulagio
com esses 'dados histéricos', correspondera sempre a uma avaliagdo do
tipo "O que teria acontecido em 1992, 1993 ou 1994, se a barragem
tivesse sido gerida com esta politica ?". Ora, se essa abordagem pode ser
importante, especialmente para avaliar o desempenho do sistema numa
dada situacdo gravosa do passado, resta sempre a divida sobre o futuro e a
sua imprevisibilidade/aleatoriedade.  Assim, para o estabelecimento de
uma 'politica de gestdo' com uma razoavel 'confianga estatistica', seria
mais util proceder ndo a uma simulacdo com dados histéricos
correspondentes a 3 anos, mas a uma simulacio com 'dados aleatorios'
(com comportamento estatistico aceitavel...) correspondentes a um
periodo muito mais longo (por exemplo, 100 ou 200 anos).

Retomaremos, posteriormente, estas questoes ...



4.2 Alguns 'Aspectos Técnicos' da Simulacao

Nesta sec¢do faremos uma abordagem de alguns aspectos técnicos mais
importantes a ter em conta na abordagem de um problema de Simulacao.
Comecaremos por apresentar inicialmente algumas nogdes basicas sobre
fluxogramas, apresentaremos em seguida conceitos basicos de Estatistica
fundamentais em Simulacao, discutiremos com brevidade a influéncia das
condigdes iniciais num modelo de simulagdo e, finalmente, discutiremos a
influéncia da duracao da simulagdo na precisao dos resultados.

e Nocoes Basicas sobre Fluxogramas

Recordemo-nos do problema apresentado na sec¢do anterior ( "A
Barragem de P6s-Boa" ) e das instrug¢des que correspondiam ao niicleo’ do
modelo de simulagdo:

1 - Inicializar as variaveis associadas as medidas de desempenho (SL,
NMCC, SC, NMCR, SR), igualando-as a zero.

2 - Indicar uma politica de gestao ( V1 ; T1 ). Indicar o valor a
atribuir a condicao inicial ( V0 ).

3 - Iniciar a simulacio:
Repetir para os anos de 1992 a 1994:

Repetir para os meses de Janeiro a Dezembro:

Nec ; VO-Nec>10

VO-10 ;VO0O-Nec<10

V0 =VF

4 - Apurar os valores das Medidas de Desempenho:

Lucro Médio Mensal; N° Meses Com Cheias; Cheia Média; N° Meses
Com Restri¢oes; Restricao Média
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Sera esta a melhor forma de apresentarmos o 'ntcleo’ do nosso modelo de
simulagdo ? Cremos que ndo. Especialmente quando pretendemos
proceder a uma posterior implementagdo informatica do modelo, o
fluxograma corresponde a uma apresentacao 'mais natural'.

Um fluxograma ¢ uma representacdo grafica de uma sequéncia de
instrugdes. A leitura de um fluxograma torna-se muito mais rapida, do
que a leitura da correspondente série de instrugdes 'escritas por extenso'.
E particularmente til podermos dispor de um fluxograma, ja que tal, para
a generalidade das linguagens de programacao, facilita a 'transcri¢do' das
instrucdes no correspondente programa. Um fluxograma permite ainda
uma facil identificagcdo de 'blocos de instrugdes' que se repitam num dado
programa. Cada um desses 'blocos' pode ser programado como uma
'rotina', que sera invocada repetidamente pelo 'programa principal' (ou,
eventualmente, por outras 'rotinas').

Os tipos de instrugdes mais importantes sao:

e instrucdes de atribuicao (por exemplo, "atribua-se a X o valor 2", isto
¢, "X =2"), instrucdes de calculo (por exemplo, "some-se 2 ao valor
atribuido a variavel X e atribua-se o resultado a Y", isto &, "Y = X + 2", ou
ainda, "adicione-se 2 unidades a variavel X", ou seja, "some-se 2 ao valor
atribuido a variavel X e atribua-se o resultado a variavel X", isto é, "X
= X +2"). Num fluxograma, as instrucdes de atribuicao e de calculo sdo

representadas dentro de rectangulos.

e instrucdes de entrada ou saida (em terminologia anglo-saxonica,
"input" e "output"), ou seja, instrugdes de leitura ou de escrita que
permitem a interaccdo do computador com o utilizador (por exemplo,

"Pedir ao utilizador o valor de X", ou seja, "X = ?", ou ainda,
"Imprimir o valor de X", isto ¢, "Imprimir "X ="' seguido do valor atribuido
a variavel X", ou seja, "Imprimir 'X ="', X"). Num fluxograma, as

instrucdes de entrada ou saida sdao representadas dentro de
paralelogramos.

e instrucoes de teste (por exemplo, "O valor atribuido a variavel X ¢
igual a 3 ?", isto ¢, "X =3 ?", ou ainda, "O valor atribuido a varidvel X ¢
igual ao valor atribuido a variavel Y ?", isto é, "X =Y ?"). Num
fluxograma, as instrugdes de entrada ou saida sdo representadas dentro de
losangos.



e instrucdes de repeticao, ou de ciclo (por exemplo, "repetir para k de 1
até 10: "escrever 2 x ', k, '="', 2.k"", isto é, escrever a tabuada dos 2).
Representa-se, em seguida, o troco de fluxograma que contém a instrucao
que se apresentou como exemplo:

/Escrever‘2x', k,'=s'"', 2k /

Depois de executada a instru¢do A, inicia-se o ciclo controlado pela
variavel k, que ¢ inicializada ( k =1 ). Inicialmente (k = 1), escreve-se
2x1=2" ekéincrementada de 1 unidade, passando a k = 2. Como
k < 10,volta a executar-se a instru¢do de escrita, escrevendo-se, entao,
2x2=4" A varidvel k volta a ser incrementada de 1 unidade, passando
a k=3 Como k < 10, volta a executar-se a instru¢do de escrita,
escrevendo-se, entdo, 2 x 3 = 6. A variavel k volta a ser incrementada
(...), passando a k = 10. Como k < 10, volta a executar-se a instrucao de
escrita, escrevendo-se, entdo, '2 x 10 = 20°. A variavel k volta a ser
incrementada passando a k = 11.  Como k > 10, encerra-se o ciclo,
passando-se a execu¢do da instrugdo B.

Executemos agora o fluxograma correspondente ao 'nticleo’ do modelo
desenvolvido para o problema da Barragem de Pds-Boa:
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SL=0;
NMCC=0; SC=0;
NMCR=0; SR=0

Definir a politica de gestaioV1 =2 ; T1=7
Definir a condicéo inicial Vo= ?

I

IAno =1992, ..., 1994>_|
Més = Jan®, ..., Dez°>|
LMM = SL /36 A Nec = Nec (Més,Ano)

VMR = SR/ NMCR P =P (Més,Ano)

VMC =SC /NMCC
@ Sim N = Nec

Imprimir  LMM.
NMCR, VMR,
NMCC, VMC

NMCR = NMCR + 1
SR=SR +(Nec-V0+10)

T=0
T=T1.(V-V1).
100 -v1
T
|2
V=V0-N-T ; L=T2 ; SL=SL+L
DS=0

DS=V0-N-T+P-1DO|

le

VF=VO-N-T+P-DS

Sim ,| NMCC = NMCC + 1
SC=SC+(T+DS-30)
J
FIM A
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Relativamente ao fluxograma apresentado, poderemos referir que, tal
como seria de esperar, a sequéncia 'grafica' de instrugdes segue de modo
evidente a sequéncia 'por extenso' apresentada anteriormente. E
importante referir-se que, logo ap6s o inicio do ciclo 'Més', se afecta as
varidveis Nec e P, respectivamente, os valores correspondentes das
necessidades de 4gua a jusante para aquele més e ano ( Nec (Més,Ano) ) e
da precipitacdo também para esse més e ano ( P (Més,Ano) ).  Esses
valores poderiam estar 'guardados' em dois vectores, para onde
previamente se deveria 'transferir' essa informacgdo, ou, alternativamente,
poder-se-ia fazer a leitura desses valores a partir de dois 'ficheiros'. Num
cenario de simulacdo 'a sério', isto €, para uma simulacdo sem ser com
dados histodricos, esse rectangulo do fluxograma poderia corresponder a
"Gerar P e Nec, de acordo com as distribuicées previamente
indicadas". Retomaremos posteriormente esta questao.

De referir ainda que, a maior parte das instru¢des pertencem ao ciclo
'Més', isto &, sdo executadas 'todos os meses'. Com a instrucdo VO = VF,
isto €, atribui¢do do valor de VF a V0, termina-se o ciclo 'M¢s'.

O ciclo 'Ano' apenas contém 'uma instru¢do’: o ciclo 'Més'. Terminado o
ciclo 'Ano', sdo calculados os valores das medidas de desempenho do
sistema: LMM (lucro médio mensal), VMR (volume médio de 'restri¢cdes')
e VMC (volume médio de cheias). Apds a impressao dos valores das
referidas medidas de desempenho, bem como de NMCR (numero de
meses com 'restrigdes’) e NMCC (numero de meses com cheias) termina-
se a execucao.

®  Se sabe programar computadores, esta ¢ uma boa altura para
converter o fluxograma apresentado num programa muito simples,
que lhe permitird testar diferentes politicas de gestdo de aguas da
Barragem de Pds-Boa !

Se ndo sabe programar, ndo sabe o que estd a perder ! ...

e Conceitos Basicos de Estatistica Fundamentais em Simulacao

Ha alguns conceitos basicos de Estatistica que sdo particularmente
importantes para se elaborar um modelo de simulagdo com 'qualidade'.
No exemplo que apresentamos anteriormente ( 'A Barragem de Pos-Boa' ),
efectuamos uma simulagdo com dados histéricos, correspondente aos anos
de 1992, 1993 e 1994. Como se viu, para cada politica de gestdo de dguas
interessava-nos obter algumas Medidas de Desempenho do Sistema, para
podermos ajuizar da adequabilidade dessa politica de gestdo. Embora
tivéssemos simulado apenas trés anos, ndo tem grande interesse saber o
que aconteceu 'més a més'.  Preferimos obter uma 'visdo global' com
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menor volume de informagdo - dai que o Valor Médio seja uma nocao
que, obviamente, esteja sempre subjacente ao apuramento da generalidade
das Medidas de Desempenho de um Sistema.

Claro que todos sabemos estimar o valor médio de uma amostra. Basta
recorrer ao estimador 'Média Ameostral' X e, obter uma estimativa

pontual x, a partir de uma amostra ( X1, X2, ..., Xp ):
_ n . n
X=(ZXj)/n — x=(Xxj)/n
i=1 i=1

Ao utilizarmos o estimador Média Amostral reduzimos consideravelmente
a informacao: fazemos corresponder a amostra (X1, X2, ..., Xp) apenas um
valor - a estimativa pontual do valor médio, X . Esta estimativa ¢ muito
importante, ja que, grosso modo, representa o 'centro de gravidade' da
distribuicao de X.

Poderemos discutir a qualidade dessa estimativa pontual, acabando por
introduzir a nogao de estimativa por intervalo de confianca que também
sera muito util nos modelos de Simulagao.

Antes, porém, parece-nos mais importante referir que, em muitas
aplicagdes, ndo s6 ¢ importante, para uma dada variavel, ter nocdo da
localizacdo do 'centro de gravidade' da sua distribui¢do, como também ¢
relevante ter-se nocdo da dispersdo dessa mesma distribuicdo. A

Varidncia ¢ uma importante medida da dispersdo de uma variavel
aleatéria, podendo-se, a partir do estimador 'Variancia Amostral' S'2 e de

uma amostra (X[, X2, ..., Xp) obter uma estimativa pontual s'2:
n _2
$2= n .[ (£X{Z)/n- X ]
n-1 i=1
J
n _2
s2= n_.[ (£xi2)/n- x ]
n-1 1=1

O Desvio Padrao (igual a raiz quadrada da Variancia), ¢ expresso nas
mesmas unidades que o Valor Médio.

O conhecimento do valor médio e do desvio padrio de uma variavel
permite-nos, de imediato, ter uma no¢do muito razodvel da sua
'distribuicdo’. Com efeito, a Desigualdade de Tchebycheff indica que,



para uma dada varidvel aleatéria X (continua ou discreta e
independentemente da sua distribuicado) com valor médio p e desvio
padrdo o e para qualquer nimero positivo k, se tem:

P(|X-p|<k.oc) > 1- 1/k2

Ouseja, parak =2,tem-se P(pu-2.0 < X < pu+2.0 ) =2 0,750 e,
parak=3,tem-se P(p-3.0 < X < pu+3.0) = 0,889.

O conhecimento do valor médio e do desvio padrdo (ou da variancia) da
distribui¢cdo de uma variavel sdo, como se referiu, muito importantes. No
entanto, hé situacdes em que € necessario conhecer algo mais, com vista a
elaboracdo de propostas de ajustamento de distribuigdo. O que se passa
com a simetria da distribuicio ? E com o seu 'pico' ? Para tal,
poderemos determinar estimativas do coeficiente de assimetria e do
coeficiente de kurtosis.

Sabe-se que uma distribui¢do simétrica tem coeficiente de assimetria nulo
(mas, o inverso nem sempre ¢ verdade...). Sabe-se que um coeficiente de
assimetria positivo corresponde a uma distribuicao assimétrica com 'cauda
a direita', isto €, com maior probabilidade de ocorréncia de valores
extremos elevados (Maximos), do que de valores extremos baixos
(minimos). A distribui¢do Exponencial tem coeficiente de assimetria
igual a 2 (independentemente do valor médio da distribuicdo).

Por outro lado, a distribui¢cdo Normal tem um coeficiente de kurtosis igual
a 3 (independentemente dos valores dos pardmetros) e um coeficiente
superior a 3 indica um 'pico' mais acentuado que o da distribuicdo Normal.

Assim, antes de se pensar em ajustar uma distribuicdo Normal a um
conjunto de observagdes ¢ bom verificar-se se as estimativas do
coeficiente de assimetria e do coeficiente de kurtosis se aproximam,
respectivamente, de 0 e de 3.

Definamos, em seguida, o Coeficiente de Assimetria e o Coeficiente de
Kurtosis de uma distribui¢do (para tal, designemos por p o valor médio,
por G o desvio padrao e por L o i-ésimo momento central da distribui¢do):

Coeficiente de Assimetria | Coeficiente de Kurtosis
71=n3/ 03 v2 = p4 / o4
(W=E[(X-p)]) (W =E[(X-p)4])
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Designando por s'a estimativa do desvio padrdo e por S1 o somatorio das
n observagdes X], X2, ..., Xn , S2 0 somatorio dos quadrados das n
observagdes ¢ S3 o somatdrio dos cubos das n observagdes, pode-se
determinar, do modo seguinte, uma estimativa do valor do Coeficiente
de Assimetria :

g1=[S3/n - 3.8S1.82/n2 + 2.813/n3 ]/s'3

Designando, adicionalmente, por S4 o somatério das quartas poténcias das
n observagoes X1, X2, ..., Xp , pode-se determinar, do modo seguinte, uma
estimativa do valor do Coeficiente de Kurtosis:

g2=[S4/n -4.81.S3/n2 + 6.812.52/n3 - 3.S14/n4]/s' 4

Ja tivemos a oportunidade de referir a grande importancia da estimacao
pontual do valor médio da distribui¢do de uma varidvel aleatéria. Desde
logo se referiu que uma alternativa 'mais rica' a estimagao pontual do valor
médio ¢ a estimacido por intervalos de confianca do valor médio.
Nesta estimagdo, envolvemos de algum modo a variabilidade da amostra,
0 que poderd ser muito util em determinados modelos de simulacdo
(posteriormente, aquando da abordagem da questdo 'duragdo da simulacao
versus precisao dos resultados', aplicaremos este conceito).

Se X for proveniente de uma populagdo Normal com média desconhecida
p e desvio padrao o conhecido, poderemos indicar o Intervalo de
Confianc¢a a 95 % para o Valor Médio p:

[ X-19.6/n ;: X +1,96.6/+n ]

Para n elevado, o que acontece quando se esta a simular 'a sério',
poderemos, sem grande perda de rigor, concretizar uma estimativa do
Intervalo de Confianca a 95 % para o Valor Médio p a partir de uma
amostra ( X1, X2, ..., Xp ):

[ x-1,96.5'/+/n ;x +1,96.5/+/n ]

(X e s' designam respectivamente as estimativas pontuais do valor médio e
do desvio padrao obtidas a partir da amostra referida).

E importante notar que, para um dado nivel de confianca, a amplitude do
intervalo de confianca para o Valor Médio



- ¢ independente da estimativa do valor médio

- aumenta com s', isto €, com a variabilidade da amostra

- diminui com o tamanho da amostra (embora nao linearmente,
mas com a raiz quadrada de n !).

A amplitude do intervalo de confianca para o valor médio aumenta com o
nivel de confianca... No entanto, tal ndo nos interessard particularmente,
ja que, nos modelos de simulacdo, usualmente s6 consideraremos o nivel
de confianga 95 %.

Um ultimo conceito basico de Estatistica que se revela muito 1til em
algumas andlises de resultados de experiéncias com modelos de simulagao
diz respeito ao estudo da eventual relagdo linear existente entre duas
variaveis.

Sejam ( x1 , ¥1 ), (X2 ,¥2 ), ... , ( Xn , yn ) pares de observagdes
correspondentes as varidveis X e Y. Se se admitir a existéncia de uma
relacdo linear entre as varidveis X e Y dada por Y = A + B . X, poderemos
determinar, pelo Método dos Minimos Quadraticos as estimativas a ¢ b
seguintes, respectivamente, dos coeficientes A e B:

b=XZXx.V - (Zx.Xv)/n
Zx2 - (Zx)2/n

a=2Xy/n - b. (X£x/n)

Nota: X X designa o somatdrio das observagdes x; comi=1, ..., n.
> x2 designa o somatorio do quadrado das observagdes x; comi=1, ..., n.

Para avaliar a adequabilidade do ajustamento linear, poderemos estimar

P,y com
ryy = 2X.Vv - (Xx.2v)/n.
{[Zx2- (Zx)%n]-[Zy2 - (£y)2n]}"”
Nota: Todos os somatorios correspondemai=1, ..., n.

Como se sabe, pxy toma valores no intervalo [ -1 ; 1 ]. Valores muito
proximos de + 1 ou de -1 indicam um muito bom ajustamento linear
correspondente a uma recta com declive, respectivamente, positivo ou
negativo .  Valores entre -0,5 e 0,5 indicam um fraco ajustamento linear.

245



246

Sabe-se que se X e Y sdo variaveis aleatérias independentes, entdo p
x.y=0- Contudo nao ¢ legitimo afirmar que se px y=0, entdo X e Y sdo
independentes ...

¢ Influéncia das Condicoes Iniciais num Modelo de Simulaciao

Recordemo-nos do problema "A Barragem de Pds-Boa". O modelo
desenvolvido necessita de um valor inicial de volume de 4gua na
albufeira (VO0) para se dar inicio a simulagdo. Nas simulacdes levadas a
cabo e cujos resultados foram apresentados anteriormente adoptou-se VO
= 50 (isto ¢, a albufeira estava "meia cheia").

E evidente a influéncia de VO nos resultados da simulacdo do
funcionamento da Barragem de Pos-Boa relativa aos anos de 1992, 1993 ¢
1994. Quanto maior for o volume inicial, menor sera a probabilidade de
ocorréncia de situagdes de seca e maior sera a probabilidade de ocorréncia
de situacoes de cheia.

Nas simulagdes levadas a cabo com VO = 50 u.vol. destacaram-se duas
politicas de gestdo de 4gua: V1 =30 u.vol.; T1 =10 u.vol. ¢ V1 =60
u.vol.; T1 =30 u.vol. . No Quadro seguinte observaremos a variagdo de
desempenho dessas duas politicas em fun¢ao de VO (V0 = 10, 20,... , 100):

vo| 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
(V1;T1)

39,55 | 39,70 | 40,19 | 40,85 | 4167 | — — — — —

@30;10) [c3[rR3|c3a[r2|c3[rR2|c3[R2[c3[R2 [ ca[R2[ca[R2 | ca[R2[Ccs[R2 | C5 [ R2

3,95|5,90]3,95|5,90]3,95|5,9013,95|5,90|3,95|5,90

(60;30)

— | 148,38 | 151,81 | 158,38 | 164,06 | 166,88 | 171,79 | 175,83 | 183,19 | 193,88

C2(R4|C2|R3|JC2[R3|C2[R3|C3[R3]C3[R3JC3|(R3JC3|R3]JC3|R3]C3|R3
5,50(6,04]5,50(6,04]5,50(6,04]4,33|6,04]4,33|6,04]4,33]6,04]4,33]6,04]4,33]6,04]4,33]6,04

Legenda: V0=10 Nota: Sempre que

39,55 |« Lucro Médio Mensal (u.m.) tenham ocorrido 3 ou
(V1;T1) = | C3 | R3 |« R3: 3 meses com 'restri¢des’ mais meses com restri-
=(30;10) [3.95[5.90) vol. med. 'restri¢io’ nesses 2 meses = 5,90 u.vol. ¢des, ou com cheias,

R C3: 3 meses com cheias ; considerou-se a corres-

vol. médio de cheia nesses 3 meses = 3,95 u.vol. pondente politica como
'desadequada’.

Como se pode observar, o valor inicial VO correspondente ao volume de
agua inicialmente na albufeira exerce uma razoavel influéncia na
simulagcdo levada a cabo. Para cada uma das duas politicas testadas,
podemos observar um aumento de lucro com VO (o que ¢ natural pois,



havendo mais dgua na albufeira, mais 4gua se pode turbinar e maior seré o
lucro).  Observa-se, ainda, que um aumento de VO estd geralmente
associado a um aumento de situagdes de cheia e (claro estd !) a uma
diminui¢do das situagdes de 'restricdes'. E importante recordarmo-nos
que, quer o lucro, quer os volumes de cheia e de 'restri¢des' sdo variaveis
médias mensais ... E, ainda assim, foi possivel detectar a influéncia de V0.

Se tivéssemos simulado o funcionamento da barragem durante 10 anos,
certamente que a influéncia de VO se teria atenuado ligeiramente. E, ¢
claro que se estivéssemos a simular um nimero de anos muito elevado
(por exemplo, 100), ndo seria muito credivel que essas medidas de
desempenho médio permitissem observar uma grande influéncia de VO.
Com efeito, em geral, quanto maior for a 'duracido' da simulacio,
menor sera a influéncia das condig¢oes iniciais.

Assim, quando se recear que as condigdes iniciais possam influenciar os
resultados da simulacdo, poderemos reservar um periodo inicial da
duracio da simulacio para atenuar a influéncia das condic¢des iniciais.
Nesse periodo, ¢ feita a simulagao do sistema, mas nao se 'actualiza' as
variaveis que se destinam a apurar as medidas de desempenho do sistema.
Por exemplo, no problema "A Barragem de Pds-Boa", ndo se actualizaria
as variaveis SL, NMCC, SC, NMCR e SR durante esse "periodo inicial";
nesse periodo apenas se registaria a evolugdo do volume de dgua na
albufeira. Retomaremos este problema posteriormente e teremos
oportunidade para aprofundar a 'questdo da influéncia das condi¢des
iniciais'.

Um alerta deve ser feito relativamente a influéncia das condic¢oes iniciais:
ha sistemas que sdo muito sensiveis aos valores atribuidos as variaveis que
traduzem as condicdes iniciais. Nesses casos, € preciso ter-se muito
cuidado na atribui¢do desses valores, ja que uma escolha irreflectida de
valores para as variaveis que traduzem as condicdes iniciais pode
'desequilibrar' irremediavelmente o sistema, ndo permitindo uma analise
adequada .... Imaginemos que se estd a simular o funcionamento de uma
instituicdo bancaria. A escolha de uma 'situacdo inicial muito ma' pode,
em determinados cendrios, acarretar a faléncia (simulada) da instituicao;
pelo contrério, a escolha de uma 'situagdo inicial muito confortavel' pode
originar uma elevada rentabilidade (simulada) da instituicao
completamente desajustada da realidade.
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e Duracio da Simulacio versus Precisao dos Resultados

Empiricamente podemos esperar que a um aumento da 'duracio’ de uma
simulaciio esteja associado um aumento da precisio dos resultados.
Com efeito, e tomando o problema "A Barragem de P6s-Boa" como
exemplo, quando se aumenta a 'duracdo' da simulagao (isto ¢, quando se
aumenta o niamero de anos simulados), as medidas de desempenho médio
do sistema passam a ser estimadas a partir de amostras maiores e,
consequentemente, diminui a amplitude dos correspondentes intervalos de
confianga para os valores médios dessas medidas de desempenho.
Simular o funcionamento da Barragem de Pé6s-Boa durante 3 anos
significa estimar um lucro médio mensal a partir de 36 observacdes.
Aumentar o periodo simulado para 100 anos, corresponde a estimar o
lucro médio mensal a partir de uma amostra com 1200 observagdes !

E importante recordarmo-nos que a amplitude de um intervalo de
confianca para o valor médio de uma dada varidvel diminui com o
aumento do tamanho da amostra, que serve de base ao célculo desse
intervalo. Contudo, essa diminui¢ao da amplitude ndo ¢ proporcional
ao tamanho da amostra mas, a raiz quadrada do tamanho da amostra.

Daqui decorre uma importante constatacdo: a medida que se aumenta a
duracio da simulacio, a diminuicdo da amplitude dos intervalos de
confianca para os valores médios das medidas de desempenho do
sistema é cada vez menor (embora continue a ocorrer), isto €, verifica-se
um acréscimo de precisdo dos resultados cada vez menor. Na figura
seguinte esboga-se a variacdo da amplitude de um intervalo de confianga
para o valor médio de uma medida de desempenho, X, de um sistema que
esta a ser simulado com a duragdo da simulagao:

I.C.px“

AR z Al
¥V VY

Duragdo da

simulagio




Como se pode observar, a partir de certa altura s6 com um grande
acréscimo na duragdo da simulagdo / tempo de computacdo se consegue
um pequeno acréscimo de precisdo (isto €, uma diminui¢do ligeira da
amplitude do intervalo de confiancga).

Assim, fixar a duragdo de uma simulagdo ¢ uma decisdo muito importante,
ja que tera reflexos na precisao dos resultados.

Como, em geral, se desconhece a variabilidade das varidveis que sdo
utilizadas para avaliar as medidas de desempenho do sistema, ndo ¢
habitual indicar, a priori, a duragdo da simulagdo, tendo em vista a
obtencdo de determinado nivel de precisdo dos resultados.
Alternativamente, pode-se impor um determinado nivel de precisido dos
resultados (explicitando as amplitudes maximas dos intervalos de
confianga respectivos) e indicar uma duracdo maxima para a
simulac¢ao (ndo va dar-se o caso de se ter exigido uma precisao inatingivel
num tempo de simulagdo/computagdo aceitdvel). O proprio modelo de
simulagdo podera, periodicamente, verificar se os niveis de precisao
impostos para as diferentes variaveis sio cumpridos e, em caso
afirmativo, terminar a simulagdo; caso contrario a simulagao prossegue até
nova avaliacdo, respeitando-se adicionalmente a duragdo maxima imposta
inicialmente - trata-se de um 'mecanismo auto-stop'. Também ¢ habitual
exigir-se uma duracio minima da simulacio, independentemente da
precisao exigida aos resultados, visando, assim, garantir-se uma Solidez
estatistica minima dos resultados. Esquematicamente, pode-se
representar as diferentes fases de uma simulagdo, do modo seguinte:

»

Duracio da ~
o o o . ~ . Simulacio
Fase inicial Simulacao efectiva
rtTrTrr
IAtenuacio da Influéncia Avaliacdes periddicas
das condicdes iniciais da precisao dos resultados
() A
Duracao Minima Duracao Maxima
da Simulacao da Simulac¢ao
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4.3 Métodos de Geracao de Numeros Pseudo-Aleatorios

e Introducio

Comecamos por abordar o problema "A Barragem de Pods-Boa" e
desenvolvemos um modelo de simulagdo simplificado que nos permitiu
testar diferentes politicas de gestdo da barragem. Ao efectuarmos uma
simulacdo com 'dados histéricos' relativos aos anos de 1992, 1993 e
1994 estivemos a avaliar o que teria acontecido nesses anos se a barragem
tivesse sido gerida com uma determinada politica. Referimos, entdo, que
essa abordagem pode ser importante, especialmente para avaliar o
desempenho do sistema numa dada situagdo gravosa do passado, mas que
ndo nos deixa muito tranquilos relativamente ao futuro e a sua
imprevisibilidade/aleatoriedade.

Para uma avaliagdo mais cuidadosa da adequabilidade de uma dada
politica de gestdo da barragem gostariamos de dispor de uma amostra
maior (e nao apenas relativa a tré€s anos). Mas, ainda que dispuséssemos
de uma amostra maior, uma simulacdo com 'dados historicos' so
permitiria avaliar o que teria acontecido nos anos relativos & amostra ...
Assim, seria certamente desejavel que, em vez de uma amostra de dados
relativos a precipitacdo e outra relativa as necessidades de agua a jusante,
pudéssemos dispor das correspondentes distribuigdes estatisticas.

A partir das distribuigdes estatisticas que descrevem o comportamento das
variaveis referidas, poderiamos levar a cabo uma simulag¢ido com 'dados
aleatérios' (com comportamento estatistico aceitavel face as
distribuicdes...) correspondentes a um periodo muito mais longo (por
exemplo, 100 ou 200 anos). Para tal, no entanto, precisariamos de saber
gerar os referidos 'dados aleatérios'.

Abordaremos, em seguida, os métodos de geracdo de nimeros pseudo-
aleatorios (NPA). "Numeros pseudo-aleatorios ?" - esta é a primeira
duvida que o leitor levantard. Na realidade, vamos aprender a conceber
algoritmos perfeitamente deterministicos no seu funcionamento, que a
partir de um primeiro niimero (a semente), geram uma sequéncia de
numeros que globalmente apresentam o comportamento estatistico
desejavel. A cada semente estard associada uma sequéncia de NPA.
Assim, temos que reconhecer que rigorosamente nao estaremos a falar de
numeros aleatorios ... mas de nimeros pseudo-aleatorios ...



Uma questdo classica surge agora: "Se dispusesse de dois métodos de
geracdo - um que lhe permitisse gerar nimeros realmente aleatorios ¢
outro que originasse numeros pseudo-aleatérios (com a mesma
qualidade estatistica) - qual o método que preferiria adoptar ?"

Claro que a resposta obvia ¢ "O método que origina niimeros realmente
aleatorios !"... SO que nem sempre a resposta Obvia € a resposta mais
adequada ... Com efeito, se utilizarmos niimeros realmente aleatdrios na
simulagdo d' "A Barragem de Pds-Boa" para compararmos duas politicas
de gestdo distintas, as ocorréncias geradas na simulacdo associada a
primeira politica serdo distintas das ocorréncias geradas na simulagdo
associada a segunda politica ... o que ndo sendo propriamente um
problema, ainda assim ndo nos permite comparar exactamente as duas
politicas sujeitas & mesma aleatoriedade ...

E evidente que este problema desaparece com os numeros pseudo-
aleatdrios... Basta usar a mesma semente nos processos de geracdo para
estarmos a gerar exactamente a mesma realidade (em termos de
precipitacdo e necessidades de agua) sujeita, num caso, a primeira politica
de gestdo e, no outro caso, a segunda politica de gestdo ... Assim, nestas
circunstancias, as diferencas de resultados observados nas simulag¢des
correspondentes a essas duas politicas dever-se-iam exclusivamente as
politicas e ndo a aleatoriedade da simulagao.

Comecaremos por aprender a gerar NPA com distribuicdo Uniforme [O;
1], e, em seguida, veremos métodos de transformacdo noutras
distribuicdes.

o Geracao de NPA com Distribuicao Uniforme [ 0 ;1 ]

Para gerarmos NPA com distribui¢do Uniforme [ O ; 1 ] utilizaremos o
chamado Método Congruencial Misto, que consiste na utilizacdo de uma
relagdo recursiva do tipo:

Xi+1 = (a.xj+ ¢ ) mod m

com a, ¢, m inteiros positivos € a,c<m
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A operacdo 'y mod w' traduz-se por 'resto da divisdo inteira de y por w'.
[Por exemplo, 2 mod 3 =2; 3mod2=1;8 mod3=2.]

De notar que a sequéncia de nimeros obtidos dependerd da escolha das
constantes a, ¢ € m, bem como do nimero semente, x( , que inicia o
processo.

[lustremos a utilizagdo do Método Congruencial Misto paraa =4, ¢ =3
e m =5, a partir da semente x( = 3:

i X i 4.x7+3 Xi+1=(4.xj + 3)mod5

0 x0=3 15 0=x1

1 x1=0 3 3=x2

2 x2=3 15 0=x3

3 x3=0 3 3=x4

4 x4 =3 15 0=x5

5 x5=0 3 3 =x¢6
Como se pode ver, a sequéncia obtida foi 3, 0, 3,0, 3, 0, 3, ... Ou seja, de
aleatorio ndo tem nada ... e tem muito pouca variacdo ... Moral da

historia: os valores de a, ¢, m e x( adoptados deram origem a uma
sequéncia totalmente inutil, para efeitos de geragdo de nimero pseudo-
aleatorios ...

Tentemos uma nova sequéncia, agora a partirde a=6,¢c=4, m=10¢
x() = 7. Obtemos sequéncia: 7, 6, 0,4, 8.2, 6,0,4,8,2,.. Assim,
verificar-se-a indefinidamente a repeticdo da sequéncia de cinco niimeros
6,0,4,8,2.

Gostariamos de descobrir valores para as constantes a, ¢ € m que, a cada
semente, fizesse corresponder um Ciclo tdo grande quanto possivel (isto €,
gostariamos de ter gerado muitos valores antes de se iniciar a repeticao).

A utilizagdo do Método Congruencial Misto, com a = 25173, ¢ = 13849 ¢
m = 65536, permite-nos obter sequéncias de 65536 valores inteiros (entre
0 e 65535) para cada semente.  Adicionalmente, verifica-se que as
sequéncias sao uniformemente distribuidas (entre 0 € 65535) e que se pode
admitir a independéncia entre valores gerados consecutivos.



Xi+1 = ( 25173 .xj + 13849 ) mod 65536

Se dividirmos cada valor gerado por 65536, obteremos um valor
pertencente a [0; 1[. Para cada semente, poder-se-4, assim, obter uma
grande sequéncia de valores (65536) que tem comportamento
Uniforme[0;1] ). [ De notar que, para todos os efeitos estatisticos relevantes, U[0;1]
¢ equivalente a U[0;1] ] € que exibe independéncia, sob ponto de vista
estatistico, entre valores gerados consecutivos. O gerador assim
constituido ¢ muito simples ¢ de facil implementacdo informatica,
cobrindo uniformemente e com grande densidade, o intervalo [0;1[ (o
que possibilita a sua utilizagdo em aplica¢des de maior rigor.

Apresentaremos, em seguida, o fluxograma da rotina 'RANDOM'
(correspondente ao gerador apresentado), que afecta a variavel U o NPA
U[0;1] gerado :

Rotina RANDOM @

U = RAND / 65536

|

RAND = ( 25173 .RAND + 13849 ) mod 65536

Antes da primeira invocacio da "RANDOM' a varidvel RAND devera ser
inicializada com o valor da semente. Apo0s a primeira invocagdo da rotina
'RANDOM' ¢ calculado o primeiro NPA U[0;1], que serd igual ao
quociente da semente por 65536. Em seguida, a varidvel RAND ¢
'actualizada', de acordo com a relagdo recursiva correspondente ao Método
Congruencial Misto. Apds 65536 invocacdes da rotina 'RANDOM!, a
partir de uma dada semente, RAND volta a ficar igual a semente, pelo que,
a partir dai, se repetird a sequéncia de NPA gerados.
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Assumamos a semente RAND = 10000 e determinemos os primeiros
valores gerados:

RANDinicial U RANDfipal |
10000 0,1526 20073
20073 0,3063 28918
28918 0,4413 58311

Utilizando a semente 10000 e o gerador descrito na rotina 'RANDOM'
podemos obter a seguinte TABELA DE NUMEROS PSEUDO-
-ALEATORIOS COM DISTRIBUICAO UNIFORME [ 0,1 |:

0,1526 0,3063 0,4413 0,8898 0,0202 0,7723 0,1453 0,7020 0,4005 0,3174
0,0730 0,0229 0,5279 0,8635 0,5836 0,3996 0,8867 0,5824 0,2867 0,6288
0,2114 0,8961 0,0415 0,7574 0,4862 0,4763 0,9575 0,0823 0,9456 0,2451
0,3940 0,1503 0,0740 0,3742 0,9603 0,7584 0,6057 0,2855 0,5159 0,9534
0,5250 0,6509 0,1701 0,0322 0,0665 0,3923 0,2824 0,5417 0,7144 0,6815

0,4620 0,2787 0,2031 0,9405 0,5684 0,2901 0,5170 0,8411 0,7109 0,8728
0,8904 0,3051 0,2489 0,5737 0,8079 0,5045 0,7918 0,1896 0,0036 0,8612
0,1990 0,7674 0,4620 0,0469 0,5798 0,6040 0,4175 0,9836 0,2936 0,2463
0,3545 0,8432 0,9498 0,4911 0,0073 0,0474 0,4077 0,3853 0,3602 0,2683
0,7768 0,2258 0,6478 0,4277 0,4164 0,5595 0,3542 0,6974 0,9359 0,1832

0,2141 0,4993 0,1946 0,1438 0,2115 0,5054 0,3020 0,7383 0,5811 0,6374
0,6173 0,5134 0,8071 0,0673 0,7501 0,2660 0,6240 0,2169 0,5596 0,0430
0,0160 0,7581 0,1552 0,1413 0,2176 0,6127 0,8964 0,1078 0,7131 0,9528
0,3924 0,7394 0,2370 0,2000 0,5027 0,0828 0,7736 0,0264 0,3366 0,4350
0,5572 0,3537 0,2536 0,3429 0,0723 0,3539 0,8629 0,6034 0,0532 0,4488

0,0240 0,2632 0,4843 0,3103 0,8462 0,6194 0,5999 0,8603 0,6889 0,2187
0,8845 0,2706 0,1615 0,8580 0,0724 0,9632 0,1233 0,5843 0,1481 0,6099
0,6838 0,6943 0,3458 0,1325 0,2023 0,7350 0,1499 0,7030 0,2882 0,5033
0,2949 0,7432 0,8008 0,0459 0,7650 0,9251 0,8496 0,6599 0,7947 0,1704
0,7939 0,8920 0,8684 0,6510 0,2430 0,5392 0,7204 0,7889 0,0564 0,6482

0,3351 0,2559 0,3435 0,5161 0,9468 0,9738 0,4635 0,6896 0,0400 0,1146
0,0260 0,9657 0,3491 0,1002 0,8902 0,3912 0,8583 0,6023 0,1655 0,2629
0,8021 0,5429 0,2113 0,1279 0,6648 0,0939 0,6371 0,7828 0,1808 0,6771
0,3020 0,2747 0,3346 0,9644 0,3156 0,9004 0,3604 0,8776 0,0373 0,2067
0,7427 0,5888 0,0763 0,9906 0,2158 0,5196 0,2920 0,2989 0,7640 0,3421

A tabela apresentada tem 250 NPA. Se necessitdssemos de um maior
nimero de NPA, poderiamos prosseguir a utilizagdo do Método
Congruencial Misto. De notar que os trés primeiros NPA (indicados na
primeira linha da Tabela) sdo os valores que tinhamos determinado
'manualmente’ (ver o quadro anterior).



E importante que ndo nos esquegamos que, para além das qualidades ja
referidas da rotina 'RANDOM' apresentada, ha uma importante 'limitagao':
ao fim de 65536 invocagdes consecutivas desta rotina 'fecha-se o ciclo' e
retorna-se ao primeiro NPA gerado ! Assim, em aplicagdes em que seja
previsivel a necessidade de gerar mais do que 65536 NPA U[0;1], dever-
se-a acrescentar um 'mecanismo de mudanca de semente' ao fim de
65536 invocagdes da rotina. A falta de tal 'mecanismo' levara a uma
repeticdo da sequéncia de NPA gerados, que podera perturbar a qualidade
da simulacdo levada a cabo.

Antes de passarmos aos métodos de 'transformacao' dos NPA UJ[0;1] em
NPA com outras distribui¢des, ¢ importante deixar um reparo a eventual
influéncia da(s) semente(s) nos resultados de uma simulacdo. Em
alguns casos, os resultados poderdo ser influenciados pela semente usada
para iniciar o processo de geragao de NPA. Para averiguar desta eventual
influéncia, ¢ aconselhavel efectuar varias simulagdes de uma mesma
'politica/solucdo’ com diferentes sementes - um resultado 'global' pode ser
obtido a partir dos resultados 'obtidos com as diferentes sementes,
podendo entdo avaliar-se da real influéncia das sementes nos resultados da
simulagdo.  Refira-se ainda que, em simulagdes que pela sua duracio
obriguem a utilizacdo de varias sementes, ¢ natural que esta influéncia seja
atenuada ...

E agora abordemos os métodos de 'transformacdo' dos NPA UJ[0;1] em
NPA com outras distribui¢des.
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o O Método da Inversao

O Método da Inversdao ¢ o mais eficiente dos varios métodos que
estudaremos. No entanto, como se verd de seguida, este método nem
sempre ¢ utilizavel ...

Recordemos algumas caracteristicas da func¢do de distribuicao
acumulada FX ( x ) relativa a varidvel aleatéria X: trata-se de uma
funcdo mondtona crescente, continua a direita e que toma valores no
intervalo [0;1].

Se a fun¢do FX ( x ) for representada por uma expressao analitica [ o que

nem sempre acontece ... basta lembrarmo-nos da distribuicdo Normal ! ] € S€ essa
funcgdo for invertivel [ o que, obviamente, estd longe de ser 'automatico'... ], entao
poderemos igualar u, um NPA UJ[0;1] a FX ( x) e, recorrendo a fung¢do
inversa, determinar x - o correspondente NPA da 'familia' X:

u=Fx(x) < x=Fxl1(u)

Na figura seguinte esquematiza-se a aplicagdo do Método da Inversao:

U[0;1] Fx(x )4

v
— 0 >

Ao primeiro NPA U[0;1], u,, correspondera o primeiro NPA X, x,.

Uma repeticdo do processo esquematizado na figura anterior vai originar
uma 'coleccao' de valores Xxj, que, no seu conjunto, apresentardo a
distribuicdo X.

e  Exemplifiquemos a aplicagdo do M¢étodo da Inversdo, com a
distribuicido X ~ Uniforme [a,b] (coma<b):

0 s x¢gl[a,b]
fx(x) =
1/(b-a) ;xela,b]



0 ;x<a
FX (x) =<(x-2a) ;xela,b]
(b-a)
L1 ;X>b

u = (x-a) & x =(b-a).u+a
(b-a)

Assim, por cada NPA U[0;1] gerado, u, obter-se-4& um correspondente
NPA Ula;b], x = (b-a).u+a. [ Seolharmos com atengdo para a
expressdo obtida, veremos que ¢ absolutamente natural: para convertermos u (U[0;1])
em x (U[a;b]) primeiro multiplicamos u pela amplitude do intervalo (b - a) e, em seguida,

somamos o limite inferior do intervalo a! |

e Exemplifiquemos a aplicacio do Método da Inversdo, com a

distribuigao X ~ Exponencial (A) (comA>0;ux=1/2):
0 ; x<0
fx(x) =
L.eh.X x>0
0 ; x<0
Fx(x) =

u = l-erA.X & x =-(1/2).In(1-u)

Se U designar a distribuicdo Uniforme[0;1], poderemos escrever a
equivaléncia estatistica U ~(1-U) [ Porque sera ? ], pelo que a expressdo
anterior pode ser substituida pela seguinte:
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x =-(1/3).In(u)

Assim, por cada NPA U[0;1] gerado, u, obter-se-4 um correspondente
NPAExp(A), x =-(1/3A).In(u).

[ Alternativamente poder-se-ia utilizar x = -(1/2).In(1-u) ]

A filosofia subjacente ao Método da Inversao pode ser utilizada para gerar
NPA correspondentes a distribui¢des discretas.

o Consideremos a variavel aleatoria discreta X com fungdo de
probabilidade dada pelo quadro seguinte:

X 1 [ 2374
P(X=x) |02]04]03]0,1

A funcdo de distribui¢do acumulada FX ( x ) pode representar-se no
quadro seguinte:

X <1 el[1;2[|e[2;3[|e€[3;4] >4
FX (x) 0 0,2 0,6 0,9 1,0
Fx (x )}
u[o;1]
- 1,0
0,9] —
"""" = -1"""';"-‘--"""""—b""T
0,2 —_— :
. v R
0 T ) 3 7 %
Xq




Assim, seguindo o processo esquematizado na figura anterior, comeca-se
por gerar um NPA UJ[0;1], u e determina-se o correspondente NPA X, x,
do modo seguinte:

u <02 = x=1
02< u <06 = x=2
0,6< u £09 = x=3

u >09 = x=4

Como se vé€, ¢ muito simples gerar NPA provenientes de distribui¢des
discretas.

Apresentemos um ultimo exemplo de aplicagdo do Método da Inversao:

e Seja X a variavel aleatdria continua, com fungdo de densidade de
probabilidade, fX ( x ), que se esboga na figura seguinte:

E facil de obter a expressio analitica da correspondente fungdo de
distribuicao acumulada, FX ( x) [ Sera que para si ¢ mesmo facil ? ...
Se ndo ¢, devia ser ... |. Comecemos por escrever a fun¢do de densidade
de probabilidade fX ( x):

0 ;xeg[0;2]
fx(x) = 2.x ;xe[0;0,5]
(4-2.x)/3 ;xe[0,5;2]

Poderemos agora obter a funcdo de distribui¢ao acumulada, FX ( x):
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0 :x<0
x2 ;xe[0;0,5]
FX (x) =A
(4X'X2'1)/3 ;xe[0,5;2]
L 1 P x2>2

Na figura seguinte esquematiza-se a aplicacdo do Método da Inversao,
para a geracdo de NPA X:

Fx (x )4
1

{ l‘ L] 1 >

2 X

Nota importante: Quando se utiliza 0 Método da Inversao e a fungao de
distribuicdo acumulada, FX ( x ) ¢ definida por mais do que uma
expressdo analitica (como acontece no exemplo que se esta a considerar),
¢ preciso ter o cuidado de 'inverter' as correspondentes expressoes
cuidadosamente nos correspondentes dominios de valores de u.

Assim, em relagdo ao exemplo, basta olhar para o esbogo da fungdo de
densidade de probabilidade para determinar a area do tridngulo 'de base
[0; 0,5]' (4rea igual a 1/4). Este valor ¢ obviamente igual a FX ( 0,5).
Assim, s6 se 'inverterd' a u=x2 seu<1/4. Se u>1/4, dever-se-a
'inverter'u=(4X'X2'1)/3.

A inversdo de u = x2 ndo parece ser 'perturbadora’. x =+ Ju parece ser

a solugdo ... Mas, ¢é preciso ter-se o cuidado de reconhecer que, neste
caso, a inversio da expressio u = x2 deverd originar valores de x
pertencentes ao intervalo [ 0 ; 0,5 ]! Assim, a expressdao da 'inversa'

desejada é x =+ +/U . [ Aproveitemos para verificar que, com a expressdo anterior,
se conclui que se u = 0, entdo x = 0 e que se u = 1/4, entdo x = 0,5 , como desejavamos.

© E sempre bom verificar-se os resultados ... |

A inversdo de u = (4 X -x2-1) /3 j4 ndo parece ser tdo simples:



x =2+ +/3-3u ¢ asolucao 'matematica’... Mas como esta inversao deve
originar valores de x pertencentes ao intervalo [0,5; 2 , facilmente
concluimos que a expressao da 'inversa' desejada ¢ x=2 — +/3-3u.

[ Verifiquemos que, com a expressdo anterior, se conclui que se u= 1/4 entdo x =0,5 ¢

que se u= 1, entdo x =2, 0 que nos deixa todos satisfeitos | © |

Poderemos, finalmente, esquematizar a rotina de geracdo de NPA X,
baseada no Método da Inversao:

- gerar NPA UJ[0;1], u.
- se u < 1/4, entdo o NPA X serd igual a x =+ \/U;

seu>1/4, entdo o NPA X serdigualax=2— 3-3u.

Antes de iniciarmos a apresentacao de outro método de geracdo de NPA, ¢
util recordarmo-nos que o Método da Inversdo s6 pode ser utilizado
quando existe uma expressao analitica invertivel para a funciao de
distribuicio acumulada correspondente. Nessas situagdes a utilizacao
deste método de geracdo é muito eficiente: por cada NPA U[0;1]
gerado obtém-se um NPA da distribuicio desejada !

e O Método da Rejeicao

Se ndo existir uma expressdo analitica invertivel para a fungdo de
distribuicdo acumulada correspondente a distribuicdo que se pretende
gerar ndo poderemos utilizar o Método da Inversdo. No entanto, bastara
que se disponha da expressao analitica da funcio de densidade de
probabilidade correspondente a distribuicao (de dominio limitado) que se
pretende gerar para podermos utilizar o Método da Rejeicao.

Seja X uma distribui¢do continua com dominio limitado ao intervalo [a,
b]. A utilizagdo do Método da Rejeigdo para geragdo de NPA X pode
sistematizar-se do modo seguinte:
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1 - geracdo de um NPA U[0;1], ug,

2- xy=a+(b-a).uy, (aebrepresentam, respectivamente,
os limites inferior e superior do dominio de variagdo de X)

3- Pa=1fX(x1)/ fX(moda),
4 - geracao de um NPA UJ[0;1], u2,
5- se Py <u), rejeita-se xq e retorna-se a 1;

caso contrario, assume-se X1 como um NPA X

e Exemplifiquemos a aplicagdo do M¢étodo da Rejeicdo, com a
distribuicdo X cuja fun¢do de densidade de probabilidade, fX ( x ), se
esboca na figura seguinte:

fx (x)

0 ;xeg[052]
fX(x) = 2.x ;xe[0;0,5]
(4-2.x)/3 ;xe[05;2]



Relativamente a esta distribui¢cdo, podemos indicar que: a =0 ; b =2 ;
Moda = 0,5 e fX ( Moda ) = 1, pelo que a aplicacdo do Método da
Rejeicao se traduz nos seguintes passos:

1- geracdo de um NPA UJ[0;1], ug,
2- x1=2.u1,
2.x1 3 x1€[050,5]
3- Pa =
(4-2.x1)/3 ;x1€[0,5;2]
4 - geracao de um NPA UJ[0;1], u2,
5- se Py <u), rejeita-se x1 e retorna-se a 1;

caso contrario, assume-se x1 como um NPA X

Utilizemos os vinte primeiros NPA U[0;1] da Tabela apresentada
anteriormente ¢ vejamos quantos NPA X obtemos:

ul X1 Pa u2 NPA X
0,1526 0,3052 0,6104 0,3063 0,3052
0,4413 0,8826 0,7449 0,8898 -
0,0202 0,0404 0,0808 0,7723 -
0,1453 0,2906 0,5812 0,7020 -
0,4005 0,8010 0,7993 0,3174 0,8010
0,0730 0,1460 0,2920 0,0229 0,1460
0,5279 1,0558 0,6295 0,8635 -
0,5836 1,1672 0,5552 0,3996 1,1672
0,8867 1,7734 0,1511 0,5824 —_
0,2867 0,5734 0,9511 0,6288 0,5734

Como se pode observar, o Método da Rejei¢ao €, na melhor das situagdes,
'50 % menos eficiente' do que o Método da Inversdo, ja que necessita de,
pelo menos, dois NPA U[0;1] para gerar um NPA X. Em relagdo ao
exemplo que acabamos de apresentar, utilizamos vinte NPA U|[0;1] para
obter apenas cinco NPA X !!!  Assim, sempre que tal for possivel,
optaremos pelo Método da Inversdo, em detrimento do Método da
Rejeigao !
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e Utilizemos o Método da Rejei¢do para gerar NPA com a distribuicdo
'Normal':

A funcdo de densidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria
X ~Normal (pn ; o) ¢é dada por:

iX(x) =1/(V27 .g) .e-(1/2).[(x-pn)/c12, y .

A moda de uma varidvel aleatéria X ~ Normal ( pu ; 6 ) coincide com o
valor médio p, correspondendo-lhe fX (p) = 1/(J/27.¢5).

Dado que a distribuicdo Normal tem dominio ilimitado, ndo poderemos
utilizar o Método da Rejeigdo para gerar rigorosamente a distribui¢ao
Normal. No entanto, poderemos truncar as 'caudas' da distribuicdo em
zonas de muito baixa probabilidade de ocorréncia (por exemplo, uX - 3.
X e uX + 3.0X ) e gerar a distribui¢do truncada (o que, para muitas
aplicagOes, ndo sera problematico ...).

Tomemos, por exemplo a distribuicio X ~Normal (p=10;c6=2),
cuja fungdo de densidade de probabilidade ¢ dada por:

fX(x) = 1/(27.2) .e-(1/2).[(x-10)/2]2, (g
Se considerarmos as truncaturas em p + 3 . o, ter-se-a:

a=4;b=16;Moda=10 efx (Moda)= 1/ (427 2), pelo que a
aplicacdo do Método da Rejeigao se traduz nos seguintes passos:

1- geracdo de um NPA U[0;1], ug,

2- x1=4+12.u1,

3- Pa=e-(1/2).[(x7-10)/2]2

4 - geracdo de um NPA UJ[0;1], u2,

5- se Py <up, rejeita-se x1 e retorna-se a 1;

caso contrario, assume-se X1 como um NPA X



Utilizemos os vinte primeiros NPA U[0;1] da Tabela apresentada
anteriormente e vejamos quantos NPA X obtemos:

ul X1 Pa u NPA X
0,1526 5.8312 0,1139 0,3063 _
0,4413 9,2956 0,9399 0,8898 9,2956
0,0202 42424 0,0159 0,7723 _
0,1453 5,7436 0,1039 0,7020 —
0,4005 8,8060 0,8368 0,3174 8.,8060
0,0730 4,.8760 0,0376 0,0229 4,8760
0,5279 10,3348 0,0861 0,8635 | 10,3348
0,5836 11,0032 0,8818 0,399 | 11,0032
0,8867 14,6404 0,0678 0,5824 _
0,2867 7,4404 0,4409 0,6288 —

Em relagdo ao exemplo que acabamos de apresentar, utilizamos vinte
NPA UJ[0;1] para obter apenas cinco NPA X ~Normal(n=10; 6 =2) !

® Imagine que, para determinada aplicacdo ¢ muito importante o
comportamento das 'caudas' da distribui¢do Normal. Poderiamos
‘ampliar' as truncaturas efectuadas para, por exemplo, u+4.c.

Qual a influéncia de tal 'ampliacao’, na eficiéncia do método de
geracao ?

& Considere a variavel aleatéria X ~ Exponencial ( A ).

Sabe-se que

0 ; x<0
fx(x) =
A.eh.X ;x>0

Para poder utilizar o Método da Rejeicdo para gerar NPA X ~
'"Exponencial' ( A ) é necessario truncar o dominio de variacao de X.
Se se adoptar como limite superior do dominio de variagdo de X o
valor pX +3.0X, que é iguala (4/) ) [Concorda?], esta a
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ignorar-se uma pequena parte da 'cauda' da distribuicdo. Qual a
probabilidade correspondente ?

Se pretender diminuir essa probabilidade, poderd 'ampliar' esse
limite superior para pX +4 . 6X , isto é para (5 /) )-quala
probabilidade correspondente a parte da 'cauda' da distribui¢do que
¢ truncada ? E qual a influéncia de tal 'ampliagdo’, na eficiéncia do
método de geracao ?

Utilize o Método da Rejeicao para gerar cinco NPA X ~ Exp(A=1).

e O Teorema do Limite Central - Geracio de NPA com Distribuicao
Normal

Como se referiu, ndo ¢ possivel gerar NPA com distribuicio Normal
recorrendo ao Método da Inversdo. Por outro lado, o recurso ao Método
da Rejeigdo ndo nos permite gerar rigorosamente a distribuigdo Normal,
mas apenas parte dela, j4 que hd sempre necessidade de definir limites
(inferior e superior) para os valores a gerar, que se traduzem na truncatura
das 'caudas' da distribuigdo ( e tudo isto a par de uma baixa eficiéncia do
método ... ).

Recordemo-nos do Teorema do Limite Central, que pode ser enunciado
de modo muito simples: "A soma de um numero elevado de variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas tende para a
distribuicdo Normal", ou seja:

Sejam X1, X2, ..., Xp v.a.iid. com E[ Xij]=p e Var[ Xi]=02,

Sn~ X1+ X2+ ...+ Xp~Normal (n.pu; n.c2)

Aproveitemos para referir que, independentemente da distribuicao 'base’
das variaveis aleatorias X {, Sp tende sempre para a distribui¢ado Normal,
desde que o numero de 'parcelas' seja suficientemente elevado !  Claro
que se a distribui¢do 'base' for simétrica, o numero de 'parcelas' necessario
para se 'atingir' a distribui¢do Normal tenderd a ser menor do que o
numero correspondente se a distribuigdo 'base' for assimétrica ... (Por
exemplo, distribuicdo Uniforme versus distribuicdo Exponencial.)




Dado que conseguimos gerar com facilidade NPA com distribui¢do
Uniforme [0;1], € natural que invoquemos o Teorema do Limite Central
utilizando essa distribuigdo como distribuicao 'base’':

Sejam Uq, U2, ..., Up v.a. independentes com distribui¢do Unif [0;1],
istoé, E[ Uil=1n e Var[ Uil=l/12,

Sn~ Ui+ U2+ ...+ Up ~Normal (1/2 ; 1/12)

Para n igual a 12, j& obtemos uma aproximagao muito boa a distribuicao
Normal (... e, além disso, esse valor de n proporcionar-nos-4 valores
'simpaticos' dos parametros ...):

Sejam U1, Uy, ..., Up v.a. independentes com distribui¢ao Unif [0;1] .

S12~Uj+Uz+...+U12~Normal (u=6; c=1)

Assim, acabamos de apresentar um método de geragdo de NPA
Normal (n=6; o=1): geramos doze NPA U [0;1] e somamos esses
valores, obtendo um valor que pode ser considerado um NPA
Normal (p=6; c=1)!

Claro que se nos interessar gerar NPA com distribui¢do X ~ Normal ( pX ;
62X ), bastara lembrar-nos que:

(S12-6)/1 ~(X-pux)/ox < X ~ux+(S12-6).0Xx

Assim, para gerar um NPA Normal ( uX ; 62X ) comegamos por gerar
doze NPA U [0;1] e a soma desses valores subtraimos 6. Multiplicamos o
valor obtido por 6X e, finalmente, adicionamos pX a esse valor.

Elaboremos, em seguida a rotina 'Normal', que procedera a geragao de
um NPA Normal ( pX = MED ; oX = DP ), afectando o valor gerado a
variavel X. Estamos a assumir que quando esta rotina for invocada, ja
terdo sido previamente afectados as variaveis MED e DP os
correspondentes valor médio e desvio padrao da distribuicdo Normal.
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Recorde-se que quando se invocar a rotina '"RANDOM' ¢ gerado um
NPA U[0;1] que ¢ afectado a variavel U. Para efectuar a soma dos doze
NPA UJ[0;1] utilizaremos um ciclo controlado pela varidvel KN. Para
evitar contratempos num programa de simulagdo (que invoque esta rotina)
devera reservar-se a variavel KN apenas para utilizagdo local nesta rotina.
Quando esta rotina for invocada, a variavel X nao devera estar a servir
para qualquer outro fim relevante, ja que vai ser objecto de alteragdes
nesta rotina.

Rotina Normal @

X=0
|
KN=1,..,12
RANDOM
X=X+U

X=MED +(X-6).DP

E assim temos a rotina 'Normal', que poderemos invocar para proceder a
geracdo de um NPA Normal ( ux =MED ; ax =DP).

E pronto ! Agora que ja sabemos gerar NPA de vérias distribuicdes,
vamos as aplicag¢des da simulacao !
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4.4 Algumas Aplicacées da Simulacgio

Nesta seccdo apresentaremos algumas aplicagdes da Simulagao.
Comegaremos por abordar a "Simulacdo Aplicada a Gestao de Recursos
Hidricos" (retomando o problema "A Barragem de P6s-Boa" numa versao
mais geral), ilustraremos o Método de Monte Carlo com a "Estimacao de
uma Distribuicdo de Minimos", apresentaremos um exercicio de
"Simulacio Aplicada a Gestiao de Projectos" e um outro de "Simulagio
Aplicada a Gestao de Stocks", introduziremos a "Simulacio de
Processos de Poisson" ¢ terminaremos com uma "Introducdo a
Simulacio de Filas de Espera".

e Simulacio Aplicada a Gestiao de Recursos Hidricos

Comecemos por considerar o problema ""A Barragem de Pés-Boa (II)":

A Barragem de P6s-Boa ¢ relativamente pequena, com uma capacidade méaxima de
retencdo, VMAX, de 100 u.vol. de agua.

A equacao simplificada de "balanco hidrologico mensal" ¢
VE=Vog+P-T-N-DS,

sendo

V¢ — Volume no final do més (u.vol.)

V(0 — Volume no inicio do més (u.vol.)

P — Volume de precipitacdo mensal (u.vol.)

T — Volume turbinado durante o més (u.vol.)

N — Volume para satisfagio de necessidades de abastecimento mensal

(u.vol.)

DS — Volume de descarga de superficie durante o més (u.vol.)

Por razdes de equilibrio ecoldgico e ambiental nunca se pode permitir que o nivel da
barragem desca abaixo de dez por cento da capacidade maxima de retengao.

As necessidades mensais de agua a jusante, Nec (u.vol.), tém distribuic¢do Normal,
com valor médio e desvio padrdo variaveis com o més, de acordo com a tabela
seguinte:

Més JIFImMJalIM[sJas]Aals]To]lN]D
UNec (1.vol.) 8 [ s | 8o w1515 15]13]9]3s
ONec (u.vol.) 10lo8]o7]o8 ool i]t2]13]1]07]087]09

- Continua -
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- Continuacao -

No inicio do més, o gestor da barragem decide qual o volume de dgua que vai
destinar a satisfacdo das necessidades previstas para esse més, com base no volume
de dgua entdo disponivel na barragem. Sempre que possivel (isto ¢, sempre que nao
seja violada a condi¢do de equilibrio ambiental) o volume de agua destinado a
satisfacdo das necessidades sera igual ao valor previsto (indicado na tabela anterior).

Em fungdo do volume, V, de 4gua na barragem no inicio do més apds a afectacao do
volume de agua destinado a satisfagdo das necessidades o gestor da barragem
determina o volume de 4dgua a turbinar durante esse més, de acordo com o grafico
seguinte:

T (u.vol.)

T1

[ [ >
A\ VMAX V (u.vol.)
O gestor da barragem pretende definir o valor dos parametros V1 e T1 da politica
de gestdo de agua a turbinar.

Por razdes de seguranca exige-se que V1 ndo seja inferior a vinte por cento da
capacidade maxima de retengao.

O lucro mensal L (u.m.) associado ao volume turbinado T (u.vol.) ¢ dado pela
funcdo L = T2.

Sabe-se que uma descarga total ( T + DS ) superior ou igual a 30 u.vol. origina
situagdes de cheia a jusante.

Para decidir quais os valores a adoptar para os parametros V1 e T1 o gestor
consultou os seus registos com os valores das precipitagdes dos ultimos 50 anos, a
partir dos quais determinou as seguintes distribuicoes de precipitacio mensal (em
u.vol.):

Més J F M| A | M| J J | A] S| O|[N|D
Distrib. ) N | N [ N | N | U | U | UJU]JU]|N|NI[N
aoup | 30|40 |40 3020 5 0 0 6 | 30 | 30 | 30
bouo [25]30]35(20[30 ] 15|10 | 5 | 18 ]25|25]|25

Nota (*): N designa a distribuicio Normal (p; 6); U designa a distribuicdo Uniforme [a ; b]

Elabore um modelo de simulagdo que lhe permita aconselhar o gestor da barragem,
relativamente aos valores a adoptar para os parametros V1 e T1 da politica de
gestao de aguas referida.




Como se pode observar, esta segunda versao do problema "A Barragem de
P6s-Boa" pouco difere da primeira.  Acrescentou-se algum 'realismo’,
relativamente a primeira versdo, admitindo que quer as necessidades de
agua a jusante, quer a precipitagdo sdo variaveis aleatorias, com
distribui¢des variaveis com o més do ano. Assim, deixamos de estar num
cenario de simulacdo com dados historicos (como acontecera na primeira
versdo), para passarmos a estar perante uma verdadeira simulagio em que
os dados estdo modelados com distribuicdes estatisticas.  Poderemos,
assim, simular um horizonte temporal tdo grande quanto desejarmos,
bastando para tal, proceder a correspondente geracao de valores pseudo-
aleatorios para as necessidades e para a precipitacao.

Se nos recordarmos do fluxograma anteriormente apresentado (v. 4.2) e
dos comentarios entdo feitos, bastara substituir a primeira instrugao apos o
inicio do ciclo 'Més' "Neec = Nec (Més,Ano) ; P = P(Més,Ano)" por
"Gerar P e Nec, de acordo com as correspondentes distribuicoes
estatisticas". E ainda conveniente acumularmos o quadrado dos valores
mensais de lucro (em SL2, previamente inicializada a zero) para uma
posterior avaliagdo da variabilidade desta medida de desempenho. E
claro que serd necessario alterar o ciclo 'Ano' (que deixard de decorrer
entre 1998 e 1994) e, correspondentemente, o apuramento dos valores
médios associados as medidas de desempenho. [Recorda-se que havia divisdes

por 36, ja que eram 36 os meses entdo simulados].

Uma rotina ¢ um conjunto de instrugdes que se 'destaca’ num dado
programa (designacdo dada ao total das instrugdes). Figurativamente, se
compararmos um programa ao corpo humano, poderemos imaginar as
rotinas como importantes 6rgaos desse corpo, que sdo comandadas pelo
'‘programa principal' (o cérebro).  De notar que uma rotina pode ser
invocada por outra rotina ! Assim, um dado programa é constituido por
um 'programa principal' e por varias 'rotinas' (que desempenham algumas
tarefas especificas). O 'programa principal' é um conjunto de instrugdes,
sendo algumas delas invocagdes (ou chamadas) das 'rotinas'. Um modelo
bem concebido esta, geralmente, associado a um 'programa principal’
relativamente curto, de facil leitura e compreensao.

Relativamente ao problema "A Barragem de Pés-Boa (II)", poderemos
comegar por apresentar o 'coracdo' do correspondente modelo de
simulagdo: a rotina 'Meés’. Comecemos, entdo, por apresentar o
fluxograma dessa rotina:
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Rotina 'Més’

GeraNecP

N = Nec

NMCR = NMCR + 1
SR = SR + (Nec -V0 + 10)

J

T=0

V=V0-N-T ; L=T2 ;
SL=SL+L ; SL2=5L2+1L2

Ds=0

DS=V0-N-T+P-100

Le

VF=V0-N-T+P-DS

Sim_| NMCC = NMCC +1
SC=SC+(T+DsS-30)

o ]

A rotina 'Més' constitui o conjunto de instrugdes que deve ser executado
todos os meses, dai podermos considera-la como o verdadeiro 'coragao'
do nosso modelo. De realgar que a rotina 'Meés' comeca por invocar a
rotina 'GeraNecP', que procedera a geragdo de numeros pseudo-
aleatorios que sdo afectados as varidveis Nec e P, correspondendo,
respectivamente, aos valores gerados das necessidades de dgua a jusante e
da precipitacdo para esse més. (Ca estda um exemplo de uma rotina que



invoca uma outra rotina !). Deixaremos para breve a representagao do
fluxograma desta rotina.

E que outras rotinas poderemos conceber para simplificar a0 méximo o
'programa principal' ?

Poderemos conceber a rotina 'Inic' destinada a proceder as inicializagdes
das variaveis. = Por outro lado, poderemos criar a rotina 'Output'
destinada a proceder ao calculo dos valores correspondentes as Medidas
de Desempenho do Sistema e sua posterior impressdo. Poderemos ainda
criar a rotina 'Para' que, quando invocada, verifica se estdo cumpridas as
condig¢des para se terminar a simulagao.

Esbocemos, agora, o fluxograma do programa principal :

Programa Principal @

Inic

(k2 kmin ) A

A(kmod10=0 Para

Output

Comecemos por realcar a extrema simplicidade do programa principal
apresentado, cuja leitura se faz com grande facilidade:
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Comega-se por invocar a rotina 'Inic', que assegurara a inicializa¢ao das
variaveis. Em seguida, da-se inicio ao ciclo 'Ano', controlado pela
variavel k, que toma valores inteiros de 1 a kmax (Ateng¢do: Nao nos
poderemos esquecer de inicializar kmax !). Cada ano corresponde a 12
meses - o ciclo 'Més' € controlado pela varidvel m (m =1, 2, ..., 12 ) e
limita-se a invocar a rotina "Mes' (o 'cora¢ao' do nosso modelo).

Terminada a simulacdo de um ano (genericamente, do k-ésimo ano),
investiga-se se se deve (ou nao) avaliar a precisdo dos resultados com
vista a paragem da simulacdo: pergunta-se se ja se atingiu ou ultrapassou a
duracdo minima da simulagdo (kmin - mais uma variavel a ser inicializada
!) e se, simultaneamente, k ¢ multiplo de 10 (far-se-a avaliagdes da
precisao de 10 em 10 anos). [ Perguntar "k mod 10 = 0 ?" é equivalente a
perguntar "O resto da divisdo inteira de k por 10 ¢ 0 ?", ou seja, "k ¢é
multiplo de 10 ?" ]. Se a resposta for afirmativa, invoca-se a rotina
'Para'’ que vai investigar se a amplitude do intervalo de confianga para o
valor médio do Lucro é menor ou igual a um valor pré-fixado Ampmax
(mais uma varidvel a inicializar !). A resposta ( Sim = 1 ; Nao =0 ) sera
codificada na varidvel SN. Se a resposta for negativa (isto €, se SN = 0),
a simulagdo deve prosseguir, pelo que se muda de 'Ano', incrementando a
variavel k (final do ciclo controlado pela variavel k); se a resposta for
afirmativa (isto ¢, se SN = 1, ou seja, se a amplitude do intervalo de
confianga para o valor médio do Lucro for menor ou igual a Ampmax ,
tendo-se ja simulado um multiplo de 10 anos igual ou superior a kmin
anos), pode-se parar a simulagdo, pelo que se sai do ciclo 'Ano'
directamente para a rotina 'Output’, que tratard do calculo e impressdo
dos valores das medidas de desempenho do sistema.

De notar que se tiverem sido simulados kmax anos (sem que a rotina
'"Para' tivesse ordenado a paragem da simulagdo) termina
obrigatoriamente o ciclo 'Ano', sendo de imediato invocada a rotina
'Output' para apuramento e impressao de resultados.

Apds a execugdo da rotina 'Output' termina a execugdo do programa de
simulagao.

& De notar que, no programa apresentado nao contemplamos a 'fase
inicial' destinada a atenuagao da eventual influéncia das condigdes
Iniciais. A consideragdo desse 'periodo inicial, obrigaria a
definicdo (inicializa¢do) de uma variavel kO e, na rotina 'Més',
antes de se acumular valores em SL, SL2, SR, SC, NMCC e
NMCR dever-se-ia investigar se k (o ano a ser simulado) era



superior a k0. S6 em caso afirmativo se procederia a acumulacao
respectiva. Seria também necessario garantir um calculo correcto
(nas rotinas 'Para' e 'Output') das grandezas estatisticas relativas ao
Lucro, ja que o numero de anos efectivos simulados seria igual ao
nimero de anos simulados diminuido de kO !

& Sugerimos ao leitor que proceda as alteragcdes referidas nos
fluxogramas

Para terminarmos o nosso modelo de simulagdo d' "A Barragem de Pos-
Boa" s6 nos falta explicitarmos as rotinas 'Inic', 'Para', 'Output' e
'GeraNecP'.

Recordemos as varidveis que devem ser inicializadas na rotina 'Inic'.
SL, SL2, NMCC, SC, NMCR ¢ SR sd3o varidveis as quais deve ser
atribuido inicialmente o valor 0. Deve pedir-se ao utilizador para indicar
os valores relativos a politica de gestdo de aguas a testar (V1 e T1), o
valor relativo ao volume inicial de 4gua na albufeira (V0), as duracdes
minima ¢ maxima da simula¢do (kmin e kmax) e, finalmente, a amplitude
maxima permitida para o intervalo de confianga a 95 % para o valor médio
do Lucro (Ampmax). Para facilitar a geragdo dos valores pseudo-
aleatdrios correspondentes as necessidades de 4gua mensais a jusante e as
precipitagdes mensais ¢ conveniente criar alguns vectores (cada um deles
com 12 posicdes: 1 = Jan°® ; ... ; 12 = Dez®): os vectores NecMed ¢
NecDp permitem um registo mais facil, respectivamente, do valor médio e
do desvio padrio das necessidades mensais (que, recorda-se, seguem
distribuicdes Normais); no vector PDist registaremos 1 quando a
distribuigdo correspondente a precipitacdo de dado més for Normal e 2
quando essa distribui¢do for Uniforme; nos vectores P1 e P2 registar-se-
ao os valores dos dois parametros intervenientes nessas distribui¢des - se
se tratar da distribui¢do Normal ( p ; o ), registaremos, para um dado
meés, o valor médio p correspondente no vector P1 e o desvio padrao o
correspondente no vector P2; se se tratar da distribuicdo Uniforme [a ; b],
registaremos, para um dado més, o limite minimo a correspondente no
vector P1 e o limite maximo b correspondente no vector P2.

Esbocemos, entdo, o correspondente fluxograma:
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Rotina ‘Inic' @

SL=0;SL2=0
NMCC=0;SC=0
NMCR=0;SR=0

Indicar a Politica de Gestao de Aguas:
vVi=? ; T1=7?

Indicar a Condigdo Inicial:
vo=7?

1

Indicar as Duragdes da Simulagao:
kmin=7? ; kmax=7?

Indicar a Precisao dos Resultados:
AMpPmax = ?

Leitura das informagdes a registar nos
vectores NecMed ; NecDp ;
PDist ; P1 ; P2

P P [ P
] | Tl ]

Para que nao fique qualquer duvida, indica-se, em seguida, os valores a
registar nos 5 vectores referidos:

Més [ J() [F@) MG A@IMB)] 36) [ 3 [A®) [ s9) JoaoNaipa2)

NecMed 8 8 8 9 10 | 13 | 15 | 15 | 15 | 13 9 8

NecDp 100810710809 ¢(1,1(12(13]11]0,7]08]0,9

PDist 1 1 1 1 2 2 2 2 2 1 1 1

P1 30 [ 40 | 40 | 30 | 20 | S 0 0 6 18 | 29 | 30

P2 251303512030 ([ 15]10] 5 18 | 2025130

Para elaborarmos a rotina 'Para' devemos recordar que a amplitude do
intervalo de confianga a 95 % para o valor médio do Lucro ¢ igual a
2.1,96 .5/ +/n, sendo s' uma estimativa pontual do desvio padrao do

Lucro mensal (que se obtém facilmente a partir de SL e SL2). Assim, o
fluxograma desta rotina resume-se a:



Rotina 'Para’

DP=Y(SL2/(12.k))-(SL/(12.k))2
AMP =2.1,96.DP/V12 .k

s

Nio

SN=1

Antes de avancarmos para o fluxograma da rotina 'Output’' , chama-se a
atencao para o facto de, quando a rotina "Para" (ou a rotina "Output") ¢é
invocada, o niimero de anos simulados ¢ igual a k, sendo o nimero de

'observagoes' de lucro mensal correspondentes iguala 12 . k .

Rotina 'Output’

e

MED =SL/(12.k)
DP=V(SL2/(12.k))-MED

AMP =2.1,96 .DP /Y12 _k

Imprimir, relativamente ao Lucro Mensal:
Valor Médio - MED ; Desvio Padrao — DP

1.C.u(95%): [MED - AMP /2 ; MED + AMP / 2]

1

Imprimir, relativamente as Situagdes de Cheias:
% de meses com cheias - NMCC /(0,12.k) %;
Volume Médio de Cheia (nesses meses) - SC / NMCC

Imprimir, relativa/ as Situagdes de 'Restrigdes".
% de meses com restr.s = NMCR /(0,12 . k) %;
Vol. Médio de 'Restr.’ (nesses meses) = SR/ NMCR
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Refira-se que os resultados apurados na rotina 'Output' relativos a lucros
sd0 expressos em u.m. € que os volumes sdo expressos em u.vol. .

Finalizaremos a concep¢do do modelo de simulacdo d' "A Barragem de
Po6s-Boa" com a apresentacdo do fluxograma da rotina 'GeraNecP'. Esta
rotina invoca as rotinas 'Normal (1 ; ¢ )' e rotina 'Uniforme [a; b]' tal
como foram definidas em 4.3.

Rotina 'GeraNecP' @

MED = NecMed [m] ; DP =NecDp[m]

" Normal ( MED ; DP ) \

Nec =X
Sim| . _ ol
a=Pi[m];b=P2[m]
Nao
MED=P1[m] ; DP=P2[m] Uniforme [a; b]

Normal ( MED ; DP )

Recordemos que quer a rotina ‘Normal’, quer a rotina ‘Uniforme’ (tal
como foram definidas em 4.3) agora invocadas pela rotina 'GeraNecP'
afectam o numero pseudo-aleatdrio gerado a variavel X. Assim, teve-se o
cuidado de afectar as variaveis Nec e P os correspondentes valores



pseudo-aleatérios de Necessidades e Precipitagdo mensal gerados e
correspondentes ao més genérico m (de recordar que o ciclo 'Més' ¢
controlado pela varidvel m!).

E assim fica completamente especificado o nosso modelo de simulagio
d' "A Barragem de Pos-Boa'", que, para alem do programa principal,
inclui as rotinas 'Inic', 'GeraNecP', 'Més', 'Para’' e 'Output’'.

“ E se sabe programar computadores, meta mados a obra e
converta os fluxogramas apresentados num programa e...
divirta-se !

Antes de prosseguirmos, gostariamos de chamar a atengdo para um
aspecto muito importante: na implementacio informatica da rotina
"INIC" do modelo apresentado ndo nos deveriamos esquecer de
inicializar o processo de geracio de numeros pseudo-aleatorios,
indicando um valor para 'semente' desse processo ! No entanto, a nivel
de fluxograma, entendemos ndo ser imperativa a indicagdo expressa desta
inicializagao.

Aproveitaremos os resultados da simulagdo com o modelo desenvolvido
para "A Barragem de Pds-Boa"(II) para comentarmos algumas questdes
referidas anteriormente.

Em 4.2, j4 haviamos referido um aspecto muito importante a considerar na
simulagdo: a medida que se aumenta a duracio da simulacgdo, a
diminui¢cio da amplitude dos intervalos de confian¢a para os valores
médios das medidas de desempenho do sistema é cada vez menor
(embora continue a ocorrer), isto ¢, verifica-se um acréscimo de precisao
dos resultados cada vez menor. Na figura seguinte esboca-se a variagao
da amplitude do intervalo de confianca para o valor médio do Lucro
Médio Mensal, L, com a duracdo da simulagdo, para a politica V1 = 30 ;

T1 =10 (com VO = 50):
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LC.uL

o o o e o e e el £ = o1

(anos)

Como se pode observar, a amplitude do intervalo para T = 100 anos ¢
aproximadamente dupla da correspondente a T = 500 anos ! Com efeito,
simular 100 anos corresponde a obter um intervalo com 3,44 u.m. de
amplitude, que passa a 1,54 para 500 anos. Se duplicarmos a 'duragio' da
simulacdo para 1000 anos, a amplitude do intervalo baixara para 1,09
u.m.. Provavelmente, para a maior parte das aplicagdes, ja ndo se
justificaria este esforco de simulagdo/computacdo adicional !  Assim,
seria natural fixar a 'duracdo' desta simulagdo nos 500 anos, ja que a
correspondente precisdo dos resultados parece aceitavel para a maior parte
das aplicagoes.

E interessante notar que para reduzir em aproximadamente 50% a
amplitude do intervalo correspondente a T = 100 anos, tivemos que
aumentar a duracdo da simulagdo em mais 400 anos (3,44 — 1,54;
55,2%); uma nova reducdo em aproximadamente 50% implica um
acréscimo da duracao da simulacdao de aproximadamente 2000 anos (1,54
— 0,69; 55,2%) e, se aumentarmos a duragdo da simulagdo em mais 2500
anos, a reducdo da amplitude do intervalo j& nem atingird os 30 % (0,69
— 0,49; 29,0%) !

Também em 4.2, ja haviamos referido que ¢ importante avaliar a
influéncia das condicdes iniciais nos resultados obtidos com um modelo



de simulacdo. No modelo desenvolvido, apenas se tem que fixar o valor

de VO (Volume de agua inicial na albufeira).

No Quadro seguinte apresentamos os resultados obtidos nas simulagdes
das duas politicas que
histéricos): (V1 =30;T1=10)e (V1 =60; TI=30). Consideraremos
trés valores para a condi¢dao inicial VO = 25, 50 e 75 (u.vol.) e nove
valores de duracdo da simula¢do T = 100, 300, 500,1000, 2500 ¢ 5000

destacamos em 4.1

(simulacdo com dados

anos.
V1=30;T1=10 V1=60;T1=30
T Vo 1.C.95% % \% 1.C.95% % A%
Simul (uL) Cheia | Cheia (uL) Cheia | Cheia
25 | [41,53; 44,97] |12,3 %] 3,3 [[197,02;222,90]] 8,5% | 3.3
100 | 50 | [41,58; 45,02] [12,3%]| 3,3 [[197,41;223,30]] 8,6 % | 3,2
75 | [41,65; 45,08] | 12,3 %| 3,3 |[197,77;223,66]] 8,6 % | 3,2
25 | [42,19; 44,18] |11,5%] 3,4 ][203,46;220,14]] 8,0% | 3.3
300 | 50 | [42,21; 44,20] |11,5%] 3,4 |[203,59;220,34]] 8,0% | 3,3
75 | [42,23; 44,221 |11,5%] 3.4 ][203,71;218,69]] 8,0% | 3,3
25 | [42,39; 43,93] |11,3%]| 3,4 [[205,15;216,74]| 7.9 % | 3.4
500 | 50 | [42,40; 43,94] |11,3%]| 3,4 ][205,23;216,82]] 7.9% | 3.4
75 | [42,41; 43,951 111,3%]| 3,4 ][205,30;216,90]] 7.9% | 3.4
25 | [42,65; 43,74] |11,5%] 3,4 ][206,82;215,02]] 8,0% | 3.3
1000 | 50 | [42,65; 43,74] |11,5%] 3,4 ][206,86;215,06]|] 8,0% | 3.3
75 | [42,66; 43,751 | 11,5 %] 3,4 ][206,90; 215,10]] 8,0% | 3,3
25 | [42,84; 43,53] |11,6 %] 3,5 [[208,25;213,44]| 82% | 3.3
2500 50 | [42,84; 43,53]|11,6 %] 3,5 |[208,27;213,45]] 8,2% | 3,3
75 | [42,85; 43,54] | 11,6 %| 3,5 ][208,28;213,47]] 8,2% | 3,3
25 | [42,96; 43,451 |11,6 %] 3,5 [[208,97;212,64]] 82% | 3.4
5000 50 | [42,96; 43,45] |11,6%]| 3,5 [[208,98;212,65]| 82% | 3.4
75 | [42,96; 43,45] 111,6 %| 3,5 ][208,99;212,65]] 8,2% | 3.4
Notas: 1) Para estas duas politicas, nunca foram observadas situacdes de

'restricoes’.

2) T Simul (anos) ; VO (u.vol.) ; 1.C.95%(uL) (u.m.) ; VCheia
(Volume médio de cheia nos meses com cheias; em u.vol.).
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De notar que, como se esperava, com o aumento da duracdo da simulagao,
diminui a influéncia da condi¢do inicial. Com efeito, para uma simulacao
de 100 anos observa-se uma 'clara’ influéncia de VO, no tocante ao Lucro
— a medida que VO aumenta, também aumenta o Lucro Médio Mensal.
Refira-se que, no entanto, as diferengas observadas sdo minimas, nao
atingindo 1 um. ! Quando se simulam 1000 anos essa influéncia
praticamente desapareceu ... De notar ainda que para as medidas de
desempenho '%Cheias' e ‘Vol.Med.Cheia' praticamente ndo se detectou
qualquer influéncia de V0.

O Quadro anterior permite ainda observar o aumento de precisdo que esta
associado ao aumento da duracdo da simulacdo (que ja se referira).
Aparentemente, esse aumento parece ser maior quando se estuda a politica
"V1=30; Tl = 10" do que quando se considera "V1 =60 ; T1 =30". Tal,
no entanto, ¢ apenas aparentemente.. Com efeito, as diferencas
observadas entre as duas séries de resultados devem-se ao facto de, no
primeiro caso, os valores do lucro médio mensal se situarem cerca das 40
u.m., enquanto que, no segundo caso, rondam as 200 u.m. ... Assim, a
amplitude observada de 0,49 u.m. para a primeira politica (¢ T = 5000
anos) corresponde a aproximadamente 1,1 % do valor médio do intervalo;
para a segunda politica (e mesma duragdo da simulag¢do) observamos uma
amplitude de 3,67 u.m. que corresponde a 1,7 % do valor médio do
intervalo. Como se vé, ndo ha uma grande diferenga...

Finalmente, ¢ legitimo pretender-se obter uma perspectiva dos resultados
da simula¢do com este modelo para as diferentes politicas que se pode
adoptar. No Quadro seguinte apresentamos os resultados obtidos nas
simulagdes correspondentes as politicas traduzidas por V1 = 20, 30, ..., 80
/ T1=10, 20, ...,80 ( T=500 anos / VO =50 u.vol.):



Vi—> 20 30 40 50 60 70 80
T1
(45,87) | (43,17) | (40,29) | (36,82) | (32,22) | (25,72) | (15,73)
10 [105%] 0% Ji1.3%] 0% [11,8%[ 0% [11,8%] 0% [11,8%] 0% [11,8%] 0% [11.8%] 0%
34| - 34| - |34 - |34 - |34 - |34 - |34] -
142,76 138,24 132,68 | (125,83) | (114,95) | (96,54) | (60,86)
20 4.8%| 0% |5,9%| 0% [7,3%| 0% [10,0%| 0% [11,6%| 0% [11,8%| 0% |11,8%| 0%
3,6 — 3,6 - 3,4 — 33 — 3,4 — 3,4 - 3,4 —
224,72 | 226,17 | 225,40 | 219,86 | 211,03 | (192,12) | (130,90)
30 0,1%15,5% | 1,1%]0,8% | 3,9%0,0% | 5.8% [ 0% ] 7.9% | 0% ]10,9%]| 0% [11,8%| 0%
1,6 12622 1,7029(03]36] - |34] - 33| - |34] -
(262,52) | 260,36 | 267,76 | 276,89 | (277,77) | 261,80 | 203,61
40 1,5% |12,8%] 3,0% | 6,8 %] 5,4% [ 0,9% | 9,4% [ 0,0% J11,6%]| 0% | 8,3%| 0% |9,9% | 0%
0,9 | 52 13 131) 1,7 ] L7]120]05] 22 — 3,0 — 3,3 —
(288,05) | (281,01) | 283,77 | (291,39) | (303,18) | (307,29) | (251,00)
50 4,8% |15,7%) 6,9% [10,4%] 9,4% | 3,2% |11,0%]| 0,2% |12,8%| 0 ]15,6%| 0 % }12,3%| 0 %
1,5 | 6,7 1,8 | 41 )23 ]26] 32| 14] 43 — 5,0 — 2,9 —
(305,95) | (295,80) | (295,57) | (301,50) | (320,62) | (353,49) | (301,71)
60 8,0% [17,8%]10,0%]12,3%|11,0%)| 5,5% [12,4%| 0,6% [13,9%| 0 |15,6%| 0% [18,3%| 0%
2073245232 (30)41|16]64a]| - Joo| - |51 -
(319,08) | (306,57) | (306,01) | (313,42) | (356,00) | (430,86) | (361,73)
70 10,2%]19,3%]11,0%]|13,9%]{12,2%| 6,8% |13,7%| 1,0% }14,5%| 0,0% ]19,3%] 0,0% [20,6%| 0 %
25 177 3258 )40 (34]53]18]100]06] 133[21]93] -
(329,43) | (315,24) | (317,59) | (332,28) | (426,93) | (506,53) | (433,04
80 11,0%]20,6%]11,9%]|14,6%|13,7%| 7,7% |14,0%| 1,4% J17,8%| 0,1% ]19,8%] 0,0% [20,9%| 0 %
32 179139163149 37|77 ]21 13117 176 08 J140]| -
Legenda:
V1=230
260,36 |« Lucro Médio Mensal (u.m.)
T1 =40 |3,0%]|6,8%|< % de tempo com ‘restri¢des’

Nota relativa ao Quadro anterior:

K % de tempo com ‘cheias’
vol. médio de cheia no tempo com ‘cheias’

correspondente valor médios mensais de lucro foi indicado entre paréntesis.

Relativamente aos resultados obtidos, pode-se referir em primeiro lugar
que dos 56 cenarios estudados, 42 sdo de imediato classificados como
Se considerarmos que ¢ desejavel que a percentagem
de ocorréncia de situacdes de cheia (ou de situagdes de 'restricdes') nao
exceda, por exemplo, 5 %, dos 14 cendrios restantes somos reduzidos a

'desaconselhaveis' !

trés:

V1 =20 u.vol.; T1 =20 u.vol. = L = 142,76 u.m.; C:(4,8%:; 3,4 u.vol.);

R:(0%; —

V1 =30 u.vol.; T1 =30 u.vol. = L = 226,17 um.; C:(1,1%; 2,2 u.vol.);

)

R:(0,8%; 1,7 u.vol.)

1,3 ]3,1 |« vol. médio de 'restri¢do' no tempo com ‘restri¢des’(u.vol.)

Sempre que tenha ocorrido uma percentagem de
‘tempo com restrigdes’, ou de ‘tempo com cheias’, superior a 10 % do tempo total
simulado, considerou-se a correspondente politica ¢ 'desaconselhavel', pelo que o
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V1 =40 u.vol.; T1 =30 u.vol. = L = 225,40 u.m.; C:(3,9%; 2,9 u.vol.);
R (0,0%; 0,3 u.vol.)

0 primeiro dos trés cendrios destacados ndo apresenta situagdes de
'restrigdes', mas, infelizmente, ¢ o que apresenta a maior percentagem de
situagoes de cheia (4,8 %) ¢ o maior volume médio de cheia (3,4 u.vol.),
apresentando ainda, o menor valor de lucro médio mensal (142,76 u.m.).

0 terceiro cenario praticamente ndo apresenta situacdes de 'restri¢des',
apresenta 3,9 % de situagdes de cheia (com uma média de 2,9 u.vol.) e um
lucro médio mensal de 225,40 u.m., pelo que ndo temos divida em
considera-lo melhor do que o primeiro cenario.

Globalmente, no entanto, parece-nos ser de destacar a segunda politica
(V1 = 30 ; T1 = 30), j4 que as situagdes de 'restricdes' sdo ainda
negligenciaveis e a ocorréncia de situagdes de cheia ja ¢ também muito
minorada (apenas 1,1 % com 2,2 u.vol.), correspondendo esta politica ao
valor mais elevado de lucro médio mensal (226,17 u.m.)

[ Atengcdo: Nio se comparem os resultados agora apresentados com os obtidos
aquando da simulacio com dados historicos (seccio I destes apontamentos)!
Qualquer semelhanca é pura coincidéncia, ja que os 'dados historicos' utilizados
nio estao directamente relacionados com as distribuicdes estatisticas apresentadas

nesta sec¢ao ! |

Uma ultima referéncia a um outro topico que ainda nao tinhamos
abordado: a influéncia da 'semente’ utilizada no processo de geragao
de nimeros pseudo-aleatérios nos resultados. Nesta aplicacdo para
simular, por exemplo, 1000 anos, precisamos de gerar mais de 233 000 ( !
) valores pseudo-aleatorios U[0;1], pelo que temos que utilizar 4 sementes
distintas (ver 4.3), 0 que reduzira, a partida, qualquer eventual influéncia
deste factor !

Em aplicagdes que justifiquem esse cuidado e em que ndo esteja envolvida
a geragdo de um numero tdo elevado de nimeros pseudo-aleatorios,
poderiamos obter resultados com sementes distintas e 'combinar' os
resultados (ou, pelo menos, avaliar a sua variabilidade...).



Ainda que o problema d' "A Barragem de Pods-Boa" pudesse ser
complicado mais um pouco, para o tornar mais real, deixa-lo-emos tal
como esta ...

e Introduc¢ao a Simulacio de Filas de Espera

Embora possamos dispor de uma série de resultados classicos da Teoria
das Filas de Espera, muitas vezes ¢ necessario introduzir pequenas
alteragdes no sistema que nao sdo contempladas pelos modelos 'standard'
da Teoria das Filas de Espera. Poderemos, entdo, recorrer a simulagao.

Nao ¢ nosso objectivo desenvolver exaustivamente um modelo de
simula¢do de filas de espera, ja que tal tarefa, ndo sendo obviamente
intransponivel, ultrapassa o grau de complexidade que consideramos
adequado a esta disciplina.

Comecemos por considerar o seguinte problema:

Considere um processo de chegadas de clientes a uma fila de espera
descrito pelo quadro seguinte:
Instante de | Duracdo do Instante de | Durag¢do do
Cliente n° | chegada |atendimento] Cliente n® | chegada |atendimento
1 2 13 21 202 10
2 9 6 22 212 8
3 9 8 23 223 5
4 15 15 24 231 23
5 22 10 25 232 15
6 25 5 26 252 10
7 49 9 27 259 12
8 59 11 28 263 5
9 62 12 29 266 6
10 68 18 30 268 9
11 75 9 31 271 8
12 79 13 32 272 35
13 83 19 33 283 28
14 100 2 34 295 15
15 116 3 35 306 17
16 128 6 36 312 12
17 149 15 37 315 5
18 155 18 38 325 5
19 179 5 39 329 9
20 201 10 40 350 1
- Continua -
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- Continuacao -

Simule "manualmente" o funcionamento da fila de espera, admitindo
que ¢ valida a disciplina FIFO (atendimento por ordem de chegada),
admitindo inicialmente a existéncia de apenas um servidor (e,
posteriormente, dois servidores). Para tal, preencha um quadro como o
seguinte:

T Acontecimento N Tespera Tfim Tlivre

Notas: T - relogio
Acontecimento - chegada de cliente; partida de cliente; inicio de
atendimento; final de atendimento
N - tamanho da fila de espera
T espera - tempo de espera de um cliente antes do inicio do seu
atendimento.
Tfim - instante previsto para o final do atendimento de um
cliente
Tlivre - tempo livre do(s) servidor(es)

Comecemos por observar que os varios acontecimentos devem ser
hierarquizados. Para além do 'Inicio de funcionamento do sistema' e
do 'Final de funcionamento do sistema' (que, usualmente omitimos, por
serem acontecimentos tdo 'Obvios' ...), os acontecimentos 'Inicio de
actividade do Servidor n° ...' ¢ 'Final de actividade do Servidor n° ..."
sdo claramente prioritarios. Se se verificarem simultaneamente, uma
chegada de um novo cliente, um final de atendimento de um cliente € um
inicio de atendimento, poderemos considerar que o 'Final de
atendimento e Partida do Cliente n°...' ¢ processada antes do 'Inicio
do atendimento do Cliente n°...' e, por sua vez, este 'inicio' € processado
antes da 'Chegada do Cliente n° ...".

Ap6s a chegada de um novo cliente o nimero de pessoas na fila de espera
aumenta de uma unidade. Convencionaremos que, quando se da inicio ao
atendimento de um cliente, ndo se altera o nimero de clientes na fila de
espera; apenas quando se da por terminado o atendimento e o cliente deixa



o sistema reduzimos uma unidade ao numero de clientes na fila de espera.
[ Obviamente poderiamos ter optado pela estratégia 'inversa' ... |.

Quando a fila de espera se encontra vazia ( N =0 ), e se dd a chegada de
um cliente, seguir-se-4, de imediato o correspondente inicio de
atendimento. No entanto, antes de processarmos esse inicio de
atendimento, registaremos na coluna Tlivre o tempo livre do servidor
(basta subtrair o instante de tempo actual pelo correspondente ao instante
do ultimo final de atendimento processado).

E preciso ter-se atengdo a natureza discreta que adoptaremos para o
'"Tempo'. Por exemplo, o primeiro cliente chega ao sistema no instante 2,
dando-se entdo inicio ao seu atendimento. Ora a duracao desse
atendimento ¢, segundo o enunciado, igual a 13 u.t., pelo que marcaremos
'"Tfim = 15', embora, na realidade, o final do atendimento ocorra no final
da 14* u.t., podendo o servidor iniciar novo atendimento, no inicio da 15°
u.t..

Quando processarmos um inicio de atendimento de um cliente,
determinaremos o correspondente tempo de espera, Tesp (basta subtrair o
instante de tempo actual pelo correspondente o instante de chegada do
cliente ao sistema) e marcaremos o correspondente instante de 'final de
atendimento', Tfim.

Com base nos registos que faremos no "Quadro de Simulacio 'Manual'
da Fila de Espera", poderemos calcular algumas medidas de
desempenho do sistema, que nos permitam ajuizar da adequabilidade da
politica de atendimento simulada (nimero de servidores e seu horario de
trabalho).

Uma medida de desempenho 6bvia prende-se com o nimero de pessoas
em fila de espera. Como se percebe facilmente, ha sistemas em que
existem limitagdes fisicas, que ndo permitem uma fila que exceda um dado
limite maximo, pelo que ¢ importante registar o nimero maximo
observado de pessoas em fila de espera. E ainda importante registar os
correspondentes valor minimo e valor médio.
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Uma outra medida de desempenho muito importante diz respeito ao
tempo de espera por pessoa atendida, sendo importante apurar o valor
médio e o desvio padrio da correspondente distribui¢do de valores
observados. Em alguns sistemas reais poderiamos acrescentar uma 'regra
de desisténcia do cliente' que apods esperar um dado limite maximo de
tempo desistia do atendimento (com o correspondente 'custo de ma
imagem' para o sistema) ... e nada nos impediria de imaginar uma regra
flexivel com valores dos limites maximos gerados para cada cliente ... (
Interessaria, nestes casos, contabilizar o numero de clientes que haviam
desistido de ser atendidos ... )

Finalmente, numa perspectiva do gestor do sistema, interessaria avaliar o
tempo total livre dos servidores (em valor absoluto e como percentagem
do tempo total de trabalho). Uma muito baixa percentagem de tempo
livre pode vir a ser prejudicial, mas uma percentagem elevada de tempo
livre € claramente indesejavel ...

Comecemos entdo a nossa 'simulagdo manual', preenchendo o "Quadro
de Simulacio 'Manual' da Fila de Espera'", admitindo a seguinte
politica de atendimento:

Servidor n° 1 : Inicio de Actividade — 0 u.t. ; Final de Actividade — 200 u.t.
T Acontecimento N |Tesp|Tfim|Tlivre (Servid. n®)
0 | Inicio de actividade do Servidor n° 1 0
2 | Chegada do Cliente n° 1 1

2(n°1)
2 | Inicio de atendimento do Cliente n° 1 (Servid.n°1) 1 0 15
9 | Chegada do Cliente n° 2 2
9 | Chegada do Cliente n° 3 3
15 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 1 2
15 |Inicio de atendimento do Cliente n°® 2 (Servid.n°l) | 2 6 21
15 | Chegada do Cliente n° 4 3
21 | Final de atendimento e Partida do Cliente n°® 2 2
21 | Inicio de atendimento do Cliente n° 3 (Servid.n°1) | 2 12 | 29
22 | Chegada do Cliente n° 5 3
25 | Chegada do Cliente n° 6 4
29 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 3 3
29 | Inicio de atendimento do Cliente n® 4 (Servid.n°l) | 3 14 | 44
44 | Final de atendimento e Partida do Cliente n°® 4 2
44 | Inicio de atendimento do Cliente n° 5 (Servid.n°1) | 2 22 | 54
49 | Chegada do Cliente n° 7 3
- Continua -



- Continuacio -

T Acontecimento N |Tesp|Tfim|Tlivre (Servid. n°)
54 | Final de atendimento e Partida do Cliente n® 5 2

54 | Inicio de atendimento do Cliente n° 6 (Servid.n°1) | 2 29 | 59
59 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 6 1

59 ] Inicio de atendimento do Cliente n° 7 (Servid.n°1) 1 10 | 68
59 | Chegada do Cliente n° 8 2

62 | Chegada do Cliente n° 9 3

68 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 7 2

68 | Inicio de atendimento do Cliente n° 8 (Servid.n°1) | 2 9 79
68 | Chegada do Cliente n° 10 3

75 | Chegada do Cliente n°® 11 4

79 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 8 3

79 | Inicio de atendimento do Cliente n° 9 (Servid.n°1) | 3 17 1 91
79 | Chegada do Cliente n° 12 4

83 | Chegada do Cliente n° 13 5

91 |Final de atendimento e Partida do Cliente n° 9 4

91 |Inicio de atendimento do Cliente n® 10 (Servid.n°1)] 4 | 23 | 109
100 | Chegada do Cliente n° 14 5

109 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 10 4

109 | Inicio de atendimento do Cliente n° 11 (Servid.n°1)] 4 34 1118
116 | Chegada do Cliente n° 15 5

118 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 11 4

118 |Inicio de atendimento do Cliente n° 12 (Servid.n°1)] 4 39 | 131
128 | Chegada do Cliente n° 16 5

131 | Final de atendimento e Partida do Cliente n°® 12 4

131 | Inicio de atendimento do Cliente n° 13 (Servid.n°1)] 4 | 48 | 150
149 | Chegada do Cliente n° 17 5

150 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 13 4

150 | Inicio de atendimento do Cliente n° 14 (Servid.n°1)] 4 50 | 152
152 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 14 3

152 | Inicio de atendimento do Cliente n° 15 (Servid.n°1)] 3 36 | 155
155 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 15 2

155 |Inicio de atendimento do Cliente n® 16 (Servid.n°1)] 2 27 | 161
155 | Chegada do Cliente n° 18 3

161 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 16 2

161 | Inicio de atendimento do Cliente n° 17 (Servid.n°1)] 2 12 1176
176 | Final de atendimento e Partida do Cliente n® 17 1

176 | Inicio de atendimento do Cliente n° 18 (Servid.n°1)| 1 21 | 194
179 | Chegada do Cliente n° 19 2

194 | Final de atendimento e Partida do Cliente n® 18 1

194 | Inicio de atendimento do Cliente n° 19 (Servid.n°1)| 1 15 | 199
199 | Final de atendimento e Partida do Cliente n° 19 0

1(n°1)

200 |Final de actividade do Servidor n° 1 0

A partir do "Quadro de Simulacdo 'Manual' da Fila de Espera"
anterior poderemos concluir que a politica de atendimento simulada
permite atender os primeiros dezanove clientes, de acordo com o Quadro

seguinte:
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Cliente Instante de Inicio de Servidor Final de

N° Chegada |Atendimento N° Atendimento

1 2 2 1 14 (%)
2 9 15 1 20

3 9 21 1 28

4 15 29 1 43

5 22 44 1 53

6 25 54 1 58

7 49 59 1 67

8 59 68 1 78

9 62 79 1 90
10 68 91 1 108
11 75 109 1 117
12 79 118 1 130
13 83 131 1 149
14 100 150 1 151
15 116 152 1 154
16 128 155 1 160
17 149 161 1 175
18 155 176 1 193
19 179 194 1 198

Nota (*): O final do atendimento do 1° cliente ocorre no final da 14 2 u.t.,
permitindo o atendimento de um novo cliente no inicio da 152 u.t.

O Quadro anterior vai ser particularmente util para a elaboragdo de um
'cronograma’' correspondente ao funcionamento da fila de espera

Na pagina seguinte, apresentaremos o inicio de um 'cronograma'
correspondente ao funcionamento da fila de espera (por comodidade,
apresentamos o funcionamento do sistema até ao final da 59? u.t..
Assinala-se com X os periodos de espera dos clientes antes do inicio do
atendimento; assinala-se com o numero do servidor os periodos de
atendimento dos clientes (neste caso, e dado que s6 tinhamos o servidor n°
1 em servigo, assinala-se com 1 esses periodos de atendimento).
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Com base nas informacdes retiradas do "Quadro de Simula¢iao 'Manual'
da Fila de Espera", poderemos caracterizar resumidamente o
desempenho da politica de atendimento simulada:

Servidor n° 1 : Inicio de Actividade — 0 u.t. ; Final de Actividade — 200 u.t.

e N°de pessoas em fila de espera:

Max. = 5
Min. = 0
Médio = 3,09

e Tempo de espera por pessoa atendida :
Valor médio = 22,32 u.t.
Desvio padrao= 14,05 u.t.

e Tempo total livre dos servidores:
Servidorn®l = 3 u.t. — 1,50 %
Total = 3ut. — 1,50 %

De modo analogo ao seguido, poderiamos testar outras politicas de
atendimento e avaliar o seu desempenho.

Por exemplo, para a politica de atendimento

Servidor n° 1: Inicio de Actividade — 0 u.t. ; Final de Actividade — 150 u.t.
Servidor n° 2: Inicio de Actividade — 50 u.t. ; Final de Actividade — 200 u.t.

obter-se-ia:
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e N°de pessoas em fila de espera:

Max. = 4
Min. = 0
Médio = 1,47

e Tempo de espera por pessoa atendida :
Valor médio = 5,11 u.t.
Desvio padrao= 7,71 u.t.

e Tempo total livre dos servidores:
Servidorn®1l = 43 u.t. — 26,22 %
Servidorn®2 = 74 u.t. — 49,33 %

Total 117 u.t. — 37,26 %

Comparemos o desempenho obtido com esta segunda politica testada (face
a primeira):

Relativamente ao nimero de pessoas em fila de espera, observa-se uma
diminuicdo ligeira do valor maximo (de 5 para 4) e uma clara diminui¢ao
do valor médio (de 3,09 para 1,47).

Relativamente ao tempo de espera por pessoa atendida observou-se uma
clara diminui¢do, quer em termos de valor médio (de 22,32 u.t. para 5,11
u.t.), quer em termos de desvio padrao (de 14,05 u.t. para 7,71 u.t).

Relativamente ao tempo total livre dos servidores, pode referir-se que a
percentagem de tempo livre total sobe de 1,50 % para 37,26 %.

Assim e tal como se esperava, a segunda politica testada traduz-se num
aumento da 'qualidade de atendimento’. A percentagem de tempo livre
dos servidores aumentou consideravelmente, pelo que poderia ser
recomendavel testar-se uma politica 'intermédia’ ...

As 'simulagdes manuais' apresentadas sao do tipo 'simulagdo com dados
historicos', ja que ndo se gerou informagdo. Numa simulacdo 'a sério', o
processo de chegadas a fila de espera estaria caracterizado
estatisticamente (por exemplo, um processo de Poisson com determinada
taxa média de chegadas por hora), pelo que se poderia gerar
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aleatoriamente esse processo. Também as duragdes dos atendimentos
poderiam estar caracterizadas em termos estatisticos, pelo que, aquando do
processamento de um 'inicio de atendimento', poderiamos gerar a
correspondente duracgao.

Numa simulacdo 'a sério' teriamos que estipular uma 'duragdo da
simulacdo' suficientemente longa para garantir a precisdo desejavel dos
resultados (como se referiu anteriormente).

& E agora pode tentar criar um modelo de simulagdo de uma fila
de espera com um s6 servidor. Utilize os dados do problema
apresentado, para verificar se o seu modelo conduz aos resultados
apresentados (para a primeira politica testada).

®[] A generalizacao do niumero de servidores complica claramente o
modelo. Pense nas alteracdes que deveria introduzir no modelo
inicialmente desenvolvido ...

4.5 Conclusao

Apresentamos anteriormente alguns exemplos de aplicacdo da Simulagdo
que evidenciaram a diversidade de areas onde a utilizacao desta técnica
pode revelar-se muito importante. Claro que os exemplos apresentados
foram todos relativamente simples, mas isso nao terd certamente impedido
o leitor de imaginar aplicacdes bem mais complexas onde a Simulacdo
poderia ser aplicada.

Estamos certos de que o leitor terd também constatado que, a par das suas
grandes potencialidades, esta técnica apresenta grandes exigéncias (a
nivel técnico) - a capacidade de modelaciio de sistemas e/ou processos
(com a caracterizagdo de um modelo adequado para descrever o sistema/
/processo, envolvendo a caracterizagdo cuidadosa das variaveis endégenas
¢ exogenas, das variaveis controladas e ndo controladas e com a defini¢do



de adequadas medidas de desempenho) deve estar associada a um dominio
adequado da area das Probabilidades e Estatistica e a capacidade de
implementacio informatica.

Assim, ndo ¢ de espantar que as primeiras tentativas para utilizar esta
técnica estejam associadas a algumas dificuldades ...

Dada a natureza introdutéria desta abordagem, ndo discutimos questoes
tdo importantes como a verificacio de modelos, a validacio de modelos,
o planeamento de experiéncias ¢ a andlise de resultados. Também
seria importante abordar questdes como a implementacio de solucdes
(obtidas a partir de um modelo de simulagdo) no sistema real e a
monitorizacdo do funcionamento do sistema, com vista a formulagdo de
alteracdes no modelo. Todos estes topicos nos ocupariam muito tempo e,
claro estd, ultrapassam largamente os nossos objectivos.

4.6 Exercicios Propostos

-1-

Elabore uma rotina que lhe permita gerar nimeros pseudo-aleatorios
(NPA) com distribuigdo X ( fx( x ) representa a fun¢do de densidade de
probabilidade de X e Fx( x ) representa a fungdo de distribuicdo
acumuladade X)) :

a) X ~Uniforme[a,b], a<b.

b)
fx(x)

v

0 1 2 x[
¢) X ~ Normal(pu;o).

d) X ~ Exponencial (1) .[]
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e) (0 ; x g [051]
fx (x)=)

—6.x2+6.x ; x e [0;1]
\

f) (0 ; x g [0;1]

O fxx (x)=5 [ 3.x2 -6.x+3; x € [0;]1

10 )

g)

fx(x)a .

-1 T 2 3 *x[
h)

FX(X)II

-1 0 1 2 3 x[J[[/Nota : Fx(x) ¢ uma fungao quadratica
no intervalo [ -1 ; 1 ] com tangente horizontal em x = -1 .

-2 -

Elabore uma rotina que lhe permita gerar numeros pseudo-aleatorios com
distribuicao X :

a) X ~Uniforme {1,2,3,4,5,6}]

b) X ~Binomial (n=5;p=0,3)
n k nk

Nota: X~Bin(n;p)<=P(X=k)=C p (I-p); k=0,1,...,n
k

¢) X ~Poisson(m)
Notas:

1) X ~Poisson (m) < P(X=k)=m".e¢™/ k!; k=0,1,2,..
2) As variaveis aleatorias Poisson( m ) e Exponencial( A ) estdo relacionadas...

d)

k Azul Verde Amarelo  Branco
P(X=k) 2/6 1/6 1/6 2/6
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-3-

Elabore um rotina que lhe permita gerar, tdo eficientemente quanto
possivel, NPA com distribuicdo X, cuja fungdo densidade de
probabilidade ¢ dada por :

a) ~0,5x+05 ;xe [-1,1]
fx(x)=

0 cxg [-1,1]

b) (23)+x2 ;xe[-1,0]

0 cx¢ [-1,0]

c) {0,5.sen(x);xe[0,n]

fx(x)=
0 ; xeg [0,m ]
d) -2 X ; x € [-1,0]
fx(x)=
0 :x ¢ [-1,0]
e) (L ; x € [1,e]
X
fx(x)= Y
L0 s x g [1,¢e]
f (12 x3+12x2 ; xe[0,1]
7 7
fX(X)=<
0 ;o x ¢ [0,1]0
\
-4-

Seja X ~ v5(0,5) avariavel aleatéria Gama, para a qual € valida a

seguinte relagdo:
X~Y1T +Y2+Y3+Y4 +Ys,

comYj(1=1,..,5) variaveis aleatorias independentes e identicamente
distribuidas com distribui¢do Exponencial (A = 0,5 ), isto €,

297



298

0 ;y<0

f (y)=
Yi -0,5y
0,5 e ; y=20
a) Elabore a rotina "GAMAS" , que lhe permita gerar nimeros

pseudo-aleatdrios com distribuicao X .

b) Elabore o fluxograma de um programa simplificado que
permita estudar a distribuicdo da variavel aleatéoria H ~ Méaximo
(A,B), sendo A e B duas varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas, com distribuicdo X ~vys (0,5).

-5-

a)  FElabore a rotina NORO1 que lhe permita gerar NPA com
distribuicdo Normal Reduzida, isto ¢, N(p=0;6=1). [I
b) A variavel aleatéria Qui-Quadrado com n graus de liberdade é
definida do modo seguinte:

an ~ le + 222 + ...+ an

comZ; iid. e Z; ~N(p=0;0=1) ,1=1,2,...,n.

Elabore a rotina QUIS que lhe permita gerar um NPA da distribuicao

15
) Sejam X1, X2 e X3 variaveis aleatorias independentes e
identicamente distribuidas com distribui¢io x52 .  Considere a

variavel aleatoria W ~ Maximo (X1,X?2 ,X3)- Elabore um modelo de
simulagdo simplificado que lhe permita estudar a distribuicdo da
variavel W.



-6-

Seja W, ~ Minimo ( X1, X2, ..., Xp ), com X j i.i.d. X {~N (u=10;6=2),
1=1,2,...,n.

a) Elabore um modelo de simulagdo que lhe permita estudar a
distribui¢do de W 4, .

b) Utilize o modelo elaborado para comparar as distribuigdes Wp,
paran=1,2,3,5, 10,20 ¢ 50.

-7-

Considere um processo de ocorréncias Poissoniano com taxa média igual
a 3 ocorréncias por semana.

Admita que a cada ocorréncia corresponde uma intensidade I ~ N (p = 10;
6 = 2), e que o valor da intensidade de uma ocorréncia ¢ independente
dos valores de intensidade das outras ocorréncias.

Elabore um modelo de simulacdo que lhe permita estudar a distribui¢do do
maximo anual da intensidade das ocorréncias.

-8-

Considere um processo de ocorréncias Poissoniano com taxa média igual
a 3 ocorréncias por semana.

Admita que a cada ocorréncia corresponde uma intensidade I | que ¢
funcdo do valor precedente observado 1k -1 .

Se 1k-1 forinferiora9, entdol ~N (u=38,5;0=2,7);
se 1k-1 pertencera[9,11],entdo I ~N (n=10,0;06=2,0);
se 1k-1 forsuperiorall, entdiol ~N (u=11,5;6=2,7).

Elabore um modelo de simulagdo que lhe permita estudar a distribui¢cao do
maximo anual da intensidade das ocorréncias.
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- 9_
Considere o seguinte jogo aleatdrio:

Num saco ( S1 ) sdo colocadas 10 fichas Azuis, 20 fichas Brancas, 40
fichas Verdes e 30 fichas Negras.

Noutro saco ( S2 ) sdo colocadas 50 fichas Azuis, 5 fichas Brancas, 7
fichas Verdes e 38 fichas Castanhas.

Em cada jogada o jogador deve pagar 20 u.m. e retirar aleatoriamente
uma ficha de cada saco. O jogo s6 termina quando a cor das duas fichas
extraidas for igual, recebendo entdo o jogador um Prémio (em funcdo
dessa cor) de acordo com a tabela seguinte:

Cor Azul Branco Verde
Prémio (u.m.) 100 500 200

Elabore um modelo de simulacao simplificado que lhe permita estimar o
valor médio e o desvio padrdo do " lucro " associado a este jogo.

- 10-

Considere o empreendimento constituido pelas actividades A a G com as
caracteristicas indicadas no quadro seguinte:

Duragdo (u.t.)
Actividade | Precedéncias | Valor Médio |Desvio Padrao
A | - 8 2
B A,C 26 5
c | - 10 1
D C 15 3
E C 5 1
F 1 - 16 4
G E,F 17 5




a) Admitindo que as duracdes das actividades tém distribui¢do
Normal, elabore um modelo de simulagao que lhe permita

- estimar a distribui¢do da duracdo total do empreendimento
- estimar a probabilidade de cada caminho se tornar critico.

A partir desse modelo estime a probabilidade de a duracdo total do
empreendimento ndo exceder 30 u.t. e compare esse valor com o
valor obtido quando se utiliza a Técnica PERT.

b)  Admita que a duragdo da actividade D passa a ser
Dp ~ N(u=25;0=2>5). Estude os efeitos de tal alteracao.

¢)  Admita que a duragdo da actividade D passa a ser

DD ~ N(n =15 ;0 =3), se a duragdo de C ndo excedeu 11 u.t.,
ou

DD ~ N(un=25;6=15), se a duragao de C excedeu 11 u.t. .

Estude os efeitos de tal alteragao.
d)  Admita que a duracdo da actividade D passa a ser
Dp ~ N(u =15 ;0 =3), se a duragdo de C ndo excedeu 11 u.t.,

ou
DD ~ Uniforme [ 20 ; 30 ], se a duragao de C excedeu 11 u.t. .

Estude os efeitos de tal alteragao.

-11-

A venda de gelados numa determinada gelataria ¢ fun¢do do dia da
semana ¢ das condigdes atmosféricas. Sabe-se que o niumero de gelados
vendidos por dia pode ser descrito por uma varidvel aleatoria Normal de
valor médio e desvio padrao indicados no quadro seguinte:

Dia da semana
Condigdes 2% a 6 Feira Sabado ou Domingo
atmosféricas Valor Desvio Valor Desvio
Médio Padrao Médio Padrao
Mau Tempo 100 10 120 5
Tempo Instavel 130 15 170 10
Bom Tempo 150 20 250 15
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Sabe-se que as condig¢des atmosféricas de um dia sdao dependentes das
condigdes atmosféricas do dia anterior, sendo as respectivas
probabilidades de transicdo ( nos meses de Verdo ) dadas na matriz
seguinte:

Cond. atmosf. Condigdes atmosféricasnodiai+ 1 :
nodiai: Mau Tempo | Tempo Instavel | Bom Tempo
Mau Tempo 0,40 0,35 0,25
Tempo Instavel 0,20 0,30 0,50
Bom Tempo 0,05 0,20 0,75

Elabore um modelo de simulagdo que lhe permita estudar a distribuigao
do numero de gelados vendidos num més de Verdo. Admita que um més
tem 30 dias.

-12 -

O MiniCine ¢ um pequeno estudio de cinema com uma lotagdo de 230
lugares. Para o filme que estd em exibi¢do, sabe-se que o intervalo de
tempo entre duas chegadas consecutivas a bilheteira do MiniCine ¢
distribuido com distribuicdo DT, cuja funcdo de densidade de
probabilidade se esboca em seguida.

Chegadas entre as Chegadas entre as
13:00 e as 14:30 horas 14:30 e as 15:30 horas
f DT(dt) fpr(dt) 4
0,4 0,4
5 dt (minutos) 2,5 dt (minutos)

Sabe-se que cada cliente que chega a bilheteira compra um numero de
bilhetes para a proxima sessdo das 15:30 horas, N , com a fun¢do de
probabilidade que se indica em seguida.

n 1 2 3 4 5
P(N=n) 15% 50 % 30 % 4% 1%

Pretende-se estudar a distribui¢do do niimero de espectadores da proxima
sessdo das 15:30 horas do MiniCine.



a)  Elabore a rotina BILHETES que lhe permita gerar o niimero de
bilhetes pedidos por um cliente.

b) Elabore a rotina CHEGADA que lhe permite gerar, tao
eficientemente quanto possivel, o intervalo de tempo até a proxima
chegada de um cliente.

¢) Elabore um modelo de simulagdo, que poderd incorporar
as rotinas anteriormente desenvolvidas, que lhe permita estudar a
distribuicdo do numero de espectadores da proxima sessdo das 15:30
horas do MiniCine.

@ |Na pagina seguinte TABELA DE NUMEROS PSEUDO- -
ALEATORIOS COM DISTRIBUICAO UNIFORME [ 0,1 ][]
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TABELA DE NUMEROS PSEUDO-ALEATORIOS COM
DISTRIBUICAO UNIFORME [ 0,1 ]

0.1526 0.3063 0.4413 0.8898 0.0202 0.7723 0.1453 0.7020 0.4005 0.3174
0.0730 0.0229 0.5279 0.8635 0.5836 0.3996 0.8867 0.5824 0.2867 0.6288
0.2114 0.8961 0.0415 0.7574 0.4862 0.4763 0.9575 0.0823 0.9456 0.2451
0.3940 0.1503 0.0740 0.3742 0.9603 0.7584 0.6057 0.2855 0.5159 0.9534
0.5250 0.6509 0.1701 0.0322 0.0665 0.3923 0.2824 0.5417 0.7144 0.6815

0.4620 0.2787 0.2031 0.9405 0.5684 0.2901 0.5170 0.8411 0.7109 0.8728
0.8904 0.3051 0.2489 0.5737 0.8079 0.5045 0.7918 0.1896 0.0036 0.8612
0.1990 0.7674 0.4620 0.0469 0.5798 0.6040 0.4175 0.9836 0.2936 0.2463
0.3545 0.8432 0.9498 0.4911 0.0073 0.0474 0.4077 0.3853 0.3602 0.2683
0.7768 0.2258 0.6478 0.4277 0.4164 0.5595 0.3542 0.6974 0.9359 0.1832

0.2141 0.4993 0.1946 0.1438 0.2115 0.5054 0.3020 0.7383 0.5811 0.6374
0.6173 0.5134 0.8071 0.0673 0.7501 0.2660 0.6240 0.2169 0.5596 0.0430
0.0160 0.7581 0.1552 0.1413 0.2176 0.6127 0.8964 0.1078 0.7131 0.9528
0.3924 0.7394 0.2370 0.2000 0.5027 0.0828 0.7736 0.0264 0.3366 0.4350
0.5572 0.3537 0.2536 0.3429 0.0723 0.3539 0.8629 0.6034 0.0532 0.4488

0.0240 0.2632 0.4843 0.3103 0.8462 0.6194 0.5999 0.8603 0.6889 0.2187
0.8845 0.2706 0.1615 0.8580 0.0724 0.9632 0.1233 0.5843 0.1481 0.6099
0.6838 0.6943 0.3458 0.1325 0.2023 0.7350 0.1499 0.7030 0.2882 0.5033
0.2949 0.7432 0.8008 0.0459 0.7650 0.9251 0.8496 0.6599 0.7947 0.1704
0.7939 0.8920 0.8684 0.6510 0.2430 0.5392 0.7204 0.7889 0.0564 0.6482

0.3351 0.2559 0.3435 0.5161 0.9468 0.9738 0.4635 0.6896 0.0400 0.1146
0.0260 0.9657 0.3491 0.1002 0.8902 0.3912 0.8583 0.6023 0.1655 0.2629
0.8021 0.5429 0.2113 0.1279 0.6648 0.0939 0.6371 0.7828 0.1808 0.6771
0.3020 0.2747 0.3346 0.9644 0.3156 0.9004 0.3604 0.8776 0.0373 0.2067
0.7427 0.5888 0.0763 0.9906 0.2158 0.5196 0.2920 0.2989 0.7640 0.3421

0.7939 0.4285 0.6219 0.9780 0.9413 0.9262 0.2737 0.5993 0.3436 0.5890
0.4538 0.6278 0.8601 0.4637 0.1466 0.7354 0.6003 0.8472 0.5865 0.8439
0.9235 0.2863 0.2578 0.1254 0.4391 0.5780 0.8950 0.0015 0.0064 0.7691
0.4823 0.1443 0.7348 0.1565 0.2542 0.4755 0.9838 0.2870 0.6951 0.1671
0.3626 0.9576 0.5392 0.6409 0.7307 0.2151 0.7711 0.5689 0.1975 0.3564
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