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Topicos

] Conteudos Teoricos

AbERTA

Definicao de hip6teses estatisticas

@ Testes de hip6teses para a média populacional

@ Testes de hip6teses para a variancia

@ Testes de hipéteses para a diferenga entre médias

@ Testes de hipo6teses para a razdo de variancias

@ Testes de hip6teses para proporgdes (n grande)

@ Testes de hipéteses para diferengas entre propor¢des (Amostras grandes)

@ Erros do Tipo | e Erros do Tipo Il
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Testes de Hipoteses - Definicoes

B Testes de Hipoteses

AbERTA

@ Objetivo: testar a validade de um modelo; testar se um modelo mudou
em relacéo a resultados do passado; testar se os modelos para
descrever populacoes distintas devem ser ou nao diferentes.

@ Exemplos:

o testar se uma distribui¢do é Normal com média 1 = 10 ou com outra
média 1 # 10;
o testar se a distribuigao da populagao de onde provém os dados é de

Poisson.
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Testes de Hipoteses - Definicoes

ADERTA

Teste de Hipoteses
Procedimento estatistico que averigua se os dados sustentam uma hipétese

(conjetura sobre uma caracteristica da populagao)

1. Existem duas hipéteses:

@ Hipdtese Nula - Hy

a hipétese nula Hy deve ser sempre simples (com sinal de
=)

@ Hipotese Alternativa - Hy ou Hp
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AbERTA

Testes de Hipoteses - Definicoes

2. Podem ser realizados dois tipos de testes:

@ Unilaterais: H; apenas contempla possibilidades a direita ou

a esquerda de Hy
Ho: =1 vs Hy:u > 1 (unilateral & direita)
ou
Ho: =1 vs Hy:u <1 (unilateral a esquerda)
@ Bilaterais: H; contempla possibilidades a direita ou a
esquerda de Hy
Ho: =1 vs Hy:u #1 (bilateral)

3. Existem dois tipos de decisao:

@ Rejeitar a hipétese nula Hy
ou

@ Nao rejeitar a hipdtese nula Hy
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Testes de Hipoteses - Definicoes

B Definiges

ABERTA
o

Estatistica de teste T: estatistica calculada a partir da amostra e utilizada

para tomar a deciséo

Regido de rejeicado ou regiao critica RC: conjunto de valores da estatistica

de teste que nos levam a rejeitar Hy

Nivel de significancia ou tamanho do teste o :

o = P(Erro de Tipo 1) = P(Rejeitar Ho|Hp verdadeira)
normalmente & = 0.1, & = 0.05, ¢ = 0.01

Poténcia do teste =1 — f3:
B = P(Erro do Tipo Il) = P(N&o rejeitar Ho|H; verdadeira)

p — value: a probabilidade de observar um valor da estatistica de teste tanto
ou mais afastado que o valor observado na amostra, assumindo que Hp é

verdadeira
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AbERTA

Testes de Hipoteses - Definicoes

Procedimentos

Existem 3 procedimentos para realizar um teste de hipdteses (nivel de significancia o):

1. Com base na regido de rejeicdo (ou critica) RC

Rejeitar Hy se o valor de T,ps se encontrar na RC

(Tops - 0 valor da estatistica de teste para os dados observados)
2. Através do p — value
Rejeitar Hy se p — value < o
3. Através de intervalos de confianga (valido apenas para testes bilaterais)
Rejeitar Hy se o valor do parametro especificado em Hy ndo

pertencer ao intervalo de confianga
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Testes de Hipoteses - Definicoes Procedimento utilizando RC

B procedimento utilizando a Regido Critica (RC)

AbERTA

. Identificar o par@metro de interesse e especificar as hipoteses nula

. Escolher a estatistica de teste, T, com distribui¢do conhecida

. |dentificar a regiao de rejeicao RC

. Calcular Typs - 0 valor que T assume para os dados observados

. Tomar a deciséo: rejeitar Hy se o valor T,ps Se encontrar na RC

. Concluir

Hp e alternativa H;

(admitindo que Hy é verdadeira)

(amostra)

(Catarina S Nunes)
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Testes de Hipoteses

= Teste de Hipbteses (TH)

AbERTA

(Catarina S Nunes)

TH para a média (valor esperado) 1L de uma populagdo Normal com variancia (63)

conhecida

TH para a média (valor esperado) 1 de uma populagdo Normal com variancia (63)

desconhecida
TH para a variancia 62 de uma populagéo Normal

TH para a diferenga de médias de duas populagdes Normais (11 — [lo ; duas

amostras independentes, variancias conhecidas (612, 022)

TH para a diferenga de médias de duas populagdes Normais (11 — [lo ; duas
amostras independentes, variancias desconhecidas mas supostamente iguais
(0f = 03)

2
~ .a . O]
TH para a razao de variancias 6—‘2
2
TH para uma proporgao p

TH para a diferenga entre duas proporgdes pi — po
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ADERTA

Testes de Hipéteses 1. Teste para (L com 62 conhecido

1. TH para a média L de uma popula¢gdo Normal com
variancia (62) conhecida

Teste de Hipoteses com nivel de significancia o:
Ho: =Wy vs Hy: L # Uy teste bilateral

Ho: W=y vs Hy: L < Uy teste unilateral (inferior — esquerda)

Ho: W=y vs Hy: L >y teste unilateral (superior — direita)

Estatistica de teste:
z=%H + N(0,1)

n

sob Hp

Regido de Rejeigao (Regido Critica - RC):
H; :u;«ém:RCa:{Zem:|Z|>z1_a}

2
Hi il <lg=RCqu={Z€R:Z< —21_¢}
Hi il >Uy=RCq={Z€ER:Z>2_4}
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Testes de Hipoteses 1. Teste para (L com 62 conhecido

1 TH para a media 1L de uma populagdo Normal com
AbERTA
variancia (o) conhecida

Regido de Rejeicao (Regiao Critica - RC)

RC, para teste bilateral

RC RC
—

0| R
R

-00 Zw2 0 Zy. w2 +oo
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AbERTA

Testes de Hipoteses 1. Teste para (L com 62 conhecido

1. TH para a média L de uma popula¢gdo Normal com
variancia (o) conhecida

Exemplo 1:

Uma refinaria de petréleo possui um parque de enchimento que lhe permite encher, por dia, uma média
de 30 tanques, com um desvio padrdo de 6 tanques. Modificando o processo de enchimento
observou-se o parque duarnte 36 dias e registou-se uma média amostral de 34 tanques. Admite-se que
os valores obtidos com o novo processo de enchimento sdo bem modelados pela distribuicdo Normal
sem alteragdo do desvio padrdo. Para o¢ = 0.05, conclua se é razoavel admitir uma alteragéo do valor

médio, efetuando um teste de hipéteses.

X ~ N(11,062) com 6 = 6. Da amostra temos: média amostral X = 1 ¥, X; = 34; n = 36.

1. Identificar o parametro de interesse e especificar as hipéteses Hy e Hj

Parametro de interesse - (L, nivel de significancia & = 0.05

Ho : 1t = 30 versus H; : 1 # 30 (teste bilateral) )

(Catarina S Nunes) Estatistica Aplicada | (U.C. 21041) Tema 4 12/57



Testes de Hipoteses 1. Teste para (L com 62 conhecido

1 TH para a media 1L de uma populagdo Normal com
AbERTA
variancia (o) conhecida

Exemplo 1 (continuagao):

2. Escolher uma estatistica de teste Z com distribuigdo conhecida,

admitindo que H, é verdadeira
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Testes de Hipoteses 1. Teste para (L com 62 conhecido

AbERTA

1. TH para a média L de uma popula¢gdo Normal com
variancia (o) conhecida

Exemplo 1 (continuagao):
3. ldentificar a regiéo critica - RC

seH1:u#SO:SRCa:{ZE%:\z\>z17a}

2

se @ =0.05=1—%=0.975
RCyos ={z€R:|z| > =  RCyos5 =
0.05 {Z |Z| 20.975} 0.05

Zp.975=1.96

{zeR:|z| > 1.96}
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Testes de Hipoteses 1. Teste para (L com 62 conhecido

1 TH para a media 1L de uma populagdo Normal com

AbERTA
variancia (o) conhecida

Exemplo 1 (continuagao):

4. Calcular Zyps (valor de Z para os dados observados - da amostra).
Substituindo por X=34

_ X—30 __ 34-30 __
Zobs = "5 = 1 =4

V36
5. e 6. Tomar decisao e Concluir:

@ Como Z,ps = 4 > 1.96 (encontra-se na regido critica)
rejeita-se Hy a favor de Hy;

@ Ao nivel de significancia o¢ = 0.05 rejeita-se a hipdtese de a
média ser 30;

@ Conclui-se que houve alteragao no valor médio.
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ABERTA

Testes de Hipéteses 2. Teste para |1 com 62 desconhecido

2. TH para a média |1 de uma populagédo Normal com
variancia (02) desconhecida

Teste de Hipo6teses com nivel de significancia oc:
Ho: [t =MHo vs Hy: U Uo teste bilateral
Ho: [t =o vs Hy: L < Uy teste unilateral (inferior — esquerda)

Ho: W =My vs Hy: [t > o teste unilateral (superior— direita)

Estatistica de teste:

T= X;‘) ~ ty—1 (distribuicao t-Student con n— 1 graus de liberdade)
N

onde S? é a variancia amostral (82 =Ly, (X— )_()2)

Regido de Rejei¢ao (Regido Critica - RC):
Hi :u;éuoéRCa:{TeiR: \T|>t1,%’,,,1}
Hi < Uo=RCq={TER:T< —t_an1}
Hi:tpw>po=RCq ={TER:T>t_qgn1}
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AbERTA

Testes de Hipoteses 2. Teste para |1 com 62 desconhecido

2. TH para a média |1 de uma populagédo Normal com
variancia (02) desconhecida

Exemplo 2:

Determinada empresa de seguranca foi contatada para uma eventual prestagao de servicos para o
Mundial de 2014, e o gerente tratou de assegurar que na sua empresa 0s segurangas estao muito bem
preparados fisicamente mas conseguem passar despercebidos pois 0 peso médio deles é inferior a
68kg. Selecionou ao acaso 50 segurangas e registou os seus pesos. Teste ao nivel de significancia de
5% se a afirmagao do gerente foi imprudente. Sabendo que nesta amostra X = 66.82 e o desvio

padrédo amostral € de S = 5.583 e supondo que se trata de uma distribuicdo Normal.
X ~ N(,6?). Da amostra temos: média amostral X = 66.82; n = 50.

Para averiguar se a afirmagédo do gerente foi imprudente realiza-se um teste paramétrico para (L com

populagdo normal e variancia desconhecida.

1. Identificar o parametro de interesse e especificar as hipéteses Hy e H;

Parametro de interesse - |1, nivel de significancia o¢ = 0.05

Ho : |t = 68kg versus Hy : L > 68kg (teste unilateral a direita) )
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Testes de Hipéteses 2. Teste para |1 com 62 desconhecido

o TH para a media 1L de uma populagdo Normal com
AbDERTA
variancia (02) desconhecida

Exemplo 2 (continuagao):

2. Escolher uma estatistica de teste T com distribuicdo conhecida, admitindo que Hy

é verdadeira

T— Xi,uo ~ g
NG N~~~
sob Hyp
3. Identificar a regido critica - RC
seHy: 10 >68=RCy ={TER:T>H gn1} J

se o0 = 0.05 = 1—a = 0.95; graus de liberdade=n—1 =49 e fy.95 49 ~ 1.68

RCo.05 = {T ER:T> t0'95,49} = RCy05 = {T eER:T> 168}
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AbERTA

Testes de Hipoteses 2. Teste para |1 com 62 desconhecido

2. TH para a média |1 de uma populagédo Normal com
variancia (02) desconhecida

Exemplo 2 (continuagdo):

4. Calcular Tops (valor de T para os dados observados - da amostra).
Substituindo por X = 66.82 ¢ S = 5.583 temos

Tops = X588 = 908268 — 1 4945
V50 V50
5. Decisao
RCy ={T €N : T > 1.68} = Rejeitar Hy se Tops € RC J
Como Tops = —1.4945 < 1.68 = T,ps N@0 pertence a regido critica, logo ndo se
rejeita Hy
6. Concluir

Ao nivel de significancia de 5% nao ha razdes para considerar que a afirmagdo do

gerente foi imprudente.
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ABERTA

Testes de Hipéteses 3. Teste para o?

3. TH para a variancia 62 de uma populagdo Normal

Teste de Hipo6teses com nivel de significancia o:
Hy:02 =02 vs Hy:02# 02 teste bilateral
Ho:02 =02 vs Hy: 02 < 0g teste unilateral (inferior — esquerda)

Ho:02=0% vs Hy: 02> 0f teste unilateral (superior— direita)

Estatistica de teste:

3 ~ x§,1 (distribuicdo Qui-Quadrado com n— 1 graus de liberdade)

sob Hy

onde S? é a variancia amostral <52 =Ly (X— )_()2)

Regido de Rejeicao (Regido Critica - RC):
Hy: 062 # 62 = RCq = {xZ ER:y? <x§711% ou x?> Ximf%}
Hi:0% <02 = RCu= {12 €R: 22 <A1}
Hi:02>08 =RCo={x2€R: 22> 4% 11 4}
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AbERTA

Testes de Hipoteses 3. Teste para o?

3. TH para a variancia 62 de uma populagdo Normal

Exemplo 3:

Uma magquina esta construida de forma a assegurar que a medida-padréo das pecas que produz tenha
uma média igual a 4. Mas deseja-se também que a variabilidade dessa medida néo ultrapasse uma
unidade de medida (controlo pelo desvio-padrao). No dltimo controlo de qualidade, as 16 pegas
analisadas segundo a medida-padrao revelaram uma média de 4, mas uma variabilidade de 1.05

unidades de medida. Serd a diferenca na variabilidade significativa a num nivel de confianca de 0.05?
X ~ N(i,6?). Da amostra temos: média amostral X = 4; n= 16 e S = 1.05.

Trata-se de um teste de hipdteses para a variancia, admitindo que a distribuicdo da medida-padréo é

aproximadamente normal.

1. Identificar o parametro de interesse e especificar as hipéteses Hy e Hj

Parametro de interesse - 62, nivel de significancia o¢ = 0.05

Ho : 6% =1 versus H; : 62 > 1 (teste unilateral & direita) )
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Testes de Hipéteses 3. Teste para o?

B3 TH para a variancia 6 de uma populagdo Normal

ABERTA

Exemplo 3 (continuagdo):

2. Escolher uma estatistica de teste xz com distribuicdo conhecida, admitindo que Hp

é verdadeira

Identificar a regiéo critica - RC

seH 102 >1=RCo = {12 €R: > A2 11 o} )

(Catarina S Nunes)

se ¢ = 0.05 = 1 —a = 0.95; graus de liberdade=n—1=15¢ X125,0A95 ~ 25

RCoos = {x? € R: 22 > A% 005} = RCo0s = {x? € R: ¥ > 25}
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Testes de Hipoteses 3. Teste para o?

W 3. TH para a variancia 62 de uma populacéo Normal

AbERTA

Exemplo 3 (continuagdo):

4. Caleular x2,, (valor de 2 para os dados observados - da amostra).

Substituindo por S = 1.05 e n = 16 temos

B 2
A2 = UENO0E _ 465375
Decisao
RCoq = {x? € R : x® > 25} = Rejeitar Hy se x2,; € RC J

(Catarina S Nunes)

Como x2,, = 16.5375 < 25 = x2,. ndo pertence & regido critica, logo néo se

rejeita Hy

Concluir
Ao nivel de significancia de 5% nao ha diferenga significativa entre a variabilidade

observada na amostra e a desejada pelas normas de qualidade.
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Testes de Hipoteses 3. Teste para o?

W 3. TH para a variancia 62 de uma populacéo Normal

AbERTA

Exemplo 3 (comentario):
O nivel de significancia a partir do qual se podera considerar que a variabilidade é significativamente

superior a 1, obter-se-a fazendo
X2 1_qr < 16.5375

Consultando a tabela da distribuigdo Qui-Quadrado, constata-se que o* estaria entre 0.5 e 0.25,
valores muito elevados para admitir em condigées normais (recorde-se que marca o limite superior da

probabilidade do erro Tipo I).
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ABERTA

Testes de Hipéteses 4. Teste para [y — Up com variancias conhecidas

4. TH para a diferenca de médias de duas populacdes
Normais 11 — U ; duas amostras independentes,
variancias conhecidas (02, 65)
Teste de Hipéteses com nivel de significancia o, com X; ~ N(ty,062) e Xo ~ N(iz,0%):
Ho: Uy —Up=Up VS Hy: Uy —Up 7 Lo teste bilateral

Ho: My — Mo = Mo vs Hy: lly — o < Ho teste unilateral (inferior — esquerda)

Ho: My — Mo = Ho VS Hy: s — Up > Uy teste unilateral (superior — direita)

Estatistica de teste:

_ (Xi—X)-—Ho
7= G

~ N(O7 1 ) (distribigao Normal reduzida)
ER
n2  sob Hp

onde n; e n sdo o tamanho das amostras de Xj e X», respetivamente.

Regido de Rejei¢ao (Regido Critica - RC):
H :‘LL1—[J275[J0:>RC¢1:{ZEEK:|Z|>Z17%}
Hi iy — s < o= RCq ={Z€R:Z< —z1_q}
Hi il —Up > Uo = RCq ={ZER:Z>21_¢}
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W4 TH para a diferenca de médias de duas populacdes

AbERTA

Testes de Hipoteses 4. Teste para [y — Up com variancias conhecidas

Normais 11 — U ; duas amostras independentes,
variancias conhecidas (02, 65)

Exemplo 4:

Uma empresa esté a estudar se ha diferenca entre os salérios dos trabalhadores numca certa industria

em duas regides do pais (A e B). Os resultados obtidos foram:

Regiao Amostra Média Salarial | Desvio padrao

A na, =100 X = 1000 Op=26.7
B ng = 200 Xz = 980 o = 30.4

Se se pretende limitar a 0.01 o risco de rejeitar incorretamente a hipdtese de que as médias das
populagdes em causa sdo iguais, que conclusao se poderd tirar destes dados?
Trata-se de um teste de hipéteses para diferenga entre médias, admitindo que a distribuigdo é

aproximadamente normal (n >>> 30) e com variancias conhecidas.

Xa ~ N(Ua, 04 = 26.7) - salario de um trabalhador na regido A

Xg ~ N(lg, O = 30.4) - salario de um trabalhador na regido B
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Testes de Hipéteses 4. Teste para [y — Up com variancias conhecidas

- 4. TH para a diferenca de médias de duas populacdes
""" Normais L1 — Uo ; duas amostras independentes,
variancias conhecidas (02, 65)
Exemplo 4 (continuago):

1. Identificar o parametro de interesse e especificar as hipéteses Hy e H;

Parametro de interesse |14 — [i5, nivel de significancia o¢ = 0.01

Ho : Ua— g = 0 versus Hi : Ua — lg 7 O (teste bilateral) J

2. Escolher uma estatistica de teste Z com distribuicdo conhecida, admitindo que Hy

é verdadeira

3. Identificar a regido critica - RC

SeH1Z‘UA*,UB,iO~>HCa:{ZGERZ‘Z‘\/Zw %} J
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Testes de Hipoteses 4. Teste para [y — Up com variancias conhecidas

W 4 TH para a diferenca de médias de duas populacdes
AbERTA
Normais 11 — U ; duas amostras independentes,
variancias conhecidas (02, 65)
Exemplo 4 (continuagéo):
se 00 =0.01=1—% =0.995; & 29,995 ~ 2.57
RCo.01 = {Z cR: |Z| > 20.995} = RCy o1 = {Z ceNR: |Z| > 257} < RCp o1 =
{ZeR:Z2< —257 ou Z>257}
4. Calcular Zyps (valor de Z para os dados observados - da amostra).
Substituindo por X, = 1000; Xz = 980, 65 = 712.89; 02 = 924.16 ¢
na = 100; ng = 200 temos
Zobs = 3o95 = 5.834

5e 6. Decidir e Concluir

RCy ={Z € R :|Z| > 2.57} = Rejeitar Hy se Zyps € RC J

Como Z,ps = 5.834 > 2.57 = Z,s pertence a regido critica, logo rejeita-se Hy
Ao nivel de significancia de 1% as médias das populacdes diferem entre as regides
AeB.
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AbERTA

Testes de Hipoteses 5. Teste para 14 — Uz com variancias desconhecidas

5. TH para a diferenga de médias de duas populacdes
Normais 11 — U ; duas amostras independentes,
variancias desconhecidas mas supostamente iguais
(07 = o})
Teste de Hipéteses com nivel de significancia ¢, com Xy ~ N(Ly,6%) e Xo ~ N(pz, 63):
Ho: My — g = o VS Hy: iy — g # Lo teste bilateral

Ho: My —Hp = Mo vS Hy: [y — o < lo teste unilateral (inferior esquerda)

Ho: My — Mo = Ho VS Hy: Wy — Up > Uy teste unilateral (superior — direita)

Estatistica de teste:
T= (X1 —X2)—Ho ~
(m-1)S3+(m-1)83 /T 1T ~~
\/ ni+np—2 V At sob Ho

onde ny e no sdo o tamanho das amostras e 812 e Sg s80 as variancias amostrais de X; e Xo

t,,‘ +ny—2 (distribuicao t-Student com ny + nz — 2 graus de liberdade)

3

Regido de Rejei¢ao (Regido Critica - RC):

H, Hy —Hz?éHo:}RCa = {TE‘J( ‘T‘ >tn1+n2—2;17%}
Hy iy — U < Up = RCq = {Te% T< 7tn1+n2—2;1—05}
Hy t 1y — U > Uo = RCyq = {TGSKZ T> tn1+n2—2;1—(x}
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Testes de Hipéteses 5. Teste para 14 — Uz com variancias desconhecidas

ADERTA

5.1 TH para a diferenga de médias de duas populagées Normais (L1 — Lio; duas
amostras independentes,

variancias desconhecidas (612 #+ 622), amostras pequenas e de dimensdes diferentes

Teste de Hipéteses com nivel de significancia &, com Xi ~ N(L1,0%) e Xo ~ N(lo,05):
Ho: Uy — Mo = Mo vs Hy: Uy — Up # Uy teste bilateral
Ho: [y — Up = Mo VS Hy: Wy — Up < Uo teste unilateral (inferior — esquerda)

Ho: My —Up = o VS Hy: Uy — Up > o teste unilateral (superior — direita)

Estatistica de teste:
Xi1—Xo2)—
T= M ~ 1, (distribuicdo t-Student com v graus de liberdade)
s

«, 2
2
n1+ )

N2 sob Hy
onde v = 5784 arredondado ao inteiro mais préximo.
1 2

o) | Bl )
Regido de Rejeicao (Regido Critica - RC):
Hy :u17u2;£u0:>HCa:{TeEK:|T\>t,,;1_%}
Hytpy — i < po = RCq ={TER:T< —ty;1-qa}
Hi iy —lp > o= RCq ={TER:T>t1—a}

3%

(Catarina S Nunes) Estatistica Aplicada | (U.C. 21041) Tema 4 30/57



Testes de Hipéteses 5. Teste para 14 — Uz com variancias desconhecidas

- 5.2 TH para a diferenca de médias de duas populagdes L1 — Lp; duas amostras
AbERTA
independentes,

variancias desconhecidas (612 #+ 622), amostras grandes - Teorema do Limite Central

Teste de Hipdteses com nivel de significancia o:
Ho:ly—Up=Up VS Hy: Uy —Up # Lo teste bilateral
Ho: My — Mo = Mo vS Hy i lly — o < Ho teste unilateral (inferior esquerda)

Ho: My — Hp = Ho VS Hy: g — Up > Uy teste unilateral (superior — direita)

Estatistica de teste:

zZ= (i)t ~ N(0,1) (distribuicao Normal reduzida
N (0,1) (distribuic

m 2 sob Hy

onde n; e np sdo o tamanho das amostras e 812 e Sg sd0 as variancias amostrais de X; e Xo
Regido de Rejei¢ao (Regido Critica - RC):
H, :u1—u2;éyo:>ﬂca:{269t:|z|>z1,a}

2
H1Z[.L17M2</.10:>RC(1:{Z€<.KZZ<7Z1,(1}
H1Z,Uq7,U.2>[10:>HC(1:{Z€9%:Z>Z170¢}
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Testes de Hipéteses 5. Teste para 14 — Uz com variancias desconhecidas

5.3 TH para a diferenga de médias de duas populagées Normais (11 — Lo;
ADERTA

variancias desconhecidas (02 # 07), amostras dependentes com a mesma dimensac

Teste de Hipéteses com nivel de significancia o com X; ~ N(1,02), Xo ~ N(tz,0%) e
D= X — Xz = N(lp,0p), ou seja lp = s — liz:
Ho : Up = Uo vs Hy:Up # Uy teste bilateral
Ho:Up=Ho vs Hy:Up <l teste unilateral (inferior— esquerda)

Ho:Mp=Uo VS Hy:lp > o teste unilateral (superior— direita)

Estatistica de teste:

~  lp_q (distribuicdo t-student com n— 1 graus de liberdade)
~—~
sob Hy
onde n é o tamanho da amostra, D e S3 sdo a média e a variancia amostral de D, respetivamente
Regido de Rejeicao (Regido Critica - RC):
Hy ;un¢u0:>9ca={rem:|r| >xn_1;1_%}
Hi : Up < o = RCy = {TG R:z< —tn—1;1—a}
H; : Up > Up = RCy = {TG R:Z2> tn—1;1—a}
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AbERTA

Testes de Hipoteses 5. Teste para 14 — Uz com variancias desconhecidas

5.3 TH para a diferenga de médias de duas populagées Normais (11 — Lo;

variancias desconhecidas (612 #* 022), amostras dependentes com a mesma dimensac

Exemplo 5:

Uma empresa produtora de medicamentos realizou uma experiéncia para verificar se um determinado
produto aumenta o tempo de reacgéo dos utilizadores a diversos estimulos. Selecionou aleatoriamente
12 pessoas e registou o tempo de reagdo de cada uma a uma estimulo, antes e depois de tomar o

medicamento. Os resultados foram os seguintes:

Tempo de reagao Tempo de reagao Diferenca
Pessoa antes depois de tempos
Xi X2 D=Xp— Xy

1 0.75 0.84 0.09
2 0.82 0.78 -0.04
3 1.04 1.15 0.11
4 0.77 0.81 0.04
5 0.92 0.95 0.03
6 1.11 1.08 -0.03
7 0.69 0.82 0.13
8 0.84 0.96 0.12
9 0.91 0.95 0.04
10 0.98 0.83 -0.15
1 0.83 0.91 0.08
12 0.75 0.81 0.06
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AbERTA

Testes de Hipoteses 5. Teste para 14 — Uz com variancias desconhecidas

5.3 TH para a diferenga de médias de duas populagées Normais (11 — Lo;

variancias desconhecidas (612 #* 622), amostras dependentes com a mesma dimensac

Exemplo 5 (continuagao):
Trata-se de um teste de hipéteses para diferenga entre médias, admitindo que a distribuigdo é

aproximadamente normal, amostras dependentes e com variancias desconhecidas.

Xi ~ N(4,01) - tempo de reagdo de uma pessoa antes de medicada

Xo ~ N(/.tg, Gg) - tempo de reagéo de uma pessoa depois de medicada
As hipéteses a serem testadas sao:

Ho : to — 4 =0
Hi:tpo— s >0

onde H; evidencia (i, > [11, 0 tempo médio de reagdo aumenta com a medicagdo, para a mesma
pessoa. Como as amostras sdo dependentes (o tempo de reagao de uma pessoa depois de medicada
néo é independente do tempo de reacédo antes de medicada), deve-se calcular as diferengas de valores

D = X, — Xq para cada pessoa, isolando-se o efeito da medicagéo.
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Testes de Hipéteses 5. Teste para 14 — Uz com variancias desconhecidas

- 5.3 TH para a diferenga de médias de duas populagées Normais (11 — Lo;
ADBERTA
variancias desconhecidas (02 # 07), amostras dependentes com a mesma dimensac

Exemplo 5 (continuagao):

1. Identificar o parametro de interesse e especificar as hipéteses Hy e H;

Parametro de interesse [lp = [l> — [11, nivel de significancia ot = 0.05

Hp : Up = 0 versus Hy : Up > 0 (teste unilateral a direita) J

2. Escolher uma estatistica de teste T com distribui¢do conhecida, admitindo que Hy

é verdadeira

D
T= SE‘;D ~ -1
N ~—
sob Hy

H_ LD . o2 _ X(0-D)°
onde D= =~ e Sp = ==+

3. Identificar a regido critica - RC

seHy :lUp >0=RCy ={TER: T >ty 11-a} J
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Testes de Hipoteses 5. Teste para 14 — Uz com variancias desconhecidas

5.3 TH para a diferenga de médias de duas populagées Normais (11 — Lo;
AbERTA

variancias desconhecidas (612 #* 022), amostras dependentes com a mesma dimensac

Exemplo 5 (continuagao):
sex=0.05=1—0=0.95;¢ t1,095 = 1.796
RCo 05 = {T ER:T> t1170A95} = RCy 05 = {T eER:T> 1.796}

4. Calcular Tops (valor de T para os dados observados - da amostra).
Substituindo por D = 0.04; S2 = 0.00649 e n = 12 temos

_ o004 _
Tobs = 0.08057/v/12 172

5e 6. Decidir e Concluir

RCy ={T €R: T >1.796} = Rejeitar Hy se Tops € RC J

Como Tops = 1.72 < 1.796 = T,ps NGO pertence a regido critica, logo ndo se
rejeita Hy

Ao nivel de significancia de 5% nao se pode concluir que a medicacéo faz
aumentar o tempo de reacéo ao estimulo.
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6. Teste para a razao de variancias

I of
6. TH para a raz&o de variancias 6—12
2

ADBERTA

Testes de Hipéteses

Teste de Hipéteses com nivel de significancia o com X; ~ N(y,02), Xo ~ N(po, 02)

2 2
O] O: .
Ho : :T;Z =0g vs Hi: G—;g # 02 teste bilateral
2
Ho: 25 =0¢ vs Hi: 25 < Gf teste unilateral (inferior — esquerda)
2 2
2
Ho : 2—;2 =02 vs H: Z—;z > 0¢ teste unilateral (superior— direita)

Estatistica de teste:

s2
F=3 # ~ F,71 —1,np—1 (distribuicao F de Snedcor com ny — 1, — 1 graus de liberdade)
0

S
sob Hy

onde ny e n s&0 os tamanhos das amostras e S? e S2 sdo as variancias amostrais de X e Xz

Regido de Rejeicao (Regido Critica - RC):
Hy §¢o§§90a:{Fe% F<Fp tmtg OU F>F, 4, 11_,}
Hy % <0@=RCyu={FER:F< Fn‘,w,w}
Hy %;2 >08=RCy={FER:F>Fo—1m-11-a}
Tema 4

(Catarina S Nunes) Estatistica Aplicada | (U.C. 21041)

37/57



Testes de Hipoteses 6. Teste para a razao de variancias

2

~ A O.
W' 6. TH para a razao de variancias oF
2

AbERTA

Exemplo 6:

Foram utilizados dois tipos de vitaminas - vitamina A e a vitamina B - em duas estufas em tudo
equivalentes. A produgao de rosas foi analisada, recolhendo-se 31 plantas sujeitas a vitamina A e 21

sujeitas a vitamina B. Os resultados foram os seguintes em termos de altura da planta:

Vitamina A Vitamina B

Altura média Xa=12.9 | Xg=14.7
Desvio padrdo amostral Sp =21 Sg=1.8
Amostra nag =31 ng =21

Ser& de admitir uma variancia na altura das plantas significativamente diferente quando se utiliza a
vitamina A ou a vitamina B? Considere ¢t = 0.01.
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Testes de Hipéteses 6. Teste para a razao de variancias

i of

6. TH para a raz&o de variancias Lz
ABERTA 62
Exemplo 6 (continuagao):

1. Identificar o parametro de interesse e especificar as hipéteses Hy e Hy

Parametro de interesse 2 , nivel de significancia o = 0.01

2 2
O, O
Hy: =4 =1 versus H; : 4
(72
B

4 # 1 (teste bilateral)
]

2. Escolher uma estatistica de teste F com distribuigdo conhecida, admitindo que Hp
é verdadeira

3. Identificar a regido critica - RC

2
seHﬁZ—‘é>1¢RCa:{F€‘R:F<FnA tng—1,% OU F>F,

o
A—1,ng—1,1 E} J
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Testes de Hipéteses 6. Teste para a razao de variancias

2

~ ‘A . O.

] 6. TH para a razao de variancias —6‘2
AbERTA 2

Exemplo 6 (continuagéo):
sea=0.01=1— % = 0.995; F3072010_005 =0.355e F30_20)0_995 =3.12

RCoo1 ={F €R: F < Fa200005 0U F > F30200.995}
4. Calcular Fops (valor de F para os dados observados - da amostra).
Fobs = 334 = 1.361

5e 6. Decidir e Concluir

RCy ={F€R:F<0.355 ou F>3.12} = Rejeitar Hy se Fops € RC J

Como Fpps = 1.361 < 3.12 = Fyps N0 pertence a regido critica, logo ndo se
rejeita Hy
Ao nivel de significancia de 1% nao se pode rejeitar a hipétese de que a variancia

na altura das plantas seja igual, quando se utiliza a vitamina A ou a vitamina B.
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Testes de Hipoteses 7. Teste para uma proporgéo p

o7 TH para uma proporcao populacional p (e.g. proporcéao
AbDERTA
de individuos com uma certa caracteristica na populacao)

Teste de Hipdteses com nivel de significancia o:
Ho:p=po vs Hy:p#py teste bilateral
Ho:p=po vs Hy:p<po teste unilateral (inferior— esquerda)

Ho:p=po vs Hi:p>py teste unilateral (superior— direita)

Estatistica de teste:

N(O7 1 ) (distribuigao Normal reduzida)

onde n é tamanho da amostra e p = % é a proporgao de individuos com uma certa caracteristica numa

amostra aleatéria de dimenséo n

Regido de Rejeicao (Regido Critica - RC):
H :p;épo:>RCa:{Z€9‘1 |Z| >Z1fg}
Hi:p<po=RCy={ZER:Z< —2z1_¢}
Hi:p>po=RCoy={ZER:Z>2z1_¢4}
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Testes de Hipoteses 7. Teste para uma proporgéo p

_ 7. TH para uma propor¢ao populacional p (e.g. proporgéo
"~ de individuos com uma certa caracteristica na populacao)

Exemplo 7:

Uma empresa de lavagem a seco manteve 28% do mercado nos ultimos 3 anos. Este ano, uma amostra
de 49 cidades revelou que esta empresa sé detinha uma percentagem de 25.4% nas vendas do sector.
Seré& que este resultado é significativamente mais baixo que o anterior, para um nivel de significancia de
o =0.01?7

A caracteristica do estudo - um utilizador, escolhido ao acaso, recorrer aos servigos da empresa - tem
distribuicdo de Bernoulli, de parametro p a estimar.

As hipbteses em causa séo:

Hy:p=0.28
Hy:p<0.28
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Testes de Hipoteses 7. Teste para uma proporgéo p

7 TH para uma proporcao populacional p (e.g. proporcéao
"~ de individuos com uma certa caracteristica na populacao)

Exemplo 7 (continuagéo):
b= ~ N(07 1 )

@ Estatistica de teste: Z = ——2—
/Po(‘;Do)

@ Regido Critica: RCq = {Z€R: Z< —z1_¢}

@ a=0.01=2zy_¢ = 29.99 = 2.326 = RCy o1 = {Z eER:Z2< 72.326}

@ n=149,p=0.254e Zyps = % = —0.405
028(1_025)

@ Como Z,ps = —0.405 > —2.326 = Z,ps N30 pertence a regido critica, logo néo se rejeita Hy

@ Podemos afirmar que o resultado obtido ndo é significativamente mais baixo do que o anterior
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1 8. TH para a diferenca entre duas proporcdes pi — po,

ABERTA

Testes de Hipéteses 8. Teste para a diferenga entre proporgdes

perante duas amostras independentes e amostras
grandes

Teste de Hipo6teses com nivel de significancia o:
Ho:p1—p2=po Vs Hi : p1 —p2 # po teste bilateral
Ho:pi—p2=po vs Hy:p1 —p2 < po teste unilateral (infer/or - esquerda)

Ho:pi—p2=po vs Hi:p1—p2>py teste unilateral (superior — direita)

Estatistica de teste:

N(O, 1 ) (distribuigdo Normal reduzida)

onde ny e np sdo o tamanho das amostra de X; e Xz, p1 = )n(—: epp= )n% sdo a proporgao de individuos

— Pithe

com uma certa caracteristica em cada uma das amostras aleatérias, p* o

Regido de Rejei¢ao (Regido Critica - RC):

2

H1:p1—pgipO:HCa:{Zegi:|Z\>z1fg}
Hiipi—p2<po=RCqu={Z€R:Z< —2z1_q}
Hiipi—p2>pyo=RCq={Z€R:Z>2z1_¢}
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AbERTA

Testes de Hipoteses 8. Teste para a diferenga entre proporgdes

8. TH para a diferenca entre duas proporcdes py — po,
perante duas amostras independentes e amostras
grandes

Exemplo 8:

Foi realizado um estudo em duas empresas (1 e 2), sobre a preferéncia dos trabalhadores por dois tipos
de pacotes de aumento salarial (A e B). Dos 150 trabalhadores da empresa 1, 75 preferiram o pacote A;
dos 200 trabalhadores da empresa 1, 103 preferiram também o pacote A. A questao que se coloca é
saber se ha diferenca de uma empresa para a outra na proporgdo de trabalhadores que preferem o
pacote A de aumento salarial. Pretende-se reduzir a 1% a probabilidade de rejeitar indevidamente a

hipétese de que essas propor¢des sejam iguais.

Sejam:
py - proporgéo de trabalhadores da empresa 1 que preferem o pacote A
P2 - proporgao de trabalhadores da empresa 2 que preferem o pacote A
Xi - nimero de individuos da amostra da empresa 1 que preferem o pacote A

X> - nimero de individuos da amostra da empresa 2 que preferem o pacote A

As hipéteses do teste séo:
Ho:p1—p2=0

Hi:pr—p2 #0
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AbERTA

Testes de Hipoteses 8. Teste para a diferenga entre proporgdes

8. TH para a diferenca entre duas proporcdes py — po,
perante duas amostras independentes e amostras
grandes

Exemplo 8 (continuagéo):

@ Estatistica de teste: Z = 7) ~ N(0,1)
1
m

B (1—p) (L1
YA = ( 2 )sob Ho
@ Regido Critica: RCy, = {Ze R:|zZ| > z1_%}
o (X_OO1:>Z1 Ot = Zp.995 = 2.576 = RCy.01 :{ZEW‘Z‘>2576}

@ ny = 150;n, = 200,

Ao X1 Xp __ 103 _ R 754108
p1_#_ﬁ_05p2 n—g_m_o.515,p_n:+n§_ 50 0.51e
Zops = 250515 = —0.278

@ Como Z,s = —0.278 < 2.576 = Z,ps NA0 pertence a regido critica, logo néo se rejeita Hy

@ Conclui-se que a diferenga observada de 0.015 (a favor da empresa 2) ndo é significativamente

diferente de zero.
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Erro do Tipo l e ll

] Possibilidade de errar

ADERTA

@ O teste de hipdteses da a possibilidade de tomar uma decisdo acerta de um

problema, para o qual se dispde da necessaria informagao;
@ Considerando um nivel de significancia o associado a deciséo, e portanto
existe a possibilidade de errar;
Probabilidade de errar - risco de tomar decisdes incorretas:
@ que tipo de erros?
@ como medir os erros?

@ como minimizar os erros?
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Erro do Tipo l e Il

L Tipo de Erros

ADERTA

REALIDADE X
N Ho é verdadeira Hy é falsa
DECISAO
Néo rejeitar Hp Deciséo correta Decisédo incorreta
(teste evidencia que nédo ha diferenca significativa) Probabilidade=1 — o¢ Erro Tipo II. Probabilidade=/3
Rejeitar Hy Decis&o incorreta Decis&o correta
(teste evidencia que ha diferenca significativa) Erro Tipo |. Probabilidade=0¢ Probabilidade=1— f

Erro de Tipo | - ocorre quando se rejeita indevidamente Hy (Hy € verdadeira) J

Erro de Tipo Il - ocorre quando se néo rejeita indevidamente Hy (Hp é falsa) J
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N ol Probabidades
- Erro do Tipo | e Erro do Tipo Il
ADBERTA

www.uab pt

P[ erro de tipo | | = PJ rejeitar Ho|Hp é verdadeira | = o

P erro de tipo Il | = P[ nio rejeitar Hy|H € falsa | = 3

Poténcia do Teste = P|[ rejeitar Ho|Hp é falsa] =1 —f3
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Erro do Tipo l e ll Probabilidades

] Minimizacao de erros

AbERTA

Quando se constréi um teste queremos que tanto o como 3, sejam os menores

possiveis = diminuir as probabilidades de errar.

Mas para uma dada dimens&o da amostra (n):

@ para um dado @, o valor de 3 (para um certo valor de Hy) é determinado
pela RA (Regiao de Nao Rejei¢cdo ou de Aceitagao) correspondente,
se o diminui = diminui RC (Regiéo Critica ou de Rejeicdo) = aumenta o

valor de 3

@ para reduzir o erro de tipo Il (), temos que diminuir RA = aumentar o nivel

de significancia (&) = aumenta a probabilidade do erro de tipo |
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Minimizag&o de erros

AD

Actuar simultaneamente sobre os dois tipos de erros, diminuindo a sua

probabilidade < aumentar a dimensao da amostra <> recolher mais informagéao

Aumentar a dimenséo da amostra (aumentar o n) = diminuir a variancia da
distribuicdo do estimador = diminui o efeito da variancia na probabilidade dos

erros
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AbERTA

Erro do Tipo l e ll Exemplo
Exemplo 9

Uma pizzaria recebe diariamente encomendas por telefone, o nimero de encomendas

X ~ N(u,0 = 15). A pizzaria esta dimensionada para uma procura média diaria de 200 pizzas. A
realizagcdo de uma campanha levou a uma procura média de 210 pizzas (nos Ultimos 9 dias). O
problema é avaliar a necessiadde de reforgar a capacidade média de venda, verificando se houve uma

alteragéo significativa na procura didria, considerando um nivel de significancia & = 0.05.

1 - Hipéteses:
Ho : 4 =200 versus Hi:pu > 200

2 - Estatistica de Teste:

z=%H ~ N(0,1)

sob Hp

substituindo por g = 200, 0 = 15 e n = 9 temos:

z7=2%20  N(0,1)
‘755 ~—~
sob Hy
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Erro do Tipo l e ll Exemplo

] Exemplo 9 (continuacéo)
AbERTA
3 - Definir a regido critica RC:

seHy 1t >200=RCq ={Z€R:Z>2z_4}
sea =0.05<1—0=0.95

RCoy.05 = {Z eER:Z> ZOA95} = RCy.05 = {Z eER:Z> 1645}

20.95=1.645

4 - Calcular Zgps:

__ 210—200 __
Zops = 15 =2

P

5 e 6 - Tomar a decisao e concluir:

@ Z,ps =2 > 1.645 = Z,,5 € RC = rejeita-se Hy em favor de Hj
@ ao nivel de significancia o¢ = 0.05 rejeita-se a hipétese de que a procura média didria seja 200

@ conclui-se que a campanha induziu uma alteragdo na procura de pizzas, pelo que ha que
estudar o reforgo da capacidade de venda
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Erro do Tipo l e ll Exemplo
] Exemplo 9 (continuacéo)
ABERTA
Neste caso concreto, pode-se estar a cometer um erro - o erro de Tipo I.
P[ erro Tipo I] = P[Z > 1.645|1 = 200] = @ = 0.05

A alteragé@o de o pode levar a tomar outras decisdes, com a mesma amostra (evidéncia da realidade).
Para reduzir a probabilidade de cometer um erro de Tipo |, podemos ser mais exigentes e fixar o nivel

de significancia mais baixo. Por exemplo ¢&¢ = 0.01, no caso da pizzaria:
Zi—oq = Z0.99 = 2.326 = RCp o1 = {Z ceR:Z2> 2326}
como Zyps = 2 < 2.326 = ndo se rejeita Hy

Neste caso a deciséo seria de néo rejeitar Hp, poder-se-a agora estar a cometer um erro de Tipo I, na

eventualidade de H ser falsa.
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AbERTA

Erro do Tipo l e ll Exemplo

Exemplo 9 (continuacéo)

Para cada valor de |l a que corresponde a verdadeira média (1L > 200) pode determinar-se o

respetivo valor da probabilidade do erro Tipo I, 3.

Suponha-se que se aceitou que a procura média ndo aumentou, quando na realidade ela passou para
220.

A probabilidade de erro de Tipo Il é a probabilidade de néo se ter detetado este novo valor para a
procura média didria de pizzas, isto &, de nio ter rejeitado Hp (manutengdo da procura) quando na

realidade tal deveria ter sido feito. Como calcular o valor de 3?
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Erro do Tipo l e ll Exemplo

] Exemplo 9 (continuacéo)

AbERTA

@ se 1 = 220 (verdadeiro valor de 1)
B(u =220) = P(no rejeitar Ho|pt = 220) = P(X < 211.63|u = 220) =

=pr( %t < 72”-62‘2”) = P(Z < —1.674) = 0.0471

n

onde 211.63 = Ug + 21_¢ \% = 200 + 2,995 = 200 +-2.326 x 5 (valor critico para X - extremo
da RC)

@ se 1 = 215 (verdadeiro valor de tt1)
B(u=215) = P(no rejeitar Hy|pt =215) = P(X < 211.63|u = 215) =

=p( Xt < %) = P(Z < —0.674) = 0.250216
/A

@ se =210 (verdadeiro valor de 1)
B(u=210) = P(X < 211.63|u = 215) = P(Z < 0.326) = 0.62778
@ se | = 205 (verdadeiro valor de 1)

B(p =205) = P(X < 211.63|u = 205) = P(Z < 1.326) = 0.90756

(Catarina S Nunes) Estatistica Aplicada | (U.C. 21041) Tema 4 56/57
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Erro do Tipo l e ll Exemplo

Exemplo 9 (continuacéo)

O valor de 3 diminui a medida que o verdadeiro valor de Ll se afasta de [y = 200.

Na realidade, a medida que U se afasta de iy, torna-se mais dificil errar, ou seja, € menos provavel que
néo se detete o novo valor da procura média.

Se a verdadeira média for 205, é mais facil confundir uma amostra retirada dessa populagdo com uma
amostra retirada da populagdo com iy = 200 (e, por isso, dizer que ela é do grupo da Hp, isto é ndo

rejeitar Hp), do que se a verdadeira média for 220.
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