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ABSTRACT

The simplification of algebraic expressions can be accomplished at the most
atomic or elementary step. This thesis introduces a new method of simplifying
algebraic expressions, using 1* order unification and term rewriting methods.
Algebraic expressions are viewed as triangular structures, of finite depth, and are
rewritten, axiomatically, into a finite set of equivalent forms that leads to their
normalization. Rewriting is done by matching these expressions with the left sides
of mathematical formulas with the same triangular structure. The simplification
method, defended by this thesis, produces complete symbolic solutions as opposed
to straight, either numeric or symbolic, answers. A symbolic solution is a solution
that reflects the mathematical reasoning behind the resolution process. Research in
symbolic computing has already produced many outstanding results in the area of
term unification and rewriting. Our simplification method is built on this research.
By viewing these expressions as triangular structures, it was possible to develop
very efficient ways of matching algebraic expressions and mathematical rules by
classes of equivalence. The method that is defended in this thesis is based on
standard unification and logic composition of mathematical expressions, using 1%
order functional constructors and oriented conditional term rewriting. The method
was implemented on Prolog and uses DCG as a natural language processor for
mathematical expressions. The majority of computer algebra systems (CAS), such
as Maple™ and Mathematica™, use higher order logics and do not produce
symbolic solutions at the elementary level. The program MathXPert™ and the
derivation system developed for the EPGY program of the University of Stanford
produce these kinds of solutions but use also higher order logics. Our contribution
was the development of a triangular structure as a logic structure for symbolic
computation. It was thanks to this kind of structure that it was possible to develop

complete symbolic solutions to algebraic simplification problems using only 1*
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order logic.
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RESUMO

A simplificacdo de expressdes algébricas pode ser feita ao nivel mais
atomico ou elementar. Esta tese introduz um novo método de simplificar
expressoes algébricas, utilizando métodos de unificacdo e reescrita de termos de 1?
ordem. As expressOes algébricas sdo vistas como estruturas triangulares, de
profundidade finita, ¢ s3o reescritas, axiomaticamente, num numero finito de
formas equivalentes que conduzem a sua normalizacdo. A reescrita ¢ feita
comparando essas expressoes com o lado esquerdo de férmulas matematicas com a
mesma estrutura triangular. O método de simplificacdo, defendido nesta tese,
produz solugdes simbolicas completas, e ndo apenas respostas directas, numéricas
ou simbolicas. Uma solugdo simbdlica ¢ uma solugdo que reflecte o raciocinio
matematico que estd por trds do processo de resolugcdo simbdlica. A pesquisa em
computacdo simbolica tem produzido resultados bastante significativos na area da
unificago e reescrita de termos. O nosso método de simplificagdo foi desenvolvido
com base nos resultados obtidos dessa pesquisa. Com o conceito de estrutura
triangular, foi possivel desenvolver formas bastante eficientes de comparar
expressoes algébricas e regras matematicas por classes de equivaléncia. O método
de simplificagdo, que ¢ defendido nesta tese, ¢ baseado no método convencional de
unificagdo e na composi¢ao logica de expressdes matematicas, utilizando
construtores funcionais e regras de reescrita condicional de 1* ordem. O método foi
implementado em Prolog e utiliza 0 DCG como processador da linguagem corrente
de expressdes matematicas. A maioria dos sistemas de computagdo algébrica
(CAS), como por exemplo o Maple™ e o Mathematica™, utilizam logicas de
ordem superior ¢ nao produzem solugdes simbolicas ao nivel elementar. O
programa MathXPert™ e o sistema de derivacdo desenvolvido para o programa
EPGY da Universidade de Stanford produzem esse tipo de solucdo mas utilizando

também logicas de ordem superior. A nossa contribuicdo foi o desenvolvimento da
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Resumo

estrutura triangular como uma estrutura ldgica para a computagdo simbolica de
expressdes matematicas. Foi gracas a este tipo de estrutura que foi possivel
desenvolver solugdes simbolicas para problemas de simplificagdo algébrica,

utilizando apenas logicas de 1% ordem.
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Capitulo 1 Introducéo

MOTIVACAO E OS OBJECTIVOS DA TESE

1.1 Os Objectivos da Tese

As palavras proferidas pelo Professor Allen' [ALLS8S],

“We think in terms of words. Yet today anyone who identifies
lexical reasoning, based on gradually formalized natural
language, as the key to the learning of mathematics, is filing a
minority report.””
ilustram bem a importancia que as palavras t€ém no desenvolvimento da capacidade
de interpretagdo e de raciocinio e, portanto, na aprendizagem da Matematica como
uma linguagem natural. Mas para isso ¢ necessario que tanto a linguagem como os
termos que nela sdo empregues — as expressdes matematicas — sejam, tanto quanto
possivel, inequivocas. A Matematica ndo ¢ apenas uma linguagem de expressdes. E

também uma linguagem que emprega a ldgica e o raciocinio na manipulacdo dessas

expressoes.

O que nos motivou para este trabalho de investigagdo foi precisamente a
importancia que a simplificagdo algébrica desempenha no ensino e aprendizagem

da Matematica. As expressdes que estuddmos para esta tese sdo do tipo que ¢

Palavras extraidas do discurso proferido por Frank B. Allen, Professor Emérito de Matematica da Elmhurst
College, no Encontro Anual da NCTM em Chicago, Abril 1988. O Professor Allen foi um dos Presidentes da
NCTM e era nessa altura o Conselheiro Nacional do “Mathematically Correct”.

“N6s pensamos em termos de palavras. No entanto, quem hoje identifique a capacidade de interpretagio e
raciocinio, com base numa linguagem natural, gradualmente, formalizada, como sendo a chave para a
aprendizagem da Matemadtica, faria, certamente, parte de uma minoria.” (Tradugdo)
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normalmente utilizado no ensino secundario. O numero de operadores matematicos
incluidos neste estudo € restrito assim como a classe de expressdes que resultam da
composi¢ao logica desses operadores como estruturas binarias. Neste estudo ndo

foram incluidos os polindmios.

Como sabemos, a Matematica ndo ¢ uma linguagem natural, no sentido em
que o sdo, por exemplo, linguagens como o Portugués [MAT96]. De facto, na sua
forma escrita, a Matematica ¢ uma linguagem que poderiamos classificar como,
essencialmente, grafica e, predominantemente, abstracta. Na sua forma falada,
porém, a Matemadtica, em pouco ou nada, se distingue dessas outras linguagens.
Frases, como “calcular a primeira derivada do logaritmo natural do quadrado de x”,
ou “simplificar o logaritmo decimal do cubo de 10”, sdo frases que classificariamos
facilmente como naturais. Nessas frases, as expressdes matematicas estdo escritas

em linguagem corrente.

Uma grande parte do ensino da Matematica, ao nivel do secundario, tem que
ver precisamente com a capacidade de interpretacdo e manipulacdo de expressodes
matematicas. Fazer Matematica €, em grande parte, isso — interpretar € manipular
expressoes. De facto, as expressdes matematicas podem ser lidas de uma forma que
poderiamos classificar de operacional. Por exemplo, a expressdo log, X* pode ser
lida operacionalmente como “log e pwr 2 x”. Com esse tipo de leitura ¢ possivel
obter interpretagdes inequivocas dessas expressdes. Uma leitura operacional ¢ uma
forma de leitura baseada na representagdo logica de expressdes matematicas como

estruturas arboreas binarias. Um tipo de estrutura que designamos por estrutura
triangular (Secgdo 2.4). Por exemplo, a expressdo log, X* pode ser representada por
uma expressdo logica, do tipo log(e,pwr(2,X)). Numa expressdo logica, os
operadores matematicos estdo representados de uma forma explicita e prefixa, como

operadores binarios. Essa forma de representacdo ¢ baseada na notagdo polaca.

Com base nesse tipo de representacdo, ¢ possivel simplificar, de forma
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simbolica, a classe de expressdes matematicas, cuja caracterizagdo pode ser obtida

por leitura operacional da sua componente principal. Por exemplo, a expressdao

log, 4, pode ser interpretado operacionalmente como o “logaritmo de uma

poténcia”. J4 o mesmo ndo sucede com polindmios e outras expressdes cujo
significado operacional ndo se pode obter dessa forma. Por exemplo, o polinémio

x> +2Xx+4 ndo pode ser interpretado operacionalmente como a “soma de uma

soma”. O mesmo se poderia dizer de expressdes como \/\/5 +v2 ou 4. 0

significado operacional de uma expressdo matemadtica ¢ simplesmente, o resultado

de uma leitura simbolica da sua representagao logica. Essa leitura envolve apenas a

componente principal. Por exemplo, a expressdo log, v X* ¢ interpretada como o

“logaritmo de uma raiz”. A leitura simbolica de uma representacdo logica ¢
simplesmente uma leitura sequencial dos seus simbolos, da esquerda para a direita,
excluindo os parénteses e virgulas. As componentes de uma expressdo sao
interpretadas e simplificadas separadamente. Essa forma operacional de interpretar
expressdes matematicas permite que as expressoes possam ser simplificadas de uma
forma simbolica que designamos por resolucao simbdlica. Através de uma leitura
operacional podem ser facilmente identificados, de uma forma explicita ou

implicita, os contextos em que estdo inseridas as expressoes.

Uma resolucdo simbolica €, simplesmente, uma sequéncia ordenada de
transformacoes logicas efectuadas, por reescrita axiomatica, sobre uma expressao, e
que visam essencialmente a obtencdo da forma mais simples dessa expressdo. Esse
tipo de reescrita esta intimamente ligado ao significado operacional das expressoes.
Uma reescrita axiomatica ndo ¢ mais do que uma transformagao ldgica obtida por
via axiomatica. A base axiomatica de uma resolugdo simbolica ¢ simplesmente um
conjunto finito de regras de reescrita (axiomas e teoremas), condicionais,
organizado por classes. A classe de uma expressdo ¢ determinada, Unica e

exclusivamente, pela sua assinatura, ou seja, pela estrutura logica da sua
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componente principal. De facto, podemos dizer que a classe de uma expressao ¢

determinada pela forma inequivoca como a sua componente principal ¢ lida. Por

exemplo, expressdes como log,(X+1)° e log, x>, possuem a mesma assinatura,
log_pwr . Ambas sdo expressdes que poderiamos caracterizar como “logaritmos de

poténcias”, ou seja, expressdes com uma estrutura logica do tipo log(_, pwr(_, )) 3

Tal como em qualquer linguagem, também na Matematica, os simbolos
fazem-nos agir e reagir de acordo com o seu significado. Em Matematica, porém, os
padrdes simbolicos representam expressdes com significados operacionais bem

definidos. A reescrita axiomatica ¢é, precisamente, a transformacao logica desses

padrdes, por reescrita. Por exemplo, a expressdo log,(x+1)* pode ser reescrita
como 2log,(Xx+1), aplicando-lhe uma regra de reescrita da sua classe.

Naturalmente, a reescrita de uma expressao depende da regra que lhe ¢ aplicada e
da parte da estrutura em que essa regra ¢ aplicada, ou seja, da estratégia que €
escolhida para a simplificar. E, precisamente, através de uma leitura operacional

desses padrdes, que essas estratégias sdo determinadas.

Verificou-se que, relativamente ao conjunto de axiomas em estudo, uma
reescrita axiomatica depende apenas da caracterizagdo da expressao relativamente a
essa base. Caracterizagdo que ¢ feita com base naquilo que designamos por
assinatura (Seccdo 2.4.1). O resultado de uma reescrita ¢ uma expressao equivalente

que tanto pode ser irredutivel (normal) como irredutivel (redutora ou

potencialmente redutora). Por exemplo, a expressdo log, x> pode ser transformada
numa outra, que lhe é equivalente, 2log, X, mas irredutivel. Pensamos também que

muitas outras expressdoes matematicas, como por exemplo, equagdes algébricas
(2x+1=3x-2) ou inequagdes (3x+1>4), poderiam ser tratadas também por

reescrita axiomatica.

3O simbolo “ _ 7 ¢ utilizado, aqui, para representar argumentos, tanto atdmicos como funcionais (ver Secgdo

22.1).
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Pretendemos, com esta tese, demonstrar que

Hipotese I:

E possivel resolver, de forma simbolica e por reescrita axiomdtica,
qualquer expressio matemdtica que possa ser completamente
caracterizada pela estrutura triangular da sua componente principal

e que seja simplificivel.

A caracterizacdo ¢ feita através da assinatura. Para resolver expressoes
matematicas, de uma forma simbolica e por reescrita axiomatica, ¢ necessario
aplicar um certo nimero de regras de reescrita e estratégias de resolu¢do. Uma
expressdo ¢ simplificavel se existirem regras de reescrita com a mesma assinatura

que reduzam o seu grau de complexidade, ou aumentem o seu poder redutor.

A resolucdo simbdlica de expressdes matematicas visa essencialmente a
simplificagdo dessas expressoes, atraveés da reescrita axiomatica de uma, ou mais,
formas equivalentes dessas expressoes. Por exemplo, para resolver uma expressao,
como log, 4%, de uma forma simbdlica e por reescrita axiomatica, € necessario
aplicar um certo numero de regras de reescrita. A aplicacdo dessas regras ¢
determinada pela classe de reescrita dessa expressdo. A classe de reescrita de uma
expressdo define o conjunto de assinaturas que podem intervir na resolucdo dessa
expressao. Resolver uma expressao ¢ obter uma solucao simbolica dessa expressao,
ou seja, obter uma sequéncia logica de formas equivalentes dessa expressdo, que

conduzam a forma normal dessa expressdo. No caso da expressdo log, 4°, uma

, - . A . .4
possivel solucdo seria uma sequéncia do tipo

2 1 2 |1
log, 4* —, 2log, 41 —, 2log, 2 V' 2(2log,2) >,

4 As letras gregas, nessa sequéncia, representam o tipo de reescrita aplicada nessas transformagdes. As setas,

le—, representam o tipo de estratégia aplicada. As setas denotam também uma relag@o de equivaléncia
entre os varios elementos dessa sequéncia.
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—_2(2)log, 24— _4log,2

Cada solu¢do ¢ o resultado da aplicagio de um certo numero de
estratégias. Todas as formas equivalentes de uma expressao, obtidas por reescrita
axiomatica, possuem significados operacionais bem definidos, isto ¢, podem ser
caracterizadas pelas estruturas triangulares das suas respectivas componentes

principais.

As varias formas de resolver, simbolicamente, uma expressdo matematica,
diferem apenas no tipo de raciocinio que ¢ aplicado na resolu¢do. Solow [SOL82]
compara esse tipo de raciocinio com aquele que ¢, normalmente, utilizado na
resolugdo de problemas de labirintos. Segundo Solow, a resolucdao desse tipo de
problemas pode ser feito, por avangos e recuos, aplicando estratégias de resolugao
que utilizem métodos de busca em profundidade (depth-first search), métodos de
busca em extensdo (breadth-first search), ou métodos que sejam uma combinacdo

de ambos.

Verificdmos também que a aplicagdo de estratégias depende do tipo de

operadores matematicos  presentes nessas expressoes. Por exemplo, para se

~ 3 . ro.
resolver uma expressdo, como log,v4 , pode-se aplicar uma estratégia de

simplificacdo, para logaritmos, e resolver a componente v4° . Um dos factores que
influencia a escolha de uma estratégia ¢, precisamente, o tipo de estrutura triangular,
que estd subjacente a essas expressoes. Uma estrutura triangular ¢ uma estrutura

arborea binaria, com uma assinatura bem definida.

Um dos principais objectivos desta tese foi, precisamente, o0
desenvolvimento de uma estrutura computavel para a resolucdo simbolica de
expressoes matematicas por reescrita axiomatica. O resultado foi o
desenvolvimento da estrutura triangular como forma de representacdo logica de

expressdes matematicas. O que nos motivou foi o facto de ser este o tipo de
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estrutura exibido pelas regras matematicas (axiomas e teoremas) que servem de

base axiomatica a resolugdo simbolica.

A resolugdo simbolica de expressdes visa, essencialmente, a simplificagdo
dessas expressdes ou seja, a aplicacdo de um certo nimero de regras de reescrita
que reduzam, ou contribuam para a redugdo do grau de complexidade dessas

estruturas.

Pretendemos, com esta tese, demonstrar também que

Hipotese II:

A resolucdo simbolica, por reescrita axiomatica, de expressdes
matematicas com estruturas triangulares, é convergente se a base

axiomatica for completa.

Com o desenvolvimento da estrutura triangular, foi possivel definir uma
forma de leitura, totalmente computacional, baseada na representacdo logica de

expressdes matematicas, como estruturas arbdreas binarias, com uma assinatura

bem definida. Por exemplo, uma expressdo, como log, \/E , com uma estrutura
triangular do tipo log( ,root(_,pwr(_, ))) pode ser lida, operacionalmente, como
uma expressdo com uma assinatura l0g_root e duas componentes, root_pwr e
pwr . As componentes sdo resolvidas separadamente como estruturas triangulares e

o resultado composto de uma forma logica por reescrita também. A convergéncia
de uma resolugdo simbodlica determina a unicidade do seu resultado. O resultado de
uma resolucdo simbdlica ¢ a forma mais simples dessa expressdo. O conceito de
simplicidade, nesta tese, ¢ determinado apenas, comparativamente, com outras
formas equivalentes da mesma expressdo. O grau de complexidade de uma
expressao ndo ¢ um valor intrinseco da expressdo. O grau de complexidade de uma

expressao ¢ determinado, comparativamente, pelo seu nimero de componentes ¢ a
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estrutura triangular das suas componentes

Para o desenvolvimento de uma linguagem de resolugao simbolica baseada
na estrutura triangular, como forma de representacdo logica de expressoes
matematicas, € na reescrita axiomatica como método de transformacdo logica de
expressdes, optamos por uma linguagem de programagao logica de 1* ordem, como
o Prolog. O Prolog retne todos os requisitos necessarios para o desenvolvimento de
uma linguagem deste tipo . A base axiomatica estd representada por um conjunto
de clausulas definitivas (“definite clauses”), devidamente classificadas por tipo de
assinatura. O acesso a base ¢ feito de forma sequencial e por unificagdo (Secgao
3.3.2). A reescrita axiomatica ¢ simplesmente o resultado da unificagdo de uma
expressao logica com uma regra de reescrita com a mesma assinatura. A assinatura
de uma expressao define a sua classe. Por exemplo, a relagdo fundamental entre
logaritmos e poténcias esta representada por um conjunto de clausulas, onde o lado

esquerdo da  relagdo € representado por um termo do  tipo

log(Arg,,pwr(Arg,,, Arg,,)). Clausulas desse tipo unificam apenas com

expressoes cujas assinaturas sao do tipo log_pwr (logaritmos de poténcias).

Beeson e Ravaglia desenvolveram sistemas semelhantes, mas baseados em
logicas de ordem superior. O sistema desenvolvido por Beeson, Mathpert, foi
totalmente desenvolvido em C, e mais tarde comercializado com o nome de
MathXpert™ (2000). A sua comercializagdo tornou, de certo modo, dificil o acesso
a certos aspectos técnicos do sistema, como por exemplo o tipo de estruturas e
métodos utilizados na representacao e transformagdo de expressdes. Ravaglia, por
outro lado, desenvolveu um sistema de derivagdo com base no sistema Maple™. O

Maple™ ¢ utilizado, aqui, como motor inferencial.

A principal contribuigdo desta tese foi o desenvolvimento da nogdo de
estrutura triangular, como forma de representacdo logica de expressoes

matematicas. Com base nesse tipo de estrutura, foi possivel desenvolver um método
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de resolucdo simbolica, bastante eficiente, computacionalmente, baseado na
reescrita axiomatica de expressdes matematicas. Como aplicacdo pratica, foi
desenvolvido um programa, em Prolog, capaz de resolver, simbolicamente, e passo
a passo, expressoes matematicas escritas em linguagem corrente (natural) ou

abreviada (quasi-natural).

Os métodos que desenvolvemos utilizam o método de resolug¢do SLDNF
(Linear Resolution for Definite Clauses with Selection Function and Negation by
Failure) do Prolog, como motor inferencial. A reescrita de expressdes ¢ feita por
composicao logica de construtores-A . A reescrita axiomatica € feita por unificagao
(Seccdo 3.3.2) dessas expressoes com regras de reescrita, condicionais, organizadas
hierarquicamente por classes e ordenadas por ordem decrescente do poder redutor.

A aplicagdo de estratégias ¢ controlada pelo principio de exclusdo e backtracking.

1.2 Organizac¢édo do Documento

No Capitulo 2 ¢ abordado o objecto deste estudo, ou seja, a resolugao
simbdlica de expressdes matematicas por via axiomatica. Sao tratadas, ai, questoes
sobre a representacdo logica de expressdes matematicas, o processo de
transformacdo logica como uma forma de reescrita de expressdes por via
axiomatica, ¢ a resolug¢do simbolica como uma sequéncia de transformagdes 16gicas
que conduzem a simplificacio de expressdes. E ai que é discutida também a

estrutura triangular como uma forma computacional, bastante eficiente, de

representar expressdes matematicas.

No Capitulo 1 ¢ abordado o trabalho relacionado e a base tedrica em que o
nosso trabalho se baseou. Nesse capitulo ¢ discutida a representa¢do logica de
expressdes matematicas utilizando uma linguagem logica de 1* ordem, os métodos

de resolucdo e unificacdo utilizados por uma linguagem de programacio logica
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como o Prolog, a andlise de expressdes utilizando gramaticas DCG e a reescrita

condicional de termos.

No Capitulo 4 ¢ discutido o nosso trabalho de investigagdo, ou seja, a
linguagem desenvolvida, em Prolog, para a resolu¢dao simbdlica de expressoes
matematicas, por via axiomatica. Nesse capitulo ¢ abordada a formagdo de
expressdes por composicdo logica e constru¢do-A4, e a transformacdo logica de
expressdes matematicas, por reescrita axiomética. E ai que sdo discutidos os vérios
tipos de reescrita, a memoria colectiva de uma resolugdo e o principio de exclusao

como uma forma de garantir a convergéncia do sistema de reescrita.

No Capitulo 1 ¢ discutido o Assistente de Matematica que desenvolvemos
com base nessa linguagem. O Assistente utiliza uma interface grafica, desenvolvida
em Java, para a escrita de expressOes matematicas, em linguagem natural ou quasi-

natural, e para a resolucdo simbolica dessas expressoes.

Finalmente, no Capitulo 6, sdo discutidas as conclusdes a que chegdmos e
que tém a ver, essencialmente, com as duas hipdteses que nos propusemos defender
nesta tese. Nesse capitulo sdo abordadas também algumas das ideias sobre o nosso

trabalho futuro.

O Apéndice A apresenta a implementacdo Prolog de algumas das estratégias

e regras que sao utilizadas numa resolugao simbdlica de expressdes matematicas.

O Apéndice B lista os axiomas e teoremas em que a reescrita axiomatica se

baseou.

O Apéndice C apresenta alguns dos exemplos resolvidos, nesta tese, por

reescrita axiomatica.
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A RESOLUCAO SIMBOLICA DE EXPRESSOES

MATEMATICAS POR VIA AXIOMATICA

2.1 Introducéo

A Matematica ¢ uma linguagem com uma gramatica e vocabulério proprios.
Como tal, esta sujeita, como todas as outras, a regras, bem definidas, de composi¢ao
e sintaxe. A linguagem corrente da Matematica utiliza operadores binarios. Assim,
quando se pede a alguém, para “simplificar o logaritmo natural do quadrado de 4”,
esta-se, de facto, a falar Matematica. Frases, como essa, induzem-nos a raciocinios,
mais ou menos, elaborados do que se deve fazer com expressdes, como o
“logaritmo natural do quadrado de 4”. Sao frases que colocam questdes

operacionais sobre expressoes matematicas.

Resolver expressdes matematicas, de uma forma simbdlica, ¢ obter solucoes
simbolicas que reflictam, de uma forma detalhada e completa, o tipo de raciocinio
que foi empregue nesse tipo de resolucdo. Quando se pede a um aluno do ensino
secundério para “simplificar o logaritmo natural do quadrado de 4”, esta-se, de
facto, a pedir que ele/a faca algo que tem a ver com aquilo que designamos por
significado operacional dessa expressdo. Por outras palavras, estd-se a pedir ao

aluno que responda a questdo “Qual é a forma mais simples da expressio log, 4° 7.

Ou seja, que transforme essa expressdo numa forma equivalente mas menos

complicada. Neste caso, a resposta seria 4log, 2. Mas, nem todas as questdes, em

Matemética, sdo tdo simples como essa. Questdes, como “calcular a segunda

11
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derivada do logaritmo natural da raiz cubica do quadrado de x”, exigem uma
exposi¢do mais detalhada do tipo de raciocinio® que deve ser utilizado nessa
resolucdo. Mas sera que o aluno ¢ capaz de o fazer? Ele sabe que vai ter de aplicar

um numero de axiomas e/ou teoremas para o fazer. Mas quais e como?

O estudo apresentado nesta tese foca o tipo de raciocinio que ¢ normalmente
utilizado na simplificacdo de expressOes algébricas. O tratamento de expressoes
algébricas requer uma base axiomatica relativamente completa. Nesta tese, vamos
tratar dos axiomas mais comuns, possibilitando assim um tratamento de expressoes
matematicas relativamente completa e, para tal, restringirmo-nos aos que sao

tratados no ensino secundario.

Para responder a esse tipo de questdes, € necessario definir primeiro o que
entendemos por expressao matematica e quais as formas de a representar. O que ¢
entdo uma expressio matemdtica? A resposta a esta questdo leva-nos, forgosamente,

a consideragdes de representatividade e, portanto, a aspectos de natureza linguistica.
Uma expressao matematica pode ser representada de varias formas.

e Gréfica — Nesta forma de representagdo sdo utilizadas formas especiais
de escrita (como por exemplo, indices e expoentes), para representar
certos operadores matematicos de uma forma implicita. Graficamente,
os operadores matemadticos podem ser representados de uma forma
explicita ou implicita. Esta forma de representacdo ¢ a forma que &,

normalmente, conhecida por notagdo matematica. Uma expressao, como

log, 47, estaria representada nessa forma;

e Linear — Nesta forma de representacdo sdo utilizados simbolos

especiais (como por exemplo, o simbolo “*”), para representar certos

> A exposigio de raciocinios matematicos é também utilizada noutras areas da Matematica como, por exemplo,

na demonstragdo de teoremas, ou a resolugdo de “word problems”. Nesta tese, estamos apenas interessados no
tipo de raciocinio dedutivo que ¢é utilizado na simplificagdo de expressoes.
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operadores matematicos, como por exemplo poténcias, de uma forma
explicita, mas linear. Esta ¢ a forma normalmente utilizada na escrita
computadorizada de expressdes matematicas. Nessa forma de escrita, os
operadores matematicos estdo representados de uma forma infixa, ou

prefixa. Por exemplo, uma expressdo, como log(e,4"2), seria a forma

linear de se representar a expressdo grafica, log, 4°;

e Ldgica — Nesta forma de representagdo sdo utilizados simbolos
lexicograficos (como por exemplo, “log” ou “pwr”), para representar os
varios operadores matematicos, de uma forma explicita mas também
estritamente linear. Nessa forma de escrita, os operadores matematicos
estdo representados de uma forma prefixa e bindria. Esta foi,
precisamente, a notagdo que escolhemos para representar expressoes

matematicas. Por exemplo, uma expressdo, como log(e,pwr(2,4)),

seria a forma logica de se representar a expressdo grafica log, 4°;

e Quasi-natural — Nesta forma de representagdo, semelhante a logica, os
elementos estruturais (como por exemplo, parénteses e virgulas) sdo
substituidos por espacos. Esta foi a notagdo que escolhemos para
escrever (input) expressdoes matematicas como arvores bindrias. Por
exemplo, uma expressdo, como “log e pwr 2 4”, seria a forma quasi-

natural de se representar a expressdo grafica log, 4°;

e Natural — Nesta forma de representacdo, semelhante a quasi-natural, a
expressdo € escrita em linguagem corrente. Por exemplo, uma

expressdo, como “logaritmo natural do quadrado de 4”, seria a forma

natural de representar a expressdo grafica log, 4°.

Como veremos a seguir, a representacdo logica ¢ a forma de representacao
que melhor se adequa a uma forma de leitura que designamos por operacional ou

computacional. Nessa forma, a expressdo matematica ¢ designada por expressao

13
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logica. Numa expressao logica, os operadores matematicos estdo representados por
formas prefixas e lineares. Veremos, na Secc¢do 2.3.2, que as formas lineares com
operadores infixos podem introduzir ambiguidades na leitura simbolica de

expressdes matematicas.

2.2 A Representacéo Logica de Expressoes

Como sabemos, as expressoes matematicas possuem uma forma de leitura e
de escrita, diferente daquela que €, normalmente, utilizada pela grande maioria das
expressdes em Portugués. Em Portugués, as expressoes sdo lidas e escritas de uma

forma que poderiamos classificar como linear e sequencial.

A forma de escrita que, aparentemente, alguns operadores matematicos
apresentam, como sendo linear e sequencial, ¢ apenas iluséria. A soma e a
subtrac¢do sdo dois desses operadores. Essa aparente ilusdao parece advir apenas do
facto desses operadores serem, normalmente, interpretados como “mais” e “menos”,
respectivamente. A ilusdo ndo existiria, se esses operadores fossem interpretados
como “soma de” ou “diferenca entre”. Essa ¢ alids a forma como esses operadores
sdo escritos em linguagem corrente. Na sua grande maioria, os operadores
matematicos possuem formas graficas de escrita, que pouco ou nada tém a ver com

a escrita, em linguagem corrente.

Como se sabe, quando se estuda uma linguagem, deve-se ter em linha de
conta dois aspectos fundamentais:
e A forma como as expressoes devem ser escritas (0 aspecto sintactico);

e A forma como as expressdes devem ser lidas ou interpretadas (o aspecto

semantico).
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No caso de uma linguagem, como a apresentada nesta tese, que lida
essencialmente com a resolucdo simbolica de expressdes matematicas, o aspecto
sintactico estd ligado a forma como essas expressdes devem ser introduzidas e
representadas no computador. O aspecto semantico, por outro lado, esta ligado ao
significado operacional dessas expressoes, ou seja, a forma como essas expressoes
devem ser resolvidas simbolicamente. A forma correcta e inequivoca de se ler uma
expressdo matematica ¢ através de uma leitura operacional. Como veremos, uma
leitura operacional confere a expressdo um significado que poderiamos designar

por operacional ou computacional.

Quando se escreve, por exemplo, a soma de dois numeros, como 2+ 3, esta-
se, de facto, a escrever algo que tem a ver com o conceito, ou operagdo soma. E,
precisamente, o significado daquilo que se escreve, que realmente importa. A forma
como se escreve ¢ meramente sintdctica. Quanto mais proximos estiverem esses
dois conceitos, tanto melhor serd o resultado obtido. Um bom livro € aquele que
esta escrito numa forma que todos entendem. Talvez seja essa a razdo porque a

Matematica € tdo mal compreendida!

ENTRADA

Griafica

SAIDA

Figura 2.2.1 Estrutura da linguagem
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A linguagem apresentada nesta tese utiliza trés niveis de representagdo
(grafico, natural ou quasi-natural, e 16gico). Como esta ilustrado na Figura 2.2.1,
cada nivel possui o seu proprio suporte linguistico. O Prolog foi o suporte que
escolhemos para o nivel logico da linguagem. Uma expressdo, como log, 4°, é
representada a esse nivel, por uma expressdo logica, do tipo log(e,pwr(2,4)). O
nivel logico € o nivel computacional da linguagem. Os outros dois niveis (grafico, e
natural ou quasi-natural) sdo apenas niveis de apresentagdo dessa expressdao. Por
exemplo, a expressdo “logaritmo natural do quadrado de 4”, seria a forma natural®

da expressdo grafica log, 4” ser lida ou interpretada, em linguagem corrente, por

um ser humano. Essa ¢é precisamente a forma que traduz, de forma inequivoca, o

significado operacional dessa expressao.

2.2.1 A Expressao Logica

Ao nivel logico, todas as expressdes matematicas tratadas nesta tese sdo
representadas por estruturas arboreas binarias. As arvores bindrias sdo uma forma
bastante eficaz de se representar estruturas de expressdes [VALOO]. Como veremos,
também, as arvores binarias sdo também uma forma bastante eficiente de se lidar,
computacionalmente, com expressdoes matematicas. De facto, com base nesse tipo
de estrutura, foi possivel desenvolver, em Prolog, métodos bastante eficazes para
lidar computacionalmente com a resolucao simbolica de expressdes matematicas. A
esse tipo de representagdo demos o nome de expressio logica. Veremos, na Sec¢ao
2.4, que essas expressdes exibem um tipo de estrutura que designamos por

triangular.

Definigdo 2.2-1 Expressdo Légica

Uma expressdo logica € um termo, se€7 , formado a partir de

6 A forma quasi-natural é para todos os efeitos uma forma abreviada da linguagem corrente. Tanto uma como a
outra sao formas inequivocas de se ler uma expressdo matematica.
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termos atomicos 7, e de termos funcionais 7., e onde

T:TAUTy:-

Termos como 4, X, log(4,X) e log(e,pwr(2,4)) sdo expressdes logicas.
Nessas expressoes, os termos 4 e X, sdo termos atdmicos e os termos log(4, X),

log(e,pwr(2,4)) e pwr(2,4), termos funcionais.

Definigdo 2.2-2 Termo Atémico

Um termo atémico é um termo, S€7,, formado a partir dos
ntmeros naturais N, de constantes especiais, A={x,—Le}, e
onde 7,=NUA . As constantes A representam

i) O numero de Néper, e,

i) A variavel matemética X, e

iii) O sinal negativo, —1.

Termos como X, € ou 4 sdo atdmicos, mas termo —4, ndo. Nesta tese,
foram apenas consideradas expressdes matematicas envolvendo uma tnica variavel
matematica X . A letra X foi escolhida para representar esse termo. Em Prolog, um

termo atomico ¢ um termo simples.

Defini¢éo 2.2-3 Termo Funcional

Um termo funcional é um termo, f(s,t)e 7, binario, formado a
partir de tipos funcionais Op, de termos atémicos 7, e de termos
funcionais 7, onde 7, =KUF e

i) K={f(st) feOpasteT\{x}},

i) F={f(s))|feOprse{x}ateT vseT ate{x}]

17
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Termos como /X , log,4 ou log, JX sdo termos funcionais. Em Prolog,

um termo funcional ¢ um termo composto.

Nesta tese foram apenas incluidos os seguintes tipos funcionais:

Tipo Funcional Operador Tipo
sum Soma ou adigao
¢ Op™™ = {sum, diff }
diff Difereng¢a ou subtracc¢do
rod Produto ou multiplicagio

P press Op®* ={prod, div}
div Quociente ou divisao
pwr Poténcia ou potenciagdo

Op™" ={ pwr, root|
root Raiz ou radiciagao
lo Logaritmo

J 8 Op ={log,exp}

eXp Exponencial ou exponenciagao
der Derivada ou derivagao Op* = {der}

onde
Op — Opsum U Op prod U Op pwr U Oplog U Opder —
= {sum, diff , prod, div, pwr, root, log,exp,der}

Como usualmente, numa expressdo logica, o operador principal é o
operador mais a esquerda (outermost). O operador principal &, portanto, o operador
com o ambito mais alargado na expressdo. Assim, numa expressdo logica, como
log(e,pwr(2,4)), o operador log ¢ o operador principal ¢ o operador pwr, um

operador que designamos, apenas, por operador argumento. Um operador
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argumento possui um ambito mais restrito.

Numa expressao logica, a componente principal sé pode ser um termo
atomico ou um termo funcional que define o seu operador principal. Por exemplo,

numa expressao logica, como log(e,pwr(2,4)), a componente principal ¢ o termo
funcional log(e,pwr(2,4)). Mas, numa expressao, como log(e,pwr(2,root(3,4))),

a componente principal ¢ também uma expressdo com uma estrutura semelhante.

O termo root(3,4) ¢ apenas um operador argumento da componente cujo operador

principal ¢ pwr . Isto leva a nogao de tipo que ¢ definido mais a frente.

Como veremos, na Sec¢do 2.4, uma estrutura do tipo log(o,pwr) ¢ uma
estrutura que designamos por estrutura triangular bésica do tipo log_pwr. A
expressao log(e, pwr(2,root(3,4))) possui uma estrutura desse tipo. As expressoes

matematicas, incluidas nesta tese, possuem estruturas triangulares.

2.2.2 A Constante Simbdlica

Numa expressdao logica, as constantes, varidveis e fungdes estdo
representadas por termos atdmicos e funcionais. Apenas os numeros naturais, N e
as constantes especiais A sao representadas por termos atomicos. Todas as outras

constantes e expressdes sao representadas por termos funcionais.

Nesta tese, apenas os nimeros naturais, N, sdo designados por constantes
numéricas. Por exemplo, termos como 3, 5 ou 16, representam constantes

numéricas.

Os numeros inteiros negativos, 7Z , estdo representados por constantes

simbolicas, S€ 7™, onde

I_:{f(s,t)e7'| f e{prod}/\SeS_/\teN}
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e & representa o sinal negativo. Termos, como prod(—1,3) ou prod(—1,15)

representam niimeros inteiros negativos.

Os numeros inteiros, Z =NUZ ", sdo os Gnicas constantes, nesta tese, que
podem intervir em calculos aritméticos. Expressoes, como 3(2) , —3(5) ou 3+5,

podem ser transformadas em constantes numéricas ou simbolicas. O resultado
dessas transformagdes sdo numeros inteiros. Mas, nem todas as constantes

simbolicas, envolvendo niimeros, sdo redutiveis por calculo numérico.

Exemplo 2.2-1 Calcular 3(%) por via axiomdtica

Expressoes como 3(%) sdo apenas transformdveis por via axiomdtica, ou

seja,

4 12
>—>
3 3

Transformacdes desse tipo (Secg@o 2.5) envolvem a aplicacdo sistematica
de um certo nimero de axiomas e/ou teoremas matematicos elementares. De novo,
nesta tese apenas focamos os axiomas que sdo aplicados no ensino secundario. Os
axiomas e teoremas formam aquilo que designamos por base da reescrita
axiomatica, ou simplesmente de base axiomatica do sistema de rescrita (Secgao
4.3.1). A base axiomatica, utilizada nesta tese, inclui apenas as propriedades

matematicas listadas no Apéndice B.

Como veremos, na Sec¢do 4.3.1, o proprio calculo numérico ¢ efectuado, de
uma forma que poderiamos classificar, também, de simbdlica. Todos os resultados
de uma resolucdo simbolica, sejam eles numéricos ou ndo, sdo obtidos por reescrita

axiomatica. Mas, nem todas as constantes simbolicas sdo transforméaveis. Por
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exemplo, expressdes como log,2 ou \/5, sdo constantes simbdlicas desse tipo.

Essas expressdes representam aquilo que, normalmente, ¢ designado na literatura
sobre reescrita [BAA98, DERO1] por formas normais, ou irredutiveis. Mas como
veremos na Sec¢do 2.5, essas formas podem assumir qualquer tipo de padrao

simbdlico (termo atémico ou funcional).

Defini¢édo 2.2-4 Constante Simbdlica

Uma constante simbdlica é um termo funcional, f(S,t)e/C.

Os seguintes elementos estdo representados por constantes simbolicas:

¢ O sinal negativo de uma expressao, ou seja, um elemento do conjunto

S

{ f(st)yeT|fef prod}/\SeS‘/\te{l}}
e Numeros inteiros negativos, ou seja, um elemento do conjunto

I‘:{f(s,t)e’ﬂ f e{prod}/\SeS‘/\teN\{O}}

e Numeros racionais, p/ g, ou seja, um elemento do conjunto

Q {f(s,t)e’T| f e{div}/\SeNUI‘/\IENUI‘\{O}}

e A raiz de ordem par n de um niimero, {/p , ou seja, um elemento do

conjunto

Q' ={f(s,H)eT | f e{root} As=2k Ak eN\{0} AteN}

e A raiz de ordem impar n de um niimero, {/p , ou seja, um elemento do

conjunto
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Q> ={f(s;)eT | f e{rootjAs=2k+1ak e N\{0} A
teNUI}

e O logaritmo de base a de um nimero, log, p, ou seja, um elemento do

conjunto
Q™ ={f(s,0)eT | f e{log} AseNU{e}\{0,1} At e N\{0}}

e A exponencial de base a de um numero, a’, ou seja, um elemento do

conjunto
Q* ={f(s,t)eT | f e{exp} AseNU{e}\{0,1} ateN]}

Como veremos na Sec¢do 4.2.1, o termo, —1, possui um significado

especial. O seu uso s6 ¢ permitido em determinados contextos.

Exemplo 2.2-2 Representacdo 16gica de —6

A constante —6, lida como “menos 6” ou “-6”, é representada pelo termo

prod(-1,6). A expressio —(—6), lida como “menos menos 6”7, €
representada por prod(—1,prod(—1,6)). Porém, essa expressio, lida como

“produto de -1 por -6”, seria representada por prod(prod(—1,1), prod(—1,6)).

Uma expressao do tipo prod(—1, ), ¢ designada por simétrica de . Por
simetria, o inverso ¢ também verdadeiro. Neste tipo de expressdes, o sinal estd
representado de forma explicita. Os niimeros inteiros negativos estao representados

desta forma.
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2.2.3 Os Vérios Tipos de Expressoes

As expressdes matematicas, apresentadas nesta tese, sao representadas por

expressoes 16gicas. Como sabemos, numa expressdo logica, podem estar presentes,
. i N 2
zero ou mais operadores matematicos. Expressdes, como log, 4° e (loge 4) , S0

representadas por expressdes logicas como log(e,pwr(2,4)) e pwr(2,log(e,4)),
respectivamente. Como se pode observar, nessas expressdes estdo presentes 0s
mesmos dois operadores matematicos, mas numa ordem diferente. Uma leitura
simbolica dessas representacdes, ou seja, as expressdes “log e pwr 2 4” e “pwr 2 log
e 4”, mostra, de facto, que essas duas expressoes diferem, apenas, na ordem em que
os respectivos operadores estao dispostos. Esse tipo de leitura confere a expressao
aquilo que designamos por significado operacional dessa expressdo. Como veremos
na Sec¢do 2.3.1, as expressOes matematicas podem ser caracterizadas com base

nesse tipo de leitura.

Mas o que se poderia dizer do significado operacional de expressdes como

log, 4> e log,2*, onde os operadores estdo dispostos na mesma ordem? Uma

leitura simbolica das respectivas representagdes logicas, ou seja, as expressoes “log
e pwr 2 47, e “log e pwr 4 2”7, mostraria que essas duas expressdes possuem, de
facto, o mesmo significado operacional. Tanto uma com a outra, possuem estruturas

do tipo log(o, pwr). Poderiamos dizer que uma estrutura desse tipo define, de facto,

um certo tipo de expressdo. E, como ¢ dbvio, expressdes do mesmo tipo devem
possuir caracteristicas operacionais semelhantes. Relativamente aos axiomas
utilizados nesta tese, ambas sdo tratadas, simbolicamente, de forma semelhante, ou

seja, a sua base axiomatica (axiomas e teoremas) ¢ a mesma.

Como veremos, na Seccao 2.4.1, esse tipo de estrutura possui uma
assinatura bem definida, através da qual se podem caracterizar as expressoes
matematicas. Porém, expressdes, como 2 ou X, sdo de um tipo que designamos por

atomico e que, como veremos mais adiante, ndo possui assinatura.
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Defini¢édo 2.2-5 Tipo Atomico

Um tipo atémico é uma entidade sintactica, denotada por none, que
identifica um termo atémico. O tipo none € representado,

abstractamente, pelo simbolo o.

De acordo com essa defini¢ao, todos os termos atomicos sao do mesmo tipo

(4tomos). Uma expressdo, como log, 4>, possui, portanto, trés termos atéomicos:

“e” 4 ¢ 2, todos do tipo none. Mas essa expressao possui uma estrutura de um tipo

que designamos por log(o,pwr). Os simbolos log e pwr, sao tipos que

designamos por funcionais.

Defini¢éo 2.2-6 Tipo Funcional

Um tipo funcional € um simbolo de funcdo, f € Op, que define o

tipo de operador matematico. Um tipo funcional € representado,

abstractamente, por op(_, ), onde o simbolo _ pode ser um tipo

atémico ou funcional.

De acordo com esta definigdo, expressdes como log, 4° possuem também
dois termos funcionais do tipo log e pwr. Como sabemos, essa expressdo €
representada por uma expressdo logica do tipo log(e,pwr(2,4)), com duas
componentes: uma, como uma estrutura logica do tipo log(o,pwr), € uma outra,
com uma estrutura logica do tipo pwr(o,0). Como veremos na Secgdo 2.4.1, essa

expressdo ¢ caracterizada como sendo uma expressao ldgica com uma estrutura do

tipo log(o, pwr) e uma assinatura log_pwr .

Mas, expressdes, como —X ou log, 2, possuem apenas um tipo funcional.
A expressdao —X , por exemplo, possui uma estrutura logica do tipo prod(o,o), e a

expressao log, 2, uma estrutura logica do tipo log(o,0) . Como veremos na Seccdo
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2.4.1, tanto uma como a outra sdo expressdes que caracterizamos como possuindo

uma assinatura do tipo op.

O facto de todos os termos atomicos serem do mesmo tipo, permite tratar

expressdes, como log, 4%, log, 2* ou log,, X*, como sendo do mesmo tipo, ou seja,

expressdes com uma estrutura légica do tipo log(o, pwr(o,0)) .

Tanto os tipos atdbmicos como os funcionais sdo tipos que consideramos
basicos. Como vimos atras, uma expressao logica pode conter um ou mais destes

tipos. Como poderiamos entdo definir o tipo de uma expressao?

Defini¢éo 2.2-7 Tipo de Expressdo

O tipo de expressdo € uma entidade sintactica formada pela
concatenagdo de todos os seus tipos atomicos e funcionais,

separados por _ que identifica a estrutura da expressao.

De acordo com esta defini¢do, uma expressdo, como log, V4’ , seria do
tipo “log_none_root_none_pwr_none_none”. Como veremos na Secg¢do 2.4, uma
expressdo desse tipo possui uma assinatura log_root . Como se pode observar, a

assinatura de uma expressao inclui apenas os tipos funcionais da sua componente

rincipal. Uma expressdo, como log. /4% , seria também do mesmo tipo.
ge

2.3 A Leitura Operacional de Expressoes

O que acontece, entdo, quando tentamos ler uma expressdo matematica?
Consideremos, por exemplo, a expressdo X+3. Que significado lhe poderiamos
atribuir? Para ja, ndo se trata de nenhuma palavra, ou frase, escrita em Portugués.

Nao poderiamos caracterizd-la como tal. Quanto muito poderiamos dizer que a
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expressdo, em questdo, ¢ formada de elementos mais simples, como por exemplo,

(13

os simbolos “X”, “+” e “3”. Em Portugués, essa expressdo ndo teria qualquer
significado. Em Matematica, porém, o seu significado seria bastante preciso.
Operacionalmente, ela significaria “a soma de X com 3”. A sua leitura, em
Portugués, s6 poderia ser feita, simbolo a simbolo, ou seja, de uma forma que

considerariamos como, meramente, simbolica.

Definigdo 2.3-1 Leitura Simbdlica

Uma leitura simbdlica é uma forma de leitura que se faz, simbolo a
simbolo, da esquerda para a direita, excluindo quaisquer simbolos

estruturantes, como parénteses ou virgulas'.

Para se ler uma expressdao, como X+ 3, em Portugués, teriamos de o fazer,
simbolo a simbolo, ou seja, interpreta-la como se, de facto, significasse 0 mesmo
que “x mais 3”. Mas essa nao seria, certamente, a forma mais correcta de o fazer.
Qualquer um, com algum conhecimento de Matematica, facilmente reconheceria
que essa expressao tem um significado Matematico e que esse significado ¢, de
facto, “soma de x com 3”. Escrita dessa forma, ndo existiriam quaisquer davidas de
que a expressao X+3 representa, de facto, uma frase, em Portugués, sintdctica e

semanticamente, correcta.

Mas uma leitura simbolica nem sempre traduz o verdadeiro significado
operacional da expressdo. Leituras desse tipo podem até levantar algumas questdes

de coeréncia ou, mesmo, de interpretagdo, como veremos a seguir.

e De coeréncia porque muitas dessas expressdes matematicas nao podem

ser lidas dessa forma. Por exemplo, uma expressdo como 4° ndo pode

ser lida de uma forma simbolica. Qual seria a leitura do simbolo 2,

7 Qs parénteses e as virgulas sdo apenas utilizados para evidenciar uma determinada estrutura, ou desambigué-
la.
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nessa expressao?

e De interpretagdo porque essa forma de leitura pode conduzir, em alguns
casos, a interpretagdes ambiguas. Por exemplo, uma expressao, como

log,(x+1), teria uma leitura simbdlica, no minimo, ambigua.
Exemplo 2.3-1 Leitura simbdlica de 2(2 +3) e 2(2)+3

A expressio 2(2+3), lida, de uma forma simbolica, como “2 vezes 2 mais

3", seria ambigua, pois levaria a mesma interpretacdo, duas expressoes que

sabemos ser, matematicamente, diferentes, ou seja, as expressoes 2(2+3) e

2(2)+3.

Para as desambiguar, teriamos de incluir, nessa leitura, os proprios
parénteses, ou seja, lé-la como “2 wvezes abrir parénteses 2 mais 3 fechar
parénteses”? Essa frase ndo faria qualquer sentido, tanto em Portugués como em

Matematica. Seria, quanto muito, uma mera soletragdo dos seus simbolos!

2.3.1 O Significado Operacional

Uma leitura simbdlica confere apenas um significado simbolico a expressao.
Esse significado, por vezes, pode ser ambiguo. Para que uma expressao possa ser
lida de uma forma inequivoca, ¢ necessario que a expressdo esteja representada

também de uma forma inequivoca. A representagao logica da-nos essa pista.

Defini¢éo 2.3-2 Leitura Operacional

A leitura operacional de uma expressao é simplesmente uma leitura

simbolica da sua representacéo logica.

Uma leitura operacional confere a expressao um significado, em Portugués,
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correcto e, totalmente, inequivoco da expressdo. Poderiamos mesmo dizer que uma
leitura operacional confere um significado operacional. A forma correcta de se ler,
ou interpretar, uma expressao, como 2(2+3) (Exemplo 2.3-1), seria lé-la, como “o0
produto de 2 pela soma de 2 com 3”. Essa leitura ndo seria mais do que uma leitura
simbolica da sua expressao logica, prod(2,sum(2,3)). Lida dessa forma, a

expressao seria, totalmente, inequivoca e representaria, Unica e exclusivamente, a

expressao 2(2+3). O seu significado, em Portugués, seria também, totalmente,
inequivoco. A expressdo 2(2)+3 seria lida também, de uma forma inequivoca,

como “a soma do produto de 2 por 2 com 3”.

Leituras operacionais sdo totalmente coerentes com a forma como as

expressoes sao lidas, ou escritas, em linguagem corrente.

Exemplo 2.3-2 Leitura operacional de 4°

Uma expressdo, como 4°, lida operacionalmente como “o quadrado de 4”,
“a poténcia de grau 2 de 4" ou simplesmente “pwr 2 47, é totalmente

inequivoca.

Como se pode observar, numa leitura operacional sdo apenas utilizadas

formas prefixas dos operadores matematicos. Simbolos, como “mais” ou “menos”,

(13 2

representam apenas uma leitura, meramente, simbolica dos operadores infixos ““+

ou “— 7, respectivamente.

A leitura operacional fornece também uma forma de interpretacdo que
poderiamos classificar de operacional ou computacional. Por exemplo, uma

expressao logica, como log(e,pwr(2,4)), seria interpretada, computacionalmente,

como sendo a expressdo matematica log, 4. Escrita como o “logaritmo natural do
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quadrado de 4 ou “log e pwr 2 47, seria lida, operacionalmente, como

log(e,pwr(2,4)) .

Numa leitura operacional, os operadores matematicos sdo lidos em

profundidade (depth-first) e da esquerda para a direita (left-right).

2.3.2 Os Operadores Matematicos

As expressdes matemadticas possuem elementos que designamos,
normalmente, por operadores. Os operadores podem ser representados de uma
forma implicita, ou explicita. Na sua forma explicita, os operadores podem ainda

ser representados de uma forma infixa ou prefixa.

e Infixa — O operador ¢ escrito entre os seus argumentos. Por exemplo,
numa expressao, como 2+ 3, o operador soma (“+ ) estd representado

na sua forma infixa;

e Prefixa — O operador ¢ escrito antes dos seus argumentos. Por exemplo,

numa expressdo, como log,,3, o operador logaritmo (“log”) esta

representado na sua forma prefixa.

A leitura de uma expressdo ndo depende apenas da forma como ela estd
escrita. Depende também da forma como a expressdo ¢ interpretada. A utilizagdo de
formas implicitas ou infixas, para representar os operadores, conduzem,
normalmente, a leituras simbolicas, ou interpretagdes, ambiguas. A leitura
simbolica de uma expressdo estd, normalmente, associada a forma como a
expressdo esta escrita. E um tipo de leitura que poderiamos designar como uma
mera “traducdo”, daquilo que esta escrito. A leitura operacional, por outro lado,
estd normalmente associada & forma como a expressio deve se interpretada. E um
tipo de leitura que poderiamos designar como uma “interpretagio” daquilo que se

esta a ler.
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Qualquer expressdo, onde esses dois tipos de leitura (simbodlica e
operacional) sejam idénticos, ndo suscitaria qualquer tipo de divida, quanto a sua
interpretacdo. Por exemplo, uma expressdo, escrita como “a soma de x com 3”, seria
correctamente interpretada como a soma dos elementos “ X e “3”. Diriamos, nesse
caso, que a expressao “se lé tal como se escreve”. Essa seria a forma correcta de

transmitir o significado operacional da expressao.

Podemos dizer que a leitura simbodlica de expressdes matematicas, onde

estejam presentes, um ou mais, operadores infixos, ¢, em geral, ambigua.

Exemplo 2.3-3 Leitura simbdlica de (1-2)+3 e 1—-(2+3)

Expressoes, como (1-2)+3 e 1—(2+3), seriam lidas, simbolicamente, como

“1 menos 2 mais 3”. Essa ndo seria, certamente, a forma correcta de as

representar, pois a sua leitura seria ambigua.

O mesmo sucederia com muitos outros operadores infixos, como por
exemplo, o operador quociente, ou a forma infixa de operadores implicitos, como

por exemplo o produto.

A leitura simbodlica de expressdes matematicas, onde estejam presentes
apenas operadores prefixos, binarios (ou com aridade bem determinada), ¢ sempre
inequivoca. De facto, numa representagao desse tipo, os operadores sao lidos antes
dos seus argumentos, que sdo em numero bem determinado, sendo portanto
possivel saber-se qual ¢ o operador que estd associado a qualquer argumento. Por
exemplo, representando as expressdes mencionadas no Exemplo 2.3-3, como

sum(diff(1,2),3) e diff(l,sum(2,3)), tornaria possivel a sua leitura simbolica de
uma forma correcta. Representadas nessa forma, as expressdes (1-2)+3 e

1-(2+3) seriam interpretadas operacionalmente de uma forma inequivoca.
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Mas a forma prefixa que ¢ escolhida para representar um operador, nem

sempre ¢ consensual. Por exemplo, ha quem utilize formas prefixas, de diferente

dade’ ses, como 2 ou {2 i ,
aridade”, para representar expressdes, como v2 ou ¥/2. A forma unaria, sqrt(2), é
ainda utilizada como uma forma prefixa de representar a expressao J2 . Nessa
forma de representacdo, o grau da raiz esta definido de uma forma implicita. Para se

representar uma expressao como J2 , na sua forma prefixa, seriam necessarios,
pelo menos, dois argumentos. A forma binaria seria a mais consensual pois

satisfaria a ambas. Um dos argumentos seria utilizado precisamente para definir o

grau da raiz. A expressao V2 seria representada, neste caso, por uma expressao do

tipo root(2,2), binaria. O mesmo se poderia dizer do operador logaritmo.

Nesta tese, para que uma leitura seja, totalmente, inequivoca, ¢ necessario
que todos os operadores, presentes na expressdo, estejam representados na sua

forma prefixa e bindria.

Exemplo 2.3-4 Leitura simbdlica de root(2,2)+3 e root(2,2+3)

Expressoes como root(2,2)+3 e root(2,2+3), com operadores infixos e
prefixos, seriam lidas, simbolicamente, como a “raiz de grau 2 de 2 mais 3",

ou seja, de uma forma ambigua.

Optamos, nesta tese, por representar os operadores matematicos numa
forma prefixa e binaria. Essa forma de representacdo levou-nos ao desenvolvimento
de uma forma computacional de representar e lidar com expressdes matematicas.

Uma forma de representacdo que designamos por estrutura triangular.

8 A aridade de uma relagiio define o nimero de argumentos envolvidos nessa relagio. Uma relagio unaria seria,
portanto, uma relagao de aridade 1.

° Numa representagdo légica com operadores infixos, os operadores + e —, seriam lidos como “mais” e
“menos”, respectivamente.
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2.4 A Estrutura Triangular de Expressoes

Como vimos atras, uma leitura operacional ¢ totalmente inequivoca. O facto
de a estrutura logica de uma expressao matematica ser arborea e dos operadores
matematicos estarem representados de uma forma prefixa e binaria, tornou possivel
uma forma de leitura operacional que designamos por triangular. Por exemplo, uma
expressao como sum(l,sum(2,3)) pode ser lida, simbolicamente, como uma
composicao logica de duas estruturas triangulares: sum(g,sum) e sum(o,0). Essa
forma de leitura foi motivada por uma analise exaustiva e detalhada dos axiomas e
teoremas que teriamos de utilizar na resolucdo simbolica de expressdes. Todos os
axiomas e teoremas estudados, nesta tese, possuem estruturas logicas que

designamos por estruturas triangulares basicas.

Definicédo 2.4-1 Estrutura Triangular Bdsica

Uma estrutura triangular basica € um tipo de estrutura arborea
binaria, denotada por =-Sig, cujo nivel estrutural é N (2-Sig) e
cuja assinatura é Sig. =-Sig é o conjunto de todas as estruturas

triangulares bésicas com assinaturas Sig, ou seja, 0 conjunto

E-Sig = {Z-a|a e Sig}

Uma estrutura logica do tipo div(o,0) ¢ um tipo de estrutura que

designamos por estrutura triangular basica do tipo div, ou seja, uma estrutura do
g . 2 L . :
tipo E-div. Expressdes como 3 possuem estruturas logicas desse tipo. A estrutura

E-div esta ilustrada na Figura 2.4.1.
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div
:> div

none nonc

Figura 2.4.1 Estrutura triangular de nivel 1

Definicédo 2.4-2 Estrutura Triangular =-op

Uma estrutura, do tipo Z-op, é uma estrutura triangular basica
com apenas um unico termo funcional de tipo op € Op, ou seja,

uma estrutura do tipo op(o,o).

Todos os operadores matematicos, apresentados nesta tese, possuem

estruturas desse tipo. Uma estrutura do tipo Z-0p € uma estrutura triangular basica

de nivel 1, ou seja, uma estrutura do tipo (N1),,. Uma estrutura de nivel I,

denotada por N1, possui apenas um tipo funcional op .

Definicédo 2.4-3 Nivel Estrutural

O nivel de uma estrutura triangular basica, N (Z-Sig), é o nimero
de termos funcionais presentes nessa estrutura, ou seja, 0 namero
dado por N :E-Sig — N. O nivel estrutural é denotado por Ni,

onde i=0,1,2,3.

Exemplo 2.4-1 Estrutura =Z-div

~ 2 .
Expressoes como 3 S0 estruturas de nivel 1.

Uma estrutura do tipo log(o,pwr) € uma estrutura que designamos por

33



Capitulo 2 O Objecto de Estudo

estrutura triangular basica do tipo log_pwr, ou seja, uma estrutura do tipo

E-log_pwr . Expressdes, como log, 4°, possuem estruturas desse tipo. Esse tipo de

estrutura esta ilustrado na Figura 2.4.2.
log

log

none pwr |:>

pwr
none  none

Figura 2.4.2 Estrutura triangular de nivel 2
Definicéo 2.4-4 Estrutura Triangular =-op_op

Uma estrutura, do tipo Z-op_op , € uma estrutura triangular basica
com apenas dois termos funcionais de tipo op € Op, ou seja, uma

estrutura do tipo op(op,a) ou op(o,op).

Uma estrutura do tipo Z-0p_op ¢ uma estrutura triangular basica de nivel

2, ou seja, uma estrutura do tipo (N2D) ou do tipo (N2E) Uma estrutura

op_op op_op *

de nivel 2 possui apenas dois tipos funcionais op. Uma estrutura do tipo

(N2D),, ,, € uma estrutura triangular basica de nivel 2 com ramificagdes a direita (

N2D ), ou seja, uma estrutura do tipo op(o,0p) . Uma estrutura de tipo (N2E)

op_op
, por outro lado, ¢ uma estrutura triangular de nivel 2 com ramifica¢des a esquerda (

N2E), ou seja, uma estrutura do tipo op(op,0) .

Expressoes como log, 4> possuem, portanto, estruturas compostas do tipo

(N2D)gg pur (N1, - A sua componente principal ¢ uma expressdo do tipo
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(N2D),5g pur » OU S€j, UMa expressdo com uma estrutura logica do tipo log(o, pwr).

A outra componente ¢ uma expressdo do tipo (N1),,, , localizada a sua direita e

wr 2

com uma estrutura do tipo pwr(o,0).

Uma estrutura 16gica do tipo sum(sum,sum) ¢ um tipo de estrutura que
designamos por estrutura triangular basica de tipo Sum_sum_sum, ou seja, uma
estrutura do tipo ZE-sum_sum_sum. Expressdes como (X+2)+(X+4) possuem

estruturas desse tipo.

Definicéo 2.4-5 Estrutura Triangular =-op_op_op

Uma estrutura, do tipo Z=-op_op_op, € uma estrutura triangular
basica com trés termos funcionais de tipo op € Op, ou seja, uma

estrutura do tipo op(op,op).

Uma estrutura do tipo Z-0p_op_op ¢ uma estrutura triangular basica de

nivel 3, ou seja, uma estrutura do tipo (N3) Uma estrutura de nivel 3 possui

op_op_op *
trés tipos funcionais op. Estruturas desse tipo sdo estruturas com ramificagdes,
tanto a esquerda como a direita, ou seja, estruturas do tipo op(op,op) . Esse tipo de

estrutura esta ilustrado na Figura 2.4.2.

sum

sum

sum sum |:>

sum sum

none none nonc none

Figura 2.4.3 Estrutura triangular de nivel 3
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Expressdes como (X+2)+(X+4) possuem estruturas compostas do tipo

(N3) (N1),,. (NI) A sua componente principal ¢ uma expressdo do

sum_sum_sum sum sum

tipo (N3) ou seja, uma expressdo com uma estrutura logica do tipo

sum_sum_sum 2

sum(sum,sum). As duas outras componentes sdo expressdes do tipo (NI)g,,

localizadas a sua esquerda e a sua direita e com uma estrutura do tipo sum(o,0).

Uma estrutura do tipo O ¢ um tipo de estrutura que designamos por
estrutura triangular basica do tipo none, ou seja, uma estrutura do tipo Z-none.

Expressdes, como 2, 4 ou X, possuem estruturas desse tipo.

Definicédo 2.4-6 Estrutura Triangular Z-none

Uma estrutura, de tipo Z-none € uma estrutura triangular basica

sem nenhum termo funcional, ou seja, uma estrutura do tipo .

Uma estrutura de tipo Z-none ¢ uma estrutura triangular basica de nivel 0,

ou seja, uma estrutura do tipo (NO) Uma estrutura triangular de nivel 0 ndo

none *
possui nenhum tipo funcional. Estruturas deste tipo possuem apenas um termo

atomico. Esse tipo de estrutura estd ilustrado na Figura 2.4.4.

none

= A

none  none
Figura 2.4.4 Estrutura triangular de nivel 0

Existem apenas quatro (4) niveis estruturais possiveis, denotados por Ni,
i=0,1,2,3. Esses niveis estdo representados na Figura 2.4.5. Com excep¢ao de
N2, todos eles correspondem a uma Unica estrutura triangular basica. No caso do

nivel N2, existem duas estruturas basicas: uma a esquerda, N2E e outra a direita,

N2D.
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Existem, portanto, quatro (4) niveis estruturais: NO, N1, N2 e N3, e cinco

(5) estruturas triangulares basicas: (NO) (N1),., (N2E) (N2D)

none op ? op_op ? op_op

(N3) Esse numero de estruturas corresponde, precisamente, ao niimero de

op_op_op *
combinagdes possiveis que se podem formar com os quatro (4) niveis estruturais,
tendo em conta que em cada uma dessas estruturas s6 podem estar presentes termos

atobmicos O, ou termos binarios do tipo op(_, ), e onde _ denota qualquer um

desses termos. As cinco (5) estruturas bdasicas estdo ilustradas, também, na Figura

2.4.5.
mfone
HOM\ /none

op(arg arg) p(op,op)
NO
op(op,arg) p(arg,op)
N2 N2

Figura 2.4.5 Estruturas triangulares bdsicas

Uma estrutura do tipo op(op(op(_, ), ), ) ndo € uma estrutura triangular
basica. O terceiro termo funcional, op(_, ), faz parte da estrutura triangular de um
dos seus argumentos, op(op( , ), ). Trata-se, efectivamente, de uma estrutura
triangular do tipo (N2E),, ,, - Como veremos, mais adiante, todas essas estruturas

se podem formar a partir das cinco (5) estruturas basicas.

Todas as expressdes matematicas, apresentadas nesta tese, possuem

estruturas que sao uma composi¢dao logica das cinco (5) estruturas triangulares
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basicas. Especulamos que a maioria das expressdes matemadticas, usuais, sejam
deste tipo. No entanto, ¢ de se esperar, que dominios mais especificos como, por

exemplo, o dos polindmios, sejam necessarios contextos mais complicados.

Exemplo 2.4-2 Estrutura triangular de log, \/F

Uma expressiao, como loge\/F , possui uma estrutura do tipo
(N2D)\0q ro0t (N2D) 001 pur (N1) ,,, 0U seja, uma estrutura logica do tipo
log(o, root(o, pwr(o,0))), que é uma composicio logica de trés (3)
estruturas triangulares bdsicas: log(o,root), root(o,pwr)e pwr(g,0). A

sua componente principal é, neste caso, a componente com a estrutura

log(g,root), ou seja a componente com a assinatura 10g_root .

Essa composicao estd ilustrada na Figura 2.4.6.

none one

log(o,root(o,pwr(o,0)))

log(o,root) root(d,pwr) pwr(o,0)
log_none_root root_none_pwr pwr_none_none
(NZD )Iog_root (NZD )root_pwr (N l) pwr

38



Seccdo 2.4 A Estrutura Triangular de Expressoes

Figura 2.4.6 Composigio légica de estruturas

Como veremos, as expressOes matematicas, apresentadas nesta tese, ficam
completamente caracterizadas pela estrutura triangular da sua componente
principal. Por exemplo, uma expressdo como log, \/F (Exemplo 2.4-2) ¢
caracterizada como uma expressao do tipo log_root , ou seja, uma expressao com

uma estrutura logica do tipo log(o,root) . A componente principal esta ilustrada na

Figura 2.4.7.

Mmone\ /Mmone\
AV

Figura 2.4.7 Componente principal

As expressdes matematicas, apresentadas nesta tese, possuem um numero

finito de componentes, isto €, a sua estrutura ldgica ¢ finita. Por exemplo, uma

expressao como loge\/z (Exemplo 2.4-2), possui trés componentes. A sua

componente principal ¢ uma expressdo do tipo (N2D),,; o, » OU S€ja, Uma expressao

com uma estrutura logica do tipo log(o,root). A expressdo log, V4 &, portanto,

caracterizada como uma expressao do tipo log_root .

Como veremos na Seccao 4.4.1, a resolugao simbolica ¢ efectuada ao nivel
das componentes e, portanto, a aplicacdo de estratégias depende do conhecimento
que se tem sobre as estruturas triangulares dessas componentes. Como ¢ 6bvio,

expressdes com leituras operacionais diferentes possuem estruturas triangulares
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diferentes. Por exemplo, uma expressdo, como X+2+X, pode ser lida,
operacionalmente, de duas formas diferentes e representada, portanto, como uma

expressao logica sum(X,sum(2, X)) ou sum(sum(X,2), X) . Mas mesmo aquelas com

uma Unica forma de leitura podem ser resolvidas, simbolicamente, de formas
diferentes. As varias formas de resolucdo dependem apenas da ordem em que as

componentes sdo tratadas, ou seja, do tipo de estratégia aplicada. Por exemplo,

~ 3 . . N
expressdes, como log, V4", podem ser resolvidas, simbolicamente, como

logaritmos ou logaritmos de raizes. Como veremos na Seccdo 4.4.1, a aplicagdo de
uma estratégia de conversdo levaria a resolucdo da sua componente principal

log_root , enquanto que a aplicacao de uma estratégia de simplificagdo levaria a

resolucdo da sua componente root_pwr .

2.4.1 O Conceito de Assinatura

Nesta tese, a assinatura de uma expressdo ¢ determinada, Unica e
exclusivamente, pela estrutura triangular da sua componente principal. A sua

estrutura ¢ determinada pela forma como ¢ lida.

2
Exemplo 2.4-3 Assinatura de log, 4°, log,(x+4)’ e loge(\/x+4)

Uma expressio, como log,4*, lida como o “logaritmo de uma poténcia”,

seria representada por uma expressio logica do tipo log(o,pwr). A sua

assinatura seria, portanto, log_pwr. Expressdes, como log,(Xx+4)’ ou
2

log, (M) , teriam todas a mesma assinatura. Todas elas possuem

componentes principiais com a mesma estrutura.

O mesmo se poderia dizer de expressdes, como sum(X,sum(2,X)) ou
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sum(sum(X,2),X). SO que, neste caso, as componentes principais possuem
estruturas triangulares do mesmo nivel mas com orientacdes diferentes, ou seja,
e (N2D)

estruturas (N2E) com a mesma assinatura Sum_sum .

sum_sum sum_sum

Definicédo 2.4-7 Assinatura

A assinatura de uma expressao, s e Sig, é simplesmente a leitura
simbdlica da estrutura triangular da sua componente principal. Sig

€ 0 conjunto de todas as assinaturas, ou seja, 0 conjunto

Sig={f,f_g,f g h|f,g,heOp}

2
Expressdes, como log, 4>, log,(x+4)* ou loge(\/x+4) , possuem a

mesma assinatura, log_pwr. Todas essas expressdes poderiam ser classificadas

como membros de uma certa classe de logaritmos. Todas elas possuem
propriedades que sdo caracteristicas da sua classe. Uma dessas propriedade ¢, por
exemplo, o facto de todas elas serem transforméveis, por reescrita axiomatica, numa

expressao equivalente, com uma estrutura loégica do tipo prod(o,log) .

Cada assinatura define a hierarquia de classe a que pertence. Por exemplo, a

assinatura log_pwr define a hierarquia

Figura 2.4.8 A assinatura log_pwr

Relativamente a base axiomatica, em estudo, verificamos que apenas podem
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ser consideradas as expressdes com as seguintes assinaturas:

Nivel 1:

op,(a,b)
op, | sum | diff | prod | div | PWr | root | log | €Xp | der

a+b | a+b | ab |a/b | b? gh | log,b | a® | D%

Expressoes com estruturas Z-0p,, onde op, € Op.

Nivel 2:
op,(0p,(a,b), ) ou op,(_,0p,(a,h))
op, | sum | diff | prod | div | PWr | root | log | €XP | der

op,

sum | a+b

diff | a-b

prod | a-b

div | a/b

pwr b2

root 2b

log | log,b

exp 2P

der D%

Expressoes com estruturas =-op,_op,, onde op,,0p, € Op. op, estd representado
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em linha e op, em coluna. Cada coluna estd dividida em duas: a da esquerda (E)

representa estruturas op,(0p,(a,b), ) e a da direita (D), estruturas

op,(_,0p,(a,b)).

Nivel 3:
op,(op, (a,b),op,(a,b))

op, sum | diff

op, | sum | diff | prod | div | PWr | root | log | exp | der
op, a+b |a-b| ab |ab | b* | #b |log,b | a® | D
sum a+b
diff a-b
prod a-b
div a/b
pwr b?
root | &b
log | log,b
exp a®
der D%

Expressoes com  estruturas  =-op,_Op,_Op,, onde ople{sum,diff} e

op,,op, € Op. op, estd representado em linha e op, em coluna.

Opl (Opz (aa b)a 0p3 (a9 b))

op, prod | div

op, sum | diff | prod | div | PWr | root | log exp | der

op, a+b |a-b | a-b |a/b | b? 2 | log,b | a® | D%
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sum a+b
diff a-b
prod | a-b
div a/b
pwr b?
root | &b
log | log,b
exp al
der D%

Expresses com estruturas  E-op,_op,_op,, onde op, e{prod,div} e

op,,op, € Op. op, estd representado em linha e op, em coluna.

E assumido, nesta tese, que

o valor hipotético, representado pelo termo atomico x, ndo viola o
dominio da funcéo, representada hipoteticamente pelo termo funcional
que o inclui como argumento.

Exemplo 2.4-4 Dominio de log, 2X
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Numa expressio, como log, 2X, o termo atémico X é assumido como ndo
violando o dominio da composi¢io loge prod, representada pelo termo
funcional com a assinatura log_prod . Essa expressio seria, portanto,

convertivel numa outra com a assinatura sum_log , ou seja, na expressio

log, 2+1log, X. Porém, uma expressio, como log,2(0), seria convertida
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para log, 0 e rejeitada por violagio do dominio da fungio log .

A estrutura de uma expressdo define aquilo que poderiamos designar por
classe de reescrita dessa expressdo. Seja — uma relagdo de equivaléncia, por

reescrita axiomatica, definida sobre o conjunto 7 .

Definicdo 2.4-8 Classe de Reescrita

A classe de reescrita de uma estrutura, =-a, é o conjunto formado

por todas as assinaturas da sua estrutura de classe, Sig, e suas

transformadas, por reescrita axiomatica, 785ig,, ou seja, 0 conjunto

Rw, = Sig, UTSig,

Exemplo 2.4-5 Classe de reescrita de =Z-log_pwr

A classe de reescrita de uma estrutura, como Z-log_pwr, é o conjunto

Rw,

log_pwr

={log,log_pwr, prod, prod_log}. A resolucio de uma expressio

como log, 4%, com uma estrutura logica do tipo [Z-log_pwr][E-pwr],

envolveria duas classes de reescrita, ou seja, a classe

Rw = Rwlog_pwr U prwr =

= {Iog,log_pwr, prod, pwr, pwr_pwr, prod_log, pwr}

Como veremos na Sec¢do 4.3, as transformadas sdo obtidas, por reescrita

axiomatica:
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e log_pwr — prod_log (por conversao),

e log_pwr —log (por simplificagdo),

e log — log_pwr (por factorizaco), e

pwr — o (por redugao)

Por exemplo, a assinatura log_pwr ¢ transformavel, por reescrita

axiomatica, numa assinatura prod_log .

Defini¢éo 2.4-9 Classe de Equivaléncia

Seja — uma relacgéo de equivaléncia, definida sobre o conjunto 7 .
A classe de equivaléncia de uma expressdo s e 7 , € 0 subconjunto
£q(s) < T , formado por todas as expressdes t € 7, equivalentes a

S, OU seja, 0 conjunto

&q(s)={t|teT,s >t}

As expressoes obtidas, por reescrita axiomatica, sio membros de uma classe
de equivaléncia. De facto, todas elas sdo formas equivalentes e, portanto,
pertencentes a uma determinada classe de equivaléncia. Mas, nessa classe estao

presentes também todas as formas equivalentes dessas expressdes que nao podem

: . C . , ~ 2
ser obtidas, por reescrita axiomatica. Por exemplo, ndo ¢ possivel obter a frac¢ao 2

. . . 5
por uma reescrita axiomatica da fraccao 0

Assim, consideramos que

a resolucdo simbolica de uma expressdo, por reescrita axiomatica, €
simplesmente um subconjunto da sua classe de equivaléncia.
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De facto, nem todas as assinaturas se podem obter, por reescrita axiomatica.
Uma reescrita axiomatica s6 produz expressoes cujas assinaturas fazem parte da sua

classe de reescrita. Por exemplo, assinaturas como log_sum ou log_log nédo fazem

parte de nenhuma classe de reescrita. De facto, relativamente aos axiomas e
teoremas que sao utilizados no ensino secundario, ndo conseguimos encontrar
nenhum com esse tipo de assinatura. Todos os axiomas incluidos nesta tese estao
listados no Apéndice B e lidam apenas com o tipo de assinaturas que foram

apresentadas anteriormente € que sdo as unicas que sao tratadas nesta tese.

Exemplo 2.4-6 Classe de reescrita de log, log, 4°

Expressoes como log,(X+4) ou log,log, 4>, nio sio transformdveis,
através dessas assinaturas. A expressio log, log, 4° ¢, porém, transformivel

através da sua componente, log, 4>, cuja assinatura é log_pwr. A sua

classe de reescrita seria o conjunto

Rw = {sum,sum_log_log, prod, prod_log,

pwr, pwr_pwr,log,log_prod, Iog_pwr}

As classes de reescrita estdo organizadas, hierarquicamente, por assinaturas.

Seja < uma ordem parcial estrita e (Op,<) um conjunto parcialmente ordenado.

A ordenagdo das assinaturas ¢ feita com base numa ordem lexicografica, induzida

por (Op,<). Na Figura 2.4.9, estd representada a estrutura de classes para o

operador log (logaritmos).
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L L 1 1

2 2 0

Figura 2.4.9 Estrutura da classe log

Como se pode observar, nessa estrutura, ndo estdo incluidas assinaturas

como log_sum ou log_log . No caso do operador logaritmo, s6 foram necessarios

definir assinaturas de nivel 1 e 2, ou seja, assinaturas do tipo oOp e op_op .

A base axiomatica utilizada nesta tese necessitou apenas de trés (3) niveis
hierarquicos para definir todos os axiomas e teoremas. O axiomas e teoremas
utilizados, nesta tese, estdo listados no Apéndice B. Os trés niveis estruturais de
uma estrutura triangular (N1, N2 e N3) foram suficientes para definir os trés (3)

niveis hierarquicos da base axiomatica.

Definigdo 2.4-10 Base Axiomadtica

A base axiomatica de uma assinatura, denotada por Bg,, € 0
conjunto de todas as regras de reescrita cujas assinaturas S&o

membros da sua classe de reescrita, ou seja,
Bsig ={Ii I+ j/\l,jeRwsig}

onde Rw, € a classe de reescrita da assinatura Sig .

Como veremos na Seccdo 4.3.1, a base axiomatica para cada operador ¢
constituida por regras de reescrita com esse tipo de estrutura. A base axiomatica ¢
completa se todas as classes de reescrita possuirem regras de reescrita para todos os

seus membros.

Como veremos na Seccdo 4.4, a resolu¢do simbolica de expressdes ¢
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baseada nesse tipo de estrutura. As expressdes sdo caracterizadas com base na
estrutura triangular das suas componentes principais. Nesta tese, as expressoes sao
resolvidas, por reescrita axiomatica, componente a componente. Expressdes mais
complicadas como, por exemplo, os polindmios, ndo foram incluidos nesta tese,

pois para a sua caracterizagao sao necessarias mais do que uma componente.

Como veremos também, as estratégias de resolucdo estdo intimamente
relacionadas com esse tipo de estrutura. Por exemplo, expressdes com assinaturas

do tipo sum_log_log sé pode ser tratadas, axiomaticamente, como membros dessa
classe ou da classe sum, donde derivam. Neste caso, a classe sum_log_log deriva,
directamente, da classe sum, e ndo de uma hipotética classe sum_log . A classe
sum_log nido faz parte da base axiomatica. De facto, no ambito dos axiomas e

teoremas aplicados no ensino secunddrio, ndo existe nenhum que possua esse tipo

de assinatura.

Exemplo 2.4-7 Assinatura de log, X’ +3

Expressdes como log, X’ +3 s6 podem ser tratadas, axiomaticamente, como

somas, ou seja, resolvidas como

log, X* +3 — 2log, X+3

Porém, para expressdes como log, X* +log, X’ , existem axiomas com essa
assinatura, isto ¢, axiomas com a assinatura sum_log_log . Essas expressdes podem

ser tratadas, axiomaticamente, como somas ou somas de logaritmos.

Expressdes como 2, 4 ou X possuem estruturas do tipo Z-none e, portanto,

sdo expressdes sem assinatura. Essas expressdes sdo consideradas membros de uma
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classe hipotética none. E, como tal, sdo irredutiveis. Mas, como veremos na Secgao
4.3.1.4, em determinados contextos, certos niameros podem ser factorizados. A
factorizacdo de numeros inteiros ¢ a Unica transformacdo logica possivel para

alguns membros desta classe.

Exemplo 2.4-8 Factorizagdo de log, 16

Numa expressio como log, 16, a constante 16 seria factorizdvel. Mas ji o

mesmo ndo sucederia se essa constante aparecesse descontextualizada.

Como veremos na Secc¢ao 4.3.1.4, a factorizacao de numeros inteiros ¢ uma

forma de reescrita que designamos por contextualizada.

O Prolog'’ foi a linguagem que escolhemos para implementar esse tipo de
estrutura. Nessa linguagem, as expressoes logicas sdo representadas por termos
simples ou compostos. Os lados esquerdos de formulas matematicas estdo
representados por expressdes logicas com varidveis livres. As bases axiomaticas
estdo organizadas, hierarquicamente, com base na assinatura do lado esquerdo

dessas formulas.

Exemplo 2.4-9 Representagdo l6gica de log u' —tlog, u

Uma formula como log,u' —tlog u, é representada por um conjunto de
regras de reescrita condicionais do tipo log(s, pwr(t,u)) — prod(t,log(s,u))
, com assinaturas 10g_pwr, e organizadas, hierarquicamente, dentro da

classe log . Os termos s, t e U sdo varidveis logicas.

19 Para esta tese, foi utilizada a versdo 3.9.1 da linguagem SICStus™ Prolog.
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A aplicabilidade de uma férmula ¢ apenas determinada pela sua assinatura e

pelas condi¢des que sdo impostas as suas variaveis.

Exemplo 2.4-10 Reescrita de log, (23/X +1)°

Uma expressiao como loge(Z\& +1)°, com uma assinatura log_pwr,

poderia ser reescrita, axiomaticamente, como 210ge(2\/;+1), aplicando

uma das regras de reescrita, com essa assinatura, que satisfaca aos seus

requisitos operacionais.

A aplicagdo de uma formula depende, naturalmente, da estratégia escolhida.
Como veremos na Secgdo 4.4.2, a aplicagdo de uma estratégia pode levar a

expressdes mais complexas.

Consideramos que

0 importante é assegurar que a aplicacdo de uma regra reduza ou
forme novos redexes’ e que, na base axiomatica, existam regras para
reduzir esses redexes.

De facto, todas as regras, na base axiomatica, cumprem com esse objectivo.

Isto ¢, na base axiomatica so existem regras redutoras ou potencialmente redutoras.

Exemplo 2.4-11 Reescrita de log,, 200

A expressio log,, 200 ¢é reescrita como log,,2+2, porque a factorizagio do

' Uma abreviagio da expressio inglesa “reducible expression” [VALOO]. O termo ¢ referenciado em muitos
artigos que lidam com o célculo lambda e a redugdo-£. Nao sabemos, porém, donde o termo proveio ou

quem o cunhou.
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seu argumento, 2(10%), potencia a formagio de dois novos redexes

log,, 200 — log,, 2(10°) — log,, 2 +log,, 10> — log,, 2 +2
I —— | I |

redex redex

Como veremos na Sec¢do 4.3, a factorizagdo de inteiros ¢ um tipo de

reescrita contextualizada, que contribui para a formagao de redexes.

2.4.2 O Conceito de Poder Redutor

A estrutura =-none ¢ considerada a mais simples das cinco (5) estruturas
triangulares basicas. Nesse tipo de estruturas, estdo apenas presentes termos

atomicos. Estruturas do tipo Z-none sao estruturas irredutiveis.

Consideramos que

a presenca de termos atomicos em qualquer estrutura ndo altera o grau
de complexidade dessa estrutura.
De facto, por serem irredutiveis, as estruturas Z-none nao consumem nem

produzem novas estruturas.

Consideramos também que

0 grau de complexidade de uma expressdo depende, essencialmente, da

estrutura triangular da sua componente principal.

De facto, cada componente possui a sua propria estrutura triangular e cada
componente pode ser considerada como sendo a componente principal de uma
expressao ou subexpressdo. O numero de componentes presentes numa expressao
depende apenas do nivel estrutural de cada componente. De facto, o nivel de uma
estrutura determina o nivel de componentes presentes nessa estrutura. Por exemplo,

uma estrutura do nivel 0 ndo possui nenhuma (0) componente, enquanto que uma
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do nivel 3 possui trés (3) componentes.

Exemplo 2.4-12 Componentes de log, \/4_3

Uma expressio, como loge\/4_3 , com uma estrutura do tipo
[E-log_root][=-root_pwr]|[E-pwr], possui trés (3) componentes. A

terceira, porém, faz parte apenas da sua subexpressio [Z-log_pwr ][Z-pwr].

A Figura 2.4.10 ilustra esse facto. A expressdo logaritmica possui apenas
uma (1) componente, a expressao raiz, embora esta ultima possua também uma (1)

componente, a expressao poténcia.

Figura 2.4.10 As componentes de um expressdo

As estruturas mais complexas sdo aquelas com um ou mais termos
funcionais. Como vimos atrds, numa estrutura triangular basica podem estar
presentes, no maximo, trés termos funcionais. As estruturas mais complexas sao,

por conseguinte, as estruturas de nivel 3, ou seja, estruturas de tipo Z-0p_op_op.

Numa estrutura desse tipo estdo sempre presentes 3 componentes. O nivel estrutural

de uma expressdo ¢ determinado apenas pelo nivel estrutural da sua componente
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principal. O nimero de componentes visiveis em cada expressao, depende apenas
do nivel estrutural da sua componente principal. Por exemplo, numa estrutura de
nivel 3, o nimero de componentes visiveis ¢ sempre 3, independentemente do nivel
estrutural das outras duas. O mesmo se poderia dizer dos outros 3 niveis estruturais
(NO,N1 e N2). Numa estrutura de nivel 2, esse nimero baixaria para 2, € numa

de nivel 0, para uma auséncia total de componentes.

Assim, consideramos que

0 grau de complexidade de uma estrutura triangular depende do seu
nivel estrutural.

Por exemplo, uma estrutura do tipo [Z-log_pwr |[Z-pwr_root][Z-root]
teria 0 mesmo grau de complexidade que uma do tipo [E-Iog_pwr][E-pwr] , pois
em ambas estariam visiveis apenas duas componentes: a principal [E-Iog_pwr] ea

que esta a profundidade 1, isto &, [Z-pwr_root] ou [E-pwr]. De facto, ambas sao

estruturas de nivel 2, com a mesma assinatura log_pwr .

O que ¢ que sucederia, porém, se essas estruturas fossem do mesmo nivel,

mas com assinaturas diferentes? Por exemplo, uma expressdo como log, 4°, com
uma estrutura do tipo [E-Iog_pwr][E-pwr] , € uma expressdo como4log, 2, com

uma estrutura do tipo [E—prod_log][E—log]. Ambas sdo de nivel 2, mas com

assinaturas diferentes, log_pwr ¢ prod_log. Com base no seu nivel estrutural,

ambas deveriam ser consideradas como tendo o mesmo grau de complexidade. S6

que, como veremos a seguir, a estrutura Z-prod_log é, de facto, a mais simples das

duas, pois representa, matematicamente, a forma mais simples de se efectuar o

calculo desse logaritmo. A assinatura prod_log denota, de facto, uma simples

contagem de elementos com a assinatura log .
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Consideramos que

| 0 grau de complexidade de uma estrutura depende da sua assinatura.

De facto, a assinatura de uma expressao define o seu nivel estrutural, ou

seja, o nimero de componentes presentes nessa estrutura a essa profundidade.

Note que s6 ¢ importante comparar estruturas que sejam equivalentes. Do
ponto de vista de uma reescrita axiomatica, essa comparagdo ¢ necessaria para que
se possa saber qual das estruturas ¢ a mais simples. Essa decisdo ¢ tomada ao nivel
da reescrita e com base no grau de complexidade das estruturas envolvidas. As
regras de reescrita sdo portanto quem decide sobre esse aspecto da resolugdo,
condicionando a sua aplicagdo a reducgio ou formagdo de redexes. E através desse
condicionamento que € controlado o poder redutor dessas regras. Tanto o poder

redutor como o grau de complexidade sao definidos a seguir.

Como vimos na Secc¢ao 2.4.1, a classe de equivaléncia de uma expressao ¢
o conjunto de todas as formas equivalentes dessa expressao. Mas nem todas essas

formas se podem obter por reescrita axiomatica.

Exemplo 2.4-13 Transformagio nio axiomdtica log, 5 —, 63

Nio é possivel transformar logs 5> em 6 -3, por reescrita axiomdtica. Qual

seria a regra a aplicar?

Para que duas estruturas triangulares sejam consideradas equivalentes, por
reescrita axiomatica, ¢ necessario algo mais que o simples facto de serem apenas
equivalentes. Duas expressdes podem ser equivalentes e ndo o serem por reescrita

axiomatica. Para que o sejam, € necessario que, pelo menos, uma delas seja

transformavel na outra, por reescrita axiomatica, ou seja,
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Defini¢éo 2.4-11 Estruturas Equivalentes

equivalentes dessas expressdes. Visa, essencialmente, a simplificagdo dessas
expressoes, ou seja, a aplicacdo de um numero limitado de regras de reescrita que
reduzam, ou contribuam para a redu¢ao do grau de complexidade dessas estruturas.
Essa capacidade de redugdo ¢ aquilo que designamos, nesta tese, por poder redutor.
O poder redutor de uma regra ¢ determinado pelo grau de complexidade do seu lado

direito. Quanto mais simples for essa estrutura, tanto maior sera o seu poder redutor.

Diz-se que duas estruturas triangulares, Z-a e Z-b, sdo
equivalentes, e escreve-se, Z-a<>Z=-b, se e sO se existir, pelo

menos, uma regra de reescrita, |, > r, € B, com a=b, que as

transforme uma na outra.

A resolugdo simbolica de expressdes ndo visa apenas obter formas

Definigdo 2.4-12 Poder Redutor
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Sejam, Z-a e E-b, com a = b, duas estruturas equivalentes e >
uma ordem parcial estrita ou poder redutor da estrutura. Seja < a

inversa de > e N (E-Sig), o nivel da estrutura. Entdo

A. Diz-se que Z-a € redutora, ou que possui um elevado poder

redutor, e escreve-se Z-al>Z=-b, se
i) N(E-a)>N(E-b),ou
i) N (E-a) =N (E-b) e E-b for uma estrutura mais simples

B. Diz-se que =-a é potencialmente redutora, ou que possui um

potencial poder redutor, e escreve-se Z-a 1 Z-b, se
iii) N (E-a) < N(E-b) e =-b for redutora

C. Caso contrario, diz-se que =-a é terminal, ndo redutora ou que

possui poder redutor nulo.
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No caso das duas estruturas serem do mesmo nivel, importa ainda

considerar que

a mais simples é aquela que representar um produto por uma
constante, ou uma poténcia.

De facto, estruturas do tipo prod(k, ) ou pwr(k, ) representam o que
normalmente poderiamos designar por contagens de objectos idénticos presentes
nessas estruturas. Uma estrutura triangular que represente uma listagern desses

objectos, teria certamente que possuir mais componentes.

Note que este facto foi também constatado em casos onde as estruturas sao
de niveis diferentes, mas uma das estruturas ¢ uma constante racional. Nesses casos,
o agravamento do grau de complexidade ¢ compensado pelo facto de uma das

componentes ser uma constante, irredutivel ou potencialmente redutivel. Por

~ 3, . . , <
exemplo, a frac¢ao 2 ¢ uma constante racional irredutivel, enquanto que a frac¢ao

5, . ,
m ¢ potencialmente redutivel.

Em todos os outros casos, a regra mantém-se, isto ¢, a expressdo mais

simples ¢ aquela que o nivel mais baixo (isto ¢, com menos componentes).

As seguintes transformagdes assim o evidenciam

o > x—kx ou Y —x——kx (distributividade)
k k

Note que para k =2 tem-se, de facto, duas estruturas do mesmo nivel.
. ~ ~ . ., , - 12
Por indugdo, esta mesma transformacao seria aplicavel a somatdrios - de

qualquer outro tipo de “objecto”, incluindo produtdrios de outros

120 somatorio é entendido, aqui, como somas binarias de somas binarias.
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“objectos”. Nesta tese, foram incluidos somatodrios de todas as estruturas
=E-Sig, e produtério de estruturas =-none, E-prod, ZE-div, E-pwr,

Z-root e =-exp.
o kxtk —k(xxl) (distributividade)

Note que, seja qual for k tem-se, de facto, duas estruturas do mesmo

nivel.

o J]x—x ou]]-x—(—%)" (equivaléncia de produtos ¢ poténcias)
k k

Note que para k =2 tem-se, de facto, duas estruturas do mesmo nivel.
Por indugdo, esta mesma transformacio seria aplicavel a produtérios'

de qualquer outro tipo de “objecto” . Nesta tese, so foram incluidos

[1]

produtorios de estruturas =-none, Z-prod, Z-div, Z-pwr, Z-root e

Z-exp.

e log, H X = log, X =k log, X (equivaléncia entre logaritmos de
k

produtos e produtos de logaritmos)

Note que para k =2 tem-se, de facto, duas estruturas do mesmo nivel.
Por indugdo, esta mesma transformagao seria aplicavel a produtoérios de
qualquer outro tipo de “objecto” . Nesta tese, s6 foram incluidos

produtorios de estruturas =-none, Z-prod, Z-div, E-pwr, Z-root e

Z-exp).

Consideramos ainda que

13O produtério ¢ entendido, aqui, como produtos binarios de produtos binrios.
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na base axiomatica, sO0 podem existir regras redutoras ou
potencialmente redutoras.

De facto, regras que nao sejam
e Redutoras, isto €, produtoras de estruturas mais simples, ou

e Potencialmente redutoras, isto ¢, produtoras de estruturas mais

complexas mas com maior poder redutor,

s6 podem produzir estruturas com o mesmo grau de complexidade ou superior, mas
com um poder redutor inferior ou igual. O resultado seria, portanto, um
agravamento progressivo do grau de complexidade dessas estruturas. Regras desse

tipo nao contribuiriam, certamente, para a simplificacao dessas expressoes.

Exemplo 2.4-14 Assinatura log_pwr e prod_log

No caso das regras, com assinaturas log_pwr e prod_log, a que possui a

assinatura log_pwr é redutora. A outra é potencialmente redutora.

A regra log(s,pwr(t,r)) — prod(t,log(s,r)) seria, portanto, mais redutora
que a sua inversa. Como se sabe, essa formula traduz uma relagdo fundamental
entre logaritmos e poténcias. Numa resolugdo simbolica, ¢ importante saber qual o

sentido mais redutora de uma formula.

Definicdo 2.4-13 O Grau de Complexidade

—

Sejam, Z-a e Z-b, com a=b, duas estruturas equivalentes,
N (E-Sig), o nivel de uma estrutura e N’Redex(Z-Sig), 0 nimero
de redexes numa estrutura. Diz-se que a estrutura Z-a €& mais

complexa, ou que possui um maior grau de complexidade, e escreve-
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se
i)
i)

=-a>Z=-b,seesdse

N(E-a)= N(E-b), e

NRedex(Z-a) > NRedex(Z-b)

Consideramos que

o0 grau de complexidade de uma estrutura deve variar no mesmo
sentido que o seu poder redutor.

De facto,

Numa reducgdo, o grau de complexidade de uma estrutura diminui assim

como o seu poder redutor e, portanto, ambos variam no mesmo sentido.

Numa conversdo, porém, o grau de complexidade de uma estrutura pode

aumentar ou diminuir.

0 No caso do grau de complexidade diminuir, ndo ha formacao de
redexes e, portanto, o poder redutor diminui também. A
diminuigdo do poder redutor ¢ traduzido pelo nimero de redexes

consumidos (ou seja, 1).

O No caso do grau de complexidade aumentar, ha formagdo de
redexes e, portanto, o poder redutor tem de aumentar para
compensar esse agravamento. O aumento do poder redutor ¢

traduzido pelo numero de redexes formados (ou seja, 1 ou 2).

Caso contrario, se o poder redutor variar em sentido oposto, entdo o
resultado seria um agravamento progressivo do grau de complexidade

dessa estrutura.

Exemplo 2.4-15 Expressdes equivalentes log, 2* e 4log, 2
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As expressoes log,2" e 4log,2 sio duas estruturas equivalentes, do

mesmo nivel, mas com poderes redutores diferentes. A primeira é a que
possui o poder redutor mais elevado e, portanto, a que é considerada a mais

complexa. A outra é apenas potencialmente redutora.

Porém, neste caso o redex formado € apenas redutivel a si proprio. Casos

como este, sao detectados pelo principio de exclusdo e, portanto, evitados.
Consideramos que,

numa reescrita axiomatica, € importante que se eliminem ou se formem
Nnovos redexes.

De facto, como vimos atras,

e A climinacdo de redexes diminui o grau de complexidade da estrutura e,

portanto, torna-a mais simples.

e A formagdo de novos redexes, compensa o agravamento do grau de

complexidade, possibilitando redugdes a posteriori.

Como veremos, na Seccdo 4.3.1, o poder redutor de uma foérmula ¢
determinado pelo poder redutor do seu lado esquerdo. Por exemplo, o poder redutor

de uma formula, como log(s,pwr(t,u)) — prod(t,log(s,u)), é determinado pela
estrutura log(o,pwr) do seu lado esquerdo. As formulas estdo dispostas por ordem

decrescente do seu poder redutor. Como no Prolog, essa ordem ¢, estritamente,

sequencial , as regras estdo escritas nessa ordem.

2.5 A Transformacéo Logica de Expressoes

A transformagdo logica de expressdes matematicas envolve a reescrita
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axiomatica dessas expressdes, ou seja, a sua transformacdo através da aplicagdo
sistematica de um certo nimero de regras de reescrita (axiomas e teoremas
elementares). Para se efectuar uma reescrita axiomadtica ¢ necessario uma base

axiomatica relativamente completa.

Os axiomas e teoremas elementares, que constituem a base axiomatica

utilizada nesta tese, estdo listadas no Apéndice B.

Definicédo 2.5-1 Transformacdo Logica

Uma transformacdo logica € um processo de reescrita de
expressdes, por via axiomatica, representada por s—.t=I(s),
gue conduz a substituicdo de uma expressdo s por uma outra t, que
Ilhe é equivalente. A expressdo t € designada por transformada

l6gica de s.

De acordo com esta defini¢do, a expressdo 5 seria a transformada logica,
por célculo, da expressdo 2+3, ou seja, o resultado da transformacdo logica,
I'(2+3). A questdo que se pde aqui ¢ se essa ¢ a Unica transformacao possivel para
a expressao 2+3? Neste caso, ndo restam quaisquer duvidas, pois trata-se,
efectivamente, de um simples calculo numérico, ou seja, de uma transformagao do
tipo 2+3 —> 5=1'(2+3). Essa transformagao faria todo o sentido, pois aplicando-a,
estariamos, de facto, a eliminar operadores ¢ a tornar, portanto, a expressao mais

simples.

Mas segundo essa definicdo, também seria possivel transformar a expressao
5 numa outra que lhe fosse equivalente. S6 que, neste caso, a transformag¢do nao
faria sentido, pois aplicando-a, estariamos a adicionar operadores, ou seja, a tornar a
expressao mais complexa. De facto, a expressdao 5 ja se encontra representada na

sua forma irredutivel. Essa ¢ a forma que [BAA98, DERO1] designam por normal.
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Defini¢éo 2.5-2 Forma Normal

A forma normal de uma expressdo, s 7 , é uma forma irredutivel
dessa expressao, denotada por Aorm(s), isto €, uma forma que néo

contém nenhum redex [BAA98, DER01, VALOO]. Se essa forma for

Unica, entdo essa forma é a mais simples.

A forma normal de uma expressdo ndo tem que ser necessariamente a sua
forma mais simples. A forma normal ¢ apenas uma forma irredutivel dessa
expressdo. A sua forma mais simples ¢, porém, por defini¢do, irredutivel e, por
conseguinte, normal. Como veremos, mais adiante, as formas normais nao
contribuem para a simplificagdo de expressdes matematicas, pois, por definigao,
ndo contém redexes nem potenciam a formagdo de redexes. As formas normais
contribuem, apenas, para a terminacao de cadeias de transformagdes. Por exemplo,

a transformacdo I'(5), ndo contribui para a simplificagdo da expressdo 5. Mas

como uma forma irredutivel, a expressdo 5 contribui para a terminagao da resolugao

de 2+3.

Consideramos que

numa transformacao logica, nem sempre a forma obtida € mais simples
gue aquela donde derivou.

De facto, o resultado de uma transformagao logica pode ser uma expressao
com um grau de complexidade mais elevado. Mas como vimos atras, esse

agravamento ¢ compensado por um poder redutor mais elevado.
Podemos dizer que

e Quando o resultado ¢ uma expressao mais simples, a transformagdo ¢
uma reducio (a forma obtida é normal) ou uma conversio redutora (a

forma obtida ¢ ainda redutivel ).

63



Capitulo 2 O Objecto de Estudo

e Quando a forma obtida ¢ mais complexa que aquela donde derivou, a
transformacdo ¢ uma conversio potencialmente redutora (a forma ¢

potencialmente redutivel).

Note que, numa transformacdo logica, a forma obtida ndo pode ser mais
complexa e normal, pois isso violaria o objectivo principal de uma transformacao

logica que ¢ reduzir ou formar novos redexes. De facto, na base axiomatica nao

existem regras desse tipo.

Numa conversdo redutora, o resultado da transformacdo ¢ apenas,

estruturalmente, mais simples. Existem ainda redexes por resolver.

Exemplo 2.5-1 Conversdo redutora i(4+ - i5
dx dx

. d d . | ~ .
A transformagao d—(4+1)—>d—5 ¢ uma conversio redutora, pois a
X X

transformada é mais simples mas ainda redutivel.

Numa conversdo potencialmente redutora, o resultado €, estruturalmente,

mais complexo, mas possui um ou mais redexes por resolver.

Exemplo 2.5-2 Conversdo potencialmente redutora a4 X+ —> 4 X+ i1
dx dx dx

A transformagdo i(X+1) - iX+dil ¢ uma conversdo desse tipo. A
X X

. d d, . : .
expressio . X+ d—l ¢ mais complexa mas potencialmente redutivel.
X X
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Qualquer expressdo, com um ou mais redexes. ¢ redutivel. Assim, uma

expressao, redutora ou potencialmente redutora ¢ redutivel.

Podemos entdo dizer que existem trés tipos de transformagdes logicas.
Definigédo 2.5-3 Redugdio

Uma redugédo € uma transformagéo logica, I'y, cujo resultado é

sempre uma forma normal (irredutivel), isto é se se7 , entdo
[',(s)=Norm(s).

Uma redugao ¢ uma transformagao que conduz sempre a uma forma normal
dessa expressdo. A transformada de uma reducdo ¢ sempre uma expressao mais

simples. Se essa forma for a Unica, entdo essa forma é também a forma mais

simples dessa expressao.

Exemplo 2.5-3 Redugdo x+0 — X

A transformagio X+0 — X é uma redugao.

X
| Reduzir >
X 0 X W X

Figura 2.5.1 Reducdo
Definicédo 2.5-4 Conversdo

Uma conversdo € uma transformagéo logica, I';, cujo resultado

pode ser uma forma normal, ou uma forma, redutora ou

potencialmente redutora, isto é, se se7 entdo I';(s)=.ANorm(s)
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ou I';(s)="TRedex(s).

Note que uma conversdo nem sempre produz uma forma simplificada da

expressao.

Exemplo 2.5-4 Conversio log,4° — 2log, 4

A transformagio logica, log, 4> — 2log, 4, € uma converso.

Figura 2.5.2 Conversio

Tanto as redugdes como as conversoes sdao transformacgdes logicas que
resultam da aplicagdo directa de formulas matematicas, com estruturas triangulares

bem definidas. Essas estruturas foram abordadas, atras, na Secc¢ao 2.4.

Quando a aplicagao ¢ feita de forma indirecta, temos aquilo que designamos
por simplificagdo, ou seja, a aplicacdo indirecta de formulas matematicas a

determinadas posigdes da estrutura.

Defini¢édo 2.5-5 Simplificacdo

Uma simplificacdo é uma transformacéo logica, I', cujo resultado

¢ a aplicacdo indirecta de reducbes, conversdes ou a aplicacéo
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recursiva de outras simplificacdes™, isto é, se s,t € 7 e t[s] for um

subtermo de t, entdo

T (t[s]) =t[Ta(9)], T (s =t[Tr ()] ou T (ts]) =t[Ts(s)].

A aplicacgdo indirecta de formulas matematicas ¢ feita de forma recursiva,

utilizando uma estratégia de procura, em profundidade, da esquerda para a direita.
Exemplo 2.5-5 Simplificacdo log, 4* — log, 16
A transformagio l6gica, log, 4° — log, 16, é uma simplificagio, pois resulta

da aplicacio indirecta de uma regra de cilculo a wma das suas

subestruturas, nomeadamente a expressao 4%,

Figura 2.5.3 Simplificagdo

No caso de uma expressdo, como log, 4, seriam necessarias varias

transformagdes ldgicas, para a resolver essa expressao, completamente, de forma
simbdlica. Uma possivel solugdo seria, por exemplo, a seguinte sequéncia de

transformagdes 16gicas

log, 4° —. log 16 - log, 24 — 4log, 2

4" As simplificagdes sdo, por natureza, transformacdes logicas recursivas.
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Mas, como se pode observar, nem todas as transformagdes logicas
conduzem, necessariamente, a formas simplificadas dessa expressdo. Nessa cadeia,

a transformacgdo logica, I",, ¢ uma simplificacdo que conduz a uma expressdo mais

complexa, log,2*, mas potencialmente redutora. Todas elas, porém, contribuem

para a eventual normalizacdo ou simplificagdo dessa expressdo. A expressao
4log, 2 ¢é, neste caso, a mais simples. A resolugdo simbolica da expressdo log, 4°

serd abordada, com um pouco mais detalhe, no Capitulo 4.

E preciso notar também que nem sempre a forma normal de uma expressio
¢ a sua forma mais simples. Isso s6 acontece se a base axiomadtica for convergente
[BAA98, DERO1]. Neste caso, a forma normal ¢ Unica [BAA98]. Como vimos
atras, a forma normal de uma expressdo ¢ simplesmente uma forma irredutivel
dessa expressdao. A resolugdo simbdlica de expressoes € uma sequéncia logica de
transformagdes logicas que depende fortemente da completude da sua base

axiomatica para garantir a convergéncia do seu sistema de reescrita.

Consideramos que

a resolucdo simbolica de expressdes envolve apenas um ndamero

limitado de reducdes, conversoes e simplificacdes.

De facto, como vimos atrds, as transformagdes logicas, envolvem apenas
transformagodes logicas que sejam redutoras ou potencialmente redutoras e que
possam ser aplicadas a qualquer parte de uma estrutura triangular. E certo que néo
podemos garantir a completude da base axiomatica que foi utilizada nesta tese,
embora tenhamos construido uma relativamente completa, ao nivel do secundario,
cujos axiomas e teoremas estdo listados no Apéndice B. Essa base esta listada no
Apéndice B. O Apéndice C apresenta um conjunto de exemplos que pretende ser
representativo da generalidade dos programas do secundario. Para todos os
exemplos, os testes efectuados demonstram a completude da base axiomética

apresentada nesta tese.
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Defini¢éo 2.5-6 Resolucdo Simbélica

A resolugdo simbodlica de uma expressdo se7 € um conjunto

ordenado de transformagdes logicas, Res = {Fo(s),...,rn(s)}, que

conduzem a uma forma irredutivel dessa expressédo t <7 , ou seja,

uma sequéncia logica do tipo
s>I(6)—=>->L(.(I() ==, ,.(I()) >t
onde

s=T,(s) e t=T,(.(I'(9)))

Uma resolu¢ao simbolica pode ter varias solu¢des. Todas elas devem
conduzir, no entanto, ao mesmo resultado. A cada uma dessas solu¢des demos o

nome de solugdo simbolica.

2.6 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentado o objecto do nosso estudo, ou seja, o
desenvolvimento de estruturas ldgicas, que fossem capazes de representar
expressoes matematicas, de uma forma eficiente e totalmente inequivoca, € que
permitissem resolver simbolicamente essas expressoes de uma forma logica e
computacional. A estrutura triangular e transformacdo ldgica por reescrita

axiomatica foram o resultado desse estudo.

Pudemos concluir, desse estudo, que era possivel resolver, de forma
simbolica, um certo tipo de expressdes matematicas, representadas de forma
bindria, aplicando, de forma sistematica e légica, um certo numero de

transformagdes logicas sobre estruturas triangulares bem definidas.

Esse tipo de estrutura permitiu que fosse possivel classificar essas
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expressdes com base na estrutura triangular da sua componente principal e,
simplificé-las, componente a componente, através da transformagdo e composi¢ao
logica dessas componentes. A transformacao logica ¢ feita por reescrita axiomatica,
ou seja, através da aplicacao de regras de reescrita com estruturas triangulares bem

definidas.

As regras de reescrita estdo organizadas por poder redutor e definem a
reescrita axiomatica como redutora ou potencialmente redutora. A forma normal de
uma expressao ¢ simplesmente uma forma irredutivel dessa expressao. A resolucao
simbolica de expressdes ¢ termindvel e conduz sempre a forma mais simples se a

base axiomatica for completa.
Em suma, podemos dizer que

e As redugdes sdo transformacdes logicas que resultam da aplicacdo
directa de formulas matemadticas e que conduzem sempre a forma mais
simples dessas expressdes. As reducdes sdo as transformacdes logicas

com o poder redutor mais elevado;

e As conversdes sdo transformacdes logicas que resultam da aplicacao
directa de féormulas matematicas mas que conduzem apenas a formas,
redutoras ou potencialmente redutoras, dessas expressoes. O seu poder

redutor depende do tipo de regra que for aplicada;

e As simplificagdes sdo transformacdes logicas que resultam da aplicacdo
indirecta de redugdes e conversdes ou da aplicagdo recursiva de outras

simplificagdes;

As expressdes matematicas, que foram objecto deste estudo, estdo
representadas por expressdes logicas, ou seja, por expressdes com estruturas
triangulares bem definidas cuja leitura operacional ¢ totalmente inequivoca. As

estruturas triangulares sdo estruturas arboreas bindrias. A leitura operacional
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confere as expressdes um significado operacional e portanto, uma leitura da sua

estrutura logica.

As expressdes matematicas sdo completamente caracterizadas pela sua
assinatura, ou seja, pela estrutura triangular da sua componente principal. O poder
redutor de uma estrutura depende apenas da regra que lhe for aplicada. A reescrita
de uma expressdo depende, portanto, da sua assinatura e do poder redutor das

férmulas matematicas que constituem a sua base axiomatica.
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A REPRESENTACAO LOGICA E A REESCRITA
CONDICIONAL DE EXPRESSOES

MATEMATICAS

3.1 Introducéao

O nosso trabalho de investigagdo estad relacionado com a area de
~ r . 1 . ~ yae .
computagio algébrica (CA) "> e com a reescrita de expressdes matematicas por via

estritamente axiomatica utilizando ldgicas de 1* ordem.

As operacdes matematicas foram estudadas ao seu nivel axiomatico. A esse
nivel, as expressdes matematicas estdo representadas por expressdes logicas.
Consideramos as operagdes matematicas como o resultado de reescritas
axiomaticas, ou seja, o resultado da aplicagdo de um certo nimero de axiomas e
teoremas. Numa perspectiva axiomatica, a resolucdo simbolica de expressdes
matematicas ndo ¢ mais do que o resultado de uma aplica¢do sistematica de um
certo de reescritas axiomaticas envolvendo as expressoes e as suas equivalentes. As

estratégias aplicadas sdo apenas um reflexo do raciocinio empregue na resolugao.

O que, principalmente, nos motivou para este trabalho de investigacao foi o
facto de ndo existirem muitos sistemas de computagdo algébrica (CAS) capazes de
expor com detalhe os raciocinios empregues, ou seja, produzir solugdes detalhadas

de célculos simbdlicos, com passos pedagogicamente relevantes. Caracteristica que

"> Termo que é referido na literatura inglesa por “Computer Algebra System”.
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para Beeson'® [BEE98] ¢ crucial para o desenvolvimento de sistemas CAS,
especialmente, orientados para o ensino da Matematica. O sistema MathXpert™ e
o sistema desenvolvido por Ravaglia et al. [RAV98] (“Derivation System”) para o
programa EPGY da Universidade de Stanford sdo dois sistemas CAS desenvolvidos
com essa caracteristica. Foram ambos desenvolvidos com fins estritamente
educacionais. O Mathematica™ e o Maple™, por outro lado, dois dos maiores ¢
mais conhecidos sistemas CAS, ndo possuem essa caracteristica. Esses sistemas
foram, essencialmente, desenvolvidos para dar respostas concretas a problemas
colocados por especialistas e ndo para expor o tipo de raciocinio que € normalmente
empregue na resolugdo desses problemas. Esses sistemas sdo utilizados também

no ensino mas, essencialmente, como ferramentas de calculo.

A nossa abordagem, neste trabalho de investigacdo, foi também baseada
em solugdes, mas orientada, essencialmente, para o tratamento axiomadtico de
expressdes com estruturas arbdreas binarias, ou seja, a resolugdo simbolica de

expressdes por reescrita axiomatica.

' “In order to allow the creation of fine-grained solutions, we need some very weak symbolic operations”

(Original).
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3.2 Computacao Algébrica

A computacdo algébrica (CA) é uma area da Matematica e da Ciéncia de
Computagdo que se interessa essencialmente pelo desenvolvimento, implementagao
e aplicagdo de algoritmos que analisam e manipulam expressdes matematicas.
Segundo Cohen [COHO03, COHO02], os sistemas CAS tém por objectivo principal a
resolugdo simbolica de expressdes matemadticas, por meios meramente
computacionais. Esse tipo de resolu¢do envolve algoritmos bastante poderosos e
sofisticados que operam apenas sobre uma estrutura arborea (“tree structure”), ndo
necessariamente bindria, dessas expressoes, obtida por simplificagdo automatica.
Muitas das transformacdes efectuadas, por simplificagio automatica, sdao de
relevancia pedagogica, mas inacessiveis fora desses algoritmos. De facto, todos os
operadores, matematicos ou linguisticos (comandos), operam apenas sobre essa
forma simplificada de expressdoes. Segundo Cohen [COHO03, COHO02], a
simplificagdo automatica ¢ baseada na aplicacdo de um certo numero de regras de
transformagdo baseadas nos axiomas da Algebra e Trigonometria. Essas regras
fazem parte de poderosos algoritmos de simplificacdo e ndo podem ser acedidas,

publicamente, como operagdes elementares ou atomicas.

Segundo Cohen [COHO03, COHO02], nos tultimos 35 anos, a investigacao
nesta drea tem-se concentrado, essencialmente, no desenvolvimento de algoritmos,
eficazes e eficientes, para muitas das operagdes utilizadas em Matematica. Entre
elas estdo incluidas, por exemplo, a decomposicao e factorizacdo de polindmios.
Porém, o que nos motivou para este estudo ndo foram os polindmios mas sim a
necessidade de tornar publicas as operacdes elementares que estdo normalmente
envolvidas na simplificacdo algébrica das expressdes matematicas, mais comuns.
Segundo Cohen [COHO03, COHO02], muitas das operagdes elementares da Algebra e
do Calculo podem ser implementadas, representando as expressdes matematicas
como estruturas arboreas simplificadas e utilizando algumas operacdes primitivas

para as analisar e construir através de algoritmos. SO que, segundo Beeson
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[BEE9S], a grande maioria desses algoritmos ndo produz respostas,
pedagogicamente, relevantes. De facto, muitas das operagdes simbolicas que
consideramos atomicas ou elementares, ndo sdo acessiveis através desses

algoritmos.

Consideramos que

as computacdes efectuadas ao nivel axiomatico sdo operagdes atomicas

ou elementares.

De facto, as operacdes simbdlicas efectuadas a esse nivel sdo o resultado da
aplicacdo de axiomas e/ou teoremas e, portanto, indivisiveis. No entanto, na maioria
dos sistemas de computacdo algébrica, essas operacdes ndo podem ser explicadas
ao nivel axiomatico. Como veremos, a reescrita axiomatica ¢ uma operagao

simbdlica que podemos considerar atdbmica ou elementar.

Segundo Beeson [BEE98], a maioria das experiéncias realizadas, até a data,
na area de instrugdo programada, tanto em Algebra como em Calculo, tem sido feita
utilizando, essencialmente, programas de computagdo algébrica (CAS) como o
Mathematica™ e o Maple™. Programas que, na opinido de Beeson, ndo foram
especialmente concebidos para fins educacionais. Beeson considera que nao ¢
possivel obter resultados, com alguma relevancia pedagogica, ou a necessaria
granularidade, adicionando apenas novas funcionalidades as interfaces desses
sistemas. A concep¢do desses sistemas possui ramificagdes computacionais tao
profundas que ¢ praticamente impossivel desassociar as suas interfaces, dos
aspectos funcionais dos seus nucleos. Beeson considera que s6 ¢ possivel
desenvolver essas componentes separadamente, se os proprios nucleos forem
também concebidos com os mesmos objectivos em mente. Pois, s6 assim se podera
evitar que muitas das capacidades funcionais desses sistemas facam parte apenas de

poderosos, mas impenetraveis algoritmos.

Segundo Beeson [BEE9S], um dos trabalhos, mais sérios e exaustivos,
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realizados nessa area, foi sem duvida o desenvolvimento do sistema de derivagao
(“Derivation System”), desenvolvido por Ravaglia et al. [RAV98], para o programa

EPGY (“Education Program for Gifted Youth”) da Universidade de Stanford.

O sistema de derivagdo utiliza o Maple™ como “motor inferencial”. O
sistema ¢ apenas a componente pedagogica, ou “mdquina semdntica’, que ¢
interposta entre o Maple™ e o utilizador. Segundo Beeson [BEE9S], para o
desenvolvimento dessa componente, foi necessario despender um enorme esfor¢o
de programagao, tanto em C como em Maple™, para se conseguir colmatar muitas
das deficiéncias do Maple™, nessa area. O proprio Ravaglia [RAV9S8] reconhece

que, sO por si, o Maple™ nao seria capaz de satisfazer todos os objectivos

operacionais a que ele e a sua equipa se tinham proposto.

Beeson [BEE9S] considera também que s6 ¢ possivel obter solucdes, com
alguma relevancia pedagogica, se os sistemas, em questdo, forem capazes de
reproduzir operagdes simbolicas a niveis elementares ou atdmicos. Niveis que
consideramos, nesta tese, como axiomaticos. Ravaglia [RAV9S8] reconhece também
que para desenvolver sistemas desse tipo € necessario possuir um controlo total

sobre todas as capacidades computacionais desses sistemas.

O sistema desenvolvido por Ravaglia produz solugdes desse tipo, mas nao
de uma forma automatica. O sistema desenvolvido por Beeson, por outro lado, fa-
lo de uma forma semelhante & nossa. SO que no nosso caso, as expressoes sao

identificadas com base na assinatura e ndo através do topico onde se enquadram.

Segundo Ravaglia [RAV98], uma das maiores fraquezas dos sistemas CAS,
como ferramentas pedagdgicas, advém paradoxalmente do seu enorme poder
computacional e da sua generalidade de propositos. Beeson [BEE98] considera
ainda que sistemas, como o Maple™ e o Mathematica™, utilizam algoritmos,
baseados em métodos de calculo que sdo, por vezes problematicos, do ponto de

vista pedagdgico. Para Beeson, o que os torna inadequados como ferramentas
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pedagogicas ¢ precisamente a sua incapacidade de decompor as computacdes em
passos mais compreensiveis. Beeson [BEE98] vai ainda mais longe quando afirma
que, mesmo no caso de solu¢des que podem ser obtidas por meios elementares, ¢
importante que elas solugdes possam ainda ser decompostas em passos mais

simples.

Mas nada do que foi dito sobre 0 Mathematica™ e o Maple™ , diminui a
enorme importancia desses sistemas, ou o enorme contributo que t€ém prestado ao
estudo da computacdo simbdlica. Buchberger [BUC96] considera o Mathematica™
como um dos mais avangados e completos sistemas CAS que, até a data, tém sido
desenvolvidos. Para além de uma linguagem de programag¢do, moderna e bastante
avancada, o Mathematica™ possui também uma vasta biblioteca de poderosos
algoritmos matematicos. Segundo Buchberger [BUC96], essa ¢ a principal razdo
porque a maioria dos seus utilizadores a utiliza. Aspectos que muitos outros
investigadores [BEE98, KAJ98, RAV98] consideram como ndo sendo os mais

adequados do ponto de vista pedagogico.

Um outro aspecto importante que deve ser abordado também, ¢ o tipo de
interface disponibilizado por esses sistemas aos seus utilizadores. Kajler e Soiffer
[KAJ98] consideram que um dos problemas relacionados com esses sistemas &,
precisamente, a forma linear e, segundo eles, contra-natura, como as expressoes

matematicas sdo introduzidas nesses sistemas.

Nas palavras de Kajler e Soiffer [KAJ98],

“These problems may intimidate novice users and frustrate
experienced users.” *’

Esse ¢ precisamente o tipo de interface que ¢ utilizado pelo MathXpert™. O

sistema de derivacdo, desenvolvido por Ravaglia et al. [RAV98], utiliza uma

' “Estes problemas podem intimidar os utilizadores menos habilitados, ou mesmo frustra os mais experientes.”
(Tradug@o)
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interface grafica. No nosso caso ¢ utilizada uma interface baseada na linguagem

corrente.

Uma interface grafica torna mais facil atingir esse objectivo, mas nao ¢ a
unica forma de o fazer. A escrita que designamos por manuscrita (“handwritten’),
por exemplo, ¢ uma outra forma de o fazer. Esse tipo de escrita utiliza um outro tipo

de interface.

Um outro aspecto importante, relacionado com este tipo de sistemas, € o
facto da linguagem utilizada em muitos deles ser, essencialmente, uma linguagem
de programacgdo. Tal como a Matematica, as linguagens de programacdo sio
também linguagens, por natureza, formais e abstractas. Do ponto de vista
pedagdgico, ndo se justifica que uma seja substituida pela outra. De facto, nem
todos os potenciais utilizadores desses sistemas sdo, ou pretendem ser, eximios
programadores. Segundo Kajler e Soiffer [KAJ98], quanto mais natural e intuitiva
for a linguagem desses sistemas, tanto maior sera a probabilidade deles virem a ser

utilizados em computagdes e derivagoes.

A escolha que fizemos assenta precisamente nesse principio. Tanto a
linguagem corrente da Matematica (natural) como uma forma abreviada dessa
linguagem (quasi-natural) sdo formas de escrita que consideramos naturais e
intuitivas. De facto, oralmente, nao existe outra forma de comunicagdo Matematica
que ndo a corrente. Escritas nessa forma, as expressdes matematicas sdo lidas de

uma forma inequivoca.

Segundo Beeson [BEE9S], o modelo proposto por Buchberger (1990), para
este tipo de sistemas, ¢ 0 modelo conhecido por “white box/black box”. Buchberger
considera uma “black box” como uma solugdo com apenas um passo, € uma “white

99

box”, como uma solu¢do com varios passos. De acordo com esse modelo, um

algoritmo funciona como uma “black box”. Beeson considera as solu¢des com
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varios passos como “glass boxes”, e cada passo como uma “black box”.

A maioria dos sistemas CAS funcionam de acordo com esse modelo. O
tamanho da computacdo, ou seja, a granularidade da operacdo, pode variar de
sistema para sistema. Note que quanto mais fina for essa granularidade, tanto maior
sera a capacidade do sistema de operar ao nivel axiomatico. De facto, Beeson
[BEE98] considera que um sistema de computagdo simbolica s6 € capaz de produzir
solugdes simbolicas, de uma certa granularidade, se for capaz de operar
simbolicamente a esse nivel, ou seja, reproduzir de uma forma simbolica, operacdes

elementares, ou atomicas, que ele apelidou de fracas.

Como veremos na Seccdo 4.4.2, a resolucdo simbdlica de expressdes ¢
também baseada nesse modelo. Cada passo da resolugdo ¢ produzido por reescrita
axiomatica. Como veremos, a reescrita axiomdtica ¢ uma transformagao logica que
resulta da aplicacdo de axiomas ou teoremas sob a forma de reescrita. Uma reescrita
axiomatica como, por exemplo, Xx+0 — X, € considerada uma “black box”. Uma
solugdo simbolica, por outro lado, ¢ uma sequéncia de transformagdes logicas, ou

reescritas  axiomaticas. Uma solugcdo simbodlica como, por exemplo,

log, 4* — 2log, 4 — 2log, 2> — ---, é considerada uma “glass ou white box”. No

caso da resolugdo simbolica, a reescrita axiomatica € a operagio simbolica mais
atobmica ou elementar que se pode efectuar sobre uma expressdo matematica. Isto
porque uma transformac¢do légica s6 pode ocorrer ao nivel axiomadtico. Por
exemplo, uma transformagdo logica, como 2log, 4 —>2log, 2, resulta da

factorizacdo de um inteiro (Seccao 4.3.1.4). Essa transformagdo pode ser

considerada, portanto, uma operagao atomica ou elementar.

Segundo Buchberger [BUC96], o proprio Mathematica™ utiliza uma
linguagem de reescrita condicional, de ordem superior, como linguagem de
expressoes. As ideias bésicas sobre reescrita remontam a Axel Thue (1914) (cit.

[DERO1]). Segundo Dershowitz et al. [DEROI1], a reescrita tem o mesmo poder
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computacional que as maquinas de Turing. Dershowitz et al. [DERO1] considera a
computacdo simbolica como a reescrita de expressdes na sua forma normal. A

reescrita de expressdes ¢ um tema que ¢ abordado mais a frente na Secgao 3.5.

Segundo Beeson [BEE98], muitas das operagdes simbdlicas ndo sdo
exprimiveis como regras de reescrita. Isto porque o nimero de argumentos
envolvidos ¢é, em geral, arbitrario e alguns desses argumentos poderem estar
envolvidos noutras operagdes. Beeson [BEE98] considera que operacdes desse tipo
devem ser representadas por fungdes, o que obriga, naturalmente, a utilizagao de
logicas de ordem superior. Segundo Dershowitz et al. [DERO1], para se garantir a
convergéncia desses sistemas, sdo necessdrias técnicas de unificagdo mais
avangadas como, por exemplo, a unificagdo semantica. Esse tema ¢ tratado em
[BAAO1]. Tanto Beeson [BEE98] como Dershowitz et al. [DERO1] afirmam que a
comutatividade e a associatividade podem introduzir dificuldades acrescidas ao

processo de reescrita.

Nesta tese, as operagdes simbolicas estdo representadas por termos de 1*
ordem. Como vimos na Sec¢do 2.2, as expressdes matematicas estdo também
representadas por termos de 1* ordem. Ambas exibem estruturas triangulares bem
definidas, o que tornou possivel a implementagdo de um sistema de reescrita
axiomatica com base nesse tipo de estrutura. Como vimos na Sec¢do 2.4, uma
estrutura triangular ndo ¢ mais do que uma estrutura arborea bindria, com uma
assinatura bem definida. Como veremos na Secgao 4.3, expressoes com esse tipo de
estrutura podem ser reduzidas, simplificadas ou convertidas por reescrita
axiomatica. Esse processo ¢ baseado no método de resolugdo SLDNF28 do Prolog e
designado, nesta tese, por resolugdo simbodlica de expressdes, por reescrita

axiomatica.

'8 A sigla SLDNF (“Selected, Linear Resolved, Definite Clauses, Negation by Failure”) refere-se as iniciais do
nome que ¢ dado, em inglés, a este método, ou seja, “Linear Resolution for Definite Clauses with Selection
Function and Negation by Failure”.
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As expressOes matematicas estdo representadas, nesta tese, por termos
Prolog, e as regras de reescrita, por clausulas Prolog. A resolugdo simbdlica de
expressodes produz solugdes que reflectem, de uma forma completa e detalhada, o
raciocinio légico (ou dedutivo) empregue na simplificagdo dessas expressoes, por

reescrita axiomatica.

Segundo Wos et al. (1984) (cit. [LUG93]), um programa capaz de

raciocinar'® é um programa que

“employs an unambiguous and exacting notation for

representing information, precise inference rules for drawing

conclusions, and carefully delineated strategies to control those
inference rules”

O Assistente de Matematica que desenvolvemos ¢ um programa capaz de
raciocinar com base em estratégias e regras de reescrita, no dmbito do ensino e
aprendizagem da Matematica, ao nivel do secundario. O Assistente ndo € um “futor
electronico”, no sentido em que esse termo ¢ definido na literatura. Os “tutores
electronicos” sdo sistemas de tutoria electronica com uma forte componente
pedagogica. Uma das suas caracteristicas ¢ precisamente a sua adaptabilidade as
necessidades de aprendizagem de cada aluno. Os sistemas de tutoria electronica sao

conhecidos, na literatura da especialidade, por “Sistemas de Tutoria Inteligentes”21 .

Segundo Nicaud (1994) (cit. [RAV98]), os “tutores electronicos” sao
sistemas dificeis, ou mesmo impossiveis, de construir. A dificuldade est4
precisamente na adaptagdo do sistema ao aluno (“student model”), ou seja, na

criagdo de uma componente pedagdgica que seja adaptavel as necessidades de

% Termo referido na literatura inglesa por “automated reasoning”.

20 “emprega uma notagdo exacta e inequivoca para representar informagio, regras de inferéncia precisas para

tirar conclusoes e estratégias cuidadosamente delineadas para controlar essas regras” (Tradugao).

*! Na literatura inglesa, estes sistemas sio normalmente designados por “Intelligent Tutoring Systems”, ou
sistemas “ITS”.
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aprendizagem de cada aluno. O interesse da comunidade cientifica por este tipo de
sistemas tem, portanto, diminuido significativamente nos ultimos anos. Os “futores

cognitivos” de Anderson [AND95] sdo um exemplo deste tipo de tutores.

A componente “inteligente” desses tutores, ou seja, a sua componente
especialista, pode ser desenvolvida separadamente, e o sistema disponibilizado
como um “assistente electronico”. Os “assistentes electronicos” sdo sistemas
especializados em determinadas areas do conhecimento e portanto com capacidade
de raciocinio nessas areas. A capacidade de raciocinio de um tutor ¢ aquilo que
normalmente designamos por “motor inferencial”. Os “assistentes electrénicos” nao
possuem qualquer capacidade pedagogica. Proporcionam apenas 0s meios
electronicos através dos quais os alunos podem testar as suas competéncias nessas

areas.

Um dos Assistentes de Matematica comercializados com algum sucesso
nesta area foi sem divida o sistema desenvolvido por Beeson®. O sistema foi
apresentado 4 imprensa em 2000 sob o nome de MathXpert™ . O sistema
desenvolvido por Ravaglia ¢ apenas acessivel aos alunos inscritos no programa.
Nao ¢ possivel obter esse sistema através dos canais normais de distribuicdo e de
revenda ao publico. O sistema ¢ apenas uma ferramenta de aprendizagem
disponibilizada aos alunos inscritos no programa EPGY da Universidade de

Stanford.

O Assistente que desenvolvemos ¢ funcionalmente semelhante ao
MathXpert™, mas desenvolvido totalmente em Prolog. Tal como Beeson, também
nds constatamos que, entre a logica e a computacdo simbdlica, existe de facto uma

forte ligacdo. As expressdes matematicas, incluidas nesta tese, podem ser

22 Beeson comegou a desenvolver o Mathpert, nome que foi mais tarde alterado para MathXpert, em 1985 tendo
levado 11 anos a completa-lo. S6 em 2000, porém, é que o sistema foi comercializado.

2 O precursor era conhecido por Mathpert.
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resolvidas simbolicamente de uma forma puramente logica. A nossa abordagem ¢,
porém, uma abordagem baseada numa logica de 1* ordem. Para essa abordagem
contribuiu, de forma significativa, o conceito de estrutura triangular e de reescrita
axiomatica que desenvolvemos para esta tese. A eficacia e a enorme flexibilidade

do nosso Assistente de Matematica, assim o atestam.

Tanto Beeson [BEE98] como Ravaglia [RAV98] consideram que um dos
problemas com sistemas, como o Mathematica™ e o Maple™, ¢ a aparente
facilidade com que nesses sistemas se podem cometer erros 16gicos elementares e
inferir, como consequéncia, resultados contraditorios, ou mesmo absurdos. Um dos
exemplos classicos que ¢ citado por ambos ¢ o exemplo relacionado com a
resolugdo da equacdo X =0. Nesses sistemas ¢ aparentemente facil chegar-se a
contradicdo 1=0. Esse tipo de erro €, nitidamente, uma consequéncia da falta de
rigor matematico que muitos desses sistemas exibem ao seu nivel mais elementar.
Nesta tese ndo sdo tratadas equacdes e, portanto, este problema ndo foi abordado.
No entanto, ele serve como exemplo do que pode acontecer quando operagdes

simbolicas sdo executadas ndo tendo em conta a contextualizacdo de certas

operagoes.

Como o principal objectivo desses sistemas nao ¢ pedagdgico, erros desse
tipo ndo ocorrem frequentemente. As pessoas a quem esses sistemas se destinam ja
sdo suficientemente especializadas para nao cometerem esse tipo de erro, ou no
caso de os cometerem, de os reconhecer como tal e, portanto, ignora-los. Esses
sistemas utilizam algoritmos bastante sofisticados que ndao foram concebidos,
obviamente, para lidar com esse tipo de problemas. A sua utilizagdo por pessoas
ndo especializadas, como ¢ o caso de alunos e outros utilizadores com pouca ou
nenhuma experiéncia em Matematica, pode ser prejudicial, especialmente se o
objectivo dessa utilizagdo for estritamente pedagdgica. Segundo Beeson [BEEO3],
trata-se de um erro 16gico que versdes mais recentes do Mathematica™ tém tentado

corrigir, restringindo a aplicabilidade de certas transformagdes, ou permitindo que o

83



Capitulo 3 O Enquadramento Teoérico

utilizador especifique certas suposicdes, como argumentos dessas transformagdes.
Mas, segundo Beeson [BEEO03], isso ndo resolve o problema. Para o resolver, ¢
necessario combinar logica e computacdo no mesmo programa. O Mathematica™
ndo possui métodos de verificacdo sistematica das condigdes que devem ser
impostas a essas transformagdes. No MathXpert™, o problema foi resolvido,

impondo condi¢des iniciais a execucao de certos comandos.

No Assistente,

as regras de reescrita sdo condicionais e, portanto, a sua

aplicabilidade dependente da resolucéo dessas condigdes.

Nesta fase da investigagdo, ndo tivemos que lidar com esse problema, em
particular, pois lidamos apenas com expressdes € ndo com equacgdes. Mas mesmo
que o tivéssemos, o problema nao teria ocorrido, pois ndo seria possivel transformar

uma variavel, como X, por reescrita axiomatica.

O Assistente difere do MathXpert, na forma como as expressdes sio
introduzidas e editadas. No MathXpert™, as equacdes s6 sdo introduzidas depois de
escolhido o topico. O MathXpert™ oferece, a partida, uma equagao tipica desse
topico que pode ser reeditada dentro de certos “limites™*. O MathXpert™ impde,

também, restrigdes quanto ao tipo e tamanho que essas equagdes podem assumir.

No Assistente,

as expressdes podem ser introduzidas de uma forma totalmente
livre e sem quaisquer tipos de restricoes.

A sua resolucdo depende apenas da existéncia ou ndo de uma base

axiomatica para esse tipo de expressoes.

No MathXpert™, uma expressdo como log, 4 ¢ escrita como

2% Os limites impostos sdo do foro interno do MathXpert.
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In(sqrt(4”3)). Essa ¢ a forma que Kajler e Soiffer [KAJ98] consideram como

“contra-naturas”.

No Assistente,

as expressdes sdo escritas em linguagem corrente, de uma forma
natural ou quasi-natural (abreviada).

~ 3 . .
Por exemplo, a expressdo log, V4 ¢ escrita como o “logaritmo natural da

raiz quadrada do cubo de 4” ou, de uma forma quasi-natural, mais abreviada, como

“log e raiz 2 poténcia 3 4”.

Para muitos, essa forma de escrita, natural ou quasi-natural, pode ndo ser a
ideal, pois ¢ demasiado longa e verbosa e, portanto, susceptivel de causar erros de
escrita, que nada tém a ver com a escrita, propriamente dita, dessas expressoes. Nao
ha davida que isso ¢ verdade para quem ja possui conhecimentos suficientes sobre a
Matematica. Para essas pessoas, a forma grafica, mais “compacta”, seria, de certeza,
a mais ideal, pois essa ¢, precisamente, a forma “oficial” de se transmitir esse tipo de
conhecimentos nos meios académicos, cientificos ou profissionais. Mas, mesmo
para essas pessoas, a notacdo matematica ¢, apenas, a forma “natural” de se
comunicar Matematica, por “escrito”. A forma “natural” de se “falar” Matematica
continua a ser a linguagem natural ou corrente. Nao faria sentido “falar”
Matematica de outra forma. A verbosidade da linguagem corrente afecta apenas a
transmissao “escrita” de uma expressdo. A transmissao “oral” pode ser feita, sem
dificuldade, em linguagem corrente. E assim, consideramos a linguagem corrente
como uma forma adequada de se “falar” Matematica com um “assistente

electronico”.

A escrita grafica ¢ feita utilizando editores graficos, como o MathType™ ou
o WebEq™. Para as utilizar, ¢ necessario possuir apenas um conhecimento

adequado de como essas ferramentas funcionam. Qualquer um seria capaz de
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“reproduzir” uma expressdo matematica, utilizando uma dessas ferramentas, se
tivesse ao seu dispor uma “imagem” dessa expressdo. Porém, no nosso entender,
isso ndo seria “escrever” Matemadtica. Escrever Matematica € saber o que se estd a
escrever. “Reproduzir” uma expressdo matematica ndo ¢ o mesmo que saber

escrevé-la.

Por exemplo, serd que um aluno € capaz de “escrever” uma expressao, como

log, V4’ , a partir de uma expressio, como “o logaritmo natural da raiz quadrada

do cubo de 4, escrita em linguagem corrente? Serd que o aluno € capaz de “ler”
essa expressdo, a partir da sua escrita em notagdo matemadtica? Consideramos a
(13 . 29 b b (13 D9

escrita” em linguagem corrente como uma forma apropriada de se “ler” uma
expressdo matematica. Um aluno que saiba “ler” em notagdo matematica ¢
“escrever” em linguagem corrente deve saber, com certeza, o que esta a “ler” ou a

“escrever”.

Optamos, nesta tese, pela linguagem corrente (natural ou quasi-natural),
como forma de “escrita”. O aluno “escreve” em linguagem corrente, o que “/¢” em
nota¢do matematica, ¢ o computador faz, exactamente, o oposto. Ou seja, “[¢” em

linguagem corrente e “escreve” em notacdo matematica.

No MathXpert™, os resultados estdo representados numa linguagem,
reconhecivel apenas pelo MathXpert™. A distribui¢ao desses contetidos s6 pode ser

feita entre utilizadores do MathXpert.

No Assistente,

os resultados sdo representados em XML/MathML, numa
linguagem, universalmente aceite e reconhecivel por qualquer
“browser” que seja compativel com essas normas.

A distribuicdo desses contetidos pode ser feita entre utilizadores com
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“browsers” desse tipo.

3.3 A Representacéo Logica de 12 Ordem

A Matematica ¢ uma das areas onde tanto o conhecimento (axiomas e
teoremas) como a propria resolucdo de problemas, neste caso, a simplificagdo de
expressoes, podem ser tratadas através da logica e computacdo. Em particular, a
area do ensino e aprendizagem da Matematica, oferece oportunidades tinicas para a

aplicagdo do raciocinio dedutivo.

Para a representagdo logica de expressdes matematicas, escolhemos o
Prolog como suporte linguistico. Sterling e Shapiro [STE00] consideram o Prolog
uma linguagem de programacao logica de 1* ordem, bastante -eficiente,

computacionalmente.

Para Pereira e Shieber [PER87], resolver problemas, de uma forma légica, ¢
procurar solugdes que demonstrem, de uma forma construtiva, que esses problemas
sdo consequéncias logicas de um certo nimero de premissas, formalizadas nessa
mesma logica. Esse conjunto de premissas pode ser encarado como um programa, €
a resolucdo como uma computagdo desse programa. Programagao l()gica25 ¢,
basicamente, isso. Mas para isso, € necessario que o processo de busca seja,
exaustivo e objectivo, isto €, que termine apenas quando ndo existirem, de facto,
mais solucdes, e que inclua apenas as derivacdes que contribuiram para esse
objectivo. Pereira e Shieber [PER87] consideram a integralidade da busca ¢ a
orientacao por objectivos, como objectivos bastante dificeis de se alcangar, mas que
se tornam mais viaveis em linguagens logicas mais fracas. No caso das linguagens

de programagdo logica, o conceito de clausula definitiva (“definite clause”) oferece

% 0 termo “programacdo logica” (“logic programming”), é devido a Robert Kowalski (1974). O termo ¢
utilizado para designar o uso da l6gica como linguagem de programagao.
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um bom compromisso entre expressividade e eficiéncia computacional. Esse

conceito esta parcialmente implementado na linguagem Prolog.

Como linguagem de representacdo logica, o Prolog ¢ uma linguagem
bastante eficaz. Tanto as expressdes como as formulas matematicas estdo

representadas por expressdes logicas (Secgdo 2.2.1).

Numa linguagem logica de 1* ordem (FOL?®), todas as proposi¢des validas
sao representadas por formulas atomicas. Uma formula atomica ¢ uma expressao do

tipo p(t,,....,t,), onde p representa um simbolo de predicado, de aridade n, e

t,....,t,, n termos.

Definigdo 3.3-1 Simbolos de Fungio e Constantes

Seja Q um conjunto de simbolos de funcdo, onde cada f €, esta

associado a um numero natural ne N, designado por aridade de

f. O conjunto de todos elementos de aridade n é definido por
Q" ={f eQ|neN,aridade( f,n)}

Elementos de aridade 0, ceQ’, sdo designados simbolos

constantes.

Termos sdo formados a partir de constantes, varidveis e simbolos de fungao.
Constantes sdo termos que nao podem ser substituidos. Nesta tese, esses termos sao
designados por atémicos (Secgdo 2.2.1). Variaveis sdo simbolos que podem intervir
em substituigdes, ou seja, serem substituidos por termos. Simbolos de fungao sao
simbolos que definem termos mais complexos. Nesta tese, esses termos sio

designados por funcionais (Sec¢do 2.2.1).

% Sigla que, na literatura inglesa, significa “First Order Logic”.
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Defini¢édo 3.3-2 Termos

Seja ¥V um conjunto de elementos tal que QY= . Cada
elemento xe)V € designado variavel. O conjunto de todos o0s

termos 7 (Q,)) construidos a partir de Q e V, é definido

indutivamente como

i) VeT(QV),e

i) vneN, feQ" e t,..,t eT(QV) , tem-se que

f(t,....t )e T(QV)

Um termo te7 (QQ,V) ¢ considerado livre se contiver uma ou mais
variaveis, isto €, Var(t) =, onde Var(t) ¢ o conjunto de variaveis em t. O termo
t ¢ considerado fechado se Var(t) =< . O conjunto de todos os termos constantes
¢ denotado por T (Q2,J) ou simplesmente 7T (QQ). Nesta tese, esse conjunto €

denotado por T .

Uma formula p(t,...,t,) € considerada fechada se todos os seus termos
forem fechados, isto ¢, Var(t)=, com i=1,...,n. Uma frase atomica ¢ uma

formula fechada. Uma férmula atomica ¢ uma formula que contém pelo menos uma

variavel.

Formulas sdo formadas a partir de constantes, varidveis, simbolos de fungao
e simbolos de predicado. Uma formula atdmica ndo pode, portanto, conter outras

formulas.

Defini¢éo 3.3-3 Simbolos de Predicado

Um simbolo de predicado p, de aridade n, denotado por p/n, é

um simbolo que define uma relagéo entre n termos.
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Segundo Pereira e Shieber [PER87], muitos dos métodos de dedugdo
automatizada operam apenas sobre formulas atomicas representadas na forma
designada por clausal. Uma clausula de 1* ordem ¢ uma disjungdo de literais
representando formulas atomicas ou a sua negagdo. Todas as variaveis presentes

numa clausula de 1* ordem estao universalmente quantificadas.

Definicédo 3.3-4 Cldusula de 1° Ordem

Uma clausula de 12 ordem é uma disjuncéo de literais, ou seja, uma

expressao escrita na forma
PvBv:-vP v-=N;,v=N v--v=N

m

onde P, representa um literal positivo, e —N,, um literal negativo.

Pereira e Shieber [PER87] consideram que a utilidade desta forma de

representacdo estd, precisamente, no facto de qualquer féormula fechada ¢ poder ser
transformada mecanicamente numa conjun¢do de clausulas P, tal que ¢ so ¢

. . 2 , ~
inconsistente®” se P também o for. Em geral, essas duas formas de representagio,

- o . . , .. . - 2
P e ¢, ndo sdo equivalentes, pois pode ser necessario introduzir fungdes Skolem®,

para remover os quantificadores existenciais. Mas o importante, segundo Pereira e

Shieber, € que a inconsisténcia ¢ preservada.

As clausulas P sdao normalmente expressas na forma de implicagdo, ou

seja, numa expressao do tipo

(NgAN, A--AN )= (B, VR V---VvP)

7 Isto &, que contém contradigdes.

2 A skolemizacio de uma variavel existencial numa formula logica ¢ a sua substituigio por uma fungdo que
devolve como resultado a constante apropriada mas como fung@o de uma ou mais varidveis nessa expressao.
Por exemplo, a varidvel existencial Y , na expressdo VX3IY mother(Y, X), pode ser substituida por uma

funcio skolem f(X) que depende de X e ser escrita como VX mother(f(X ), X) onde todas as variaveis

estdo universalmente quantificadas.
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Nessa forma, o que a cldusula afirma € que, pelo menos, uma das férmulas,

P

12

no seu consequente, s6 ¢ verdadeira, se todas as formulas N,, no seu
antecedente o forem também. Uma clausula sem antecedente, — (P, v P v---vP),

¢ interpretada como uma expressdo que ¢ sempre verdadeira, ou seja, como uma

verdade e uma cldusula sem consequente, (N;AN, A---AN_ )—, como uma

expressao que ¢ sempre falsa, ou seja, falsidade. Uma clausula sem ambos, —, ¢

interpretada também como falsidade.

O Prolog utiliza uma forma restrita e menos expressiva da forma clausal,
conhecida por cldusula Horn. Numa cldusula Horn, s6 pode existir, quanto muito,

um literal positivo [PER87, STE00].
Existem apenas trés tipos de cldusulas Horn:

e Unitarias — Clausulas do tipo — P,, onde existe apenas um tnico literal
positivo. O Prolog utiliza clausulas deste tipo para representar verdades
absolutas, ou factos;

e N&o unitarias — Clausulas do tipo (N,AN, A---AN_)— P,, onde
existe apenas um literal positivo mas um, ou mais, literais negativos. O
Prolog utiliza clausulas deste tipo para representar regras;

e Negativas — Clausulas do tipo (N, AN, A---A N ) —, onde ndo existe

nenhum literal positivo, mas um, ou mais, literais negativos. O Prolog

utiliza clausulas deste tipo para representar perguntas, ou consultas.

As clausulas positivas (unitarias € ndo unitarias) sdo conhecidas por
clausulas definitivas. Essas clausulas sdo interpretadas como tendo uma tnica

conclusao definitiva. A conclusao ¢ dada pelo literal positivo do seu consequente.

Cléausulas negativas sdo conhecidas por clausulas objectivas. Essas clausulas
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sdo interpretadas como a negacdo do seu antecedente. A negacdo do antecedente,

—(Ny AN, A---AN_), pode ser encarada como uma pergunta sobre a verdade

4

desse antecedente. A resposta ¢ obtida por refutacdo do antecedente, ou seja,
demonstrando, por contradi¢do, que a negagdo do antecedente e o programa P sdo

inconsistentes, ou seja, que a conjungdo —(N, AN, A---AN_ )AP ¢ falsa. O

contra-exemplo fornece a substituicao que torna essa conjuncao falsa.

A resolvente (Seccdo 3.3.2) de duas clausulas definitivas ¢ ainda uma
clausula definitiva. Se, porém, uma delas for negativa (objectiva), entdo a
resolvente (Seccao 3.3.2) ¢ também negativa (objectiva). Este facto ¢ de especial
relevincia para a demonstracao de teoremas, por objectivos. Esse € precisamente o

paradigma seguido pelo Prolog.

A resolugdo de um objectivo, em Prolog, envolve a atribui¢do de valores a
varidveis logicas que tornem esse objectivo, por unificagdo (Seccdo 3.3.2) com
outras clausulas do programa, uma consequéncia logica desse programa. Podemos
dizer que a resolu¢do simbolica de expressdes matematicas ndo ¢ mais do que a
resolucdo de um certo nimero de objectivos. Esses objectivos estdo representados

por frases matematicas. Por exemplo, a resolugcdo simbolica de uma expressao,
como log, 4, ndo é mais do que a resolugdo de um certo niimero de objectivos
Prolog do  tipo query(List), isto & objectivos do  tipo
query([definir,log,e,pwr,4,2]) e query([resolver,pratica]) . O nimero de objectivos
a resolver depende, naturalmente, da estratégia escolhida (Capitulo 4). O Capitulo

4 mostra, através de uma aplicac¢do pratica, como esses objectivos sdo construidos a

partir de frases matematicas.

Um objectivo Prolog ¢ uma conjungdo de cldusulas objectivas. Um
programa Prolog ¢ uma disjungdo clausulas definitivas. Os programas Prolog sdo
interpretados de acordo com o menor modelo de Herbrand [PER87, STE00]. Os

modelos sdo interpretagdes que respeitam a leitura declarativa das clausulas de um
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programa. Uma interpretacao do programa ¢ simplesmente um subconjunto da sua
base de Herbrand, ou seja, um subconjunto de todos os objectivos fechados que
possam ser formados a partir dos seus predicados e do seu universo Herbrand. Um
objectivo fechado ¢ um objectivo onde nao estdo presentes varidveis logicas. O
universo Herbrand de um programa ¢ o conjunto de todos os termos que se podem
formar a partir das suas constantes e dos seus simbolos de fun¢do. O significado de
um programa ¢ o seu modelo minimo, isto ¢, a interseccdo de todas as suas
possiveis interpretacdes [STE00]. O fecho transitivo de uma relagdo binaria ¢

definivel nesse modelo [PER&7]. Por exemplo, relagdes como r(A,C) > s(A,C) e
r(A,B),s(B,C) —> s(A,C), estdo ambas definidas nesse modelo. Note que a base

Herbrand pode ser infinita se o seu universo também o for.

O Prolog opera no pressuposto de que o menor modelo Herbrand representa
um mundo fechado. Ou seja, que o que nao pode ser demonstrado como verdadeiro,
¢ considerado falso. A verdade de uma negacao €, por outro lado, interpretada como
o insucesso de se demonstrar como verdadeiro aquilo que ¢ negado. A negagdo por

insucesso ¢ uma interpretacdo da negagdo légica (notp ou ~ p). Esses dois

conceitos estdo intimamente relacionados. Para o leitor mais interessado,
informagao sobre Prolog e programacdo logica pode ser obtida de varias fontes,

como por exemplo [LUG93, STE00].

Em Prolog, o simbolo de implicagdo ¢ o simbolo “:—", com o antecedente
no lado direito e o consequente no lado esquerdo. Esse simbolo tem o mesmo
significado que o simbolo “<«”. Nesta tese, ambos sdo utilizados com esse

significado. Por exemplo, a implicagdo r(a,b) — s(a,b), pode ser escrita como

s(a,b) «r(a,b) ou s(a,b):—r(a,b).

3.3.1 O Método de Resolucéo

O principio de resolucao foi introduzido por Robinson em 1965. Segundo

93



Capitulo 3 O Enquadramento Teoérico

Bundy [BUN99], o método de resolugdo pode ser encarado como um método
dedutivo, onde novas formulas sdo criadas a partir de outras, por unificagdo
(Seccdo 3.3.2). O método de resolucdo (Seccdo 3.3.1) ¢ uma técnica de
demonstragdo de teoremas utilizada no célculo de predicados. A demonstragao ¢é
feita por refutacdo, ou seja, mostrando que a negagao do objectivo contradiz (ou ¢é
inconsistente com) as premissas do problema. O Prolog utiliza uma versdo restrita
desse método, conhecido por método de resolugio SLDNF>’. Este método utiliza
uma estratégia de resolucdo designada por “linear resolution” ou “linear input form
strategy” [LUG93], onde os literais, nas clausulas definitivas, sdo seleccionados da
esquerda para a direita (“selection function™) e a negacdo do literal determinado
pelo insucesso da busca (“negation by failure”). O método SLDNF opera no
pressuposto que o universo ¢ fechado e que tudo o que nao ¢ demonstravel, deve ser

considerado falso.

Os literais a resolver sdo seleccionados pelo Prolog, da esquerda para a
direita. A fun¢do seleccionadora ¢ uma regra computacional S que opera sobre os
literais, ou sub-objectivos G, de clausulas definitivas C que sdo seleccionadas para
os resolver. As clausulas sdo seleccionadas, de cima para baixo, na mesma ordem

sequencial em que estdo dispostas no programa.

Suponhamos que o objectivo a resolver, G, , ¢ uma conjungdo de literais, ou
sub-objectivos L,,...,L,. O método de resolugdo SLDNF constréi para esse

objectivo uma cadeia de derivacdo a partir da resolugdo de cada um desses literais,
ou sub-objectivos. Uma cadeia de derivagdo ¢ simplesmente uma sequéncia de
objectivos que se pretende resolver. Com a excepcao do objectivo inicial, todos os
objectivos, nessa cadeia, sdo objectivos derivados, ou seja, objectivos que sdo

obtidos como resultado da unificagdo (Seccdo 3.3.2) de um objectivo com uma

¥ A sigla SLDNF (“Selected, Linear Resolved, Definite Clauses, Negation by Failure”) refere-se as iniciais do
nome que ¢ dado, em inglés, a este método, ou seja, “Linear Resolution for Definite Clauses with Selection
Function and Negation by Failure”.
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clausula definitiva do programa. Uma cadeia de deriva¢do pode ser finita, ou

infinita. Se designarmos os objectivos por G, com i=0,...,n, a cadeia de

derivagdo SLDNF, para o objectivo inicial G, ¢ uma sequéncia do tipo

G G Cot
go _>sg1 s T7s gn
onde C,, éaclausula i do programa P, que unifica (Secgdo 3.3.2) com um literal
L, do objectivo G, seleccionado por S, e G, , o objectivo vazio, que representa

uma contradi¢do ou falsidade. O objectivo vazio é representado pela clausula vazia

[1.

Para se evitarem possiveis conflitos entre as variaveis, as variaveis em G,

sdo automaticamente renomeadas pelo Prolog. Pereira e Shieber [PERS87]
consideram os mecanismos utilizados pelo Prolog, bastante eficientes. O objectivo
G, ¢ a resolvente (Sec¢do 3.3.2) do objectivo G, , do qual foi derivado. Por
exemplo, se G, for a conjungdo de literais L,....,L, e C_, a cldusula
A:-B,,...,B,, o objectivo derivado G, ¢ a resolvente (L,,...,B,,...,B,,...,L )0,
que resulta da unificagdo de L, com A (a cabega ou consequente de C ), ou seja,
G, =G, ,0,,.Aclausula C_, ¢ a clausula que foi seleccionada pela regra de selec¢do

S A substitui¢do, o, =mgu(C,,L,), ¢ o unificador mais geral (Seccdo 3.3.2)

[STE00], para o literal L, e o objectivo G, .

O objectivo inicial G, ¢ refutado (ou seja, a sua negagdo ¢ demonstrada por
contradi¢do) se o objectivo final G, da sua cadeia de derivagdo, for o objectivo

vazio. Diz-se, entdo, que PF[G]o,...0,, ou seja, que o contra-exemplo

n?°

[G,]o,...0, € uma consequéncia logica do programa P. O contra-exemplo ¢

simplesmente uma instancia do objectivo inicial G,, que resulta da aplicagdo da
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substitui¢do composta, o, ...0,.

Uma cadeia de derivagdio SLDNF pode ser encarada como uma

demonstragdo, por refutacdo, de que o objectivo ¢ uma consequéncia légica do

programa, ou seja, que a sua negagao conduz a uma contradigdo com o programa.

Assim, consideramos que

0 método SLDNF do Prolog preenche todos os requisitos
computacionais que uma linguagem de computacdo simbdlica necessita
para resolver simbolicamente expressdes matematicas com estruturas
triangulares bem definidas.

De facto, a resolucdo simbodlica de expressdes, como linguagem

computacional de reescrita de expressdes matematicas, por via axiomatica,

necessita apenas de

1.

Um método de busca para a selec¢dao de formulas matematicas com base
na unificacdo de expressdes matematicas com o lado esquerdo dessas

formulas;

Um método de resolucdo para a reescrita de expressdes matematicas
com base na unifica¢do de expressdes matematicas com o lado esquerdo

dessas formulas;

Uma forma de representagdo logica que seja compativel com esses dois
métodos e que sirva para representar expressoes e formulas

matematicas.

O Prolog fornece uma estratégia de resolucdo linear, por objectivos, com

busca de solugdes em profundidade e backtracking que preenche os dois primeiros

requisitos. As expressoes matematicas e o lado esquerdo de férmulas matematicas

podem ser representados, em Prolog, por termos de 1* ordem. As formulas
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matemadticas podem ser representadas por regras Prolog. Essa forma de
representacdo preenche o ultimo requisito, pois sdo compativeis com a forma como
o Prolog selecciona e resolve objectivos. Os literais a resolver (objectivos) sdo
seleccionados da esquerda para a direita e as clausulas para os resolver,
seleccionadas, de cima para baixo, na mesma ordem em que estdo dispostas no
programa [STEO00]. Por exemplo, a resolu¢do simbolica de uma expressao

matematica, pode ter como objectivo original uma conjuncao do tipo
query(List,),...,query(List,),...,query(List,)

onde cada literal representa o processamento de uma frase matematica. A resolucao
simbolica de expressdes nao ¢ mais do que uma demonstracao, por refutacdo, de
que uma dada sequéncia de frases conduz ao resultado pretendido. O contra-

exemplo fornece uma possivel solu¢ao simbdlica.

O método utilizado pelo Prolog ndo ¢ determinista. Pode existir mais de que
uma resolvente (Sec¢do 3.3.2) para os literais seleccionados. O resultado de uma
resolucdo depende, portanto, da ordem em que os literais e as cldusulas sdo

seleccionadas.

O significado operacional de um programa depende, portanto, da ordem em
que os literais e as clausulas estdo dispostas no programa. A ordem dos literais
numa cléusula, ou a ordem das clausulas no programa, podem causar problemas de
terminacdo. Segundo Sterling e Shapiro [STEO00], clausulas com recursividade
esquerda, directa ou indirecta, podem originar cadeias de derivagdo infinitas. O

Prolog possui, portanto, algumas fragilidades.

3.3.2 O Método de Unificacéo

A ideia chave por detrds do método de resolugdo ¢, sem duvida, a
unificagdo. Robinson (1965) foi o primeiro a utilizar o termo “unificacio” e a

investigar formalmente essa nocdo [BAAOl, STE00]. A unificagdo tem, por
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objectivo, encontrar solugdes para equagdes do tipo S=t, onde S e t representam
termos sintacticamente diferentes. A unificacdo determina que substituicdes sao
necessarias efectuar para tornar esses termos idénticos. As varidveis sao substituidas
por termos do seu dominio. Por exemplo, se s= f(a,x) e t=f(y,b),onde x e y
sdo duas variaveis logicas e a e b, duas constantes do seu dominio, fazendo x =b
e y =D, obtém-se 0 mesmo termo em ambos os casos, ou seja, o termo f(a,b). A
substitui¢do tornou-os sintacticamente idénticos. Diz-se entdo que esses dois

termos, S e t, sdo unificaveis e que o termo f(a,b) ¢é o termo que os unifica.

Definicdo 3.3-5 Termos Unificdveis

Diz-se que dois termos, s e t, sdo unificaveis, se é s6 se existir uma
substituicdo o, tal que so =to ®. A substituicdo o é o unificador

desses dois termos.

Baader e Snyder [BAAO1] classificam esse tipo de unificagdo, de sintactica
ou unificacdo de 1* ordem. Nesse tipo de unifica¢do, s6 podem intervir variaveis

logicas [BAAO1, VALOO].

Mas equagdes do tipo S=t podem ter varios unificadores. Por exemplo, se

s=f(x,y) e t=1(y,x), onde X e Yy representam duas variaveis logicas,
qualquer substituicao do tipo o = {X Uy u} , com U pertencente ao dominio

das variaveis, seria uma substituicao unificadora desses dois termos. Mas, segundo
Baader e Snyder [BAAO1], s6 sdo necessarios unificadores mais gerais, ou seja,

unificadores a partir dos quais todos os outros se podem obter por instanciacdo.

Definicdo 3.3-6 Unificador Mais Geral

Diz-se que um unificador « € mais geral que um outro £, se para

uma substituicdo y e para um par de termos s e t, (Sa)y=sp e

39 0 simbolo “=" & o simbolo utilizado, aqui, para representar uma igualdade, estritamente, sintictica.
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(ta)y =tf,ouseja, ay = . Escreve-se entdo que a =mgu(s,t).

Neste caso, diz-se que o unificador £ ¢ apenas uma instancia de . O
termo S ¢ o termo que resulta da aplicagio de uma substituicdo o a uma

expressao S, ou seja, o termo que resulta da substituigdo todas as suas variaveis X,
pelos respectivos termos de substituigdo, t,. Segundo Baader e Snyder [BAAO1], o

método de unificacdo ndo decide apenas se dois termos sdo ou ndo unificaveis;

computa também o seu unificador mais geral.

Definigdo 3.3-7 Resolvente

A resolvente o, escrita na sua forma resolvida, € um conjunto de

equacoes

J={X1 B, L%

b, X, ot

onde x, representa uma varidvel logica, e t, o termo que a

substitui.

A resolvente ndo pode conter termos livres t;, cujas varidveis possam ter
intervindo na unificagdo. Isto €, qualquer que seja i ou j, se X > t;, entdo
X ¢ Var(t;), onde Var(t;) ¢ o conjunto de variaveis em t;. O occurs_check € o

teste que garante isso, mas que ndo estd presente, por razdes de desempenho, na
maioria das implementacdes Prolog. A forma, bastante eficaz, como o Prolog

renomeia as suas variaveis, torna esse teste desnecessario na maioria dos casos.

Os métodos de resolucdo e de unificagdo tornam possivel fazer inferéncias
sobre expressdes logicas com base em formulas matematicas cujos lados esquerdos

possuem a mesma estrutura triangular (Seccao 2.4.1).

99



Capitulo 3 O Enquadramento Teoérico

3.4 A Representacdo Logica de Expressoes

Como foi referido atras na Seccdo 2.3, a escrita de expressdes matematicas,
como estruturas triangulares, em linguagem corrente (natural) ou de uma forma
abreviada (quasi-natural), confere um significado operacional, inequivoco, a essas
expressoes. Segundo Pereira e Shieber [PER87], o desenvolvimento da
programacgdo légica tem estado intimamente ligado a procura de formalismos
computacionais de como exprimir a analise sintactica e semantica de frases escritas
numa linguagem natural. Formalismos esses que Pereira e Shieber designam por
gramaticas logicas. As gramaticas logicas sdo essencialmente uma forma logica de
formalizar regras gramaticais. Pereira e Shieber consideram que essa formalizacdao
pode ser feita através de clausulas definitivas (clausulas Horn) e que as gramaticas

logicas podem ser executadas directamente por programas, como o Prolog.

As gramaticas logicas, baseadas em clausulas definitivas, sdo designadas
por gramaticas DCG®'. Este tipo de gramética possui uma forte ligagio com a
linguagem Prolog. Porém, a implementagdo Prolog ¢ apenas uma forma restrita do
formalismo DCG. O proprio Prolog, como se sabe, ¢ também uma forma restrita do

formalismo dedutivo baseado em clausulas Horn.

Segundo Pereira e Shieber [PER87], uma forma bastante comum de
parametrizar a semantica de uma linguagem natural, ¢ associar a cada expressao,
escrita nessa linguagem, uma forma de representagdo logica cujo significado seja
precisamente o mesmo que o atribuido a essa expressdao na sua forma natural. Por
exemplo, expressdes como “resolver o logaritmo natural do quadrado de 4”, escritas
em linguagem corrente, podem ser parametrizadas através de expressdes logicas,

como resolve(practice(expression(log(e,pwr(2,4))))) . Pereira e Shieber consideram

que sO ¢ possivel estabelecer esse tipo de associa¢do se a forma ldgica associada a

3! Termo que, na literatura inglesa, representa uma abreviatura de “Definite Clause Grammar”.
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essas expressdes puder ser composta também a partir das formas 16gicas associadas
as suas partes constituintes, ou seja, que a composicdo ser, de certo modo,

semantica.

Como veremos na Seccdo 4.2.2, as expressoes matematicas, incluidas neste
estudo, sao formadas por composi¢ao logica de construtores-A. Essa forma de

composigao € bastante semelhante a que € preconizada por Pereira e Shieber.

As expressdes sdo analisadas pela gramatica DCG, e convertidas numa
forma logica através do método de composicao logica, preconizado por Pereira e
Shieber [PER87], ou seja, uma forma simplificada de composicdo semantica,
inspirada no método de Montague, mas que utiliza apenas l6gicas de 1* ordem. O
método utilizado por Montague ¢ baseado no calculo lambda e utiliza lo6gicas de

ordem superior.

Mas para associar formas ldgicas a essas expressoes ¢ necessario utilizar o
conceito de fungdo. O calculo lambda seria, por conseguinte, bastante util, aqui.
Mas, como se sabe, esse conceito sO ¢ implementavel em logicas de 1* ordem
através de simbolos de funcdo, com a ébvia limitagdo de que cada simbolo s6 pode

representar uma fungao.

No célculo lambda, como se sabe € possivel representar fungdes a partir de

outras fungdes. Por exemplo, a fung¢ao “sucessor de x”, f(X)=x+1, poderia ser
representada por AX.(X+1), em vez de uma expressdo como succ(X), onde €

utilizado um simbolo de fungdo. Nessa expressa, o simbolo A serve apenas para

identificar o argumento da fungdo. Uma expressao como (AX.(X+1))(5) seria [ -

reduzida a sua expressao equivalente, 5+1, mas ndo ao valor numérico 6, que ela
de facto representa. Segundo Pereira e Shieber [PER87], no calculo lambda, sdo

apenas efectuadas conversdes-a e reducdes-£ . Uma reducdo-f ¢ uma forma de

7

transformagao que envolve apenas a substituicdo dos argumentos. E o que, nesta
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tese, designamos por substitui¢do da variavel. Uma conversdo -« , por outro lado, é
uma forma de transformagao que envolve apenas a renomeacao desses argumentos.

Nesta tese, as conversdes-a sdo efectuadas pelo Prolog.

Para a representagdo desse tipo de fungdes, em Prolog, Pereira e Shieber
[PER87] sugerem a utilizagdo de um operador de formagao de fungdes, baseado no
calculo lambda. Operador que Pereira e Shieber designam por operador-A. Tal
como o simbolo A, esse operador permite também a representacdo de fungdes a
partir de outras funcdes. As expressoes onde esse operador ¢ utilizado sao
designadas por expressdes-A. As expressoes-A sdo expressdes logicas onde esse
operador ¢ utilizado para ligar as varidveis logicas aos respectivos termos
funcionais. Segundo Pereira e Shieber [PER87], as expressdes-4 podem aparecer

onde qualquer simbolo de funcdo (ou functor) seja igualmente permitido.

O operador-A, proposto por Pereira e Shieber, ¢ um operador infixo, com
associatividade a direita, representado pelo simbolo ”. Numa expressdo-A, o
simbolo " ¢ utilizado como um operador de ligacdo. Por exemplo, a expressao
XX +1) seria a expressdo-A que representaria a fungdo f(X)=x+1, em
Prolog. Em notacdo lambda, essa fungdo seria representada por uma expressao,
como AX.(X+1). Nessa notacdo, uma expressdo como (AX.¢)a representaria a
aplica¢do de uma fun¢do f(X) a a, ou seja, f(a). Nessa expressdo, o termo ¢
representa uma expressdo logica, a expressao AX.¢ uma fungdo f(X) =¢ e X uma
varidvel légica. A aplicacdo (AX.#)a seria simplesmente a reducdo-f dessa
expressdo, ou seja, a expressdo equivalente [@]{X+>a} que resultaria da

substituigdo {X > a}.

Pereira e Shieber [PER87] consideram a composi¢do semantica como a

aplicacdo de reducdes-f a expressdes-A e sugerem, portanto, para esse efeito, a

utilizagdo de um predicado, como reduce(Arg * Expr, Arg, Expr). Por exemplo,
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uma expressdo como reduce(Function,a,Result) seria interpretada como uma
expressao do tipo Result =[Expr]{Arg— a}, onde Function= Arg”Expr. A
resolucdo do literal reduce(Function,a,Result) seria precisamente a redugdo-f da
expressao (Arg” Expr)(a), ou seja, o resultado da aplicagdo da substitui¢do,

{Arg > a}, a expressdo Exp, [Expr]{Arg — a}.

Mas como a resolucao do literal reduce/3 ¢ determinista e envolve apenas
a ligacdo de variaveis logicas, o literal pode ser dispensado e a ligagdo feita no

proprio local onde sdo utilizadas. Por exemplo, um literal como reduce(A, B,C)

exige apenas que A seja da forma B~C. A varidvel A pode, portanto, ser
substituida por uma expressdao-A, como B~C . De facto, a resolugdo do literal

reduce(A, B,C) seria uma expressdo do tipo A= B " C . Segundo Pereira e Shieber,

essa técnica ¢ conhecida por execugdo parcial.

Como veremos na Seccdo 4.2, a formagdo de expressdes matematicas ¢
feita a partir da sua representagdo natural ou quasi-natural. As expressoes
matematicas sdo analisadas gramaticalmente por regras DCG, como
e_op_noun(Op, Argl~ Arg2" E), e traduzidas para a sua representagao ldgica por
composicao semantica. A reescrita de expressoes matematicas ¢ feita também por
composicao légica de construtores-A4 , utilizando uma técnica semelhante a que foi

apresentada aqui.

3.5 A Reescrita de Expressoes

A reescrita de expressdes ¢ uma parte importante da resolucdo simbodlica.
Segundo Meseguer [MES98], a logica da reescrita exprime uma equivaléncia
essencial entre logica e computacdo. Um axioma da logica de reescrita, escrito
como | —r, pode ser interpretado como uma regra de inferéncia. Mas o que se

pretende com a reescrita de expressoes, na maioria das vezes, segundo Dershowitz
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et al. [DERO1], ¢ obter apenas formas equivalentes, mais simples, dessas
expressdes. Porém, como veremos, na Sec¢do 4.3, nem sempre essas formas sdo
mais simples. Todas elas, porém, contribuem para a resolu¢do simbolica dessas

expressoes, através da formacao de redexes.

Segundo Dershowitz et al. [DERO1], a reescrita de expressdes ¢ um método
bastante poderoso de lidar computacionalmente com equagdes. Através da reescrita,
¢ possivel substituir termos, numa expressao, por outros que lhes sdo equivalentes, e
obter assim formas equivalentes dessas expressdes. A ideia central por detras da
teoria de reescrita ¢ a imposicdo de direccionalidade no uso de equagdes em
demonstragdes. A reescrita axiomatica ¢ baseada nesse principio mas extensiva

apenas a transformacgdo logica de expressdes com estruturas triangulares bem

definidas.

Como veremos na Sec¢do 4.3.1 as regras de reescrita estdo orientadas no
sentido em que devem ser aplicadas. Nos casos em que a aplicacdo pode ser feita

em ambos os sentidos, as regras estdo orientadas em ambos os sentidos.

Definicéo 3.5-1 Regra de Reescrita

Uma regra de reescrita é um par ordenado de termos | e r, escrito

comol—r.

Segundo Dershowitz et al. [DERO1], as regras de reescrita sdo formas
orientadas de equagdes com as quais se podem efectuar substitui¢des por unificagdo
(Seccdo 3.3.2) dos seus lados esquerdos com expressoes ou outras equagdes. Como
uma forma de computagdo, as regras de reescrita sdo aplicadas, normalmente, de
uma forma nao determinista. Em principio, numa reescrita de expressoes, pode
haver mais do que uma regra aplicar e mais de que uma posi¢do onde aplicar essa

regra.

A orientagdo das regras de reescrita deve, no entanto, obedecer a certos
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requisitos fundamentais:

e Uma varidvel ndo pode aparecer isolada no lado esquerdo de
uma regra. Por exemplo, uma regra como X — X+ 0, ndo é considerada

computacionalmente valida;

e Uma varidvel ndo pode aparecer no lado direito de umna regra,
sem que apareca também no seu lado esquerdo. Por exemplo, uma

regra como Y +1— X, ndo ¢ computacionalmente valida.

Segundo Dershowitz et al. [DERO1], a teoria de reescrita estd centrada no
conceito de forma normal (Secgdo 2.5). O conceito de normalizacao esta

intimamente ligado ao conceito de reducao-f. A presenca, ou auséncia de

expressdes redutiveis, ou redexes, ¢ um indicador importante na reescrita de
expressoes. Valenga e Barros [VALOO] consideram uma forma redutivel de uma
expressao como uma forma continuada da expressdo. Podiamos dizer que a forma

normal de uma expressdo, Norm(s), é uma forma nio continuada da expressio.

Numa forma continuada, Redex(s), existem, portanto, um ou mais redexes.

J4

Segundo Baader e Nipkow [BAA98], um sistema de reescrita R ¢

convergente se for confluente e terminante. R ¢ confluente se e so6 se, para
s, u,veT, U «s—"v** implica que udv, ou seja, Norm(u)=ANorm(v)

[BAA98, DERO1]. R ¢ terminante se ndo existirem cadeias infinitas de redugao.

Exemplo 3.5-1 Convergéncia

Se T ={a,b,c} e R={a—b,a—c,b—>c}, entdo a aplicacio R (T )

conduz sempre ao termo C. Neste caso, C € o termo mais simples de T,

320 simbolo —> representa aqui o fecho reflexivo e transitivo de —>, isto ¢, — = U - .

ieN
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segundo R, ou seja, c=Norm(a)=ANorm(b). R ¢ neste caso,
convergente. Mas deixaria de o ser se adiciondssemos a regra b —>a a R.

Isto porque, a —>b,b >aeR.

A unicidade da forma normal depende, portanto, da completude do sistema.

O sistema de reescrita ¢ completo se for convergente.

A reescrita ndo ¢ mais do que uma substitui¢do de termos por outros que
lhes sdo equivalentes. Se S€7 e o for uma substituigdo, entdo a transformada de

S, 0(S), ¢ o termo So . Por convengdo, a transformada ¢ escrita em notagdo pos-

fixa. A transformada de um termo ¢ também designada por instancia desse termo.

Se s,t €T , entdo diz-se que S ¢ uma variante alfabética de t, se e so se

ambos forem instancias um do outro, isto €, existirem duas substitui¢des, o ¢ @,
tal que to=s e sw=t [DERO1, STE00]. A renomeagdo de variaveis esta
intimamente ligada a esse conceito. Por exemplo, termos como

log(e,pwr(Arg21, Arg22)) e log(e,pwr(Exp, Base)) sdo variantes alfabéticas do

mesmo termo.

Dados dois termos s,te7 , se s for um subtermo de t, entio t[s]

representa S. Seja R um sistema de reescrita, convergente ou ndo. Se s for uma
instancia lo do lado esquerdo de uma regra | — r € R *°, entdo s é um Redex(s)
em t, ou seja, um termo que pode ser reduzido®® a uma instincia ro do lado

direito dessa regra. Diz-se entdo que t[s]|—>t[ro], ou seja, que t[s] pode ser

reescrito como t[ro].

33 0 simbolo o ¢ o unificador mais geral desse termo e o lado esquerdo da regra, isto ¢, o = mgu(s, |).

3* Dershowitz et al. utiliza o termo “contracted”, para designar o mesmo.
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Diz-se que o subtermo t[s] é o Redex(s), mais interior’ de t, se t[s] for
um redex e nenhum subtermo proprio de S, s[u], for também um redex. Por
exemplo, a expressao X+0 em (X+0)+ X € um redex desse tipo. Diz-se também

que o subtermo t[s] é o Redex(s), mais exterior’® de t, se t[s] for um redex e t

ndo for um subtermo proprio u[t] de Redex(u). Por exemplo, a expressdo

(X+X)+0 ¢ um redex desse tipo. Nessa expressdo, X+ X seria o redex mais

interior.

Beeson [BEE98] e Dershowitz et al. [DERO1] consideram que muitos dos
axiomas em Matemadtica, sdo dificeis de lidar se por reescrita. Dershowitz et al.
[DERO1] consideram o axioma da comutatividade, a+b=b+a, como nio
terminavel, seja qual for a orientagdo que se lhe dé como regra de reescrita. No caso
dos axiomas de associatividade, abc=(ab)c ¢ a+b+c=(a+b)+c, secria
necessario considerar todas as formas possiveis de associar € comutar os termos,
pois todas elas seriam equivalentes. Segundo Dershowitz et al. [DEROI1], isso

imporia um enorme fardo ao completamento do sistema de reescrita.

No caso da reescrita axiomatica, esse problema ndo se coloca pois esses
axiomas sO sdo aplicados se contribuirem para a elimina¢do ou formagao de novos

redexes ¢ ndo violarem o principio de exclusdo (Secgio 4.4.2).

Dershowitz et al. [DERO1] sugere, no caso da comutatividade, que essa
propriedade seja apenas aplicada como forma de facilitar a aplicagdo de outras
regras. Por exemplo, para aplicar uma regra, como X+0— X, a 0+a, bastaria

apenas comutar os termos de 0+a .

Muitos dos problemas que pretendemos resolver com a reescrita sdo, por

33 Termo que, na literatura inglesa, ¢ referido por “innermost redex”

36 Tradugdo do termo “outermost redex”
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natureza, condicionais e, portanto, necessitam de sistemas de reescrita condicional.
Numa reescrita condicional, as regras de reescrita estdo sujeitas a condi¢cdes de
aplicabilidade. Segundo Dershowitz et al. [DERO1], uma regra de reescrita
condicional ¢ uma regra escrita como C|l —r, onde C ¢é encarada como uma
guarda ou condi¢do de aplicabilidade dessa reescrita. As condi¢des, ou guardas,
podem assumir formas variadas, como por exemplo, expressoes logicas, equagdes
ou inequagdes. Uma reescrita condicional s6 pode ter lugar se as condigdes de
aplicabilidade da regra, com a qual o termo unifica, forem satisfeitas. Uma regra de

reescrita sem guardas ¢ uma regra de reescrita incondicional.

Numa regra de reescrita condicional, C|l—>r, as guardas C sdo

designadas por premissas e a reescrita, propriamente dita, | — r, por concluséo. O

significado que é, normalmente, atribuido a regra C|1 >r éque C=1—>r?".

Segundo Dershowitz et al. [DERO1], uma das propriedades mais
importantes da reescrita ¢ a propriedade de terminacdo. Quando um sistema de
reescrita ¢ aplicado a um termo, ¢ importante que o processo de reescrita termine
eventualmente, independentemente, da forma ou modo, como as suas regras sao
aplicadas. Se um sistema ¢ terminavel (ou normalizavel), entdo ¢ sempre possivel
encontrar uma forma normal de um termo, por uma qualquer sequéncia de reescrita,
desde que essa reescrita continue pelo tempo que for necessario. Essa forma pode

ndo ser a Unica.

Seja 7 um conjunto de termos e — uma relacdo binaria sobre 7 .
Segundo Dershowitz et al. [DEROI1], a relagdo — ¢ terminavel para 7 , se para

qualquer termo t, €7, ndo existir nenhuma cadeia de derivagdo infinita,

t, >t >t, > determos t, €7 .

37O simbolo = ¢ utilizado aqui como implicagéo.
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Dershowitz et al. [DERO1] consideram que devem apenas ser consideradas
derivagdes onde nenhum redex seja deixado por reduzir por tempo indefinido. Para
além da terminacao (ou normalizacdo), os sistemas de reescrita R devem usufruir

também a propriedade de confluéncia.

Seja 7 um conjunto de termos e — uma relacdo bindria sobre 7 .

Segundo Baader [BAA9S] e Dershowitz et al. [DERO1], a relagdo — ¢ confluente,
se existir um elemento Ve 7 , tal que, S—> V e t— Vv, sempre que U—" S e
u—"t, para alguns elementos S,t,u e 7 . Uma relagdo confluente possui também

a propriedade de Church-Rosser. Relacdes confluentes e terminaveis (ou
normalizaveis) sdo designadas convergentes. Apenas as relacdes convergentes
garantem a unicidade da normalizacdo. Um sistema de rescrita R € convergente se

a sua relacao de reescrita também o for.

A resolugdo simbolica de expressdes € um sistema de reescrita convergente

que depende apenas da completude da sua base axiomatica.

3.6 Conclusoes

Neste Capitulo foi apresentado o trabalho relacionado e o enquadramento
tedrico em que o nosso trabalho de investigacdo se baseou. O trabalho de
investigagdo, apresentado nesta tese, centrou-se essencialmente no desenvolvimento
de uma linguagem computacional para a resolucdo simbolica de expressoes
matematicas, baseada na representacdo logica de expressdes matematicas como
estruturas triangulares bem definidas, e na reescrita axiomatica como método

computacional.

O conceito de estrutura triangular foi abordado no Capitulo 2 e a nogdo de

reescrita axiomatica com base nesse tipo de estrutura serd abordado no Capitulo 4.
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Esses dois conceitos sdo os principais contributos desta tese.

O Assistente de Matematica, que serd apresentado no Capitulo 4, ¢ uma

aplicagdo pratica destes dois conceitos.
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UMA LINGUAGEM COMPUTACIONAL PARA A

RESOLUCAO SIMBOLICA DE EXPRESSOES

4.1 Introducéo

Nas palavras de Ravaglia et al. [RAV98],

“In designing these courses [EPGY courses] we have tried to be

as responsive as possible to variations in student abilities and

rates of learning. Because of the opportunities for assessment it

affords, symbolic computation has been an essential tool in the

instructional design of these courses.”®
a computacdo simbolica foi uma ferramenta essencial na concepcao dos cursos de
instrugdo programada para o programa EPGY. Segundo Ravaglia et al. [RAV98], a
computacdo simbolica oferece enormes oportunidades para a avaliagdo continua e
sistemdtica das capacidades de raciocinio dos alunos. Uma das areas onde a

computacdo simbolica pode ser especialmente util €, precisamente, na darea

relacionada com a simplifica¢do de expressdes matematicas.

¥ “Na concepgio desses cursos [cursos para o programa EPGY], tentdmos responder o melhor possivel ds
variagoes de capacidade dos alunos e ds suas taxas de aprendizagem. Devido as oportunidades para avaliagido
que ela proporciona, a computagio simbolica tem sido uma ferramenta essencial na concep¢io do modelo
instrucional para esses cursos.” (Tradugdo)
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4.2 AFormagcao de Expressoes

O conceito de expressao matematica, que ¢ defendido nesta tese, envolve
nogdes tdo simples como constantes, variaveis e operadores. Todas essas nogoes
estdo intimamente ligadas a nog¢do de estrutura triangular, que definimos no

Capitulo 2.

As expressOes matematicas, incluidas nesta tese, sdo tratadas,
simbolicamente, como estruturas triangulares, bem definidas. Como veremos, esse

tipo de estrutura ¢, facilmente, manipuldvel por linguagens de programagao logica,

como o Prolog. Por exemplo, uma expressio matematica, como log, 4°, pode ser
representada, em Prolog, por uma expressao logica do tipo log(e,pwr(2,4)). Como

vimos no Capitulo 2, uma expressao logica deste tipo possui uma estrutura

triangular do tipo log_pwr .

Veremos também que, com este tipo de estrutura, ¢ possivel simplificar

expressoes, de uma forma simbdlica, por reescrita axiomatica.

Podemos dizer que

| A reescrita axiomatica ndo é mais do que a aplicagdo de uma
| regra matematica, por reescrita.
De facto, o resultado de uma reescrita axiomdtica ¢ uma expressao
equivalente que resulta da substituicdo de um dos seus termos por uma instancia do

lado direito da regra que lhe foi aplicada.

Ao processo de simplificagdo por reescrita axiomatica demos o nome de
resolugdo simbolica de expressdes matematicas por reescrita axiomatica. As
expressOes matematicas incluidas nesta tese sdo formadas pela conjuncao logica de
um, ou mais, termos Prolog. Ao processo de formagdo demos o nome de

composicao logica por construgdo-A .
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4.2.1 A Representacdo Logica do Sinal

O simbolo ‘-’ pode representar também o sinal negativo de uma expressao.
Expressdes como —log, 4> sio expressdes que designamos por simétricas. Como
veremos, mais adiante, o sinal negativo é também representado por uma expressao

logica. Essa forma de representar o sinal [COHO3] tornou possivel a representacao

logica de expressoes como —X € 4+ (—1)x . O sinal possui uma estrutura triangular

do tipo Z-prod .

Operagdes simbolicas como, por exemplo, “por o sinal em evidéncia”, ou

“mudar o sinal” lidam, essencialmente, com essa parte da expressdo. Para

representar expressoes como —X, —/X ou —(X+1) € necessario por em evidéncia

o sinal . O significado operacional que estd, normalmente, associado ao sinal

negativo, ¢ o de um produto envolvendo a constante —1.

O elemento —1 ¢ representado pelo termo atémico, —1, ou por um termo

funcional do tipo prod(sign,1) definido recursivamente como
1. sign=-1;ou

2. sign=prod(sign,1)
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Figura 4.2.1 Estrutura do sinal

A presenga de qualquer um desses termos, Sign ou prod(sign,1), como

factor mais a esquerda, ¢ interpretada como o sinal negativo da expressao. O termo

funcional prod(sign,l) é redutivel a sign . Por simetria, a presenca da constante 1,

como factor mais a esquerda, ¢ interpretado como sinal positivo. Uma estrutura

como prod(sign, sign) ¢é redutivel a 1, ou seja,
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-1 1 -1 1
Figura4.2.2 Composigio légica de sinais

Os niimeros inteiros negativos, como por exemplo —3, sdo representados

por termos funcionais, como prod(—1,3). Esta representagdo confere um

significado operacional ao simbolo “—". A representacdo do sinal como expressao
logica foi extremamente util para o tratamento do sinal de expressdes ndo

numéricas.

O sinal negativo ¢ lido e interpretado como “menos” ou “a simétrica de”. A
forma como a expressdo ¢ lida determina também a forma como o sinal ¢

representado.

Exemplo 4.2-1 Representacdo l16gica de —(-2)

A expressio —(—2), lida como “menos menos 2”, “menos =2 ", “a simétrica
da simétrica de 2”7 ou “a simétrica de 27, é representada por
prod(—1,prod(-1,2)). Lida como “o produto de -1 por 27, seria
representada por prod(prod(—1,1), prod(-1,2)).
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A resolugdo simbolica de uma expressao reduz sempre o sinal a sua forma
mais simples (isto €, & sua forma normal e tnica). No caso do Exemplo 4.2-1, essa
expressdo seria a constante numérica 2. O tratamento seria 0 mesmo,

independentemente do nimero de sinais que pudessem estar presentes.

A base axiomatica B(S), para esta resolucdo, seria, neste caso, completa
(isto ¢, a resolucdo seria convergente). A sua classe de reescrita seria

Rw={prod, prod_prod}. A estrutura prod tem, neste caso, um poder redutor

mais elevado. Note que nesta classe nao estd incluida a assinatura

prod_prod_prod . Podiamos ter definido uma regra com essa assinatura mas nao
foi necessario. Como se sabe, uma estrutura =-prod_prod_prod pode ser tratada

como duas estruturas Z-prod_prod .
As regras a aplicar, neste caso, seriam as seguintes:
R1. prod(s,t) — prod(q,r) if s,te7 AQq= |S| AT = |t|
R2. prod(s,t) > r if s,teNAr=s-t

Mas num calculo simbolico, nem sempre ¢ conhecido o sinal da expressao.
Por exemplo, expressdes como —X, representam apenas expressdes simétricas de

X. O sinal de X ¢ desconhecido. O sinal de X depende portanto do valor que X

possa vir a assumir num determinado contexto.

Assim, consideramos que

a varidvel matemdtica assume apenas 0s valores que supostamente lhe
podem ser atribuidos no contexto em que esté inserida.

Por exemplo, no caso de uma expressao, como NN , € assumido que x>0,

ou seja, que Jx representa um valor vélido. S6 assim se pode justificar a sua
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inser¢do num contexto como log, VX . O valor V-2 seria considerado invalido,

pois —2 ¢ uma constante e, portanto, o seu valor ¢ conhecido.
Consideramos que

O sinal de uma constante sé é conhecido se a constante for
irredutivel.

De facto, para determinar o sinal de uma constante simbdlica, pode ser
necessario resolver a constante simbolicamente. Uma constante inteira € irredutivel
e, portanto, o seu sinal ¢ conhecido. Por exemplo, —5 < 0. Mas no caso de uma

constante, como —(—5), € necessario resolvé-la, pois s6 depois de resolvida € que se

1
sabe que —(=5) = 5. No caso de uma constante, como —log, — , teriamos

_log, % . —(log, 1-log, 2) . —(0—log, 2) —>r.
—r, —(—log, 2) —r, log,2>0

onde simbolo I'; representa o tipo de transformacdo logica ou reescrita axiomatica

(reducdo -x°, conversdo-« , etc.) efectuada.

As regras aplicadas, neste caso, foram as seguintes:

R1. log(s,div(t,r)) — diff(log(s,t),log(s,r))
if cAate K7 \{—1,0} Atek” \{—1,0,1} A
—reducible(div(t,r))

R2. log(s,t) > 0 if SGN\{O,I}U{E}/\te{I}
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R3. diff(s,t) —» prod(-1,t) if se{0}AteN
R4. prod(s,t) — 1 if negative(s) A negative(t)
R5. prod(s,t) >t if se{ljatgN

onde K~ ¢ o conjunto de constantes simbolicas negativas e K'=K-K", o

conjunto das constantes simbolicas positivas.

Consideramos que

a simetria de uma expressdo sé pode ser determinada pela
presenca do sinal

De facto, independentemente do sinal que a expressdo possa vir a assumir,

1 1 .. : .
as expressoes —log, ) e log, 5 diferem apenas no sinal. Mas nem sempre o sinal

de uma expressdo esta evidenciado dessa forma, ou seja, a esquerda do operador
produto. Quando tal acontece, é necessario po-lo em evidéncia. Por exemplo, a

expressdo 2(—X) ndo ¢ considerada a simétrica de 2X. SO o ¢ depois de

transformada em —2X . O resultado seria a seguinte transformacao logica

prod(2, prod(—1, X)) = prod(—1, prod(2, X))

2(=x) -(2x)

L YD

Figura 4.2.3 Colocar o sinal em evidéncia
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Note que ambas as estruturas sdo do mesmo nivel N2, mas a segunda
irredutivel. Podemos dizer que esse tipo de transformagao diminui o poder redutor
da estrutura. De facto, com o sinal colocado o mais a esquerda possivel, essa parte
da estrutura torna-se irredutivel. Este exemplo mostra a importdncia que certas
propriedades, como, por exemplo, a comutatividade e a associatividade, podem ter

no tratamento simbolico de expressoes.

A transformagdo I, ilustrada na Figura 4.2.3, é precisamente o resultado da
aplicagdo da propriedade associativa do produto. Colocar o sinal em evidéncia pode
ser também o resultado da aplicagdo da propriedade distributiva do produto. Por

exemplo, —X+1— —(X—1). Mas aqui, também, o nivel permanece o mesmo. A

razdo para isso, em ambos 0s casos, esta precisamente no facto desse tipo de
transformagao ser apenas o resultado de uma mudanca da estrutura do sinal.
Definicdo 4.2-1 Sinal Negativo

O sinal negativo € um termo s € Sign, representado pelo termo
atomico —1 , ou por um termo funcional do tipo prod(sign,1), onde

signe Sign. O sinal negativo ¢ um elemento do conjunto

Sign={-1}US™" onde

sz{f(s,t)e}"| f e{prod}/\SeSign/\te{l}}

O sinal negativo ¢ uma estrutura triangular do tipo (N1),,, ou uma que €

redutivel a uma estrutura desse tipo. A Figura 4.2.4 mostra a estrutura triangular do

sinal negativo.
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@ none one

Figura 4.2.4 Estrutura triangular do sinal

Como se pode observar, o sinal ¢ uma expressdo do tipo prod(—1,1) ou
prod(1,1), isto é, uma expressdo com uma estrutura do tipo =-prod . Estruturas do

tipo prod(sign,1), onde sign € Sign, sao redutiveis a esse tipo.

O que distingue o sinal negativo de outras estruturas do mesmo tipo, como

por exemplo 2(3), ¢ precisamente o facto do seu primeiro argumento ser —1. Uma
estrutura, como prod(—1,1), ¢ irredutivel. Uma expressdo, como 2(3), possui uma
estrutura do mesmo tipo, prod(2,3), mas redutivel. A presenca de nimeros inteiros
negativos em expressoes, como —5(2), torna essas expressoes mais complexas e

portanto redutoras.

Nesta tese, todos os nimeros inteiros negativos i€ Z , com excepgdo de

—1, possuem estruturas do tipo E-prod. O inteiro —1€ .4 ¢ considerado uma

constante especial e utilizado apenas como representagdo logica do sinal na

estrutura prod(sign, ). O nameros naturais i€ N, possuem estruturas do tipo

=-none .

Defini¢éo 4.2-2 Expressdo Simétrica

Uma expressdo simétrica se7 ~ é uma expressdo logica do tipo
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prod(sign, ), onde signe S™, representa o sinal negativo e

uma expressdo logica te7 . Uma expressdo simétrica € um

elemento do conjunto

T_:{f(s,t)e]-"| f e{prod}/\SeS_/\teT}

Expressoes, como —(—(—(6))) ou 242 , representam expressoes simétricas

se o sinal mais a esquerda estiver em evidéncia. Como ja foi mencionado atras, a

forma como a expressao ¢ lida determina a sua estrutura.

Nesta tese, optamos por considerar como simétricas, apenas as expressoes
com estruturas do tipo prod(sign, ), cujo sinal ¢ negativo. De facto, uma expressao
S so6 pode ser considerada simétrica de uma com uma estrutura do tipo

prod(sign,s).

4.2.2 A Composicao Logica por Construgdo-1

As expressOes matematicas, incluidas nesta tese, sdo formadas por
composicdo logica de um, ou mais, termos. Termos que designamos por
construtores-4 . A designacao provém do facto de termos optado por um método de
composicao semelhante ao proposto por Pereira e Shieber [PER87]. A composigdo

logica por construgdo-A ¢ utilizada na reescrita de expressdes logicas.

Nesta tese, as expressdes matemadticas sdo formadas por escrita ou reescrita,
ou seja, formadas a partir da sua representagdo natural (ou quasi-natural) ou como

resultado de uma transformacao logica.

Exemplo 4.2-2 Escrita de log, 4°

A expressio log, 4%, cuja estrutura é do tipo [E-log_pwr]|[Z-pwr], é

escrita por composigdo l6gica de expressoes-A . Essa escrita é o resultado da
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andlise sintdctica e semdntica da frase
“definir a expressio log e pwr 2 4”

As regras DCG aplicadas, neste caso, seriam as seguintes:
S(S) — define verb(Arg *S),expression(Op, Arg).

define_verb(Arg " define(practice(expression(Arg))))
— [Op],{ verb(define,Op)}.

expression(Op, Arg) — op_noun(Op, Argl~ Arg2 " Arg),
expression(Opl, Argl), expression(Op2, Arg2).

op_noun(log, Arg1 ™ Arg2 ~log(Argl, Arg2))
— [Op],{operator(log, Op)}.

op_noun(pwr, Argl* Arg2 "~ pwr(Argl, Arg2))
- [Op] , {operator(pwr, Op)} )

Para mais informagao sobre a gramatica DCG pode consultar [PER87].

Exemplo 4.2-3 Reescrita de log, 4’

A expressio log, 4%, cuja estrutura é do tipo [E-log_pwr]|[Z-pwr], é
reescrita por composi¢io logica de dois (2) construtores-A: um, para a
formagao de logaritmos, log(e,Pwr,Log), e outro, para a formagio de
poténcias, pwr(2,4,Pwr). A varidvel Pwr ¢é a varidvel de ligacdo. A
resolvente (Secgdo 3.3.2) dessa composigio € o resultado da composicio das

duas substituigoes sequintes
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O pur ={Argl > 2, Arg2 - 4, Pwr - pwr(2,4)}
O = {Argli— e, Pwr i— pwr(2,4), Log - log(e, pwr(2,4)} .

A expressio log, 4> é simplesmente uma instincia da varidvel Log .

Definicdo 4.2-3 Construtor-A

Um construtor-4 , denotado por A-o0p, é uma variante alfabética
do predicado op(Arg,, Arg,,Op), onde op € Op representa um tipo

funcional e Op, Arg,, Arg, €V, séo variaveis logicas.

Os construtores-4 sdao regras de formagdo de operadores. Numa
composic¢ao logica, envolvendo n operadores, sdo necessarios N construtores-4 e
n—1 varidveis de ligacdo. Todas as expressdes matematicas, incluidas nesta tese,
sdo formadas por composicdo logica, quer por escrita a partir da sua representacao

natural (ou quasi-natural), quer por reescrita axiomatica.

A composi¢ao logica de expressdes ¢ uma componente importante da
formacgao de expressdes. No caso de reescritas, as expressoes sdo formadas a partir
das regras de reescrita A-o0p, Op(Argl, Arg2,0p(Argl, Arg2)). No caso de
escritas, a formacao ¢ feita através de gramaticas logicas (DCG), associando uma
forma légica a cada componente da expressdo através de uma expressdao-A,

Argl ™ Arg2 ~op(Argl, Arg2). Existe, de facto, uma grande semelhanca entre

essas duas formas de lidar com a composi¢ao logica de expressoes.

As regras de formagao de operadores A-0p (ou as expressoes-A ), definem

aquilo que poderiamos designar por construtores de classes (ou tipos) de

operadores. As expressoes logicas sdo apenas instancias dessas classes.
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Exemplo 4.2-4 Classe log

Uma expressio logica, como log(e,4), pode ser considerada como uma
instancia da classe 109, ou seja, uma instincia do termo funcional
log(Arg,, Arg,) que define essa classe. Qualquer expressio, com uma
estrutura do tipo log(_, ), pode ser considerada também um membro dessa

classe.

A instanciagdo de uma classe ¢ feita por composicao logica e envolve a
instancia¢do, por unificagdo (Seccdo 3.3.2), de todas as componentes que

constituem essa classe. Por exemplo, o termo funcional log(Arg,, Arg,) define

aquilo que poderiamos, normalmente, designar por classe de logaritmos. O seu

construtor-4, A-l0g, ¢ uma variante alfabética do termo log(Arg,, Arg,,L0g). A

correspondente expressdo-A seria o termo Arg, * Arg, *log(Arg,, Arg,) .

Uma subclasse, por outro lado, ¢ definida pela composicao logica de dois,
ou mais, construtores-4 (ou expressdes-4). A composicdo logica de dois
construtores -4 como, por exemplo, log(Arg,,,Pwr,Log) e
pwr(Arg,,, Arg,,,Pwr) , ou de duas expressdes-4 como, por exemplo,
Arg,, "~ Arg,, "log(Arg,,,Arg,,) e Arg, " Arg,, * pwr(Arg,,, Arg,,)), definiria

aquilo que poderiamos designar, normalmente, por uma subclasse de logaritmos,

cujos argumentos, neste caso, seriam poténcias, ou seja, uma subclasse log_pwr .
Essa subclasse seria definida por um termo composto do tipo
log(Arg,,, pwr(Arg,,, Arg,,)). Uma expressdo logica, do tipo log(o,pwr), seria
uma instancia dessa classe. Uma expressio, como log, 4° , seria considerada uma

instancia dessa classe.
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Verificdmos, também, que todas as expressdes matematicas, estudadas para
esta tese, podem ser caracterizadas pela estrutura triangular da sua componente
principal. As componentes, por serem triangulares, envolvem, no maximo, trés
operadores matematicos. Como sabemos, esses operadores definem a assinatura
dessas componentes. A assinatura de uma expressao €, portanto, a mesma que a da
sua componente principal. A caracterizacdo de uma expressdo através da sua
assinatura permite que uma reescrita axiomatica pode ser efectuada ao nivel da sua
componente principal e, portanto, independentemente do contexto onde possa estar

inserida ou dos argumentos para os quais sirva de contexto.

Consideramos, portanto, que

a assinatura é uma forma bastante eficaz de unificar expressbes e
regras matematicas.

De facto, a assinatura de uma expressao garante que sO possam ser-lhe
aplicadas regras com a mesma estrutura de classe. A reescrita de uma expressao
matematica depende portanto da sua assinatura e da respectiva base axiomatica.
Note que cada componente ¢, de facto, a componente principal de uma outra
expressdo. Para se efectuar uma reescrita ¢ necessario que na base axiomatica

existam regras para a sua estrutura de classe.

Exemplo 4.2-5 Base axiomdtica para a estrutura Z-log_pwr

Uma expressdo, como log, 4%, com uma assinatura log_pwr, sé pode ser

reescrita por regras com assinaturas 1og e log_pwr .
A sua base axiomdtica é o conjunto

B L > 1 eBli# Al jeRWy o

0g_pwr = {

onde
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Rwlog_pwr = {Iogvlog_pwr, prOd , pr0d_|0g}

€ a sua classe de reescrita.

Como vimos na Seccdo 2.4.1, a estrutura de uma expressdo matematica,
com as caracteristicas definidas nesta tese, pode ser totalmente descrita a partir de
cinco estruturas triangulares basicas. A estrutura de uma expressdo ¢ o resultado de
uma composicao légica envolvendo um niimero limitado de estruturas triangulares

basicas. Cada uma dessas estruturas possui uma assinatura Sig e uma base

axiomatica B, , bem definidas.

Expressdes com uma estrutura basica =-none sdo consideradas irredutiveis.
Expressdes, como 4 e X, sdo expressoes desse tipo. Todas as outras estruturas
basicas podem ser, ou ndo, redutiveis. Se forem redutiveis, entdo as respectivas
estruturas s6 podem ser redutoras ou potencialmente redutoras. Uma expressao
matematica pode ser decomposta num nimero finito de estruturas basicas e

resolvida simbolicamente componente a componente. Uma estrutura do tipo

[E-log_pwr]|[E-pwr], por exemplo, pode ser decomposta em duas outras,

E-log_pwr e Z-pwr e resolvida, simbolicamente, como o resultado da composigéo

de duas outras resolugoes.

Podemos, portanto, dizer que

a resolucdo simbolica de expressdes &, simplesmente, o resultado

da composicado de outras resolugdes.

As estruturas irredutiveis ndo geram novas estruturas e, portanto, ndo
contribuem para a proliferacdo de estruturas que podem ou nao ser decompostas ou

transformadas.
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Por exemplo, a reescrita de uma componente =-log_pwr daria origem a

uma nova estrutura, Z-prod_log. As respectivas estruturas de classe seriam as

seguintes
Log pwr
i 10 pur = {109, l0g_pwr}
78i904 o ={ Prod, prod_log}
Prod_log

Si9 r0g 10g = { prod, prod_log}

7819 1104 105 = {109.10g_pwr |
A classe de reescrita da componente Z-log_pwr , seria
RW,y e = {100,l0g_pwr, prod, prod_log}
A base axiomadtica para essa estrutura seria a unido de duas bases, ou seja,

B= Blog_pwr U B pwr

Essa seria, por exemplo, a base axiomdtica para a resolucdo simbdlica de

uma expressdo, como log, 4°.

A base axiomatica para cada classe estd organizada, hierarquicamente, de

acordo com a sua estrutura de classe. A questdo que se coloca ¢ saber se a base

axiomatica de uma resolucdo, ou seja, B(S) = U B;, é completa, onde
ieSig(s)
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Sig(s) ={i € Sig|n e N Ai = signature(s,n)}
By, ={l > iz jai,jeRw,)

e i=signature(s,n) ¢ uma fungdo que retorna a assinatura i da componente n de

S.

Segundo Baader e Nipkow [BAA98], uma relagdo de reescrita — ¢
convergente se e so se for confluente e terminante. No caso da resolugdo simbdlica,
essa relagdo ¢ estritamente axiomatica, isto €, a rescrita € o resultado da aplicagdo
de axiomas e teoremas elementares. As regras de reescrita representam formulas
matematicas com assinaturas bem definidas e todas essas regras geram assinaturas
para as quais existem regras de reescrita, redutoras ou potencialmente redutoras.
Como sabemos, a classe de reescrita de uma expressao €, por defini¢do, o conjunto
de todas as assinaturas relacionadas com a sua estrutura de classe. A base
axiomatica de uma resolugdo ¢ completa se existirem regras de reescrita para todas

as assinaturas na sua classe de reescrita.

Consideramos, portanto, que

uma resolugdo simbdlica é confluente e terminante se a sua base
axiomatica for completa, isto €, existirem regras de reescrita com
assinaturas que sejam membros da sua classe de reescrita.

O principio de exclusao garante a unicidade de todas as formas equivalentes
de uma expressdo, obtidas por reescrita axiomatica, e portanto, da sua forma mais

simples, também. A base axiomatica para cada classe de rescrita ¢ completa.

Exemplo 4.2-6 Base de resolugio de log, 4’

No caso da expressio log, 4°, a base de resolugio é convergente. Essa base é

definida por
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B(s)={l, >1;eBli= jAi, je RW(s)|
Rw(S) = { prod, prod_log, pwr, pwr_pwr, Iog,log_pwr}

Todas as regras em B(S) conduzem a expressio d sua tinica forma normal,

ou seja, a sua forma mais simples.

2
log 4 i’ \ Reescrita-a
1 2 1 Exclusio
o oo, @V
2(2 Reescrita-k
210g 2 log 2 4_ log 2 & J’Z Exclusio
\ Reescrita-1
2(2) loge 2 @ Reescrita-y
\:\' Reescrita-{
Reescrita-ar
4 loge 2 Reescrita-{
Reescrita-k

Exemplo 4.2-7 Base de resolugio de log,, 5’ +4log,, 2

No caso da expressio log,, 5’ +4log,,2, a base axiomdtica é também

convergente. Neste caso estio envolvidas mais assinaturas. A expressio

possui uma estrutura triangular do tipo
[E-sum_log_prod ][Z-log_pwr |[E-prod_log |[Z-pwr |[E-prod ]

A base de resolugio, neste caso, é definida por
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B(s)={l, >1;eBli= jAi, je RW(s)|
onde
Rw(S) = {sum, sum_log_prod,sum_log_log, prod, prod_log,
log,log_pwr,log_prod, pwr, pwr_pwr |

¢ a sua classe de reescrita. A sua forma mais simples é a expressio

log,,2+3.

A sua classe de reescrita é a unido das classes de reescrita de todas as suas

componentes, ou seja,

RW(S) = 7—\)’Wsum_log_prod U 7:‘)’Wlog_pwr U prrod_log U prwr U Rwlog
onde
RW, 11 10g pros = {5UM, sum_log_log, prod, log,log_prod

RWi, o =1{109,10g_pwr, prod, prod_log}
Rw ={log,log_pwr, prod, prod_log}

prod _log —

RW,,, ={ pwr, pwr_pwr |

Um dos objectivos desta tese foi, precisamente, o desenvolvimento de uma

estrutura computacionalmente eficiente que pudesse facilitar a resolugao simbdlica,

por reescrita axiomatica, de uma certa classe de expressdes matematicas.

130



Seccao 4.2 A Formagao de Expressoes

Como vimos, a classe de expressoes, estudadas para esta tese, pode ser
representada por estruturas triangulares e resolvida, simbolicamente, de uma forma

detalhada, com base nessa estrutura. Essa classe foi caracterizada na Secgao 2.4.

Numa reescrita axiomatica, com fins estritamente pedagogicos, s6 devem
ser incluidas transformacdes logicas que sejam pedagogicamente justificaveis, isto
¢, cuja aplicagdo possa ser justificada em termos de um conjunto restrito de axiomas
e teoremas, considerados elementares (isto €, transformagodes ldgicas que Beeson

[BEE98] designa por “cognitive faithful”).

Nesta tese, s0 foram incluidas expressdes matematicas cujas componentes
possuam estruturas triangulares com assinaturas que foram listadas na Sec¢do 2.4.
Embora os polindbmios possam, em principio, ser representados por estruturas
triangulares, o seu tratamento simbolico requer técnicas muito mais especializadas.
Os polindmios, com a excep¢do de alguns casos especiais, ndo podem ser
decompostos em estruturas triangulares basicas. Além do mais a factorizagdo de
polinémios ¢ ainda conjectural para polindmios de grau superior a 4 [MOS71]. Os

casos especiais possuem assinaturas que estao listadas na Secgao 2.4.

Dito isto, consideramos que

os polindmios ndo podem ser resolvidos, simbolicamente, por reescrita
axiomatica, ou seja, a partir de estruturas triangulares.
De facto, nesta tese, s6 foi possivel resolver polindbmios de 2° grau,

analisando a sua estrutura, por completo, e aplicando a férmula resolvente.

O método de resolugdo que € apresentado nesta tese, utiliza uma base
axiomatica totalmente desenvolvida com base numa logica de 1* ordem e
organizada hierarquicamente por classe e poder redutor. Métodos semelhantes tém
sido desenvolvidos mas, na sua grande maioria, baseados em logicas de ordem

superior [BORO02].
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4.3 A Reescrita de Expressoes

A composicao logica de expressdes matematicas, ou composi¢ao logica, por
constru¢do-A, como lhe chamamos, ¢ apenas um processo de formagdo de
expressoes, utilizado tanto na escrita como na reescrita de expressoes. A resolucao
simbdlica de expressdes envolve a reescrita sistematica de expressdes, por via
axiomatica, ou seja, por aquilo que designamos por reescrita axiomatica. A este
processo continuo de transformagdes l6gicas demos o nome de resolugdo simbolica

de expressdes matematicas, por reescrita axiomatica.

Como ja referimos na Secgdo 2.5, a reescrita axiomatica nao ¢ mais do que a
substituicdo de expressdes ou subexpressoes, por instancias do lado direito de
formulas matematicas, com o lado esquerdo das quais, essas expressoes ou
subexpressdes unificam [BAA98, DER90, DERO1]. O conceito de unificacdo de

termos foi abordado na Secgao 3.3.2.

Consideramos que

as formulas matematicas definem relagGes de equivaléncia entre classes
de expressoes.

De facto, entre as assinaturas dos lados esquerdos e direitos dessas formulas

existe uma relacdo de equivaléncia. Por exemplo, a assinatura log_pwr e

prod_log sdo equivalentes.

As relagdes de equivaléncia sdo fechadas para todas as substitui¢des o que
resultem da unificacdo de expressdes com os lados esquerdos dessas formulas.
Segundo Baader e Nipkow [BAA9S8], se — for uma relag¢do de equivaléncia sobre
termos T (Q2,V) (Seccdo 3.3), entdo diz-se que a relagdo ¢ fechada, para toda e
qualquer substituicdio o, se e sO se, para todos os termos S,te 7T (QQ,)V) e

substituicdes o, tem-se que S—t implica o(S) —> o(t). Ou seja, dada uma
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formula matematica, | — r € B, orientada nesse sentido, qualquer instancia do seu
lado esquerdo, lo, é equivalente a uma instancia do seu lado direito, ro, sob a

mesma substitui¢do o . A nota¢do lo denota a aplicagdo o(l), ou seja, a aplicagdo
o:T(QV)>T(Q), com | eT(Q,V). Isso pressupde, naturalmente, que | ¢ V
e Var(r)yc Var(l), com |,r e T(Q,V). Todas as formulas matematicas, incluidas

nesta tese, satisfazem a esse requisito.

Exemplo 4.3-1 Formula log(X,pwr(y,z)) — prod(y,log(X, z))

A formula log(X,pwr(y,z)) — prod(Yy,log(X,2)), satisfaz a esse requisito,

ou seja, Var(l)={x,y,z} e Var(r)={x,y,z}.

E preciso notar que o lado direito das féormulas ¢ formado pela composigao
légica de um certo numero de construtores-4 e instanciado pela mesma
substitui¢do que unificou a expressao € o seu lado esquerdo. Por exemplo, o lado

direito da formula log(X,pwr(y,z)) — prod(y,log(x,z)), ¢ instanciado por
[prod(y,u)elog(x,2)], o, ou seja, por [A(r)]o, onde o representa o operador
composicdo e U, a variavel de ligacdo. Nesta tese, a composicao logica, por

construgdo-4 , ¢ representada, de forma abstracta, por [A(r)].

4.3.1 As Regras de Reescrita

A base axiomatica ¢ um conjunto limitado de regras de reescrita,
condicionais (axiomas e teoremas), organizado por classes e com as regras
dispostas, hierarquicamente, por classe e por ordem decrescente do seu poder
redutor. As regras sao seleccionadas, de forma sequencial, com base na assinatura.
A assinatura de uma regra ¢ determinada pela estrutura triangular do seu lado

esquerdo. Note que uma regra com a assinatura log ¢ acedida antes de qualquer
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outra com esse mesmo operador, como principal, na sua assinatura.

Exemplo 4.3-2 Regra de reescrita Xx+0 — X

No caso da regra Xx+0 — X, o lado esquerdo, X+0, possui uma estrutura
do tipo E-sum, ou seja, uma estrutura com apenas uma componente e cuja
assinatura é sum. Uma expressio, como X+0 pode ser, portanto, reduzida,
por via axiomdtica, aplicando-lhe uma regra do tipo x+0— X (axioma da

neutralidade para a soma). Na base axiomitica, essa regra estd definida por
sum(s,t) >s if se T \Nate{0}

O resultado da aplicagido é uma estrutura do tipo =-none, ou seja, uma
expressio irredutivel. Uma transformacio 16gica deste tipo possui um

elevado poder redutor.

Como se pode ver na Figura 4.3.1, a aplicagdo dessa regra reduz, de facto, o
grau de complexidade dessa expressao. Regras desse tipo foram implementadas, em

Prolog, por um conjunto de clausulas do tipo apply_relation/7.

X

| Aplicar relagéo >
X 0 X W X

Figura 4.3.1 Aplicacdo do axioma da neutralidade da soma

r

Mas nem todas as transformacdes logicas, como ¢ 6bvio, sdo assim tao
redutoras como essa. De facto, muitas delas sdo apenas potencialmente redutoras. O
que se pode dizer ¢ que todas elas contribuem para a resolucdo simbdlica da

expressdo através da reducado redexes ou a formagéo de novos redexes. Por exemplo,
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a transformagio logica log, 4°> — log,(2%)* é potencialmente redutora. De facto,
o lado direito dessa transformagdo ¢ potenciadora da formacdo de um novo redex.

Essa expressdo possui uma estrutura do tipo [Z-log_pwr|[Z-pwr_pwr][Z-pwr],

com um maior nimero de componentes, mas que ¢ também redutivel. A
factorizacdo da base da poténcia introduziu uma nova estrutura de classe a sua
classe de reescrita, mas introduziu também a possibilidade de se formarem novos
redexes. A ideia central por detrds da resolucdo simbolica ¢ precisamente esta
dualidade entre consumidores e produtores de estruturas, ou seja, entre a redugdo e
a formacdo de redexes. A formagdo de redexes ¢ controlada pelo principio de

exclusao e, portanto, restrita a formagdo de novos redexes apenas.

Como vimos atras, na Seccdo 2.4.2, quanto maior for o nimero de
componentes a resolver, tanto maior sera o grau de complexidade de uma
expressdo. Pois, com o aumento do nimero de componentes, um maior niimero de

assinaturas ¢ gerada por reescrita, € maior €, portanto, a sua classe de reescrita.

Mas como veremos, a maioria das transformagdes logicas deste tipo, com a
excepcdo das regras de célculo como, por exemplo, o calculo de derivadas, sdo,
reescritas contextualizadas, isto €, reescritas onde a regra ¢ apenas aplicada no
contexto de um outro operador. Numa reescrita contextualizada, o argumento ¢é
transformado como parte integral do contexto. Por exemplo, a conversao de uma
raiz s6 faz sentido como parte de um contexto como o logaritmo ou de uma outra
raiz. Como ¢ 6bvio, para que uma transformacdo logica tenha lugar ¢ necessario
que, na base axiomatica, existam regras com essa assinatura e que da sua aplicagdo
nao resultem expressoes ou estados ja visitados. Para garantir isso e evitar, portanto,
problemas de terminagdo, ¢ necessario manter em memoria o traco da resolucao, ou
seja, os estados por onde a resolucdo ja passou. Como veremos, o trago de uma

resolucao ndo € mais do que a sua memdria colectiva.

Um outro aspecto importante a considerar neste tipo de resolugdes ¢
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também o poder redutor de uma regra (Sec¢do 2.4.2), ou seja, a sua capacidade de

reduzir, ou de contribuir para a reducao do grau de complexidade de expressoes.

Para garantir que uma regra, | —>r, seja redutora ou potencialmente

redutora, € necessario que a regra satisfaga aos seguintes critérios :

136

Redutora:

N> N(r), isto é, o lado direito da regra possuir uma estrutura
triangular de nivel inferior. Por exemplo, no caso da regra U+0— U, o

lado direito possui um nivel, N (Z-none), inferior ao do seu lado
esquerdo, N (E-prod);

NODH=N(r) e MarX(l)> NVarX(r), isto é, o lado direito é do
mesmo nivel, mas com um numero inferior de ocorréncias da variavel
de substitui¢do, AMVarX . Por exemplo, no caso das regras, U+U — 2u
e u(u) = u’, os lados sio do mesmo nivel, A/ (Z-sum)= N (Z-prod) e
N (E-prod) = N (E-pwr), mas onde MVarX(1)=2 e AMVarX(r)=1;
N () =N(r) e Operator(r) = prod , isto é, o lado direito é do mesmo
nivel, mas o operador principal ¢ do tipo prod . Por exemplo, no caso
da regra log, u > klog,u, ambos os lados sdo do mesmo nivel,
N (E-log_pwr) = AN (Z-prod_log), mas o operador principal do seu
lado direito ¢ do tipo prod ;

N(r)>N(l), Operator(r)=prod e Factor(r,1)=const, isto & o

lado direito ¢ de nivel superior, mas o seu operador principal do tipo

prod e o seu 1° factor, uma constante simbolica. Por exemplo, no caso
d log, YU — L1 lado direito ¢ de nivel i
a regra log,Vu —)E og,U, o lado direito ¢ de nivel superior,

N (E-prod_div_log) > NV (Z-log_root) , mas o seu operador principal é



Seccdo 4.3 A Reescrita de Expressoes

. 1,
do tipo prod e I € uma constante.

Potencialmente Redutora:

e N(M>N() e NRedex(r) > NRedex(l), isto é, o lado direito é de

nivel superior, mas o seu lado direito possui mais redexes. Por exemplo,

no caso da regra i(u +V) —>iu +iv, o lado direito ¢ de nivel
dx dx  dx

superior, N (Z-sum_der_der)> N (E-der_sum), mas possui mais

redexes.

Note que, numa base axiomatica, ndo podem existir regras, cujo lado direito
¢ de nivel superior, AV (r)> AN (l), mas com 0 mesmo nimero ou um nimero
inferior de redexes, N'Redex(r) < N'Redex(l). Pois estariamos, simplesmente, a
aumentar o grau de complexidade de uma expressdo ¢ a diminuir o seu poder
redutor. O que seria uma violacdo do principio “reduzir ou aumentar para reduzir”,
ou seja, permitir que “o grau de complexidade de uma expressio possa ser agravado

sem uma forte contrapartida de reducio”.

Consideramos, portanto, que

a aplicacdo de uma regra de reescrita deve apenas eliminar redexes ou

potenciar a formacao de novos redexes.

Por exemplo, s6 se deve aplicar a regra u(vV+w)— u(v)+u(w)
(distributividade a esquerda em relagdo a soma), se U(v) ou u(w) forem redexes e
V+ W ndo o for. Para se garantir isso, tem-se que verificar que ndo existem redexes
por resolver e que existem afinidades operacionais com pelo menos um dos seus
argumentos. A aplicacdo desta propriedade ¢ um exemplo de como o aumento do

grau de complexidade de uma expressao deve ser compensado por um aumento do
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seu poder redutor.

Exemplo 4.3-3 Resolucdo simbélica de x(x+1)—X’

Uma expressio, como X(X+1)—=X*, cuja estrutura é do tipo
[E-diff_prod_pwr |[E-prod_sum][Z-pwr], nio possui nenhum redex. Para

a simplificar é necessdrio formar um ou mais redexes, ou seja, determinar se

as estruturas EZ-prod_sum e E-pwr possuem alguma afinidade

operacional.

Neste caso, a aplicagido da regra U(v+Ww) —> Uu(v)+U(Ww) a sua componente
X(Xx+1), daria origem a uma expressio equivalente, (X’ +1)—X>, cuja
estrutura é do tipo [E-diff_sum_pwr][Z-sum_pwr][Z-pwr]’, mais
complexa, mas onde é possivel associar as estruturas Z-pwr e formar um
redex. A aplicagio de uma regra do tipo (U+V)—W—>(U—-W)+V

(associatividade e comutatividade) daria origem a formagio do redex

X =X

Mas a aplicag@o de regras de reescrita (axiomas e teoremas) ¢ o resultado da

aplicagdo daquilo que poderiamos designar por estratégias de resolugdo. A

resolucdo simbolica de expressdes envolve ndo s6 a seleccio de regras de rescrita a

aplicar como também a selec¢do das posi¢des onde aplicar essas regras. Numa

estrutura triangular, essas posi¢cdes coincidem, precisamente, com as posi¢oes

ocupadas por cada uma das suas componentes, ou seja, com o topo das suas

respectivas estruturas triangulares.
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principal. Uma estrutura triangular ¢ uma estrutura bindria, op(arg,arg), com trés

(3) vértices.

op

arg arg
Figura 4.3.2 Operador principal

O operador 0p ¢ o topo dessa estrutura e os seus dois argumentos arg, a
sua base. Por conven¢do, uma estrutura triangular ¢ analisada, recursivamente, a
partir do topo, prosseguindo, em profundidade, da esquerda para a direita. Por
exemplo, para se resolver uma expressao, como log(e,pwr(2,4)), comegca-se

primeiro por analisar a estrutura log(arg,arg), e s6 depois, de forma recursiva, a

estrutura pwr(arg,arg).

log

arg pwr

arg arg
Figura 4.3.3 Operador argumento

As estratégias, apresentadas nesta tese, visam essencialmente a redugdo do
grau de complexidade das expressdes. As reducdes sdo transformacdes logicas,

r efectuadas, por reescrita axiomatica, que visam, essencialmente, a

R
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normalizacdo dessas expressdes. As reducdes sdo aplicadas, de preferéncia, aos

redexes mais interiores. Por exemplo, na expressdo (3+4)+0 , o redex 3+4 seria

o primeiro a ser resolvido. A solu¢do, neste caso, seria

B+4)+0->7+0->7

Cada classe possui a sua propria base axiomatica . A base axiomatica para

estruturas  =-log, B, , ¢ um subconjunto da base B, , para estruturas

E-log_pwr, ou seja, B, < B

og g pwr - ASSIM, para resolver uma expressdo, como

log(e,pwr(2,4)), € necessario aplicar duas bases axiomaticas; uma, para logaritmos

de poténcias, B, e outra para poténcias, B, .

0g_pwr

Como veremos, as estratégias de resolugao estdo organizadas por operador.

Consideramos que

| a resolugéo simbélica de expressées ndo é mais do que uma aplicacéo

| estratégica de uma ou mais classes de reescrita.
De facto, a classe de reescrita de uma expressdao ¢ a unido das classes de
reescrita de todas as suas componentes. A resolugdo simbolica de uma expressao ¢
portanto o resultado da resolucdo de todas essas componentes e da sua composi¢ao

de acordo com a estratégia aplicada.

Consideramos também que

a resolucdo simbolica de expressdes ndo depende da ordem em que as
componentes sdo resolvidas, ou seja, da ordem em que as regras sao
aplicadas.

De facto, a ordem em que as regras sdo aplicadas afecta apenas a solugdo e

ndo o resultado. Se a base for completa, o resultado da resolugdo ¢ a forma mais

simples da expressao.
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Exemplo 4.3-4 Resolugdo simbélica de (1+2)+3)+4

No caso da expressio ((1+2)+3)+4, cuja estrutura € do tipo
—_ 27— L. . L

[E-sum_sum| [E-sum]|, a estratégia sugerida, como preferencial, é a
redugido da componente [E—sum], ou seja, a execugio de um cdlculo

numeérico. De facto, essa seria a transformacgdo logica com maior poder
redutor. O tinico redex presente nessa expressio ¢, na realidade, a expressio

1+2.

Como resultado, a expressio é simplificada para (3+3)+4, cuja estrutura é
do tipo [E-sum_sum][Z-sum], mais simples. De facto, com essa

transformagdo, um dos operadores soma, Z-sum, foi eliminado.

Como veremos na Sec¢do 4.3.1, as regras de reescrita, por calculo, sdo
regras com um elevado poder redutor. Como estratégia, a presenca de redexes
sugere sempre, como prioritaria, a aplicacdo de estratégias estritas. Mas, como
veremos também, nem sempre estdo presentes redexes, nessas expressdes. Dai a
importancia, numa reescrita axiomatica, de se poderem formar redexes, que possam
contribuir para a resolucdo simbolica dessas expressdes. Mas para se formar
redexes, € necessario aumentar o grau de complexidade e o poder redutor dessas
expressoes, ou seja, aplicar regras que designamos por potencialmente redutoras.
Essas compensam o aumento do grau de complexidade com a formag¢ao de um ou
mais redexes. E importante, que essas regras formem mais redexes do que ja

existem. Regras, com essas caracteristicas, potenciam redugdes futuras.

Exemplo 4.3-5 Resolugdo simbdlica de (Xx+1)+(x+2)

Para simplificar a expressio (X+1)+(X+2), é necessdrio formar redexes, ou
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seja, associar os termos semelhantes [BUNS85], aplicando regras de

conversdo (Secgio 4.3.1.4) do tipo
R1. sum(sum(s,t),sum(g,r)) — sum(sum(s,q),sum(t, r))
if s,qeNAt,re{0}akin(s,q)
R2. sum(sum(s,t),sum(g,r)) — sum(sum(s, q),sum(t, r))
if 5,0 NAt,re NUK\{0}akin(t,r)

A aplicagio da regra R2 conduz a wuma expressio equivalente,
(X+X)+(1+2), com o mesmo grau de complexidade, mas onde estio
presentes dois redexes. Essa expressio é reduzida a sua formal normal,

2X+3, que neste caso € também a mais simples.

O numero de regras deste tipo (neste caso, associatividade) ¢ bastante
reduzido, pois apenas sdo considerados os casos onde existe a possibilidade de se

formarem redexes.

Numa resolug@o simbolica, a estratégia preferencial ¢ a redugao dos redexes,
comecando pelos mais interiores. Nesta tese, optou-se por uma busca em

profundidade, da esquerda para a direita.

Exemplo 4.3-6 Resolugdo simbdlica de di(x +4)
X

- d . . .
No caso da expressio d—(x+4), cuja estrutura é do tipo
X

[E-der_sum][E-sum]|, ndo existem redexes. A estratégia sugerida, como
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preferencial, é a transformagio da sua componente principal Z-der_sum, ou

seja, a aplicagio de uma regra de derivagio com essa assinatura. O resultado

seria a seguinte cadeia de transformagoes

d d d d
—X+4) > —X+—4 >, 1+—4 >, 140> 1
dx( ) ndx dx B dx s Fs

Como se pode observar, o resultado da aplicagdo, T',, é uma expressio com

e R
uma estrutura do tipo [E-sum_der_der|[Z-der]’, mais complexa, mas onde

estdo presentes dois redexes.

Exemplo 4.3-7 Resolugdo simbdlica de di(x +X)

- d .
No caso da expressio d—(x +X), com o mesmo tipo de estrutura, mas com
X

um redex presente, a estratégia sugerida, como preferencial, seria a redugio
da estrutura Z-sum. O resultado, neste caso, seria a seguinte cadeia de

transformacoes

i(x+x)—>r i(2x)—>r Zix—>r 2(1) > 2
dx ' dx 2 dx : 4

Exemplo 4.3-8 Resolucdo simbdlica de di(loge x> —2log, X)
X

No caso da expressio di(loge x> —2log, X), cuja estrutura é do tipo
X
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[E-der_diff |[Z-diff_log_prod |[Z-log_pwr |[Z-prod_log |[E-pwr |[E-log],
o redex mais interior é a expressdao com a estrutura [E-Iog_pwr] . Esta

é, portanto, a primeira componente a ser resolvida. Com esta resolvida, a

expressdo passa a ter uma estrutura do tipo
[=-der_diff |[=-diff_prod_prod][=-prod_log]’ [2-log]’

O redex mais interior, neste caso, € a expressio com a estrutura

[E—diff J)rod_prod]. O resultado da resolucdo é a seguinte cadeia de

transformagoes

i(loge x> —2log, X) = i(210ge X—2log, X) = i0 - 0
dx " dx > dx ’

Verificamos que em todos os casos de resolucao, estudados para esta tese, o
resultado foi sempre a forma mais simples dessas expressdes. Nao podemos garantir
que a base axiomatica, utilizada nesta tese, esteja completa. Podemos, no entanto,
garantir que ¢ possivel completar essa base a partir dos axiomas e teoremas listados
no Apéndice B e que, portanto, o processo de resolugdo, apresentado nesta tese, €
convergente. A unicidade da forma normal depende apenas da completude da base

axiomatica e ¢ garantida pelo principio de exclusdo através da memoria colectiva.

Consideramos, portanto, que

a resolucdo simbolica de expresses € um processo continuo de
reescritas  axiomaticas, envolvendo redugdes, conversdes e
simplificages, onde as estruturas triangulares sdo consumidas e
alimentadas.
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De facto, a reescrita axiomatica ndo ¢ a mais do que um processo de
consumo e produgdo de redexes, controlado pelo principio de exclusdo e por
backtracking, que visa, essencialmente, a reescrita de formas equivalentes que

possam contribuir para a resolugao simbolica de expressoes.

Definigdo 4.3-1 Reescrita Condicional

Uma reescrita condicional é a aplicacdo de uma regra de reescrita
condicional, do tipo | - r if C, cujo resultado é a transformacao
I6gica s —t, isto €, a substituicdo de uma expressdo S, unificavel
(Seccéo 3.3.2) com o lado esquerdo | da regra, por uma instancia
t=ro do seu lado direito I . A substituicdo o =mgu(s,l) é o

unificador mais geral (Sec¢éao 3.3.2).

A aplicagdo de formulas matematicas (axiomas e teoremas) sdo formas de

reescrita condicional. A transformagdo logica log, 2* — 4log, 2 ¢ o resultado de

uma reescrita condicional, ndo contextualizada. Como ¢ 6bvio, uma reescrita pode
ser efectuada em qualquer posicdo da estrutura, desde que essa parte da estrutura

possua a assinatura adequada para essa reescrita.

Definicédo 4.3-2 Reescrita Contextualizada

Diz-se que uma reescrita € contextualizada se a aplicacdo da regra
depende do contexto em que a reescrita € efectuada. O contexto é
definido pelo operador principal da expressdo cujo argumento é o

objecto da reescrita .

A factorizagdo de numeros inteiros positivos ¢ uma forma de reescrita
contextualizada. A transformagdo logica log, 16 — log, 2*, é o resultado de uma

reescrita contextualizada pelo termo funcionallog(_, ).

Nesta tese, foram identificados os seguintes tipos de reescrita: reducao,
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conversao, simplificacdo e composi¢ado logica.

Tipos de Reescrita

—{ Redugao )

— Reescrita-k
— Reescrita-t

—{ Conversao )

—— N/Contextualizada

t Reescrita-a
Reescrita-y

-— Contextualizada

Reescrita-p
Reescrita-y
Reescrita-y

Simplificagao
Reescrita-|

Contextualizada

\— Reescrita-L

Célculo aritmético

Axiomas de reducgdo

Axiomas de conversdo

Regras de cdlculo

Conversédo de operadores matematicos
Factorizagdo de inteiros positivos

Comutacdo de termos

Aplicagéo de estratégias

Composicdo légica de termos

Figura 4.3.4 Tipos de reescrita

Reducdo:

3 Os célculos numéricos sdo, essencialmente, redugdes por calculo.
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Reescrita por calculo numérico, ou reescrita-x (Secc¢ao 4.3.1.1) —
A aplicagio de calculos numéricos®. Numa reescrita-x,
expressao numeérica € substituida pelo seu valor numérico ou
simbdlico. O resultado de um calculo numérico ¢ uma expressao
irredutivel. Por exemplo, 2+3—5 ou —4+2 — -2 sdo reescritas

deste tipo. A reescrita por calculo possui um elevado poder redutor;

Reescrita por reducdo axiomatica, ou reescrita-z (Seccdo
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4.3.1.2) — A aplicacdo directa de reducdes. Tal como o célculo

numérico, a reescrita-z possui um elevado poder redutor. O

resultado de uma redug@o ¢ uma expressao irredutivel. Por exemplo,

X+ X — 2X € uma reescrita deste tipo.

Simplificacdo:

— Reescrita por simplificacdo, ou reescrita- { (Seccdo 4.3.1.3) — A

aplicacdo indirecta de reducdes ou conversdes. A reescrita- 4+ ¢

aquilo que poderiamos designar por reescrita indirecta. Por exemplo,

X+(2+3) > x+5 ¢ uma reescrita deste tipo. A reescrita ¢ aplicada

a uma das componentes da estrutura e a estrutura completa reescrita

por composicao logica de construtores -4 .

Conversdo:

— Reescrita por conversao axiomatica, ou reescrita-a , -5, -, -y

(&

-y (Seccdo 4.3.1.4) — A aplicagdo directa de formulas

matematicas a posicdo pePos de uma estrutura, onde

Pos ={i|ieN}.

Converséo unidireccional ndo contextualizada, ou reescrita

-y - A aplicagdo unidireccional de formulas matematicas. A

aplicagdo de uma regra de derivacdo ou a decomposicao de uma

derivada de ordem superior sdo reescritas deste tipo. Por

exemplo, a transformagao 4 (X+4) > —x+ 4 4 ¢ uma
dx dx dx

reescrita-y ;

Conversao unidireccional contextualizada, ou reescrita-y - A

factorizagdo ~ de numeros inteiros positivos, devidamente
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contextualizados. Este tipo de reescrita € potencialmente redutor.

Por exemplo, a transformagdo log, 16 — log, 2* é uma reescrita

-y . O contexto ¢ definido pela estrutura Z-log .

Conversao bidireccional ndo contextualizada, ou reescrita -a
- A aplicagdo de formulas em ambos os sentidos. Um dos
sentidos possui maior poder redutor. A aplicacdo de relagdes
fundamentais ou a aplicacdo das propriedades associativa ou
distributiva sdo reescritas deste tipo. Por exemplo, a

transformacdo log, X* —2log, X & uma reescrita-az. A

aplicacdo no sentido oposto esta sujeita a condigdes especiais,
como por exemplo, a existéncia de afinidades operacionais entre

0S seus argumentos;

Converséo bidireccional contextualizada, ou reescrita-g - A

aplicacdo bidireccional de foérmulas matematicas a estruturas
devidamente contextualizadas. Este tipo de reescrita ¢
potencialmente redutora. A conversdo de operadores ¢ um

exemplo deste tipo de reescrita. Por exemplo, a transformagao

1
loge\/; — log, X* € uma reescrita-£. O contexto ¢ definido

pela estrutura Z-log_root .

Converséo unidireccional, por comutacdo, ou reescrita-y —
A aplica¢do da propriedade comutativa. Tal como a reescrita-y

e -4, este tipo de rescrita ¢ também contextualizado. Por

exemplo, a transformag¢do 2+ X — X+2 ¢ um tipo de reescrita

_Z‘

Composigdo:
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e Reescrita por composicdo ldgica, ou reescrita-4 — A formagdo de
estruturas triangulares por conjungdo légica de construtores-A. Tal

como a reescrita y , este tipo de reescrita ¢ também contextualizado. Por
exemplo, a transformagio [log, X |, . —log, 4 é um tipo de reescrita

-4 . O contexto ¢ definido pela regra onde a composi¢ao tem lugar;

Nesta tese, as regras de reescrita sdo identificadas pelo tipo de reescrita que
efectuam (prefixo) e pela classe de expressdes que reescrevem (assinatura). No

caso de regras, com estruturas de nivel 1, o sufixo arg ou args ¢ adicionado ao

nome da regra para identificar se apenas um, ou ambos, 0s argumentos estao
envolvidos. A regra X+0— X, por exemplo, ¢ identificada pelo nome

relate_sum_arg, pois esta relacionada com uma caracteristica de um dos seus

argumentos ser 0 (seja ele qual for). A regra X+X— 2X, por outro lado, ¢

identificada pelo nome relate_sum_args, pois esta relacionada com uma

caracteristica que diz respeito a ambos dos seus argumentos (serem, neste caso,
idénticos).
4.3.1.1 A Reescrita por Calculo Numérico

Nesta tese, o calculo numérico ¢ apenas efectuado sobre o conjunto dos

nimeros inteiros Z . Expressdes, como 27> ndo sdo redutiveis por calculo, pois

representam nimeros racionais Q . A redugdo s6 pode ser feita, por via axiomatica,

. . . T .
ou seja, reduzindo a expressao a constante simbolica 7 O mesmo se pode dizer de

~ 2 ., , . , . .
expressoes, como (—2)” . Para as reduzir ¢ necessario transforma-las, primeiro, por

via axiomatica, € s0 depois aplicar o cdlculo numérico. Essa expressao teria de

passar pelas seguintes transformacdes

(-2)" > (-1)’2> > 1(4) > 4
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A expressdo —2 ¢ interpretada como a simétrica de 2 .

Os numeros racionais @ e irracionais Q sdo tratados como constantes

\9)

simbolicas, isto ¢, Qc K ¢ Q=K. Por exemplo, a fraccdo 3 ¢ tratada como

uma constante simbolica do tipo E-div e o a raiz NE) , COmo uma constante

simbolica do tipo Z-root .

O célculo numérico ¢ um tipo de transformagdo logica com um elevado
poder redutor. O resultado de um calculo numérico ¢ sempre uma expressao com

uma estrutura triangular do tipo Z-none (constante numérica) ou ZE-prod

(constante simbolica), ou seja, uma expressao na sua forma mais simples. O célculo
numérico ¢ uma forma de transformacdo que envolve apenas reducdes. A este tipo

de reescrita demos o nome de reescrita-x .

O célculo numérico ¢ encarado, nesta tese, como uma forma especial de

reescrita. O célculo, propriamente dito, ¢ efectuado pelo predicado Prolog®, is/2,
utilizando os operadores aritméticos, @ € {+, —,*,**} , fornecidos pelo Prolog. A
resolucdo do literal, u is s@t, é encarada, nesta tese, como uma forma de reescrita

de expressdes numeéricas, ou seja, S@t — u. Esse predicado ¢ apenas aplicavel aos

nimeros naturais, N . Calculos envolvendo numeros racionais, Q , e irracionais,
Q, sdo tratados apenas de forma simbdlica. O tratamento estritamente 16gico do

calculo aritmético, utilizando a funcao sucessor, ¢ bastante elegante, mas ndo muito

pratico [STEO0O].

A reescrita-xK ¢ apenas aplicavel a expressdes numéricas com estruturas

0 Os predicados do sistema ou bips (“built-in predicates”) [STE00] s@o predicados fornecidos pelo Prolog cujo
papel ¢ facilitar o acesso as capacidades aritméticas do computador de uma forma mais directa . A alternativa
seria o tratamento estritamente 16gico e axiomatico do calculo a partir de uma definigdo logica dos numeros
naturais.
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=-0p, onde op € Sig”* ¢

Sig* = {sum, diff, prod, pwr}

CK:{f(S,t)eT| f eSig"/\S,teI}

Defini¢éo 4.3-3 Regra de Reescrita -k

Uma regra de reescrita-x € uma regra de reescrita condicional,

representada por —_, que efectua transformagdes logicas do tipo

S —>[/1K(r)]a, onde seC* e A_(r) representa uma reescrita-x .

As regras de reescrita-x sdo regras de reescrita, condicionais, baseadas no

predicado evaluate/7 *'. As regras de reescrita-x estio organizadas por classes

ceC”. A aplicagio de uma regra de reescrita-xk pode ser representada

simbolicamente por uma expressao do tipo

evaluate(L — R, State, Rule) «

C,...C,,

n

A (R).

O termo L ¢ o termo livre que representa a estrutura logica do lado
esquerdo da formula a aplicar (calculo aritmético, neste caso). O termo R ¢ a

variavel logica que representa o resultado de uma reescrita-x , ou seja, a expressao

[ﬂK(R)]J. O termo C, ¢ o literal que representa a i-gésima condi¢do de

aplicabilidade dessa regra. O termo A_(R) ¢ o literal que representa a reescrita-x .

* Otermo L — R ¢ apenas uma forma mais abstracta de representar uma regra de reescrita. Em Prolog, esse

termo ¢ representado por um termo livre, L, e uma variavel l6gica, R . Para tornar a leitura mais apelativa,
optamos também por utilizar o simbolo <—, em vez de :- , como forma de representar uma implicagdo ao

inverso.
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O termo State ¢ o termo livre que identifica a parte da estrutura que se pretende

reescrever. O termo Rule ¢é o termo livre que identifica a formula aplicada.

Uma reescrita-x, denotada por A_(R), é uma transformagdo logica, por

calculo, que resulta da resolucdo de um literal do tipo iS/2, ou seja, de um literal

do tipo uiss®t, onde ® representa um operador aritmético Prolog, ou da
conjungdo de um literal desse literal e um construtor A-prod . A expressdo 1+2 ¢é

resolvida por um literal desse tipo, ou seja,
RisS+T,comS=1eT=2
Uma reescrita-x reduz expressdes numéricas S e C* .
Exemplo 4.3-9 Reescrita x-sum (Somas positivas)

No caso da expressio 1+2, a reescrita é designada porx-sum. Uma

reescrita k-SUm é uma transformacgdo l6gica do tipo
1423

A regra k-sum aplicada, neste caso, € uma regra de reescrita do tipo

R1. sum(s,t) > r if s,te NAr=s+t

A implementacdo Prolog de uma regra x-sum (Programa A.l1-1) estd

listada na Seccdo A.1.1 do Apéndice A.

No caso de somas numéricas, cujos resultados sdo negativos, a reescrita
x-sum utiliza a composi¢do légica, por construgdo-A4 (Sec¢do 4.2.2), para

reescrever inteiros negativos.
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Exemplo 4.3-10 Reescrita x-sum (Somas negativas)

No caso da reescrita x-sum —4+2— =2, o resultado -2 ¢é representado

pelo termo prod(—1,2). A reescrita desse termo envolve um construtor

A-prod .
A regra k-sum aplicada, neste caso, é uma regra de reescrita do tipo

R1. sum(s,t) > prod(-1,r) if seZ ateNA|s|>tar=|s|-t

As regras de reescrita-x sdo regras com um elevado poder redutor (Secgao
2.4.2). De facto, essas regras reduzem expressoes numéricas, envolvendo numeros

inteiros, a constantes numéricas ou simbolicas.

4.3.1.2 A Reescrita por Reducdo Axiomatica

As redugdes, por via axiomatica, sdo transformagdes logicas baseadas na
aplicacdo de férmulas matematicas com elevado poder redutor. Essas formulas sdo
apenas aplicadas num unico sentido. Formulas que designamos por unidireccionais.
Um exemplo tipico ¢ a formula que descreve o axioma da neutralidade da soma.

Esse axioma pode ser representado, simbolicamente, por uma expressao do tipo
X+0=X

Neste tipo de expressdes, a variavel matematica x ** representa apenas uma
varidvel logica X € V. As formulas matematicas estdo representadas, nesta tese, por

um par determos livres, |,r € 7(Q,V).

2 Sempre que possa haver ambiguidade entre esses dois conceitos de varidveis, utilizaremos a designagdo
“varidvel matemdtica” para referir a varidveis de calculo ou incognitas X, e a designagdo “varidvel logica”
para referir a variaveis de substituigdo X . Quando ndo qualificada, a designagdo “varidvel” referir-se-a
sempre, a variavel matematica.
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No caso do axioma da neutralidade para a soma, o simbolo 0 representa o
elemento neutro da adicdo. Computacionalmente, o que esse axioma diz ¢ que o
valor de uma expressdo soma ndo se altera, se o elemento 0 for adicionado, ou
removido dessa expressao. Como regra de reescrita, porém, X+0 — X exprime
mais do que isso. A aplicagdo dessa regra reduz, de facto, o grau de complexidade

dessa expressdo (Seccdo 2.4.2). Com a eliminacio desse elemento, o proprio

13 2

operador “+” ¢ também eliminado. A aplicagdo dessa regra torna a expressao
mais simples (Secgdo 2.4.2). J& 0 mesmo nao sucede com a aplica¢do de uma regra,

do tipo X —> x+0.

A questdo aqui ndo ¢ apenas uma questdo de orientacdo de formulas. E
também uma questdo computacional. Seja qual for a orientagdo que se dé a uma
formula, ¢ necessario lidar com o seu aspecto computacional. Pois, nem todas as

orientacdes sao computacionalmente viaveis.

Os lados (esquerdo e direito) de uma formula, | —r, sdo termos livres
LLre T(Q,V)*. As variaveis x; eVar(l) e x;elar(r), com X,x; €V, sdo

varidveis logicas, ou seja, variaveis que podem intervir em transformagdes logicas.
As expressoes matematicas S €7 representam apenas padroes simbolicos com um

determinado significado operacional, ou seja, termos constantes S € 7 (Q) .

O que uma férmula nos diz, seja ela matematica ou nao, € que, entre os seus
lados, existe, de facto, uma relagdo de equivaléncia, e que essa relagdo pode ser
utilizada, em ambos os sentidos, como uma formula de reescrita de expressoes. Se
essa formula ¢ matematica, entdo a reescrita ¢ simplesmente uma reescrita de
expressoes matematicas. Outros tipos de formulas fariam reescritas de outra
natureza. Porém, para se utilizar uma férmula, computacionalmente, ¢ necessario

que as expressdes, que se pretende reescrever, sejam unificdveis (Secgdo 3.3) com o

# Termos com variaveis logicas.
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lado esquerdo da formula, ou seja, o lado que serve de antecedente a transformacao.

Mas sendo assim, a relacdo oposta ao do axioma da neutralidade da soma,
X — X+ 0, representaria também uma transformacao logica possivel. S6 que neste
caso, a transformacdo teria, computacionalmente, um efeito perverso, pois,
aplicando-a, estariamos a adicionar termos a essa expressdo, ad infinitum, e,
portanto, a criar cadeias de transformacao infinitas. Transformacdes que nao sao,
computacionalmente, viaveis e que Dershowitz et al. [DEROI1], considera também

ndo terminante.

A aplicacdo dessas regras teria o mesmo efeito computacional que o
produzido pelo axioma da identidade (reflexividade), X — X. S6 que, neste caso, a
expressdo permaneceria indefinidamente a mesma, enquanto que, na outra,
cresceria indefinidamente. Tanto uma como a outra, mostram que ndo se deve
utilizar formulas cujos antecedentes sejam apenas a variavel livre dessas
transformagdes [DERO1]. Nao se deve, portanto, utilizar regras de reescrita cujos
antecedentes sejam unificiveis (Secgdo 3.3) com expressdes atdmicas (varidveis
logicas). Transformagdes, como X —> X+0, ndo devem fazer parte da base

axiomatica de um sistema de reescrita.

Mas, uma transformacgao logica, como X+ 0 — X, teria, pelo contrario, um
efeito oposto, ou seja, um poder redutor bastante elevado. Esse efeito seria, de facto,
tao elevado como o de uma redugdo, por calculo numérico. A este tipo de reescrita
demos o nome de reescrita, por redugdo axiomatica, ou simplesmente reescrita-z .
O efeito de uma reescrita-z ¢ sempre terminal (terminante [BAA98, DERO1]) .

Tanto a reescrita-x como a reescrita-z sdo redugdes I'y (Seccdo 2.5).

Numa redugdo, por via axiomadtica, as formulas matematicas estdao

orientadas também num Unico sentido — o sentido redutor. Tal como no caso do

axioma da neutralidade, transformacdes logicas, como X+X—>2X e X(X) = X*,



Capitulo 4 O Trabalho de Investiga¢ao

sdo consideradas também redugdes, mas por via axiomatica. E como tal, as

transformagdes opostas nao devem participar na reescrita de expressoes.

A reescrita-7 € apenas aplicdvel a expressdes ndo numéricas com estruturas

Z-0p,onde op € Sig” ¢
Sig"=0p
C={f(s.)eT|feSig' rsteT]|

Definicdo 4.3-4 Regra de Reescrita-t

Uma regra de reescrita-z € uma regra de reescrita condicional,

representada por —_, que efectua transformacdes logicas do tipo

S— [ﬂr(r)]a, ondeseC’ e A.(r) representa uma reescrita-z.

As regras de reescrita-z sdo regras de reescrita, condicionais, baseadas no

predicado apply_relation/7. Tal como as outras, também estas estdo organizadas

por classes ceC’.

A aplicagdo de uma regra de reescrita—z pode ser representada

simbolicamente por uma expressao do tipo

apply_relation(L — R, State, Rule) «—

4. (R).

Uma reescrita-7, denotada por A (R), ¢ uma transformagdo logica, por

reducdo axiomatica, que resulta da composicao légica de um ou mais literais do tipo

op/3 (construtores-4), onde ope Op, ou da simples instanciagdio de uma
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variavel logica. O resultado da reescrita X+0 — X ¢ a instanciacdo da variavel S

do lado esquerdo da férmula sum(s,t), por unificacdo (Secgao 3.3.2).

Uma reescrita-z reduz expressoes da classe c e C*.

Exemplo 4.3-11 Reescrita de 7-sum

No caso da expressio X+0—_ X, a reescrita é designada porr-sum. Uma

reescrita T-sUm é uma transformagdo logica do tipo

X+0—>_ X

A regra T-sum aplicada, neste caso, é uma regra de reescrita do tipo

R1. sum(s,t) > s if se T \Z ate{0}

A implementacdo Prolog de uma regra z-sum esta listada na Sec¢do A.1.2

do Apéndice A.

As regras de reescrita-7 sdo, também, regras com um elevado poder redutor

(Seccao 2.4.2). Também elas reduzem o grau de complexidade das expressoes.

4.3.1.3 A Reescrita por Simplificacéo

A reescrita, por simplificagdo, ¢ um caso especial de transforma¢do. Numa
reescrita deste tipo, apenas uma parte da expressdo € reescrita, por via axiomatica.
A outra define apenas o contexto dessa reescrita. A reescrita da expressdao, como um
todo, ¢ o resultado de uma composi¢ao ldgica envolvendo a parte reescrita € o
respectivo contexto. A reescrita ndo ¢ mais do que a substituicdo do argumento do

contexto, ou ‘“hole”, pela parte reescrita. Se S,teT e t[S] for um subtermo
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proprio de t, entdo o contexto de S € o termo t[e] onde ® ¢é o argumento ou “hole”.

Figura 4.3.5 Contexto

Exemplo 4.3-12 Reescrita por simplificacdo

A reescrita da expressio X+ (1+2) € o resultado da sequinte transformagio

logica
X+(1+2)—>x+3

Uma transformacio deste tipo envolve mais do que uma reescrita. A
expressdo X+3 ¢é, de facto, o resultado de uma redugio mas uma que teve
lugar, de forma indirecta, por aplicagio de uma regra de reescrita-K,

1+2—> 3.

A transformagdo por simplificacido so pode ter lugar depois de a expressio
1+2 ter sido reduzida. Como se pode observar, a expressio 1+2 €, de facto,

0 tinico redex presente na expressio X+(1+2).

Consideramos que

todas as transformacdes légicas sdo consumidoras ou produtoras de
redexes.

De facto, o resultado de uma transformacao logica s6 pode ser uma estrutura

mais simples ou uma estrutura mais complexa, mas redutivel. Uma estrutura do
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mesmo nivel, mas mais simples, ¢ considerada como tendo sido reduzida e,

portanto, consumida.

Consideramos ainda que

uma transformacéo logica que ndo consuma ou produza redexes nao
contribui para a resolucéo simbdlica de expressoes.

De facto, o resultado de uma transformagao ldgica deve ser uma estrutura
diferente daquela donde se partiu, mais simples ou que ainda possa ser reduzida.
Caso contrario, a transforma¢do ndo introduz nada de novo no processo de

resolugao.

Uma simplificagdo I'g (Secgdo 2.5) ¢ uma aplicacdo indirecta de outras

transformagoes logicas (redugdes , conversdes ou mesmo outras simplificagdes).

As simplificagdes consumem ou produzem redexes através de redugdes I'; ou
conversdes I';. A este tipo de reescrita demos o nome de reescrita por

simplificacdo, ou simplesmente reescrita- v .

Se s,teT e t[s] for um subtermo proprio de t, entdo uma simplificacdo
de t, I's(t), é uma transformagdo do tipo t[s]—>t[ro], onde S—>ro é uma
reescrita axiomatica de S, I';(S) ou I';(S). A substitui¢do o € simplesmente o

unificador mais geral (Sec¢do 3.3.2) de S ¢ o lado esquerdo | de uma regra

| > reB, da mesma classe, ou seja, o =mgu(s,l). tfro] é o resultado de uma

composicao logica envolvendo o contexto t[e] e o termo ro, ou seja, [/I(t[O])] o.

A reescrita- ¥ ¢ aplicavel a qualquer tipo de estrutura, ou seja,
Cr={f(s,0)eT|feOpnasteT}

Definigio 4.3-5 Regra de Reescrita-
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Uma regra de reescrita-{ é uma regra de reescrita condicional,
representada por " —, que efectua transformacdes ldgicas do tipo

s—[4,(r)]o, a0 nivel N de uma estrutura, onde seC* e 4,(r)

representa uma reescrita- 4 .

Em teoria, qualquer regra de reescrita pode ser considerada uma regra de
reescrita, por simplificagdo, aplicada ao nivel 0 da estrutura. De facto, uma regra

de reescrita, qualquer, do tipo —, ndo ¢ mais do que uma regra de simplificacdo, do
tipo ¥°—. Por exemplo, uma regra de reescrita-r poderia ser representada por um
simbolo, como ~L°—>T. S6 que, neste caso, o simbolo 1? seria redundante, pois nao

teria o significado operacional que, nesta tese, ¢ atribuido a esse simbolo. Neste

caso, o nivel 0 ¢ considerado o argumento do seu proprio contexto.

As regras de reescrita- d sdo regras de reescrita, condicionais, baseadas no

predicado simplify/11. Tal como todas as outras, também estas regras estdo

organizadas por classes C e C'e dispostas, também, por ordem decrescente, do seu

poder redutor.

As regras de reescrita-y sdo regras que designamos, também, por

estratégicas. Existem quatro (4) tipos de estratégias:

e Simplificacdo por calculo — A aplicacao de uma regra de reescrita-x

ao nivel N de uma estrutura, ou seja, uma estratégia do tipo

simplify(L — R, State, State, Rule) «

C,.....C

n?

evaluate(L — R, State, Rule),

C C

N+l o ~m*
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e Simplificacdo por factorizacdo — A aplicagdo de uma regra de reescrita

-y aonivel N de uma estrutura, ou seja, uma estratégia do tipo
simplify(L — R, State, State, Rule) <«

C,.....C

n?

factorize(L — R, State, Rule),

C C

nipreesCpe
e Simplificagdo por recursividade — A aplicagdo de uma regra de
reescrita- 4 ao nivel N de uma estrutura, ou seja, uma estratégia do
tipo
simplify(L — R, State, State, Rule) «

C,.....C

n?

simplify(L, —» R,, State , State,, Rule),

A,(R),C C

nipse s Crpe
o Simplificacdo por reducdo ou conversdo axiomatica* — A aplicagdo
de uma regra de reescrita-7,-a ou -l ao nivel N de uma estrutura, ou

seja, uma estratégia do tipo

simplify(L — R, State, State, Rule) <«
C,...,.C

n?

apply_relation(L — R, State, Rule),

Como veremos, as reescritas-f e -y sdo transformacgdes logicas

* A diferenca esta no poder redutor da redugéio ou conversdo (Secgdo 2.5).
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contextualizadas por reescritas -« .

O poder redutor de uma regra de reescrita- ¥ ¢ definido como se segue, em

ordem decrescente:

Reescrita- 4 por calculo ou reducio axiomatica, °—__ ;

Kourt?

e Reescrita-4 por factorizacao, VAN )

e Reescrita- ¥ por recursividade esquerda ou direita, " —.,com N >0,
onde I' representa uma transformagdo logica qualquer (reducdo I'y,

conversdo I'; ou simplificagdo I';);

Reescrita- 4 por conversdo axiomatica, ¥" — com N >0.

a ou y

Uma reescrita— 4, 4, (R), € uma transformagéo logica que resulta tambem

da composi¢do logica de zero ou mais construtores-4. O nimero de construtores
utilizados ¢ dado por n—1, onde n ¢ a profundidade onde teve lugar a reescrita

axiomatica.

Exemplo 4.3-13 Reescrita { S-log_root

1
No caso da reescrita log, (\/Z)3 \EEEN 5 log, (47 )’, a reescrita-f teve lugar

no nivel 3 e foram necessdrios dois construtores-A, A-log e A-pwr, para

completar a reescrita.
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Reescrita-4

Figura 4.3.6 Simplificacdo e composicio

A reescrita- 4 reduz, ou converte, partes da estrutura ¢ compde de volta

toda a estrutura.

Como veremos, mais adiante, as estratégias de resolu¢cdo envolvem a
aplicagdo de um certo niimero de regras de reescrita-{ . Cada operador matematico
possui 0 seu proprio conjunto de regras estratégicas. Essas regras estdo dispostas,
sequencialmente, e constituem aquilo que poderiamos designar por plano
estratégico do operador. Por exemplo, as redugdes por céalculo sdo as primeiras a ser

aplicadas no contexto desse plano.

Consideramos que

a aplicacdo de uma estratégia de resolucdo depende apenas da
assinatura da expressdo, ou seja, da estrutura triangular da sua
componente principal.

De facto, a aplicagdo de uma estratégia nao ¢ mais do que a seleccdo e a
aplicacdo de uma regra de reescrita no contexto de um plano estratégico. A
aplicagdo ¢ feita ao nivel das componentes e, portanto, depende apenas da
assinaturas dessas componentes. Cada componente ¢ considerada como a

componente principal dessa parte da estrutura. No caso de uma expressdao, com
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uma assinatura log_pwr , estariam disponiveis duas estratégias distintas — uma para
logaritmos e outra para poténcias. A estratégia preferencial dependeria,
naturalmente, da presenca de redexes, mas seria uma estratégia imposta pela
estrutura logaritmica, ou seja, uma estratégia de redugdo, simplificagdo, ou

conversao logaritmica.

4.3.1.4 A Reescrita por Conversao axiomatica

Uma foérmula de calculo € um tipo de férmula que nos mereceu uma atengao
especial. A formula de derivagdo da soma ¢ um caso tipico. Nesta tese, foram
apenas estudadas as formulas de célculo relacionadas com o operador derivada, ou

seja, as regras de derivagao.

Consideramos que

do ponto de vista do ensino da Matematica, ao nivel do secundario, sé

faz sentido aplicar estas férmulas no sentido convencional, ou seja,

como formulas de decomposicao.

De facto, ao nivel do ensino secundario, as regras de derivacdo sdo apenas
aplicadas no sentido convencional, ou seja, como formulas de reducdo ou
decomposi¢do. Nesta tese, as formulas de calculo relacionadas com o operador

derivada sdo consideradas unidireccionais.

Consideremos, por exemplo, a formula de calculo que define o célculo da
derivada de uma soma.
d d d
—(f+g)=—1Ff+—
dx (1+9) dx dx g
Uma forma de representar essa formula seria, por exemplo, através de duas

assercoes logicas simétricas
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d d d

—(f+ —f+— 1
el Ul Il (1)
d d d

—f+—go>—(f + 2
i A drmi ) 2)

O problema aqui ndo ¢ essencialmente um problema de orientagdo, mas sim
um problema de natureza semantica. De facto, a formula de derivacdo da soma

define uma relagdo de equivaléncia entre os pares de operadores (sum,der) e
(der,sum), ou seja, que “a derivada de uma soma é equivalente a uma soma de

derivadas, e vice-versa”. A primeira dessas asser¢des possui o significado de
decomposi¢cdo e a segunda, o de composicdo. Computacionalmente, tanto uma
como a outra fariam sentido como regras de reescrita. SO que, no caso da
decomposi¢do, sdo sempre produzidos, um ou mais, redexes ¢ no caso da
composicdo, apenas quando existe uma afinidade operacional entre as

componentes.

. d d - .
Por exemplo, no caso da expressdao d—2x+d—3x, a composi¢cdo faria
X X

sentido, do ponto de vista pedagogico, como forma de real¢ar a importancia da

simplificagdo no célculo de derivadas. S6 que o efeito, do ponto vista pedagogico,

. . d
seria 0 mesmo se o problema fosse colocado como a resolugdo de d—(2x+3x).
X

Além disso, efectuar a transformacao i2X + i3X - i(2X +3X), ndo seria a
dx dx dx

estratégia preferencial, pois ja existem dois redexes para resolver.

Optamos, portanto, pela orientagdo dessas formulas no sentido
convencional, ou seja, como regras de decomposicao. De facto, do ponto de vista do
ensino, a decomposi¢do ¢ a forma convencional de se realizar esse calculo.
Resolver somas de derivadas ndo seriam expressoes que, normalmente, se proporia

a um aluno do secundario para resolver. Uma expressdo desse tipo seria tratada
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como uma soma e resolvida, simplificando as parcelas.

A importancia de estratégias como “simplificar antes de derivar” pode ser
: . : d .
evidenciada com exemplos, como a derivada d—(2x+3x), chamando a atenc¢do
X

para a existéncia de redexes, nessa expressdo. Essa ¢ alids uma das estratégias
propostas, nesta tese, para a resolucdo desse tipo de expressdes. A outra ¢é
“decompor para simplificar”, ou seja, formar redexes para que se possa realizar o
calculo. Tanto uma como a outra sdo estratégias que contribuem para a redugao do
grau de complexidade dessas expressdes. Com a decomposicdo sdo formadas
expressdes mais simples € com a simplificagdo do argumento, reduzida o grau de

complexidade dessa expressao.

Exemplo 4.3-14 Simplificar e derivar

- d o : N :
No caso da expressio d—loge x* seria mais eficiente “simplificar e derivar”
X

a expressio, ou seja, efectuar a transformagio
d d
—log, X’ {—> —(2log, )
dx dx
do que “derivi-la e simplifici-la” , ou seja, efectuar a transformagao
d 1 d
—log, X > ——xX’
dx S x?

O niimero de componentes seria, neste caso, maior.
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1 d ,

X

d
a) —(21 b) — —
dx( 08, %) ) x* dx

Figura 4.3.7 Estratégias de simplificacdo

Orientadas neste sentido, as formulas de calculo sdo, essencialmente,
formulas de conversdo, unidireccionais, entre tuplos de operadores. A este tipo de

reescrita demos o nome de reescrita -y .

Constatamos também que todas as formulas matematicas, incluidas nesta
tese, envolvem, no maximo, trés operadores matemadticos, ou seja, que a sua
estrutura pode ser representada por uma das cinco (5) estruturas triangulares
basicas. Nao podemos, no entanto, garantir que esse facto seja  verificavel com

outras formulas matematicas.

Uma grande parte das formulas de célculo, incluidas nesta tese, possui um
elevado poder redutor. Nesse grupo estao incluidas formulas, como
d d

—k—>0,—x—>1,ikx—>k,
dx dx dx

o it e iloge X+
dx dx X
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Todas as outras sdo potencialmente redutoras.

1

, d d - . . L
Foérmulas, como d—W —>d—x" sdo potencialmente redutoras, pois sao
X X

convertiveis noutras que sabemos ser redutoras, como por exemplo

1 1
LN
dx k

O mesmo se poderia dizer de todas as outras. Todas elas potenciam a

formag@o de um ou mais redexes.

A reescrita-y ¢ apenas aplicavel a estruturas Z-0p e Z-0p_op onde

op e Sig/’, op_op € Sigy e
Sigy = {der}
Sigy ={i_je Sig|ieSig! A jeOp)
¢ ={f(s)eT|feSig! AsteT)
¢y ={f(s,9(t,u)eT|f geSig) rsteT]

¢ =crucy

Definicéo 4.3-6 Regra de Reescrita -y

Uma regra de reescrita-yy € uma regra de reescrita condicional,

representada por —,,, que efectua transformagdes logicas do tipo

S—> [ﬁw(r)]a , onde seC” e 4,(r) representa uma reescrita-y .
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As regras de reescrita-iy sdo regras de reescrita, condicionais, baseadas

também no predicado apply relation/7. As regras de reescrita-y/, estdo

organizadas por classes ¢ € C¥ e dispostas também, por ordem decrescente, do seu

poder redutor.

Uma reescrita-y/, 4,(R), ¢ uma transformagdo logica, por conversdo

. ... 45 , . , . .
axiomatica ", que resulta também da composicdo 16gica de um ou mais construtores

-4 ou da simples instanciagdo de uma variavel logica.

Exemplo 4.3-15 Reescrita y-der_sum

. d R
No caso da expressio d—(x+4), a reescrita é designada por y-der_sum.
X

Uma reescrita y-der_sum ¢é representada por uma transformagio do tipo

i(x+4)—> ix+i4
dx Ydx  dx

A regra y-der_sum aplicada, neste caso, é uma regra do tipo

R1. der(s,sum(t,r)) — sum(der(s,t),der(s,r))

if Se{l}/\teT\I/\reT\{O}

A implementagdo Prolog de uma regra w-der_sum esta listado na Sec¢ao

A.1.2 do Apéndice A.

Um outro tipo de formulas que nos mereceu também uma atengao especial,

> Note que numa conversio (Secgio 2.5) o resultado néio ¢ necessariamente uma expressao mais simples.
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foram as formulas matematicas que devem, normalmente, ser orientadas em ambos
os sentidos e que, portanto, designdmos por bidireccionais. Nesse grupo estdo
incluidas as formulas que definem certas propriedades fundamentais das poténcias e
dos logaritmos. Por exemplo, a relagdo fundamental entre raizes e poténcias, traduz
de facto uma relacdo de equivaléncia entre esses dois tipos de operadores, que pode

ser aplicada em ambos os sentidos.

As relagdes fundamentais entre operadores matematicos definem, de facto,
relagdes de equivaléncia entre n- tuplos de operadores. Sao férmulas de conversao,
bidireccionais, entre n-tuplos de operadores. Por exemplo, a relagdo fundamental
entre logaritmos e poténcias pode ser encarada como uma féormula de conversao,

bidireccional, entre os pares de operadores (log, pwr) ¢ (prod,log). Essa relagdo

¢ traduzida pelo seguinte par de assergdes logicas
log, f* —>klog, f (1)

klog, f —1log, f* (2)

Os pares de operadores envolvidos, nessa relagdo, definem, de facto, duas
classes de expressoes, entre as quais existe uma relagdo de equivaléncia. O que
essas duas assergoes, (1) e (2), exprimem, ¢ que “o logaritmo de uma poténcia é
convertivel no produto de um logaritmo por uma constante, e vice-versa”. Mas
como veremos, o poder redutor (Seccao 2.4.2) dessa relacdo ndo € o mesmo em
ambos os sentidos. A direc¢do com maior poder redutor ¢ aquela que conduz a
expressao mais simples, ou seja, a uma expressao com uma estrutura com menor
grau de complexidade (Seccdo 2.4.2). No caso da relagdo entre logaritmos e
poténcias, a primeira das asser¢des (1) ¢ a que possui o maior poder redutor. A

outra (2) ¢ apenas uma forma de conversdo axiomatica, potencialmente redutora.
Por exemplo, a transformagdo 2log, J4 - loge(x/Z)2 seria potencialmente

redutora.
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As formulas bidireccionais fornecem, de facto, dois tipos de conversdes
(Seccdo 2.5). Uma, redutora e outra, potencialmente redutora. A este tipo de
reescrita demos o nome de reescrita, por conversdo axiomatica, ou simplesmente,

reescrita-o .

Mas, certas conversdes, como veremos, sO podem ter lugar em
determinados contextos. Por exemplo, ndo faria sentido converter uma raiz a uma

poténcia se dessa conversdo ndo resultasse a formacao de novos redexes. Assim, a

1
conversao \/5 — 3% nao faria sentido, isoladamente, pois a raiz ja se encontraria

representada na sua forma mais simples. Porém, j& o faria, se estivesse
contextualizada por uma outra expressao como, por exemplo, log, V3, pois, neste

caso, a conversao potenciaria a forma¢ao de um novo redex. O contexto, neste caso,

1
seria o operador logaritmo e o novo redex, a expressdo log, 3, que sabemos ser

redutivel. Para acomodar este tipo de transformagdes logicas, foi necesséario

introduzir o conceito de reescrita contextualizada.

A reescrita-a € apenas aplicavel a estruturas Z-0p_op e Z-0p_op_op,

onde op_op e Sigy, op_op_op € Sig; e
Sigy" = {sum,diff , prod, div, pwr, root, log, exp}
Sigy”" ={i_j e Sig |i e {sum,diff } A j e Sigy" \{log,exp}}
Sigs™? ={i_j e Sig |i e{ prod,div} A j € Sigy \{log,exp}}
Sig;” ={i_j e Sig|i, j e { pwr, root}

Sigs ™ ={i_j e Sig|i e {log} Ai, j  Sig; \{sum,diff ,log}}
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Sigs™ ={i_j e Sig |i e {exp} A, j e Sigy \{ pwr, root,exp}}
Sigy = {i_j_k e Sig|i_j e Sigy™™ Ak e {sum,diff, prod,div}}
Sigy? ={i_j_k e Sig |i_j e Sig;™ ak {prod, div}|

Sigy” ={i_j_k e Sig |i_j e Sigy ™ ak e {sum,diff, prod, div}|
- 5 - H
Sigs = JSig;”
i=1

3 .
Sigy =(JSigy”
i=1
¢ ={f(s,gt.u). f(g(s,)u)eT | f geSigy As,t,uecT}

C ={ f(g(s,t),h(u,v)) e T | f_g_he Sigy /\s,t,u,VET}

cr=ceuce

Definicéo 4.3-7 Regra de Reescrita -«

Uma regra de reescrita-a € uma regra de reescrita condicional,

representada por —_, que efectua transformac@es logicas do tipo

S— [/Ia(r)]a, onde seC” e 4,(r) representa uma reescrita-« .

As regras de reescrita-a sdo regras de reescrita, condicionais, baseadas

também no predicado apply_relation/7 . Estas regras estdo também organizadas

por classes ¢ € C* e dispostas por ordem decrescente do seu poder redutor.

172



Seccdo 4.3 A Reescrita de Expressoes

Uma reescrita-a, A,(R), ¢ uma transformagdo logica, por conversdo

axiomatica, redutora, ou potencialmente redutora, que resulta da composicao logica

de um ou mais construtores-A .

Exemplo 4.3-16 Reescrita «-log_pwr

Uma possivel reescrita da expressio log, 4” é a expressio 2log, 4, ou seja,

a transformagao logica
log, 4> -, 2log, 4

A regra a-log_pwr aplicada nessa transformagdo é uma regra de reescrita

do tipo
R1. log(s,pwr(t,r)) — prod(t,log(s,r))

if se NU{e}\{0,1} ateN\{-1,0,1} AT e FU{x}

A implementagdo Prolog de uma regra a-log_pwr esta listado na Secgdo

A.1.2 do Apéndice A.

Exemplo 4.3-17 Resolugdo simbélica de log, 4°
Uma possivel solugio seria a seguinte cadeia de transformagoes
log, 4* -, 2log, 4{'> 2log, 2* V'—, 2(2log, 2) >,

-, 2(2)log,24' >, 4log, 2

A sua base axiomdtica seria a seguinte:
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B(s)={l, >1;eBli= jAi, je RW(s)|
onde

RwW(S) = {Iog,log_pwr, prod, prod_log, pwr, pwr_pwr}

R1. log(s,pwr(t,r)) — prod(t,log(s,r))

if se NU{e}\{0,1} ateN\{-1,0,1} T e FU{x}
R2. log(s,t) — log(s,r)

if se NU{e}\{0,1} At e N\{0,1} At = factor_out(t)
R3. prod(s,prod(t,r)) — prod(prod(s,t),r)

if s,te T \{-1,0,1} AT ¢ N A akin(s,t)
R4. prod(s,t) > r

if s,teNAr=s-t

A reescrita contextualizada ¢ um caso especial de reescrita, que envolve
apenas um numero restrito de férmulas e que tem a ver, essencialmente, com a
reescrita de padrdes potencialmente redutores, quando devidamente

contextualizados. A aplicacdo de reescritas-i/, no sentido inverso, pode ser

potencialmente redutora, se tratada de forma contextualizada. Essa hipotese,
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porém, ndo foi contemplada, nesta tese, por razdes que ja foram invocadas.

A reescrita contextualizada utiliza outras regras como contexto. Por

exemplo, uma expressdo, como log, V3 , com uma assinatura log_root , pode ser

1
convertida, por reescrita contextualizada, numa expressdo equivalente, log, 32,

com a assinatura log_div_pwr. A raiz é convertida no contexto de uma regra

a-log_root .

Dershowitz et al. [DERO1], consideram que regras orientadas em ambos 0s
sentidos podem causar problemas de terminagdo. Esse problema ¢, normalmente,
causado pela perpetuagdo de padrdes. A sua eliminacdo pode ser conseguida com a
aplicacdo do conceito de reescrita contextualizada, pois, com esse tipo de reescrita,
s0 sao formados novos padrdes, potencialmente, redutores. A conversdo entre raizes
e poténcias ¢ um caso tipico desse tipo reescrita. Por exemplo, a contextualizacdo
de uma das reescritas garante que a conversao so ¢ efectuada se houver garantia de
formagdo de novos redexes. Caso contrario, a reescrita ¢ rejeitada. No caso da
conversao de raizes, essa decisdo ¢ tomada com base no resultado da factorizagao

do radicando.

Para esta tese, so foi considerada a factorizagao de nimeros inteiros. A esse
tipo reescrita demos o nome de reescrita contextualizada, por conversdo axiomatica,

ou simplesmente, reescrita-£ . Numa reescrita-£, o contexto de uma expressao ¢

definido pela estrutura triangular que a insere. Por exemplo, uma estrutura como

=-log_root, define o contexto da sua componente root. Uma expressao so pode

estar contextualizada, se for componente de uma outra.

Assim, consideramos que

| a assinatura de uma expressao define o contexto dos seus argumentos.
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A reescrita-f ¢ apenas aplicavel a estruturas E-0p devidamente

contextualizadas por estruturas Z-0p_op onde op € Sig/, op_op € Sig’ e
Sig! = {root,log, exp}
Sig/ ™ ={i_j e Sig |i e{ pwr,root,log} A j € {root}}
Sigy™ ={i_j e Sig|ie{log} A j € {exp}}
Sigy ™ ={i_je Sig|ie{exp} A j e {log}}
Sig? = Sig/ ™ U Sig/'e USig? =
C/={f(sneT|feSigl ngu, f(s)eT AgfeSigf AstueT)

Definicdo 4.3-8 Regra de Reescrita-f

Uma regra de reescrita-£ € uma regra de reescrita condicional,

representada por — ,, que efectua transformagGes logicas do tipo

S — [ﬁﬂ(r)Ja ,onde seC” e A,4(r) representa uma reescrita-/4.

As regras de reescrita-f sdo regras de reescrita, condicionais, baseadas no

predicado convert/7. As regras estdo também organizadas por classes ceC’ e

dispostas por ordem decrescente do seu poder redutor.

A aplicagdo de uma regra de reescrita-f pode ser representada

simbolicamente por uma expressao do tipo

apply_relation(L — R, State, Rule) «

C,...C

n?
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convert(L — R, State, Rule),
A4 (R).
convert(L — R, State, Rule),

C,...C,,

n

A,(R).

Uma reescrita-f, A,(R), ¢ uma reescrita contextualizada, por conversdo

axiomatica, potencialmente redutora, que resulta da composi¢ao logica de um ou

mais construtores -1 .

A regra de reescrita que serve de contexto a uma reescrita-f ¢ designada
também por regra de reescrita-f. E, precisamente, a assinatura dessa regra que
define o contexto da reescrita-£ . Por exemplo, uma reescrita f-root s6 pode ser
aplicada se estiver devidamente contextualizada por uma reescrita, como /[ -

log_root .

e

Figura 4.3.8 Reescrita contextualizada

Exemplo 4.3-18 Reescrita [-log_root
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No caso da expressio log, 4, com uma assinatura log_root, a raiz pode

ser convertida por reescrita contextualizada, aplicando-lhe uma regra do

tipo
R1. log(s,root(t,r)) — log(s,q)
if seNU{e}\{0,1]} ate N\{0,1} AreT"U{0,1} A
g = convert(root(t,r))
R2. root(s,t) — pwr(div(L,s),t)

if seN\{0,1}ateT

Exemplo 4.3-19 Resolugdo simbdlica de log, J4

Uma possivel solugio seria a seguinte cadeia de transformagoes+t

1
log, V4 —, log, 42 -, %loge 41—, %loge 22>

Vo %(2) log, 2{' >, %2loge 21'>_ llog, 2 —, log, 2

A base axiomdtica seria, neste caso, a seguinte:

B(s)={l, > 1, eBli# Al jeRWS)|

4 A reescrita -y ¢ também uma reescrita contextualizada que abordaremos mais adiante.
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onde

RwW(S) = { prod, prod_prod, pwr, pwr_pwr, root, root_pwr,

log, log_pwr,log_root}

R1. log(s,root(t,r)) — log(s,q)
if seNU{e}\{0,1} ate N\{0,1} AT e T U{0,1} A
g = convert(root(t,r))
R2. root(s,t) —» pwr(div(l, s),t)
if seN\{0,I}ateT
R3. log(s,pwr(t,r)) — prod(t,log(s,r))
if se NU{e}\{0,1} A fraction(t) Ar e NUK\{-1,0,1}
R4. log(s,t) — log(s,r)
if se NU{e}\{0,1} At e N\{0,1} A1 = factor_out(t)
R5. prod(s,prod(t,r)) — prod(prod(s,t),r)
if s,te T \{-1,0,1} AT ¢ N aakin(s,t)

R6. prod(s,t) > 1
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if s,te T \{-1,0,1} A symmetric(s,t)
R7. prod(s,t) >t

ifSe{l}/\t ET\{—I,O,I}

A implementacao Prolog de uma regra f-root esta listada na Secgdo A.1.4

do Apéndice A e a de uma regra f-log_root na Seccao A.1.2.

Mas como ja referimos atras, ndo basta que a reescrita esteja devidamente
contextualizada. E necessério que a reescrita potencie também a formagao de novos

redexes. Por exemplo, a expressio </X° ndo é convertivel, por reescrita

contextualizada f-root_pwr, pois o grau da raiz €, neste caso, superior ao da

poténcia e, portanto, ndo potencia a formagdo de novos redexes.

Como as regras de reescrita sdo condicionais, pode haver regras com a
mesma assinatura, que diferem apenas nas condicionantes que impdem. Essas
variantes estdo dispostas, por ordem decrescente, do seu poder redutor. Assim, se
uma expressao satisfaz a mais do que uma regra, a mais redutora ¢ a que ¢ aplicada

primeiro. No caso de regras, com assinaturas root_pwr , a base axiomadtica contém

variantes como

R1. root(s,pwr(t,r)) >r
if s EN\{O,I}/\t EN\{—I,O,I}/\S =t
R2. root(s,pwr(t,r)) - q

if SEN\{O,I}/\tGN\{—I,O,I}/\FENU{X}/\S>t/\
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g = convert(root(t,r))

R3. root(s,pwr(t,r)) = q
if seN\{0,1} AteN\{-10,l} Are NU{x} as<tn
g = convert(root(s, pwr(t,r)))

E preciso notar que a reescrita-£ ndo ¢ a unica reescrita contextualizada. A

factorizacdo de niimeros inteiros positivos, que menciondmos atras, ¢ também uma
forma de reescrita contextualizada. Tal como no caso das raizes, que aborddmos
atrds, s6 faz sentido factorizar numeros inteiros que estejam devidamente
contextualizados e que potenciem, portanto, a formagdo de novos redexes. O que
significa, naturalmente, que s6 determinados contextos poderdo beneficiar deste
tipo de reescrita. A este tipo de reescrita demos o nome de reescrita contextualizada,

por factorizacao, ou simplesmente reescrita-y .

A reescrita-y ¢ apenas aplicavel a estruturas Z-none devidamente

contextualizadas por estruturas Z-0p onde op € Sig/ e
Sig; ={ pwr,root, log,exp}
Cc’ :{teN| f(s,t)yeT A f eSig] /\SEN\{O,I}U{e}} s,t,ueT}

Definicdo 4.3-9 Regra de Reescrita-y

Uma regra de reescrita-y € uma regra de reescrita condicional,

representada por — , que efectua transformagdes légicas do tipo

S— [;ty(r)]a ,onde seC” e 4 (r) representa uma reescrita-y .
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As regras de reescrita-y sdo regras de reescrita, condicionais, baseadas no

predicado factorize /7. Tal como todas as outras, também estas estdo organizadas

por classes ¢ e C” e dispostas, por ordem decrescente, do seu poder redutor.

A aplicagdo de uma regra de reescrita-y pode ser representada

simbolicamente por uma expressao do tipo

factorize(L — R, State, Rule) «—
c,...C,,

n

4,(R).

Uma reescrita-y, 4,(R), ¢ uma reescrita contextualizada por factorizagéo,

potencialmente redutora, que resulta da composicdo logica de um ou mais

construtores -4 .

Exemplo 4.3-20 Reescrita y-root

A expressio J16, com uma estrutura de tipo E-root, é redutivel por

reescrita-y , aplicando-lhe uma regra do tipo
R1. root(s,t) — root(s,r)

if s,t e N\{0,1} At = factor_out(t)

Exemplo 4.3-21 Resolugdo simbolica de J16

Uma possivel solugio é a sequinte cadeia de transformagoes
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— -
root root_pwr pwr_pwr prod_div div pwr none

1 4L 4
NITRAS \/2_4—>/, 2?2 >, 2 9 Vs 225 225 4
(i (R N U (il L

A base axiomdtica seria, neste caso, a seguinte:
B(s)={l, > 1, eBli# Al jeRWS)|

onde
Rw(s) = {prod, prod_div, div, pwr, pwr_pwr,

root, root_pwr |

R1. root(s,t) — root(s,r)
if s,t e N\{0,1} At = factor_out(t)
R2. root(s,pwr(t,r)) —>q
ifS,'[,l’eN\{O,l}/\S >tA
g = convert(root(s, pwr(t,r)))
R3. pwr(s,pwr(t,r)) — pwr(prod(s,t),r)
if se NUK\{-1,0,1} at,r e N\{0,1}

R4. prod(s,div(t,r)) — div(q,t)
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if s,t,r e N\{0,1} A g =eval(prod(s,t))
R5. div(s,t) = r

if s,t e N\{0,1} As#t amultiple(s,t) AT =s =+t
R6. pwr(s,t) > r

if s,teN\{0,1} Ar=s"t

Como se pode ver, a reescrita contextualizada y-root torna possivel a
aplicacio de uma reescrita [B-root_pwr. A contextualizagio da regra

y-root estd implicita na propria regra.

A implementa¢do Prolog de uma regra y-root esta listada na Secg¢ao A.1.4

do Apéndice A.

O facto da estrutura triangular ser uma estrutura arbdrea e bindria, torna
possivel a determinacdo de afinidades operacionais entre os seus varios operadores
e argumentos, através de uma analise recursiva da sua estrutura triangular. Com
base na afinidade operacional é possivel decidir sobre a aplicabilidade de certas
reescritas, como por exemplo, a aplicacdo da propriedade associativa. A
aproximagdo de termos afins potencia a formacdo de redexes. Esse tipo de
aproximagdo ¢ o que Bundy [BUNS85] chama de atracgio e que potencia a colecta

de termos afins.

Consideramos, portanto, que

a afinidade operacional ¢ uma forma simples mas bastante eficaz de
potenciar a formacao de redexes.
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A afinidade operacional é baseada no predicado akin/3.

Definicédo 4.3-10 Afinidade Operacional

Dada uma estrutura f(a,b), diz-se que a e b sao,

operacionalmente afins, e escreve-se akin(a,b), se f(a,b) for

potenciadora de novos redexes.

Sejam f(s,t), f(g(s,t),u), f(u,g(s,t)) e f(g(s,t),h(u,v)), termos com

estruturas triangulares. Diz-se que esses termos sdo potenciadores de novos redexes,

S¢€

feOpas=t

f,g e Op™™ Aakin(s,u) v akin(t,u)

f eOp™™ AgeOp™ aakin(s,u)v akin(t,u)
f,g,he Op™ Aakin(s,u) v akin(t,v)

f,0 € Op™™ AheOp™™ Aakin(s,v) v akin(t,u)
f eOp™™ A g,heOp”™ Aakin(s,u)v akin(t,v)
f e Op*™ Ag,he{log}Ans=unakin(t,v)
f,9eOp™™ Aakin(s,u)v akin(t,u)
f,0eOp™ AheOp™ As=vvt=V

feOp”™ AgeOp™ As=uvt=u
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o f,heOp™ AgeOp™ At=uvt=v

e feOp™ Ag,heOp™ A(s=unakint,v))vt=v

o feOp”™ AgeOp™ AheOp™ At=u

o feOp”™ AgeOp™ AheOp™ At=u

e feOp”™ Ag,heOp™ A(s=unakin(t,v))vt=v

o feOp”™™ ng,hel{exp}as=unakinit,v)vt=v
Exemplo 4.3-22 Afinidades operacionais

A expressio (X +X)+2x é potenciadora de novos redexes, pois existe uma

afinidade operacional entre os termos JX+X e 2x. Essa afinidade propicia
a formagdo do redex X+2X, por associatividade. De facto, essa é a tinica

afinidade operacional existente entre esses dois termos. No contexto dessa

soma, ndo existe qualquer afinidade entre os termos Jx e 2x.

Consideramos que

a afinidade operacional deve ser um requisito essencial no caso da
associatividade.

De facto, s6 faz sentido associar termos afins, ou seja, se dessa associacao
resultar a formagao de um ou mais redexes. Como ja o afirmamos varias vezes, um
dos principais objectivos de uma reescrita €, precisamente, a eliminacao de redexes

ou a formagdo de novos redexes. Por exemplo, no caso da expressdo (X+1)+2,

faria todo o sentido associar os elementos 1 e 2, pois dessa associacdo resultaria a
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formagao do redex 1+ 2. Ja o mesmo ndo sucederia com a expressao (X + Jx )+2.

A implementagdo Prolog do predicado akin/3 esta listada na Sec¢do A.3.1
do Apéndice A.

4.3.1.5 A Reescrita por Composicdo Logica
As regras de formacdo de operadores sdo regras de reescrita
contextualizada, designadas por A-op, utilizadas na composicdo logica de

expressdes matematicas, por construcdo-A. A composi¢ao logica de expressoes
matematicas € um tipo de reescrita baseada numa forma simplificada da
composicao semantica de Montague, inspirada no calculo lambda, mas que utiliza

apenas logicas de 1* ordem [PER87].

Uma expressdo, como log, J4 ¢ formada pela composi¢do logica de dois

termos livres, designados por construtores-4 (Sec¢do 4.2.2). Os construtores -4

sdo termos livres, designados por A-0p, que formam os termos funcionais da sua
classe, por unificacdo (Sec¢do 3.3.2). O termo livre log(e,Root, Log) representa

um construtor-4, da classe log , que denotamos por A-log .

Por composicao logica, esse termo e o construtor A-root, root(2,4, Root)

formam o termo funcional log(e,root(2,4)), com uma assinatura log_root, ou

seja, a representagdo logica da expressdo log, J4 . A este tipo de reescrita demos o

nome de reescrita, por composi¢ao logica, ou simplesmente reescrita-A .

Definicdo 4.3-11 Regra de Reescrita-A

Uma regra de reescrita-4 €é uma regra de reescrita, nao
condicional, representada por —;, que efectua transformagdes

I6gicas do tipo — [ﬂ(r)]a ,onde A(r) representa uma reescrita-A.
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As regras de reescrita-4 sao regras de reescrita, contextualizadas, baseadas

nos predicados op/3 onde op € Op. As regras de reescrita-4 estdo organizadas

por classes ce C”* onde C* =0p.

A aplicagdo de uma regra de reescrita-4 pode ser representada

simbolicamente por uma expressao do tipo

op(— A(R)) «
onde ope Op.

Exemplo 4.3-23 Composigdo l6gica A-log_root

A expressio log, V4 é o resultado da composigdo logica de dois construtores
-A: log(Arg,,Root,Log) e root(Arg,,, Arg,,,Root). As wvaridveis logicas

Arg; sdo instanciadas por Arg, =e, Arg, =2 e Arg,, =4.

A formagdo dessa expressio pode ser representada, de forma simbolica, pela

sequinte cadeia de transformacoes 16gicas

(LOQ) gy 10p.c =, (log, Root), - —, log, J4

A implementagdo Prolog de uma regra A-log esta listada na Seccdo A.1.5

do Apéndice A.

4.3.1.6 A Reescrita por comutagao

A comutatividade de certas operagdes pode introduzir dificuldades ao

processo de reescrita [BEE9S, DERO1].

Consideramos que
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€ necessario optar por uma ordem convencional de escrita de
expressdes para resolver o problema [SOL82].

De facto, a op¢do por uma ordem convencional de escrita permite que a
comutacdo possa ser feita de forma automatica e apenas num unico sentido. Para
esta tese foram optados os seguintes critérios gerais para a escrita para somas,

subtracgdes e produtos:

e Numa soma ou subtracgdo, as constantes, numeéricas ou simbolicas, sao

mantidas a direita de qualquer expressdo, ndo numérica. Por exemplo,

X+4, \/§—5 ou x—\/E;

e Numa soma ou subtraccdo, as constantes numéricas sao mantidas a

direita de qualquer constante simbolica. Por exemplo, J3+5 ou

log,3-7;

e Num produto, as constantes, numéricas ou simbdlicas, sio mantidas a

esquerda de qualquer expressdo, ndo numérica. Por exemplo, 2VUx,

V2x ou log,, 2(X);

e Num produto, as constantes numéricas sdo mantidas a esquerda de

qualquer constante simbolica. Por exemplo, 3log, 5 ou 53

Assim, expressdes como 2+ X e X(2), sdo reescritas, por comutagdo, nas
expressdes equivalentes, X+2 e 2X, respectivamente. No caso de subtrac¢des, a
comutacdo ¢ efectuada depois de o sinal ter sido posto em evidéncia. Uma

expressdao, como 2—X, ¢ transformada, primeiro, na soma 2+ (—X) e sO depois

reescrita como —X+ 2, por comutacao.

Essa forma de escrita ¢ alids a forma convencional ¢ a mais desambiguada
de se escrever muitas dessas expressoes € aquela que, sem divida, a grande maioria

das pessoas utilizaria. A forma mais desambiguada de se escrever a expressdo
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2log, X seria precisamente essa, € ndo a expressdo (log, X)2, onde seriam
necessdarios parénteses para a desambiguar. Escrevé-la como 2log, X2 seria, no

minimo, ambigua.

Com esse tipo de escrita ¢ possivel reduzir, de forma significativa, o nimero
de pressupostos operacionais para cada classe. Por exemplo, no caso de somas ou
subtracgdes, ndo € necessario verificar se os argumentos, a esquerda, sdo numéricos

ou nado. Caso o sejam, pode-se assumir que ambos 0 sao.

A comutacdo de termos ¢ também um método bastante eficiente de se

reclassificar expressdes. Por exemplo, uma expressio da classe sum_diff_sum pode
ser reclassificada, por comutagdo, como uma expressao da classe sum_sum_diff .

Com a reclassificacdo consegue-se reduzir, de forma significativa, a base

axiomatica para esses operadores.

A comutagdo de termos ¢ também um tipo de reescrita contextualizada. A
este tipo de transformacdo demos o nome de reescrita, por comutacdo, ou

simplesmente reescrita- y .

A reescrita-y ¢ apenas aplicdvel a estruturas Z=-0p,, Z-0p,_0p, ¢

=-0p,_op,_op,, onde op, € Sig/ e
Sig# ={sum, prod}
C* :{f(s,t)e’7'| f eSigf‘/\S,teT}

Definicdo 4.3-12 Regra de Reescrita-y

Uma regra de reescrita-y € uma regra de reescrita, condicional,

representada por —, que efectua transformagGes logicas do tipo
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S— [/Il(r)]a ,ondeseC”* e 4 (r) representa uma reescrita-y .

As regras de reescrita-y sdo regras de reescrita, condicionais,
contextualizadas, baseadas nos predicados e commute/7. As regras de reescrita

-y estdo organizadas também por classe de reescrita ¢ € C*.

A aplicagdo de uma regra de reescrita-y pode ser representada

simbolicamente por uma expressao do tipo

apply_relation(L — R, State, Rule) «

C,,...C,,

n

commute(L — R, State, Rule),
2,(R).
commute(L — R, State, Rule) «—

C,...C,,

n

4,(R).

Uma reescrita-y , ﬂl(r) , € uma reescrita, por comuta¢do de termos, que

resulta da composi¢ao ldgica de um ou mais construtores -4 .

Exemplo 4.3-24 Reescrita y-sum

A expressio 2+ X, com uma assinatura sum, é convertida por reescrita

contextualizada, y-sum, aplicando-lhe uma regra do tipo
R1. sum(s,t) - sum(t,s)

ifSeNUIC/\te{X}
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A aplicagio dessa regra daria origem a seguinte transformagio logica

2+x—>l X+2

A implementagdo Prolog de uma regra y-sum contextualizada esté listada
na Secgdo A.1.6 do Apéndice A e a implementagdo Prolog de uma regra y-sum,

com o mesmo nome, que lhe serve de contexto, listada na Secgdo A.1.2.

4.4 A Resolugdo Simbolica de Expressoes

Uma expressdo matematica pode ser resolvida simbolicamente aplicando-
lhe um certo numero de estratégias que visem essencialmente a sua normalizagdo.
Cada operador matematico possui um plano estratégico que poderiamos considerar
como tipico desse operador. A resolugdo simbolica de expressdoes depende
essencialmente da estrutura triangular dessas expressoes € do facto desta poder ser

decomposta num certo nimero de estruturas triangulares basicas bem definidas.

O resultado de uma resolug¢ao simbdlica ¢, como sabemos, uma sequéncia
de transformagdes logicas, que resultam da aplicacdo sistematica de uma, ou mais,
dessas estratégias. A essa sequéncia de transformagdes logicas demos o nome de
solucdo simbdlica, ou traco da resolucdo. Nesse tipo de solugdo, estd bem patente o
tipo de raciocinio que foi empregue na resolugdo. Por exemplo, no caso da

expressao, uma solucao possivel seria a seguinte cadeia de transformagdes
(1+2)+3)+4l' 5 (B+3)+4l'>_6+41'>_10

Como se pode observar, nessa solucdo estd bem patente a forma como a

expressdo foi resolvida. Cada uma das transformagdes efectuadas ¢ o resultado da

192



Seccao 4.4 A Resolucao Simbdlica de Expressoes

aplicacdo de uma estratégia. A maioria das expressoes, incluidas nesta tese,

necessitam de vdrias estratégias e podem apresentar varias solucdes.
Vejamos, entdo, um caso simples de resolugao

Exemplo 4.4-1 Resolugdo simbélica de log, 4°

A expressio log, 4, com uma estrutura do tipo [E-log_pwr |[E-pwr], pode

ser resolvida aplicando as sequintes estratégias

log, 4’ V' log,16 — log,2* —, 4log,2
| I L1 L1

reescritas reescrita reescrita
d-log y-log a-log_ pwr
K-pwr

Passo 1:

Uma estrutura desse tipo sugere, como preferencial, a aplicagio de uma
estratégia de simplificacdo, a direita, por cdlculo, com reescrita { x-log_pwr

, isto é, uma reescrita Kk-pPWr (reducdo por cdlculo), seguida de uma

reescrita ¥ -log (simplificacio) (Figura 4.4.1).

Simplificar a
poténcia

Reduzir a
poténcia

Figura 4.4.1 Estratégia de simplificacdo a direita por cilculo

Passo 2:




Capitulo 4 O Trabalho de Investigagao

A transformada, log,16, é uma expressio com uma estrutura do tipo
=-log, o que sugere, como preferencial, a aplicagio de uma estratégia de
conversao axiomitica, a direita, com reescrita contextualizada y-log,

(conversdo por factorizacio) (Figura 4.4.2).

log

Factorizar o
argumento do
logaritmo

Figura 4.4.2 Estratégia de transformacdo por factorizagio

Passo 3:

O resultado dessa aplicagio, log, 2%, é uma expressio com uma estrutura do
tipo [E-log_pwr][E-pwr], o que sugere também, como preferencial, a
aplicagcio de uma estratégia de simplificacdo, a direita, por cdlculo, com
reescrita  x-log_pwr (simplificacdo por cdlculo). S6 que essa estratégia é
rejeitada pelo principio de exclusio (Secgio 4.4.2.2), pois a sua aplicagio
conduziria a uma expressio que jd faria parte da memoria colectiva (Secgdo
4.4.2.2) dessa resolugio, ou seja, a expressio log,16. E sugerida, entdo, por

backtracking, que seja aplicada, como alternativa, uma estratégia de

conversdo com reescrita «a-log_pwr (conversido axiomitica) a direita

(Figura 4.4.3).
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Transformar o
logaritmo

Figura 4.4.3 Estratégia de conversdo

A expressdo final, 4log,2, é uma expressio com uma estrutura do tipo
[E-prod_log][=-log], irredutivel. Trata-se, neste caso, da forma mais

simples da expressio log, 4.

Para garantir a unicidade da rescrita, qualquer tentativa de reescrita tem de
passar pela memoria colectiva da resolugdo. A unicidade da forma normal é assim

garantida. Essa garantia ¢ dada pelo principio de exclusao.

Estratégias podem ser aplicadas a qualquer parte da estrutura e, portanto, é
necessario saber em que posi¢do da estrutura teve lugar a transformagao. Isto,

porque a reescrita de uma expressdo envolve também o contexto em que estad

inserida.

Profundidade 1

Profundidade 2

NS

Figura 4.4.4 Profundidade de uina estrutura
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Defini¢édo 4.4-1 Profundidade ou Nivel Arboreo

A profundidade a que uma estrutura se encontra é definida pelo
namero de estruturas triangulares Z-op_op e Z-op_op_op, que se
tem de atravessar para se chegar a ela. As estruturas Z-none e

=Z-op ndo afectam a profundidade a que uma estrutura se encontra.

Por exemplo, uma expressio como log, V4’ , com uma estrutura do tipo
[E-log_root][=-root_pwr |[E-pwr], possui uma profundidade de 2 ou dois niveis

r 4 \ —_ r o
arbéreos’’. Para se chegar a sua componente Z-pWr , é necessario atravessar duas

estruturas triangulares de nivel 2, Z-log_root e Z-root_pwr , ou seja, aplicar duas

estratégias de simplificagio - ¥ .

Podemos dizer que, numa estrutura triangular, a componente principal de
uma expressdo estd a mesma profundidade que essa expressdo. Assim, se uma
expressao estiver a profundidade n, a sua componente principal estara também a
essa profundidade. O que coloca as restantes componentes a profundidades n+k,

com k=1..r, onde r é nimero restante de componentes. A profundidade a que
uma componente se encontra ¢ determinada, recursivamente, através da aplicacao

de estratégias de simplificacio - .

47 E preciso ndo confundir o nivel arbéreo de uma estrutura com o seu nivel estrutural. Este iltimo tem a ver

essencialmente com nivel estrutural de uma estrutura triangular basica. Por exemplo, uma estrutura triangular
basica de nivel 3, Z-op_op_op , pode estar a qualquer profundidade, numa estrutura arbérea.
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none

one HOMHQ nonewgwwnone

none none none none

nonemone HOMHE HOHEW!OHC HOM[IE

Figura 4.4.5 Estrutura arbérea

Numa estrutura triangular, a posi¢do P de uma componente ¢ determinada

pela sua profundidade Lv, e a posi¢do do vértice superior P, da sua estrutura

triangular, ou seja,

P =2P, +i (1)

onde i=1,2 representa o vértice inferior esquerdo e vértice inferior direito dessa
estrutura. A posi¢do do vértice superior P, de uma estrutura ¢ determinada,
recursivamente, através da formula (1). O vértice superior de uma estrutura
triangular ¢ O (estrutura de topo) ou um dos vértices inferiores da estrutura, a
profundidade Lv—1, a que esta ligada. A profundidade Lv de uma estrutura

arborea ¢ incrementada cada vez que ¢ aplicada uma estratégia de simplificacdo a

estrutura de topo.
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Lv = profundidade
PO = posicao do vertice superior
3 6 == =
P1 = posigéo do vertice inferior esq.

P2 = posigdo do vértice inferior dir.
7 8 13 14
EEEm

Figura 4.4.6 Posigdes de uma estrutura =

O processo ¢ ilustrado na seguinte tabela

Lv R R P, # Estruturas

0 -l=¢ 2°=1

1 0 1=2(0)+1 2=2(0)+2 2'=2

2 1 3=2()+1 4=2(1)+2 224

3 2 5=22)+1  6=2(2)+2 2% _8

n n—1 P =2P +i 2"
Legenda:

Lv  Profundidade a que se encontra a estrutura

P, Posigdo do vértice superior

P Posigdo do vértice inferior esquerdo
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P,  Posigdo do vértice inferior direito

As estratégias sdo aplicadas a estruturas triangulares basicas,
independentemente da posi¢do que elas ocupam na estrutura triangular que as
insere. As posi¢des servem apenas para identificar essas estruturas no contexto
arboreo em que estdo inseridas. As estruturas triangulares podem ser irredutiveis

(Norm), redutiveis (Redex ) ou potencialmente redutiveis ( Redex ).

Podiamos entdo resumir que

e As estruturas triangulares de nivel 0, Z-none, sdo sempre irredutiveis.
e As estruturas triangulares de nivel 1, Z-0p, sdo irredutiveis, ou
redutiveis , por reescrita-x ou -z (redugdes I';), ou potencialmente

redutiveis , por reescrita-y (factorizagdes I'; ).

e As estruturas triangulares de nivel 2, Z-op_op, sdo irredutiveis, ou
potencialmente redutiveis por reescrita-cr, - ou -y (conversdes I';),
ou por reescrita- ¥ (redugdes I'; ou conversoes I';).

e As estruturas triangulares de nivel 3, E-op_op_op, sdo irredutiveis, ou

potencialmente redutiveis por reescrita-a (conversodes I';).

— 2 p
Quando tratadas como estruturas [n-Op_Op] , as estruturas de nivel 3,

Z-op_op_op, sdo equivalentes a duas estruturas de nivel 2, ou seja, a uma

estrutura arbdrea de profundidade 2 (Figura 4.4.4).

4.4.1 As Estratégias de Resolucéo

Numa resolugdo simbolica, podem ser aplicadas quatro (4) tipos de

estratégias:
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Estratégias nulas (EnC);
Estratégias de redugdao (EnR ou EnT);
Estratégias de simplificacdo (EnSE ou EnSD );

Estratégias de conversdo (EnT)

A notacdo EnX identifica o nivel de estrutura n, a que a estratégia ¢

aplicavel e o tipo de reescrita X , que ¢ efectuada.

Como vimos na Secgdo 4.3.1, existem quatro (4) tipos de reescrita:

Reducgles: Reescritas-x  (identificada por R), ou reescritas-z

(identificada por T );

Simplificagdes: Reescritas- <, a esquerda (identificada por SE ) ou a

direita (identificada por SD );

Conversoes: Reescritas-a , -4, -7, -y ¢ -y (identificada por T );

Composigdes:  Reescritas-14 (parte integrante de todas as outras

reescritas).

A auséncia de uma reescrita ¢ identificada por C. De acordo com esta

notacdo, uma estratégia E2SD seria interpretada como uma estratégia aplicavel a

estruturas de nivel 2 (E2 ), com reescrita por simplificacdo, a direita (SD ).

4.4.1.1 A Estratégia Nula

Computacionalmente, uma estratégia nula corresponde ao insucesso de

todas as outras. Resolver, simbolicamente, uma expressdo como 4 significa,

simplesmente, deixa-la inalterada, pois a aplicagdo de qualquer outra, certamente,

que falharia. Embora uma estratégia nula signifique, de facto, “ndo fazer nada”,

computacionalmente, significa “tentar fazer algo, mas falhar”. As estratégias nulas
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sdo apenas uma forma de confirmar que essas estruturas sdo, de facto, irredutiveis.

Se nenhuma a reduz entdo o efeito seria nulo.

As estratégias nulas sdo designadas por estratégias EnC . Por exemplo, uma
estratégia EOC seria uma estratégia nula (C ) aplicavel a uma estrutura de nivel 0,
E-none. A resolugdo de uma expressdo como 4 seria o resultado da aplica¢do de

uma estratégia desse tipo.

5 5

| Concluir (EOC) >
5 W 5 5 W 5

Figura 4.4.7 Estratégia nula EOC

Na presenca de variaveis ou constantes, descontextualizadas, ndo se deve
aplicar qualquer transformagdo légica. Transformar 4 em 2° ndo faria qualquer
sentido, pois essa expressdo ja se encontra representada na sua forma mais simples.

Expressdes como X+1 ou log,X, com estruturas do tipo Z=-0p, seriam

consideradas também irredutiveis. A estratégia, a aplicar, neste caso, seria E1C.

4.4.1.2 A Estratégia de Reducéo

As estratégias de reducdo sdo estratégias que visam, essencialmente, a

reducdo de estruturas do tipo =-0p . Estratégias deste tipo utilizam apenas regras de

reescrita-x (reducdo por céalculo) ou regras de reescrita-z (redugdo por via
axiomatica). As estratégias de redugdo sdo estratégias de nivel 1 que designamos
por estratégias EIR ou E1T . Por exemplo, a expressdo 4, com uma estrutura do

tipo ZE-pwr , ¢ resolvida, simbolicamente, por uma estratégia de reducao EIR 45, ou

seja,

8 Uma estratégia EIR ¢ uma estratégia de redugdo, por calculo, aplicada a estruturas de nivel 1.
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Estratégias deste tipo reduzem, de facto, o grau de complexidade de uma

estrutura.

16

| Reduzir (E1R) >
2 4 16 @ 16

Figura 4.4.8 Estratégia de reducido EIR

Uma reescrita 7-sum como, por exemplo, X+ X —_2X, é uma rescrita com

elevado poder redutor. Uma reescrita deste tipo ¢ o resultado da aplicagdo de uma
estratégia de conversao, com um elevado poder redutor. Estratégia que designamos

por E1T 4.

Converter (E1T) >

Figura 4.4.9 Estratégia de reducdo E1T redutora

De acordo com a defini¢do que foi dada na Secgdo 2.4.2, a expressdo 2X &,
de facto, a forma mais simples da expressao X+ X.
4.4.1.3 A Estratégia de Simplificacdo

As estratégias de simplificacdo s@o estratégias que visam, essencialmente, a

reducdo ou conversio de componentes em estruturas do tipo Z-0p_Op ou

) Uma estratégia E1T ¢ uma estratégia de redugdo, por via axiomatica, aplicada a estruturas de nivel 1.
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r

Z-op_op_op. Note que uma estrutura =-0p_Op_op ¢ interpretada, neste caso,
N 2 . f .
como uma estrutura do tipo [a-op_op] . Com este tipo de estratégias, sdo aplicadas

reescrita- ¥ a seguir a outros tipos de reescrita. As estruturas alvo sio componentes
com estruturas redutiveis ou potencialmente redutiveis. As estratégias de
simplificagdo sdo estratégias que designamos por estratégias ENSE (simplificagdes

a esquerda) ou EnSD (simplificagdes a direita). Uma das estratégias que poderia
ser aplicada a expressdo log, 4°, seria uma estratégia E2SD 50, com reescrita-x. A
expressdo alvo, neste caso, seria a componente 4, ou seja, uma expressao com
uma estrutura do tipo E-pwr. O resultado dessa aplicagdo seria uma reescrita
{ i-log_pwr, ou seja, a aplicacio de uma estratégia de simplificacio a direita
(E2SD), com reducdo por célculo (E1R). A transformada seria a expressdo

log, 16, ou seja, uma expressdo com uma estrutura triangular mais simples.

log, 4° V' - log,16 - log, 2* —, 4log, 2
1

E2SD
EIR

| Simplificar a direita (E2$D)>

AN . SO ¥

Figura 4.4.10 Estratégia de simplificacdo a direita E2SD

4.4.1.4 A Estratégia de Conversao

As estratégias de conversdo sdo estratégias que visam, essencialmente, a

conversao de estruturas do tipo Z-0p, Z-0p_0Op ou Z-0p_0p_op . As estratégias

% Uma estratégia E2SD ¢ a uma estratégia de simplificago & direita (ESD ) aplicada a estruturas de nivel 2.
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de conversao aplicam apenas regras de reescrita-« , -f, -y, - ou -y . A este tipo

de estratégias demos o nome de estratégias EnT .

Para resolver expressdes, como +/8 , com uma estrutura do tipo Z-root, é
necessario aplicar uma estratégia E1T, com reescrita contextualizada y-root, ou

seja, uma conversao axiomatica, potencialmente redutora.

\/§—>7\/2_3—>a N N IREENG N )
| I—

EIT

| Converter (E1T) >

Figura 4.4.11 Estratégia de conversio E1T potencialmente redutora

No caso de uma expressdo, como log, 4>, com uma estrutura do tipo
[E-log_pwr|[E-pwr], pode-se aplicar uma estratégia de conversio E2T, com

reescrita a-log_pwr, ou seja, uma conversdo axiomatica, bidireccional, nio

contextualizada e potencialmente redutora.

2 1 2 |1
log, 4’ >, 2log, 41'> 2log,2° V', 2(2log, 2) >,

E2T

—_2(2)log, 24' -, 4log, 2
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| Converter (E2T) >
2

V. v

Figura 4.4.12 Estratégia de conversio E2T potencialmente redutora

No caso de uma expressdo, como d—xz, com uma estrutura do tipo
X

[E-der_pwr][E-pwr], pode-se aplicar uma estratégia de conversdao E2T, com
reescrita w-der_pwr, ou seja, uma conversdo axiomatica, unidireccional, nio
contextualizada, redutora.

d

—x* >, 2x

X L1
E2T

Converter (E2T) >

Figura 4.4.13 Estratégia de conversio E2T redutora

No caso de uma expressao como log,(2X) +log,(3X), com uma estrutura do

tipo [E-sum_log_log][E-Iogf , pode-se aplicar uma estratégia de conversao E3T ,

com reescrita a-sum_log_log , ou seja, uma conversdo axiomatica, bidireccional,

ndo contextualizada e potencialmente redutora.
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log, (2x) +log, (3%) =, log, (2X)(3x) +' =, log, (2B3))(x(x)) +*—

E3T
L2 log, (6(x(X))) +*—, log, (6(x*)) =, log, 6+log, x* ' —

V' log, 6+2log, X

A Converter (E3T) >

3

7'\
A AR £

Figura 4.4.14 Estratégia de conversdo E3T potencialmente redutora

Neste exemplo foram aplicadas as seguintes estratégias:

Estratégias Transformagdes

E3T log, (2x) + log, (3x) =, log, ((2X)(3X))
E25D log, ((2x)(3x)) ¥' =, log, (2(3))(X(x)))
E2SD, E2SE log, (23)(X(x)) ¥* =, log, (6(X(x)))
E2SD, E2SD log, (6(x(x))) 4’ = log, (6(x*))

E2T log, (6(x*)) =, log, 6 +log, X
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E2SD log, 6+log, x> ¥'—_ log, 6+ 2log, X

E3T log, 6+log, x> —_ 2log, X +log, 6

Basicamente, a escolha de estratégias resume-se a uma simples escolha

entre dois tipos de estratégias — retardada (“lazy”) ou estrita (“strict” ou “eager”).
Por exemplo, no caso da expressio log, 4>, a aplicagdo de uma estratégia de
conversdo E2T, com reescrita a-log_pwr, seria considerada retardada, enquanto
que a aplicagdo de uma estratégia de simplificacio E2SD, com reescrita

 k-log_pwr, seria considerada estrita.

Em geral, deve-se escolher estratégias que reduzam, o mais rapidamente
possivel, o grau de complexidade da expressdo. Optamos por estratégias estritas,
como preferenciais, isto &, estratégias que incidam, de preferéncia, sobre os redexes
mais interiores. Mas, com esse tipo de estratégias, nem sempre € possivel garantir
que as solucdes obtidas sejam as mais curtas. Podemos, no entanto, garantir que

todas elas sdo correctas.

4.4.2 A Reescrita Axiomatica

Como ¢ fécil de depreender, uma expressdo, como 1+ 2, possui apenas uma
solugiio’! e a sua resolugio envolve apenas um passo. Essa seria, de facto, a solugio
mais simples que alguém poderia, porventura, encontrar numa resolu¢do simbdlica.
Mas, como ¢ obvio, nem todas as resolugdes simbolicas possuem solugdes assim
tao simples, ou directas, como essa. Existem solugdes simbdlicas com dezenas, ou

mesmo, centenas de passos. E, em muitos casos, solu¢cdes multiplas.

O que realmente importa numa resolugdo € a leitura operacional que se faz

da expressdo. E a partir dessa leitura que se obtém o significado operacional da

*! Duas se considerarmos a comutagiio das parcelas como uma possivel solugdo.
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expressdo e que se pde em evidéncia a sua estrutura triangular. Com o
conhecimento dessa estrutura, ¢ possivel identificar e classificar as suas varias
componentes. O raciocinio que ¢ aplicado, numa resolugdo simbdlica, depende
fortemente desse tipo de conhecimento. Por exemplo, a expressdao 1+2+3+4+5,
possui varias solucdes, todas elas diferentes, mas que conduzem ao mesmo
resultado que, neste caso, € o valor numérico da expressao. A diferenca entre elas
esta, precisamente, na forma como a expressao ¢ lida. Uma possivel solucdo seria a

seguinte
(1+2)+3)+(@+5) V>, 3+3)+(@+5 1>,
Vo 6+@+5V > 6+9—> 15

Mas essa ndo seria a unica forma de se resolver essa expressdo. Existem
tantas quantas as leituras possiveis que pudemos fazer da sua estrutura. Nenhuma
delas se poderia intitular como sendo a melhor. O que existem sdo apenas solugcdes

correctas de leituras também correctas.

Note que numa resolugdo simbolica, como a que esta ilustrada acima, sao
utilizadas, normalmente, varias estratégias de simplificagdo. Estratégias que
classificamos como estritas, pois envolvem uma ou mais reescritas - { . Estratégias
deste tipo tém por objectivo resolver, primeiro, os redexes mais interiores [DERO1].
Note que os redexes vao sendo formados a medida que a resolu¢do progride. A
ordem em que os redexes sao resolvidos ndo ¢ importante, embora, por convengao,
tenhamos optado por uma busca, em profundidade, da esquerda para a direita
(“depth-first”) . Essa ¢ alids a estratégia, normalmente, utilizada em célculos
numéricos, que envolvam expressdes com parénteses. Segundo Valenca e Barros

[VALOO], as estratégias estritas sdo as preferidas, do ponto de vista computacional.

Uma leitura correcta deve pdr em destaque a estrutura da expressdo. A
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leitura operacional faz exactamente isso. Pde em destaque a sua estrutura triangular.
Mas, no caso de haver mais do que uma, qual das leituras deveria ser considerada a
melhor estratégia para resolver essa expressao? Nenhuma, pois o que interessa para
esta tese ndo sdo solugdes melhores ou piores mas sim solugdes correctas de leituras,

também, correctas.

Mas, como vamos ver, nem todas as expressoes, estudadas para esta tese,
possuem leituras multiplas. Expressdes, como log, 4, possuem apenas uma Unica
leitura. Mas mesmo estas podem ser resolvidas de formas diferentes, através das
leituras multiplas que se podem fazer de algumas das suas componentes, ou das
leituras multiplas que se podem fazer de algumas das suas formas equivalentes. Por

exemplo, a expressdo log, 4’ podia ser lida como uma expressio do tipo
[E-Iog_pwr][E-pwr]. A estratégia sugerida, neste caso, como preferencial, seria

uma estratégia estrita. Ou seja, uma estratégia com reescrita ¥ x-log_pwr . Mas

existem outras formas de a resolver. Todas elas empregam estratégias retardadas.
Por exemplo, podia-se ter optado por resolver, primeiro, a componente com a

estrutura =-log_pwr, ou seja, aplicar uma estratégia de conversdo, E2T, com
reescrita a-log_pwr . Estratégia que classificariamos como retardada, pois deixaria

um redex, mais interior, por resolver.

Todas estas formas alternativas de resolucao diferem apenas na escolha da
componente, ou seja, na ordem em que essas componentes devem ser lidas. A
escolha de uma componente depende, também, da memoria colectiva da resolugao,
ou seja, da existéncia, ou ndo, dessa componente como uma forma resolvida dessa
expressdo. Essa decisdo ¢ controlada pelo principio de exclusdo. Ou seja, a
estratégia ¢ automaticamente rejeitada se a reescrita conduzir a estados ja visitados
da resolugdo. Uma outra estratégia ¢ entdo sugerida, como alternativa, por

backtracking.
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Em geral, as estratégias retardadas tendem a agravar o grau de

complexidade das expressdes. Mas como ¢ Obvio, nem todas o fazem. Tudo

depende dos redexes formados. Por exemplo, a transformagio log, 4° — 2log, 4 ¢
retardada, mas potencialmente redutora. De facto, a expressao 2log,4 ¢ mais

simples mas ainda potencialmente redutora através da sua componente log, 4.

As reescritas-a sdo, como sabemos, redutoras ou potencialmente redutoras.
Uma conversdo, com reescrita-« , reduz o que, normalmente, designamos por redex

mais exterior. As reescritas-a ou -/, tanto pode ser estritas como retardadas. Tudo

depende do contexto. Se ndo existirem redexes, mais interiores, a reescrita €

considerada estrita. Caso contrario, ¢ considerada retardada. Por exemplo, uma

. . . N d
estratégia, com reescritay/-der_log, aplicada a uma expressdo, como d—loge X2,
X

seria considerada retardada, pois deixaria o redex log, X por resolver. A expressdo

teria uma estrutura do tipo [Z-der_log][E-log_pwr][Z-pwr]. O resultado da

2

. . . 1 .
reescrita seria uma expressao, como _2d_x , com uma estrutura do tipo
X

X

[E-prod_div_der] [Z-div_pwr] [E-der_pwr][E-per , mais complexa.

As estratégias retardadas sdo, em geral, estratégias que poderiamos

classificar como produtoras de estruturas. Mas, como € 6bvio, nem todas o sdo. As
estratégias de conversdo, com reescritas-f£ ou -y , sdo estritas, mas potenciadoras
de novos redexes. Por exemplo, uma estratégia E2T , com reescrita-/£, aplicada a

uma como log, J2 , ¢ considerada estrita, mas potenciadora de um novo redex

1

log, 22.

As estratégias estritas sdo, por outro lado, estratégias que tendem a reduzir

ou, quanto muito, manter o grau de complexidade das expressdes. As estratégias
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estritas sdo, portanto, estratégias que poderiamos classificar como consumidoras de
estruturas. Todas as estratégias de reducdo, com reescrita-x ou -7, sdo consideradas
estritas. As estratégias de simplificagdo ou conversdo, com reescrita-& ou -y , sdo
consideradas estritas se ndo existirem redexes, mais interiores, ainda por resolver.

Caso contrario, sdo consideradas retardadas. Por exemplo, uma estratégia de

simplificagdo E2SD, com reescrita a-log_pwr, aplicada a uma expressdo como

d : . . : . d
d—loge x*, seria considerada estrita. O resultado seria a expressio, d—(2 log, X),
X X

com uma estrutura do tipo [E—der_prod][E—prod_log][E—log], mais simples.

Todas as simplificacdes, com reescritas- ¥ x e -4 7, sdo consideradas estritas.

O importante numa resolugdo simbolica ¢ que esse aumento do grau de
complexidade se traduza na formagdo de um ou mais redexes. As estratégias nulas
ndo estratégias que ndo consumem nem produzem redexes. A auséncia de redexes
ou a impossibilidade de se os formar, faz com que a resolucao termine. A presenca
de redexes ou a possibilidade de os formar, faz com que a resoluc@o prossiga. Numa
resolugdo simbolica, deve haver mais consumidores do que produtores. Uma

reescrita que consuma redexes ¢ considerada redutora. Uma que produza, é

considerada potencialmente redutora.

A resolugdo simbolica de expressdes envolve, portanto, dois tipos de
estratégias — estritas e retardadas. Essas estratégias, como sabemos, podem ser
reducdes, conversdes ou simplificacdes. As reducdes sdo sempre consumidoras,
enquanto que as outras podem ser consumidoras ou produtoras. O importante ¢ que,
numa resolugdo simbdlica, sejam aplicadas mais estratégias consumidoras do que
produtoras. A ordem em que essas estratégias sao aplicadas depende apenas da
estrutura triangular das expressdes, intervenientes no processo, € da memoria
colectiva da resolugdo. A memoria colectiva de uma resolugdo ¢ um tema que

iremos abordar mais adiante, na Secgdo 4.4.2.2.
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Podemos dizer que a resolugdo simbodlica de expressdes Vvisa,
essencialmente, a normaliza¢do dessas expressdes, através da aplicacdo de um
nimero finito de redugdes, conversdes e simplificagdes. Cada operador matematico
possui o seu proprio plano estratégico. Esse plano difere essencialmente no tipo de
conversdes consideradas prioritarias. Uma estratégia para logaritmos ndo tem que
ser, necessariamente, a mesma que uma estratégia para poténcias. As solugdes, ou
partes de solugdes, que tenham sido j& encontradas, podem determinar o tipo de

estratégia que deve ser aplicado a seguir.

A Figura 4.4.15 mostra o tipo de estratégias que sdo aplicadas numa
resolucdo simbolica e a ordem em que elas podem ser aplicadas. O grafico ilustra
apenas o ciclo de resolucao de uma estrutura triangular. A resolu¢do de varias
estruturas € apenas uma repeticdo desse ciclo. Por exemplo, uma reducdo pode ser
aplicada depois de uma simplificagdo, se essa redugdo for a estratégia aplicada no
ciclo seguinte. Em cada ciclo, as estratégias de reducao (reescritas-x e -7) t€m
precedéncia sobre qualquer uma das outras duas (conversdes ou simplificagdes). A
seguir, nessa escala de precedéncias, vém as conversdes que designamos por
prioritarias, as simplificagdes e finalmente as conversdes que designamos por nao
prioritarias. As conversdes prioritarias sdo conversdes que consideramos como
tendo prioridade sobre as simplificagdes da mesma classe. As conversdes
prioritarias sdo, portanto, uma forma simples, mas eficaz, de dar prioridade a certas

estratégias retardadas.

O outro grafico mostra o relacionamento dessas estratégias com a estrutura

triangular. Por exemplo, as estratégias de conversdo EIT, com reescritas-y, e as

estratégias de redu¢do EIR e EIT, com reescritas-k e -7, estdo relacionadas

com estruturas de nivel 1, ou seja, estruturas do tipo Z-0p .
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Figura 4.4.15 Estratégias de Resolugdio
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Como se pode ver pelo grafico, numa resolugdo simbdlica estdo envolvidas

varias estratégias, umas estritas e outras retardadas. Essas estratégias estdo

fortemente relacionadas com os varios tipos de reescrita que definimos na Secg¢do

4.3.

Como estd ilustrado na (Figura 4.4.15), podemos dizer que, em geral, numa

resolucdo simbdlica, a aplicacdo de estratégias envolve os seguintes passos € nessa

ordem:

EIT);

A aplicagdo de estratégias de reducdo, com reescrita-x ¢ -7 (EIR e

A aplicagdo de estratégias de conversdo, com reescrita- ¢ -y (EIT e

E2T), que sejam consideradas prioritdrias para essa classe de

operadores;
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e Estratégias de simplificacdo, com reescrita-{, a4 esquerda (E2SEe

E3SE);

e Estratégias de simplificacio, com reescrita-{, a direita (E2SD e

E3SD);

e A aplicacdo de estratégias de conversdo, com reescrita-a , -f, -y, -
e - (EIT, E2T e E3T), que nao sejam consideradas prioritarias para

essa classe de operadores;
e A aplicacdo de estratégias nulas (EnC com n=0,1,2,3).
A reescrita-A4 é comum a todas elas.

Vejamos, entdo, como € que seriam aplicadas essas estratégias no caso de

~ 2 , . ~ ~ .
uma expressdo, como log, 4°. As possiveis solucdes estdo apresentadas a seguir.

Solugio Passos Ref"

X 2 2 2 |1
Solugéo 1 log, 4* -, 2log, 41 —, 2log, 2 V> 2(2log,2) >, (1)
—_2(2)log,24'—_4log, 2

= 2 |1 1 4
Solugéo 2 log, 4° 4'>, log, 16 4'— log, 2* —, 4log, 2 (2)
Solucéo 3 log, 4° 4’ log,(2*) V', log, 2°? I’ —>_ (3)

1’ log, 2* -, 4log, 2

Como se pode ver, em todas elas, sdo utilizadas estratégias estritas e

retardadas. Na primeira solugdo (1), foi aplicada uma estratégia retardada,

log, 4* -, 2log, 4. Na segunda solugio (2), foi aplicada uma estratégia estrita,
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log, 4° ¢1—>K log, 16). Na terceira solucdo (3), foi de novo aplicada uma estratégia
retardada, log, 4”4’ log,(2°)’. A aplicagdo dessas estratégias ¢ feita por

backtracking, sob o controlo do principio de exclusdo (Secgdo 4.4.2.2). Nesta altura,
a aplicagao de qualquer outra estratégia, estrita ou retardada, conduziria a estados ja

visitados, log,16 ou 2log, 4. O principio de exclusdo garante a unicidade de todas

as formas equivalentes geradas pelo método de resolucao simbdlica.

4.4.2.1 O Processo de Reescrita

Uma reescrita axiomdtica nem sempre conduz a formas simplificadas
dessas expressdes. Como vimos atras, a aplicagdo de estratégias retardadas pode
conduzir a expressdes equivalentes mais complexas. Porém, a grande maioria das
reescritas visa, essencialmente, a reducdo ou formacgao de redexes. As outras sao,

simplesmente terminais e reescrevem, portanto, formas normais dessas expressoes.

Por exemplo, numa reescrita contextualizada, como 2log, 4 {'— , 2log, 2°, o
objectivo &, precisamente, a formagdo do redex log, 2°. A sua presenga faz com que
a expressio log, 2* seja redutivel por uma reescrita d a-log_pwr, seguida de uma

reescrita ¥ x-prod .

O proprio calculo numérico € tratado, nesta tese, de uma forma estritamente

simbolica, por reescrita axiomatica. Por exemplo, uma expressdo numérica como
3+(2° —(5+\/Z)) ¢ resolvida aplicando redugdes, conversdes e simplificagdes.

Uma possivel solugdo seria a seguinte cadeia de transformagdes

Passos | Transformagées Ref"
1,2 |3+ -G+VaN Lo 3+68-G+V4) L, (1)
3,4 | V5 346-G+V2 )5, 3+68-(5+2) V>, )
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567 | V5 3+@-Nl'5 3+15 4 3)

3+l

O mesmo se poderia dizer de expressdes como 2 64 . Uma possivel

solucdo seria a seguinte cadeia de transformagoes

Passos | Transformagoes Ref"
3,0 1, 1412
L23 |, 42, 24 Py 24 i, ()
6 6 6

13

4,56,7 ¢3—>K2i¢‘—>a2£—>a§—> Q%il_) 2)
6 24 24 732 !

89,10 il—n%z” V—n%f Vs ?%V—n 3)

o, 13113

11, 12 s 4)
34 12

A reescrita axiomatica envolve a reescrita de expressdes equivalentes. A
unicidade dessas formas ¢ garantida pelo principio de exclusdo. A memoria
colectiva de uma resolug¢do garante a convergéncia dessas formas, pois ¢ formada
por todas as formas equivalentes dessa expressao, incluindo a sua forma mais

simples.
Consideramos, portanto, que

o0 resultado de uma resolugédo simbdlica é a forma mais simples
dessa expressao se a base axiomatica for completa.

A forma mais simples de uma expressdao ndo tem de ser necessariamente

numérica. De facto, na sua grande maioria, essas formas sdo meramente simbdlicas.
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Segundo [VALOO], apenas as relagdes de igualdade semantica, entre expressoes,
sintacticamente, diferentes, podem contribuir para a normalizagdo dessas
expressdes. No ambito de uma resolugdo simbolica, s6 devem ser consideradas
relagdes de equivaléncia que envolvam relagdes de igualdade semantica entre

expressoes, sintacticamente, diferentes.

Mas, como sabemos, nem todas as relacdes de equivaléncia sdo redutoras ou
potencialmente redutoras. Por exemplo, relacdes como 5 — 2+ 3 ndo contribuem,
certamente para a normalizacdo de constantes. Como ja sabemos, as constantes
numéricas sdo expressoes, por definicdo, consideradas irredutiveis. Mas, também,

certas constantes simbolicas, como log,,3, sdo consideradas irredutiveis. Outras,

porém, como por exemplo log, 5, sdo redutiveis, por reescrita axiomatica.

Em principio, uma expressdo que ndo seja redutivel, deve ser considerada
irredutivel. Uma transformagdo, por reescrita axiomatica, ¢ considerada

potencialmente redutora se a sua transformada for redutivel, mas mais complexa.

Por exemplo, a transformagdo 2log, 4 J! —, 2log, 2% ¢ potencialmente redutora.

Uma transformacado, por reescrita axiomatica, ¢ considerada redutora, se a

sua transformada for irredutivel, ou redutivel, mas mais simples. Por exemplo, as
transformagdes log, 2* I'—_4log,2 e log,4*4'—, 2log,4 sio ambas

redutoras, mas a ultima ¢é ainda redutivel.

Assim, consideramos que

numa resolucéo simbolica sé devem ser efectuadas transformacées que

sejam redutoras ou, potencialmente, redutoras.

De facto, s6 faz sentido transformar expressoes se o resultado for uma
expressao mais simples, ou uma expressao mais complexa, mas que possa Vvir a

tornar-se mais simples através da formag@o de novos redexes. Por exemplo, a regra
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de derivagdo da soma ¢ uma regra potencialmente redutora. Com a sua aplicagao,

sdo formados novos redexes.

Numa resolugdo simbolica, s6 se pode reescrever uma expressao, uma nica
vez. A reescrita s pode ter lugar se o resultado da transformagdo ndo interceptar a
memoria colectiva. Por exemplo, uma transformagdo, por reescrita axiomatica,

como log, 4° ‘Ll_>,< log, 16, ndo teria lugar, se a expressdo log, 16 ja fizesse parte

da memoria colectiva dessa resolucdo. Qualquer reescrita, por reflexividade,
simetria ou transitividade, ¢ automaticamente rejeitada. Cada um desses casos esta

ilustrado a seguir.

Transformagoes Ref"
Reflexividade | log, 4° > log, 4’ (1)
Simetria log, 4> —, 2log, 4 % log, 4’ )
Transitividade | log,4” —, 2log, 41' >, 2log2’ —, (3)

Uma transformacao, por reflexividade (1), corresponderia, de facto, a
aplicacdo de uma regra de reescrita do tipo | > r onde | =r, ou seja, a aplicag@o
de uma relagdo onde, na realidade, nao seria efectuada nenhuma transformacgao.
Regras deste tipo ndo sdo nem redutoras nem potencialmente redutoras e portanto

ndo fazem parte da base axiomatica.

Uma transformagao por simetria (2) corresponde a aplicacdo de uma regra
de reescrita do tipo, | —>r, em ambos os sentidos. Sabe-se [DEROI] que
transformagdes deste tipo podem produzir cadeias de derivagdo infinita, ou seja,
sequéncias do tipo S—>t—>s—>t—---. Regras deste tipo sdo redutoras ou

potencialmente redutoras, mas controladas pelo principio de exclusao.

Uma transformacao, por transitividade (3), corresponde a aplicagdo de uma
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regra de reescrita do tipo |—r, cujo resultado r, ja tinha sido obtido
anteriormente através de uma outra regra. Regras deste tipo sdo também redutoras

ou potencialmente redutoras e igualmente controladas pelo principio de exclusao.

4.4.2.2 A Memodria Colectiva e o Principio de Excluséo

A memoria colectiva de uma resolugdo ¢ apenas um mapa de equivaléncias
obtida, por reescrita axiomatica, para essa resolucdo. O conjunto de todas as formas

equivalentes de uma expressdo, obtidas por resolugcdo simbdlica, Res(S), ¢ um
subconjunto proprio da sua classe de equivaléncia £q(S), ou seja,
Res(s) < £qu(s) . A memoria colectiva de uma resolugdo MReS(S) €, portanto, o

conjunto de todas as transformacdes logicas efectuadas sobre a expressdo se7 ,
por reescrita axiomatica. Se identificarmos os elementos dessa memoria por
id(i, J), onde i e ] representam respectivamente a tentativa de resolugdo e o
respectivo passo nessa tentativa, entdo os elementos da memoria podem ser
representados por  step(id(i, j),[';(s)), onde I';(S) representa a J-gésima

transformagdo logica efectuada sobre S. Os elementos da memoria estdo

ordenados, lexicograficamente, por id(i, j), ou seja,
Step(ld (19 1)9 1—‘1 (S)) >F Step(ld (15 2)3 FZ (S)) >F e >F Step(ld (Ia J)a 1—‘j (S)) >F o

Os elementos da memoria sdo instancias do predicado step/11.

Defini¢édo 4.4-2 Memoria Colectiva

A memoria colectiva de uma resolugdo, M7Res(s), é 0 conjunto
ordenado de todas as transformacdes logicas, I';(s), efectuadas

sobre a expressdo s 7 definida como objecto dessa resolugéo.

A instanciacdo da memoria colectiva ¢ baseada no predicado

assert_step/11. A implementa¢do Prolog desse predicado esta listada na Seccdo
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A.3.2 do Apéndice A.

Para compreendermos melhor o papel que ¢ desempenhado pela memoria

colectiva, numa resolucao simbdlica, examinemos a resolucdo de uma expressao

2 A~ ;. ~ 52 -~ . .
como log, 4°. As trés possiveis solugdes™ estdo ilustradas a seguir.

Solugio Passos Ref"

~ 2 2 2 |1
Solugéo 1 log, 4* -, 2log, 41 —, 2log, 2 V> 2(2log,2) >, (1)
—_2(2)log,243'—_4log, 2

= 2 |1 1 4
Solug&o 2 log, 4° 4'>, log, 16 V'— log, 2* —, 4log, 2 (2)
Solucéo 3 log, 4’ 4’ log,(2*)’ V', log, 2°® I’ —>_ (3)

1’ log, 2* -, 4log, 2

Todas elas conduzem a expressdo log,4° a sua forma mais simples,
4log, 2, passando por um certo nimero de passos ou estados intermédios. Na
primeira (1), a expressdo 2log, 4 ¢ obtida por aplicagdo de uma estratégia retardada
a-log_pwr. Na segunda (2), a expressdo log,16 ¢ obtida por aplicacdo de uma
estratégia estrita ¥ k-pwr Na terceira (3), a expressdo log,(2%)* ¢é obtida por

aplicacdo de uma estratégia retardada 4 y-pwr . As duas Gltimas estratégias foram

obtidas por backtracking mas induzido pelo principio de exclusdo.

De acordo com este principio, uma transformacdo logica s6 pode ter lugar,
se o resultado da sua reescrita ndo fizer parte da memoria colectiva dessa resolugao.
Caso contrario, a regra que foi aplicada ¢ excluida e uma outra seleccionada por

backtracking. Note que a decisdo envolve qualquer transformagdo com a mesma

32 0 simbolo - 4 para indicar que a substitui¢io teve lugar a um nivel mais interior da estrutura.
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reescrita. Podemos, portanto, dizer que qualquer tentativa de resolu¢do que

intercepte a memoria, ¢ automaticamente rejeitada pelo principio de exclusdo.

No caso de ndo existirem estratégias alternativas, a solucdo ¢ completada a

partir da memoria colectiva. Por exemplo, a ultima solucdo (3) foi completada dessa

forma. De facto, a transformagdo log,2* —_ 4log,2 foi obtida a partir da
memoria, uma vez que a expressio log, 2* ja fazia parte da memdria colectiva dessa

resolugao.

Note que todas essas expressdes sdo formas equivalentes da expressao
log, 4°, e as Unicas que podem ser obtidas, por reescrita axiomatica. Todas elas

fazem parte da memoria colectiva dessa resolugdo. Por exemplo, a expressdo

log, 16 pode ser obtida, por reescrita axiomdtica, a partir de expressdes como
log, 4° e log, 2%, desde que a reescrita ndo viole o principio de exclusdo. Segundo
Dershowitz [DERO1], as expressdes log,4° e log,2" sdo univeis, pois ambas

convergem, por rescrita, para a mesma expressao, neste caso, log,16. Uma vez

reescrita, a expressao soO pode ser obtida a partir da memoria. O que significa que
na memoaria s6 pode existir uma copia dessa expressdo. Naturalmente, isso implica
uma possivel redu¢do do nimero de solucdes que, teoricamente, poderiam ser
obtidas, por reescrita, pois esse facto impede que uma solugdo possa intersectar uma
outra mais do que uma vez, ou que possa interceptar mais do que uma solugao na

memoria.

A terminacdo de uma resolugdo ¢ garantida pelo principio de exclusao e
pela finitude da base axiomatica. De facto, o principio de exclusdo garante a
unicidade de qualquer expressdo obtida por reescrita axiomatica. A finitude da base
axiomatica garante que s6 um numero finito de regras pode ser aplicado. As formas
equivalentes de uma expressao s6 podem interceptar a sua memoria, uma unica vez.

Isto ¢, na memodria ndo podem existir formas duplicadas dessas expressoes. A
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memoria colectiva de uma resolugdo €, por defini¢do, o conjunto ordenado de todas
as reescritas axiomaticas efectuadas sobre a expressdo que € objecto dessa resolucao
(Seccdo 4.4.2). Isso inclui, naturalmente, a forma mais simples dessa expressao. De
facto, o fecho transitivo de uma reescrita axiomatica ¢ sempre a forma mais simples
da expressao. Isso ¢ garantido pelo facto da base axiomatica conter apenas regras

redutoras ou potencialmente redutoras.

A confluéncia de uma resolugdo simbodlica ¢ garantida pela memoria
colectiva dessa resolugdo e pela completude da sua base axiomatica. Pelo principio
de exclusdo, uma solucdo s6 pode interceptar uma outra, uma unica vez. Porém,
qualquer solugdo pode ser interceptada mais do que uma vez. Isto €, a intercepgao
entre duas solugdes, quaisquer, ¢ um conjunto singular (“singleton”). A forma
interceptada ¢, precisamente, o resultado da reescrita para a qual ndo existem
estratégias alternativas para a sua resolu¢do. Uma vez reescrita, a expressao so6 pode
ser obtida a partir da sua memoria. O que significa que uma solu¢do que intersecte
uma outra pode ser completada a partir da sua memoria. Como, por defini¢do, uma
solucdo ¢ um conjunto ordenado de transformagdes ldgicas obtidas por reescrita
axiomatica, todas as solucdes possiveis de uma resolucao simbolica devem fazer
parte da sua memoria colectiva. Se a base axiomatica for completa, entdo qualquer
solucdo deve conduzir a forma mais simples da expressdo. De facto, a completude
de uma base axiomadtica garante a irredutibilidade de uma reescrita axiomatica.
Assim, se existir mais do que uma solugdo, as solugcdes devem interceptar uma
outra, pelo menos, uma vez. De facto, se tal ndo acontecesse, existiriam na memoria

solugdes que ndo conduziriam a forma mais simples, o que seria uma contradigao.

Podemos, portanto, dizer que todas as solu¢des obtidas por resolucao
simbdlica convergem para a forma mais simples da expressao, se a base axiomatica
for completa. De facto, a forma mais simples ¢ aquela para a qual todas as
intercepgdes convergem. Podemos também dizer que, se a base axiomadtica for

completa, o resultado de uma resolugdo nao depende da estratégia utilizada.
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Podemos, portanto, concluir que, se a base axiomdtica for completa, a

resolucdo simbolica de expressdes por reescrita axiomatica € convergente.

Na Figura 4.4.16 estdo ilustradas varias solugdes e as possiveis intersecgcoes
que podem ocorrer entre elas. Nessa figura, as expressoes estdo identificadas pela
ordem em que foram reescritas. A expressdo a resolver ¢ a expressdo identificada
por 0. A expressdo 7 ¢ a forma mais simples. As solugdes que terminam nas
expressoes 10, 6 e 16, sdo completadas a partir da memoria e, portanto,
convergem também para a mesma expressdo. Note que uma solucdo s6 pode
interceptar uma outra, mas pode ser interceptada por mais do que uma. Podemos,
entdo, dizer que a base axiomatica ¢ completa, se todas as solugdes interceptarem,
pelo menos uma outra solu¢do na memoria. Em todos os testes que efectuamos,

esse facto foi amplamente verificado.

/ K’\

3\ 9 12 \ 22

| / 15

A mﬁ/ 13 20

\ 23

L//

Figura 4.4.16 Memoria Colectiva

O método de resolugdo que desenvolvemos ¢ baseado nos predicados

resolve /[2,6]. A implementagdo Prolog do predicado resolve/6 esta listada na

Seccdo A.2.2 do Apéndice A.
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A escolha de uma estratégia depende do operador principal da expressdo
que se pretende resolver. Cada operador possui o seu proprio plano estratégico. Esse
plano, na sua forma geral, ¢ comum a todos os operadores. Por exemplo, para se
simplificar uma expressdo como log, \/Z , com uma estrutura do tipo =-log_root ,
deve-se aplicar uma estratégia, certamente, diferente da que seria, porventura,
escolhida para resolver uma expressdao, como loge(x/Z)3 , com uma estrutura do

tipo Z-log_pwr.

A implementagdo Prolog de uma estratégia y-log_root esta listada na

Seccao A.1.2 do Apéndice A.
A aplicacdo das regras de reescrita ¢ controlada pelo principio de exclusao.

Defini¢éo 4.4-3 Principio de Exclusdo

Seja — uma regra de reescrita, que efectua uma transformacéo

I6gica T" . De acordo com o principio de excluséo, a regra sé pode
ser aplicada se o resultado dessa reescrita ndo fizer parte da

meméria colectiva da resolucao.

A consulta @ memoria colectiva de uma resolugdo ¢ baseada no predicado

except_in/9. A implementagdo Prolog desse predicado esta listada na Secgdo

A.2.2 Apéndice A.

A memoria colectiva de uma resolugcdo ¢ construida durante a resolucao
simbolica de uma expressdo e pode envolver uma, ou mais, sessdes praticas. Cada

sessdo pratica resolve a expressao, tendo em conta a sua memoria colectiva.

Como vimos atrés, a expressdo log, 4 possui vérias solugdes simbolicas.

Uma solucao simbolica ¢ apenas uma sequéncia logica de formas equivalentes

obtidas por aplicagdo de uma, ou mais, estratégias de resolugdo. Para se obterem
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todas as solugdes € necessario recorrer a memoria colectiva da resolucdo. A
memoéria colectiva funciona como um agente verificador de reescritas. E,
precisamente, através da memoria colectiva que o processo de backtracking ¢é
controlado. O que resulta, naturalmente, numa procura exaustiva de outras formas
equivalentes dessa expressdo. Através deste método ndo é possivel obter todas as
formas equivalentes de uma expressao. Apenas aquelas que podem ser obtidas por

reescrita axiomatica e para as quais existem regras adequadas na base axiomatica.

O tamanho da memoria depende apenas do niimero de solugdes possiveis,

do ntimero de passos de cada solugdo, e do tamanho das expressoes obtidas. Por

exemplo, a memoéria colectiva de log, 4> é constituida apenas pelas formas listadas

na tabela e as respectivas transformagdes logicas.

A resolugdo simbdlica de uma expressao conduz sempre a uma forma
normal (irredutivel) dessa expressdo. Essa forma ¢ unica se a base axiomatica for
convergente para todas as classes envolvidas nessa resolugdo. Esse facto foi
verificado, empiricamente, para um grande numero de expressdes. Todas as formas
obtidas, por reescrita axiomatica, sdo estruturas redutoras, potencialmente redutoras
ou normais. Todas as solugdes que intersectem a memoria colectiva da resolugao,
conduzem a mesma forma normal. Solugdes paralelas podem, ou nao, conduzir a
mesma forma normal. A questdo da unicidade da forma normal ¢ indecidivel, pois

depende, tinica e exclusivamente, da completude da base axiomatica.

Em todos os testes que conduzimos, o resultado foi sempre a forma mais
simples da expressdo, ou seja, a sua unica forma normal, o que nos levou a concluir
que, para essas expressoes, a base axiomatica estava completa, e que as solugdes
obtidas dependiam apenas das estratégias aplicadas. Como vimos, as estratégias
afectam apenas a forma de chegar a esse resultado. Uma solucdo simbolica
representa apenas uma forma diferente de resolver, simbolicamente, uma expressao

matematica.
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Vimos também que o resultado de uma resolucdo simbdlica ndo tem que
ser, necessariamente, numérico. De facto, a grande maioria dos resultados obtidos

sdo, meramente, simbdlicos. Por exemplo, a forma mais simples da expressiao
log, 4> ¢ a expressdo 4log, 2. Esse facto ndo ¢, porém, de todo evidente. S6 se

torna evidente através de uma resolug¢ao simbolica.

Resolver uma expressao numérica, de forma simbolica, ndo € obter apenas o
valor numérico que essa expressio possa, porventura, representar. E mais do que
isso. Resolver essa expressdo simbolicamente ¢ obter uma ou mais solucdes
simbdlicas que conduzam a esse resultado. De facto, uma solugdo simbdlica traduz
o tipo de raciocinio que foi empregue nessa resolugdo, ou célculo. No caso de uma

expressao como 1+ 2+ 3 =6, uma solucdo possivel seria, por exemplo, a sequéncia
(1+2)+33' > 3+3—_6

A resolu¢do simbolica de uma expressdo matematica estd intimamente
ligada a nocao que temos de raciocinio. Raciocinar € procurar solugdes simbolicas
que conduzam aos resultados que pretendemos. Mesmo em casos tdo simples como
os que acabamos de ver, existem formas diferentes de raciocinar. Por exemplo, uma
outra forma de raciocinar sobre essa expressao seria obter esse mesmo resultado

através da seguinte solugao simbolica,

1+Q2+3) V> 145> 6

4.5 Conclusoes

Neste capitulo, apresentdmos o trabalho que desenvolvemos na area da
simplificagdo de expressdes matematicas e que designamos por resolu¢ao simbolica

de expressdes matematicas, por reescrita axiomatica. O trabalho que desenvolvemos
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consistiu, essencialmente, no desenvolvimento de uma linguagem computacional de
reescrita de expressdes matematicas, baseada na representacdo logica dessas
expressdes, como estruturas triangulares, e na transformagdo ldgica dessas

estruturas, por reescrita axiomatica, utilizando apenas uma logica de 1* ordem.

Uma parte importante desse trabalho foi o desenvolvimento de uma
estrutura arborea bindria para a representacdo logica de expressdes matematicas e
que designamos por estruturas triangulares. Uma estrutura triangular ¢ uma
composi¢ao logica de cinco (5) estruturas triangulares bésicas. Cada componente
possui uma estrutura triangular bésica e identifica uma expressdo com essa
estrutura. Uma estrutura triangular basica define o posicionamento dos argumentos
e operadores matematicos, numa estrutura bindria com uma especifica assinatura. A
representacdo logica de expressdes matematicas, como estruturas triangulares, ¢
uma forma de representagdo que pode ser aplicada a qualquer tipo expressdo que

seja representavel de uma forma arborea e bindria.

A outra parte importante do nosso trabalho foi o aspecto relacionado com a
forma como essas expressdes podem ser manipuladas computacionalmente com
vista a sua simplificagdo. Nem todas as expressdes com esse tipo de estrutura
podem ser transformadas por reescrita axiomadtica. A transformacao logica, por
reescrita axiomatica, envolve apenas a reescrita de expressdes, como estruturas
triangulares basicas. Expressdes que necessitem de mais do que uma estrutura ¢ no

contexto de uma resolugao simbolica.

Como vimos, a transformagdo logica de expressdes matematicas envolve a
aplicacdo sistematica de um certo nimero de estratégias de resolucdo baseadas na
leitura operacional dessas expressoes, € na aplicacdo de um certo numero de regras
de reescrita como base axiomatica. Vimos também que aplicagdo dessas regras e

estratégias depende apenas da estrutura triangular dessas expressdes.

O Prolog foi a linguagem de implementacdo que escolhemos para
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representar a estrutura triangular e a reescrita axiomatica de expressoes

matematicas.
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O ASSISTENTE DE MATEMATICA

5.1 Introducéao

O Assistente de Matematica (MathSolver) ¢ um programa que
desenvolvemos em Prolog, capaz de simplificar, de uma forma simbolica e
detalhada, expressdes matematicas definidas num dominio restrito da Algebra e do
Célculo e que envolvem apenas uma unica variavel matematica. Essas expressoes
envolvem apenas operadores matematicos do tipo que foi definido na Seccdo 2.2.3.
A variavel matematica esta representada nessas expressoes pelo termo atomico X.
As expressdes matematicas sao introduzidas no Assistente de uma forma natural ou

quasi-natural.

Exemplo 5.1-1 Escrita de log, X +log, 2X

A expressio log, X+log, 2X pode ser introduzida, de uma forma quasi-

natural, como “sum log e x log e prod 2 x”, ou de uma forma natural, em
linguagem corrente, como “a soma do logaritmo natural de x com o
logaritmo natural do produto de 2 por x”, ou de uma forma que seja uma

combinacdo dessas duas.

As expressdes naturais ou quasi-naturais estdo representadas, em Prolog, por

listas.
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Exemplo 5.1-2 Representacio de “sum log e x log e prod 2 x”

A expressio “sum log e x log e prod 2 x” é representada, em Prolog, por

uma lista do tipo [sum,log, e, x,log, e, prod, 2,x].

A conversdo de strings para listas ¢ efectuada pelo Assistente através da sua
interface natural, escrita em Java®. Trata-se simplesmente de uma formatagio de
strings. A lista ¢é, por sua vez, analisada sintacticamente pelo Assistente e

convertida numa expressao logica, sum(log(e, x), log(e, prod(2, X))).

sum log e x log e prod 2 x

[sum,log.e,x,loge prod,2,x]

sum(log(e,x),log(e,prod(2,x)))

O Assistente de Matematica ¢ uma aplicagdo pratica do método de
resolucdo simbolica que defendemos nesta tese, e destina-se essencialmente a
pessoas numa fase inicial de aprendizagem da Matematica. Na nossa opinido, a
forma natural ou quasi-natural de lidar com expressdes matematicas pdoe em
evidéncia o significado operacional dessas expressoes (Secgao 2.3.1). Essa forma de
expressdo enfatiza também a importancia da linguagem natural, na aprendizagem e

compreensdo da Matematica.

O Assistente lida essencialmente com a simplificacdo de expressdes

53 Para esta tese, foi utilizada o JBuilder 7 da Borland.
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matematicas, por reescrita axiomatica. O proprio célculo de derivadas ¢, tratado

nesta tese como uma forma de simplifica¢do envolvendo o operador derivada.

O Assistente de Matematica efectua calculos numéricos, de uma forma
simbdlica e detalhada. O desempenho do Assistente depende, apenas, dos recursos
computacionais que estiverem ao seu dispor (memoria e poténcia do computador) e

do grau de complexidade das expressdes que se pretende simplificar.

3

Exemplo 5.1-3 Calculo de %\/X'i‘\/;
X

3
O cdlculo de uma derivada, como %\/X+\/§ , depende do poder redutor
X

z

da expressdo que se pretende derivar. A expressio, neste caso, \/X+\/; , €
irredutivel. Como resultado, a aplicagio de uma regra de derivagio vai
tornando a expressdo cada vez maior o que afecta, por conseguinte, o

desempenho da sua resolucio.

5
Exemplo 5.1-4 Calculo de %\/2\/@&«/}
X

- d’ L
No caso de uma expressio, como F\/2\/;+3\/; , 0 desempenho ndo é
X

afectado. A expressio, neste caso, \/2\/; +3\/; é redutora e, portanto,

rapidamente resolvida por reescrita axiomdtica.
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5.2 A Linguagem de Expressoes

5.2.1 A Frase Matematica

4

Como em qualquer linguagem de expressdoes € necessario desenvolver
formas eficientes de se escrever e representar frases, nessa linguagem. Como neste
caso se trata de uma linguagem que envolve a resolucdo simbdlica de expressoes
matematicas, ¢ necessario desenvolver meios de introduzir essas expressdes e de
exprimir o que fazer com elas. Expressdes como “resolver o logaritmo natural do
quadrado de x” exprimem acgdes onde o objecto ¢ uma expressdo matematica.
Expressdes que nesta tese sdo designadas por frases matematicas. Neste contexto,
uma expressdo matematica como “logaritmo natural do quadrado de x”, teria o

mesmo significado que a frase “escrever o logaritmo natural do quadrado de x”.
Quando se escreve uma expressdo como log, x>, estd-se, de facto, a executar uma

frase matematica com esse significado operacional. Podiamos dizer que o verbo
escrever esta implicito no significado operacional de qualquer expressao
matematica. Para resolver ou executar essas expressoes € necessario utilizar outros

verbos e, portanto, formar outras frases.

Defini¢édo 5.2-1 Frase Matemadtica

Uma frase matematica é uma expressao, escrita numa linguagem
natural, onde esta representada, de forma explicita ou implicita, o
tipo de accéo que se pretende associar ao significado operacional

de uma expressdo matematica.

Verbos, como resolver, achar ou derivar, exprimem o tipo de acgdes que
estdo, normalmente, associados com essas expressoes. Ac¢des que dependem, tinica
e exclusivamente, do significado operacional dessas expressdes, ou seja, da sua
estrutura triangular. Como ¢ Obvio, as expressdes matematicas podem estar

representadas, numa frase, de uma forma explicita ou implicita.
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Exemplo 5.2-1 Frase matemdtica explicita

A expressio “resolver o logaritmo natural do quadrado de 4” é uma frase

onde a expressio matemitica estd representada de forma explicita.

Uma frase matematica € representada, em Prolog, por uma lista, ou seja, por

um termo do tipo [Word, ], onde Word, representa a i- gésima palavra nessa frase.
Exemplo 5.2-2 Representacdo de uma frase

A expressio “resolver o logaritmo natural do quadrado de 4” é representada,

em Prolog por um termo composto do tipo

[resolver, a, expressdo, logaritmo, natural,do, quadrado, de, 4]

Certos operadores matematicos possuem formas verbais com significados
especificos. Expressdes como “derivar a raiz quadrada de x” ou “elevar x ao
quadrado” exprimem acc¢des que estdo, directamente, relacionadas com o
significado operacional dessas expressoes. O verbo derivar, por exemplo, tem o
mesmo significado que a frase “resolver a derivada de”. E um tipo de acgdo que

poderiamos designar como a forma verbal do operador derivada.

Tal como as expressdes matematicas, também as frases sdo representadas

por expressoes logicas.

Exemplo 5.2-3 Estrutura l6gica de uma frase

Uma frase como “resolver o logaritmo natural do quadrado de x” possui

uma estrutura do tipo
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resolve(practice(expression(log(e, (pwr(2, X))))))

A assinatura €, neste  caso, uma  expressio  do  tipo

resolve_practice_expression.

Mas nessa expressdo, como se pode ver, estdo presentes duas assinaturas,
resolve_practice_expression e log_pwr . A primeira ¢ a assinatura dessa frase ¢ a
outra, log_pwr, a assinatura da expressao matematica com a qual essa frase esta

associada.

Tal como os operadores matematicos, também os verbos possuem estruturas
logicas bem definidas. A assinatura de uma frase define também a sua classe, ou
seja, o tipo de estrutura logica do seu verbo. Uma frase com uma assinatura do tipo

resolve_practice_expression possui uma estrutura logica do tipo resolve. Verbos

como simplificar, achar e outros, sdo formas equivalentes do verbo resolver.

Com esse tipo de estrutura ¢ possivel construir frases como “resolver o passo
seguinte” ou “resolver a expressio”. A primeira teria uma estrutura logica do tipo
resolve(practice(step(next))) e a segunda, uma estrutura do tipo
resolve(practice(expression)). Em ambas, como se pode observar, a expressao

matematica que se pretende resolver, esta representada de forma implicita.

5.2.2 O Processamento de Frases

A resolug¢do simbolica de expressdes matematicas ¢ feita utilizando uma
linguagem, natural ou quasi-natural, cujas frases matemadticas sdo escritas, em
Portugués. Essas frases sdo introduzidas no Assistente através de uma interface
grafica (Seccdo 5.3). As frases matematicas sdo analisadas e processadas através da

resolucdo de literais baseados no predicado query(Phrase), onde Phrase ¢ uma
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frase matematica.

O processamento de uma frase matematica (query) ¢ simplesmente o

resultado da sua andlise e a consequente execucgao da sua representacao logica.

A implementagdo Prolog do predicado query/1 estd listada na Secgdo

A.2.1 do Apéndice A.

A analise de uma frase matematica (parse) pode ser descrita pelo seguinte

algoritmo
se a frase é vilida entdo
executar a frase

sendo
rejeitar a frase

A andlise ¢ baseada no predicado parse/5. A implementacdo Prolog

desse predicado estd listada na Sec¢@o A.2.1 do Apéndice A.

Exemplo 5.2-4 Execugdo de uma frase

Uma frase do tipo resolve é representada por uma expressio 16gica do tipo
resolve(practice(expression(Arg))) . A formagdo dessa frase é simplesmente
o resultado de uma andlise sintdctica dos seus constituintes e da sua
composicio logica, através da aplicacdo de regras gramaticais baseadas no

predicado s/1.

A execugdo dessa frase (process) pode ser descrita através do seguinte

algoritmo

se a frase é do tiporesolve entdo
se a expressdo estd definida entdo
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resolver o passo
visualizar a solucdo
sendo
definir a expressio
resolver o 1° passo
visualizar a prdtica
sendo
rejeitar a frase

A execug¢do de uma frase matematica ¢ baseada no predicado process/5. A

implementagdo Prolog desse predicado esta listada na Sec¢ao A.2.1 do Apéndice A.

5.3 A Interface Grafica do Assistente

O Assistente de Matematica que desenvolvemos utiliza uma escrita em
linguagem natural ou quasi-natural que evidencia o significado operacional da
expressdo que se pretende resolver simbolicamente. A forma como uma expressao ¢
escrita poe em evidéncia nao so a sua assinatura como também a estrutura triangular

que esta subjacente a essa assinatura (Secgdo 2.4.1).

Exemplo 5.3-1 Escritade 1+2+3

Uma expressio como 1+2+3 deve ser lida, operacionalmente, como

(1+2)+3 ou 1+(2+3). Tanto uma como a outra possuem uma assinatura
sum_sum . As suas estruturas sio, porém, de niveis diferentes. A primeira é

escrita como “soma da soma de 12 e 3” e a sequnda como “soma de 1 com a

soma de 2 com 3”.

Ambas sdao formas correctas de se ler essa expressdo. Cada uma dessas

leituras conduz a um raciocinio ou estratégia de resolugdo diferente. Os parénteses
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sdo apenas uma forma simbolica de evidenciar a estrutura que esta subjacente a

€ssas expressées.

Exemplo 5.3-2 Ordem de leitura dos operadores

Numa expressio, como (1+2)+3, o operador soma com dmbito mais
alargado é o operador que estd mais a direita e, portanto, aquele que deve ser

lido primeiro.

Escrita em linguagem corrente, a expressao possui uma leitura inequivoca.
Essa leitura exprime apenas uma forma diferente de se raciocinar sobre essa
expressdo. As diferentes formas de leitura que uma expressdo pode exibir ndo sdo
mais do que formas equivalentes de se representar essa mesma expressdo. Essas
leituras estao, de certo modo, relacionadas com o facto de alguns operadores serem,

por natureza, associativos.

Exemplo 5.3-3 Escrita de X+ (X+2)

Uma expressio, como X+(X+2), escrita como “soma de x com a soma x

com 2", teria de ser transformada, associando primeiro os termos

semelhantes X, (X+ X)+2, e 50 depois reduzida, por via axiomdtica (Secgio

4.3.1.2). O resultado seria a expressio equivalente, 2X+2 . Escrita, porém,
“ 174 . .

como “soma da soma de x com x com 2”, teria o mesmo efeito mas sem o

passo associativo.

As varias leituras ndo sdo mais do que formas diferentes de se compor essas

expressoes.

237



Capitulo 5 A Aplicagao Pratica

Exemplo 5.3-4 Escrita de log, \/E

~ 3 L. . .
Expressoes, como log, N4 , possuem uma tinica leitura operacional. A
expressdo so pode ser escrita como “logaritmo natural da raiz quadrada do
cubo de 4” ou de uma forma mais abreviada como, por exemplo, “log e root 2

pwr34”.

Neste caso, existe apenas uma forma de compor essa expressao.

Mas, seja qual for o niimero de leituras que se podem fazer de uma
expressdo, a sua resolugdo simbolica depende também da forma como as suas
componentes sdo lidas ou interpretadas. Neste caso, as duas componentes seriam

interpretadas como o “logaritmo de uma raiz” e a “raiz de uma poténcia”.

Escrever expressdes, em linguagem corrente, pode causar algum

desconforto. Porém, essa é a unica forma correcta de comunica-las oralmente. A

alternativa no caso de uma expressdo, como log, V4 | seria utilizar formas como
In(sqrt(4” 3)). Mas, como vimos na Secgdo 2.3.2, essa forma de escrita pode

introduzir ambiguidades e necessitar do uso de parénteses para a desambiguar.

Exemplo 5.3-5 Escrita quasi-natural de log, \/E

~ 3 . .
A expressio log,N4" pode ser escrita, de uma forma mais compacta, como

“log e raiz 2 poténcia 3 4”.

Como veremos mais a frente existem formas de reduzir esse desconforto
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ainda mais através do uso de ferramentas graficas.

A forma de escrita natural ou quasi-natural proporciona, também, uma
forma correcta de exprimir a “ordem de precedéncia” dos operadores. Numa
expressdo matematica, os operadores estdo contextualizados pela estrutura em que

estdo inseridos.

Exemplo 5.3-6 Ordem de precedéncia

Numa expressdo, como (1+2)+3, a soma 1+2 estd contextualizada pela

soma (e)+3. A soma 1+2 tem precedéncia sobre esta.

3 . . .
Aprender como escrever log, V4" deve passar primeiro pela escrita do seu

significado operacional (Sec¢do 2.3.1).

A forma de escrita grafica, e mais compacta, da Matematica, que muitos
classificam de natural, ndo ¢é assim tdo facil de aprender como muitos poderdo
pensar a priori. Os alunos, especialmente aqueles com maiores dificuldades em
Matematica, sentem uma grande dificuldade em lidar com ela. Por um lado, porque
ainda a ndo compreendem muito bem; por outro, porque ainda ndo estdo

suficientemente habituados a sua forma “ndo convencional” de escrita.
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Figura 5.3.1 Interface natural do Assistente de Matemidtica

Um dos objectivos do Assistente €, precisamente, tornar a linguagem da
Matematica mais acessivel aos utilizadores, do ponto de vista operacional. O
Assistente reconhece a escrita de expressdes, em linguagem corrente, € apresenta
os resultados de uma resolugdo simbolica, em notagao matematica, estabelecendo
assim uma ponte entre a linguagem corrente e a notagio matemdtica, ou seja, entre
a leitura e escrita de expressdes matematicas. Assim, quando o utilizador escreve

uma expressdo, em linguagem corrente, como por exemplo, “logaritmo natural da

. . r ~ 3
raiz quadrada do cubo de 4”, o que aparece escrito ¢ a expressdo log, V4 . Para

apresentar as expressdes, em notagdo matematica, o Assistente converte as

expressoes logicas em MathML e disponibiliza-as através do browser.
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=101 x|
Mensagens
Expressido Anterior
Hova Expressao
Definir Resoher Identificar Aplicar Verificar Resolver
Expressdo Exprass&o Exprassio Regra Expressio Passo
Apagar dgn = " dd dd
Expressao — # #_
g £+ £- £ s
: g g g = f
x -4
YE lugk f " Pratica Pritica Mostrar
Seguinte Anterior Fratica
Mastrar Eliminar Listar Guardar Restaurar
Passo Prética Assinatura Frética Pritica

Figura 5.3.2 Assistente de Matemidtica

Para facilitar a escrita de expressdes matematicas, em linguagem corrente,
ou numa versao mais abreviada dessa linguagem (quasi-natural), o Assistente
disponibiliza um conjunto de ferramentas graficas que tornam essa escrita mais
facil. Essas ferramentas permitem que a escrita de expressdes matematicas seja feita

de acordo com a sua leitura operacional.

A interface grafica (MathClient) do Assistente esta ilustrada na Figura
5.3.1. Essa interface foi desenvolvida em linguagem Java e comunica com o
Assistente através de “sockets”. O Assistente ¢ instanciado por um Servidor de
Assistentes (MathServer). O servidor é também um programa escrito em Java. O
protétipo que desenvolvemos escuta apenas num determinado porto TCP>*. Na
versdo, que ¢ apresentada nesta tese, o servidor apenas instancia apenas um

Assistente de cada vez. O servidor de Assistentes podera instanciar, no futuro, mais

>* Protocolo de transmissdo de dados com confirmagdo de recepgio de dados (Transmission Control Protocol)
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do que um Assistente e partilhd-lo com varios clientes. Mas para isso, € necessario
fazer algumas alteracdes ao Assistente e ao servidor de Assistentes, o que esta fora
do ambito desta tese. Para o desenvolvimento deste prototipo, optdmos pelo modelo
cliente-servidor por ser esse 0 modelo que melhor se adequa a este tipo de sistemas.
As interfaces graficas podem ser disponibilizadas localmente, e os Assistentes,
remotamente, através da Internet ou de uma intranet. O prototipo (MathClient,
MathSolver e MathServer) , que desenvolvemos para esta tese, foram instalados na

mesma maquina, mas comunicam entre si através de um servidor Tomcat/Apache.

Com este tipo de interface é possivel escrever expressdes matematicas
conhecendo apenas a ordem de precedéncia dos varios operadores presentes nessas

expressoes, isto ¢, sabendo como ler expressoes.

Exemplo 5.3-7 Como utilizar a interface grifica

Para escrever uma expressio logaritmo, basta premir no botdo que

representa esse operador log, f, e escrever, de seguida, os seus dois

7

arqumentos. O Assistente escreve a expressio “log # _”, como um
“template”, que evidencia ndo so o tipo de expressio que se pretende
escrever, como assinala também os locais onde os seus argumentos devem

ser inseridos.

Com este tipo de ferramentas graficas, consegue-se nao s6 reduzir a
probabilidade de se cometerem erros com este tipo de escrita, como também tornar

a escrita, em linguagem corrente, mais apelativa.

Trata-se de uma forma de escrita que poderiamos classificar de “semi-

inteligente”. Com esse tipo de escrita ¢ possivel reconhecer certas posi¢des como
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posicdes chave®, e permitir assim o seu preenchimento de uma forma que
consideramos mais inteligente. Essas posi¢cdes podem ser preenchidas, em qualquer
ordem, utilizando o teclado ou as outras ferramentas graficas, disponiveis nessa
interface. O simbolo “#”, por exemplo, ¢ utilizado como marcador de posigdes-

[T

chave para argumentos numéricos. O simbolo “ ”, por outro lado, ¢ utilizado como

marcador de posicdes-chave para qualquer outro tipo de argumento, incluindo

numéricos.

~ 3 :
Por exemplo, para escrever a expressdo log, V4" , em linguagem corrente,

mas de forma abreviada (quasi-natural), poderiamos fazé-lo premindo um certo

numero de ferramentas graficas na seguinte sequéncia

Ferramenta | Frase Ref*
[definir] definir a expressao (1)
[Iog] definir a expressao log # )
[root] definir a expressao log # root # _ (3)
[ pwr] definir a expressao log # root # pwr # _ 4)
[e] definir a expressao log e root # pwr # (5)
[2] definir a expressdo log e root 2 pwr # _ (6)
[3] definir a expressao log e root 2 pwr 3 (7)
[4] definir a expressao log e root 2 pwr 3 4 (8)

Premindo o botdo “definir expressio”, consegue-se escrever o inicio dessa

frase matematica (Seccao 5.2.1) (1). O simbolo “  indica a posi¢do onde o resto

> Estas posigdes sio, normalmente, designadas, em inglés, por “place-holders”.
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da frase deve ser inserido. Como se trata de uma expressdao logaritmo, o primeiro
operador a ser escrito ¢ o operador logaritmo. Para o escrever, basta premir na

ferramenta log, f. O Assistente insere nessa posicdo o “femplate” log# _.

Fazendo o mesmo para os restantes operadores, obtemos a escrita de um “template”
para essa expressdo log # root # pwr# , com algumas posi¢des-chave ainda por

preencher (4). Para posicionar o cursor na primeira posigdo chave # (5), o botdo k
deve ser premido. A base do logaritmo ¢ entdo digitada utilizando o teclado.
Premindo novamente no botdo Kk, faz com que o cursor seja reposicionado na
proxima posicdo chave # (6). Neste caso, ¢ o grau da raiz que ¢ digitado.
Procedendo desta forma, consegue-se escrever uma expressao, em linguagem quasi-

natural, digitando apenas alguns niimeros e/ou letras.

Uma vez definida a expressdo, € necessario analisa-la. Para isso € necessario
envolver o Assistente. Para se comunicar com o Assistente, ¢ necessario enviar-lhe
frases com objectivos bem definidos. Essas frases sdo as frases matematicas que
discutimos na Secg¢do 5.2.1. Tal como as expressoes, as frases matematicas também
podem ser construidas utilizando as ferramentas graficas disponibilizadas na

interface.

Exemplo 5.3-8 Definir a expressio

Para definir uma expressio € necessdrio enviar o Assistente uma frase do

tipo “Definir Expressio” .

As frases sdo enviadas ao Assistente premindo o botdo “Executar Pritica”.
Uma pratica ¢ simplesmente uma sessdo pratica envolvendo a resolug@o simbdlica,
total ou parcial, de uma expressdo. Para obter solugdes simbolicas diferentes, para
uma mesma expressao, ¢ necessario definir e resolver essa expressdo em praticas

diferentes. O Assistente reconhece um certo numero de frases. Todas elas sdo
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iniciadas por um verbo.
O Assistente reconhece os seguintes verbos:

e Definir — Este verbo ¢ interpretado pelo Assistente como um pedido
para iniciar uma sessao pratica para uma expressao. Por exemplo, a frase
“definir a expressdo logaritmo natural do quadrado de 47, é uma frase

deste tipo;

e Resolver - Este verbo ¢ interpretado pelo Assistente como um pedido
para resolver, total ou parcialmente, uma determinada sessdao pratica.

Por exemplo, a frase “resolver o passo sequinte”, ¢ uma frase deste tipo;

e ldentificar — Este verbo ¢ interpretado pelo Assistente como um pedido
para identificar uma determinada componente (subexpressdo) da
expressdo. Por exemplo, a frase “identificar o operador derivada 2” (isto
¢, identificar a segunda das derivada na expressdo), ¢ uma frase deste
tipo;

e Aplicar — Este verbo ¢ interpretado pelo Assistente como um pedido
para aplicar uma regra (axioma ou teorema) a uma determinada
componente da expressdo. Por exemplo, a frase “aplicar a regra
relate_log_pwr ao logaritmo 2 (isto €, aplicar a relacdo fundamental
com a assinatura log_pwr ao segundo dos logaritmos na expressdo), ¢

uma frase deste tipo;

e Verificar — Este verbo ¢ interpretado pelo Assistente como um pedido
para verificar se uma expressdo ¢ ou ndo equivalente. Por exemplo, a

frase “verificar a expressio produto de 8 por x”, ¢ uma frase deste tipo;

e Listar — Este verbo ¢ interpretado pelo Assistente como um pedido para
listar as regras (axiomas ou teoremas) com uma determinada assinatura.

Por exemplo, a frase “listar a assinatura log”, ¢ uma frase deste tipo;
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e Mostrar - Este verbo ¢ interpretado pelo Assistente como um pedido
para mudar para uma determinada sessao pratica. Por exemplo, a frase

“mostrar a pritica 2”, ¢ uma frase deste tipo.

Uma sessdo pratica ¢ iniciada e conduzida pelo utilizador através da
interface do Assistente. O didlogo com o Assistente ¢ mantido enviando frases deste
tipo e observando o resultado da interac¢do no browser que esta instalado no
computador. O utilizador comunica com o Assistente através da interface. O
Assistente, por outro lado, comunica com o utilizador através da interface e do
browser. Na versdo desenvolvida para esta tese, as inicas mensagens enviadas pelo
Assistente e disponibilizadas na interface, sdo mensagens de estado. No futuro,
pensamos poder incluir outras mensagens, como por exemplo, a activacdo e
desactivagdo de ferramentas ou a interacgdo directa do Assistente na identificacao

de componentes ou deteccao de gestos.

A seguir sdo descritas as frases que podem ser enviadas ao Assistente. As
frases sdao analisadas e processadas pelo Assistente (Seccao 5.2.2) e o resultado

enviado para o browser sob a forma de um ficheiro XML.

5.3.1 Definir uma Expressao

A resolugdo simbolica de expressdes matematicas, envolve varios passos. O
primeiro ¢ obviamente definir a expressao que se pretende resolver com o auxilio
do Assistente. Para definir uma expressdo, ¢ necessario iniciar uma sessao pratica.

Uma sessao pratica ¢ iniciada enviando ao Assistente uma frase matematica do tipo

definir [a] [expressdo] Expressao

A presenca de uma Expressdo nessa frase faz com que o Assistente associe

essa expressao a essa sessao pratica.
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2
Exemplo 5.3-9 Definir a expressio %loge x?
X

Uma frase como “definir a expressio der 2 log e pwr 2 x” inicia uma sessio

L L d ) - ,
pritica para a Expressdo, Floge X". Essa expressio pode ser escrita nessa
X
forma abreviada (quasi-natural), ou em linguagem corrente, como “definir a
segunda derivada do logaritmo natural do quadrado de x”. A escrita, em
linguagem corrente, s6 pode ser feita através do teclado. O reenvio dessa

frase faz com que a expressdo seja redefinida.

Se omitirmos a Expressdo, o Assistente assume que se trata de uma
redefinicdo da expressdo que esta activa nessa altura. A frase “definir a expressio”
inicia uma nova sessdo pratica para a expressdo que estd a ser resolvida, nessa
altura. Redefinir uma expressdo faz com que essa expressao possa ser resolvida de
uma maneira diferente. O reenvio dessa frase faz com que a expressao activa seja

redefinida.

Cada uma das sessoes iniciadas ¢ resolvida independentemente mas com o
total conhecimento do que foi feito nas outras praticas iniciadas para essa mesma
expressdo. Assim, se numa determinada sessdo pratica for aplicada uma
determinada regra, nas outras, essa regra ndo pode ser aplicada, automaticamente,

no mesmo contexto. O Assistente tera de aplicar outras regras caso elas existam.

Exemplo 5.3-10 Aplicacdo da regra relate_log_pwr

Se numa sessdo pritica iniciada para uma expressio, como log. 4%, for
e

aplicada uma regra de reescrita por transformacio, do tipo relate_log_pwr
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56, log, 4* - 2log, 4, entdo numa outra sessdo, iniciada para essa mesma

expressdo, a mesma regra ndo pode ser aplicada. O Assistente terd de aplicar

uma outra, como por exemplo, uma regra de redugio por cilculo do tipo

evaluate_pwr 57, log, 4> —log, 16, ou wuma regra de reescrita por

transformagio do tipo factor_out_pwr 38, log, 4°> — log, (2%)*.

5.3.2 Resolver uma Prética por Completo

Uma pratica pode ser resolvida por completo pelo Assistente. Uma pratica
pode ser completada a partir de qualquer passo da resolugdo. Uma pratica ¢

resolvida por completo enviando ao Assistente uma frase do tipo

resolver [a] pratica

Essa frase faz com que a pratica que esteja activa, nessa altura, seja
finalizada. O Assistente resolve automaticamente todos os passos que estdo ainda

por resolver.

Se numa determinada prética, o ultimo passo resolvido foi o i-gésimo
passo, entdo o envio desta frase faz com que os restantes passos, do i+ 1-gésirmo em
diante, sejam resolvidos, e a pratica finalizada. Essa frase faz com que o resultado,
obtido no tultimo passo, seja resolvido, por completo. O reenvio dessa frase ndo
produz qualquer efeito, pois a expressao ja esta resolvida. Para se obter uma outra
solucdo para essa mesma expressdo, ¢ necessario redefini-la (ver “Definir

expressao’).

% Tsto ¢, aplicar a relagdo fundamental entre logaritmos e poténcias.
57 Isto &, resolver, numericamente, a poténcia.

58 Isto &, factorizar a base da poténcia.
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5.3.3 Resolver uma Pratica Passo a Passo

Uma pratica pode ser resolvida passo a passo pelo Assistente. Quando
resolvida pelo Assistente, a resolucdo ¢ feita de forma automatica utilizando a
estratégia sugerida pelo Assistente. Como veremos mais a frente, uma pratica pode
ser resolvida passo a passo pelo utilizador. Uma pratica € resolvida, passo a passo,

pelo Assistente, enviando ao Assistente uma frase do tipo

resolver [0] passo seguinte

Essa frase faz com que o Assistente aplique uma regra de reescrita (axioma
ou teorema) a expressao obtida no passo anterior. A regra ¢ seleccionada pelo
Assistente com base na assinatura dessa expressdao. O alvo € a prética que esta
activa nessa altura. O novo passo ¢ adicionado a pratica e o resultado apresentado
no browser como o proximo passo a resolver. O reenvio dessa frase faz com que
cada passo seja resolvido a partir do anterior. Para se resolver uma pratica, passo a
passo, de forma automadtica, basta enviar uma frase desse tipo, ao Assistente, para

cada passo que esteja ainda por resolver. O reenvio dessa frase deixa de ter efeito

depois de a pratica estar resolvida. O utilizador nao intervém na resolugao.

5.3.4 Identificar uma Componente

Para intervir numa resolucdo, o utilizador tem de ser capaz de identificar a
componente sobre a qual pretende aplicar a regra. Uma expressao pode conter uma
ou mais componentes (subexpressoes). Cada componente ¢ identificada pelo seu
operador principal e pela ordem desse operador na expressdo. O operador principal
(Secgao 2.2.1) ¢ o operador que estd listado mais a esquerda na assinatura dessa

componente. Por exemplo, o operador log ¢é o operador principal numa assinatura
log_pwr. Uma componente pode ser identificada, enviando ao Assistente uma

frase do tipo

identificar [o] [operador] Operador Ordem
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Exemplo 5.3-11 Identificar um operador em di(2xz) +di(3x)
X X

Para  identificar a sequnda derivada numa  expressio,  como

d d iy . o .
d—(2X2)+d—(3X), com vdrias derivadas, utiliza-se a frase “identificar o
X X

operador der 2”. Esta frase identifica a componente cujo Operador

principal (der) é a sequnda (ordem) derivada (der) nessa expressio. Na

expressao, di(2x2)+di(3x), estio presentes duas derivadas (der). A
X X

d . .
componente d—(3x) seria a componente identificada como a segunda
X

derivada (der 2) nessa expressdo. A expressio alvo é a expressio activa

nessa altura. A expressio activa é a expressdo que foi obtida como resultado

do ultimo passo dessa pritica.

Por convengao, a definicdo de uma expressao € o passo inicial (ou passo 0)

de uma resolugao.

O Assistente ndo identifica apenas a componente. Identifica também a sua

assinatura.

Exemplo 5.3-12 Assinatura de i(2X2) +i(3x)
dx dx
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A componente di(Sx) ¢ identificada como a sequnda derivada na
X
~od o, d . . ;
expressio d—x(2x )+d—X(3x), e aquela cuja assinatura é der_prod. A

d o L -
outra, — (2x*), seria identificada como a primeira nessa expressio e aquela
X
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cuja assinatura é também der_prod .

O reenvio dessa frase ndo produz qualquer outro efeito. A componente ¢

simplesmente identificada de novo.

A ordem de um operador numa expressdo € precisamente a ordem em que

esse operador ¢ lido numa leitura operacional dessa expressao.

Exemplo 5.3-13 Ordem de um operador em (X+2X)+(3X+X)

Numa expressio, como (X+2X)+(3X+X), a sequnda soma é a expressio
X+2X. Essa expressio é, de facto, a sequnda soma na expressio “a soma da
soma de x com o produto de 2 por x com a soma da soma do produto de 3 por

14
xcomx .

5.3.5 Aplicar uma Regra de Reescrita

Para intervir numa resolugdo, o utilizador tem de saber que regras deve
aplicar e onde as deve aplicar. Isso pressupde, naturalmente, que o utilizador seja
capaz de identificar as componentes sobre as quais pretende aplicar essas regras
(axiomas ou teoremas). As regras sdo identificadas pelo seu tipo de reescrita
(Seccgdo 4.3.1) e pela sua classe (Seccdo 2.4.1). Por exemplo, uma regra de reescrita

por transformagao (Secgdo 4.3.1.4), pertencente a classe log_pwr , ¢ designada por

relate_log_pwr °° e pode ser aplicada a expressdes com assinaturas log_pwr .

Como vimos na Sec¢do 2.4.1, a assinatura de uma expressao define a sua

% Uma reescrita por conversio axiomatica inclui ndo s6 a aplicado de relagdes fundamentais (regras do tipo
relate) mas também a aplicacdo de propriedades como a associatividade (regras do tipo associate) e outras
(ver Secgdo 4.3.1.4).
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classe de equivaléncia Uma expressdo pode ser reescrita, axiomaticamente,

enviando ao Assistente uma frase do tipo

aplicar [a] [regra] Regra [ao] [operador] Operador Ordem

A Regra especificada nessa frase € aplicada a componente identificada pelo
Operador nessa Ordem. A ordem de um operador ¢ determinada pela leitura

operacional dessa expressao.

Exemplo 5.3-14 Aplicar a regra relate_log_pwr

Na frase “aplicar a regra relate_log_pwr ao operador log 2”, uma regra de
reescrita (relate_log_pwr ) do tipo relate (aplicacio de uma relagio
fundamental), da classe log_pwr (logaritmo de poténcias), é aplicada a
sequnda (2) componente derivada (der) da expressio alvo. Essa
componente é identificada pelo seu operador principal (der) e pela ordem
desse operador, nessa expressio. A componente, neste caso, possui uma

assinatura log_pwr.

O reenvio dessa frase pode fazer com que essa mesma regra seja aplicada a
uma outra componente com essas mesmas caracteristicas. Note que a expressao
alvo ¢ outra. O reenvio sO deve ser feita depois de a componente ter sido
devidamente identificada. Essa identificacdo pode ser feita, como vimos atras, com

a ajuda do Assistente (através do envio de uma frase do tipo “identificar ™).

5.3.6 Verificar uma Expressao

O utilizador pode tentar resolver um ou mais passos, off-line, ¢ pedir ao
Assistente que verifique o resultado. Os resultados verificados pelo Assistente ndo

precisam de estar numa ordem especifica. Isto ¢, uma sequéncia de resultados
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verificados pelo Assistente ndo constitui, necessariamente, uma cadeia de
derivagdo. Uma expressdo pode ser verificada pelo Assistente, como sendo
equivalente a expressdo que esta a ser resolvida, enviando ao Assistente uma frase

do tipo

verificar [a] [expressdo] Expressao

A Expressdo ¢ verificada no contexto da pratica que esta a ser resolvida. A
verificagdo ¢ feita comparando essa expressao com todas as formas equivalentes da
expressao que esta a ser resolvida. Essas expressoes sao obtidas pelo Assistente por
reescrita axiomatica. Como ¢ 6bvio, nem todas as expressoes equivalentes podem
ser verificadas por este método. S6 o podem aquelas que forem obtidas por reescrita

axiomatica.

Exemplo 5.3-15 Verificar %

3 - : 5
A fracgio P nao € verificivel como sendo uma expressio equivalente a 0

- . 1 A .y
Ambas sdo, de facto, equivalentes a 5 mas ndo sio transformdveis, uma na
outra, por reescrita axiomdtica. Para verificar esse tipo de equivaléncia, seria

.. . . 1
necessdrio resolver ambas. Ou seja verificar que ambas se reduzem a 5

Na presente versao, o resultado que se pretende verificar nao ¢ resolvido por

reescrita axiomatica.

Exemplo 5.3-16 Verificar 2log, 4

A frase “verificar a expressio prod 2 log e 4” verifica apenas se a expressio
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2log, 4 é uma das formas equivalentes da expressio log, 4, obtidas por
reescrita axiomdtica. O reenvio dessa frase produz sempre o mesmo efeito,

ou seja, se essa expressdo é, ou ndo, uma reescrita axiomdtica de log, 4°.

A verificacdo de resultados ndo impde nenhuma ordem especifica de

verificagdo.

Exemplo 5.3-17 Verificar 2log, 2

A expressio 2log,2* pode ser verificada depois da expressio 4log,2 ter
sido obtida. Ambas sdo formas equivalentes da expressio log, 4>, obtidas
por reescrita axiomdtica. Porém, ndo é possivel obter a expressio 2log, 2°

por uma reescrita axiomdtica de 4log, 2.

5.3.7 Listar uma Assinatura

Para se aplicar uma regra de reescrita, ¢ necessario identifica-la. Como
sabemos, as regras de reescrita sao identificadas pelo seu tipo de reescrita (Seccao
4.3.1) e pela sua classe (Seccdo 2.4.1). As regras de reescrita estdo associadas as
assinaturas e podem ser listadas por assinatura. Pode-se obter essa lista enviando ao

Assistente uma frase do tipo

listar [a] [assinatura] Assinatura
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Exemplo 5.3-18 Listar as regras de log

A frase “listar a assinatura log” lista todas as regras associadas d assinatura

log .

O reenvio dessa frase produz sempre o mesmo efeito.

5.3.8 Mostrar uma Pratica

Apenas uma pratica pode estar activa de cada vez. Para mudar de pratica e,

portanto, tornar uma outra activa, deve-se enviar ao Assistente uma frase do tipo

mostrar [a] [pratica] Pratica
Exemplo 5.3-19 Mostrar uma pritica

A frase “mostrar a pritica 1” torna a pritica 1 activa.

Quando uma pratica ¢ activada, a resolucdo ¢ automaticamente retomada a
partir do ultimo passo que foi resolvido. O reenvio dessa frase ndo produz qualquer

efeito, pois a pratica ja esta activa.

5.4 A Resolucédo Simbdlica de uma Expressdo Matematica

A resolugdo simbdlica de uma expressao matematica comega, como ¢ 6bvio,
com a definicdo dessa expressdo, ou seja, com a afectacdo dessa resolucdo a uma
pratica. Nesta versdo do Assistente, as praticas sdo apenas enumeradas
sequencialmente. Suponhamos entdo que o utilizador, neste caso, € um aluno com

algumas dificuldades em Matematica, que pretende resolver a expressdo
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2

d—2 X’ +—x*, com a ajuda do Assistente.
dx dx

O primeiro passo a dar ¢, portanto, definir essa expressdo. Como vimos
atras, uma expressao ¢ definida enviando ao Assistente uma frase do tipo “definir”.
O utilizador prima ento o botdo “Definir Expressio”, e a frase “definir a expressio
_” aparece escrita na janela de input do Assistente. Nessa frase ndo estd ainda
escrita nenhuma expressdo matematica. O utilizador necessita de a completar.
Como vimos atrds, uma expressdo matematica pode ser escrita utilizando as

ferramentas graficas do Assistente. Neste caso, a sequéncia de escrita foi a seguinte:

Ferramenta Frase Ref"
[definir] definir a expressdo (1)
[ sum] definir a expressdo sum )
[der] definir a expressdo sum der # 3)
[ pwr] definir a expressao sum der # pwr# 4)
[X] definir a expressao sum der # pwr # x _ (5)
[der] definir a expressdo sum der # pwr # x der # (6)
[ pwr] definir a expressao sum der # pwr # x der # pwr # _ (7)
[X] definir a expressao sum der # pwr # x der # pwr # X (8)
[2] definir a expressdao sum der 2 pwr # x der # pwr # X )
[3] definir a expressao sum der 2 pwr 3 x der # pwr # X (10)
[1] definir a expressao sum der 2 pwr 3 x der 1 pwr # x (11)
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[7_] definir a expressao sum der 2 pwr 3 x der 1 pwr 2 x (12)

Uma vez completada, a frase “definir a expressio sum der 2 pwr 3 x der 1
pwr 2 x” é enviada ao Assistente premindo o botdo “Executar Prdtica”. O
Assistente analisa a expressdao (Seccdo 5.2.2) e inicia uma pratica para essa
expressdo que nomeia de pridtica_I. Os resultados dessa pratica sdo mantidos num

ficheiro XML com esse nome, pratica_l.xml. O contetido desse ficheiro ¢ listado,

automaticamente, no browser desse utilizador.

] |
Pratica
Resolva simbolicamente a seguinte expressio matematica

@ . 4,

Fx + Ex
Resolucao

Notas: A pratica ainda esta por resolver..

Mo for ainda resclvido nenhum passo nesta pratica.. (o

Figura5.4.1 Inicio de uma pritica

A Figura 54.1 mostra o conteudo dessa pratica depois da expressdo

2

d : . . ~ .
FX3 +d—x2 ter sido definida pelo Assistente. A expressdo aparece escrita em
X X

notacdo matematica. O Assistente informa também sobre o estado dessa pratica.
Note que o utilizador podia ter optado por escrever essa expressao em linguagem
corrente, ou seja, como “a soma da sequnda derivada do cubo de x com a primeira
derivada do quadrado de x”. O resultado seria o mesmo. O utilizador pode testar,

desta forma, a sua capacidade de leitura de expressdes matematicas.

A prética esta agora iniciada e, portanto, o utilizador pode prosseguir com a
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sua resolucdo. O utilizador pode optar por resolvé-la de uma s6 vez ou resolvé-la,
passo a passo, com ou sem a ajuda do Assistente. Como vimos atras, para a resolver
de uma s6 vez, bastaria apenas enviar ao Assistente a frase “resolver a pritica”. Esta
ndo ¢ opcao que o utilizador decide escolher. Ele decide resolvé-la, passo a passo,
sem a ajuda do Assistente. Ele sabe que em qualquer altura pode pedir o auxilio do
Assistente. Ele sabe também que, para resolver essa expressdo, vai ter de
seleccionar componentes e aplicar um certo nimero de regras (axiomas ou

teoremas).

O utilizador decide entdo aplicar uma regra de derivacdo a primeira das
derivadas. Ele necessita, portanto, de identificar essa componente. Como nao se
sente muito seguro, decide primeiro certificar-se de que a derivada que escolheu €,
de facto, a primeira nessa expressdo. Envia ao Assistente a frase “identificar o
operador der 1”. O Assistente identifica o primeiro (1) operador derivada (der)
nessa expressao e envia o resultado dessa identificagdo para o browser do utilizador.
O resultado ¢ colocado num ficheiro XML, expression.xml, e a componente
identificada numa cor diferente. Nesse ficheiro estd identificada a assinatura da
componente (Seccdo 2.4.1) e o respectivo contexto, ou seja, o lado esquerdo da
formula que lhe pode ser aplicada. A Figura 5.4.2 mostra o contetido desse ficheiro,

tal como ele ¢ disponibilizado no browser.
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- |
Assinatura: [det[pwe]
Contexto: at
"
C te: a
omponente %39 i %xg
H

Figura5.4.2 Identificacio de uma componente

O utilizador pode testar a sua capacidade de leitura, identificando as varias
componentes dessa expressao. O significado operacional de uma expressao (Secgao
2.3.1) ¢ obtido através desse tipo de leitura. Por exemplo, numa expressao como

(2x)log, X, o primeiro operador produto (prod 1) ¢ aquele que ¢ lido como
segundo, da esquerda para a direita, ou seja, (...)log, X. O produto 2X ¢ o segundo

essa expressdo. Os parénteses numa expressdo determinam a estrutura dessa

expressdo. A sua equivalente por associatividade, 2(xlog, X), teria uma estrutura

diferente. A primeira seria lida como “o produto do produto de 2 por x pelo
logaritmo natural de x”, ou mais abreviadamente, como “prod prod 2 x log e x”. A
segunda seria lida como “o produto de 2 pelo produto de x pelo logaritmo natural de
x” ou “prod 2 prod x log e x”. Em ambas estdo bem definidas as ordens de

precedéncia desses operadores.

Vamos supor entdo que o utilizador consegue identificar a expressdo mas
que ndo esté ainda suficientemente familiarizado com o conceito de derivagao e que
ndo sabe, portanto, que regra deve aplicar nesse caso. Como sabe que se trata de
uma derivada, ele pede ao Assistente que liste todas as regras com essa assinatura,

ou seja, envia-lhe a frase “listar a assinatura der”. O Assistente coloca essa
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informagao no ficheiro signature.xml e disponibiliza-a no browser. A Figura 5.4.3

mostra parte do conteudo desse ficheiro.

Assinatura _
der
Regras
Numero Descrigio T
205-0 Regra relate der arg

. . d
Eeduza a derivada de primeira ordem na expressio —x, a 1. Mote quea

dx

expressdo a dervar &, simplesmente, x . A férmula a aplicar €

d

-—x =1

& =l

Figura 5.4.3 Lista de regras com uma assinatura der

O utilizador decide aplicar a regra de decomposicdo de derivadas,
decompose_der , como sendo a regra mais adequada para esse tipo de expressdo. O

k
lado esquerdo da férmula ¢, neste caso, d_k f , o que coincide, precisamente, com
X

k
k . ~
0 contexto % X, associado com essa expressao.

dx

Para aplicar a regra, o utilizador necessita apenas de enviar ao Assistente a
frase “aplicar a regra decompose_der a der 1”°. O Assistente aplica a regra (
decompose_der ) a primeira (1) componente derivada (der ) e adiciona o resultado
ao ficheiro pratica_l.xml. A aplica¢gdo de uma regra implica sempre a execucao
dos predicados simplify /11 e apply_relation/7 (Secgdo 4.3.1). A aplicacdo dessa
regra ¢ identificada como o primeiro passo dessa resolucao. O Assistente informa
também que a pratica estd ainda por resolver. A Figura 5.4.4 mostra o conteudo

desse passo, no ficheiro pratica_1.xml.
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Notas: A pratica anda esta por resolver.
O iltino passo resolbvide fod o Passe 1

Passo 1:  Transforme a expressiio denvada aplicando uma estratégia de transformacio a
esse tipo de expressdes [apply relation der ] Decomponha a derivada de
2

ordem k na expressio F]ﬁ . Mote que, k> 1, ¢ uma ordem de denvagio
at
qualquer [decompose der | A férmula aplicada neste passo fo Ff

d"! d
T e E
7 d o d o,
L dx dx

Figura 5.4.4 Aplicacdo de uma regra decompose_der (Passo 1)

2-1

d . ~ .
o dx X’ +d— x>, é uma expressdo equivalente
x7 dx X

O resultado desse passo,
que necessita de ser resolvida no contexto dessa pratica. O utilizador nota que nessa
expressao estdo presentes duas expressdes numéricas, ainda por resolver. Para as
resolver, o utilizador decide aplicar uma regra de célculo. Ele sabe que as regras de
calculo sdo identificadas pelo prefixo evaluate e que, neste caso, a regra deve
possuir uma assinatura diff , ou seja, ser identificada como evaluate diff . O
utilizador decide aplicar essa regra a primeira dessas expressoes. Ele envia ao
Assistente a frase “aplicar a regra evaluate_diff a diff 1”. Ele nota, porém, que com
a aplicagdo dessa regra ambas foram resolvidas. Ele fica a saber que essas duas
expressoes estdo intimamente ligadas uma a outra, ou seja, que a resolugdo duma
deve conduzir imediatamente a resolucao da outra. Isto €, que as expressdes fazem

parte da notagdo do mesmo operador, neste caso, a derivada. Na realidade, a regra

s6 foi aplicada uma unica vez. O utilizador fica a saber que uma expressdo desse

d .
——— X +—x". Isto &, que os expoentes que

tipo ndo pode ser reescrita como —
dx™ dx dx

aparecem nas derivadas ndo representam poténcias mas sim a ordem de derivagao

dessas derivadas e que esses expoentes fazem parte da notagdo matematica utilizada
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para representar derivadas de ordem superior. A Figura 5.4.5 mostra esse passo da

resolucao.

Passo 2:  Transforme a expressiio diferenca aplicando uma estratégia de reduciio a esse tipo
de expressdes [evaluate diff'] Subtrata os dots mimeres, k; e k., na
expressdio 2— 1 [evaluate &iff ] A férmula aplicada neste passo foi ky -k,
=k.

Figura 5.4.5 Aplicacdo de uma regra evaluate_diff (Passo 2)

< : d d d D :
A expressdo obtida nesse passo, oy X’ +d— x*, possui varias derivadas.
X dx X

o : . o . d
O utilizador decide aplicar uma regra de derivagdo a expressao, d—x3 . Neste caso,
X

ele opta por uma regra do tipo relate com uma assinatura der_pwr. A derivada
que escolheu é a segunda nessa expressdo. O utilizador sabe que essa expressdo
deve ser lida como “a soma da primeira derivada da primeira derivada do cubo de x
com a derivada do quadrado de x” ou como “sum der 1 der 1 pwr 3 x der 1 pwr 2

x”. O utilizador envia ao Assistente a frase “aplicar a regra relate_der_pwr a der 2”.

’ € reescreve a expressio

. : . ~ d
O Assistente aplica essa regra a expressiao d_X
X

——X +—X". A Figura 5.4.6 mostra esse passo da resolu¢do. O utilizador

verifica que a derivada que foi resolvida ¢, de facto, a segunda. O Assistente
assinala essa parte da expressao a cores diferentes. Como ja foi referido na Secgao
2.3, a leitura operacional de uma expressdo ¢ feita em profundidade (depth-first), da
esquerda para a direita (left-right).
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Passo 3:  Transforme a expressiio denvada aplicando uma estratégia de transformacio a

esse tipo de expressdes [apply relation der ] Calcule a derivada de primeira
ordem da poténcia na expressio Ex3 . Hote que a poténcia & do tipo, £,
com k constante e £ qualquer [relate der pwr ] A férmula aplicada neste

cod oy -1, 0
paszo fol Ef = (k(f ))Ef'

%[(3(}:3'1))%3(] + %xg

Figura 5.4.6 Aplicacdo de uma regra relate_der_pwr (Passo 3)

O resultado deste passo ¢ uma expressdo com o mesmo numero de

derivadas, mas onde a segunda do passo anterior foi substituida por uma mais

simples, iX. O utilizador nota que a derivada, iX2 , ¢ semelhante aquela que
dx dx

acabou de resolver. Ele decide, portanto, aplicar a mesma regra a essa derivada.
Mas a derivada, neste caso, ¢ a terceira nessa expressao. O utilizador envia ao
Assistente a frase “aplicar a regra relate_der_pwr a der 3”. A frase ¢ semelhante a
anterior mas com uma expressao alvo diferente. O Assistente aplica essa regra a
expressdo alvo (terceira derivada) e adiciona o novo passo a pratica_1. A Figura

5.4.7 mostra esse passo.

Passo 4:  Transforme a expressiio denvada aplicando uma estratégia de transformacio a
esse tipo de expressdes [apply relation der ] Calcule a derivada de primeira

ordem da poténcia na expressio Exg . Hote que a poténcia & do tipo, £,

com k constante e £ qualquer [relate der pwr ] A férmula aplicada neste

cod oy R |
passo fot Ef = (k(f ))Ef'

(0w ] + 6 e J

Figura 5.4.7 Aplicacdo de uma regra relate_der_pwr (Passo 4)

A expressao que ¢ obtida neste caso contém duas expressdes numéricas.

Como estratégia, o utilizador sabe que as expressdes numéricas devem ser as
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primeiras a ser resolvidas. Ele opta pela primeira dessas duas expressoes. A escolha
neste caso ndo tem qualquer influéncia estratégica para essa resolugdo. O utilizador
envia entdo ao Assistente a frase “aplicar a regra evaluate_diff a diff 1. A
expressdo alvo, neste caso, ¢ a primeira pois numa leitura operacional dessa
expressao, essa seria a expressao poténcia lida primeiro. O utilizador, nesta altura,
j& consegue “ver” com mais facilidade essa ordem de leitura ou precedéncia. O
Assistente aplica essa regra a primeira dessas duas expressdes e reescreve a
expressao como o passo seguinte dessa resolu¢do. A Figura 5.4.8 mostra esse
passo. O utilizador nota que neste caso apenas aquela que escolheu como alvo foi
resolvida. Ele reconhece que, neste caso, as duas expressoes nao estdo relacionadas

por qualquer tipo de notacdo e que devem, portanto, ser resolvidas separadamente.

[
Passo 5:  Transforme a expressiio diferenca aplicando uma estratégia de reduciio a esse tipo
de expressdes [evaluate diff ] Subtrada of dots mimeres, k;, e k,, na
expressdio 3— 1 [evaluate &ff ] A férmula aplicada neste passo foi k, -k,
=k.

2 (CE )+ e

Figura 5.4.8 Aplicacdo de uma regra evaluate_diff (Passo 5)

O utilizador nota também que a outra expressdo pode ser resolvida
aplicando exactamente a mesma regra. Ele envia de novo ao Assistente a frase
“aplicar a regra evaluate_diff a diff 1”. A expressdo alvo passou a ser a primeira € a
unica expressao desse tipo na expressao obtida do passo anterior. O Assistente
aplica essa regra a expressdo alvo e adiciona esse passo a pritica_1. A Figura 5.4.9

mostra esse passo.
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Passo 6:  Transforme a expressiio diferenca aplicando uma estratégia de reduciio a esse tipo
de expressdes [evaluate diff'] Subtraia os dots mimeres, k; e k., na
expressdo 2— 1 [evaluate diff | A férmula aplicada neste passo for ky — kg
=k.

O] + s

Figura 5.4.9 Aplicacdo de uma regra evaluate_diff (Passo 6)

O resultado obtido possui ainda varias derivadas por resolver, mas mais
simples. O utilizador nota também que a segunda poténcia, X', pode ser
simplificada. Ele sabe que essa expressdo ¢ uma poténcia onde um dos argumentos
possui uma caracteristica especial. Trata-se de uma relagéo especial ( relate ) entre o
operador (pwr) e um dos seus argumentos (arg). Essa relagdo possui uma
assinatura pwr. O utilizador envia ao Assistente a frase “aplicar a regra
relate_pwr_arg a pwr 2”. Neste caso, a regra envolve apenas um dos argumentos (
arg ) dessa poténcia. Se a relagdo envolvesse ambos os argumentos, o sufixo seria
args (Seccao 4.3.1). O Assistente aplica essa regra a segunda poténcia, nessa

expressao, e adiciona esse passo a resolugdo dessa pratica. A Figura 5.4.10 mostra

€SS€ passo.

Passo 7:  Transforme a expressiio poténcia aplicando uma estratégia de transformacio a
esse tipo de expressdes [apply relation pwr ] Eeduza a poténeia na
expressio X1, Asua base [relate pwr arg | A fdrmula aplicada neste passo
foi f' =1,

%[(3(3:2))%3;] + (2x)%x

Figura 5.4.10 Aplicacdo de uma regra relate_pwr_arg (Passo 7)

O utilizador nota que existem ainda trés derivadas por resolver. Por leitura,

ele sabe que a primeira ¢ uma derivada mais complicada que qualquer uma das
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outras. Ele decide, portanto, resolver primeiro as duas que lhe parecem ser as mais

simples. Ele opta pela primeira dessas duas derivadas, dix. Essa derivada ¢
X

precisamente a segunda nessa expressdo. O utilizador sabe que assim ¢ porque,
numa leitura operacional, essa ¢ a expressao derivada que ¢ lida em segundo lugar,
O utilizador envia ao Assistente a frase “aplicar a regra relate_der_arg a der 2”. O
Assistente aplica essa regra a segunda derivada nessa expressdo e adiciona esse

passo a pratica_1. A Figura 5.4.11 mostra esse passo.

Passo 2:  Trancfortme a expressio derivada aplicando uma estratégia de transformaciio a
ezse tipo de expressdes [apply relaton der ] Feduza a dervada de primeira

ordem na expresso ——x , a 1. MNote que a expressio a derivar é,

dx
simplesmente, x [relate der arg ] A férmula aplicada neste passo fod %x
=1 .

I ey +eo s

Figura 5.4.11 Aplicacdo de uma regra relate_der_arg (Passo 8)

Para resolver a outra derivada, o utilizador envia ao Assistente a mesma
frase, ou seja, a frase “aplicar a regra relate_der_arg a der 2”. Com a resolucdo da
outra, esta passou a ser a segunda derivada nessa expressao. O Assistente aplica
essa regra a derivada alvo e adiciona esse passo a resolucdo dessa pratica. A Figura

5.4.12 mostra esse passo.
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Passo 9.  Transfortmne a expressiio detivada aplicando uma estratégia de transformacio a
ezse tipo de expressdes [apply relaton der ] Feduza a dervada de primeira

ordem na expressio e 1. Mote que a expressio a denvar €,

simplesmente, x [relate der arg ] A férmula aplicada neste passo fod %x
=1 .

%((3(362))(1)) + (2x)(1)

Figura 5.4.12 Aplicacdo de uma regra relate_der_arg (Passo 9)

O resultado dessa aplicacdo ¢ uma expressao com varios produtos. Dois
deles (os produtos por 1) podem ser ainda reduzidos. O utilizador decide aplicar,
neste caso, uma regra do tipo relate. Ele opta por reduzir o primeiro desses dois

produtos, ou seja, a expressao (...)(1). Esse produto ¢, de facto, o primeiro nessa

expressdo. Numa leitura operacional, o produto, 3x> é o segundo, o outro produto
(...)(), o terceiro. A presenga dos parénteses ¢ essencial para uma leitura
operacional dessa expressdo. A regra aqui envolve apenas um dos argumentos e,
portanto, ¢ identificada como relate_prod_arg. O utilizador envia entdo ao

Assistente a frase “aplicar a regra relate_prod_arg a prod 1°. O Assistente aplica

essa regra e adiciona esse passo a resolucdo. A Figura 5.4.13 mostra esse passo.

Passo Transforme a expressio produto aplicando uma estratégia de transformaciio a esse
10 tipo de expressdes [apply relation prod ] Elimine o elemento neutro na

expressiio (3(x (1) (Meutralidade & direita) [relate prod arg] A férmula
aplicada neste passo for f{1) = f.

3 Gt + @O

Figura 5.4.13 Aplicagio de una regra relate_prod_arg (Passo 10)

O segundo desses produtos, (2Xx)(1), aparece agora como o segundo. Nessa

expressdo, o argumento da derivada, 3x*, é o primeiro. Como ja referimos atras, a

leitura ¢ feita em profundidade e da esquerda para a direita. O utilizador envia ao
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Assistente a frase “aplicar a regra relate_prod_arg a prod 2”. O Assistente aplica

essa regra a esse produto e adiciona o passo a essa pratica. A Figura 5.4.14 mostra

€SS€ passo.
_ _ [
Passo Transforme a expressiio produto aplicando uma estratéga de transformacéio a esse
ESNE tipo de expressdes [apply relation prod ] Elimine o elemento neutro na

exzpressfio (2x)(1)  (Meutrahidade & diretta) [relate prod arg ] A formula
aplicada neste passo fo1 f{1) = .

%(3(::2)) +2x

Figura 5.4.14 Aplicacdo de uma regra relate_prod_arg (Passo 11)

O utilizador nota que existe ainda uma derivada por resolver. Essa

expressdo possui uma assinatura der_prod . Ele sabe isso porque numa leitura

operacional dessa expressao, o produto ¢ o Unico operador que faz parte dos
argumentos dessa derivada. Como se sabe, a assinatura de uma expressdo ¢
determinada apenas pela estrutura triangular da sua componente principal (Secgao
2.4). Como o utilizador ja sabe como resolver este tipo de derivadas, ele decide
testar as suas capacidades e fornecer o resultado do passo seguinte. O utilizador

envia ao Assistente a frase “verificar a expressio sum prod 3 der 1 pwr 2 x prod 2

" . . . d , , N
X", para que o Assistente possa verificar se a expressao 3d—X +2X, € ou ndo
X

equivalente.

O Assistente verifica se essa expressao ¢ equivalente, resolvendo, ele
proprio, essa expressdo, de todas as maneiras possiveis. A verificacdo de um
resultado ndo afecta a sua memoria colectiva (Seccdo 4.4.2) da resolucao. Essa
tarefa pode ndo ser facil para expressdes mais complexas. A expressdo ¢
considerada equivalente se fizer parte de uma das cadeias de resolucao obtidas pelo
Assistente. A expressdo ndo tem de derivar, necessariamente, de nenhum passo

anterior, ou de satisfazer a qualquer ordem cronolégica de apresentagdo. A
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expressao tem de fazer parte apenas de uma das cadeias de derivagdo do Assistente.
Como resultado, o Assistente regista apenas esse passo como tendo sido introduzido

manualmente. A Figura 5.4.15 mostra esse passo.

Nao ¢ possivel, neste caso, indicar qual foi a estratégia ou regra, aplicadas.
Nesta versao do Assistente, ndo € possivel estabelecer uma relacdo de equivaléncia
entre esse passo ¢ qualquer outro nessa cadeia de derivagdo. Isso so seria possivel
resolvendo o passo anterior € comparando a seguir cada um dos passos dessa
resolugdo com a expressao que se pretende verificar. De facto, o resultado obtido
podia ter sido derivado aplicando vérias estratégias e regras de reescrita, em
simultaneo. Nao ¢ também possivel verificar todas as formas equivalentes de uma
expressao desta forma. Para o conseguir, seria necessario também resolver a

expressao que se pretende verificar.

Passo Aplique qualquer estratégia de resolucio que seja aplicavel a esse tipe de
12 expressées [any | Aplique a primeira regra ou combinacio de regras que sejatn
aplicaveis a esza expressio [any | Sem formula

d .
BEX +2x

Figura 5.4.15 Verificacdo de um resultado (Passo 12)

O resultado introduzido, neste caso, contém ainda uma derivada por
resolver. O utilizador decide, mais uma vez, fazé-lo manualmente. Ele envia ao
Assistente a frase “verificar a expressiao sum prod 3 prod 2 x prod 2 x”, para que o

Assistente verifique a expressdo 3(2X)+2x. O Assistente verifica que a expressao

¢ correcta e adiciona esse passo como manual. A Figura 5.4.16 mostra esse passo.
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Passo Aplique qualgquer estratégia de resolugio que seja aplicavel a esze tipe de
N expressées [any ] Aplique a primeira regra ou combinacéo de regras que sejam
aplicaveis a essa expressiio [any | Sem formula

3Ex) + 2x

Figura 5.4.16 Verificacdo de um resultado (Passo 13)

O utilizador nota que nessa expressao existe um termo, 2X, comum as duas
parcelas e decide po-lo em evidéncia. Ele ndo sabe como fazé-lo, mas sabe que a
expressdo possui uma assinatura sum_prod . Ele envia ao Assistente a frase “listar
a assinatura sum_prod”. O Assistente envia para o browser uma lista de todas as

regras com esse tipo de assinatura. A Figura 5.4.17 mostra essa lista.

Assinaiura

‘ Numero ‘ Descrigdo

32-0 Regra factor out sum prod

FPonha em evidéncia o termo comum  na expressiio fg+f (Distributividade &
esquerda). A formula a aplicar €

fg+f = flg+ 1

32-1 Regra: factor out sum prod

Ponha em evidéncia o termo comum £ na expressio af +f  (Distributividade &
esquerda). A formula a aplicar €

gf+f = flg+ 1)
- — - ; =l

Figura 5.4.17 Lista de regras com a assinatura sum_prod

O utilizador consulta a lista ¢ decide aplicar a regra factor_out_sum_prod
a expressio soma. Ele envia ao Assistente a frase “aplicar a regra

factor_out_sum_prod a prod 1”. O Assistente aplica essa regra a expressao soma e

270



Seccdo 5.4 A Resolucao Simbdlica de uma Expressao Matematica

adiciona esse passo a pratica_1. A Figura 5.4.18 mostra esse passo.

[
Passo Transforme a expressio soma aplicando uma estratégia de transformacio a esse
14 tipo de expressdes [apply relation sum ] Ponha em evidéncia o termo comum

na expressio 3(2x) + 2x  (Distnbuttndade & esquerda)
[factsr out sumn prod ] A férmula aplicada neste passe fol gf +f = fig+ 1),

2RE+ 1)

Figura 5.4.18 Aplicagido de uma regra factor_out_sum_prod (Passo 14)

O utilizador decide concluir essa pratica e, mais uma vez, introduzir o
resultado manualmente. Ele envia ao Assistente a frase “verificar a expressdo prod 8
x”. O Assistente verifica a expressdo e adiciona esse passo como manual. A Figura

5.4.19 mostra esse passo.

Passo Aplique qualgquer estratégia de resolugio que seja aplicavel a essze tipe de
ks expressdes [any | Aplique a primeira regra ou combinacio de regras que sejam
aplicaveis a essa expressfo [any | Sem formula

2x

Figura 5.4.19 Verificacdo de um resultado (Passo 15)

Essa expressdo parece estar na sua forma normal. Como sabemos, uma
expressao na forma normal ndo ¢ redutivel e, portanto, deve representar o fim de
qualquer cadeia de derivacdo. Para verificar que assim €, o utilizador envia ao
Assistente a frase “resolver o passo sequinte”. O Assistente tenta resolver essa
expressdo mas nao consegue, pois ndo existem regras de reescrita com essa

assinatura ( prod ) e para esse contexto (kx ). A pratica esta, portanto, resolvida e o

resultado é &X.
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AS CONCLUSOES DA TESE E O TRABALHO

FUTURO

6.1 Conclusoes

O objecto de estudo desta tese ¢ precisamente a resolucdo simbolica de
expressdes matematicas, no contexto do ensino da Matemadtica, ao nivel do
secundario. A resolucdo simbolica de expressdes ¢ um método de resolucdo que
visa, essencialmente, a obtencdo da forma mais simples dessas expressdes, por

reescrita axiomatica.

Com esta tese, pretendemos demonstrar que

Hipétese I:

E possivel resolver, de forma simbélica e por reescrita axiomitica,
qualquer expressio matemdtica que possa ser completamente
caracterizada pela estrutura triangular da sua componente principal

e que seja simplificivel.

De facto, todas as expressoes, incluidas nesta tese, possuem uma estrutura
triangular e sdo completamente caracterizadas pela estrutura triangular da sua
componente principal (Seccdo 2.4). Todas essas expressoes podem ser decompostas

num numero finito de estruturas triangulares bdasicas e transformadas,
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individualmente, por reescrita axiomatica.

A decomposi¢do de uma estrutura triangular preserva a estrutura triangular
de todas as suas componentes e vice-versa. A reescrita axiomatica ¢ efectuada
apenas com base na estrutura triangular de cada componente. A reescrita axiomatica
estd intimamente relacionada com o conceito de estrutura triangular. A estrutura
triangular de uma componente ¢ uma das cinco (5) estruturas triangulares basicas

definidas nesta tese (Seccao 2.4).

Uma reescrita axiomatica produz apenas estruturas triangulares basicas. As
estruturas triangulares podem portanto ser comparadas com base no seu grau de
complexidade (Secc¢do 2.4.2), ou seja, com base na estrutura da sua componente
principal. A reescrita axiomatica ¢ feita de uma forma contextualizada, ou ndo, mas
apenas ao nivel de cada componente. O contexto em que uma componente esta
inserida ou os argumentos em que ela serve de contexto ndo sdo afectados pela
reescrita dessa componente. A contextualizagdo de uma reescrita ndo afecta a
reescrita. A reescrita ¢ feita por composigdo logica. A composi¢ao logica de uma

reescrita com o resto da estrutura depende dos contextos em que estd inserida.

Uma expressao ¢ simplificavel se, pelo menos, uma das suas componentes
for um redex. Um redex é uma expressao redutivel, por reescrita axiomatica, ou
seja, uma expressao para a qual existe, pelo menos, uma regra de reescrita com essa
assinatura capaz de a reduzir ou converter (Sec¢do 2.5). O resultado de uma redugao
¢ sempre uma estrutura mais simples. O resultado de uma conversao pode ser uma
expressdo mais simples ou uma expressdo mais complexa mas potencialmente
redutora. Uma expressdo potencialmente redutora agrava o grau de complexidade
de uma estrutura mas compensa esse agravamento com a formacdo de novos
redexes. Note que o agravamento do grau de complexidade de uma estrutura nao
pode ir além de 1 nivel estrutural (NO — N1, N1— N2 ou N2 — N3), ou seja, a

adigdo de uma componente. Com a formagdo de novos redexes, em nimero superior
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ao que existia, o resultado liquido de uma reescrita ¢ sempre uma estrutura mais

simples.

Podemos, portanto, concluir que se uma expressao possuir uma estrutura
triangular, ela pode ser decomposta num nimero finito de estruturas triangulares
basicas e resolvida, simbolicamente, por reescrita axiomatica, se pelo menos uma
dessas componentes for um redex. O resultado de reescrita ¢ uma expressao mais

simples ou uma expressao que se pode tornar mais num nimero finito de passos.

O conceito de estrutura triangular foi motivado pelas estruturas exibidas
pelos lados esquerdos das regras matemadticas utilizadas na base axiomatica.
Expressdes com essa estrutura possuem um significado operacional, ou
computacional, bem definido. A estrutura triangular tornou possivel uma leitura
totalmente inequivoca dessas expressOes € a sua caracterizagdo com base na
estrutura triangular da sua componente principal. Com esse tipo de estrutura foi
possivel classificar as regras de reescrita e organizar a base axiomatica por classes e

dispor as regras de reescrita por ordem decrescente do seu poder redutor.

Com esta tese, pretendemos demonstrar também que

Hipotese II:

A resolucdo simbdlica, por reescrita axiomatica, de expressdes
matematicas com estruturas triangulares, é convergente se a base

axiomatica for completa.

A resolucdo simbolica de expressdes € um sistema de reescrita, baseado na
transformagdo logica de expressdes, por reescrita axiomatica. Um sistema de

reescrita ¢ convergente, se for confluente e terminante (Secgdo 3.5).

A terminagdo de uma resolu¢do ¢ garantida pelo principio de exclusdo e

pela finitude da base axiomadtica. De facto, o principio de exclusdo garante a
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unicidade de qualquer expressdo obtida por reescrita axiomatica. A finitude da base
axiomatica garante que s6 um numero finito de regras pode ser aplicado. As formas
equivalentes de uma expressao s6 podem interceptar a sua memoria, uma unica vez.
Isto ¢, na memoria ndo podem existir formas duplicadas dessas expressdes. A
memoria colectiva de uma resolucao ¢, por defini¢do, o conjunto ordenado de todas
as reescritas axiomaticas efectuadas sobre a expressdo que ¢ objecto dessa resolugao
(Seccgdo 4.4.2). Isso inclui, naturalmente, a forma mais simples dessa expressao. De
facto, o fecho transitivo de uma reescrita axiomatica ¢ sempre a forma mais simples
da expressao. Isso ¢ garantido pelo facto da base axiomatica conter apenas regras

redutoras ou potencialmente redutoras.

A confluéncia de uma resolugdo simbodlica ¢ garantida pela memoria
colectiva dessa resolugdo e pela completude da sua base axiomatica. Pelo principio
de exclusdo, uma solucdo s6 pode interceptar uma outra, uma unica vez. Porém,
qualquer solucdo pode ser interceptada mais do que uma vez. Isto €, a intercepgao
entre duas solugdes, quaisquer, ¢ um conjunto singular (singleton). A forma
interceptada ¢, precisamente, o resultado da reescrita para a qual ndo existem
estratégias alternativas para a sua resolu¢do. Uma vez reescrita, a expressao so6 pode

ser obtida a partir da sua memoria. O que significa que uma solu¢do que intersecte

uma outra pode ser completada a partir da sua memoria.

Como, por definicdo, uma solucdo ¢ um conjunto ordenado de
transformacgdes 10gicas obtidas por reescrita axiomatica, todas as solu¢des possiveis
de uma resolugdo simbdlica devem fazer parte da sua memoria colectiva. Se a base
axiomatica for completa, entdo qualquer solu¢do deve conduzir a forma mais
simples da expressdo. De facto, a completude de uma base axiomatica garante a
irredutibilidade de uma reescrita axiomatica. Assim, se existir mais do que uma
solucdo, as solugdes devem interceptar uma outra, pelo menos, uma vez. De facto,
se tal ndo acontecesse, existiriam na memoria solugcdes que ndo conduziriam a

forma mais simples, o que seria uma contradi¢do. Podemos, portanto, dizer que
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todas as solugdes obtidas por resolucdo simbdlica convergem para a forma mais
simples da expressdo, se a base axiomadtica for completa. De facto, a forma mais
simples € aquela para a qual todas as intercep¢des convergem. Podemos também
dizer que, se a base axiomatica for completa, o resultado de uma resolucdo nao

depende da estratégia utilizada.

Podemos, portanto, concluir que, se a base axiomatica for completa, a
resolugdo simbolica de expressdes por reescrita axiomatica ¢ convergente. A priori,
¢ dificil garantir a completude de uma base axiomatica. Mas, como ja foi referido,
esta tese tenta tratar essencialmente expressdes que sdo lidadas ao nivel do
secundario. Assim, para estas, pelo menos, a base parece ser relativamente
completa. Essa base esta listada no Apéndice B. O Apéndice C apresenta um
conjunto de exemplos que pretende ser representativo da generalidade dos
programas do secundario. Para todos os exemplos, os testes efectuados demonstram

a completude da base axiomatica apresentada nesta tese.

O desenvolvimento de uma linguagem computacional, com as
caracteristicas que defendemos nesta tese, podera vir a contribuir, no futuro, para o
desenvolvimento de aplicacdes para o ensino e aprendizagem da Matematica,
capazes de actuar como tutores, ou assistentes electronicos de Matematica, e de

comunicar de uma forma natural.

Um dos contributos desta tese foi o desenvolvimento da estrutura triangular
como uma forma computavel, e bastante eficiente, de se representar expressoes
matematicas, numa légica de 1* ordem. Como aplicagdo pratica, desenvolvemos um
programa Prolog, capaz de resolver simbolicamente expressdes matematicas, passo

a passo, de forma automatica.
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6.2 O Trabalho Futuro

Pensamos no futuro vir a abordar o conceito de equagdo/inequagdo como
uma forma de expressdo logica, e incluir operadores matematicos como o integral e
o limite. Consideramos que as equagdes/inequagdes podem ser tratadas também, de

forma axiomatica.

A axiomatizacao de artificios ¢ uma area que pensamos ser grande utilidade
para a resolugdo simbolica de expressdes por reescrita axiomatica. A aplicagao de
artificios como, por exemplo, a aplicacdo da regra do operador inverso a ambos os
membros de uma equacdo/inequagdo, ¢ uma regra que Bundy refere em [BUNSS5]
como sendo uma regra ndo documentada mas bastante util. O conceito de resolugao
simbdlica, por reescrita axiomatica, parece ser aplicavel também a equacdes e

inequagoes.

O calculo de limites e o calculo integral parecem ser duas outras areas onde
esse tipo de tratamento possa vir a ser util. Tal como a conversdao de operadores
(poténcias e raizes) e a conversao de bases (logaritmos e exponenciais), a aplicacdo

de artificios deve ser tratado também de forma contextualizada.

A utilizacdo da notagdo matematica na escrita de expressdes € uma outra
area que interessa investigar no futuro. A estrutura triangular podera a ser um
contributo valido para esse tipo de investigacdo. Os progressos alcangados na area
do reconhecimento da escrita manuscrita de expressdes matematicas [CHAOO,
CHAUOI] sugerem novas possibilidades para a escrita de expressdes matematicas.

Essa nova capacidade de escrita ird permitir que frases como “definir a expressio

2

log, x>” possam ser manipuladas graficamente. A edi¢do e a seleccdo de

componentes poderdo ser feitas directamente a partir das respectivas representacdes

graficas. A seleccdo de componentes ¢ uma area de interesse para a resolugdo

simbdlica de expressdes matemadticas por via axiomatica, pois ird permitir uma
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interac¢do mais estreita entre a escrita grafica e a resolucdo simbolica de expressoes
ou reescrita axiomatica. Por exemplo, a reescrita axiomdtica de uma expressao

como log, 4> poderia ser feita apontando directamente para a componente que se

pretende reescrever, e através de determinados “movimentos” ou “gestos”, como,
por exemplo, o “drag & drop” (arrastar e largar), proceder a reescrita dessas

componentes ¢ expressdes. Por exemplo, no caso da expressdo log, 4°, arrastar

(“drag”) o expoente da poténcia e larga-lo (“drop™) atrds do logaritmo teria o
mesmo efeito que aplicar a regra relate_log_pwr, ou seja, efectuar a transformagao

log, 4> — 2log, 4. Esse “movimento” teria um significado operacional bem

definido. A transformagéo seria efectuada “in loco”, ou seja, no mesmo local onde a
componente estaria localizada. Um duplo clique sobre o argumento do logaritmo
poderia ter o mesmo efeito que, por exemplo, a factorizagdo desse argumento, ou

seja, a execugdo da transformagdo 2log, 4 — 2log, 2°. Esses “movimentos” ou

“gestos” seriam sensiveis ao tipo de expressdo para a qual apontam ou seleccionam.

Todos esses “movimentos” ou “gestos” tém em comum o aspecto atomico
dessas operagdes. A reescrita axiomatica de expressdes matematicas ¢ baseada na
atomicidade dessas operagdes. Essa atomicidade, no caso da resolugao simbdlica de
expressoes, por reescrita axiomadtica, ¢ garantida pela estrutura triangular dessas

expressoes.
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A.1 Reescrita de Expressoes

Nesta secgdo esta listado uma amostra do codigo para cada um dos tipos de
reescrita abordados na Seccdo 4.3.1 deste documento. Os comentarios estdao escritos

em inglés por ter sido essa a linguagem utilizada durante o seu desenvolvimento.

A.1.1 Reescrita por Calculo

A reescrita por calculo ¢ executada pelo predicado evaluate/7. O

predicado ¢ mantido no ficheiro evaluate.pl . Nesse ficheiro estdo definidos todas

as regras kK-0p .

O Programa A.1-1 mostra a implementagdo Prolog de uma regra de reescrita

K-Sum.

Programa A.1-1 Regra de reescrita x-sum

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: sum(Argl,Arg2)
Resultado da reescrita: RHS
Posicdo da estrutura onde

a regra é aplicada: p
Profundidade a que a

estrutura se encontra: Lo
Estratégia aplicada: St = evaluate_sum
Regra aplicada: R = evaluate_sum
Contexto ou padrio da

regra aplicada: C =sum(k(1),k(2))

1 evaluate(sum(Arg1,Arg2),RHS,P,Lv,S5t,R,C) -
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(

R = evaluate_sum,
C =sum(k(1),k(2))
)
(
both_regular_numbers(Argl,Arg2)

)
RHS is Arg1+Arg2.

© 0 N OOl W i

A regrax-sum, representada aqui, unifica as expressoes sum(k ,k,) e
sum(Arg,, Arg,), e efectua o calculo numérico, Arg, + Arg, (Programa A.1-1-9).
A instancia¢do das variaveis ¢ feita por unificagdo (Sec¢do 3.3.2). O unificador
mais geral (Seccgdo 3.3.2) ¢, neste caso, a substitui¢do o = {Arg, — k,, Arg, — K, }
. As variaveis, Arg;, sdo as variaveis livres na transformagao logica , C| L—>4(R).

A formula de calculo é, neste caso,

Arg, + Arg, - RHS (1)

A resolvente (Secgdo 3.3.2) da transformacdo, 4_(R)o, é simplesmente o
resultado da aplicacdo®, ([Arg,,Arg, )4 (R))o 61O calculo numérico, ou reescrita
-k, A_(R), ¢ efectuado pelo predicado is/2 (Programa A.1-1-9). Neste caso, a

reescrita ¢ simplesmente a instanciagdo da variavel RHS .

A regra ¢ condicional, ou seja, apenas aplicavel se um certo numero de

requisitos operacionais, C; (Programa A.1-1-2/8), forem satisfeitos. O requisito

(Programa A.1-1-7) condiciona a sua aplicagdo a nUmeros inteiros apenas

(regular_numbers) . O requisito (Programa A.1-1-3) identifica a regra como sendo

uma regra do tipo evaluate_sum, ou seja uma regra x-sum. O requisito (Programa

89 Neste caso, trata-se da aplicagdo de uma regra de conversdo 1 [VALO0O].

8! A expressdo ([x]a)a representa a aplicagfio de uma abstraccio [x]er a um padrio @ . Segundo [VALOO], a
aplicagdo tem uma interpretagdo computacional que pode ser expressa pela transformacdo afa/ x], ou seja,

pela aplicagdo de uma substitui¢do de variaveis por termos.
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A.1-1-4) identifica o padrao do lado esquerdo da férmula como sendo do tipo

k, +k,.

A.1.2 Reescrita por Reducéo ou Conversao axiomatica

As reescritas por reducdo (7-Op) ou conversdo axiomatica (
a, By, wy-0p_op ou a,pf,y,w-0p_op_op) sdo executadas pelo predicado
apply_relation/7.

O Programa A.1-2 mostra a implementacdo Prolog de uma regra de reescrita
7-sum. As regras para o operador Sum estdo mantidas no ficheiro

apply_relation_sum.pl .

Programa A.1-2 Regra de reescrita r-sum

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: sum(Arg1,Arg2)
Resultado da reescrita: RHS
Posicio da estrutura onde
a regra € aplicada: p
Profundidade a que a
estrutura se encontra: Lo
Estratégia aplicada: St = apply_relation_sum
Regra aplicada: R = relate_sum_arg
Contexto ou padrdo da
regra aplicada: C =sum(f,0)
1 apply_relation(sum(Argl,Arg2),Argl,P,Lv,St,R,C):-
2
3 R = relate_sum_arg,
4 C = sum(f,0)
5 )
6
7 except_number(Argl)
8 )
9 (
10 zero(Arg2)
11 ).
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A regra 7-sum, representada aqui, unifica as expressdoes sum(f,0) e,
sum(Arg,,Arg,). O unificador mais geral (Seccdo 3.3.2), neste caso, ¢
simplesmente a substitui¢do o ={Arg, — f,Arg, > 0}. As varidveis Arg, sdo as
variaveis livres na transformagdo condicional, C| L — 4 (R), ou seja, as variaveis

livres na formula

Arg, + Arg, — Arg, (1)

A resolvente (Secgdo 3.3.2) da reescrita 7-sum, A (R)o , € simplesmente o
resultado da aplicagdo ([Arg,, Arg,]A (R))o ao lado direito 4 (R ) da férmula (1),

ou seja, a instanciagdo da varidvel Arg, .

O Programa A.1-3 mostra a implementagdo Prolog de uma regra de reescrita

a-log_pwr. As regras para o operador log estdo mantidas no ficheiro

apply_relation_log.pl .

Programa A.1-3 Regra de reescrita a-log_pwr

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: log(Argl,pwr(Arg21,Arg22))
Resultado da reescrita: RHS
Posicio da estrutura onde
a regra € aplicada: p
Profundidade a que a
estrutura se encontra: Lo
Estratégia aplicada: St = apply_relation_log
Regra aplicada: R = relate_log_pwr
Contexto ou padrdo da
regra aplicada: C =log(a,pwr(k(1),k(2)))
1 apply_relation(log(Argl,pwr(Arg21,Arg22)),RHS,P,Lv,St,R,C):-
2
3 R = relate_log_puwr,
4 C =log(a,pwr(k(1),k(2)))
5 )
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6 (
7 any_base(Arg1)
8 ,
9 (
10 regular_number(Arg21);
11 (constant(Arg21), div(Arg21), except(reducible(Arg21)))

12 ),

13 (

14 constant(Arg22)

15 ),

16 (

17 except_both_zeros_or_all_ones(Arg21,Arg22)
18 ),

19 prod(Arg21,NArg2,RHS), log(Argl,Arg22,NArg2).

A regra «a-log_pwr, representada aqui, unifica as expressoes
log(a,pwr(k;,k,)) e log(Arg,,pwr(Arg,,,Arg,)). O unificador mais geral
(Seccdo 3.3.2) ¢ a substituigdo o ={Arg, > a,Arg,, — k,Arg,, —>K,}. As
variaveis Arg, e Arg,; sio as variaveis livres na transformagdo condicional

C| L — 4,(R), ou seja, as varidveis livres na formula

logArgl(Argzz)Argzl — Arg,, log, . Arg,, (1)

A resolvente (Secgdo 3.3.2) da reescrita a-log_pwr, A, (R)o, ¢
simplesmente o resultado da aplicacdo ([Arg,,Arg,,,Arg,,]4,(R ))o ao lado
direito 4,(R) da férmula (1). Uma reescrita, a-log_pwr, envolve a composi¢ao

logica de construtores A-prod e A-log (Programa A.1-3-19).

O Programa A.1-4 mostra a implementacdo Prolog de uma regra de reescrita

a-sum_sum. As regras para o operador sum estdo mantidas no ficheiro

apply_relation_sum.pl .

Programa A.1-4 Regra de reescrita o-sum_sum
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Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: sum(sum(Arg11,Arg12),Arg2)
Resultado da reescrita: RHS
Posicio da estrutura onde

a regra € aplicada: p
Profundidade a que a

estrutura se encontra: Lv
Estrateégia aplicada: St = apply_relation_sum
Regra aplicada: R = associate_sum_sum
Contexto ou padrdio da

regra aplicada: C =sum(sum(f,g(1)),8(2))

1 apply_relation(sum(sum(Argl1,Arg12),Arg2),RHS,P,Lv,St,R,C):-
2

3 R = associate_sum_sum,

4 C = sum(sum(f,g(1)),8(2))

5 )
6

7

8

(
except_number(Argll)
),
9
10 except_both(sum(Arg2),diff(Arg2))
11 ),
12 (
13 except_both_zeros(Arg12,Arg2)
4 ),
15 (
16 akin(sum,Arg12,Arg2)
17 ),
18 sum(Arg11,NArg2,RHS), sum(Arg12,Arg2, NArg2),
19 (
20 reducible(NArg2)
21 ).

A regra a-sum_sum (Programa A.1-4-01), representada aqui, unifica as
expressdes sum(sum(f,g,),9,) e sum(sum(Arg,,Arg,),Arg,) e associa o0s
termos Arg,, e Arg, (Programa A.1-4-18) se existir entre esses termos uma

afinidade operacional no contexto de somas (Programa A.1-4-16 e 20).

O Programa A.1-5 mostra a implementacdo Prolog de uma regra de reescrita
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S-log_root, com reescrita contextualizada. As regras para o operador root estao

mantidas no ficheiro apply_relation_root.pl .

Programa A.1-5 Regra de reescrita [-log_root

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: log(Argl,root(Arg21,Arg22))
Resultado da reescrita: RHS
Posicido da estrutura onde
a regra € aplicada: p
Profundidade a que a
estrutura se encontra: Lo
Estratégia aplicada: St = apply_relation_log
Regra aplicada: R = convert_root
Contexto ou padrdio da
regra aplicada: C = root(k,f)
1 apply_relation(log(Argl,root(Arg21,Arg22)),RHS,P,Lv,St,R,C):-
2
3 any_base(Arg1)
4 )
5
6 degree_k(Arg21)
7 ),
8 (
9 except_zero_and_all_ones(Arg22)
10 ),
11 (
12 positive(Arg22)
13 ),

14 convert(root(Arg21,Arg22),NArg2, ., R,C),
15 log(Argl,NArg2,RHS).

A regra f-log_root, representada aqui, unifica as expressoes
log(a,root(k, f)) e log(Arg,,root(Arg,,, Arg,,)). O unificador mais geral (Sec¢do
3.3.2) ¢ a substituicdo o ={Arg, — a,Arg,, = Kk,Arg,, — f}. O objectivo
p-root estd devidamente contextualizado (Programa A.1-5-14) pela regra

S-log_root .
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A resolvente (Seccdo 3.3.2) da reescrita fS-root ¢ simplesmente a
substituicdo o, = {NArg, > pwr(div(l,k ),k,)} . A resolvente da reescrita
pB-log_root, 1,(R)o,, ¢ simplesmente o resultado da aplicacdo
([Arg,, NArg,]4,(R))o, ao lado direito, 4,(R) da formula (1). As variaveis Arg,
e Arg,; sdo as variaveis livres na transformagdo condicional C| L—>4,(R), ou

seja, as variaveis livres na formula

10g 5 Ao/ Arg,, —> log,,, NArg, (1)

O Programa A.1-6 mostra a implementagao Prolog de uma regra de reescrita

w-der_sum. As regras para o operador der estdo mantidas no ficheiro

apply_relation_der.pl .

Programa A.1-6 Regra de reescrita y-der_sum

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: der(Argl,sum(Arg21,Arg22))
Resultado da reescrita: RHS
Posicio da estrutura onde
a regra € aplicada: p
Profundidade a que a
estrutura se encontra: Lo
Estratégia aplicada: St = apply_relation_der
Regra aplicada: R =relate_der _sum
Contexto ou padrdo da
regra aplicada: C =der(1,sum(f,g))
1 apply_relation(der(Argl,sum(Arg21,Arg22)),RHS,P,Lv,S5t,R,C) :-
2|
3 R = relate_der_sum,
4 C =der(1,sum(f,g))
5 )
6
7 first_order(Arg1)
8 )
9
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10 variable_or_function(Arg21)

11 ),

12 (

13 except_zero(Arg22)

14 ),

15 sum(NArgl,NArg2,RHS), % dffdx+dg/dx
16 der(1,Arg21,NArgl), % df/dx

17 der(1,Arg22,NArg2). % dg/dx

A regra w-der_sum, representada aqui, unifica as expressoes
der(l,sum( f,g)) e der(Arg,,sum(Arg,,, Arg,,)) . O unificador mais geral (Seccao
3.3.2) € a substitui¢do o ={Arg, = L, Arg,, — f,Arg,, — g}. As variaveis Arg;,
representam as variaveis livres na transformacdo condicional C| L—>4,(R), ou

seja, as variaveis livres na formula

d d d
&(Argzl + Argzz) - & Argzl +& Argzz (1)

A resolvente (Seccdo 3.3.2) da reescrita w-der_sum, 4 (R)o, €
simplesmente o resultado da aplicagdo ([Arg,,, Arg,,]4, (R))o ao lado direito

2, (R) da formula (1).

A.1.3 Reescrita por Simplificagcdo
A reescrita por simplificagio (4 -0p) ¢é executada pelo predicado

simplify /12.

O Programa A.1-7 mostra a implementacdo Prolog de uma regra de reescrita

d -sum, por recursividade. As regras para o operador sum estdo mantidas no

ficheiro simplify_sum.pl .

Programa A.1-7 Regra de reescrita { -sum, por recursividade
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Regra:

Lado esquerdo da regra:
Resultado da reescrita:
Expressio a resolver:
Profundidade a que a

reescrita a tem lugar:

Posicdo da estrutura onde a
reescrita tem lugar:
Posicao inicial:
Estratégia aplicada a
profundidade Lv:
Estratégia aplicada a
profundidade Lv1:
Profundidade inicial:
Regra aplicada a posicdo P:
Contexto ou padrio da
regra aplicada:

Flag (tutor/user):
1
2
3 St=simplify_sum_2
4 )
5 (
6 compound(Arg2)
7 ),
8

9 Lv2 is Lv+1, pos(P,_,P2)

10 ),

LHS -> RHS
sum(Argl,Arg2)
RHS

S

Lo

P
P1

St

St1 = simplify_sum_2
Lvl
R = evaluate_sum

C =sum(k(1),k(2))
T

simplify(sum(Argl,Arg2),RHS,S,Lv,P,P1,5t,5t1,Lv1,R,C,T):-

11 simplify(Arg2,NArg2,S,Lv2,P2,P1,5t2,5¢1,Lo1,R,C,T),

12 sum(Argl,NArg2,RHS),

13 except_in(S,sum(Argl,Arg2),RHS,Lv,P1,5t,R,CT).

A regra {-sum, representada aqui, unifica as expressdes
sum( f,sum(k,k,)) e sum(Arg,, Arg,). O unificador mais geral (Secgdo 3.3.2) é
simplesmente a substituigdo o, = {Arg, — f,Arg, > sum(k ,k,)}. As variaveis
Arg; sdo as varidveis livres na transformacdo condicional C| L— 4,(R), ou seja,

as variaveis livres na formula
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Arg, + Arg, — Arg, + NArg, (1)

Como Arg, ¢ uma expressdo composta (Programa A.1-7-6), a estratégia
que ¢ sugerida, ¢ uma estratégia de simplificacao a direita, ou seja, a aplicacao de
uma regra de reescrita ¥ -sum , por recursividade a direita (Programa A.1-7-11). A

variavel Ly, 62 define a profundidade (nivel) (Sec¢do 4.4.1) a que essa expressao se

encontra na estrutura.

O literal seleccionado (Programa A.1-7-11)* é uma instancia de uma regra
de reescrita- ¥ , para a qual ndo se conhece ainda a regra (ou axioma) a aplicar. A
sua resolvente (Seccdo 3.3.2) ¢ a expressdo NArg,. A regra que ¢ eventualmente
aplicada ¢ uma regra de reescrita-x". Isto porque, a expressdo representada por

Arg, ¢, de facto, um redex. A estratégia aplicada ¢, portanto, uma estratégia de

simplificagdo com reducdo por calculo. Podemos dizer que a expressdo ¢
simplificavel por célculo. Como vimos na Seccdo 4.3, que uma estratégia de
resolugdo ¢ identificada pelo tipo de regra que ¢ aplicada (redugdo, transformagao

ou simplificagdo) e pelo nivel (profundidade) da estrutura em que ¢ aplicada.

A resolvente (Sec¢do 3.3.2) da reescrita | -sum, A, (R)o, € simplesmente
o resultado da aplicacdo ([Arg,,NArg,]4, (R ))o ao lado direito A (R) da formula

(1). A resolvente €, de facto, o resultado de duas substitui¢des, o, ¢ {NArg, — Kk},

ou seja, o resultado de uma composi¢do légica de dois construtores A-sum,
efectuados a niveis diferentes da estrutura. k ¢ simplesmente o resultado de uma
redugdo, por calculo, da expressao sum(k;,k,). O pds-requisito (Programa A.1-7-

13) exige apenas que o resultado da reescrita ndo faca parte da memoria colectiva

52 Note que Lv representa apenas “o nivel seguinte”. O nivel exacto onde essa substituigdo ird ter lugar

depende do contexto onde a expressdo esta inserida.

53 Neste caso, foi seleccionada uma regra -« para a classe sum.
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da resolugdo da expressdo S .

O Programa A.1-8 mostra a implementacdo Prolog de uma regra de reescrita

d -root, por factorizacio. As regras para o operador root estio mantidas no

ficheiro simplify_root.pl .

Programa A.1-8 Regra de reescrita 3 -root por factorizacdo

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: root(Argl,Arg2)
Resultado da reescrita: RHS
Expressio a resolver: S
Profundidade a que a
reescrita a tem lugar: Lo
Posicao da estrutura onde a
reescrita tem lugar: P
Posicao inicial: P1
Estratégia aplicada a
profundidade Lv: St
Estratégia aplicada a
profundidade Lv1: St1 = factor_out_root
Profundidade inicial: Lvl
Regra aplicada a posigdo P: R = factor_out_root
Contexto ou padrdo da
regra aplicada: C = root(k,k(p))
Flag (tutor/user): T
1 simplify(root(Argl,Arg2),RHS,S,Lv,P,P,St,St,Lu,R,C,T):-
2
3 St=factor_out_root
4 ),
5
6 both_regular_numbers(Argl,Arg2)
7 )
8
9 except_zero_and_all_ones(Arg2)
10 ),
11 (
12 Lol is Lv+1
13 ),
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14 factorize(root(Argl,Arg2),NArg2,P,Lv,S5tR,C),
15 root(Argl,NArg2,RHS),
16 except_in(S,root(Argl,Arg2),RHS,Lv,P,5t,R,CT).

A regra ¥ -root, representada aqui, unifica as expressdes root(k,k,) e
root(Arg,, Arg,). O unificador mais geral (Seccdo 3.3.2) ¢ a substitui¢do
o ={Arg, = k,Arg, =k} . A regra de reescrita y-root (Programa A.1-9), que ¢

executada aqui (Programa A.1-8-14), estd devidamente contextualizada pela

assinatura root .

A resolvente (Seccdo 3.3.2) da reescrita y-root, NArg2, ¢ simplesmente a
substituigdo o, = {NArg, > pwr(k,k )} . A resolvente da reescrita d -root,
4,(R)o, , € simplesmente o resultado da aplicagio ([Arg,, NArg,]4 (R))o, ao lado
direito 4,(R) da formula (1). As variaveis Arg; sdo as varidveis livres na

transformagao condicional, C| L —> A(R), ou seja, as varidveis livres na formula

A9/Arg, — "%/NArg, (1)

A.1.4 Reescrita Contextualizada

A reescrita contextualizada ( f-0p e y-0p) ¢ executada pelos predicados

convert/7 e factorize/7.

O Programa A.1-9 mostra a implementacao Prolog de uma regra de reescrita

contextualizada f-root . As regras £-0p sdo mantido no ficheiro convert.pl .

Programa A.1-9 Regra de reescrita contextualizada [-root

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: root(Argl,Arg2)
Resultado da reescrita: RHS

Posicido da estrutura onde
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a regra € aplicada: p
Profundidade a que a
estrutura se encontra: Lo
Estrateégia aplicada: St o4
Regra aplicada: R = convert_root
Contexto ou padrdo da
regra aplicada: C = root(k,f)

convert(root(Argl,Arg2),RHS,P,Lv,5t,R,C) :-
(

R = convert_root,
C = root(k,f)

(

)
pwr(NArgl,Arg2,RHS), div(1,Arg1,NArgl).

1

2

3

4

5 )
6

7 degree_k(Arg1)
8

9

A regra f-root, representada aqui, unifica a expressdo root(k,f) e
root(Arg,, Arg,). O unificador mais geral (Sec¢do 3.3.2) é a substituicdo
o={Arg, > k,Arg, — f}. As varidveis Arg, sdo as variaveis livres na

transformagao condicional C| L —> 4,(R), ou seja, as variaveis livres na formula

A9lArg, — (Argz)ﬁgl (1)

A resolvente (Secgdo 3.3.2) da reescrita f-root, 4,(R)o, € simplesmente
o resultado da aplicagdo ([Arg,, Arg,]4,(R,))o ao lado direito 4,(R) da formula
(D).

O Programa A.1-10 mostra a implementagdo Prolog de uma regra de

reescrita contextualizada y-root. As regras y-0p sdo mantido no ficheiro

factorize.pl .

54 A estratégia aplicada depende do contexto.
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Programa A.1-10 Regra de reescrita contextualizada y-root

Regra:

Lado esquerdo da regra:

Resultado da reescrita:

Posicdo da estrutura onde
a regra € aplicada:

Profundidade a que a
estrutura se encontra:

Estratégia aplicada:

Regra aplicada:

Contexto ou padrdo da
regra aplicada:

LHS -> RHS
root(Argl,Arg2)
RHS

P
Lo

St = factor_out_root
R = factor_out_root

C = root(k,k(p))

factorize(root(Arg1l,Arg2),RHS,P,Lv,St,R,C):-

(

R = factor_out_root,
C = root(k,k(p))
)
(
degree_k(Arg1)
)
(
positive_number(Arg2)
)
(

),
(

except_zero_and_one(Arg2)

factored_as(2,Arg2,pwr(ND,D))

),

(
ND>Argl;

reducible(div(ND,Arg1))

),
pwr(ND,D,RHS).

A regra y-root, representada aqui, unifica as expressdes root(k,k,) e

root(Arg,, Arg,). O unificador mais geral (Sec¢do 3.3.2) é a substituicdo

o={Arg, > k,Arg, =k, }. As varidveis Arg, sdo as varidveis livres na
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transformagao condicional C| L — 4,(R), ou seja, as varidveis livres na formula
Arg, Arg2 N A"GthND (1)

A resolvente (Sec¢do 3.3.2) da reescrita y-root, 4, (R)o , € simplesmente o
resultado da aplicagdo ([Arg,,Arg,]4, (R, ))o ao lado direito 2 (R) da formula
(D).

A.1.5 Reescrita por Composicéo Logica
A reescrita por composi¢ao logica ¢ executada pelos predicados 'op'/ 3.

O Programa A.l1-11 mostra a implementagdo Prolog de uma regra de

reescrita contextualizada A-log. As regras A-0p s3o mantidas no ficheiro

operators.pl .

Programa A.1-11 Regra de reescrita contextualizada A-log

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: [Arg1,Arg2]Op
Resultado da reescrita: log(Argl,Arg2)
Construtor: Op
Argumentos: Argle Arg2

1 log(Argl,Arg2,log(Argl,Arg2)).

A regra A-log, representada aqui, unifica as expressdes log(S,,S,,R) e
log(Arg,, Arg,,log(Arg,,Arg,)). O unificador mais geral (Sec¢do 3.3.2) é a

substitui¢do o, = {Arg, = S, Arg, = S,,R = 1log(S,,S,)} .

A resolvente (Seccdo 3.3.2) da reescrita A-log, A(R)o,, ¢ simplesmente o

resultado da aplicagdo ([Arg,, Arg,]A(R))o, ao lado direito A(R) da formula (1).
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As variaveis Arg; sdo as varidveis livres na transformagdo L — A(R), ou seja, as

variaveis livres na féormula

[Arg,, Arg, ], — log,, Arg, (1)

A.1.6 Reescrita por Comutacéo

A reescrita por comutacdo ¢ executada pelo predicado commute /7 .

O Programa A.1-12 mostra a implementacdo Prolog de uma regra de

reescrita contextualizada y-sum. As regras y-Op sdo mantidas no ficheiro

commute.pl .

Programa A.1-12 Regra de reescrita contextualizada y-sum

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: sum(Argl,Arg2)
Resultado da reescrita: RHS
Posicao da estrutura onde

a regra € aplicada: p
Profundidade a que a

estrutura se encontra: Lo
Estratégia aplicada: St = apply_relation_sum
Regra aplicada: R = commute_sum
Contexto ou padrdo da

regra aplicada: C =sum(t,g)

commute(sum(Argl,Arg2),RHS,P,Lv,5t,R,C):-
(

1

2

3 R = commute_sum,
4 C =sum(f,g)

5 ),

6 sum(Arg2,Arg1,RHS).

A regra y-sum, representada aqui, unifica as expressoes sum(f,g) e
sum(Arg,, Arg,). O unificador mais geral (Sec¢do 3.3.2) ¢ a substituicdo

o, ={Arg, > f,Arg, — g}. A resolvente da reescrita y-sum, 1 (R)o, ¢
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simplesmente o resultado da aplicagdo ([Arg,,Arg,]1, (R))o ao lado direito

A4,(R) da formula (1). As varidveis Arg; sio as variaveis livres na transformagao

C ‘ L —4,(R), ou seja, as variaveis livres na formula
Arg, + Arg, — Arg, + Arg, (1)

O Programa A.1-13 mostra a implementagdo Prolog de uma regra de

reescrita y-sum, contextualizada. As regras y-sum, contextualizadas, sio mantidas

no ficheiro apply_relation_sum.pl .

Programa A.1-13 Regra de rescrita y-sum, contextualizada

Regra: LHS -> RHS
Lado esquerdo da regra: sum(Arg1,Arg2)
Resultado da reescrita: RHS
Posicdo da estrutura onde
a regra € aplicada: p
Profundidade a que a
estrutura se encontra: Lv
Estrateégia aplicada: St = apply_relation_sum
Regra aplicada: R = commute_sum
Contexto ou padrio da
regra aplicada: C =sum(f,g)
1 apply_relation(sum(Arg1,Arg2),RHS,P,Lv,St,R,C):-
2
3 % ----- (num,sym)
4 ( number(Argl), symbolic_number(Arg2) );
5 % ----- (const,var)
6 ( constant(Arg1), variable(Arg2) );
7 % ----- (const,func)
8 ( constant(Arg1), function(Arg2) );
9 %o - (func,var)

10 (function(Arg1), variable(Arg2) )
11 ),
12 commute(sum(Argl,Arg2),RHS,P,Lv,5t,R,C).
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A regra de reescrita y-sum, representada aqui, unifica as expressoes,
sum(f,g) e sum(Arg,,Arg,). O unificador mais geral (Sec¢do 3.3.2) ¢ a

substituicdo o ={Arg, — f,Arg, — g}.

A resolvente (Seccdo 3.3.2) da transformagio, 4,(R)o ¢, simplesmente, o
resultado da aplicagéo, ([Arg,,Arg,]4,(R))o ao lado direito 4,(R) da formula.
As varidveis Arg, sdo as varidveis livres na transformacdo condicional

C|L = 4,(R), ou seja,
Arg, + Arg, — Arg, + Arg,

A regra de reescrita, y-sum (Programa A.1-12), estd aqui devidamente

contextualizada (Programa A.1-13-12). Para que ela seja aplicada, ¢ necessario que
os termos da soma satisfagam aos requisitos do programa (Programa A.1-13-2/11),

ou seja, que eles sejam expressoes dos tipos indicados.

A.2 Resolugéo Simbolica de Expressdes

Esta seccdo lista o codigo que controla a resolugdo simbolica de expressdes
matematicas. A resolugdo simbdlica de expressdes matematicas envolve a analise e
execu¢do de frases matemadticas. Todas elas envolvem a simplificacdo de

expressoes por reescrita axiomatica.

A.2.1 Processamento de Frases

O processamento de frases matematicas ¢ baseada nos predicados query /1,
parse/5, execute/4 e process/5. A analise sintactica de uma frase matematica ¢é

feita utilizando uma gramatica DCG e um dicionario (Iéxico) Prolog. A gramatica e

o dicionario sdo mantidas no ficheiro parse.pl .
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O Programa A.2-1 mostra a implementacdo Prolog do predicado query /1.

O predicado ¢ mantido no ficheiro parse.pl .

Programa A.2-1 Processamento de uma frase matemdtica

Frase matematica: Ws

query(Ws):-
parse(Ws,PN,S,NS,Err),
query_result(PN,S,E,R,LS,NS,5t,RA,C,Err),
write_query(PN,S,E,R,LS,NS,St,RA,C,Err).

BN W N =

O predicado parse/S5 analisa e executa a frase.

O Programa A.2-2 mostra a implementagdo Prolog do predicado parse/5.

O predicado ¢ mantido no ficheiro parse.pl .

Programa A.2-2 Andlise e execucdo de uma frase matemdtica

Frase matematica: Ws
Numero atribuido a sessdo pritica: P
Expressio a resolver: S
Numero de passos resolvidos: L
Mensagem enviada: Err

1 parse(Ws,N,S,L Err):-

2 (s(SWs[])->

3 process(N,Ws,S,L,Err);
4 get_practice(N),

5 no_steps(L),

6 S = none,

7 Err = invalid_sentence
8

).

O predicado s/3 analisa a frase, sintacticamente, e converte a frase numa

expressao logica. O predicado process/5 executa essa expressao.

O Programa A.2-3 mostra a implementagdo Prolog do predicado
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process /5. O predicado ¢ mantido no ficheiro parse.pl .

Programa A.2-3 Execugdo de uma frase matemdtica

1
2
3
4
6
7
8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

Sessio pratica: N
Frase matemadtica: Ws
Expressio a resolver: resolve(practice(expression(Arg)))
Ultimo passo resolvido: L
Mensagem enviada: Err
process(N,Ws, resolve(practice(expression(Arg))),L,Err):-
set_next_practice(N),
make_practice(P,N),
( practice(P,L) ->
Err = practice_in_use;
(expression_in(P,Arg) ->
last_step(P,_,Last),
(Last=0->
step(P,0),

( practice(P,L) ->
Err = practice_resolved,
execute(P,L,L,view(P,L)),
Err = practice_to_be_resolved,
last_step(P,_,L),
execute(P,L,L,view(P,L))
),
Err = practice_to_be_resolved,
last_step(P,_,L),
execute(P,1,L,view(P,1))
),
assert_expression(P,Arg),
assert_problem(Arg,Ws),
(expression_in(P,_) ->
step(P,0),
( practice(P,L) ->
Err = practice_resolved,
execute(P,L,L,view(P,L));
Err = practice_to_be_resolved,
last_step(P,_,L),
execute(P,L,L,view(P,L))
),

Err = missing_expression,
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34 no_steps(L)

35 )

36 )

37 ).

Se a pratica P ndo esta ainda resolvida ( practice/2) (Programa A.2-3-4)

mas a expressdo estd definida (Programa A.2-3-7), entdo o primeiro passo ¢

resolvido (step/2) (Programa A.2-3-10) se estiver ainda por resolver (Programa
A.2-3-9). Caso contrario, a expressdo ¢ definida primeiro (assert_expression/2)

(Programa A.2-3-22). A pratica ¢ entdo visualizada (Programa A.2-3-13)

Se o primeiro passo ja estd por resolvido (Programa A.2-3-9), a prética ¢é

simplesmente visualizada (Programa A.2-3-16, 20, 28 e 31).

A.2.2 Simplificacéo de Expressoes

A simplificagdo de expressdes matematicas ¢ baseada nos predicados

resolve/ 2, step/2 e simplify /12.

O Programa A.2-4 mostra a implementacdio Prolog do método de

simplificacdo de expressdes. O método ¢ mantido no ficheiro resolve.pl .

Programa A.2-4 A resolugdo simbdlica de expressoes

Nome da pritica: p
Expressio a resolver: S
Numero do passo: N
Lado esquerdo do passo: LHS
Profundidade da estrutura: Lo
Posicio da estrutura: Pos

1 resolve(P,N):-

2 ( practice(P,_) ->

3 notify(P,N,step_resolved);

4 (expression_in(P,S) ->

5 (step(P,S,N,LHS,RHS,0,Pos,Lv,St,R,C) ->
6 Next is N+1,
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7 (step(P,S,Next,_,_,0,_,_,_,_,_)->
8 notify(P,N,step_resolved);

9 simplify(P,S,N,RHS)

10 );

11 otify(P,N,invalid_step)

12 );

13 notify(P,N,missing_expression)

14 )

15 )

16  simplify(P,S,N,LHS):-
17 max_steps(Max_steps),
18 ( simplify(LHS,RHS1,S,0,0,Pos,5t2,5t,Lv,R,C,user) ->

19 ( Next is N+1,

20 assert_step(P,S,Next,LHS,RHS1,0,Pos,Lv,St,R,C),
21 resolve(P,Next)

22 ),

23 (included(S,_,_,_,LHS, ,RHS2, , , )->
24 (LHS \=RHS2 ->

25 complete(P,S,N,RHS2);

26 terminate(P)

27 );

28 ( common(S,_,_,_,LHS, ,RHS2, , , )->
29 (LHS \= RHS2 ->

30 complete(P,S,N,RHS2);

31 terminate(P)

32 ),

33 terminate(P)

34 )

35 )

36 ).

O predicado resolve/2 (Programa A.2-4-1) resolve simbolicamente a
expressdo RHS , obtida no passo N —1, aplicando-lhe uma estratégia simplify /12
(Programa A.2-5). O predicado simplify/4  (Programa A.2-4-16) aplica a
estratégia. Se a reescrita ¢ efectuada com sucesso (Programa A.2-4-19 a 22), o
passo N, LHS - RHS, ¢ adicionado a memoria colectiva da resolugdao da
expressao S (Programa A.2-4-20), e o resultado, RHS1, resolvido como o passo

seguinte, N +1, dessa resolucao (Programa A.2-4-21). Caso contrario, a solugdo ¢
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completada a partir da memoria (Programa A.2-4-25 ou 30).

O Programa A.2-5 mostra a implementagdo Prolog de uma estratégia de

resolugdo de expressdes. As estratégias de resolu¢do sdo baseadas no predicado

simplify /12. As estratégias de resoluc¢ao para o operador root estdo mantidas no

ficheiro simplify_root.pl .

Programa A.2-5 A aplicag¢do de uma estratégia de resolugdo

Regra:

Lado esquerdo da regra:

Resultado da reescrita:

Expressio a resolver:

Profundidade a que a
reescrita a tem lugar:

Posicao da estrutura onde a
reescrita tem lugar:

Posicao inicial:

Estratégia aplicada a
profundidade Lv:

Estratégia aplicada a

1
2
3
4
5
6

profundidade Lv1:
Profundidade inicial:
Regra aplicada a posigdo P:
Contexto ou padrdo da

regra aplicada:
Flag (tutor/user):

LHS -> RHS
root(Argl,Arg2)
RHS

S

Lo

P
P1

St

St1 = apply_relation_root
Lvl

R 65

C
T

simplify(root(Arg1l,Arg2),RHS,S,Lv,P,P,St,5t,Lv,R,C,T):-

(
St=apply_relation_root

apply_relation(root(Argl,Arg2),RHS,P,Lv,S5t,R,C),
except_in(S,root(Arg1,Arg2),RHS,Lv,P,5t,R,C,T).

O predicado simplify /12 (Programa A.2-5-1) aplica uma estratégia de

simplificacio por conversdo axiomatica, ¥ -apply_relation_root, ou seja, uma

55 A regra aplicada depende da regra que for escolhida e executada com sucesso.
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regra de reescrita da classe root, baseada no predicado apply relation/7
(Programa A.2-5-5). Como sabemos, as regras de reescrita estdo organizadas por
ordem decrescente do seu poder redutor. Por exemplo, uma regra do tipo K11

possui um poder redutor mais elevado que uma regra do tipo %/ fg — K/T % .

A.3 Requisitos Operacionais

Esta seccdo lista o codigo que ¢ utilizado na determinagdo da afinidade

operacional e o principio de exclusao.

A.3.1 Afinidade Operacional

A afinidade operacional entre operadores e argumentos ¢ determinada pelos

predicados akin_number /3, akin_variable/3 e akin_function/3. O predicado

akin/3 ¢ apenas uma redefini¢ao generalizada desses 3 predicados.

O Programa A.3-1 mostra a implementagao Prolog do predicado akin/3. O

predicado é mantido no ficheiro akin.pl .

Programa A.3-1 Afinidade operacional

Expressio: Op(Argl,Arg2)
Contexto: Op

1° Argumento: Argl

2° Arqumento: Arg2

1 akin(Op,Argl,Arg2):-

2 akin_number(Op,Argl,Arg2);
3 akin_variable(Op,Argl,Arg2);
4 akin_function(Op,Argl,Arg2).

Op ¢ o operador matematico cujos argumentos Arg; se pretende analisar

do ponto de vista operacional. O operador define o contexto em que os seus

argumentos sao analisados.
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O Programa A.3-2 mostra a implementagdo Prolog de uma regra

op_sum_prod , baseada no predicado akin_function/3, que determina a afinidade

operacional entre somas e diferencas, no contexto de somas e diferencas. Essas

regras sdo mantidas no ficheiro akin.pl .

Programa A.3-2 Afinidade operacional entre somas e produtos

Expressio: sum(Arg1,Arg2) ou diff(Argl,Arg2)
Contexto: sum ou diff

1° Argumento: sum(Arg11,Arg12)

2° Argumento: prod(Arg21,Arg22)

1 akin_function(Op,sum(Arg11,Arg12),prod(Arg21,Arg22)):-
2

3 Op=sum; Op=diff

4 )

5  except_both_constants(sum(Argl1,Arg12),prod(Arg21,Arg22)),
6  except_zero(Argl2),

7 except_zero_and_all_ones(Arg21),

8  akin_variable_or_function(Op,Arg12,Arg22).

A.3.2 Memorizacéo

A memorizacdo de uma reescrita ¢ baseada no predicado assert_step/11.
A reescrita ¢ registada como uma instancia do predicado step/11. A memoria

colectiva de uma resolugdo ¢ utilizada pelo principio de exclusao (ver o predicado

except_in/9).

O Programa A.3-3 mostra a implementacdo Prolog de como ¢ feita a

memoriza¢do de uma reescrita. A regra ¢ baseada no predicado assert_step/11. O

predicado ¢ mantido no ficheiro assert.pl .

Programa A.3-3 A memorizacdo de uma reescrita
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Nome da pratica: p
Expressio a resolver: S
Numero do passo resolvido: N
Lado esquerdo do passo: LHS
Lado direito do passo: RHS
Topo da estrutura: Lo
Posicdo da estrutura: Pos
Profundidade da estrutura: D
Estratégia aplicada: St
Regra aplicada: R
Contexto ou padrdo da

regra aplicada: C

1 assert_step(P,S,N,LHS,RHS,Lv,Pos,D,St,R,C):-

2 (step(P,S,N,LHS,RHS,Lv,Pos,D,St,R,C) ->

3 continue;

4 assert(step(P,S,N,LHS,RHS,Lv,Pos,D,5t,R,C)),
5 (last_step(P,_,_) ->

6 retract(last_step(P,_,_)),

7 assert(last_step(P,N,N));

8 assert(last_step(P,N,N))

9

0

)

1 ).

O resultado de uma reescrita axiomatica, LHS — RHS, é memorizado

como uma instancia do predicado step/11 (Programa A.3-3-4).

O Programa A.3-4 mostra a implementagdo Prolog de como ¢ consultada a
memoria colectiva de uma resolugdo. O principio de exclusdo ¢ exercido com base

nessa consulta (ver o predicado simplify/12). A consulta da memoria colectiva é

baseada no predicado except_in/9. O predicado ¢ mantido no ficheiro resolve.pl .

Programa A.3-4 A consulta da meméria colectiva

Expressio a resolver: S

Reescrita efectuada: LHS -> RHS
Resultado anterior: LHS
Resultado da reescrita: RHS

Profundidade a que a reescrita
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LHS — RHS, ja faz parte da memoria colectiva da resolugdo da expressdo S (ver

predicado step/11) e regista as intercepgdes (Programa A.3-4-4/14 €19/23).

a reescrita ja faz parte da memoria colectiva da resolugdo (Programa A.3-4-4/5 e

20/21), a reescrita ¢ rejeitada (ver o predicado simplify /12) e uma nova estratégia

escolhida, por backtracking. Caso contrério, a reescrita ¢ adicionada & memoria
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O predicado except_in/9 (Programa A.3-4-1) verifica se a reescrita,

O principio de exclusdo ¢ exercido com base na consulta dessa memoria. Se

teve lugar: Lv
Posicdo onde a reescrita
teve lugar: p
Estrateégia aplicada: St
Regra aplicada: R
Contexto ou padrio da
regra aplicada: C
Flag (tutor/user): T
except_in(S,LHS,RHS,Lv,P,5t,R,C,T):-
(T = tutor ->
(
assert_common(S,T,LHS,'=>',RHS,Lv,P,St,R,C),
except(solution(S,__RHS,_,_,_,_,_,_,_,)),
except(solution(S,__LHS,RHS, ,_,_,_,_,_,_)),
(Lv=0->
assert_included(S,T,LHS,'=>"',RHS,Lv,P,5t,R,C);
continue
)
);
(

assert_common(S,T,LHS,'=>',RHS,Lv,P,St,R,C),
except(step(_S,__RHS, ,_,_,_,_,_,_)),
except(step(_S,__LHS,RHS, ,_,_,_,_,)),
(Lv=0->
assert_included(S,T,LHS,'=>',RHS,Lv,P,5t,R,C);
continue
)
)
).



Seccao A.3 Requisitos Operacionais

colectiva e o passo seguinte resolvido (ver os predicados assert_step/11 e

resolve/2).
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B.1 O Sistema Numeérico

Nesta sec¢ao estdo listadas as propriedades algébricas do sistema numérico
que serviram de base a transformagdo ldgica de expressdes matematicas, por via

axiomatica. O sistema de numeros reais R, que serviu de sistema numérico para
esta tese, € constituido pelo nimeros inteiros Z = NUZ ™, os numeros racionais Q

e os numeros irracionais Q. Com excep¢do dos nimeros naturais N, todos os
outros estdo representados, nesta tese, por constantes simbolicas. A base
axiomatica, utilizada nesta tese, ¢ constituida pelos axiomas e teoremas basicos que

descrevem as propriedades algébricas do sistema R .

As propriedades algébricas do sistema R estdo listadas neste Apéndice e
estao referidas em [AYR65, BEL66, COHO3].
B.1.1 Numeros Reais

Seja R o conjunto dos nlimeros reais.

Propriedade B.1.1 Fecho
Paratodoo x,ye R,
1) X+yeR

i) X-yeR.

Propriedade B.1.2 Comutatividade
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Paratodoo x,ye R,
i) X+Yy=Yy+X

i) X-y=Yy-X.

Propriedade B.1.3 Associatividade
Paratodoo x,y,ze R,
) X+(y+2)=(X+Yy)+2

i) X-(y-2)=(x-y)-z.

Propriedade B.1.4 Distributividade
Paratodoo x,y,ze R,
i) X-(Y+2)=X-Yy+X-Z (aesquerda)

i) (X+Y)-z=X-2+Yy-z. (adireita)

Propriedade B.1.5 Identidade Aditiva

Para todo o0 xeR, existe um Unico elemento 0 R, tal que

X+0=0+Xx=X.

A identidade aditiva ¢ também conhecida por elemento neutro da soma.

Propriedade B.1.6 Identidade Multiplicativa

Para todo o0 xeR, existe um Unico elemento 1e R, tal que

- x=x-1=X.

A identidade multiplicativa ¢ também conhecida por elemento neutro do

produto.

Propriedade B.1.7 Inverso Aditivo
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Para todo 0 xe R, existe um Unico elemento —xe R, tal que

X+(=X)=(—X)+x=0.
O inverso aditivo ¢ também conhecido por elemento simétrico da soma.

Propriedade B.1.8 Inverso Multiplicativo

Paratodo o xe R, com X # 0, existe um Unico elemento X' e R,

1

tal quex-x"'=x"-x=1.

O inverso multiplicativo ¢ também conhecido por elemento simétrico do

produto.

As propriedades Propriedade B.1.1 a Propriedade B.1.8 definem os axiomas

do corpo R para a soma e o produto.

Teorema B.1-1

Paratodoo x,y € R, tem-se que

)  x.0=0;
i)  —x=(-1)-x;
i)  -0=0;
iv)  1'=1;
v) (D)7 =-1

vi) (%) (=y)=xy;
vii)  Se x=0,entdo (x)" =x;

1 -1

viii) Sexz0e y=0,entdo (x-y) ' =x"-y';

A demonstragdo pode ser encontrada em [COHO03].
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Defini¢éo B.1-1 Diferenca
| Seja  x,yeR. O operador diferenca € definido por
| X—Yy=X+(=Y), onde —y éoinverso aditivode y .
Definigdo B.1-2 Quociente
Seja X,y € R . O operador quociente é definido por X xy™', onde
y

y~' é o inverso multiplicativo de y .

Definicéo B.1-3 Poténcia

Seja xeR e neN. O operador poténcia €é definido,

recursivamente, por

) Se x#0 e n=—1, entdo x' é o inverso multiplicativo de
X

i) Se x#0 e n=—1,entdo

n-1

XX sen=>1,
X" =41 sen=0,

(xH™  sen<-1

iii) Se x=0, entdo

0" = 0 senx1,
~ lindeterminado sen<0

Note que x " =(x")"' éainversade X".

Teorema B.1-2

Seja x,yeR,com x=0 e y=0,e m,neN. Entdo, tem-se que

i) x-y)"=x"-y";
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iii) o (xM)"=x"";

A demonstrag@o pode ser encontrada em [COHO3].

Definigcdo B.1-4 Raiz
Seja xeR e neN, com x>0 e n>0. O operador raiz €
definido por U/x = x% etal que (Ux)" =x.

Defini¢éo B.1-5 Poténcia de Expoente Racional

m

Seja xeR e m,neN,com x>0 e n>0.Entdo (x)" =x"

B.1.2 NUmeros Inteiros

Seja Z o conjunto dos numeros inteiros. Nesta tese, 0os nimeros inteiros

estdo representados por constantes simbolicas.

Definigdo B.1-6 Valor Absoluto

Seja pe Z . O valor absoluto de p € definido por

/P sep=0,
|p|_{—p se p<O

Note que \/? =|p| .

Definicdo B.1-7 Divisor ou Factor

Seja p,geZ e p=0. Diz-se que p é o divisor (factor) de q, e
escreve-se p|q, se existe r e Ztal queq= p-r. Diz-se também que

q € um maltiplo inteiro de p.
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Definicéo B.1-8 Primo
| Seja peZ e p=0,£1. Diz-se que p é primo se e SO se 0S Seus

| (nicos divisores forem +1 e +p.

Postulado B.1-1

| Se peZ,entdo —p éprimoseesose p for primo.

Defini¢éo B.1-9 Composto

Seja p,q,r € Z.Dizseque p=q-r écompostose |q|>1 e |r|>1.

Postulado B.1-2

| Se‘peZ e p=0,+1,entdo p é primo ou composto.

Defini¢do B.1-10 Maior Divisor Comum

Seja p,q,r € Z. Diz-se que p € o maximo divisor comumde q e r
se p|g e p|r e todos os divisores de g e r forem também

divisoresde p .

Teorema B.1-3 Factorizacdo em Primos

Todo e qualquer peZ, com p>1, possui uma Unica factorizacédo

em primos, que difere apenas na ordem dos seus factores, ou seja,

p=]]p
i=1

onde p, sdo primos distintos e «; >1, 0 nimero de factores de

cada tipo.

A demonstracdo pode ser encontrada em [BEL66]. Note que se p for

primo, o produto contem apenas um tnico factor.
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Definicéo B.1-11 Paridade
Seja p,geZ com p>0eq>0.
i) Se p=2q, p é par;

i) Caso contrario, p € impar.

Teorema B.1-4
| Seja p,qeZ com p>0e q>0.Se p € impar, entdo p=1 ou

| p=2q+1.
A demonstragao pode ser encontrada em [BEL66].

LemaB.1.2-1

Seja pe”.
i) Se p épar, entdo p* é par.

i) Se p éimpar, entdo p* é impar.

B.1.3 NUmeros Racionais

Seja Q o conjunto dos numeros racionais. Nesta tese sdo apenas

. - m
consideradas as fraccoes —, onde m,neZ e n=0.
n

Definigdo B.1-12 Fracgdo

Seja p,qeN e q=0.Uma fracgdo é um par ordenado p/qeQ.

Postulado B.1-3

Existe uma colec¢do de objectos designados por racionais positivos.
Cada um destes objectos é representado por uma fraccéo.
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Definicéo B.1-13 Igualdade de Fracgoes

Seja m/n, p/qeQ.Entdo m/n=p/q seesdse m-q=p-n.

Postulado B.1-4 Soma de Fraccoes

Dado m/n,p/qeQ, existe um nimero racional positivo,

m/n+ p/q, designado por soma, dado por

m,P_mg+pn
n q n-q

Postulado B.1-5 Produto de Fracgdes

Dado m/n,p/qeQ, existe um ndmero racional positivo,

(m/n)-(p/q), designado por produto, dado por

OiHan

Teorema B.1-5

Para cada m/ne@, existe um e um so6 inverso multiplicativo,

-1 -1
[mj , dado por [mj =£.
n n m

B.1.4 NUmeros Irracionais

Seja Q o conjunto dos nimeros irracionais. Nesta tese, os numeros

irracionais sdo representados por constantes especiais ou simbdlicas, como €, 2

ou log, 2.

Postulado B.1-6

Existe uma coleccdo de objectos designados por reais nao
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negativos. Cada um destes objectos é representado por uma

sequéncia de intervalos racionais fechados, inclusos.

Definicdo B.1-14 Niimero Irracional

Qualquer ndmero real x € R, ndo negativo, que ndo seja racional

x ¢ Q, éirracional, isto 6, 0 =R\ Q.

B.2 Logaritmos e Exponenciais

Nesta seccdo estdo listadas as propriedades dos logaritmos e das

exponenciais que serviram de base a reescrita axiomatica desses operadores.

B.2.1 Logaritmos

Definicdo B.2-1 Niimero de Néper
Seja xe R e x>0. O namero de Néper e é o valor x, Unico, tal
que logx =1.

Definicéo B.2-2 Logaritmo de Base a

Seja x,y,aeR,com y>0, a>0 e a=1.0O logaritmo de y na

base a é definido por log, y tal que y =a* =¢*"%?*,

Teorema B.2-1
O logaritmo natural é o logaritmo na base e, isto &,
log =log,
A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Teorema B.2-2 Logaritmo de uma Exponencial
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Seja X,y € R e x> 0. Entéo, tem-se que
log(x¥)=y-logx

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

log(e’)=y-loge =y éum caso particular.

Teorema B.2-3 Soma de Logaritmos
Seja x,ye R,com x>0 e y>0.Entao, tem-se que
log(x-y)=Ilogx+logy
A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Corolario B.2-1

Seja xe R, com x> 0.Entdo, tem-se que

log (lj =—logX
X

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Coroléario B.2-2

Seja xeR ekeZ,com x>0.Entdo, tem-se que

log x* =k -log x

A demonstrag@o pode ser encontrada em [BEL66].

Coroléario B.2-3

Seja xeR e keZ,com x>0.Entdo, tem-se que

1
log xX :%-logx

Note que
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A demonstrag@o pode ser encontrada em [BEL66].

Corolario B.2-4

Seja xeR,ere@,com x>0.Entdo, tem-se que
logx" =r-logx
A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Teorema B.2-4 Conversdo de Base

Seja x,aeR,com x>0, a>0 e a=1.Entdo, tem-se que

log, x = -log, X

log, a

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

B.2.2 Exponenciais

Definicéo B.2-3 Exponencial Natural

Seja xeR e x>0. A exponencial natural de x é definida por

e* =invlog X, onde inv representa o operador inversao.

Defini¢céo B.2-4 Exponencial

Seja x,yeR e x>0. A exponencial de base x, qualquer, é

definida por x” =e’"¢*,

Teorema B.2-5

Seja X,y € R . Entdo, tem-se que ¢ =¢*-¢’.

A demonstragao pode ser encontrada em [BEL66].
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Teorema B.2-6

Seja X,y,ze R e x> 0. Entdo, tem-se que x’** = x’-x*.

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Corolario B.2-5

Seja X,y e R e x>0.Entéo, tem-se que x’ = Ly
X

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Teorema B.2-7

Seja x,y,ze R e x> 0. Entao, tem-se que (x’)* =x’*.

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

B.3 Derivadas

Nesta seccdo estdo listadas as propriedades das derivadas.

Definicéo B.3-1 Operador Derivada

Designamos o operador derivada, % porD,.

Como notagao, optamos por D f em vezde D, f(x) ou (D, f)(x).

Teorema B.3-1 Linearidade do Operador Derivada

Seja f,g:R — R, diferenciaveis, com o mesmo dominio D; =D,

, € ceR. Entdo f+g e c-f sdo diferenciaveis e as suas

derivadas dadas por
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D,(f+9)=D,f+D,g

D,(c-f)=c-D,f

A demonstragao pode ser encontrada em [BEL66].

Defini¢éo B.3-2 Derivada de Ordem n

Seja f: R — R diferencidvel e ne N. A derivada de ordem n de
f ¢ definida, de forma indutiva, e desde que as operacfes sejam

significativas, por

i) D’f = f

X

i)  D,f=D,(D,'f)

Note que D" =DoD"" onde o operador o é o operador composi¢ao.

Teorema B.3-2 Derivada do Produto

Seja f,g:R—>R, diferenciaveis, com 0 mesmo dominio

D, =D,.Entao f-g é diferenciavel e a sua derivada dada por

D,(f-g)=f-D,g+D,f-g

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].
Teorema B.3-3 Derivada da Inversa
Seja f:R —>R, diferencidvel, com f(x)=0. Entdo % é

diferenciavel e a sua derivada dada por
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A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Corolario B.3-1 Derivada do Quociente

Seja f,g:R — R, diferenciaveis, com o mesmo dominio D; =D,

,e g(x)=0. Entdo i é diferenciavel e a sua derivada dada por
g

Dx(ij:Dxf-g—zf-ng
g g

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Teorema B.3-4 Derivada da Composta

Seja f,g:R—>R como CD, c D, .Se g for diferenciavel em x
e f diferenciavel em g(x), entdo a composicdo f(g) &

diferenciavel em x com

D,f(9)=D,f-D,g

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Teorema B.3-5 Derivada da Poténcia X"

Seja x afuncgdo identidade sobre reais, id: R >R eneZ.Se
1) n>0,ou

i) n<0ex=#0,

entdo x" é diferenciavel e a sua derivada dada por

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].
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1

Teorema B.3-6 Derivada da Poténcia X"

Seja x a fungdo identidade sobre reais, id: R >R, neZ e

n=0. Se
) n épare x>0, 0u
i) n éimpare x=0,

entdio Ux = x"" é diferenciavel e a sua derivada dada por

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

m

Teorema B.3-7 Derivada da Poténcia x"
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Seja x a fungdo identidade sobre reais, id: R >R, m,neZ,

n>0em=0.Se

i) n épare x>0,entdo (x™)'" =x™" é diferenciavel e a sua

derivada dada por

1
m m m\n

- m_—1 m(x)"
D, x" =—x" =)

n n X

1
i) n éimpare x=0, entdo Yx™ =(x")" é diferenciavel e a

sua derivada dada por
1
p,¢x" = M)
n x

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].



Seccao B.3 Derivadas

Teorema B.3-8 Derivada da Poténcia x'

Seja x a funcédo identidade sobre reais, id: R >R, reR e

x>0.Entdo x" é diferenciavel e a sua derivada dada por

A demonstragao pode ser encontrada em [BEL66].

Teorema B.3-9 Derivada do Logaritmo Natural

Seja xeR e x>0. Entdo logx é diferenciavel e a sua derivada

dada por

Dxlogx=l
X

A demonstragao pode ser encontrada em [BEL66].

Teorema B.3-10 Derivada da Exponencial Natural
Seja xeR. Entdo e” é diferenciavel e a sua derivada por

D.e* =¢*

X

A demonstragdo pode ser encontrada em [BEL66].

Teorema B.3-11 Derivada de Exponencial de Base a
Seja xeR e a>0.Entdo a* é diferenciavel e a sua derivada por

D,a*=a"log, a
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C.1 Testes

Esta sec¢do apresenta um conjunto de exemplos que pretende ser
representativo da generalidade dos programas do secundario. O simbolo —"

representa o fecho transitivo da relagdo — e o simbolo —°, a relagdo identidade
(reflexividade) [BAAO98]. Para todos estes exemplos, os testes efectuados

demonstram a completude da base axiomatica apresentada nesta tese.

C.1.1 Sinal

T1 —(-2)>" 2
T2, —(—(=2)) >' -2

C.1.2 Somas

T1. 143 >4

T2. —1+3>"2
T3. —J/x +24/x > Jx
T4, —JX +(=24/x) > =3J/x

T5. ((1+2)+3)+4 > 10

324



Sec¢do C.1 Testes

T6. (R+0)+(-1+3)+ @4+ (-D)+(1+5)—>"13

T7. (2-4)+2)+(3-(3+4)) > -4

T8. (2(4)+3)+2(5) —" 21

T9. l+l +l +l—>+Z
2 3) 4) 5 60

T10. 3+(2° - (5+/4)) > 4
TI1L 2(/X +1)+3(2Vx +2) >* 8(/x +1)

T12. 33/ + XX =" 4x/X

.37

T13. 3 +é
5 4 20

SN | w

T14. /x +0 —/x
T15. VX +/X = 24/x

T16. log,(2x)+log,(3x) > 2log, X+log, 6

T17. log,(V/43/x) +log,(3x*) - gloge x+log, 6

d? d?
T18. — X’ +—x* > 20x* +12x°
dx dx
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T19.

T20.

T21.

d d 1 11
—log, X} +—X 5" 3—+——
dx Se dx X 24x

iloge X’ +iloge X—" 4l
dx dx X

log,, 5" +log,, 4* >" log,, 2+3

T22. log,, 5’ +4log,,2 —>" log,,2+3

C.1.3 Diferengas

T1.

T2.

T3.

T4.

T5.

T6.

T7.

X—(—4) > x+4
X +D)-x">"1
(1-2)-3)-4—>" -8

(2-2x)—(x=3x)>" 2

I 1)y 1)} 1 , 17
_—— | = — __9 —_
2 3) 4) 5 60

4(x+1)—4x —>" 4

d , d 11
— X —— X" 22X
dx X 2\/;

C.1.4 Produtos

T1.

T2.
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T3. G&“Xjﬁ 5 %(2\/?%}

T4, (\/;+2x2)% " 2(x X %)

T5. 2xxx =" 2x°

T6. 2xx(3x) =" 6X°
T7. 2———x—>"—X
T8. 2(3(2(=x))) =" —12x

T9. 2(3(2(=X)))(4(=3X)) —>" 144X

1 Jx 8

T10. 4— X225+ 2

Jx 3 3

T11. 2log, Xv/x(3x) =" 6x((log, X)v/X)

T12. 2log, (X(VX(3%))) > 26 log, X+log, 3)
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T15. ——=—>

T16. —— " —

T17. —JX —>

T18. —

T19.

4 41

|
_—% —_—
Ix3he " 3x

T20.

T21. Ix(2Vx) —>* 2x

1

T22. 2log, x> =" log, X
T23. 2log,/x —* log, X

T24. 2xlog,Vx* - 3xlog, X

C.1.5 Quocientes

T1. E—>7
2
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T2.

T3.

T4.

TS.

T6.

T7.

T8.

TO.

T10

T11

T12.

3 ..
773

4

15 .5
— >

18 6

(X* +5X)+6 e X+3
(X>+4x)+4  x+2

2
(4x 2+12;()+9 e 2(x+3)
X+

(4x> -12x)+9 2( 3}
3(2x—3) 3

2% +3/x 42\&“

3W/x

2(log, x+1)—3log, X i _1log, x-2

2(log, x+2) 2 log, X+2

2(log, x+1)-3log, x e 1
2(log, x-2) 2

23
X Lie
I 3

W | =

1

1
Jx

X8

—
X15

>
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5

6
T13. X 5+ ¢/x

1

()}

T14. 2 5" 2

2

T15. Vx - 4x

g/;

C.1.6 Poténcias
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T1.

T2.

T3.

T4.

T5.

T6.

T7.

T8.

TO.

16> =256

(log, x)*? =" log, x
2
x> —3Ix*

3
X2 —" x«/;

15

XE 5t 6 XS

18
XI5 —* x3x

18

X% _>+ 25/X6

75
X1 > x*¢/x



Sec¢do C.1 Testes

1
T10. (2x)° - 23/
T11. /x*)? > x¥/x

C.1.7 Raizes

T1. J16 > 4

T2. J8 > 242

T3. V4/x = 24/x

11 11
T4, |-—F— > ——
4x  24x

T5. 45 5" 16

T6. (X+1) =" (X+1)Vx+1
T7. ((log, x)** =" \/log, X
2
T8, X2 L X2
X+2

T9. 3-40 —»* —23/5

T10. \/((x2 +3X)+3) +VX+HIVX+]T = x+2

C.1.8 Logaritmos

T1. log, 4 —>" 2log, 2
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Apéndice C Testes

T2.

T3.

T4.

T5.

T6.

T7.

T8.

TO.

log, 16 >" 2
.3
loge(X\/;) - Eloge X
log, 2 —" —log, 2
4
log, 4* —>" 4log, 2
1
log, 4> —" log, 2

1
log, x* > %loge X

log,(YX)" = 2 log, X

log, \/4 " log, 2

T10. log, N %loge X

T11. log,,(52%) =" log,,2+3

T12. log,, 2000 —>" log,,2+3

T13. log,(2*) —" 2x +log, 2

C.1.9 Exponenciais

T1.
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T2.

( 2 jloge X .\ 1
_ - —
4 X

C.1.10 Derivadas

T1.

T2.

T3.

T4.

T5.

T6.

T7.

T8.

TO.

i(x+4) -1

dx

i(x+x) -2

dx

L (1og, /x +1og, ) > 21
dx 6 X

(%((loge x> —2log, X) —>" 0

i(lL] e 31
dx 2 x/x 4 x2x
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110 4 d X+1 e 1 :
dx x— 1 (x—l)
Ty dx 31
dx x? 2 x2/x
d J_ 1
T12. —
dx 6\/7
. LR R I
Cdx X 8 x> Jx
g/;
d x’ 1
T4 — 2 5" —6—
dx® x° x*
d x 31 1
T15. —— >*
dx® x 8 X \/x
T16 d_zﬂ Ny _iL
dx? Yx 36 x¢/x°
717, 4 log.x > —Lliog x—1)—
dx  3/x 6 x3/x
2 3
T18. d—zloge\/_ —(logex 2)——
dx*  Jx f
d 11
T19. —Jx o' ——
dx 2 \/;
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T20.

T21.

T22.

T23.

T24.

T25.

T26.

L NNFEN
dx 2(‘/?

L (1og, (2) +10g, V) " 21
dx 2 X

L1
log, 5 X

i10 X—"
Ix gs

d? 71
—log, (X’VX) > ———
dx? 8. ) 2 x?

iloge(4(xﬁ ) =" >1
dx 2 X
2

d |
y(Zloge \/;-l-lOge xX*) — —3?

i4x —* 2log, 2(4%)
dx
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ERRATA

CArPiTULO 1
Seccao 1.1, Onde ... tanto pode ser irredutivel (normal) como irredutivel
L selé " (redutora ou potencialmente redutora).
Deve- ... tanto pode ser irredutivel (normal) como redutivel

seler (redutora ou potencialmente redutora).

Seccao 1.2, Onde No Capitulo 1 é abordado o trabalho relacionado e a base

pag. 9 sele yeorica ..

Deve- No Capitulo 3 é abordado o trabalho relacionado e a base

se ler tedrica ...

Seccao 1.2, Onde No Capitulo 1 é discutido o Assistente de Matematica que

pag. 10 selé jesenvolvemos ...

Deve- No Capitulo 5 é discutido o Assistente de Matematica que

seler  esenvolvemos ...

CAPITULO 2

Seccd022, Onde K={f(s,t)|feOpAas,teT \{x}}




pag. 17, i)

Secgéo 2.2,
pag. 17, ii)

Secgédo 2.2,
pag. 19

Seccdo 2.2,
pag. 22

Seccdo
2.4.2, pag.
52

Seccdo
2.4.2, pag.
53

Secgéo 2.4,
pag. 59, ii)

se lé

Deve-
se ler

Onde
se le

Deve-
se ler

Onde
se le

Deve-
se ler

Onde
se le

Deve-
se ler

Onde
se lé

Deve-
se ler

Onde
se lé

Deve-
se ler

Onde
se le

K

{f(s)|feOpasteT, \{x}vs,tek}

]:’

{(f)|feOpase{xiateT vseT ate{x}}

]I'

{f(st)| feOprse{xjvte{x}vs,teF}
T ={f(s)eT|f e{prodjrseS AteN]}

T ={f(s)eT|f e{prod} rseS AteN\{0}}
S ={f(st)eT|fe{prod} rseS atefl)]

S ={f(S,t)eT| f e{prod}A(se{-BQvseS)nat e{l}}

De facto, o nivel de uma estrutura determina o nivel de

componentes presentes nessa estrutura.

De facto, o nivel de uma estrutura determina o niimero de

componentes presentes nessa estrutura.

A expressao logaritmica possui apenas uma (1) componente,

a expressao raiz, embora ...

A expressdo logaritmica, para além da componente
principal, possui apenas uma (1) componente, a expresséo

raiz, embora ...

NRedex(Z-a) > MRedex(Z-b)




Deve-  N'Redex(Z-a) > NRedex(Z-b)
se ler
CAPITULO 3
Seccdo  Onde y=b
3.3.2,pag. selé
98
Deve- Yy=2a
se ler
CAPITULO 4
Seccdo  Onde cate K \{-1,0} Ate K" \{-1,0,1} A
4.2,p4g. selé
117
Deve- cateC* \{O} AteK” \{O,l} A
se ler
Seccdo  Onde Mas como veremos, a maioria das transformacgdes ldgicas
4.31,3p5ag. se I8 Geste tipo, com a excepcio das regras de calculo como, por
exemplo, o calculo de derivadas, sdo, reescritas ...
Deve- Mas como veremos, a maioria das transformacfes logicas
se ler

deste tipo sdo reescritas ...




Seccao
4.3, pag.
168

Seccao
4.3, pags.
178 e 179

Seccao
4.4, pag.
193

Seccao
4.4, pag.
210

Seccao
4.4, pag.
218

Seccao
4.4, pag.
222

Onde
se le

Deve-
se ler

Onde
se le

Deve-
se ler

Onde
se le

Deve-
se ler

Onde
se lé

Deve-
se ler

Onde

se lé

Deve-
se ler

Onde
se lé

Deve-
se ler

¢f ={f(s,gtu)eT|f geSigy rsteT)

¢ ={f(s.9t.u)eT|f geSigf AstueT]

if seNU{e}\{0,]}ateN\{0,1} AreT " U{0,1} A

if seNU{e}\{0,1l Ate N\{0,1} AreT " \{0,1} A

Por exemplo, no caso da expresséo, uma ...

Por exemplo, no caso da expressao ((1+2)+3)+4,uma. ...

As estratégias estritas sdo, por outro lado, estratégias que
tendem a reduzir ou, quanto muito, manter o grau de

complexidade ...

As estratégias estritas sdo, por outro lado, estratégias que

tendem a reduzir o grau de complexidade ...

2 1 2
log, 4> —, 2log, 41'— 2log, 2° >,

2 2
log, 4* -, 2log, 41'— 2log, 2° —,
—, log, (2?)* V*-p, log, 47

Assim, se existir mais do que uma solucéo, as solucbes devem

interceptar uma outra, pelo menaos, uma Vez.

Assim, se existir mais do que uma solucao, as solucbes devem

interceptar, pelo menos, uma outra.




CAPITULO S

As suas estruturas sio do mesmo nivel.

Deve-
se ler

CAPITULO 6

Deve- O resultado de reescrita é uma expressiao mais simples ou uma

se ler - L p )
expressio que se pode tornar mais simples num niimero finito

de passos.
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