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Nota introdutoria:

O que se segue é uma pequena revisao do conceito de derivada e algumas regras de
derivacdo que sdo utilizadas na determinacgéo dos multiplicadores econdmicos do
modelo keynesiano. Este ndo pretende ser um texto de explicacdo aprofundada de toda a
teoria relacionada com derivadas. Recomenda-se, para quem tiver maiores dificuldades,

0 estudo de SucessOes, Limites e Derivadas num livro de Matematica de 11° ano.

Para a elaboragao deste texto foi utilizado o livro “Matematica para Economistas” de

Alpha Chiang (edicdo da McGraw Hill).

Definicdo matematica:

Seja y = f(x) uma funcdo definida em Ja,b[ e seja xo € ]Ja,b[.

Chama-se derivada da funcdo f no ponto de abcissa Xo ao limite, quando existe, da razéo

f(xo +1) -1 (%)

. , quando h tende para zero.

A derivada no ponto Xo representa-se por: f’(xo) ou [j_fJ ou y’(xo)
X

X=X
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E é dada por: f'(x,)= LirTOlf(XO + hz—f(xo)

Se escrevermos h = X-Xo, Se h—0, entdo Xx—Xo € obtemos outra formula para f*(xo):

F(x,) = lim 1))

X—=>Xp X — XO

Quando uma funcdo tem derivada finita num ponto diz-se diferenciavel nesse ponto.
Geometricamente, a derivada de uma funcdo num ponto de abcissa Xo € igual ao declive

da reta tangente ao grafico da funcdo no ponto de abcissa Xo.

1 — Taxa de variacao e derivada

Esta parte do estudo das derivadas é particularmente importante para a nossa UC de
Macroeconomia quando estudamos os multiplicadores. Isto porque perante uma dada
economia nos interessa saber como € que se vdo comportar as variaveis objetivo quando
alteramos os valores das varidveis estratégicas.

Conseguimos isto através do estudo das derivadas e dos calculos de taxas de variacéo.
Assim, vamos comegar por exemplos simples, recorrendo apenas a funcées

matematicas.

Considerando a func¢do y = f(x), quando a variavel x muda do valor xo para um novo
valor X1, a variacdo € medida pela diferenca x1-xo. Utilizando a letra grega delta A (que
significa diferenca) para X1-Xo podemos escrever AX = X1-Xo, que se 1é: variacdo de x

igual a X1 menos Xo.
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Exemplo:

Considerando f(x) =5 + x?, temos:

f(0)=5+0=5

f(0+1)=5+12=5+1
f(1)=5+1=6

f(0+2)=5+22=5+4
f(2)=5+4=9

f(0+3)=5+32=5+9
f(3)=5+9=14

f(0+4)=5+42=5+16
f(4) =5+16 = 21

f(0+5)=5+52=5+25
f(5) =5 + 25 = 30
(...)

Quando x varia de um valor inicial x para (xo + AX), 0 valor da fungéo y = f(x) fica:

f(Xo + AX)

A variacdo em y por unidade de variacdo em X, ou taxa media de variacao, pode ser

representado pelo quociente diferencial:

Ay (X, +AX) —F(X,)
AX AX

N&o precisam de saber deduzir esta formula, e no futuro (calculo dos multiplicadores)
também ndo precisam de a saber, ela surge aqui para enquadrar a passagem para as
derivadas. O que € preciso neste momento é saberem o que significa cada um dos seus

componentes e perceber como se calcula.
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Exemplo:

Considerando f(x) =5 + x?, temos:

f(x0) =5+ Xo?

f(Xo+AX) = 5 + (Xo+AX)?
O quociente diferencial é:

Ay 5+(X, +AX)* - (5+X,)
AX AX

Isto significa que quando x varia de uma unidade y ira em média variar

5 +{x, e 1T — 5+,
i

por desenvolver o quadrado da soma, fazendo o quadrado do primeiro termos, mas o

2
! Vamos simplificar, utilizando as regras matematicas. Comegamos

dobro do produto do primeiro pelo segundo, mais o quadrado do primeiro.

(xy+ Ax) = xi + 2x,4x + Ax?

AY 5+ (Xo® + 2X,AX + AX?) =5 — X,
AX AX

ﬂ}r_5+x§+2xuﬂx+ﬂx2—5—x§
Ax Ax

Podemos cortar os termos que se anulam (porque sdo simétricos) e fica:

Ay  2X,AX + AX?
AX AX

Como temos Ax no denominador e nos dois termos do numerador, podemos ainda fazer

a divisao e simplificar para:
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A
—y=2x0 + AX
AX

Vamos recorrer a valores concretos:
O quociente diferencial pode ser calculado se nos forem dados os valores de Xo € de AX.

Considerando que xo =2 e Ax.= 3, entdo o quociente diferencial fica:

ﬂ=2x2+3:7
AX

Isto significa que, em média, quando x varia de 2 (ou seja, Xo) para 5 (ou seja Xo + AX),

a variacdo emy e de 7 unidades por variacdo unitaria de x.
Vamos verificar se isto esta correto recorrer aos calculos iniciais, onde tinhamos que:

f(2)=5+4=9

f(3) - f(2) = 14-9=5
f(3)=5+9 =14

f(4) — f(3) = 21-14 =7
f(4) = 5+16 = 21

f(5)—f(4)=30-21=9
f(5) = 5 + 25 = 30

Variacdo media = (5+7+9) : 3=21:3=7
Ou
Variacdo media = [f(5) - f(2)] : 3=(30-9):3=21:3=7
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Normalmente estamos interessados na taxa de varia¢do de y quando Ax é muito

. ~ A .
pequeno. Nesse caso podemos obter uma aproximacao de A—y eliminando todos 0s
X

termos do quociente diferencial que envolvam a expressdo Ax.
Esta € uma simplificagdo para nos ser mais facil lidar com as taxas de variacdo quando a

variacdo das variaveis € muito pequena, mesmo proxima de zero.

Exemplo:

O quociente diferencial, retomando o exemplo anterior, €:
A

Y 2X, + AX

AX

Se Ax é muito pequeno podemos considerar apenas 0 termo 2Xo COmo aproximacao de

Ay . N , . x
o Quanto mais pequena for a variacao de X, melhor sera a aproximacao ao
X

. A . .
verdadeiro valor de A—y . Matematicamente podemos dizer que quando Ax tende para
X

zero, ou seja, quando se aproxima cada vez mais de zero, (2x, + Ax) tende para 2xo, €

AN ,
que, pela mesma razéo, A—y também tende para 2Xo.
X

Simbolicamente podemos escrever desta forma:

. A . T . . .
AIlmoA—y = AI|mo(2x0 + AX)= 2X,, que se I&: limite do quociente diferencial quando Ax
X—> X X—>

tende para 0 € igual a 2Xo.

Se, quando Ax tende para zero o limite do quociente diferencial existe, esse limite é
identificado como a derivada da funcéo y=f(x). Ou seja, acabamos de ver como se

chega a derivada e percebemos que a derivada corresponde a uma taxa média de
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variacdo, é tudo o que precisamos de saber para prosseguir para o estudo dos
multiplicadores. Mas antes é conveniente saber as regras de derivacéo.

O subscrito xo € utilizado apenas para chamar a aten¢do para o facto de a variagdo em x
ocorrer a partir de um valor especifico de x. Podemos entdo eliminar o subscrito e
afirmar que a derivada é também uma funcéo de x. E para cada valor de x existe um

unico valor correspondente da funcgéo derivada.

A derivada de uma fungéo y = f(x) pode representar-se por:

f(x) ou j—you lim 4y

X Ax—0 AX

Exemplo:
Considerando f(x) =5 + x?

dy_ 2x ou f(x)= 2x
dx

Exercicios:

1. Dada a fungio y = 3x?+7

a. Determine o quociente diferencial como funcgéo de x e AX.

b. Determine a derivada ay
dx
c. Calcule f’(3) e f’(4)
Resolucdo
a.
Ay 3(X+AX)? —(3X* +7)+7
X ) AX

Ay _ 3x® +6XAX +3AX* —3x* -7 +7
AX AX
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ﬂ:6x + 3AX
AX

b.
dy 6Xx

dx

c.f(3)=6x3=18
P(4)=6x4=24

2. Determine a derivada das seguintes funcdes:
a. 4x%-6

Ay 4(x+AX)* - (4x* —6) -6
AX AX

Ay 4X* +8XAX +4AX* —4x* +6-6
AX AX

Ay  BXAX +4AX
AX AX

ﬂ:8x+4Ax

AX

OIy-8x

dx

b. 9+2x°

Ay 9+2(x+AX)* - (9+2x°)
AX AX

Ay 9+ 2X% + 4XAX + 2Ax? —9 — 2x?

AX AX
Ay 9+ 22 + 4XAX + 2AX? — 9 — 22
AX AX

Ay AXAX+ 2AX°

AX AX
4y = 4X + 2AX
AX
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OI—y=4x

dx

5x — 6

ﬂ:S(x+Ax)—(5x—6)—6
AX AX

Ay _ 5X+5AX-5Xx+6-6
AX AX

Ay  5AX

AX  AX

A _g

AX

dy _
dx

. 4-3x

Ay 4-3(x+Ax)—(4-3x)
AX AX

Ay _4-3x-3Ax-4+3X
AX AX

Ay  —3AX

AX AX

d_y: -3
dx

12 — 5x®

Ay _12-5(x + Ax)’ — (12— 5%°)
AX AX

Ay 12-5x* —10xAx —5AX® —-12+5x°

AX AX

Ay _ —10xAx —5Ax’

AX AX
ﬂ = -10x —5AX
AX

d_y = -10x

dx
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2 — Regras de derivagio

Existem varias regras de derivacao que nos permitem obter a derivada de uma funcéo,
sem passar pelo calculo do quociente diferencial e de limites. Vamos apresentar de
seguida as regras de derivacao de alguns tipos de fungdes que iremos necessitar para o

calculo dos multiplicadores do modelo keynesiano.
2.1. Derivada de uma constante

A derivada de uma fungéo constante y = f(x) = k é zero.

d—y= Oouf(x)=0
dx

Exemplos:
f(x)=5
(x)=0

f(x) = -2
£(x) =0

2.2. Derivada da funcéo afim

A derivada da funcdo afim y = f(x) = ax + b é o valor que esta a multiplicar pela

variavel, ou seja, a derivada da fun¢do afim é a.

d—y:aou f(x)=a

dx
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Exemplos:
f(x) = 3x+2
f(x)=3

f(x) = -4x
f(x)=-4

f(x)=x-6
fx)=1

2.3. Derivada de uma soma (diferenca) de funcdes

A derivada de uma soma (diferenca) de duas funcgdes é a soma (diferenca) das derivadas

das duas funcoes:

di [F00£909] = - (x) +- L g(0) = P(x) + £'(¥)
X dx dx

Exemplos:
f(x) = 2x+3
g(x) =4x -2

£(x) =2
g(x)=4

Derivada da funcao f(x) + g(x):
fi(x) +g’(x) =2+4=6

Derivada da funcao f(x) — g(x):
f(x) g x)=2-4=-2

Maria do Rosario Matos Bernardo, dezembro de 2020
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2.4. Derivada de um produto de funcdes

A derivada do produto de duas funcdes é igual a: a primeira fungdo vezes a derivada da

segunda funcdo, mais a segunda funcao vezes a derivada da primeira funcéo:

di [F0)xg(0] = 709 2 gx) + () .- F(x) = (x).£°(x) + g(x).L (%)
X dx dx
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Exemplos:
f(x) = 2x+3
g(x) =4x -2

£(x) =2
g(x)=4

Derivada da funcao produto di [F()xg(X)]:
X

f(x).2°(x) + g(x).F(x) = (2x+3)x4 + (4x-2) X 2 = 8x+12+8x-4 = 16X + 8

2.5. Derivada de uma poténcia de expoente natural

A derivada de uma funcio poténcia y = f(x) = x" é nx"*:

iXn =nx"! ou f(x)=nx"?
dx

Generalizacdo da regra de derivada da funcéo poténcia: Quando uma constante ¢

aparece na funcéo poténcia, de modo que y = f(x) = cx", a sua derivada €:

d
ix cx" = cnx™! ou f°(x) = cnx™!
X

Exemplos:

f(x) = x3
°(x) = 3x?

f(x) = 2x*
7(x) = 2x4x3= 8x3
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2.6. Derivada do produto de uma constante por uma fungao

Quando temos o produto de uma constante por uma funcéo, de modo que y = c.f(x), a

sua derivada é:

a [c.f(X)] =c. if(x) ou [c.f(X)] = c¢.f(x)
dx dx

Exemplos:

f(x) = 3. (2x+6)
(x)=3.2=6

f(x) = 4. (2x3+ 3x - 12)
£(x) = 4. (6x2+3) = 24x2+12

2.7. Derivada de um quociente de funcgdes

A derivada do quociente de duas fungdes f(x)/g(x) é:

d f(x) _ F(x)9(x) - f(x)9'(x)
dx g(x) g9°x

Exemplos:

d (Zx—sz 2x+1)-(2x-3).h) _ 5

x| x+1 (X +1)° (X +1)?

i( 5x j 5(x? +1) —5x.(2x) _ 5.(1-x?)
dx \ x? +1 (x? +1)? - (X2 +1)2
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2.8. Para lembrar

y=fx)=k; £(x)=0

y=f(x)=ax+b; f'(x)=a

di [F029(0] = - (x) £ g(x) = P(x) = £'(x)

X dx dx

d B d d _ )

= IH00Xg00] = £00. 5900 + 909 -F3) = 11.¢°(x) + 20060
X dx dx

iXn =nx"! ou f(x)=nx"?
dx

a4 [c.f(X)] =c. a4 f(x) ou [c.f(x)] = c.f’(x)
dx dx

d f(x) _ F'(x)g9(x) - f(x)9'(x)
dx g(x) g°x

3 — Derivadas parciais

No modelo keynesiano temos Vvarias variaveis e parametros, o que nos leva a

necessidade de achar derivadas de fun¢des com mais do que uma variavel.
Sejaa funcdo y = f (X1, X2, ..., xn), onde as variaveis x; (i = 1,2,..., n) sdo todas
independentes umas das outras, de modo que cada uma pode variar sem afetar as
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restantes. Se a varidvel x1 sofre uma variagdo Axi, enquanto todas as outras Xo, ..., Xn
permanecem inalteradas, ocorre consequentemente uma variagdo emy, ou seja Ay. O

quociente diferencial pode ser expresso como:

Ay FXp+ A% XX ) =T (X X0 X))
AX, AX,

O limite de AA_y’ quando Ax;—0 é uma derivada. Esta derivada recebe o nome de
Xl

derivada parcial de y em ordem a X1, pois todas as outras variaveis se mantém

constantes quando efetuamos esta derivagao.

Séo utilizados simbolos especificos para representar as derivadas parciais:

;_y ou s—y que se Ié :a derivada parcial de y em ordem a x;.
X; X,

Exemplo:

Dada a fungo y = f (X1, X2) = 3x12 + X1Xo+4x,%, determine as derivadas parciais.

1° Determinar a derivada parcial de y em ordem a x1. Vamos considerar X como

constante, respeitando por isso as regras de derivacdo que envolvem constantes.

ﬂ=2x3x1+x2+0
0X,

ﬂ=6xl+x2

0X,

2° Determinar a derivada parcial de y em ordem a x2. Vamos considerar X; como

constante:

ﬂ=0+x1+2x4x2

oX,
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ﬂ=xl+8x2

X,

4 — Aplicagéo no calculo de multiplicadores

Vamos comegar com os multiplicadores do modelo simples do Mercado Real (paginas
52 a 55 do livro)

O multiplicador de uma variavel estratégica numa dada variavel objetivo mede as
variacOes da varidvel objetivo quando a variavel estratégica considerada varia de uma
unidade (monetaria ou percentual), mantendo constantes as demais variaveis
estratégicas do modelo. No modelo em estudo, ha somente uma variavel objetivo
(rendimento) e uma estratégica (investimento autobnomo), pelo que sé ha um
multiplicador: € o multiplicador do investimento autonomo (ver pagina 54 do livro)

A forma reduzida do modelo em relagdo a Y é:

Multiplicador do Investimento em relacdo ao rendimento, no modelo simples

oy | . . S
i é a derivada parcial de Y em ordem a variavel |

Quando determinamos a derivada parcial em ordem a uma variavel todas as outras

variaveis sdo consideradas constantes.

Assim, para esta derivada vamos considerar | como variavel mas C e ¢ sdo

consideradas constantes.

C+

VVamos entdo comecar a derivar Y = T ¢
—C
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‘Z—}{ = (%] + (ﬁ} , OU seja, a derivada de uma soma € igual & soma das derivadas

das parcelas.

Assim:

. cC . . ,
a derivada de e é zero, porque a derivada de uma constante é zero; e
—-C

. I, 1 . . .
a derivada de e é e porque a derivada de uma variavel a multiplicar por uma
c

constante é essa constante.

« |
Para perceber melhor vamos desdobrar a expressao e desta forma:
—-C

- 1 . ., - - 1
1 =1x o ou seja, temos a variavel 1 a multiplicar pela constante s logo a
—-C —C —-C

derivada desta multiplicacéo € a constante % :
—-C

ﬂ: 0 1 (Atencdo: O é a derivada de Le ié a derivada de L)
ol 1-c l1-¢c 1-c 1-c
a_ L

ol 1-c

oy 1 : [ T

— = ——| porque estamos a derivar a fungcdo | —— |onde | é a variavel.

ol 1l-c 1-c

Explicacdo da pagina 55 do livro
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A deducdo da pégina 55 é importante em termos matematicos para perceber o conceito
de multiplicador, mas a deducdo em si (e a equacdo que dai resulta) ndo é utilizada desta

forma na resolugdo dos exercicios.

Podemos dar uma interpretacdo dindmica (e intuitiva) ao conceito de multiplicador.
Vamos supor que ha um aumento de investimento de Al. Nesse periodo o aumento de
rendimento resultante da producdo de bens de investimento é exatamente igual a esse
montante. Os que o recebem irdo poupar uma parte e gastar a parte restante (e igual a
CAl). Estes gastos adicionais representam rendimentos adicionais de outras pessoas, que
por sua vez irdo consumir uma parte segundo a sua propensao marginal a consumir,
poupando a parte restante, etc. Isto significa que, ao aumentar o investimento, temos
uma cadeia infinita de acréscimos no rendimento, pois 0 acréscimo de investimento vai
originar acréscimo no rendimento que por sua vez ira ser utilizado em consumo, o que
ird levar a um aumento de producéo, que por sua vez leva a aumento de consumo que
estimula novamente aumento de producdo. Esta é uma cadeia infinita de acréscimos,
mas com uma particularidade, os acréscimos sdao cada vez menores, chegando a um

ponto em que sdo infimos.

Em termos matematicos, considerando 0s acréscimos por momentos, fica:

1° momento: AY = Al

2° momento: AY = Al + cAl

3° momento: AY = Al + cAl + ¢ (CAl) ou AY = Al + cAl + c2Al

4° momento: AY = Al + cAl + c?Al + ¢ (c?Al) ou AY = Al + cAl + c?Al + G3Al

50 momento: AY = Al + cAl + c?Al + c®Al + c*Al

Podemos estender isto até ao infinito:

AY = Al + cAl + C?Al + C3Al + ¢*Al + ...

Colocando Al em evidéncia fica:
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AY =(1+c+c+c+cH+..) Al
Passando Al para o primeiro membro fica:

A—Y:1+c+c2+c3+c“+...
|

Em matematica a expressdo 1 + ¢ + c2+ ¢® + ¢*+ ... tem o nome de progressio
geométrica, pois temos um “padrao” relativamente as parcelas (que aqui sao chamadas

de termos) que se vdo somando sucessivamente.

NOs estamos aqui perante uma progressao geometrica de primeiro termo 1 e razéo ¢

(porque os termos vao sendo sempre multiplicados por c).

n

A soma de todos os termos desta progressao é dada pela expresséo:

Daqui surge a equagao:

A partir desta equacdo podemos chegar a formula do multiplicador, mas teremos de

aplicar conhecimentos relativos a célculo de limites.

Multiplicadores do rendimento no modelo a 3 setores (paginas 66 € 67):

e O Multiplicador do Investimento

Partimos da forma reduzida do modelo da pagina 63 (por ser o mais utilizado, 0s

restantes sao casos particulares deste):
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C-cT+cTR+1+G
1-c(1-1)

oy . . P
o5 é a derivada parcial de Y em ordem a variavel |

Quando determinamos a derivada parcial em ordem a uma variavel todas as outras

variaveis sdo consideradas como se fossem constantes.

Assim, para esta derivada vamos considerar | como variavele C, T, TR, G, ¢, t sd0

consideradas constantes.

oY 1

o = m porque a derivada de uma variavel a multiplicar por uma constante é
- C —

essa constante.

e O multiplicador do consumo, o multiplicador do investimento e o multiplicador dos

gastos, sdo todos iguais.

e Vamos deduzir os multiplicadores dos impostos e das transferéncias:

oY c : ) T =
— =———+—— porque estamos a derivar afuncdo | —-———— |onde T éa
oT  1l-c(1-t) 1-c(1-1)
variavel.

al = ¢ porque estamos a derivar a funcéo _CIR__ onde TR éa
0TR 1-c(1-t) 1-c(1-1)

variavel.

e O multiplicador da taxa de imposto:
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. . . . Y \
Temos de deduzir a derivada parcial de Y em ordem a t, ou seja, % Vamos recorrer a

N C-cT+CTR+1+G y )
equacio: Y = =60 . Uma Vvez que a nossa variavel esta no
—_ C —_

denominador temos de recorrer as regras de derivacao de fragdes (ou de um quociente

de funcdes). Aplicando as regras temos

oY _ 0><[1—c(1—t)]—c><(E—C'T'+CT_R+1+6)_—c><(6—c'T’+cT_R+i+5)

at L-ca—tf - f-c@-]xf-c@-1)]
aY  —cY
ot 1-c(l-t)

Multiplicadores do Saldo Orcamental (pagina 69 e sequintes)

Consideremos:

SO=T-G-TR
C-cT+cTR+1+G
1-c(1-1)

SO=T+tY-G-TR e Y

SO:'_I'+t C-cT+cTR+1+G —é—ﬁ
1-c(l-1)

e Multiplicador dos gastos publicos no saldo orcamental:

0S0 1

> -1
oG l-c(-t)

Para chegar a este resultado temos de recorrer as regras de derivacdo, desta forma:

G é a nossa variavel
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6, ‘T’, TR, I, ¢, t sAo consideradas constantes

aderivadade G ¢é1 (porque é a derivada da variavel que estamos a considerar), e

6—cf+cﬁ+i+§], 1

a derivada de t _—
1-c(d-t) 1-c(1-1)

Efectuando as operagdes matematicas temos:

0S0 1

>~ -1
oG 1-c(l—t)

Este multiplicador é negativo e assume valores entre (-1) e zero.

t o t-14c@-9 _ 1-c(@-9-t
1-c(1-¢) l1-c(1-¢) 1-c(1-1)

Nesta fracdo, considerada em modulo, observa-se que o numerador é inferior ao
denominador. Logo, a fracdo apresenta valores entre zero e um (em mddulo). Vamos,

agora, demonstrar que a fracao assume valores negativos.

l-c(l-t-t_ (@-H-c@-t _ (1-9H-0)
l1-c(1-t)  1-c(1-t)  1l-c(L-t)

Repare-se que, quer o numerador, quer o denominador assumem valores positivos, pelo
que a fracdo é positiva. Contudo, como é antecedida por um sinal negativo, a fracdo é

negativa.
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e Multiplicador dos impostos autonomos no saldo orcamental:

Vamos deduzir a derivada parcial do SO em ordem a T.

y_C-CT+cTR+1+6G
1-c(l-1)

SO:'_I'+t C-cT+cTR+1+G —é—ﬁ
1-c(l-1)

Recorrendo a esta equagdo SO =T + t[c - C-ll- + C(IR ;; 1+G | =
J— C —

0SO

— =14t——
oT 1-c(l-1t)

derivacdo, desta forma: a derivada de Té1 (porque é a derivada da variavel que

. . C-cT+CcTR+1+G ),
estamos a considerar), e a derivada de t i AL P
1-c(d-t)
nesta derivada parcial t funciona como constante.
Efectuando as operacdes matematicas temos:

0SO ct l1-c

—=1- =
oT 1-c(l-t) 1-c(l-1t)
Este multiplicador tem de ser sempre positivo, pois:

O<c<1
O<t<1

logo:
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J—G —TR temos:

, para chegar a este resultado tem de recorrer as regras de

1-c(l-t)

, pois
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0<1-c<1 ou seja, 0 numerador é positivo

0<1-t<1

0<c(1-t)<1

0<1-c(1-t)<1 ou seja, o denominador também é positivo

e Multiplicador das transferéncias autonomas no saldo orcamental:

A deducdo deste multiplicador é idéntica a do multiplicador dos impostos autbnomos no

saldo orcamental, apenas o resultado sera simétrico:

oSO ct 1o c-1
dTR  1-c(-t) 1-c(l-t)

Este multiplicador € negativo, pois

O<c<k1
O<t<1

Se c é inferior a 1 entdo c-1 tera de ser sempre negativo, ou seja, temos 0 numerador

negativo e o denominador positivo o que ird dar como resultado um valor negativo.
e Multiplicador da taxa de imposto no saldo orcamental:

Vamos deduzir a derivada parcial do SO em ordem a t.

Recorrendo a esta equacdo SO =T +tY -G —-TR, 0 que nos interessa agora é apenas
derivar a parcela tY (pois a nossa derivada parcial € em ordem a t), recorrendo as regras

de derivacdo do produto:

a0 _ Yy
ot ot
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Mas ainda temos de deduzir a derivada parcial de Y em ordem a t, ou seja, %—T Vamos

recorrer a equagao:

C-cT+cTR+1+G
1-c(l-1)

, uma vez que a nossa varidvel esta no denominador temos de
recorrer as regras de derivacdo de fragBes (ou do quociente de fungdes). Aplicando as

regras temos:

oY _ 0x[l—cl-t)]-cx(C—cT+cTR +1+G) —cx(C-cT+cTR +1+G)

at L-ca-f - f-ca-p]xf-ca-1)]
aY  —cY
ot 1-c(l-t)

Voltando ao calculo de ag—tovamos ter:

00 _,. -C¢Y .. ()%

o d-cd-t) | 1-c-t)

Este multiplicador tem de ser sempre positivo, pois:

O<c<1
O<t<1

Conclusao

A compreensdo da deducdo dos multiplicadores do modelo simples e do modelo a 3
setores, sdo essenciais para deduzir os multiplicadores do modelo a 4 setores e do
modelo IS-LM. Apenas exigem a aplicacdo das regras de derivacdo. E muito importante
que os alunos percam algum tempo a rever 0s conceitos matematicos e a teoria relativa

a derivadas.
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