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Resumo
Neste texto pretendemos ilustrar algumas aplicagdes de matemadtica no campo
da medicina, nomeadamente na imagiologia do fundo ocular. Vamos enumerar
algumas técnicas, problemas actuais e em aberto nos quais a Matematica pode ser
util.

1 Introducao

O estudo da visdo é um interesse actual da medicina e das ciéncias da saide em geral.
Tal como muitos dos problemas associados a saide, o estudo da visdo é uma drea mul-
tidisciplinar que envolve entre outras a engenharia, a matemadtica aplicada e estatistica,
a fisica e obviamente a clinica.

A matematica aplicada tem uma vasta aplica¢do nesta drea. Em particular, vamos
ilustrar neste artigo algumas das aplicag¢des possiveis a imagiologia do fundo ocular.
No entanto, alertamos desde ja o leitor para o facto da abrangéncia desta apresentacdo
ser bastante limitada e de convenéncia para a experiéncia profissional do autor.

O sistema visual humano € bastante complexo e composto por varios orgaos e es-
truturas. Grosso modo, a luz é difractada pela cérnea e lente, atravessando um meio
aquoso chamado humor vitreo e é concentrada no fundo ocular, nomeadamente na
retina, onde se encontram os fotorreceptores, sendo que todas estas estruturas fazem
parte do olho humano. Nos fotorreceptores a luz é transformada em sinal eléctrico.
Este sinal codifica a informagao recebida e é depois transmitido através das células
ganglionares pelas fibras nervosas que se concentram no disco 6ptico e depois trans-
portam essa informagdo através dos axdénios e neurdnios até ao cortex visual que se
encontra no lobo occipital do cérebro, onde esta informagao é processada formando a
percepcao visual.

Alteracdes em quaisquer destas estruturas podem levar a perda de visdo. Nesta
breve apresentagdo vamos focar-nosna retina. E conhecido que a diabetes (doenca
em franca expansdo no mundo ocidental) pode derivar em retinopatia diabética. Esta
doencga da retina leva geralmente a perda de visdo, devido a deficiéncias no sistema vas-
cular (derrame de sangue para o espaco extra-vascular) originadas pela diabetes. Outra
doenca de grande interesse em estudos actuais é a degenerescéncia macular devido a
idade, onde o envelhecimento leva a que o tecido da retina (em particular na fovea,



onde a concentragdo de fotorreceptores ¢ maior) se deteriore e provoque geralmente
perda de visdo central.

Em qualquer dos casos mencionados, o diagndstico precoce ¢ uma grande van-
tagem na cura ou pelo menos no atraso da progressdo da doenca. Actualmente, o
diagndstico da retinopatia diabética e em particular de zonas de derrame € feito maio-
ritariamente por angiografia fluoresceinica. Assim, um marcador fluorescente é admi-
nistrado ao paciente, percorrendo os seus vasos sanguineos na retina, sendo-lhe entdo
fotografada a retina numa gama de frequéncias de fluorescéncia apropriada. Na ima-
gem € clara a posicdo dos vasos e zonas de derrame, indicando falha de funcionamento
da barreira hemato-retiniana (que impede o fluxo de substancias da corrente sanguinea
para o exterior dos vasos), o que indica uma deficiente irrigagdo sanguinea no local.
A grande desvantagem deste método de imagiologia € ser invasivo. De facto, existem
cerca de 5% de casos de alergia ao marcador fluorescente e 1 em cada 220 mil casos
pode inclusivé levar & morte.

Figura 1: Angiografia Fluoresceinica (esquerda) e Retinografia (direita) para um
mesmo sujeito.

Desta forma € importante determinar métodos ndo-invasivos que permitam obter os
mesmos resultados em termos de auxilio ao diagnéstico. Neste dmbito existem duas
possibilidades. Por um lado temos a retinografia, que é basicamente uma fotografia
do fundo ocular apés dilatagdo da pupila. E um método comparativamente barato com
outras técnicas, acessivel em qualquer consultério de oftalmologia e que por nao ser in-
vasivo pode ser utilizado em rastreio. No entanto, ndo existe informacgao sobre zonas de
derrame e o contraste entre os vasos sanguineos e o fundo € menor que na angiografia
(ver figura 1).

Por outro lado temos a tomografia de coeréncia 6ptica (OCT - Optical Coherence
Tomography) que se baseia em luz de baixa coeréncia espacial. O principio baseia-
se entdo na medicdo da interferéncia entre dois feixes, um que é reflectido na retina
do paciente e outro que percorre uma distancia de referéncia controlada. A partir da
variag¢do da distancia percorrida pelo feixe de referéncia é possivel obter um mapa em
profundidade das propriedades de refrac¢do da retina, permitindo obter informagao
histoldgica sobre as vérias camadas constituintes da retina (ver figura 2). Em relacdo
as duas modalidades de imagem anteriores, este tomograma permite obter informacao
tridimensional ainda que a uma resolu¢a@o lateral inferior. Cada volume é composto
por uma sucessdo de secgdes paralelas na direc¢do lateral a que se d4 o nome de B-
scan. Por outro lado, cada B-scan é composto por um conjunto de perfis axiais que
geralmente se denominam por A-scan (ver figura 2).

Neste trabalho vamos entdo apresentar alguns problemas as quais a matemadtica
pode ser aplicada de forma a tratar dados de OCT, nomeadamente da redu¢do de ruido
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Figura 2: Volume OCT (direita), B-scan (fatia em cima a esquerda) e A-scan (linha
vertical).

e na extrac¢do da rede vascular na retina.

2 Reducao de Ruido

Existem vdrias formas para remover ruido em imagens, mas nesta anilise vamo-nos
concentrar em métodos de difusdo. A ideia passa por simular um processo de difusdo
(por exemplo de calor) na imagem com ruido, de forma a homogeneizar localmente
a imagem. Comparando uma imagem 2D com ruido a uma placa metdlica em que
as altas intensidades na imagem correspondem a altas temperaturas na placa, o que
pretendemos simular € um processo de difusdo de calor em que um ponto de alta tem-
peratura envolvido por outros a mais baixa temperatura (que corresponde a um pico de
ruido isolado) transfira calor para a drea vizinha até que a temperatura seja constante
(eliminacdo de ruido). Em Fisica, este processo € modelado pela pela equagio do calor
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em que [ = I(z,y,t) é o valor da intensidade da imagem na coordenada (z,y) e
tempo t,ou seja, I(x,y,0) = Iy é a imagem inicial com ruido, D = D(x,y,t,I) é
o coeficiente de difusdo, % ¢ a derivada parcial no tempo, V = < %, 3%) ¢ o ope-
rador gradiente, pelo que V- denota o operador divergéncia. Existem nesta altura
duas questdes para responder: a) como tratar numericamente a equagdo (1) através
de uma discretizagdo apropriada e b) como escolher apropriadamente o coeficiente de
difusdo D que elimine ruido mas ndo afecte as principais caracteristicas da imagem.

2.1 Discretizacao

Para a discretizagdo da equagdo (1) s@o geralmente utilizadas diferencas finitas, pela
simplicidade de implementacdo e velocidade de computacdo. Comegamos por discre-
tizar o intervalo de tempo de interesse [0, 7] (em que 7" € o tempo méximo de difuséo)
em pontos igualmente espacados t; = j h; com espacamento h;. A discretizagdo no
espago ja estd definida, uma vez que uma imagem é composta por pixeis. Assim con-
sideramos por conveniéncia o espagamento espacial s, = h, = 1 e os pontos (x;, y;)
correspondentes a cada pixel. O principio das diferencas finitas baseia-se agora em



aproximar as derivadas de primeira e segunda ordens utilizando a férmula de Taylor,
que para uma fungé@o f suave (isto é, com derivadas finitas) nos diz que
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Assim sendo, temos as aproximacdes para as derivadas
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Note-se que a aproximacao obtida para a primeira derivada é de facto uma aproximacao
do declive da recta tangente ao grafico de f no ponto xg quando h é muito pequeno.
Voltando a equacdo (1), que podemos reescrever como
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e atendendo 2 notagdo I ; ~ I(x;,y;, tx) e analogamente Dj ; ~ D(x;,y;, ) obte-
mos o esquema de diferengas finitas
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Cada iteragdo para obter os valores no instante de tempo t(k + 1) é obtida partindo
apenas dos valores ja conhecido no instante de tempo anterior ¢;. O método € agora
repetidamente iterado até se atingir o tempo maximo de difusdo 7', que por um lado
terd de ser alto o suficiente para remover o ruido, mas por outro terd de ser baixo o
suficiente para ndo deteriorar as arestas da imagem.

Obviamente que o método também pode ser generalizado para volumes de dados
OCT, sendo que nesse caso o gradiente (1) serd tridimensional. Deixamos as alteragdes
necessarias na versao discreta (3) ao cuidado do leitor, embora apresentemos os resul-
tados comparativos entre abordagens 2D e 3D na figura 3.

2.2 Escolha do coeficiente de difusao D

A escolha de D em (1) é de capital importancia para que as principais caracteristicas
da imagem se mantenham, nomeadamente queremos D pequeno em zonas de grandes
transicdes na imagem para dificultar a difusdo nessas dreas de arestas e D grande em
zonas mais planas e com ruido isolado, para o eliminar. Desta forma, um dos coefici-
entes mais usados é dado por
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Esta dependencia baseia-se no facto de que as segundas derivadas da imagem no lapa-
ciano A7 sdo pequenas em zonas de inflexdo (arestas da imagem) e grandes em pontos
de alta curvatura (ruido isolado). A desvantagem desta abordagem € o célculo adicional
de segundas derivadas, que em imagens com ruido € altamente instdvel, o que leva a
maus resultados nas itera¢des iniciais. Mais recentemente foi sugerido por Gilboa [6] o
uso de difusdo complexa, em que o laplaciano em (4) € substituido por uma expressao
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em que I'm representa a parte imagindria e F'(I) € uma imagem obtida pela filtragem
para as altas oscilacdes da imagem inicial I. Desta forma obetem-se um coeficiente
de difusdo D com o mesmo efeito, mas evitando o calculo de segundas derivadas da
imagem. Mais recentemente, foi proposta uma adaptacdo melhorada deste método
para o caso de imagens de OCT [3], fazendo uma escolha apropriada do parametro k.
O estudo de convergéncia e estabilidade do método numérico proposto para difusio
complexa foi estabelecido em [1].

Figura 3: B-scan original de OCT de um sujeito com descolamento da retina (direita)
e as respectivas filtragens 2D (meio) e 3D (esquerda) com o coeficiente complexo (5).

3 Rede Vascular a partir de dados de OCT

O OCT emite luz com comprimento de onda na ordem dos 800 nandmetros. Esta
frequéncia permite que a luz penetre o suficiente no tecido biolégico sem ser absor-
vida de forma a se obterem dados em toda a espessura da retina. No entanto, a esta
frequéncia a luz € absorvida pelos vasos sanguineos, 0 que provoca uma sombra em
profundidade na imagem de OCT. Se por um lado este problema ndo permite ob-
ter informagdo abaixo do vaso, por outro abre a possibilidade para a reconstrugio da
posic¢do tridimensional da rede vascular na retina por um método néo invasivo.
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Figura 4: Topo: B-scan de um volume OCT (esquerda), a segmentagdo da retina (meio)
e da zona dos fotorreceptores (direita); O B-scan ilustrado € a sec¢do do volume cor-
respondente a linha azul tracejada na imagem de fundo em baixo. Baixo: imagens de
fundo obtidas pela integracao em profundidade do sinal na zona segmentada.

Em particular, se se fizer o integral (equivalente 2 média) do sinal de um volume
de dados de OCT em profundidade obtemos uma aproximagdo da projec¢do a duas
dimensdes da rede vascular na retina, conforme representado na figura 4.

E importante também referir que o contraste entre os vasos e o fundo pode ser me-
lhorado. Por exemplo, se a integracdo for feita s6 na retina ou mesmo sé na zona dos
fotorreceptores onde a sombra € mais visivel, o contraste é melhorado conforme ilus-
trado na figura 4. De facto, a rede vascular da retina encontra-se no terco superior, pelo
que a zona dos fotorreceptores, que € representada pelas altas intensidades do volume
OCT no fundo na retina, é muito sensivel a sombra dos vasos. No entanto é necessaria
uma segmentacdo da imagem para este fim. No caso apresentado, a segmentacao foi
feita manualmente, o que € um processo moroso para cada volume considerado e su-
jeito a erros. Na realidade, a segmentagdo manual feita pelo mesmo individuo em dois
instantes diferentes tem uma variabilidade consideravel. Desta forma, uma hipdtese é
considerar um algoritmo de segmentagdo automdtica de camadas da retina, sendo que
vérias abordagens ja estdo disponiveis na literatura [2, 4, 5].

Outra hipétese € tentar obter uma imagem de fundo sem necessitar de segmentacio
da retina, usando noc¢des fundamentais de estatistica. Dado um A-scan (composto por
1024 pixeis), isto € uma linha em profundidade de um volume OCT conforme ilustrado
na figura 2, consideramos uma fung¢o densidade de probabilidade (FDP) discreta asso-
ciada a cada posicao z; de profundidade baseada na distribui¢do de intensidade desse
A-scan. Assim, definimos

()
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em que k > 1 é um parimetro 2 escolha. E claro que p satisfaz todas as propriedades de
uma FDP discreta. Mais ainda, temos que quanto maior a intensidade do pixel, maior a
probabilidade associada e que esta probabilidade aumenta para os pixeis de intensidade
maxima a medida que k£ aumenta.



Sabe-se que num OCT os pontos de maior intensidade se encontram na zona dos
fotorreceptores (camada inferior da retina, abaixo dos vasos) e na camada de fibras
nervosas (camada superior da retina, acima dos vasos). Assim, numa zona de sombra
de vasos, o sinal da primeira € muitissimo atenuado enquanto que o da segunda se
mantém. O mesmo ¢é dizer que o valor esperado associado a FDP dado por

1024

E(X) = Z i p(xi), )

varia consoante se estd numa zona de vasos ou ndo, conforme ilustrado na imagem 5,
a vermelho.

Figura 5: O valor esperado (7) (vermelho) para cada A-scan com k& = 5 e a curva
quadrdtica que melhor se adapta no sentido dos minimos quadrados (verde).

Se agora representarmos uma imagem de fundo cuja intensidade € dada pelo valor
esperado anterior para cada A-scan do volume OCT, obtemos a segunda imagem da
figura 6.

Ainda que o contraste entre o fundo e os vasos seja maior que para o integral em
todo o volume (imagem a esquerda na figura 6), o resultado ainda nao é tdo bom como
o obtido a partir da integracdo entre a segmenta¢do da zona dos fotorreceptores (ima-
gem a direita na figura 6). Mais ainda, a imagem obtida tem uma grande oscilagio
de intensidade, devido a curvatura da retina no volume OCT (ver 5). Uma forma de
corrigir a intensidade € retirar a curva do valor esperado a curva quadratica que melhor
se adapta no sentido dos minimos quadrados, conceito que explicamos de seguida. O
objectivo € minimizar a soma dos erros quadriticos da curva quadrdtica em relagdo a
funcdo que queremos aproximar, neste caso o valor esperado (7) ao longo do B-scan.

Figura 6: Da esquerda para a direita: imagens de fundo obtidas a) pela integra¢do no
volume todo, b) pelo método do valor esperado com k& = 5, ¢) pelo anterior com a
correc¢do quadrética e d) pela integracéio na zona segmentada junto aos fotorrecepto-
res.



Como nos casos considerados, cada B-scan € composto por 512 A-scans, pretendemos
minimizar a fun¢do de custo

Fla,be) =Y (Ey(X) — (a+by +ey?))?, ®)

y=1

em que £, (X) é o valor esperado (7) para o A-scan y do B-scan considerado. Sabemos
entdo que num minimo local da funcdo de custo a derivada se anula, logo obtemos o
sistema de equagdes
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A curva obtida pela resolugao do sistema é representada a verde na figura 5. Se subtrair-
mos esta curva quadrética aos valores esperados para a posi¢ao (representados a verme-
l1ho), obtemos uma imagem de fundo (terceira imagem na figura 6) com correcgdo de
intensidade e cujo contraste entre vasos e fundo é da mesma ordem de qualidade que
o obtido com a segmentacdo manual na zona dos fotorreceptores (imagem a direita,
figura 6).

A partir da imagem de fundo € agora necessario obter aproximacdes para as paredes
dos vasos de forma a calcular parametros sobre o seu didmetro e tortuosidade. De
um forma bastante simplista e sujeita a erros devido a presenca de ruido, podemos
simplesmente aproximar a posi¢do das paredes dos vasos usando a norma do gradiente
da imagem de fundo, conforme representado na figura 7. Altos valores dessa norma
correspondem a zonas de transicdo entre altas e baixas intensidades e logo a posi¢des
de paredes de vasos.

4 Conclusoes e Trabalho Futuro

Neste artigo pretendeu-se ilustrar algumas aplicagdes de Matemdtica ao processamento
e analise de imagem médica, nomeadamente da retina humana. As dreas de aplicacdo
de conceitos e métodos de Matematica nas ciéncias da satide tém vindo a aumentar
com o grande desenvolvimento de novas tecnologias nos dltimos anos. Neste artigo
mostramos alguns exemplos, como a aplicacdo de esquemas de diferencas finitas a
modelos de difusdo para a eliminag@o de ruido em imagens, aplicagdes de estatistica
para obter imagens de fundo com melhor contraste entre vasos e restante tecido da re-
tina e ainda ilustramos principios simples de aplica¢des de gradientes e derivadas para
determinar paredes de vasos nessas mesmas imagens. A combinag@o destes procedi-
mentos permite obter a projec¢do da rede vascular a duas dimensdes e retirar alguns



Figura 7: Norma do gradiente da imagem de fundo (terceira imagem na figura 6).

parametros quantitativos (didmetro e comprimento dos vasos, tortuosidade, angulo de
bifurcacdo, etc...) de auxilio ao diagndstico.

Trabalho futuro incidird também sobre a determinagdo da componente em profun-
didade do vaso, que corresponde ao inicio da zona de sombra no volume OCT. Desta
forma seria possivel obter mais informagao sobre a rede vascular na retina, uma vez
actualmente a andlise da rede vascular € feita na sua projec¢c@o a duas dimensdes em
imagens de angiografia fluoresceinica. A obtencdo da localizacdo tridimensional da
rede vascular permitiria melhor precisdo no calculo dos parimetros quantitativos an-
teriormente referidos, o que poderia melhorar as técnicas actualmente existentes de
auxilio ao diagnéstico precoce.

Agradecimentos

O autor agradece a Fundagao para a Ciéncia e Tecnologia pelo financiamento do projeto
PTDC/SAU-ENB/111139/2009 e do program COMPETE (FCOMP-01-0124-FEDER-
015712). As imagens do artigo foram gentilemnte cedidas pelo AIBILI - Associacdo
para a Investigacdo Biomédica e Inovagcdo em Luz e Imagem.

Referéncias

[1] A. Aratgjo, S. Barbeiro, and P. Serranho. Stability of finite difference schemes for
complex diffusion processes. to appear.

[2] A.M. Bagci, M. Shahidi, R. Ansari, N. P. Blair, and R. Zelkha. Thickness profiles
of retinal layers in optical coherence tomography image segmentation. American
Journal of Ophtalmology, 2008.

[3] R. Bernardes, C. Maduro, P. Serranho, A. Aradjo, S. Barbeiro, and J. Cunha-
Vaz. Improved adaptive complex diffusion despeckling filter. Opt. Express,
18(23):24048-24059, 2010.

[4] A. Fuller, R. Zawadzki, S. Choi, D. Wiley, J. Werner, and B. Hamann. Segmenta-
tion of three-dimensional retinal image data. IEEE Transactions on Visualization
and Computer Graphics, 13(6):1719 —1726, 2007.



[5] M. Garvin, M. Abramoff, X. Wu, S. Russell, T. Burns, and M. Sonka. Automated
3-d intraretinal layer segmentation of macular spectral-domain optical coherence
tomography images. Medical Imaging, IEEE Transactions on, 28(9):1436 —1447,
2009.

[6] G. Gilboa, N. Sochen, and Y. Zeeni. Image enhancement and denoising by com-

plex diffusion processes. IEEE Trans Pattern Anal Mach Intell, 26(8):1020 —1036,
2004.

10



