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PARTE 1

PRELIMINARES



O objectivo deste livro é introduzir o leitor a dois dos grandes temas da geometria

classica, a geometria diferencial e a geometria projectiva. O livro estd dividido em
trés partes. A primeira parte tem por principal objectivo tornar o livro tao auto-
contido quanto possivel. Em cada capitulo o leitor encontrard certamente alguns
temas bem conhecidos e outros menos conhecidos, ou totalmente desconhecidos.
Resolver alguns dos exercicios das sec¢oes que ja conhece sera sempre titil. Podera
nao s6 testar a sua memoria como refrescé-la. E possivel que, mesmo na primeira
secgao do primeiro capitulo, dedicada & Teoria de Conjuntos, encontre um resul-
tado que nao conhecia e que lhe sera ttil mais tarde, ou um exercicio que serd
especialmente importante num capitulo posterior. A segunda parte é dedicada
aos temas classicos de geometria diferencial, o estudo de curvas e superficies. O
caleulo diferencial é o utensilio fundamental desta parte do livro. Serd, portanto,

conveniente que o leitor tenha presentes os assuntos tratados no capitulo dois.

Os capitulos onze e doze da terceira parte sio dedicados ao estudo da geometria
projectiva. Aqui vamos encontrar novamente curvas e superficies, estudadas do
ponto de vista algébrico. E conveniente que antes de abordar estes dois capitulos
o leitor tenha ja um dominio bastante razoavel dos assuntos tratados nos capitulos
trés e quatro. O instrumento fundamental nesta parte do livro é a Algebra Linear.
Os leitores podem, se preferirem, ler a terceira parte do livro antes da segunda
parte, a excepgao do ltimo capitulo. Este pressupde do leitor um bom conheci-
mento dos doze capitulos que o antecedem. O recapitular, de um ponto de vista
mais geral, a nocao de superficie, da ao leitor a possibilidade de aprofundar a sua

compreensao dos assuntos tratados nos capitulos sete, oito e nove.

Sendo este um livro de texto destinado ao ensino a distancia, o autor procurou
incluir um grande nimero de exemplos e de exercicios resolvidos. O leitor sé tera
a ganhar se encarar os enunciados dos exercicios resolvidos como verdadeiros ex-
ercicios, s6 lendo a solugao depois de o tentar resolver por si préoprio. Mesmo
que nao resolva completamente o exercicio, o esforgo feito facilitard imenso a as-
similagao da resposta. O livro foi organizado de forma a que o mesmo tipo de
problemas surja em diferentes partes do livro, apresentados de pontos de vista
diversos. Assim, as quadricas afins siao introduzidas na primeira parte e sao es-
tudadas por métodos analiticos na segunda parte. As quddricas projectivas sao
introduzidas na terceira parte, no capitulo doze, e sao encaradas como subvar-
iedades de uma variedade abstracta no capitulo treze. As superficies regulares sao
introduzidas e estudadas na segunda parte. Sao apresentadas como exemplo de
variedades abstractas de dimensio dois na terceira parte. O leitor s6 beneficiara
se voltar a estudar um capitulo quando os temas nele tratados sdo analisados de
outro ponto de vista num capitulo posterior. Quem sabe se nao serd entdo que

resolveria aquele exercicio que algum tempo atras se revelou completamente opaco?
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1. Algebra Linear
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Este capitulo destina-se a relembrar as nocoes fundamentais de Algebra Linear,
bem como a introduzir alguns conceitos com os quais o leitor nao estara eventual-

mente familiarizado.

Objectivos:

e Relembrar os conhecimentos fundamentais da Algebra Linear, consolidando-

-0s.

1.1 Conjuntos e Aplicagoes

Vamos supor que o leitor se encontra familiarizado com as nogoes fundamentais da
Logica Matemaética, com a nogao de conjunto e com a relagao de pertenga. Dados

dois conjuntos X e Y, dizemos que Y estd contido em X (Y C X), se
reY = e X.

Dado um conjunto X, seja P(X) = {Y : Y C X}. Vamos chamar a P(X) o

conjunto das partes de X. Lembramos as seguintes operagoes entre conjuntos:

AUB={z:z2€ Aouz e B},
AnB={z:z€ Aez € B},
B\A={z:z€ Bezx¢A}.

Fixado um conjunto X, define-se
A= X\ A,

para todo o A € P(X).
Lembramos que estas operagoes gozam das seguintes propriedades:
Comutatividade:

AUB=BUA, AnNnB=BNA.
Associatividade:
AUu(BUC)=(AuB)UC, An(BnC)=(AnB)NC.
Distributividade:

AN(BUC)=(ANB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUC).




N

#

Leis de De Morgan:

C\ (AUB)
C\ (AN B)

(C\ A)n(C\ B),
(C\ A)u(C\ B).

Il

Representando por ) o conjunto sem elementos, temos que
Aub=A4, And=0, An(B\A)=0.

1 Exercicio Mostre que, dados conjuntos A, B e C, se tem:

i) A= (AnB)U(A\B).

ii) AU(B\ A)=AUB.

iii) Prove duas das propriedades referidas acima, A sua escolha (comutatividade,

associatividade, distributividade, Leis de De Morgan).

9 Exercicio Entre as afirmagdes que se seguem, prove as que sao verdadeiras e

apresente contra-exemplos para as falsas.
i) P(4)UP(B)=P(AUB).

ii) P(4)NP(B) =P(ANB).

iii) P(P(A)) NP(A) = 0.

iv) P(P(A)U B) D P(AUB).

v) P(P(A)UP(B)) = P(P(AUB)).

Vamos admitir que o leitor estd familiarizado com as nocoes de par ordenado e
de n-iplo ordenado.

Dados dois conjuntos A e B, definimos
AxB={(a,b):a€ Aebe B}.

Dados n conjuntos Ay, ..., Ay, definimos
n
HAi = {1y o s%n) o2 € Al K5 < n}.
i=1

3 Proposigao a) Dados conjuntos A, B e C, tem-se que:

Ax(BuC) = (AxB)U(AxC),
Ax(BNC) = (AxB)N(AxC),
AxpP = OxA=0.

b) Se AxB=AxCeA#0, entio B = C.

16




Demonstragao. Ao cuidado do leitor. 1

Chama-se relagao bindria a um conjunto de pares ordenados.

O dominio de uma relagao bindria R é o conjunto
domR = {z:3Jy: (z,y) € R}.

A imagem de uma relagao bindria R é o conjunto
imR = {y: 3z : (z,y) € R}.

Dadas duas relagoes binarias R e S, chama-se composigao de R e S a relagao
bindria
RoS={(z,2):3y: (z,y) € Se(yz) € R}
Chama-se inversa da relagao R & relagao
R™' = {(z,y): (y,z) € R}.
Chamamos restrigao da relagio R ao conjunto A, a relagao bindria

Rla={(z,y) e R:z € A}.

Temos que

(RoS)oT = Ro(Sol),
(™)' = R,
(Re 8y = SVl
R C domR ximR, (1.1)
domR™' = imR,
imR™' = domR,

R™' <C imR x domR.
Dado um conjunto X, seja idy = {(z,2) : € X}. Temos que

R 'oR D idyomr, (1.2)
RoR™' D idimg.

Uma relagio bindria R diz-se uma aplicagao se
(x,y1), (z,y2) € R = y1 = yo,
para quaisquer ,y1,y2 € X. Uma relagao bindria R diz-se injectiva se

(3317?})1(12,.7!) € R—= Ty = T2,

17
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para quaisquer xy, g,y € X.
Uma relagao bindria R é uma aplicagio se e sé se a relagio binaria R~! ¢ injectiva.

Chamamos imagem do conjunto A pela relagio R, ao conjunto
R[Al={y:3x € A:(x,y) € R}.

4 Lema Dadas duas aplicagdes f,g Dom(fog) = g~*(Dom f), Dom(fog~!) =
g(Dom f).

Demonstragao. Se x € Dom (f o g) existe z talque (z,z) € (f og). Entao
existe y tal que (z,y) € f e (y,2) € g, logo z € g~ (Dom f). As provas da outra

inclusdo e da outra afirmagio sdo analogas. 1
Exercicios

5 Sejam R e S duas relagoes binarias. Mostre que:

a) Se R e S sdo injectivas, entdao R o S é injectiva.

b) Se R e S sao aplicagoes, entdao R o § é uma aplicagdo.

6 Sejam R e S relagoes bindrias e sejam A e B conjuntos. Mostre que:

a) Ro S[A] = R[S[A]].

b) R[AU B] = R[A|U R[B].

¢) R[AnB]c R[A]nR[B].
d) R[A]\ R[B] C R[A\ B].
e) R7YR[A]] D A.

f) Se R é injectiva, entao

R[ANB) = R[A|NR[B], R[A]\R[B]=R[A\ B], R7Y[R[4]] = A.
g) As relagoes da alinea anterior néo séo, em geral, verificadas quando a relagiao
R nao é injectiva.
h) Se R é uma aplicagiio, R[R™1[A]] = A.
i) R[domR] = imR.

7 Prove as relagoes (1.1) e (1.2).

'8 Sejam R e S duas relagdes bindrias. Mostre que dom(S o R) = R™![domS)|,
im(S o R) = SimR).
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Uma relagéo binaria f diz-se uma aplicago definida em X com valores em Y, se f
¢ uma aplicagdo, domf = X e imf C Y. Vamos denotar uma aplicacio f definida
em X com valores em Y por f : X — Y. A aplicagio f diz-se sobrejectiva se
imf =Y. Seja f: X — Y uma aplicagao. Dado z € X, vamos denotar por fx)
o tlnico y € Y tal que (z,y) € f. Dado A C X, definimos f(A) = f[A]. Dado
B CY, definimos f~'(B) = f~![B]. Temos que:

f(AuB) = f(A)U f(B),
“(AuB) = flA)UFYB),
f(ANB) c f(A)nf(B),
f(AﬂB) = f(A)N f(B), se f for injectiva, (1.3)
(AﬂB) = YA nfY(B),
“Hf(4)) > A4
l(f(A)) = A, se f for injectiva,
f(f7H(4) = A

9 Nota A notagiao f~!(A) é normalmente utilizada com dois significados di-
ferentes. Pode designar a imagem inversa do conjunto A pela aplicacio f ou a
imagem do conjunto A pela aplicagio f~1, caso a aplicagio f seja injectiva e,
portanto, a relagao f~! seja uma aplicacio. Nio resulta dai nenhuma confusao,

uma vez que no caso em que f~! é uma aplicagdo os dois conjuntos

{z: f(z) € A}

{f'y):ye A}
coincidem. A introdugdo do conceito de imagem de um conjunto por uma relagéo

bindria evita que surja esta duplicidade de interpretagdes para o simbolo f~1(A).

10 Teorema Seja f: X — Y wma aplicagao sobrejectiva e seja g : X — Z uma
aplicagdo. Se
fla) = f(b) = g(a) = g(b), Va,be X, (1.4)

entao existe uma e uma so aplicagao h: Y — Z tal que

hof=ug. (1.5)

19
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Demonstragao. Seja h a relacao bindria go f~!. Vejamos que h é uma aplicagio
e que dom h =Y. Se (y,z1), (y, z2) € h, por defini¢io de composi¢ao de relagtes

binarias, existem xy,xs tais que
(yz:) € f(zi,z) €9, i=1,2

Assim, f(z1) = y = f(z2). Por (1.4), z; = g(z1) = g(x2) = z2. Ficou assim

provado que h é uma aplicagao. Além disso,
dom h =dom (go f~') = fldom g] = f(X) =Y.

Dado 2z € X, (f(z),z) € f~! e (x,9(x)) € g. Como tal, (f(x),g(z)) € h, ou seja,
h(f(xz)) = g(z). Mostramos assim que ho f = g.
Provemos a unicidade. Sejam hy, hy : Y — Z tais que h;of = g, ¢ = 1,2. Fixemos

y € Y. Existe x € X tal que f(z) = y. Temos que

ha(y) = ha(f(2)) = g(z) = h1(f(x)) = ha(y).

Como tal, hy = ha. |

11 Exemplo Sejam X = R, Y = S! = {(z,y) € R? : 22 + 3% = 1}. Seja
f: R — 8! definida por f(t) = (cost,sint). A aplicagdo f é sobrejectiva. Dada
g: X — Z tal que g(x + 27) = g(z) para todo o = € R, existe uma e uma sé

aplicacao h: S' — Z tal que ho f = g.

7N

\_)’f gl

Dada uma relagiao bindria R, dizemos que z esta relacionado com y, abreviado
pela notacao xRy, se (z,y) € I.

A relagao R diz-se
e reflexiva, se xRz, para todo o x.
e simétrica, se xRy = yRzx, para quaisquer x,y.
. transitiva, se xRy, yRz => xRz, para quaisquer x,y, z.

e de equivaléncia, se é reflexiva, simétrica e transitiva.



#

Dado z € domR, chama-se ao conjunto [z]g = {y : ©Ry} a classe de equivaléncia
de = (médulo R). Se A é uma classe de equivaléncia e z € A diz-se que z é um
representante de A.

Dada uma relacio de equivaléncia R, domR = imR.

Uma relagio bindria R diz-se uma relagio de equivaléncia em X, se R é uma relagao
de equivaléncia e domR = X. Seja X/R o conjunto das classes de equivaléncia de

R. A relagio bindria
Sp = {(1,,4) xe X, A€ X/R e [:U]R = A}

¢ uma aplicagao com dominio X e imagem X/R. A aplicacio sg diz-se a sobre-
jecgio canénica associada a relagao bindria R.
Uma aplicagio f : X — Y diz-se compativel com uma relagao de equivalencia @

em X se
xRy = f(x) = f(y),
para quaisquer x,y € X.
12 Proposicio Seja R uma relagao de equivaléncia no conjunto X e seja f:

X — Y uma aplica¢io compativel com R. Entdo existe uma e uma 50 aplicagao
f:X/R—Y tal que fosg = f.

Demonstragao. A aplicagio sp : X — X/R é sobrejectiva e
sr(z) = sr(y) = zRy = f(z) = f(y).
Esta proposigio ¢ consequéncia imediata do teorema 10. i
Exercicios
13 a) Mostre que se R é uma relagao de equivaléncia, entao domR = imR.

b) Dada uma aplicagio f : X — Y, seja f* : P(Y) — P(X) definida por f*(A) =
f~Y(A). Mostre que a aplicagao f ¢é sobrejectiva se e s se a aplicagao f* é

injectiva.

c) Sejam R e S duas relagoes de equivaléncia num conjunto X. Suponhamos que
xRy = xSy, para quaisquer x,y € X. Mostre que existe uma e uma so

aplicacio ¢ : X/R — X/S tal que ss = @ o sg.

d) Prove as relagoes (1.3).

¥

14 Demonstre a proposicao 3.

21
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Chama-se familia de conjuntos indexada no conjunto I a uma aplicagio A, definida
no conjunto I tal que A(i) é um conjunto para todo o ¢ € I. Vamos representar a

aplicagio A por (A;);er. Define-se

UjesA; = {z:3Jieltalquezxc A},
Nietd; = {z:Viel, z€ A}

15 Proposigao Seja f uma aplicagao. Temos que

f(UierAi) = Uierf(Ai),
f(Nierdi) C, Nierf(Ai),
Fl(Uierd) = Uierf ' (A,

FH (NierAi) NierfH(As)-

Demonstragao. Temos que

y € Uier f(Ai) Jiel:ye f(A)
Jiel,Ixze A;:y= f(z),
3z € Uit di 1 y = f(x),

Jy € f (VierAi).

1111

16 Exercicio Termine a demonstragiao da proposigio 15.




1.2 Aplicagoes Lineares

Vamos admitir que o leitor domina as nogdes de espago vectorial e de aplicagio
linear. O exemplo tipico de um espago vectorial é o conjunto R™, munido das

operagoes adigao e multiplicagio por um escalar:

(@1y e slin) + (yls'--ayn) (1 + Pass s B B
AT yeweg ) = (Ao o5 N )

Se 1 < k < n, vamos designar por e, o tinico n-iplo de nimeros reais com
todas as entradas nulas excepto a k-ésima, que é igual a 1. Temos portanto que
er = (r1,...,&n),onde x; =0sei#k, o = 1.

Vamos chamar sistema de vectores de um espago vectorial E a um n-tplo

u=(uy,...,u,) € E* onde n é um inteiro maior ou igual a zero.

17 Exemplo Consideremos os seguintes sistemas de vectores de R*:

u = (81,61 + €3, 63)7
v = (e1,e1+eze3,€1),
w = (61,63,61+€2)-

Consideremos os seguintes subconjuntos de R3:

U = {elael + 62,63},
V = {ei,e1+ese3,e1},
w = {61,63,61 +€2}.

Os trés conjuntos U, V e W sao iguais. Os trés sistemas u, v e w sao diferentes.
O sistema u é distinto dos restantes porque é um quddruplo e os restantes sio
triplos. Os sistemas u e w sao distintos porque os elementos siao apresentados por

ordens diferentes.

Dado um sistema de vectores u = (u1,...,u,) de um espago vectorial E, diz-se
que um vector v de E é combinagao linear dos vectores uy,...,u, se existem

nimeros reais aq, ..., a, tais que
V=ajuy + -+ apty.

Diz-se que um sistema de vectores u = (u1,...,u,) é um sistema de geradores
de E se todo o vector de E é combinagao linear dos vectores uy, ..., u,.
Diz-se que um sistema de vectores u = (uy,...,u,) ¢ linearmente independente

se, dados ay,...,a, € R tais que

ayy + -+ + apy =0

sistema de
vectores

23



teorema da
completagao
da base

entao ay = -+ = a, = 0. Caso contrdrio, o sistema u diz-se linearmente depen-
dente .
Um sistema de vectores u = (uy,...,u,) de um espaco vectorial E diz-se uma

base de E se u ¢ linearmente independente e u é um sistema de geradores de E.
Se u e v sio duas bases de E, entio u e v tém o mesmo nimero de vectores.
Um espago vectorial E diz-se de dimensao finita se admite uma base (finita). Um
espago vectorial de dimensdo finita diz-se de dimensio n se tem uma base formada
por n vectores. Escrevemos dimE = n. O espaco vectorial R™ tem dimenséio n.

O resultado seguinte ¢ fundamental.

18 Teorema Se u = (uy,...,u,y,) € um sistema linearmente independente de
um espago vectorial E de dimensao finita n, entdo eristem vectores Umay, ..., Un,
tais que (uy,...,u,) € uma base de E. |

Um subconjunto nao vazio F de um espago vectorial E diz-se um subespaco vec-
torial de E se, dados u,v € F, a,b € R, entdo au + bv € F.

Um subespaco vectorial F de um espago vectorial E tem uma estrutura natural
de espago vectorial, dada pela restrigio a F das operagoes adicdo e multiplicacio

por um escalar.
Sejam F, G subespagos vectoriais de um espago vectorial E. O conjunto
F+G={2€E:3z€F,3yeG:z=z+y} (1.6)

é um subespago vectorial de E. Chama-se a F + G a soma de F e G. Diz-se
que um subespaco vectorial H de E é soma directade Fe Gse F+ G =H e
FNG = {0}. A afirmacdo “H ¢ soma directa de F e G” é expressa simbolicamente
por

H=Fa&G.

19 Teorema (Teorema das dimensoes) Se F e G sdo subespagos vectoriais

de um espago vectorial E, entdo

dim (F 4+ G) + dim (FNG) = dim F + dim G.

Sejam E e F dois espagos vectoriais. Uma aplicacio f : E — F diz-se linear se,
dados z,y € E,\,u € R,

fAz + py) = M (x) + 1f ().

“Vamos denotar por L(E,F) o conjunto das aplicacdes lineares de E em F. O

conjunto L(E, F') tem uma estrutura natural de espago vectorial. Se f,g € L(E, F),




|

A € R, definimos f + g e Af da forma habitual:
(f+9)(2) = f(x) +9(z),  (Af)(z)=Af(=z),
para todo o x € E.
Dados inteiros n,p > 1, vamos chamar matriz do tipo p x n a uma aplicagéo
A:{l,...,ptx{l,....,n} = R.

Tomando a;; = A(i, j), vamos representar a matriz A pelo quadro

a1y a2 o Qip
az1 azz - d2p
ap1  Ap2 -+ Opn

Em notac¢ao abreviada, escrevemos
A= (aij).

Vamos denotar por Mpx,(R) o conjunto das matrizes do tipo p x n. Vamos

introduzir em My, (R) uma estrutura de espago vectorial, definindo:

(aij) + (bij) (ass + bij),
Maij) = (Aai),

onde a;;,b;; € R, 1<i<n, 1<j<p, A&R. Definimos M,,(R) = M,,xx(R).
Vamos denotar por I,, a matriz (§;;) onde
= {y =i
” 0, sei#j.
Dadas duas matrizes A € Myxp(R), B € Mpxn(R), A = (aij), B = (bi), vamos

definir uma nova matriz C' € My, (R), C = (¢1;), tomando

I]
o = Z by,
e

parai=12....,¢, k=1,2,...,n. A matriz C diz-se o produto da matriz A pela

matriz B e representa-se por AB.

Sejam E e F dois espacos vectoriais de dimensao finita e seja f : E — F uma
aplicacio linear. Sejam u = (ug,...,u,) uma base de E e v = (vy,...,vp) uma
base de F.

A aplicacio linear f fica determinada pelos valores de f em uy,...,u,. Existem

nimeros reais a;;, 1 <4 <p, 1 <j<n, tais que

f(u1) = anv +aave + -+ apYp,

fluz) = ajpvy + asve + - - + apavp,
»

f(un) = a1V + a2 + - -+ ApnUp.

25
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Ou seja,
P
flu;) = E a;jvi, l<j<n.
i=l
Associamos assim a aplicagao f a matriz

Mpi{liviisip} x {lisvisn} — R

(3:.7) = gy

20 Proposi¢ao Sejam E,F,G espagos vectoriais de dimensao finita. Sejam
u=(uyp,...,u,) base de E, v = (vy,...,v,) base de F e w = (wy,...,w,) base de
G. Sejam ainda f,f1,fo : E — F, g : F — G aplicagoes lineares e seja A € R.

Temos que

M)‘f = Aﬁ/ff,
My vy, = Mg+ My,
ﬂfgaf = ﬁfgﬁff. [ |
Dadas duas bases u = (uy,...,u,), v = (v1,...,v,) de um espago vectorial E,

existe uma e uma s6 matriz (a;), do tipo n x n, tal que

n
vj = E Ui,
i=1

para j = 1,2,...,n. A matriz (a;;) é a matriz da aplicagio linear identidade em

relagao as bases u e v. Como tal, a matriz (a;;) é invertivel.

A matriz (a;;) diz-se a matriz de mudanga de base de u para v. Vamos
] §

denota-la por M (u,v).

21 Lema Sejam u,v,w bases de um espago vectorial E de dimensdo n. Temos

que:
1. M(u,u)=1;.
2. M(u,v)M(v,w) = M(u,w).
3. M(v,u) = M(u,v)"L

Demonstragao. 1) Temos que

n
U = E 6113'?1.]',
J=1

pira i = 1,2,...,n, onde é;; denota o simbolo de Kronecker. Logo, M(u,u) =
(61' i) = In.



2) Sejam M (u,v) = (a;;), M(v,w) = (bij), M(u,w) = (ci;). Temos que

n

v = ZGJ‘HJ’ parai=1,2,...,n, (1)
j=1
n

wp = be-;\.v,_, para k=1,2,...,n, (2)
=1

n

chkuj, para k =1,2,...,n. (3)

=1

Wi

Resulta de (1) e (2) que
wy = me(z a;iu;)
i=1 1

Jj=
T n

— E E bikaﬁuj
i=1 j=1

n mn

= Z(Z bikaji)u;, parak=1,2,...,n. (4)
=1 i=1
Resulta de (3) e (4) que

n
Cjk = E bicaji, parak,j=1,2,...,n

i=1
n

= E ajibik.
1=1

Como tal, (¢jk) = (aji)(bix)-
3) Tomando w = u, resulta de 2. que

M(u,vIM(v,u) = M{u,u) = I,. |

22 Proposigao Seja f : E — F uma aplicagdo linear. Seja A a matriz de
f em relagao as bases u = (uy,...,un) de E e v.= (vi,...,v) de F. Seja
W= (e o u!) uma outra base de E e seja v/ = (vi,...,v;) uma outra base de
F. Sejam P e Q as matrizes de mudanga de base, P = M(u, u'), Q=M(v,v).

Seja A’ a matriz de f em relagio ds bases u' e v'. Entdo
A'=Q AP (1.7)

Demonstracao. A matriz P é a matriz da aplicagio identidade de E em relagao
as bases u e u’. A matriz Q! é a matriz da aplicagio identidade de F em relagao

as bases v/ e v. Temos a idgntidade

f =idp o f oidg. (1.8)

27
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Substituindo as aplicagdes lineares f, idp, idp pelas suas matrizes em relagéo as

bases consideradas, e tendo em conta a proposigio 20, fica provado (1.7). |
Exercicios
23 a) Diga se o sistema de vectores de R*
u = (e1,2e; + 3ez,e1 + €2+ €3)
é linearmente independente,
b) Diga se o sistema de vectores de R?
v = ((1,0,0),/(0,1,1),(1,2,2))
¢ linearmente independente.
¢) Diga para que valores de a o sistema de vectores de R®
w = ((1,a,3),(2,1,0),(0,1,1))
¢ linearmente independente.

24 Sejam iy,1s,...,1; inteiros tais que 1 < i) < iy < -+ < i < n. Sejam u =
(w1, .. un), v = (tgy,...,u,) dois sistemas de vectores de um espacgo vectorial

E. Mostre que:

a) Se u ¢ linearmente independente, entdo v também é linearmente independente.
b) Se v ¢é linearmente dependente, entdo u também é linearmente dependente.

25 a) Mostre que a soma de dois subespagos vectoriais de um espago vectorial é

um espago vectorial.
b) Prove o teorema das dimensoes.

c) Mostre que se H=F & G e z € H, entdo existe um e um s6 z € F, existe um

eum s6 y € G tais que z = = + y.

26 a) Prove a proposicao 20.

b) Dados espagos vectoriais E, F, de dimensdes n, k, respectivamente, determine
a dimensao do espago vectorial L(E, F).

Sugestao: Fixe bases (ey,...,en) e (fi,.... fr) de E e F, respectivamente.
Tome para @,s : E — F a tinica aplicagao linear tal que y,5(e;) = b fs, 1 <
ir<n.l<s<k

27 Seja f : E — F uma aplicagiao linear. Seja Kerf = {z € E : f(z) = 0} o
nicleo de f. Seja I'mf = f(E) a imagem de f. Mostre que:



a) Kerf é um subespago de E.
b) Imf é um subespago de F.

c) dimE = dimKerf + dimImf.

28 Seja E um espaco vectorial e sejam F e G dois subespacos vectoriais de E.

a) Mostre que existe uma aplicagao linear bijectiva f : E — E tal que f(F) = G

se e 50 se dimF = dimG.

b) Mostre que existe uma aplicagio linear f: E — E tal que f(F) = G se e s6 se
dimG < dimF.

29
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1.3 Aplicagoes Multilineares

Seja E um espaco vectorial. Uma aplicagao ¢ : E x E — R diz-se uma forma

bilinear se
w(Au,v) = p(u, Av) = Ap(u,v), VA eR, Vu,veE,
p(ug + ug,v) = @(u,v) + ¢(uz,v), Yuy,ug,v €E,
e(v,uy +u2) = @(v,uy) + w(v,ue), Yuy,uz,v e B,
A aplicacao ¢ diz-se simétrica se
e(v,u) = p(u,v), VYu,veE,
e diz-se anti-simétrica se
w(v,u) = —p(u,v), VYu,v € E.

Uma forma bilinear simétrica ¢ diz-se nao degenerada se p(u,v) = 0 para todo
owv € E, implica u = 0. Uma forma bilinear simétrica diz-se degenerada se nao
é nao degenerada.

Uma forma bilinear simétrica  diz-se definida positiva se p(u,u) > 0, para

todoou € E e p(u,u) =0seesdseu=0.

29 Exemplo Sejam ¢, : R? x R? — R definidas por
e((x1,22), (v1,%2)) = Zayn,
Y((@1,22), (y1,32)) = Tays — T2y2,

para quaisquer Ti,Ts,Y1,Y2 € R2. As aplicacbes ¢ e 1) sio ambas simétricas. A

aplicagao ¢ é degenerada pois

#((0,1),(z,y)) =0,

para todo o (z,y) € R%

A aplicagao v ¢ nao degenerada. De facto, suponhamos que

'!,L'J(((L, b): (.’L‘, y)) =0,

para todo o (z,y) € R% Tomando (z,y) = (1,0), concluimos que a = 0. Tomando
(z,y) = (0,1), concluimos que b = 0.

Nenhuma das aplicacdes ¢ e 1 é definida positiva pois

©((0,1),(0,1)) =0 e ¥((0,1),(0,1)) = -1.
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30 Definicao Sejam E e F espacos vectoriais. Uma aplicagio ¢ : E® — F

diz-se n-linear se a aplicagao definida em E com valores em F
T (@1, Qim1, Ty Qiply- -, Op)
¢ linear, para cada (ay,...,a,) € E® ecada i € {1,...,n}.
A aplicagao ¢ diz-se anti-simétrica se
LBy oy By By B v vl s B B L e ) == P[0« o 5280 )

para todo o n-uplo (zy,...,z,), sempre que 1 <i < j < n.

Grupos

31 Definicao Chama-se grupo a um par ordenado (G, -), onde G é um conjunto

e grupo
:GxG — G
(z,y) —ay
é uma aplicagao tal que
o (zy)z = x(yz), para quaisquer z,y,z € G.
o Existe e € G tal que ex = xre = r, para todo o z € G.
o Para cada x € G, existe um e um sé y € G tal que zy = yx = e.

O elemento e é unico. Na verdade, se existir f tal que fx = xf = x, para todo o
r € G, entio e = ef = f. Vamos chamar a e o elemento neutro de G. Vamos,
por vezes, denota-lo por eg. Vamos chamar ao tinico y € G tal que zy = yr =co
inverso de z. Vamos denoté-lo por 27!, Dados dois grupos G e H, uma aplicagio
f+ G — H diz-se um morfismo de grupos se f(eg) = eny e flzy) = f(z)f(y),
para quaisquer x,y € G.

Dado um conjunto X, vamos denotar por S(X) o conjunto das bijecgbes de X em
X.

A composigao de duas bijecgoes é uma bijecgio. A aplica¢ao identidade do con-
junto X é uma bijec¢ao. Finalmente, a aplica¢do inversa de uma bijecgao é ainda
uma bijecgio. Como tal, o conjunto S(X) tem uma estrutura natural de grupo

para a operagao composigio de aplicagoes.
Dado um grupo &, um subconjunto H de G diz-se um subgrupo de G se
z,ye H = ay e H,

para quaisquer =,y € H e, sendo -y = |y : H x H — H, se tem que (H,-g) é

um grupo.




¢

32 Lema Seja G um grupo. Um subconjunto H de G é um subgrupo de G se e

s6 se, para quaisquer x,y € H, zye H e z7' € H. 1
Designamos por S, o conjunto das bijecgoes € : {1,...,n} — {1,...,n}. Os ele-
mentos de §,, permutam os nimeros {1,...,n}. Vamos chamar-lhes permutagoes

de {1,...,n}. Vamos chamar a §,, o grupo simétrico de ordem n.

Vamos representar a permutacao de {1,2,3,4,5} que transforma 1 em 4, 2 em 2,
Jem 1l,4emb5ebem 3, por (4215 3). Mais geralmente, (¢, -+ i,) representard
a permutagao de {1,...,n} que transforma j em i;, 1 < j < n. Vamos associar a
permutagao (i; --- i,) o cardinal de

{(j,8) 1 3 <Kk, 45 > ik}

Vamos designd-lo por e(iy -+ i,).

Associamos, portanto, a permutagao (4 2 1 5 3) o cardinal do conjunto

{(4,2), (4,1),(4,3),(2,1),(5,3)},

ou seja, (4215 3) =5.
Uma permutacao £ diz-se par ou impar, conforme €(£) é par ou {impar. O nimero

(—1)<'%) diz-se o sinal da permutagio £.

Determinantes

Vamos associar a uma matriz A = (a;;) € Mypxn(R) 0 nimero real

det A = Z (—l)f(ilm i")a;il A2iy " Qni, -
(i1 -+ 10 )ESN

Vamos ainda representar det A por

aypy -+ A

nl1 ' OGnn
Existem duas permutacdes do conjunto {1,2}: a identidade e a permutacao (2 1).
A primeira é par e a segunda é impar. Assim,

@11 a2
= 11022 — 12027 (1-9)

a1 a2z

Deixamos ao cuidado do leitor mostrar que

@21 Q22
az) asz

a1 a3
az; azg

azz2 a2y
agzz a3y

W @11 12 Q13
@) A2z QA3 | = ayy
az; azz2 asg

(1.10)
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Seja (e1,...,e,) uma base de um espago vectorial de dimensdo n. Para cada

1<j<n sejau; =" aje. A aplicagio ¢ : E" — R definida por
a1 v Qi
(Ury .oy Un)

An1 - Qpp

¢ n-linear e anti-simétrica. Dadas matrizes A, B € My, (R),
det(AB) = det A det B. (1.11)
Se A € My, «,(R) é invertivel,

det(A™1) = (det 4)~1. (1.12)

33 Lema Seja E um espago vectorial de dimensdo finita e sejam u e v duas
bases de E. Seja f uma aplicagdo linear de E em E. Seja A a matriz de f em

relagdao a base u e seja B a matriz de f em relagdo a base v. Entdo
det A = det B.

Demonstragao. Seja M a matriz de mudanga de base de u para v. Pela
proposicao 22,
B=U"1AU.

Por (1.11) e (1.12)

det B det(U~1) det Adet U
(detU)™' det AdetU

det A. |

Il

Nas condigoes do lema anterior, vamos chamar determinante de f, det(f), ao

determinante de A. Se f for um isomorfismo, definimos

T det(f)
sinal f Tdet(f)] (1.13)

Exercicios
34 Sejam E,F, G trés espagos vectoriais. Mostre que a aplicagao composi¢ao

o:L(E,F) x L(F,G) — L(E,G)
(frg) = gof

¢ bilinear.

33
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35 a) Prove a afirmagéo (1.10).

b) Prove o lema 32.

36 Mostre que o cardinal do grupo simétrico S,, é n!.

34
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1.4 Espacgos Vectoriais Orientados

Vamos denotar por B(E) o conjunto das bases do espaco vectorial E.

37 Proposicao Seja E um espago vectorial de dimensio n > 0. A relagio

bindria ~ definida no conjunto B(E) por
u~v se det M(u,v) >0

€ uma relagao de equivaléncia. Eristem ezactamente duas classes de equiva-
léncia em B(E).

Demonstragao. As ideias fundamentais da demonstragdo desta proposigio

encontram-se no enunciado do lema 21. Como
det M(u,u) =detl, =1>0,

a relagao ~ é reflexiva. Se u ~ v, entdo det M (u,v) > 0. Como tal,
1
det M(v,u) = det(M(u,v)™ ) = —— > 0.
(¥.u) WML, det M(u,v)
Logo, v ~ u. Concluimos assim que a relagao ~ é simétrica. Seu~vev ~w,

entao det M(u,v) > 0 e det M (v,w) > 0. Como tal,

det M(u,w) det(M (u, v)M (v, w))

= det M(u,v)det M(v,w)

> 0.

Logo, u ~ w. Concluimos assim que a relagio ~ ¢é transitiva.

Seja u = (uy, ug,...,u,) uma base de E. Seja v = (—uy,us,...,u,). Temos que
-1 0 - 0
o 1 - 0
M(u,v) =
0 o - 1
Logo, det M (u,v) = —1 < 0. Concluimos que as bases u e v nao sao equivalentes.

Existem portanto pelo menos duas classes de equivaléncia em B(E). Seja w uma
base de E. Vamos terminar a demonstragao mostrando que w ~ u ou w ~ v. Se

w nao ¢ equivalente a u, entao
det M (w,u) < 0.

Assim,

det M (w,v) det M(w,u) det M(u,v)

> 0

—det M(w,u)
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Logo, w ~ v. |

38 Definicao Seja E um espago vectorial e seja O(E) o conjunto das classes de
equivaléncia de B(E). Chama-se orientagio de E a uma classe de equivaléncia de
B(E). Dada uma base u de E, chama-se orientagdo de u a classe de equivaléncia
de B(E) a que u pertence.

Chama-se espaco vectorial orientado a um par (E, 0), onde E é um espago
vectorial de dimensdo finita e ¢ é uma orientagio de E. Dado um espaco vectorial
orientado (E, o), diz-se que uma base u de E ¢é directa se u € o.

Uma base u determina uma orientagio de E, a classe de equivaléncia de u. Por

abuso de linguagem, falaremos do espago vectorial orientado (E, u).

39 Exemplo A base canénica e = (ey,...,e,) de R"™ define uma orientagao de
R, dita a orientacao candnica.
Dada uma base u = (uy,...,u,) de R™, onde

n

uj=2aijei, 1 SJ Sn,

i=1

u ¢ directa se e s6 se det(a;;) > 0. Na verdade, M (e, u) = (ai;).

40 Proposicao Sejam E e F espacos vectoriais orientados e seja f : E — F
uma aplicagao linear bijectiva. Sao equivalentes:

i) Existe uma base directa u de E cuja imagem por f é uma base directa de F.
ii) Toda a base directa de E € transformada por f numa base directa de F.

iii) Dadas bases directas v de E e w de F, a matriz de f em relacio a estas bases

tem determinante maior que 0. I

Se uma aplicacao linear bijectiva f, entre espacos vectoriais orientados, verifica as
condicoes da proposigao acima, dizemos que f preserva as orientagoes. Caso

contrario, dizemos que f inverte as orientacoes.

Exercicios

41 a) Diga quais das seguintes aplicagoes lineares bijectivas preservam as ori-
entagoes.
i) f:R? — R2, definida por f(z,y) = (—y, z).
ii) g: R® — R3, definida por g(z,y, z) = (z, 2, —y).

iii) f, : R"® — R", definida por fo(x1,...,2Zn) = (Zo(1),- -1 ZTo(n)), Onde @

¢ uma permutacio de {1,...,n}.
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b) Sendo f, : R* — R" definida por f,(z1,...,3,) = (Eopays v+ 1 Bony)s Obide:a@

¢ uma permutagao de {1,...,n}, mostre que sinal(f,) = e(c). (Ver (1.13).)

42 Demonstre a proposigao 40.
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1.5 Espacgos Euclideanos

Chama-se produto interno de E a uma forma bilinear nio degenerada definida
positiva ¢ : E x E — R. Dado um produto interno ¢ : E x E — R, geralmente
denotamos ¢ por - e @(z,y) por z-y (z,y € E).

43 Exemplo Seja E = R" e seja
n
play) =z-y=7) i
i=1

A aplicacdo (z,y) — z -y é um produto interno de R, chamado produto interno

candnico de R™.

Chama-se espago euclideano a um par (E, ), onde E ¢ um espago vectorial de
dimensio finita e (u,v) — w-v ¢ um produto interno de E.
Dois vectores u, v de um espago euclideano (E, +) dizem-se ortogonais se u-v = (.

Sejam E um espago euclideano e u € E. Chama-se norma euclideana de u a
llull = Vu-u.

44 Proposigao Seja (E,-) um espago vectorial euclideano. Temos que

i) |lul| = 0, para todo o u € E. Além disso, ||ul| =0 se e s6 se u= 0.

ii) ||au|| = |a| ||u]|, para todo 0 a € R e todo o u € E.

iii) |u-v| < ||ul| ||v]|, para todo o u, v € E (desigualdade de Schwarz).

iv) ||u+v|| < ||u|| + ||v||, para todo o u, v € E (desigualdade triangular).

Demonstragao. As afirmacdes i) e ii) sao evidentes. Se v = 0, iii) é evidente.

Suponhamos que v # 0. Resulta da afirmacao i) que
(v-v)u—(u-v)v) - ((v-v)u—(u-v)v) >0.

Como tal,

(v-v)}(u-u) = (u-v)*(v-v) 20

Logo,
ol 141wl = (u - 0)?[l0]|* 2 0,
Il (el Pllolf* = (u - v)?) 2 0,
(u- v)? < lul?|lvll?,
, u - o] < Jful] [|v]].
A afirmacio iv) resulta da afirmagdo iii). 1



Resulta da desigualdade de Schwarz que, dados vectores néo nulos x, y pertencentes

a um espaco vectorial euclideano, se tem

Ty
e =

Como tal, existe um e um s6 nimero real #, 0 < @ <, tal que

Ty
(] [yl

O nimero real € diz-se o angulo determinado por z e y. Vamos denotd-lo por

cosfl = (1.14)

Z(z,y). Obtemos, assim, a férmula
z -y = [|z]| ||yl cos(L(z,y)).
Exercicios

45 Seja (E,y) um espago euclideano. Seja F um subespaco vectorial de E.

Mostre que a restrigdo ¢ de ¢ a F x F é um produto interno.

46 Dados dois vectores z, y pertencentes a um espaco vectorial euclideano, mostre
que :

a) Se A, u €]0, 400, entdao Z(Az, py) = L(z,y).

b) L(-z,-y) = L(z,y).

¢) L(-z,y) = L(z,~y) =7 — L(z,y).

47 Consideremos em R? o produto interno canénico. Mostre que, se 0 < 8 < I,
P que, 2

entdo Z((1,0),(1,tgh)) = 6.

tge— — -

I
If

sin@— =
I

cos 8 1

48 Seja E um espago euclideano.
a) Prove a desigualdade triangular.
b) Mostre que

[+l + [lu = v]|* = 2ju)|® +2]|v]|? (1.15)

para quaisquer u,v € E.

c) Justifique por que razio 4 igualdade (1.15) é denominada igualdade do parale-

logramao.




Um sistema de vectores nao nulos (uy,...,u;) diz-se ortogonal se u; é ortogonal

ortogonal a uj, para i # j; diz-se ortonormado se, além disso, ||u;|| =1, 1 <i < k.
ortonormado

49 Lema Um sistema ortogonal de vectores nio nulos € linearmente indepen-

dente.

Demonstragao. Suponhamos que existem Aq,..., Ax € R tais que Z:‘;l Ay =
0. Entao,

k
Y i) u; =0, 1<ji<k
i=1
Como tal, Aj||u;||* = 0, para todo 0 j, 1 < j < k. Sendo u; # 0, para todo o 7,

concluimos que os escalares A; sdo todos nulos. |

50 Teorema Todo o espago euclideano admite uma base ortonormada.

Demonstragao. Seja (vy,...,v,) uma base de um espaco euclidiano E. Tomemos

U1
Uy = s
||'U1H
wy = vp— (v2-uy)ug,
w2
Uy = —,
szf[

Temos que wy, up tém norma 1 e

uy - W uy - (vg — (va - ug)uy)
= up-vp — (vg - ur)(ug - ug)

f-—2 0.
Como tal, o sistema (11, u2) é ortonormado. Iteremos o processo. Suponhamos que

(1,3 Uk, Vg1, ..., ,) € uma base de E e que o sistema de vectores (uy, ..., uy)

é ortonormado. Tomemos

k
Wil = Vkyl — Z('Uk+1 - Ui Ui,
=1
s, = W41
" [|wi41]|
k
= Okpro g — [ D (Ukr - w)ug | -y
=1
k
= Okpro g — 3 (Vkgr - wi)(ui - ug)
=1

= Uk41Uj — Vg4l * Uy

0.

I




Concluimos que o sistema de vectores (uy,...,ug41) é ortonormado. |

51 Proposigao Seja E um espago vectorial euclideano, F wm subespaco vectorial
de EeFt ={zeE:x-y=0, para todo oy € F}. Entdo F é um subespago
vectorial de E e

E=F@F. (1.16)

Além disso,
(FHyt =F.

Demonstragao. A parte mais delicada da demonstragiao é a prova de (1.16).
Envolve a utilizagao do teorema da completagao da base e 0 método de ortogonal-

izagao de Gramm-Schmidt. |

O subespaco vectorial F+ diz-se o complemento ortogonal de F em E.

52 Proposigao Seja u = (uy,...,u,) uma base ortonormada de um espago

euclideano (E..). Dado u € E, tem-se que

n
il = Z(u U U

i=1
Demonstragao. Existem ay,...,a, € R tais que u = | a;u;. Temos que,

para cada j € {1,...,n},

n
u-u; = (Z aiui) s Uy

i=1
n

= Y ai(uuy)

i=1

n
= E a16ij

i=1

= ﬂj. I

53 Lema Sejam E e F dois espagos euclideanos. Sejamu = (uy, ..., uy) e v =
(v1,....v,) bases ortonormadas de E ¢ ¥, respectivamente. Dada uma aplicagao

linear [ : E — F, a sua matriz em relagao as bases u e v ¢
(vi - f(u;).

Demonstragao. Seja (a;;) a matriz de f em relagio as bases do enunciado. Entao

P
f(u;) :Z@iﬂh‘, 1<j<n

» j=]

Como tal, v; - f(u;) =a;j, 1<j<n, 1 <i<p. |

41
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Exercicios
54 Prove a proposi¢ao 51.

55 Seja E um espago euclideano e sejam uw,v € E tais que ||u|| = 1 e v # 0.
Mostre que

(v-u) u=|v|]| cos( £(u,v)) u.

56 Na demonstracdo do teorema 50 define-se uy = (1/||wg||)wk, admitindo que

[|wg|| # 0. Mostre que, para todo o k, wy # 0.



1.6 Produto Externo e Produto Misto

Seja (E, ) um espago euclideano de dimensao trés.

57 Teorema Dados u,v € E, existe um e um sé vector w € E tal que
1. w € ortogonal a u e v.
2. [[wll? + (u- )2 = [lul2llv]?

3. Se u e v sao linearmente independentes, entao (u,v,w) € uma base directa
de E.

Vamos denotar o vector w por u x v. Chamamos a v x v o produto externo de

uev.

Demonstragao. Provemos a unicidade. Se (u,v) é um sistema linearmente de-
pendente, entdo (u-v)? = [[u||? ||v]|%, logo w = 0. Se u e v sio linearmente
independentes, entdo < u,v > é um espaco vectorial de dimensio 1. Seja wg um

gerador de < u,v >* de norma 1. Existe A € R tal que w = Awq. Por 2,
AL = Il 2 [Jo][* = (u-v)%

Existe € € {0,1} tal que A = € |A|. O valor de € é determinado pela condi¢do 3. O

vector w = € |A |wp verifica as condiges do enunciado. 1

58 Teorema Seja (e, eq,e3) uma base ortonormada de um espago euclideano

de dimensao 3. Dados u,v € E,

u = Tje] + Taez + T3ez,
v = €1+ yaez + yses,
temos que
iy | 3 1 3, 1 2 es.
Y2 Y3 Y1 Y3 i Y2

Demonstragao. Basta mostrar que os vectores u,v,u x v verificam as condigoes

do teorema 57. |

59 Corolario Seja E um espago euclideano de dimensdo 3. A aplicagdo x :

E x E — E € bilinear e anti-simétrica. 1

60 Proposigao Seja (e, ea,e3) uma base ortonormada de um espago euclideano

de dimensao 3. Se

3
U = Z aije;,
J=1

uXv
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entao,
ayp a2z Qi3
(ug x ug) -ug = |an azx a|. |
31 azz Qa3

61 Corolario Os vectores uy,us, u3 sao linearmente independentes se e sd se
(w1 % ug) - ug # 0.
62 Nota Dados vectores uy,us, ug de um espago euclideano de dimensio 3 e
nimeros reais a;, b;, 1 <1 < 3, vamos definir
Uy U2 ug

ay a2 dasz|:=
by by by

az das
by b3

ay dasg

U1 1 p by

Uz

Esta defini¢gido é uma mnemdnica e uma forma abreviada de exprimir o produto

externo de dois vectores (ver o exercicio 65).

63 Proposicao Se u e v sdo dois vectores linearmente independentes de R?,

entao

& B DTSCERYD | (1.17)

Demonstragao. Resulta da definigio de produto externo que uxv € < u,v >+,

Assim

<uxv>C<uv>t. (1.18)

Se u e v sao linearmente independentes, entdo uxv # 0. Assim, dim < u,v >+= 2,

dim <u,v >t = 1, (1.19)
dim<uwxv> = 1. (1.20)
A afirmagao 1.17 é uma consequéncia imediata de 1.18, 1.19 e 1.20. 1

Exercicios

64 Calcule os produtos externos seguintes.

a) (Aﬁj’oﬂ_g) X (Jgéa_ﬁ ﬂ)

3173
b) (cos8,sind,0) x (cosp,sin g, 0).

c) (cosa,sina,0) x (1,0,0).

65 Seja (e1,e,,e3) uma base ortonormada de um espago euclideano E. Sejam

3 3
u=) . ,08i€, v=>,_, be; Mostreque

ey €2 €3
’ UuXxXv= ((;'1 X €y - 6‘3) a; az ag
by bg !)3
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66 Sejam wu,v vectores linearmente independentes de um espaco euclideano E.
Seja w = u x v. Assim (u,v,w) é uma base de E. Exprima os vectores u x w e

v % w como combinagao linear dos elementos dessa base.

67 Sejam u e v dois vectores de um espago euclideano de dimensao 3.
a) Mostre que ||u x v||? + (u-v)? = [|u|? ||v||*.
b) Mostre que se u e v sdo nio nulos, entio

[l > wf| = [Jul| ]]] sin £(u, v).

68 a) Sejam x,y, u,v vectores de um espaco euclideano de dimensao 3. Mostre
que
ToUu Y- u

Ryl xn)=, o jo

b) Dados vectores u,v,w de um espago euclideano de dimensiao 3, compare os

numeros reais

UXV- W, UXW- U, VX WU,

UXUW, WX UV, WXV U

c) Seja A a drea do tinico paralelogramo de R? com vértices nos pontos (0,0), u =
(a,b) e v = (¢,d). Mostre que

ab2

2 _
A_c:d

Sugestao: Observe que
(u-u u-v) _ (a b) (a c)
vou o v-v c d b d)”
69 Seja V' o volume de um paralelepipedo de R?® com vértices em O, u, v, w.
a) Mostre que V = |(u x v) - w).

b) Mostre que

U-u UV U-Ww
Vi=|v-u vv veow
wew u-v Ww-ew

70 a) Demonstre o teorema 58.
b) Demonstre o corolario 59.
¢) Demonstre a proposigiao 60.

.

d) Demonstre o corolario 61.
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1.7 Abplicagoes Lineares Simétricas

Seja E um espaco euclideano. Uma aplicagio linear A : E — E diz-se simétrica
ou autoadjunta se

Av-w = Aw - v,

para todo o v,w € E. Seja e = (ej,...,e,) uma base ortonormada de E. Seja

(a;;) a matrix de A em relagdo & base e. Entdo

A5 = Aei T €5
— Ae_;,‘ * €4
= Qj;.

Concluimos que uma aplicago linear é simétrica se e sé se a sua matriz é simétrica
em relac¢io a qualquer base ortonormada de E.

Chama-se vector proéprio de uma aplicagao linear A : E — E a um vector
nio nulo u € E tal que existe A € R tal que Au = Au. Diz-se entio que \ é
o valor préprio associado ao vector préprio u. Uma aplicacio linear A diz-se
diagonalizavel se existe uma base de E em rela¢iao a qual a matriz de A é uma
matriz diagonal. Uma aplicagao linear A diz-se escalar se existe A € R tal que
Au = Au, para todo o u € E.

Uma aplicagao linear A é diagonalizdvel se e s6 se existe uma base de E formada

por vectores proprios de A.

Lembramos o seguinte resultado.

71 Teorema Uma aplicagao linear simétrica tem uma base ortonormada for-
mada por vectores proprios. Em particular, todos os valores préprios de uma

matriz simétrica sao reais.

72 Corolario O determinante de wna matriz simétrica de tipo n X n ¢ igual ao

produto dos seus valores proprios.

Demonstragao. Seja f: R™ — R" a aplicagao linear simétrica cuja matriz em
relagdo a base canénica de R é A. Seja (uy,...,u,) uma base ortonormada de
R" formada pelos valores préprios de A. Para 1 < i < n, seja A\; o valor prdprio
associado ao vector préprio u;. Existe uma matriz invertivel U tal que
M
A=U"1 b U.
An

Entao

det A = detU 'A;---AydetU

= )\1"'/\11- l
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73 Exercicio Seja E um espaco euclideano de dimensao 2. Mostre que uma
aplicagao linear A : E — E é simétrica se e sé se existe uma base (e, e3) de E tal
que

Aeq - ey = Aey - €.

a7



2. Calculo Diferencial



Este capitulo destina-se a relembrar os conceitos fundamentais de Topologia, no

quadro dos Espagos Métricos, bem como os conceitos fundamentais do Calculo

Diferencial a varias variaveis.
Objectivos:

e Relembrar os conhecimentos fundamentais da Teoria dos Espagos Métricos,

consolidando-os.

e Relembrar os conceitos fundamentais do Cédlculo Diferencial, consolidando-

08S.

2.1 Numeros Reais

O conjunto dos ntiimeros reais é um corpo ordenado. Assim, dados z,y,z € R, se

r<y,entaio r+z<y+ze —x>-—-y;sex<yez>0 entdo zxr < zy.

Diz-se que um nimero real ¢ um majorante de A se, para todooxz € A, z < m.
Diz-se que A ¢ majorado se A tem um majorante. Diz-se que s é um supremo
de A se s ¢ um majorante de A e sempre que m ¢ um majorante de A, s < m. Se
s e t sao dois supremos de A, em particular s e ¢ sdo majorantes de A. Resulta
da definicao de supremo de A que s <t et < s. Concluimos que o supremo de
um conjunto A, se existir, é tnico. Vamos denota-lo por sup(A). Se A nao for
majorado, diremos que o supremo de A é +co0. Se A for o conjunto vazio, diremos
que o supremo de A é —co. Se o supremo do conjunto A existir e pertencer ao
conjunto, vamos chamar-lhe maximo de A e denota-lo por maz(A). Deixamos
ao cuidado do leitor mostrar que todo o conjunto finito tem um maximo.

Dualmente, diz-se que um numero real m é um minorante de A se, para todo
r € A, x > m. Diz-se que A é minorado se A tem um minorante. Diz-se que
i ¢ um infimo de A se ¢ ¢ um minorante de A e sempre que m é um minorante
de A, i > m. O infimo de um conjunto A, se existir, é tinico. Vamos denoté-lo
por inf(A). Se A ndo for minorado, diremos que o infimo de A é —oo. Se A for
o conjunto vazio, diremos que o infimo de A é +0c. Se o infimo do conjunto A
existir e pertencer ao conjunto, vamos chamar-lhe minimo de A e denoté-lo por

min(A).

4
O conjunto dos nimeros racionais também é um corpo ordenado. O conjunto dos

nimeros reais é caracterizado pela seguinte propriedade:

supremo

infimo

51
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Todo o subconjunto nao vazio de R que seja majorado tem supremo.
Seja —A = {—z:z € A}.

74 Lema Um subconjunto A de R é majorado se e s6 se —A € minorado. Se

A € minorado, entdo A tem infimo e inf(A) = —sup(—A).

Demonstragio. Se A é majorado, existe m € R tal que, para todo o = € A,
z < m. Se x € —A, deduzimos sucessivamente: —x € A, —z <m, z > —m. Logo,
—m é um minorante de —A e como tal, —A é minorado. Se A é minorado, seja s
o supremo de —A. Entdo —s ¢ um minorante de —A. Se m é um minorante de A,
entio —m ¢ um majorante de A, logo, —m = s. Assim, m < —s e como tal, —s ¢

o infimo de A. 1

75 Exercicio Mostre que:
i) Todo o conjunto finito nao vazio admite um maximo.

ii) Se A e B séo conjuntos majorados e nao vazios, entdio A U B é um conjunto

majorado e sup(A U B) = maz{sup(A), sup(B)}.

iii) Se A € R, A # 0 e A é um conjunto majorado, entdo A + A é majorado e
sup(\ + A) = A + sup(A).

iv) Se A e B sio conjuntos majorados e nao vazios, entdo A + B é um conjunto

majorado e sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

v) Se A é um conjunto majorado e nao vazio e A € R, A > 0, entdo AA é um

conjunto majorado e sup(AA) = Asup(A).

vi) Dualize os enunciados das alineas anteriores. Demonstre os novos enunciados

que obteve.

Resolugio de iv). Sejam s = sup(A), t = sup(B). Se z € A ey € B, entao
r<s, y<t,logo, z+y < s+t. Seja m um majorante de A + B. Basta ver que,
para todo o € > 0, m > s+t — e Existem z € A, ye Btaisquez >s—¢/2
y>t—¢/2. Assim,m >s+1—¢




2.2 Espagos Métricos

76 Definicao Dado um conjunto X, uma aplica¢do d : X x X — R diz-se uma

métrica ou distancia de X se para quaisquer x,y,z € X, se tem:
a) d(z.y) =0,

b) d(x,y) = d(y, x),

c) d(z,z) <d(z,y) + d(y, 2),

d) d(z,y) =0seesésex=y.

O par (X, d) diz-se um espago métrico.

77 Exemplo Dados um espaco euclideano E e um subconjunto X de E, a
aplicacao d : X x X — R definida por d(z,y) = |ly — z|| é uma métrica. Em

particular, R” tem uma estrutura canénica de espago métrico.
Seja (X.d) um espago métrico. Dados a € X e € > 0, chama-se a
Bi(a) = {z € X : d(z,a) < €}
a bola aberta de centro a e raio ¢. Chama-se a
—Ef(a) ={z € X :d(z,a) < €}

a bola fechada de centro a e raio e. Sempre que nao haja dividas sobre qual
a métrica em questdo, omitiremos d, escrevendo apenas B,(a), B (a).

Dados A € X e a € X, diz-se que A é vizinhanga de a em X (relativamente a
métrica d) se existe € > 0 tal que B%(a) C A. Dado A C X, diz-se que um ponto
@ e X éinterior a A em X se A é vizinhanca de @ em X. Chama-se interior de
A em X ao conjunto intyx(A), dos pontos interiores a A em X.

Dado A © X, diz-se que um ponto a € X ¢é aderente a A se para toda a vizinhanga
Vdeaem X, ANV # . Chama-se aderéncia de A em X ao conjunto adx (A)

dos pontos de X aderentes a A.

78 Nota Quando nio existe risco de confusdo, escrevemos ad(A) e int(A), em
vez de ady (A) e intx (A). No entanto, convém ter sempre presente qual € o espago

métrico subjacente. (Ver exercicio 101.)

Um conjunto diz-se aberto se é igual ao seu interior. Um conjunto diz-se fechado
se ¢ igual & sua aderéncia. Seja (X,d) um espago métrico. Um subconjunto A de
X diz-se limitado se existe M > 0 tal que d(z,y) < M, para quaisquer z,y € A.

 d

Lembramos que

e Uma uniao de conjuntos abertos ¢ um conjunto aberto.

espago
métrico
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e Uma interseccao finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto.
e Uma unido finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

e Uma intersecgao de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Um conjunto é aberto se e s6 se 0 seu complementar é fechado.

e Uma unido finita de conjuntos limitados é um conjunto limitado.

79 Definicao Sejam X,Y dois espagos métricos. Uma aplicagdo f : X — Y

diz-se continua se, para todo o aberto U de Y, f~1(U) é um aberto de X.

Uma aplicagio f : X — Y diz-se um homeomorfismo sobre a sua imagem se fé
continua, f é injectiva e a sua inversa é continua. Uma aplicagdo f: X — Y diz-se

um homeomorfismo se f(X) =Y e f é um homeomorfismo sobre a sua imagem.

Seja X um espago métrico. Chama-se sucessao de X a uma aplicagéo x : N — X.
Vamos representar a aplicagao  por (n), onde z, = x(n), para todo o n € N.
Uma sucessao (yn) diz-se uma subsucessao de (z,) se existir uma aplicagao o :
N — N, estritamente crescente, tal que Yn = To(n), Para todo o n € N. Diz-se
que uma sucessao (z,) de pontos de um espago métrico X converge para T € X
((xn) — ), se para toda a vizinhanca V de z, existe ng € N tal que, se 1 > no,
Tz, € V.

As afirmacdes seguintes sio equivalentes.
o (z,) — 2.
o V6 >0 3ng:Vn > ng d(Zn,x) <6
e (d(zp,z)) — 0.

Sejam X e Y dois espagos métricos. Dados A C X, a € ad(A) e uma aplicagao
f:A— X, dizse que b € Y & limite de f em a (b = limz_.q f(z)) se, para
toda a vizinhanca W de b em Y, existe uma vizinhanca V de a em X tal que

F((VvnA)\{a}) cW.

As afirmacoes seguintes sao equivalentes.
o b= limy_, f(z).
eV6>03e>0:x€Ah e 0 < d(z,a) < e = d(f(z), f(a)) <o
e Se (z,) C A\ {a} e (zn) — @, entdo (f(zn)) — f(a).

80 Proposigao Seja X um espago métrico e seja B um espago euclideano de

dimensao n. Sejam A C X, a € ad(A), C e Eeu= (U1,...,un), wma base



R

ortonormada de E. Sejam f: A—-Ee fi: A— R, 1 <i<n, aplicacdes tais

que
f=C+ Z fiu.
=1
Entao limy_, f(z) = C+ 3.1, biu; se e s6 se limg_, fi(z) =b;, 1<i<n.

Demonstragao. Seja (z,) C A uma sucessao convergente para a. Entdo, como

a base (u) é ortonormada,

(f(zz)) = C+ Z b (flzn)—-0C) — Zbiui
i=1 i=1

=
= ((f(zn)—C)-uj)—b;, 1<j<n
=

(Zfi(i'n)ui 'uj) by L7380

i=1

= (fi(zn)) = b, 1S5 <. i

81 Corolario Sejom X um espago métrico, A C X, f: A —=R", f;: A —
R, 1 < i < n, aplicagoes tais que f = (fi,...,fn). Dados a € ad(A),b =
(b1,...,b,) € R", temos que

I, flz) = b= limppfil@) = by 1 <1< |

82 Defini¢cao Sejam X e Y dois espagos métricos . Uma aplicacio f: X — Y

diz-se continua no ponto a € A, se limg—.f(z) = f(a).

83 Teorema Sejam X e Y dois espagos métricos. Uma aplicagao f: X —Y é

continua se e 50 se é continua em todos os pontos. |

Diz-se que @ é um sublimite de uma sucessao (z,), se existe uma subsucessdo (y,,)

de (x,) que converge para a.

84 Definicao Um subconjunto K de um espago métrico diz-se compacto se

toda a sucessao (z,,) de elementos de K tem um sublimite em K.

85 Definicao Seja X um espago métrico e seja A um subconjunto de X. Diz-se

que uma familia (U;);e; é uma cobertura aberta de A se A C Ujer(Us).

86 Teorema Seja X um espago métrico. Um subconjunto K de X € compacto
se e s0 se para toda a cobertura aberta (U;);e; de K, existe Iy C I finito, tal que

(U)ier, € uma cobertura aberta de K.

87 Teorema Seja X um espago métrico e seja A um subconjunto de X .

i) Se X é compacto, o conjunto A € compacto se e 56 se € fechado.

55




ii) Se o conjunto A é compacto, entdio € fechado e limitado.

88 Teorema Um subconjunto de R™ é compacto se e sd se é fechado ¢ limitado.

89 Teorema Sejam X,Y dois espacos métricos e seja f : X — Y wma aplicagao

continua. Se K C X € compacto, entdo f(K) é compacto. I

90 Corolario Sejam X um espago métrico e A um subconjunto compacto de

X. Seja f: X — R uma aplicagdo continua. Entiao f(A) tem mdzximo e minimo.

91 Teorema Sejam X,Y dois espagos métricos. Seja f : X — Y uma aplicagao
continua e injectiva. Se X € compacto, entdo f € um homeomorfismo sobre a sua

tmagem. |

92 Exemplo Sejam X = [0,2x[, Y = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1}. Seja
f: X — Y definida por f(t) = (cost,sint). A aplicacdo f é continua e bijectiva.

A sua inversa g nao é continua porque

(ccs (27r - 71—1) ,sin (217 - ?1—1)) — (1,0),
g (cos (2# - %) ,sin (27r— %)) =27 — %, g(1,0)=0e
(oe-1) o

Nio estamos na presenga de um contra-exemplo ao enunciado do teorema anterior,

porque o conjunto X néo é compacto.

93 Definicao Diz-se que um espago métrico X é conexo por arcos se, dados

a,b € X, existe uma aplicagdo continua v : [0,1] — X tal que v(0) = a e (1) = b.

94 Definicao Diz-se que um espago métrico X é conexo se, dado A C X,
A aberto e A fechado = A=0 ou A=X.

Seja X um espago métrico. Vamos considerar em X a relacao x definida por zyy
se existe uma aplicagio continua -y : [0,1] — X tal que 7(0) =z e (1) = y. A
relacio y é uma relagio de equivaléncia. Vamos chamar as classes de equivaléncia

de y as componentes conexas por arcos de X.

95 Proposigao Sejo A um subconjunto de R. Sao equivalentes:

e A € conerxo.

o A é conero por arcos.




|

o A ¢ um intervalo. 1
96 Proposicao Um espago métrico conexo por arcos € conexo.

Demonstragao. Suponhamos que X é um espaco métrico conexo por arcos que
nio ¢ conexo. Entdo existe U C X tal que U é aberto, fechado, nao vazio e
diferente de X.

Fixemos a € U, b € X \ U. Como X ¢é conexo por arcos, existe uma aplicagio

continua v : [0,1] — X tal que v(0) = a, (1) = b. Temos que
e v~ YU) é aberto em [0,1].
o v~ 1(U) é fechado em [0, 1].
e 0y (V).
o 1 &y 1.
Pela proposi¢ao 95, chegamos a um absurdo. 1

97 Proposicao Dados dois espagos métricos X, Y e uma aplicagdo conti-
nua f: X — Y, se A C X € conexo por arcos, entao f(A) € conexo por ar-

COS.

Demonstragio. Fixemos a,b € f(A). Existem ag,by € A tais que f(ag) = a e
f(by) = b. Como A é conexo por arcos, existe v : [0,1] — A, continua, tal que
v(0) = ag., ¥(1) = bp. Seja § = fo~. A aplicagdo 6 : [0,1] — f(A) é continua,
5(0)=aed(l) =0 1

Seja X um espaco métrico. Uma sucessio (z,,) de elementos de X diz-se de Cauchy
se

V6 >0 dng: Yn>ng Vm > ng d(a,,zm) <e.

Uma sucessio de Cauchy é uma sucessio cujos termos estio todos muito perto

uns dos outros, a partir de certa ordem.

98 Proposigao i) Toda a sucessio de Cauchy é limitada.

ii) Toda a sucessao de Cauchy com um sublimite ¢ convergente. |

Um espaco métrico (X, d) diz-se completo se toda a sucessao de Cauchy de X é

convergente. O espago métrico R é um exemplo de um espago métrico completo.
Seja E um espaco vectorial. Uma aplicagio p: E — R diz-se uma norma se

a) p(z) 20, Vo € E.

b) p(z +y) < p(z) +py), Vz,y € E.

c) p(Az) = [A| p(z), Yz € E, VA€ R.




d) plz) =0<=z=0.

Se p é uma norma de E, entdo a aplicagio d : E x E — R definida por d(z,y) =
p(y — x), é uma distancia, a distancia associada & norma p.

Chama-se espago normado a um par ordenado (E, p), onde E é um espago vectorial
e p ¢ uma norma de E. Um espago normado diz-se um espago de Banach se o
espago métrico associado ¢ um espago métrico completo. Um espago euclideano é
um espago de Banach.

Exercicios

99 Seja (X, d) um espago métrico. Dado A C X, chama-se diametro de A ao

supremo do conjunto {d(z,y) : x,y € A}. Mostre que:
a) O diametro da bola aberta de X de centro a e raio € é menor ou igual a 2e.
b) O diametro da bola aberta de R"™ de centro a e raio € é 2e¢.

¢) O diametro de R™ é +oo0.

100 Dado um conjunto X, uma aplicagio d : X x X — [0,+0c0] diz-se uma

pseudo-métrica se para quaisquer z,y, z € X,
o d(z,y) = d(y,z),
o d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2),
o d(z,y) =0seesser=y.

Seja d : X x X — [0, +00] uma pseudo-métrica.
Seja d: X x X — R definida por

d(z,y) = min{d(z,y),1}.

a) Mostre que d é uma métrica. A aplicagio d diz-se a métrica associada & pseudo-
métrica d.
b) Mostre que se d é uma métrica, entdo um subconjunto U de X é aberto para

a métrica d se e sé se é aberto para a métrica d.

101 Sejam X =R?, YV = {(z,y,2) € X : 2=0}, Z={(z,y,2) e X : 2+ <
1}, D ={(z,y,2) € X :2* +y* < 1, z = 0}. Determine os seguintes conjuntos:

a) intx (D). d) adx (D).
b) inty (D). e) ady (D).
c) intz(D). f) adz (D).

102 Prove a afirmagao feita no exemplo 77.




103 Sejam X um conjunto, (Y, d) um espago métricoe f : X — Y uma aplicacgao.

Mostre que a aplicagdo dy : X x X — R definida por ds(z,y) = d(f(z), f(¥)), é

uma métrica se e sé se f é injectiva.

104 Sejam (X,dy) e (Y,dy) dois espagos métricos. Uma aplicagio f: X — Y

diz-se Lipschitziana se existe k > 0 tal que

para quaisquer z,y € X. Mostre que uma aplica¢ao Lipschitziana é continua.

105 Seja E um espago euclideano e seja S = {z € E : ||z]|| = 1}. Seja P =
{{z,—z}}:2 € X}. Seja [z] = {z,—z}, paratodooz € S. Sejad:PxP —= R
definida por

d([z], [y]) = min{d(z,y), d(z, —y)}.

a) Mostre que d é uma métrica em X.
b) Mostre que a aplicacdo de S em P definida por x — [z] é continua.
106 a) Prove a proposigio 98.

b) Mostre que uma sucessao (ug), up = (Ug,1, ... ,Ukyn), ¢ Uma sucessao de
Cauchy se e s6 se as sucessoes das suas componentes (ug;), i = 1,...,n

sao sucessoes de Cauchy.
¢) Mostre que R™ é um espago métrico completo.

107 Seja X um espago métrico compacto e seja E um espacgo métrico euclideano.

Seja C(X,E) o espaco das aplicagoes continuas de X em E. Para cada f €
C(X,E), seja || flloc = sup,ex |f(2)]-

a) Mostre que ||f||oc € uma norma.

b) Mostre que C(X,E) é um espago de Banach.

Sugestao: Mostre que se (f,) ¢ uma sucessio de Cauchy de C(X,E), entao
existe lim, oo fu(z) para todo o 2 € X. Tomando f(z) = limy—oo fu(x),

teimos que f é continua e limy—yool|fn — flleo = 0.
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2.3 Fungoes de uma Variavel Real

Sejam I um intervalo aberto de R e E um espago euclideano. Diz-se que f : I — E
é diferencidvel em a € I, se existir o limite da fungao
fla+h) - fla)
h 1
quando h — 0. Define-se entdao a derivada de f no ponto @, por

fla+h) — f(a)

r .
M=y~ a8

Define-se

limaf (1) = (a).
Diz-se que f é diferenciavel em I se f é diferencidvel em todos os pontos de I.
Diz-se que a aplicacio f é de classe C° se for continua. Diz-se que f é de classe
C", r inteiro positivo, se f for diferencidvel e a sua derivada for de classe C™~1.
Diz-se que f é de classe C™ se f for de classe C" para todo o r = 0.
Dado um intervalo aberto I de Re f: I — R", f = (f1,...,fn), a fungdo f
é diferencidavel em a € I se e s6 se fi,...,fn sao diferencidveis em a. Além disso
f'(a) = (fi(a),..., fi(a)). A fungao f diz-se diferencidvel em I se f é diferencidvel
em todos os pontos de [.
Sejam I um intervalo de R e a € I. Seja f : I — R™ uma fungdo de classe C*.

Vamos definir ), 0 < j <k, por indugdo em j, do seguinte modo:
= 4
= f,
f(‘l) = (f(l})”

fO = (pUmvy,
Se fU) é diferencidvel no ponto a, define-se £+ (a) = (f@)(a).
Seja E um espago euclideano. Seja r € N U {c0}. Dados a,b € R, uma fungao
f @ la,b] — E diz-se de classe C” em [a,]] se existe uma fungao diferencidvel
f:]a —€,b+ ¢[— E tal que f|iﬂ‘b] = f.
108 Teorema Seja I um intervalo aberto de R. Seja f : I — R uma aplicagao
de classe C'. Dados a,b € R, a < b, eristec€ R tal quea <c<be

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a). |
Seja u = (u1,...,u,) uma base ortonormada de E. Se f: I — Ee f; : [ —
R, 1 <1i < n, sdo tais que
n
» f = + Z f‘iuia
=1
entdao f é de classe C” se e s6 se f1,..., fn sdo de classe C7.
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109 Teorema (Férmula de Taylor) Ser > 1 e f: 1 — E ¢ de classe C”,

entao para todo o a € I, existe € : I — E, tal que
a) or (t—a)"
f(t) = f(a) + Z e O LR Sl

e lim,_,, €(t) = 0.

Ser>1le f:I— Eédeclasse C", chama-se a
# :
(t—a) .
f@)+) D) (2.1)
j=1 -
a aproximagao de ordem r da fungdo f no ponto a e escreve-se

£(2) +§: E=9F ()

Ser = 1,2,3, dizemos que (2.1) é respectivamente a aproximagao linear, quadratica

e ciibica de f no ponto a.

Vamos supor que o leitor estd familiarizado com a teoria da integragao de funcdes
reais continuas definidas em intervalos compactos. Lembramos que para toda a

fungao continua f : [a,b] — R, f e |f] sio integraveis e

fbf <

Lembramos a Férmula de Barrow:

b

| f]- (2.2)

110 Proposicao Dada uma fungao F : [a,b] — R, de classe C', se F' = f,

entao f € integrdvel e
b
[ f=Fo-F@.

A Férmula de Barrow e a desigualdade (2.2) tém generalizagoes naturais ao quadro

das fungoes vectoriais de uma variavel real.

111 Proposicao Dada uma fungio F : [a,b] — R", de classe Cl,se f = F,

entao

b
/f:F@~F@. I

112 Proposigao Dada uma fun¢ao continua f : [a,b] — R", f e ||f|| sdo in-

S/ﬂbllfl[- i

tegrdveis e
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A Férmula de Barrow para fungoes vectoriais é consequéncia imediata da Férmula
de Barrow para funcoes escalares. A prova da proposi¢do 112 é semelhante a
prova do seu caso particular para fungbes escalares. Trata-se de uma variante

mais sofisticada da desigualdade

k

D

i=1

k
<3 lull,
i=1
valida para qualquer familia finita de vectores de R".

Exercicios

Seja I um intervalo aberto de R e seja E um espago euclideano. Se u,v: I — E,
definimos u - v : I — R por (u-v)(t) = u(t) - v(t). No caso de E ter dimensao 3,
definimos ainda u x v: I — E por (u x v)(t) = u(t) x v(t).

113 Mostre que se u,v sdo de classe C', entdo u - v é de classe C' e
(w-v) =v -v+u-v.

114 Mostre que se E tem dimensio 3 e u,v sio de classe C!, entdo u x v é de

classe C! e

(uxv) =v xv+uxv
115 Suponha que E tem dimensido n. Sejam uy,...,u, : I — R" fungoes de
classe C! tais que (u1(t),...,u,(t)) é uma base ortonormada, para todo o t € I.

Seja u;; a j-ésima componente do vector u;, 1 < 4,7 < n. Mostre que a matriz
(uj;(t)) é anti-simétrica, para todo ot € I.

(Lembramos que wma matriz quadrada A = (ai;) se diz anti-simétrica se a;; =

—a;;, para quaisquer ¢, 7.)




2.4 Funcoes de Vadrias Varidveis Reais

Sejam E,F dois espacos euclideanos de dimensées n e p, respectivamente. Seja
U um aberto de E e seja a € U. Dizemos que uma aplicagio f : U — F é
diferenciavel no ponto a, se existe uma aplicacio linear 4 : E — F tal que

i £+ 1) — £(@) ~ A(h)

=0,
h—0 |||

A aplicagao linear A, se existir, é inica. Chamamos-lhe diferencial da aplicagao
J no ponto A e representamo-la por Df(a).

Dado u € E, diz-se que f ¢ derivivel no ponto a segundo o vector u, se a aplicagao

@(t) = f(a + tu)

é diferenciavel na origem. Ao vector
fula) = ¢'(0)

chamamos derivada direccional de f no ponto a segundo o vector u. Se f é

diferencidavel no ponto a, entio

fula) = Df(a)(u). (2.3)

Fixemos bases ortonormadas u = (U1y...,uy), de B, v = (v1,...,vp), de F.

Fixemos @ € U. Sejam

fi:f'viu lflsp,

s (a) = fu,(a) - v;,

(’):::j

BT o) = o 0,

('):L‘j

paral <i<p 1<j<n.

Pelo lemma 53, a matriz da aplicagio Df(a) em relacio as bases u e v é

afi
(@),

A matriz de Df(a) diz-se a matriz Jacobiana de f no ponto a. Se n = p, ©

também denotada por

determinante da matriz Jacobiana de f no ponto a diz-se o Jacobiano de f no
ponto a e denota-se por .Js(a) ou por

a(flﬁ---:fn)

T Y (a).

(.'1’,1, w4ia g SLn)
Uma aplicagao diz-se diferenciavel se for diferenciavel em todos os pontos do seu
dominio. Uma aplicacio diz-se de classe C? se for continua. Diz-se de classe
- X TN ~

C™1, r >0, se as suas derivadas parciais (em relagdo a alguma base) forem de

classe C.
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116 Teorema Uma aplicagio diferencidvel é continua. Uma aplicacdo de classe

C! ¢ diferencidvel. i

117 Teorema (da Fung¢ao Composta) Sejam E,F e G espacos euclideanos,
U aberto de E, V aberto de F. Sejam f : V — G, g : U — V aplicagoes.
Dado a € U, se g ¢ diferencidvel em a e f € diferencidvel em g(a), entdo fog é

diferencidvel em a e

Df o g(a) = Df(g(a)) o Dg(a). I

118 Coroldrio Sejam E e F espacos euclideanos, U aberto de E, V aberto de F.
Sejam f:U — F, g: V — E aplicagées de classe C! tais que fog =idy, gof =
idy. Dados a € U, b eV tais que f(a) = b, tem-se que

Df(a) = (Dg(b))~".
Demonstragao. Pelo Teorema da Fung¢ao Composta,

Id D(fog)b)
(Df)(g(b)) o Dg(b)

= (Df)(a) o Dg(b). I

Il

119 Proposicao Sejam U um aberto de R™, p € U, u € R" e e > 0. Seja
F U — R"™ wma aplicacdo diferencidvel no ponto p. Seja o :] — €, e[— R™ uma

aplicagdo diferencidvel no ponto 0 tal que a(0) = p, &/(0) = u. Entao
DF(p)(u) = (F o a)'(0).

Demonstragio. Pelo Teorema da Fungao Composta, tem-se que

(F'oa)(0) DF(a(0))(c’(0))

= DF(p)(u). i
120 Teorema (da Funcao Inversa) Sejam E,F espagos euclideanos da mesma
dimensdo. Sejam U aberto de E ea € U. Seja f : U — F uma aplicagao de classe

CT, r > 1. Se a derivada de f no ponto a é invertivel, entao existe um aberto Uy
de E tal que

e a € Up.

f(Uy) € um aberto de F.

A restricao de f a Uy € injecliva.

A inversa da restricao de f a Uy € de classe C". |




121 Exemplo Seja f: R — R definida por f(z) = 2®. A aplicacio f é uma
bijec¢ao de classe C*. A sua inversa é a funcdo g definida por g(z) = ¥/z. A
fungao g é continua mas nao ¢é diferencidvel na origem. A tangente no ponto
(0,0) ao grafico de g é a recta vertical {z = 0}. Néo estamos na presenca de um

contra-exemplo ao enunciado do Teorema da Fungao Inversa porque f'(0) = 0.

122 Exemplo Sejam U aberto de R™, V aberto de R™. Sejam z = (z1,...,Zm),
Y= (Y1,- - ¥n)- Sejam ¢ : U =V, F:U x V c R™™ - R, aplicagdes de
classe C1. Seja 1 : U — U x V definida por

h(x) = (z, ().

Sejam a = (814...,0m) € U, b = (bi;...56a) = @la), ¢ = (c1,:..,6s) € R™.

Temos que

1 1
6_1:1(@ o a)
Dgo(a): 1 D¢(a)=(D{pn(1a)>
a‘:an at,on
dx, (a) - oz, (a)

DF(a,b) = (D F(a,b) DyF(a,b)),

onde

JF o oF,

6271 ail.'m_
DJ:F(aa b) =

oF, - oF,

oz O/ (a,b)
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OF, OF,
ayy Bya
D,F(a,b) =
aF, aF,

i Oyn b)

(a,
Se F(x,p(x)) = ¢, para todo o x € U, entao D(F o)(a) = 0, para todo o a € U.
Pelo Teorema da Fungdao Composta, DF(1)(a)) o Di(a) = 0. Assim,

(D;F(a,b) D,F(a,b)) ( D{;’(‘a)) sl

D.F(a,b) + DyF(a,b)Dp(a) = 0.

Se a matriz Dy F(a,b)) for invertivel,

Dy(a) = —(DyF(a,b)) D, F(a,b).

Sen =1, '
) OF (4. b
AR - L -
81:1’ a_y(a!b)

123 Teorema ( da Funcao Implicita ) Seja W wm aberto de R™*™" e seja
F: W — R"™ uma funcgdo de classe C'. Consideremos em R™ ™ o sistema de
coordenadas (Z1,...,Tm Y1y Yn). Seja (a,b) € W. Seja ¢ = F(a,b). Se
AFy, ..., F)
(Y1545 Un)
entao existem U aberto de R™, V' aberto de R", tais que

(a,b) #0,

(a,0) eUxV CW

e existe p : U — V tal que p(a) = b e F~1(c) N (U x V) € igual ao grifico de .
Ou seja, dado (z,y) € V x W,

F(z,y) = c+= y = p(z). ]
124 Exemplo Tomemos m =n = 1. Seja W = R?%. Seja F: W — R a funcio
definida por F(z,y) = 2% + y* — 1. Sejam (a,b) = (0,1), ¢ = F(a,b) = 0. Temos
que %(0, 1) =2# 0. Sejam U =] — 1,1[, V =]0,1[. Seja ¢ : U — V definida

por ¢(z) = V1 —22. Temos que @(0) = 1 e F~1(0) é igual ao grifico de ¢. Se
—l<zx<lel<y<1,entdao

Flz,y) =0<=y=+v1-122
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125 Proposigao Seja Q2 wm aberto conezo de R™. Seja f : Q@ — R uma aplicagdo
de classe C' tal que
af

511:1‘ -

0, i=1,...,n. (2.4)

Entao f € constante.

Demonstragao. Fixemos a € Q. Seja b = f(a). Seja X = {z € Q : f(z) = b}.
O conjunto X é nao vazio pois a € X. O conjunto X é fechado pois f é continua.
Basta mostrar que o conjunto X é aberto para terminar a demonstragio. Fixemos
¢ € X. Existe ¢ > 0 tal que B¢(c) C . Vamos ver que, para todo o z € B(c),
f(z) = b. Fixemos z € B.(c). Seja

p(t) = flc+ t(z — ).
Pelo teorema 108, existe 0 < 6§ < 1 tal que
©(1) — ¢(0) = ¢'(9).

Como f é de classe C!, entdo f é diferencidvel. Assim, todas as derivadas direc-

cionais de f se anulam. Resulta da defini¢ao de derivada direccional que

¢'(0) = file+b(z—c))

Assim,




Exemplos

126 (Coordenadas polares)

Seja C = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}. Seja cis : R — R? definida por cis § =
(cos@,sin@). Sejam Q, =|0,+oo[x]a,a + 27n[, By = {(t cosa,t sina) : t > 0}.
Seja W : [0, +oo[xR — R? definida por

U(p,0) = (p cosb,p sind).
Temos que

e ¥ ¢ continua e sobrejectiva.

Y(p,0) = (0,0) se es6sep=0.

U(p1,01) = V(p2,b2) # (0,0) se e sé se py = p2 # 0 e 0 = O2(mod2r), ou
seja, existe k € Z tal que s — 6, = 2km.

‘IJ(Q(X) = R2 \ Ea'

¥

a., ¢ um difeomorfismo para todo o a.

A aplicagao

Cislja,at2q] o, @+ 27[— C '\ {cisa}
¢ um homeomorfismo.

Temos que ¥(0,0) = (0,0), para todo o § € R. Se (z,y) # (0,0), entdo
(z/v/22 + y2, y/+/2% + y?) é um ponto do circulo de raio 1 e existe § € R tal

que z/+v/x? +y? = cosf, y/\/x?+y* =sind. Assim,
T(/x2+9y2,0) = (z,y).

Se U(py,61) = U(pa,ba) # (0,0), entio

g = (prcosf)? + (p1sinf;)®

= (p2cosBy)® + (pasinby)®

= p§1
logo, p1 = pa # 0 e cosf) = cosfly, sinf; = sinfla. Logo, 0 = 82(mod27).
Do que acabamos de provar concluimos que, sendo

Qu =10, +oo[x [a, o + 2],

tem-se que ¥(Q,) = R?\ {(0,0)} e P|5 ¢ injectiva. Em particular, ¥|g, é
injectiva. Dado p > 0,

T({(p,): p>0}) = {(p cosa,p sine) : p > 0}.




Como tal, ¥(Q,) = R?\ £,. Seja xo = (¥|q,)~!. Temos que

cosf sin @

Jip0)(¥) = —p sin  p cosd

=p#0.

Como tal, xo € C* em algum aberto que contém (p, ), para todo o (p,6) € Q.

Concluimos que x, é C™. Sejam p, e arg, as componentes de y,. Temos que
Palr,y) = V22 + y2. A aplicagio

arg, (R2\B, S R
€ uma aplicagdo C*. Temos que arg,(R? \ B,) =]a, a + 27,

s 1
cls (Mgu(%y)) = W(%UL

para todo o (z.y) € R?\ £,. Vamos designar ainda por arg, a restrigiao de arg,

(2.5)

a C'N(R?*\ ,). Esta aplicagiio é a aplicagio inversa de cis,.

127 (Coordenadas cilindricas)
Dado a € R, sejam Q, =0, +o0[x]e,a + 27[, Lo = {(t cosa,t sine) @ ¢ > 0}.
Seja @ :]0, 4-00[xR? — R? definida por

P(p,0,t) = (p cosb,p sind,t).
Resulta do exemplo anterior que
e & é continua e sobrejectiva.
o O(p,0,t) =(0,0,s)seesésep=0et=s.

o $(p1,01,t1) = P(pa,02,t2) € {(0,0)} x R se e s6 se p; = p2 #0ef =
o (mod2m).

» B0, » H) = [H2 1 ¥,) =R.
» O, R ¢ um difeomorfismo para todo o a € R.

128 (Coordenadas esféricas)
Dado & € R, sejam
Yo =)0, +00[x]0, 7[x]|ex, 0 + 27|

Yo ={(t cosa,t sine,s):t >0,5s € R}.

Seja I' : [0, +00[x]0, m[x R — RS2 definida por

L(p,8,¢) =,(p sin® cosy,p sinf sing,p cosf).

Temos que
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I' é continua e sobrejectiva.

I'(p,8,¢) = (0,0,0) se e sé se p=0.

92(7”0(1{ QTI') e @) = @2.

F(TG) - {RS \ Ea)

I+, ¢ um difeomorfismo para todo o @ € R.

L(p1,61,1) = D(p2,02,92) # (0,0,0) se e s6 se pp = p2 # 0, 6 =

A continuidade da fungio I' é evidente. Mostremos a sobrejectividade de I': Dado

(z,y,2) € R3,se x =y =0, I'(2,0,1) = (z,y, z). Suponhamos agora que (z,y) #

(0,0). Existe um e um s6 ¢ € (o, a + 27| tal que

7
= cOoS,

Existe um e um s6 4 € [0, 7] tal que

z

V25 i 4 22

= cos 6.

Como z? + y% # 0, 6 €)0, 7[. Seja p = y/z? + y? + 22. Entdo

TIP _ _JTIP

P IV R
$2+y2
z? 4+ y? + 2%’

23
z? 4+ y? + 2%’

V1 —cos?f,

9,

1

Il
-<___‘

[+

= sin

= sind,
]

i Dile ©I8

Se F(PlsQL‘Pl) = F(P2:92:‘P2)7 entao Pl = Hr(plsglawl)
Se F(p'Z! 92: (102) ?é Os entao

cosfy = cosby
sinf; cosp; = sinfly cospa
cosfly cosyp; = sinfs cosps.

= sinf = cos sind,

VvVt +y?

+ sin# = siny siné,
VZ2 +y*

cos f.

I} = [IT(p2, b2, g2) |l = pa.



Como 8y, 05 €]0,x[, #; =603 e sinfla > 0. Assim

cos @) COS (P

sing; = sings;.

Logo, 1 = a2 (mod 27).

A pentiltima afirmacio resulta da antepentltima e da seguinte igualdade:
T({(p,0,c): p=0, 0 €]0,7[}) = Za.

Deixamos a prova da ultima afirmagao a cargo do leitor.

Exercicios

129 Mostre que uma combinagao linear de aplicagGes diferencidveis ¢ uma aplicagao

diferenciavel.

130 Prove a unicidade da aplicacio linear A, referida na defini¢do de aplicagao

diferenciavel.

131 Sejam E e F dois espagos euclideanos e seja U um aberto de E. Mostre que
uma aplicagao f : U — F ¢é diferencidvel no ponto a € U se e s6 se existe uma

aplicacio linear A : E — F e existe uma aplicacao w: U — F tais que

) | w(h)
fla+h) = fla) + Ah) +w(h), lim o =0.

132 a) Prove (2.3).
b) Sejam E e F dois espacos euclideanos. Sejam U um aberto de Ee f: U — F
uma aplicacdo diferenciavel. Sejam a € U e u € E. Sejam € > 0 e 7y ] —ee[—= U

uma aplicacio de classe C*' tal que v(0) = a e ¥'(0) = u. Seja ¥(t) = f(v(f))-

Mostre que

Y'(0) = fula). (2.6)

133 Scjam E e F dois espagos euclideanos. Seja U um aberto de E. Seja

f: U — F uma aplicagio de classe C'. Mostre que, se J¢(a) # 0 para todo o
a € U, entdao f(U) ¢ um aberto de F.




3. Geometria Afim



Este capitulo destina-se a relembrar os conceitos fundamentais de Geometria Afim.
Estes conceitos seriio fundamentais para a compreensao do préximo capitulo, onde

serdo aplicados a alguns dos problemas cldssicos de Geometria Analitica.

Objectivos:

e Dominar os conceitos fundamentais de Geometria Afim, a saber, espaco afim,

aplicagao afim, paralelismo e isometria.

e Aprender a calcular os grupos de simetrias de um subconjunto de um espaco

afim.

3.1 Subespago Afim de um Espacgo Vectorial

Seja B um espaco vectorial. Um subconjunto X de E diz-se um subespago afim

de E se existem a € E e um subespaco vectorial F de E tais que
X=a+F={a+tv:veF}
134 Exemplos.
e Tomando F = 0, concluimos que para todo o a € E
{a} = a + {0}

é um subespago afim de E.

e Tomando F = E e a € E qualquer, concluimos que
E=a+E

¢ um subespago afim de E.

e U subespago vectorial F de E ¢ um subespaco afim de E, pois

F=0+F.

135 Proposicao Seju E um espagco vectorial. Sejam a,b € E. Sejam F,G

subespagos vectoriais de E. dem-se que:

i) Sea+F Cb+ G, entio F C G.

subespago
afim de um
espago
vectorial

75



direcgao

paralelismo

ii) Sea+F =b+ G, entio F = G.

Demonstragao. Como 0 € F, obtemos sucessivamente: a € b+ G, a —b €
G, b—aeG. SejazeF. Entaioa+x € b+ G, donde a+ z - b € G, logo
z+a—be G. Como tal, z € G. A afirmagio ii) é consequéncia imediata de i).

Concluimos que, dado um subespago afim X de um espago vectorial E, existe um
e um s6 subespago vectorial F de E tal que X = a 4+ F, para algum a € X. O
subespago vectorial F diz-se a direcgao do espago afim X.

Chama-se dimensao de um subespago afim X (dimX) a dimenséao da sua direcgao.
Um subespago atim de dimensiao 0 diz-se um ponto. Um subespago afim de
dimensao 1 diz-se uma recta.  Um subespaco afim de dimensio 2 diz-se um
plano. Se dim E > 4, um subespa¢o afim de dimensao dim E — 1 diz-se um
hiperplano.

Note-se que definimos ponto como sendo um conjunto formado por um sé vector,

0 que nos permite, com as devidas precaucoes, identificar pontos e vectores.
136 Exercicio Seja f:R"™ — R uma aplicagao linear.

a) Mostre que para todo o a € R*, {z € R" : f(x — a) = 0} é um subespaco
afim de R".

b) Mostre que para todo o A € R, {z € R" : f(z) = A} é um subespago afim de
R
Dois subespacos afins X, Y dizem-se paralelos (X//Y) se a direcgio de um esta

contida na direc¢ao do outro.

137 Nota A relagio de paralelismo tal como foi definida nao é uma relagao de

equivaléncia. Sejam E = R? e

o = {(zy2)re =0}
r = $@y2)s0= =0}
8 = {{zi)iy=2=0})

Os conjuntos a, r e s sio subespacos vectoriais de E, em particular sao subespagos
afins de E. As direcgoes de a,r e s sdo respectivamente o, r e s. As rectas r e s

sdo paralelas a «, no entanto nao sio paralelas entre si, pois r Z s e s ¢ r.



138 Proposicao A relagdo de paralelismo entre subespagos afins da mesma di-

mensao ¢ uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao. Se X e Y sao subespagos afins da mesma dimensao, entdao as
suas direcgdes sao da mesma dimensao. Se uma das direcgoes esta contida na
outra, entao sao iguais. Se X,Y, Z sao espagos vectoriais da mesma dimensao e

X//Y, Y//Z, entao X,Y e Z tém todos a mesma direcgao. |

139 Proposicao Sejam E um espaco vectorial e ¥ um subespaco afim de E.

Sejam a,b € E. Temos que
i) Sebea+F, entaob+F =a+F.
il) Dois subespacos afins com a mesma direc¢do sao iguais ou disjuntos.

iii) Os pontos a.b pertencem ao mesmo espago afim de direccio F se e sé se

b—aceF.

Demonstragao. i) Seb € a+ F, entaob—a € F. Logo,a—be F. Dadoz € F,

tem-se que

a+z = b+ ((a—b)+z)eb+F,
b+z = a+((b—a)+2z)€a+F.

ii) Se (a + F)N(b+ F) # 0, existem z,y € F tais que a +x = b+ y. Assim,
b=a+(x—y)ca+F. Pori),b+F=a+F.

iii) Se a,b € ¢+ F, existem z,y € F tais que
a=c+z, b=c+y.

Assim, b—a=y—z € F.

Admitamos agora que b — a € F. Entido
a=a+0ca+F, b=a+(b—a)ca+F. i
140 Proposigao Seja E um espago vectorial de dimensao n.

i) Seja F um subespago vectorial de E de dimensdo k. Entdo existem n — k

aplicagoes lineares Iiﬂ;earmente independentes fi,..., fn—r : E— R tais que

F={zcE: fi(z) =" = fai(z) =0} (3.1)
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il) Seja X um subespago afim de E de dimensio k. FEntdo existem n — k
aplicagoes lineares linearmente independentes fi,...,fu—r : E — R e ex-

iste a € E tais que
X={zecE: filz—a)="---= fu_x(z —a) =0}

Demonstragao. A i) ¢ um resultado bem conhecido de Algebra Linear.
ii) Seja X um subespago afim de E, de dimensdo k. Existem a € E e um subespaco
vectorial F de E, de dimensio k, tais que X = a + F. Pela i), existem aplicacoes

lineares fi,..., fu—k : E — R tais que (3.1) se verifica. Como tal,
r€e€X 4+ x—a€eF

= filz-a)==forlz-a)=0. |}
141 Nota
1. Resulta da proposigao anterior que os planos afins de R? sao os conjuntos
definidos por equagées do tipo
A(z1 = a1) + A2(z2 — a2) + As(z3 — a3) = 0,
com (Ay, A2, Ag) # 0.

2. Resulta da proposigio anterior que as rectas afins de R?® sio os conjuntos

definidos por equagoes do tipo
/\1(.1'1 - CL]_) + /\2(.’1‘2 — ag) + )\3(1‘3 - (13) = 0,
pi(zy — ar) + pa(z2 — a2) + pa(zs — as) =0,
onde os vectores (Ay, Ao, Aa), (11, pta, p13) sdo linearmente independentes.
Seja E um espaco vectorial. Chama-se referencial de E a um par (C,u), onde
C € Eeu = (u,...,uy) é uma base de E. O ponto C diz-se a origem do
referencial. Seja E um espago euclideano. Chama-se referencial ortonormado
de E a um referencial (C,u), onde u é uma base ortonormada de E. Seja E um

espago vectorial orientado. Chama-se referencial directo de E a um referencial

(C,u), onde u é uma base directa de E.

142 Proposigao Seja E um espago vectorial de dimensdo k. O referencial (C,u)
determina uma bijeccio ® : R* — E, definida por ®(zy,...,21) = C + zyu; +

v+ TRUR.
Demonstragao. Se ®(xy,...,2¢) = ®(y1,...,yk), deduzimos sucessivamente:
k k
C+) zu = C+ Eyiuz‘,
i=1 i=1
k
) D (wi-z)u = 0,
i=1
i = Y 1 < ? < k.



Dado x € E, existe u € E tal que x = C + u. Existem z1,...,z;x € R tais que

u= Z:;l zu;. Assim, © = ®(xq,...,21). |

143 Proposicao i) Seja E um espago euclideano e sejam a,u € E, v # 0. O
conjunto

X={zecE:(xv—a) u=0}
é um subespaco afim de E com direcgao < u >+ .

ii) Seja E um espago euclideano de dimensao 3. Dados a,u,v € E tais que (u,v)

é um sistema de vectores linearmente independente, o conjunto
r={zeBE:(x—a)-u=0, (x—a) -v=0}

¢ uma recta de E com direcgdo < u,v >* . Reciprocamente, seja E um espago

euclideano de dimensao 3. Se @ é um plano de E, entao existem a,u € E tais que

a={reE:(r—a) u=0}
iii) Seja r uma recta de E. Entéo existem a,u,v € E tais que (u,v) é linearmente
independente e

r={zeE:(x—a) u=(x—a) v=0}

Demonstragao. i) Temos que X = a+ < u >+,

ii) Resulta imediatamente da defini¢io de r que r = a+ < u,v >+,
Reciprocamente, se e é um plano de E, entdo existem a € E e um subespaco
vectorial F de E, de dimensao dois, tais que o = a + F. Sabemos que F+ é um
espago vectorial de dimensao 1. Seja u um gerador de F+. Se x € a, entéo existe

v e F tal que x = a + v. Temos que
(r—a) - u=v-u=0.

Reciprocamente, se (z — a) -u = 0, entdo z — a € (F+)* =F, logo

r=a+(r—a)ea+F =q.
iii) Deixamos a prova da afirmacao iii) ao cuidado do leitor. i

A defini¢ao de paralelismo apresentada nesta secgo é a mais eficiente no contexto
deste capitulo. Vamos agora apresentar uma definigio mais proxima da nogao

intuitiva de paralelismo e mostrar que as duas definigdes coincidem.

144 Definicao Seja E um espago vectorial. Sejam X e Y dois subespagos afins
de E. Dizemos que X e Y sado paralelos se se verifica uma das trés condigbes

seguintes.
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i) XcvY.
ii) Y C X.
iii) Seja k o maior dos inteiros dim X, dim Y. Entdo X NY = () e existe um

subespago afim W de E de dimensé@o k + 1 tal que W contém X e W contém Y.
145 Nota

L. Dois subespagos afins P e @) de dimensio 0 (dois pontos) sio paralelos se
esose P=QouPNQ =10 (P # Q) e existe um subespaco afim r de
dimensio 1 (uma recta) que contém P e Q. Concluimos que dois pontos sdo
sempre paralelos. Na verdade, se P # @, tomando para F o espaco vectorial
de dimensdo 1 gerado por Q — P e sendo r = P + F, temos que P e Q

pertencem a recta r.

2. Duas rectas r e s sdo paralelas se e 56 se r = sourNs = () e existe um

subespaco afim a de dimensao 2 (um plano) tal que r, s C a.

3. Dois planos a e (3 sdo paralelos se e sé se a = Fou an g = 0 e existe um

subespago afim T de dimensao 3 tal que o, 3 C Y.

Se E tem dimensao 3, entio « e 3 estdo obrigatoriamente contidosem T = E.

Neste caso, a e 3 sdo paralelosse esése a = fouang=0.

4. Uma recta r e um plano « sao paralelos se e sé se r C v ou rNa = P e existe

um subespago afim T de dimensédo 3 tal queaa C T er C Y.

Se E tem dimensdo 3, entao « e r estdo contidos em T = E. Neste caso, o

e r sao paralelosseesdéser Caourna={.

146 Teorema Dois subespagos afins de wm espago vectorial sio paralelos (tém

a mesma direc¢do) se e so se sao paralelos (no sentido da definicao 144).

Demonstragao. Sejam X = a+ F e Y = b+ G dois subespagos afins de um
espago vectorial E. Suponhamos que F C G. Se XNY # (), existemz € F, y € G
tais que a + 2 = b+ y. Entao

b—a=z-yeG.

Dadouv e F,atu=0b+(a-b)+ueY,logo X CY. Se XNY = 0, sejam
H=G+<b-a> Z=>b+H Entdodim Z=dimY +1e X,Y Cc Z. Como
tal, X e Y sdo paralelos.

Sejam a + F e b+ G dois espagos afins paralelos. Podemos supor que dim F <
dim G. Vamos mostrar que F C G. Se XNY # (), entao XcYouYcC X, por

definigio de paralelismo. Como dim F < dim G, ou seja, como dim X < dim Y,



X cY. Como tal, ¥ C G. Suponhamos agora que X NY = (). Suponhamos,
com vista a chegar a um absurdo, que F ¢ G. Pela hipédtese, existem ¢ € E e um

subespaco vectorial H de E, de dimensao dim G + 1, tais que
a+F, b+GCec+H.

Pela proposigio 135, F,G C H. Como F ¢ G, FNG # F. Pelo Teorema das

Dimensoes

dim(F + G)

dim F + dim G — dim(F N G)
= (dim F —dim(FNG))+dim G

|

> dim G.

Assim,
dim G+ 1 < dim(F+ G) <dim H=dim G+ 1.

Como tal,
F+G=H. (3.2)

Por outro lado, existem hy, ho € H tais que
a=c+hy, b=c+ ha.
Assim, b —a € H. Por (3.2), existem f € F, g € G, tais que
b—a=f+g.

Comob—g=a+ f, XNY # (. Chegdmos a um absurdo. 1

147 Definicao Dizemos que n+ 1 pontos Fy, Py, ..., P, de um espago vectorial
E sao coafins se existe um subespago afim X de E, de dimensao n — 1 tal que
Py, Py, ..., P, € X. Dizemos que n+ 1 pontos sao nao coafins se nio sio coafins.
Dizemos que trés pontos coafins sio colineares. Dizemos que quatro pontos

coafins sio complanares.
Exercicios

148 Seja E um espaco vectorial. Mostre que:

a) Os pontos Py, Py, ..., P, de E sao nao coafins seesése P, — Py,..., P, — By

sao linearmente independentes.

b) Se Py, P, ..., P, sio n + 1 pontos nao coafins de E, entao existe um e um sé

subespaco afim Z de E, de dimensao n, tal que Py, Py,..., P, € Z.

e Dados dois pontos distintos A4, B, existe uma e uma sé recta r tal que
A Ber.
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e Dados trés pontos nio colineares A, B, C, existe um e um sé plano «
tal que A, B,C € a.

¢) Dado um subespaco afim Z de E, de dimenséo n, existem pontos Fy, ..., Pn € Z

nao coafins.

d) Se E é um espago vectorial de dimenséo n, se Py, P, ..., Py sdo n+1 pontos nao
coafins de E e se tomarmos u; = P, — Py, 1 € < n, entdo (Po; (t1,...,un))

¢ um referencial de E.

149 Seja X um subespago afim de dimensdo n de E e seja a € X. Para todo o
inteiro k, 1 < k < n, existe um e um sé subespago afim Y de E tal quea € Y e
Y//X. Interprete este resultado na linguagem da geometria euclideana, quando

n=1e quandon = 2.

150 Mostre que:

a) Uma recta e um plano de um espago vectorial de dimensao 3 sao paralelos ou
intersectam-se num e num s6 ponto.

b) Dois planos de um espago vectorial de dimensio 3 sdo paralelos ou a sua

intersec¢ao é uma recta.
151 Prove a proposicao 143.

152 Seja E um espago vectorial e sejam F, G dois subespagos vectoriais de E.
Mostre que se F + G = E, entdo (a + F) N (b + G) # 0, para quaisquer a,b € E.

153 Definicao Sejam E e F dois espagos vectoriais. Chama-se aplicagao
linear afim a uma aplicacio ¢ : E — F tal que existema € Ee f: E = F
linear, tais que ¢ = a + f. Chama-se isomorfismo afim a uma aplicagao linear
afim bijectiva. Se além disso, E = F, a aplicagao ¢ diz-se um automorfismo afim.
Uma aplicagao linear bijectiva diz-se um automorfismo linear ou simplesmente um

automorfismo.

154 Mostre que:
a) A soma e a composigao de aplicagoes lineares afins sao aplicagoes lineares afins.

b) Seja E um espago vectorial e sejam ay,az € E. Se fi, fz sao aplicagoes lineares

ea, + fi =az+ fo,entdao a; = az e fr=fa.
¢) Uma aplicagio linear afim transforma espagos afins em espagos afins.

d) O conjunto dos isomorfismos afins de um espago vectorial E ¢ um subgrupo

4

do grupo S(EB) das bijecgoes de E em E. Este grupo ¢ denominado grupo

afim e é denotado por A(E).



“

e) Seja X um subconjunto de um espaco vectorial E. Seja
A(E, X) = {® € A(E) : (X) = X}.

Mostre que A(E, X) é um subgrupo de A(E).

O grupo A(E, X) diz-se o grupo das simetrias afins de X.

155 (Coordenadas baricéntricas) Seja E um espago vectorial e sejam P, . .,

P, e E.

a) Suponhamos que Py, ..., P sio nio coafins. Seja Z o tnico subespago afim de
E de dimenséao k que contém P, ..., P, (ver o exercicio 148). Mostre que

Z={XPy+MPi+- + AP A A A= 1}
b) Suponhamos que Py,..., P, sao pontos de E ndo coafins. Mostre que se
k k . k -

Zimﬂ Ai = Zi:(}lii =1le «Lo AP = i=0 Py, entdo \; = Hi, para
todo o 1.

que (Ao, ..., Ay) sdo as coordenadas baricéntricas de P em relagdo a P,..., Py.
Se a dimensdo de E ¢ igual a k, chama-se base afim a um conjunto Fy,..., P, de  base

- afim
pontos de E nao coafins.

¢) Mostre que, dado um espaco vectorial F e dados Qo,...,Qr € F, existe uma
e uma s6 aplicagao linear afim ® : E — F tal que O(P)=Q;, i=0,...,k.

Mostre que ® ¢é injectiva se e s6 se Qy, ..., Q) sio nio coafins.

156 Seja E um espago euclideano. Dois subespagos afins X = a + F,.Y=b+G
dizem-se perpendiculares se X NY # () e F e G sio subespagos ortogonais
(reF,ye G = z-y=0). Mostre que:

a) Se E tem dimenséo n, X tem dimensio ke g € E, existe um e um sé subespaco

afim Y de dimensao n — k tal que a € Y e Y ¢ perpendicular a X.

b) Nas condigdes da a), mostre que os subespacos afins X e Y se intersectam em

um e um s6 ponto b. O ponto b diz-se o pé da perpendicular a a sobre X.

¢) Suponhamos que E tem dimensio 2, que 7, s e ¢ sio rectas de E, r é perpen-

dicular a s e s é perpendicular a t. Mostre que r é paralela a ¢.

Exercicios resolvidos

157 Seja E um espago vectorial de dimensio k e seja (Po, ..., ;) uma base
afim de E. Seja X = {PU,’.. -+ Pi.}. Mostre que os grupos A(E, X) e S(X) sao

isomorfos. Em particular, tem-se que A(E, X) tem cardinal (k+ 1)
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Resolugdo. Seja ¢ € S(X) uma bijec¢do de X em X. Pela d) do exercicio
155, existe uma e uma sé aplicagdo linear afim ¢ : E — E tal que @(P;) = ¢(F),
i=0,...,k, ou seja, tal que @|x = ¢. Dada ¢ € S(X) e dado i € {0,...,k},

P o 3(P) = Y(P(F)) = Yle(R))-

Como existe j tal que ¢(FP;) = P;

P(p(P,)) = Y(P;) = v(P;) = ¥(p(Pi)) = ¢ o p(Fy).

Assim, 1 o @(P;) = ¥ o @¢(P;), para todo o i € {0,...,k}, donde Yo@ = Yo .
Temos assim um morfismo de grupos ¢ — @ de S(X) em A(E,X). Se ¢ = 0,
entdo ¢ = @|lx = ¢¥|x = ¥, logo ¢ — @ & injectiva. Dado ¢ € A(E, X), {EK =,
logo ¢ +— ¢ é sobrejectiva. O célculo do cardinal de S(X) é o tema do exercicio
36.

158 Seja E = R? e seja X = {(1,1),(1,-1),(~1,-1),(—1,1)}. Determine os
elementos de A(E, X).

Resolugdo Sejam a = (1,1), b = (-1,1), ¢ = (-1,-1), d = (1,-1). Um
isomorfismo afim & € A(E,X) fica determinado pela sua restricaio a X, pois
qualquer subconjunto com trés elementos de X ¢ uma base afim de R?. Podem, no
entanto, existir bijec¢oes de X que nio provém de um elemento de A(E, X). Sejam

ay = ®(a),az = ®(b),az = ®(c),as = ®(d). Vamos representar a permutagio P

X
por (ay as az aq).

Vamos procurar enumerar o maior nimero possivel de elementos de A(E, X).

No quadro seguinte a coluna da esquerda designa uma isometria ® de E que

» .
deixa invariante X, a coluna do meio descreve ® e a coluna da direita indica a

permutacio de X que se obtém tomando a restrigio de ® a X.
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oi(z,y) = (—x,y) simetria em relagao arectaz =0 | (bade)
ooz, y) = (z,—y) simetria em relagao arectay =0 | (dcba)
o3z, y) = (y, ) simetria em relagio arectay =z | (a dcb)
o4(z,y) = (—y, —x) | simetria em relagio a rectay = —x | (c b a d)
pi(x,y) = (—y,x) rotacio de 90 graus (beda)
plx,y) = (—z,—y) rotagio de 180 graus (cdab)
pa(z,y) = (y, —x) rotacao de 270 graus (dabec)
polz.y) = (x,y) rotagio de 360 graus (identidade) | (a b ¢ d)

Seja H = {01, 02,03,04, po, p1, p2, p3}. Vejamos que H é um subgrupo de A(E, X).

Temos que:
® pi =pi.i=1,2,3, po=p}. Logo, {p1,p2.p3,ps} é um subgrupo de H.

¢ A composigao de duas simetrias ¢ uma rotagio. Em particular, ¢? = id, i =
1.2, 3,4,

=¥ i . ] -

oo, =04 1=123,4, pp=id, p{ = ps, p3 = p2
Deixamos ao leitor o cuidado de completar a tabela seguinte, verificando que a
composi¢ao de dois elementos de H estd em H, bem como a existéncia em H de

inverso para cada elemento de H.

Po | PL | P2 | P3| 01|02 | 03| Oq
Po | Po | /1 | P2 | P3| 01|02 | 03| 04
PL | P | P2 P3| Po
P2 | P2 | P3| Po| M
P3 | P3| Po | P1L | P2

g1 | 01 Po

g2 | 02 £o

g3 | 03 Fo

04 | 04 o

Vejamos agora um exemplo de uma permutagao de X que nio é a restricio de um
isomorfismo afim. Suponhamos que existe um isomorfismo afim ¥ € A(E, X) tal

que (a) = a e P(c) = b. Entao
e y transforma a recta ac definida por a e ¢, na recta ab,
e ({b.d} = {e,d},
e ) transforma a recta bd definida por b e d, na recta cd,

Como tal.

U(acNbdy” = Plac)Np(bd) = abNed =,
Ylacnbd) = %({0}) #0.
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O absurdo provém de supor que existia um isomorfismo afim ¢ tal que P(X) =X,
w(a) = a e (c) = b. De forma andloga se mostra que nao existe um isomorfismo
afim v tal que ¥(X) = X, ¥(a) = a e ¥(c) = d. Concluimos que

b€ AX,E), ¥(a) =a=>¥(c) =c (3.3)

Seja entdo ® € A(X,E). Existe uma rotagao p; tal que p;i(a) = ®(a). Como tal,
pi ! o ®(a) = a. Por (3.3), pilod(c) =c. Se pit o ®(b) = b, como (a,b,¢) é uma
base afim,

p‘._1 od=1id, o=p;.

Se p; ! o ®(b) = d, entao

a3 Op:l O‘I’(.’L‘) =TI,

se x € {a,b,c}. Logo,

oz0p; to® =id.

Como tal,

@zpioaglzploog.

Logo, & € H. Concluimos entao que H = A(X,E).
159 Seja E = R2 e seja X = {0,¢;}. Determine os elementos de A(E, X).

Resolugao Comecemos por enumerar o maior nimero possivel de elementos de
y 1
A(E, X). Seja 0 : R? — R? a simetria em relagdo & recta {:r: = }:
0'(33, y) = (110) + (_:1:1 y)

Como o(0,0) = (1,0), o(1,0) = (0,0), ¢ € A(E, X). Seja f uma aplicagao linear
bijectiva de R? em R2. Como f(0) = 0, f € A(E,X) se e s6 se f(e1) = ei.
Seja Hy o conjunto das aplicagoes f : R? — R?, lineares invertiveis, tais que

f(e1) = e;. O conjunto Hy é um subgrupo de A(E, X). Seja
H=HyU(Hyoo).

Vejamos que A(E,X) = H. Seja ® € A(E,X). Se ®(0) = 0, ® ¢ linear e ja
mostramos que ® € Hy. Se &(0) = ey, Loo(0) =0, Poo € AE,X), Poo €
Hy, ¢ € H@OO‘-‘I = Hyoo.

160 Seja X o conjunto formado pelos seguintes subconjuntos de R%:

A = {0561362}r
’ B = {0,61,@1 +€2},
C = {0,e1,—e1+ez,e1+2e2},
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= {0561562561 +(‘,‘2},

= {0,(3],62.Cj+262},

{61 + 202, €1,€e1 — (:'2},

QMmoo

{0, e1,2e2,¢€; + 2e5}.

Considere em &' a relagao de equivaléncia ~ definida pela condicio, X ~ Y se
existe um isomorfismo afim ¢ : R* — R? tal que ¢(X) = Y. Determine as suas

classes de equivaléncia.

Resolugao Se existir um isomorfismo afim entre X e Y, existe em particular uma
bijeccio entre X e Y. Assim, conjuntos com cardinais diferentes nio podem ser
equivalentes. Analisemos os conjuntos de cardinal 3.

Os conjuntos A e B sdo formados por pontos nao colineares. Os trés pontos
do conjunto F' sdo colineares. Como tal, A,B # F. Os conjuntos A e B sio
equivalentes, pois, dados trés pontos nio colineares Py, Py, P» e trés pontos nao
colineares Qo, @1, Q2. existe um isomorfismo afim ¢, tal que eP) =Q; 1=
0,1,2.

T~ T~

Analisemos o nimero de pares de rectas paralelas definidas pelos pontos dos con-

juntos de cardinal 4.
C:0 D :2 E:1 G : 2

Como uma transformagéo afim transforma rectas em rectas paralelas, C e E nio
sao equivalentes a nenhum dos outros conjuntos. A aplicacio ¢ : R? — R2 definida
por ¢(x,y) = (x,2y) transforma D em G. As classes de equivaléncia obtidas sio
{A,B}. {C}, (D,G}, {E}, {F}.

Exercicios

161 Seja E = R?%. Determine A(E, X), quando
a) X ={0,e1,ex}.
b) X = {(z,y) e E: 2? + 32 =1}.

c) X ={(z,y) e E: zy =0}
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d) X ={(z,y) eE:2y =0, [z[ <1}
e) X ={(z,y) €eE:(§)*+(§)*=1}.
£) X = {(-1,1),(1,1),(=2,-1), (2, -1)}.
g) X ={(-1,1),(1,1),(-1,-1),(2,-1)}.

162 Seja E = R? e sejam

Il

K {(z,y}€R2: (§)2+(%)2=1},

Top = {(-a,0),(a,0),(0,~b),(0,b)}.

a) Mostre que:

AE, Xop) = AE,Typ), sea#b,
AE, Xop) # AE,T,p), sea=0.

b) Construa a tabela do grupo A(E, T, ;).

163 Seja X' o conjunto formado pelos seguintes subconjuntos de R?:

A = {(0,0),(0,2),(2,0),(1,1)},
B = {(0,0),(0,2),(2,0),(22)},
¢ = {(0,0),(1,0),(0,3),(1,3)},
D = {(0,0),(0,3),(3,0), (1,1},
E = {(0,0),(0,1),(1,0)},

F o= {(0,0),(0,2),(2,0),(3,3)}.

Considere em X" a relagiio de equivaléncia ~, introduzida no exercicio 160. Deter-

mine as classes de equivaléncia de ~.
164 Seja X' o conjunto formado pelos seguintes subconjuntos de R*:

= {(0,-1,0),(2,1,1),(0,-1,1),(2,1,0)},

= {(1,1,4),(1,0,2),(-1,2,2),(-1,1,0)},

= {(0,0,0),(0,1,0),(1,0,1)},
{(0,4,0),(0,0,0), (4,0,0),(1,1,0)},

= {(2,1,1),(-2,3,-1),(0,2,0),(—4,4,-2)},

— {(0,2,0),(0,1,1),(~1,1,0,(~1,0,0)}.

> T > B & R T o i S
Il

Considere em X" a relagio de equivaléncia ~, introduzida no exercicio 160. Deter-

mine as classes de equivaléncia de ~.



3.2 Espagos Afins

165 Definicao Seja n um inteiro ndo negativo. Um espago afim ¢ um conjunto

X munido de uma aplicacio com valores num espago vectorial E

. XxX —- E
(PQ) — PG

satisfazendo as condigoes seguintes:

i) Para todo o P € X, a aplicagio

¢ bijectiva.

ii) Dados P,Q, R € X,
PG+ QR = PR.

Damos a E o nome de espaco vectorial associado a X. Chamamos dimensao do
——
espaco afim X & dimensio do espago vectorial associado a X. Damos a PQ o

nome de vector de origem P e extremidade Q.

Dados P € X, u € E, seja Q o tnico ponto de X tal que P—Cé = u. Define-se
P+u=4aQ.

166 Exemplo Seja E um espago vectorial e seja § : E x E — E definida por
E(u,v) =v—u.
a) A aplicagio € verifica as condigges i) e ii). Esta estrutura de espago afim diz-se
a estrutura candnica de espago afim de E.
b) Sejam F um subespago vectorial de Eea € E. A restrigio de § a (a+F)x (a+F)
verifica as condicdes i) e ii). Esta estrutura de espago afim diz-se a estrutura

canénica de espaco afim de a + F.

167 Nota Seja X um espaco afim e seja E o espago vectorial associado. Temos
que:

. —
i) AA =0, paratodoo A € X.
i) AB = 0 se e sé se B= A (A4,B € X).

— — .

iii) BA = —AB, para quaisquer A, B € X.

iv) Fixo P € X, a aplicacdo de E em X definida por u + P + u é uma bijecgao.
v) (P +u) +v= P+ (u+"), para quaisquer u,v € E, P € X.
vi) P+ P +y =y — x, para quaisquer z,y € E, P € X.
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Seja X um espago afim. Chama-se referencial de X a um par (C,u), onde C é

um ponto de X e (u) é uma base do espago vectorial associado a X. O ponto C

diz-se a origem do referencial.

168 Proposicao Seja X um espago afim de dimensdo k. Entdo o referencial

(C,u) determina uma bijeccdo
:RF - X,

definida por
O(zy,...,25) = C + Uy + - - + Tpug,

onde u = (uy,...,u).
Demonstragao. Se ®(z1,...,zr) = ®(y1,...,yx), entdo
k k
G+Z:r",-ui = C+ Zyiui
i=1 i=1
k
> wi—z)uw = 0,
i=1
Assim,

=y, 1<i<k.

Se x € X, existe um vector v pertencente ao espago vectorial associado a X

. . k .
tal que © = C +v. Existem zi,...,7; € R tais que v = ;| z;u;. Assim,

= DBy eovay L) I
Nas condigdes da proposi¢io anterior, dizemos que (zy, ..., x;) sio as coordenadas

do ponto C' + zyu; + -+ + Tru no referencial (C, u).
Um subconjunto ¥ de um espago afim X diz-se um subespaco afim de X, se existe
Py €Y tal que
——
F={RQ:QecY}

¢ um subespago vectorial do espago vectorial associado a X.

169 Nota i) Sejam E um espago vectorial munido da sua estrutura candnica de
espaco afim e ¥ um subconjunto de E. Entao Y é um subespago afim do espago

afim E se e s6 se Y é um subespago afim do espago vectorial E.

ii) Seja Y um subespago afim do espago vectorial E. Se existe Py € Y tal que
F = {Iﬁ : @ € Y} é um subespago vectorial do espago vectorial E, entéo
B = {P_Cj : P,@ € Y}. Além disso, a aplicagdo definida em Y x ¥ com valores

£ ;
ent I que associa ao par (P, Q) o vector P() induz em Y uma estrutura de espago

afim.




#

170 Exercicio
a) Prove as afirmacoes feitas no exemplo 166.
b) Prove as afirmagoes feitas na nota 167.

¢) Prove as afirmagoes feitas na nota 169.
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3.3 Isometrias

isometria 171 Defini¢ao Chama-se isometria de um espaco euclideano E a uma aplicacio
$: E — E tal que

d(®(x), (y)) = d(z,y),

para todo o x,y € E, onde d designa a distancia euclideana.

transformagao 172 Definigao Chama-se transformacao ortogonal de um espaco euclideano
rt nal
ortosona E a uma aplicagao linear ¥ : E — E tal que

(r) ¥(y) ==y,
para todo o z,y € E.

Exemplos.

e Translagoes. Dado a € E, a translagio 0, : E — E, definida por z +— z+a,

é uma isometria. Na verdade,

d(84(z), Oa(y)) 1©a(y) — Balx)||

(v +a) = (z +a)|

Il

|ly — ||
d(z,y).

Se a # 0, @, é um exemplo de uma isometria que nao é uma transformagao

ortogonal, pois nao é uma aplicacao linear.

e A aplicagio ¥ : R — R definida por £(z) = —z é uma transformacio

ortogonal, a simetria em relagiao a origem.

A aplicagao ¥ inverte a orientagao.
e A aplicacdo Ry : R? — R? definida por
Ro(x,y) = (xcosf — ysinb, zsinf + ycos ),

rotagio é uma transformagao ortogonal, a rotagio de dngulo ¢ em torno da origem.

A aplicacdo Ry transforma (1,0) em (cosé,sinf) e (0,1) em (—sin@, cos @).

A matriz da aplicacao Ry é a matriz
cosfl —sinf
sinf  cosf |’

173 Lema Toda a transformag¢ao ortogonal é uma isometria.




Demonstragao. Seja ¢ uma transformacio ortogonal. Dados =,y € E,

d(2(z), 2(y))* = ||2(y) - &(=)I]?
= O(y)- (y) —20(z) - 2(y) + P(z) - ()
= y-y—-2zr-y+zo-z
=y —=IP
= d(z,y)* [

174 Lema Uma transformacgao ortogonal transforma bases ortonormadas em
bases ortonormadas. Uma aplicagao linear ® : E — E € uma transformagdo
ortogonal se e sa se existe uma base ortonormada de E que € transformada por ®

numa base ortono rmada.

Demonstragao. Seja @ : E — E uma transformacao ortogonal. Seja (ui,...,uy)

uma base ortonormada de E. Seja v; = ®(u;), 1 <i < n. Temos que

vi-v; = O(u;)- P(uy)
= U - Uy
= (51'1'.
Como tal, (v1,...,v,) é uma base ortonormada de E.
Seja (ug, ..., i, ) uma base ortonormada de E tal que (®(u1),. .., ®(u,)) é também

uma base ortonormada de E. Dados z,y € E, existem ay,...,an.b1.,..,b, € R

tais que x = 3\, a;u;, y =Y., biu;. Temos que

O(z) - B(y) = Q(Z a;u;) "I’(Z bju;)
i=1 i=1

= Z Zaibj @(uz) * ‘I)('U.j)
=1 j=1

= Zzaibjéij
i=1j=1

= i i G.,;bjﬂ.i s Uj
i=1 j=1

‘ = () aw) - (Y buy)

i=1: Jj=1

= Ty I

Uma matriz quadrada (a,;) diz-se ortogonal se as suas colunas (ary,...,an1),
(a2, ..., an2), ..., (@in,...,dyy,) constituem uma base ortonormada de R". Pelo

lema anterior, uma matriz é ortogonal se e so se é a matriz de uma transformagao
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ortogonal ® de um espago euclideano E, em relagio a uma base ortonormada de
E.

175 Lema Se uma matriz A € ortogonal, entio

At =41
Demonstragao. Se A = (ai;), seja ug = (a1k,...,ank), 1 < k < n. Entéo
(uy,...,uy) é uma base ortonormada de R" e

A'A = (ui-wy) = (65) =id. |
176 Lema Se wma transformagdo A € ortogonal, entdo

A(uxv) = sinal(A) A(u) x A(v),
para quaisquer vectores u,v € RS,

Demonstragao. Se u e v sdo linearmente dependentes os produtos externos
ux ve A(u) x A(v) sdo nulos. Suponhamos entdo que u e v sdo linearmente
independentes. Como u x v é ortogonal a u e a v, A(u x v) é ortogonal a A(u) e
a A(v). Assim A(u x v) € (A(u), A(v))*. Como o coseno do angulo definido por
dois vectores s6 depende das normas desses vectores e do seu produto interno o

mesmo acontece ao seno do angulo definido por esses vectores. Como tal
|A(u x )| = Jluxv]| = [[A(u) x A()]|.
Deduz-se das afirmacoes anteriores que
Alu x v) = £A(u) x A(v).

Se sinal(A) = 1 entdo A preserva as orientagdes e (A(u), A(v), A(u x v)) é uma
base directa. Como tal

Aluxv) = Au) x A(v).

Se sinal(A) = —1 entdo A inverte as orientagoes e

Alu xv) = —A(u) x A(v). i

O préximo resultado é consequéncia imediata do teorema 71.

177 Proposicao Seja A uma matriz simétrica. Entdo existe uma matriz orto-

gonal U tal que U'AU ¢é uma matriz diagonal. |

178 Lema Se & ¢ uma isometria de um espago euclideano E e ®(0) = 0, entdo

® € uma transformagdo ortogonal.
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Demonstragao. Vejamos que @ preserva o produto interno e que & é linear.
Dados x,y € E, tem-se que
[@(z)]| = d(0,2(x)) (3.4)
= d(2(0), ()
= d(0,x)

= l=l,

Além disso,

[|@(z) — ®(y)|| d(®(z), (y))
d(x,y)

||a:—y||,

Assim,
| (®(2) - B()) - (B(z) ~ B()) = (& —9) - (2 — y).
st bl
2@+ [[B)* - 28(2) - D) = 12l + [4lP — 22y (35)
Resulta de (3.4) e (3.5) que
B(2) - By) = -y.

Vejamos agora que @ ¢ linear. Fixemos uma base ortonormada (uy,...,u,) de
E. Seja u = 3" au;. Como (®(uy),...,P(uy)) é uma base ortonormada, pela
proposigao 52 temos que

T

@(Za@u.i) = Ou) =) (D(u) - B(u;))D(u;)

i=1

= Z(u Sug) B (u;)

=]
= ) aid(w).
i=1

Sejam u,v € E, A, u € R. Existem ay,...,an,b1,...,b, € R tais que

n n
U= Zai U, v = sz Uj. (36)
i=1 i=1

Logo,

PAutpv) = @ ()\ Zai U + Zb,- ui)
i=1 i=1
O (Z(/\ a; + [ bi)u@-)

i=1
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= Z()\ a; + o by) O(u;)
i=1

= A Zai D(w;) + p Zb" @ (u;)
=1 i=1

= A P(u)+pn o(v). I
Exemplos.
179 Seja H um hiperplano de um espago euclideano E. Seja (uy,...,u,) uma
base ortonormada de E tal que H =< us,...,u, >. A aplicagio linear Xy que

transforma u; em —u; e u; em g, 2 < i < n, é uma transformagao ortogonal. A
aplicacdo T p deixa invariante o subespago H e transforma um ponto P € E\ H

na sua ”imagem no espelho” do outro lado de H.

| H

P, 2P

simetria A aplicagdo U diz-se a simetria em relagdo ao hiperplano H.

180 Seja E um espago vectorial de dimensdo n e seja S um subespago vectorial

de E de dimensdao n — 2. Seja (uy,...,u,) uma base ortonormada de E tal que
S =< ug,...,u, >. Seja R a aplicagio linear definida por

R(uy) = cosf uy +sind ug,

R(uz) = —sinfl uj +cosf us,

R(u) = wuy, 3<i<n.

A aplicagio R é uma transformacio ortogonal que deixa invariante o subespaco

S. Vamos chamar a R a rotagdo de angulo 6 em torno do eixo S.

181 Exercicio i) Mostre que o conjunto das isometrias de um espago euclideano
E ¢é um subgrupo do grupo A(E). Este grupo é denominado Grupo Euclideano e
¢ denotado por Z(E).

ii) Mostre que o conjunto das transformacoes ortogonais de E é um subgrupo do
Grupo Euclideano. Este grupo é denominado Grupo Ortogonal e é denotado por
O(E). Para todo o n € N, definimos O(n) = O(R").

iii) Mostre que o conjunto das transformagoes ortogonais de E que preservam a

orientagio ¢ um subgrupo do Grupo Ortogonal. Este grupo é denominado Grupo
Ortogonal Especial e denotado por SO(E). Paratodoon € N, definimos SO(n) =
SO(R™).
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iv) Mostre que o conjunto das translagées é um subgrupo do Grupo Euclideano.
Mostre que este grupo é isomorfo a (E, +).

v) Seja X um subconjunto de um espago euclideano E. Seja Z(E, X) o conjunto
das isometrias ® : E — E, tais que ®(X) = X. Mostre que Z(E, X) é um subgrupo
do grupo das isometrias de E. Mostre que Z(E, X) = Z(E) N A(E, X).

O grupo Z(E, X') chama-se o grupo das simetrias euclideanas de X .

182 Exercicio Determine o grupo Z(E, X) em cada um dos exercicios da secgio

Subespagos Afins em que foi pedido que calculasse o grupo A(E, X), incluindo

exercicios resolvidos.

183 Teorema Se WV ¢ uma isometria de um espaco euclideano E, existe uma e

uma so translacao © e uma e uma sd transformagao ortogonal @, tais que
¥ =00%.

Demonstragao. Seja © a translagio por ¥(0). Entdo ©7! o ¥ é uma isometria

que deixa 0 invariante:
o 1o U(0) = 9_1(11'(0)) = ¥(0) — ¥(0) =0.

Note-se que (0,)"! = ©_,. Assim, ® = ©~! o ¥ é uma transformacao ortogonal.
Concluimos que ¥ = 0 o .
Sejam agora ©1, ©3 duas translagoes e ®;, ¥, duas transformacdes ortogonais.
Se

©10®; =030y,

entao
0,100, = ®007 .

A isometria ©5' 0 ©; é uma translagio e
051 00,(0) = &0 ®7(0) = 0.
Como tal, (—);} 0©; = Id. Assim,
Oy =0, & =07, |
184 Corolario Uma isometria é uma aplicagao linear afim.

Vamos agora estudar a estrutura das transformagoes ortogonais.

185 Proposicao As transformagoes ortogonais do plano que conservam a
orientagao sao as rotagoes em torno da origem. Ou seja,

50(3) - {(COSG —sinG) e R}_

sinf#  cosf
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Demonstragao. Seja (u,v) uma base ortonormada directa de R?, u = (a,b), v=
(c,d). Sabemos que |[ul| = [[v]| = 1. Assim, a2+ b2 = +d? = 1. Como tal,

existem «, 3 € R tais que
u = (cosa,sina), v= (cos B3,sin 3).

Como a base é directa, det(u,v) > 0, isto &,

cosa  cosfd

: . = cosa sin/ — cos ina
sina  sin 3 o gs

= sin(f —a)
N 1
Mas
0=u-v=cosa sinf+sina sinf = cos(f — @)
pelo que
sin(3 —a) = 1.
Portanto, podemos supor que f = a + %. Assim,
™ ;
cos3 = cos(a+ 5) = —sina
sinf = sin(a+ %) = cos .

Se ¥ ¢é uma transformagio ortogonal de R? que preserva a orientagao, a base

canénica de R? é transformada numa base ortonormada directa e, como tal, existe

g € R tal que
cosf) —sind
lII_(sinG cosf ) 1

186 Exemplo Secja Xy a transformacao ortogonal de matriz
cos20  sin26
sin20 —cos20 )’
A transformagio ortogonal £y inverte a orientacdo, pois a sua matriz tem deter-

minante —1. A transformagdo ortogonal g é a simetria em relacio a recta que

contém os pontos (0,0) e (cos0,sin®). Na verdade,

cos20  sin20 cos(f +a) _ [ cos(f — @)
sin20 —cos20 ) \ sin(0+a) ) \sin(d —a).
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187 Proposicao As transformacoes ortogonais do plano que invertem a ori-

entacao sao as simetrias Lg.

Demonstracio. Seja ¥ uma transformacio ortogonal de R? que inverte a ori-

(¢ 2)

entagao. Seja

a matriz de ¥. Como a simetria

inverte a orientagao, a transformagao ortogonal de matriz

a b 1 0 fa =b

c d 0 -1 c —d
conserva a orientacao. Pela proposi¢ao 185, existe o € R tal que

a —b\ [cosa —sina

¢ —d sina cosa )
a b\ (cosa sina
¢ d) \sina —cosa)’

Como tal,

Tomamos ¢ =

| 2
-

188 Proposicao Toda a transformagdo ortogonal do plano € uma simetria ou é

a composicao de duas simetrias.

Demonstragao. Se uma transformacgao ortogonal ¢ do plano nao é uma simetria,
entdo, pelas proposigdes 185 e 187 € uma rotagao. Podemos admitir que a matriz

de ¥ em relagao a um referencial ortogonal conveniente é
cosax  —sinao
sinae  cosa )
para algum o € R. Temos que
cos v —sina 1 0\ _ (cosa sina
sina cosa 0 -1 sinae —cosa )
cosay —sina)  (cosa  sinao 1 0
sinae  cosa sinae —cosa o -1/’

RQIE%OED. l

Assim,

ou seja,

Concluimos que uma rotagao de angulo a em torno da origem de R? é a composigio
- . -~ ¥ . - . -~ .
da simetria ¥ em relagio ao eixo dos xz com a simetria ¥z em relagio a recta

que passa na origem e no ponto (cos §,sin §).

99



T A T e R e T S P e

Tomemos a = 5. A rotagdo de 90 graus em torno da origem de R? coincide com
a simetria em relagao a recta y = 0 seguida da simetria em relagio a recta y = x,
ou seja,

R

=Xz o ¥y.

s n
z 4

0 1 (1 0 (0 -1
(5 0) 2= 4)o 5= (1 0)

Tomemos a = (2,—1). Temos que Xo(a) = (2,1), £2(2,1) = (1,2).

Temos que

[SIE]

o

As rectas que passam pela origem e respectivamente por (2, —1) e (1,2) sio orto-

gonais.

189 Proposicao Seja E um espago euclideano. A composigio de duas simetrias

em relagdo a hiperplanos distintos Hy, Hy € uma rotagdo em torno de Hy N Hy.

Demonstragao. Seja (uy,...,u,) uma base ortonormada de E tal que H; N
Hy =< ug,...,up >. Sabemos que (Hy N H)* =< wuj,uz >. Seja ¥; uma
isometria em relacio a Hy, i = 1,2. Seja ¥ = 33 0 3. Temos que 2| g,ng, = Id,
i =1,2. Como tal, ¥|g,nm, = Id. Como ¥(H;NHy) = HiNHa, Y((HiNHa)t) =
(Hy N Hy)t. Logo, ¥ é uma transformagao ortogonal que preserva a orientagio e

existem a;;, 1 <14,7 < 2 tais que

Il

¥ (u1)
W (usz)

U(u;) = u;, sed3<j<n

ajiuy + ajola,

2111 + A22U2,




Concluimos que a restri¢ao de ¥ a < uy,u2 > é uma transformagio ortogonal de

11 a2
a1 a2
ayyp a2
az; a2

matriz

Além disso,
=yl =1.

Como tal, a restricio de ¥ ao plano < uj;,u; > é uma rotagiao. Assim, existe
# € R tal que

Y(u;) = cos# uy +sinf uo,
W(ug) = —sinf uy + cosf us,
P(u;) = u;, sed3<j<n |

Exercicios

190 a) Diga quais das seguintes aplicacoes sao: i) lineares ii) lineares afins
iii) isometrias iv) transformagoes ortogonais.
Aplicacoes de R? em R?:

o f(z,y) = (2® +y,y).

e g(z,y) = (z+ 2,y +3).

o h(a.y) = (L@ —y), Lz +v)).

o k(z,y) = (P —y), — L@ +y))

o o(2,y) = (xcosf — Ly, wsind + ycosh), 6 € R.

Aplicacoes de R? em R¥:

L]
=
)

o2
t
Il
fon
3]
4
“f

3y, %I+%y,—3;—§x+z).
o I(z,y,2) = (2 +y? +2%,y,2).

b) Decomponha na composigao de duas simetrias os automorfismos afins do plano

apresentados na a) que sio transformagoes ortogonais.

191 Consideremos a aplicacdo ¢ do grupo S, das permutagoes do conjunto

{1....,n} no conjunto das matrizes n x n que associa a uma permutacio (ky - - ky)
a matriz (a;;), onde
P 1, sej = ki,
9 0, sej#k.

Mostre que:
a) A matriz ¢(€) é ortogonal para toda a permutacio € € S,,.
b) A aplicagio ¢ é um morfismo de grupos.

c) p(€) preserva as orientagdes se e s6 se € é par.
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4. Geometria Analitica



Este capitulo destina-se a aplicar os métodos desenvolvidos no capitulo anterior
ao estudo dos objectos classicos de Geometria Analitica: as rectas, os planos, os

triangulos, as conicas e as quddricas.

Objectivos:

e Saber calcular a distancia entre subconjuntos de um espago afim, com par-

ticular énfase para pontos, rectas e planos.

e Saber resolver problemas geométricos envolvendo rectas, planos, triangulos,

conicas e quadricas, por métodos analiticos.

e Classificar cdnicas e quadricas afins.

4.1 Distancia entre Subespagos Afins

Seja (X, d) um espago métrico. Dados subconjuntos nao vazios X,Y de X, chama-

se distancia entre X e Y ao nimero real
d(X,Y)=inf{d(z,y):z€ X, ye Y}

Se X NY # 0, entdo d(X,Y) = 0. Vamos estar especialmente interessados no
caso em que X é um espago euclideano e X e Y sio subespacos afins de &', em

particular, no caso em que X = R® e nos encontramos num dos casos seguintes:

-
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192 Lema Seja E um espago euclideano. Sejam X =a+F e Y =b+ G dois
subespagos afins de E. Se b —a € (F + G)*, entao d(X,Y) = ||b — a|.

Demonstragao. Seja Fy o complemento ortogonal de F MG em F. Seja Gg o
complemento ortogonal de F N G em G. Temos que F = (FNG) & Fy, G =
(FNG)® Gp, donde, F+G=Fy B (FNG)& Gy. Dadosze X eyeY,

y—xz=y—b+b—ata—z
Além disso, existem f,g € FNG, fy € Fy, g0 € Gy tais que
a—z=f+fo, y—b=g+go.

Assim, y —z =g+ go+ f + fo + b — a e tem-se que

II(f + 9) + fo+ g0+ (b—a)|?
ILf + glI® + || fo + gol> + |6 — al|?
||b — al|?.

lly — ||

Il

IV

Como tal, d(X,Y) > ||b—a||. Comoae X ebeY, d(X,Y) < ||b—all. Assim,
d(X,Y) =||b—all|. 1

193 Exercicio resolvido. Sejam
X={(z,v,2)eR3:9y=2=0}, Y={(z9.2)cR*:2=0,2=1}.
Determine d(X,Y).

Resolucao. Neste caso, X =a+F, Y =b+ G, onde a = 0= (0,0,0), b =e3 =
(0,0,1), F = {e1), G = (e2). Entdo, F + G = (e1,e2), b—a = e3 € (F + G)*.
Assim, d(X,Y) =||b—all = 1.

O préximo lema mostra que é sempre possivel caleular a distancia entre dois sube-

spagos afins, usando o lema anterior.

194 Lema Seja E um espaco euclideano. Seja X um subespago afim de E com
diteccao F e seja Y um subespago afim de E com direccao G. Entao existem
a€ X, beY tais queb—a € (F+ G)* .




Demonstragao. Vamos usar a notagao da demonstragao do lema anterior. Sejam
X, yeY. SejaH=F+ G + (y—z). Seja Hy o complemento ortogonal de
F+Gem H. Como H=Fy & (FNG) D Gy D Hy, existem f € Fo,g € Go,u €
Hy.v e FNG tais quey — =z = f + g + u + v. Entao,

y—g=z+ f+v+u
Sejam a = =+ f +v, b=y —g. Temos que
aeX, beY, b—ac (F+G)* |

195 Exercicio. Calcule as distancias entre os seguintes subespagos afins X e Y,
de R3:

a) X : recta que passa nos pontos e e e + ez + €3;

Y: plano que contém os pontos e; — ez, 2e; + e3,e1 — €2 + es.

b) X : recta que passa nos pontos e e e + ez + ea;

Y : recta que passa nos pontos 0 e e2 + e3.
c) X : recta que passa nos pontos e e ey + ez +e3; Y = {ez}.
d) X ={(z,y,2): 22+ 3y +2z=1}; Y = {es}.

e) X : recta que passa nos pontos ej + e +e3 e e — ez +€3;

Y : recta que passa nos pontos 0 e es.
£y X ={(zy2)re+2y+2=0}Y = {(zuyz2) 2+ 2+ z=a}
196 Exercicio resolvido. Sejam

X={(z,y.2) eR®:ax+by+cz=d}, Y={(z,y,2) eR®:ax+by+cz=e¢}

. —d
dois planos paralelos de R®. Mostre que d(X,Y") = a)eJr—bzl—i-c?
Resolugao. Sejam
d e
RN SV Y N Ug— — ]
o a2+b2+c2(a’ .¢), p a2+b2+62(abc)

Temos que X = o+ ((a,b,¢))*, Y = B+ ((a,b,c))*, B—a € ((a,b,c)). Pelo lema
192,
|d — e]vaZ + b2 + 2

dX,Y)=||B—all = PO
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197 Exercicio.

@) Sejam r = {(z,y) e R?:az +by =c} e s={(z,y) € R?: azx + by = d}
duas rectas paralelas. Mostre que d(X,Y) = (|d — ¢|)/Va? + b2,
B) Sejam r = {(z,y,2) € R? :

ar + by +cz =d, ez +byy+ 1z = di} e
X = {(z,y,2) € R®: az + by + cz = d2} uma recta e um plano paralelos.
Determine d(X, 7).

7) Sejam P = (p,q) e r ={(z,y) € R? : az + by = e} um ponto e uma recta
do plano. Mostre que

le — (ap + bq)|
diPi)= Yy =

8) Sejam P = (p,q,r) e X = {(z,y,2) € R®: azx + by + cz = ¢} um ponto e
um plano. Determine d(P, X).

€) Sejam a e 3 dois vectores ortogonais de R3, de norma 1. Seja r a recta de R?

definida pelas equacoes o~z = a, -z = b. Dado P € R3, mostre que

d(P,r) =+/(a—a-P)2+(b—3- P)2.



4.2 Triangulos

Exercicios resolvidos

198 Sejam A e B dois circulos com centros distintos e raios a e b, respectivamente.

Seja d a distancia entre os centros dos dois circulos. Vamos supor que a > b.
a) Mostre que:

um ponto, sed=a—b ou d=a-+b,

dois pontos, sea—b<d<a+b,
AmB_{
0, sed<a—0b ou d>a+b

b) Considere dois circulos com 0 mesmo raio e que se intersectam em dois pontos.

Determine a distancia entre esses dois pontos.

Resolugdo. Uma isometria transforma circulos em circulos com o mesmo raio.
Sejam Ag o centro de A e By o centro de B. Podemos translatar os circulos. Como
tal, podemos supor A; = (0,0). Existe um transformacio ortogonal de R? que
transforma B num ponto do eixo dos zx, de abcissa positiva. Podemos, portanto,
supor Ag = (0,0), By = (d,0). Assim

A = {(z,y):2* +y* = a?}
B = {(zy):(@@—d’+y* =0}

O conjunto A N B ¢é descrito pelas equagoes
2yt =a?, (z-d)?+y? =0
Assim, a? — 22 = b2 — (z — d)?,
2zd = a? — b? + d°.

Como os centros dos circulos sio distintos, d > 0,

B a? —b? +d?
= 2d
2 _p2 2 2
2 2 _f(a =+
¥y = a (——_Qd ) . (4.1)
Se b = |a — d|, entdo b> = a* + d® — 2ad, donde
a? — b% + d?
e T ANB = .
2d (l, {(G,D)}
d=a+b d=a-b
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Se b < |a —d|, a® — b* + d* > 2ad, logo,

a? —b% 4 g2 -
(_23__) >,

Assim, a equagio (4.1) néo tem solugdo e AN B = (). Finalmente, se b > |a — d|,

a® — b® + d?* < 2ad, logo,

(az—b2+d2 ¢ g
B <a
)

e (4.1) tem duas solucGes distintas. Vamos agora resolver a b). Se a = b,

Assim, a distancia entre os dois pontos é igual a 2|y|, ou seja, é igual a /4a? — d2.

Dados trés pontos nao colineares z,y,z vamos chamar tridngulo determinado
por z,y,z ao conjunto Azyz = Ty U Tz U Pz formado pela uniio dos segmentos
de recta definidos por pares de elementos do conjunto {z,y,z}. Os pontos z,y, z
dizem-se os vértices do tridngulo e os segmentos Ty, Tz, yZ dizem-se os lados

do triangulo. Vamos usar as convencoes:

a

diy, z); b= diz;z); ¢=d(z,y)
A = U@F), B=U@RR), C=Liz7)

199 Mostre que existe um triangulo Azyz cujos lados tém comprimentos a, b e

¢ se e so se

a<bt+e b<c+a, c<a+b (4.2)
Resolucao. Note-se que a condigao (4.2) é equivalente & condigao
b—cl<a<b+e (4.3)

Daflo um tridngulo Azyz, o seu transformado por uma isometria tem os mes-

mos angulos e os mesmos comprimentos dos lados. Suponhamos que existe um




triangulo com lados de comprimentos a, b e c. Podemos supor que x = (0,0) e que
y é um ponto do eixo dos xx com abcissa positiva. Como d(z,y) = ¢, y = (¢,0).
Sejam (u,v) as coordenadas de z. Se v < 0, a simetria em relagao ao eixo dos zz
deixa x e y invariantes e transforma (u,v) em (u, —v). Podemos, portanto, supor

v > 0. Como z,y, z sdo nao colineares, v > 0.

(uv)

(0,0) (c.0)

(u:-v)

Seja. C' a circunferéncia de centro x e raio b e seja D a circunferéncia de centro y

e raio a. Pelo exercicio anterior

cnD={(u,v),(u,-v)}.

As desigualdades (4.3) sao consequéncia imediata do exercicio anterior.

Reciprocamente, se a, b, ¢ verificam (4.2), tomemos z = (0,0), y = (¢,0). Seja C
a circunferéncia de centro x e raio b. Seja D a circunferéncia de centro y e raio
a. Por (4.3) e pelo exercicio anterior, C'N D contém dois pontos distintos que sdo
transformados um no outro pela simetria em rela¢ao ao eixo dos zz. Escolhendo

para z um dos pontos referidos acima, construimos um triangulo com lados a, b, c.

200 Exercicios

a) a) Mostre que, com as convengoes anteriores, se um triangulo tem lados de
comprimentos a, b, ¢, entao
b? + ¢ — a?
2be '

Obtenha férmulas semelhantes para cos B e cos C.

cos A =
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b) Mostre que

sind = = \/olp— a)p - Do — o)

a+b+c L -
onde p = ———— ¢ o semiperimetro do triangulo.
c) Mostre que
aind_ Jp=bp—c)
2 be

.o 1l —cosa
Sugestio: Note que sin® — = ——

d) Mostre que, dados a €] — 1,1[, 3,7 > 0, existe um tridngulo Azyz tal
que cos A = a, b= (3, ¢ =+. Determine a a partir de A,b,c.

e) Mostre que um triangulo tem dois lados iguais se e s6 se tem dois angulos
iguais.

f) Mostre que o Angulo A é recto se e s6 se a® = b? + 2.

B) Sejam Axyz e Az'y'z" dois tridngulos. Mostre que sdo equivalentes:
a) Existe uma isometria ® do plano tal que ®(z) = 2/, ®(y) =y, ®(2) = 2.
b) a=dal, b=V, c=¢.
c) A=A b=V, c=.
d) A=A, B=B',c=".

Triangulos que satisfagam as condigoes equivalentes acima dizem-se congru-

entes.

v) Determine o raio da circunferéncia que passa pelos vértices de um triangulo

com lados de comprimentos a, b, c.

§) Determine a figura geométrica que se obtém quando se intersectam duas su-

perficies esféricas.
€) Determine Z(R?, Azyz) em funcéo de a, b, c.

p) a) Sejam z,y,z € R?\ {0} tais que a semirecta {ty : t > 0} intersecta o

segmento [z, z] num e num s6 ponto. Suponha que «, 3, €]0, 7| e que

cos ¢ = cosf3 = cosy =

T2z
IR

(VA
vl 11z]”

Ty
Il llwll”




Mostre que a + 3 = 7.

Sugestio: Mostre que se pode supor z = (1,0), y = (a,1), z = (b, 1), com b < a.
Lembre-se que cos(a + ) = cosa cos 3 —sina sin 3.

b) Mostre qua a soma dos angulos internos de um triangulo é igual a .
Sugestao: Lembre-se que cos(m —a) +cos a = 0, para todo o . Considere a figura

abaixo, onde z = 0.




4.3 Conicas
Elipses, Pardbolas e Hipérboles

201 Elipses. Dados A, B € R?, seja d metade da distancia de A a B. Dado
r > d, chama-se elipse de focos A, B e raio r ao conjunto & dos pontos X € R?

tais que

d(X, A) +d(X,B) = 2.

Se os dois focos coincidem, obtemos uma circunferéncia de raio r.

Uma isometria transforma elipses em elipses, deixando invariante a distancia entre
os focos e o raio. Existe uma isometria ® tal que ®(A4) = (—d,0) e ®(B) = (d,0).
Temos que ®(&) é o conjunto dos (z,y) € R? tais que

VE+d)?2+y?++/(z—d)?+y?=2r (4.4)

Temos a seguinte sequéncia de equagdes equivalentes a (4.4):

Viz+d)? +y?

2r —/(z — d)? + y?,

@+d)?+y* = 42+ (@—d?+y* -4z —d)? +7
dzd — 42 = —4r /(z - d) + 12,
(r*—ad)* = r*((z-d)?+y%),
M d?e® = r2? 4+ r2d? + ey,
(T'). _ d"’):c? +r3y? = 7‘2(1"2 _ d2),

@)+ () -

Tomando a = r e b = /r? — d?, temos que a elipse (4.4) esta contida no interior
do rectangulo de vértices (a, £b).

4
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A equagao

(&) - ws

diz-se a equacio candnica da elipse. Uma elipse fica determinada, a menos de
uma isometria, pelo seu raio e pela distancia entre os focos. O ponto médio do
segmento de extremos nos focos diz-se o centro da elipse. Os pontos da elipse a
maior e menor distancia do centro dizem-se os vértices da elipse. Os vértices da
elipse (4.5) sao os pontos (+a,0) e (0, £b). Os focos da elipse (4.5) sdo os pontos

(£va? - b%,0).

202 Hipérboles. Dados A, B € R?, seja d metade da distancia entre A e B.
Dado r < d, chama-se hipérbole de focos A ¢ B e raio r ao conjunto H dos pontos
X € R? tais que

|[d(X,A) —d(X,B)| = 2r. (4.6)

A

Uma isometria transforma hipérboles em hipérboles, deixando invariantes a distancia
entre os focos e o raio. Além disso, existe uma isometria ® que transforma 4 em

(—d,0) e B em (d.0). Temos que ®(H) é o conjunto dos (z,y) € R? tais que

|\/(g_-+d)2+y2—\/(a:—a!)2 +y2‘=2r. (4.7)

Temos a seguinte sequéncia de equagoes equivalentes:

(x+d)?2+y? = (e—-d)?2+y?+2r
(x+d)?+y? = @-d)?+y?+4?+4r/(z—d)?2+4°
de —r* = :I:r\/m
r? 40t = p2p? 2 4 1‘2y2
((F - 1-2)3;9 - szz - Tz(d‘z = 1,.2)

(%)2 - (_ﬁ%)‘z:l. (4.8)

OEOR w

A equacao
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diz-se a equacio canénica da hipérbole. Chama-se centro da hipérbole de focos
A, B ao ponto médio do segmento [A, B]. Chamam-se vértices da hipérbole aos
pontos da hipérbole mais préximos do seu centro. Os vértices da hipérbole (4.9)
sio os pontos (+a, 0) e o seu centro é a origem. As rectas definidas pela equagio

AN AN : " .
(—) - (l_) = 0 dizem-se as assimptotas da hipérbole.
a )

203 Parabolas. Dada uma recta r e dado um ponto A ¢ r, chama-se parabola
de foco A e recta directora 7, ao conjunto P dos X € R? tais que d(X, A) = d(X,7).

A

>

Seja d = d(A,r). Uma isometria transforma pardbolas em pardbolas, deixando
invariante a distincia entre o foco e a recta directora. Além disso, existe uma
isometria ¢ que transforma A em (0,d/2) e r na recta de equagio y = —d/2.

Temos que $(P) é o conjunto dos (z,y) € R? tais que

VIi+ (y—df2)? =y+d/2. (4.10)

Temos que

2+ (y—d/2)? = (y+d/2)°
= 2dy
o1 s -
y = 3% (4.11)

Seja Ay o pé de perpendicular do ponto A sobre a recta r. O ponto médio do
seginento [A, Ag] pertence a P e diz-se o vértice da pardbola. O vértice da

pardabola (4.11) é a origem.




Uma parabola P estd contida no semiplano que contém o foco de P e é delimitado
pela recta paralela a recta directora que passa pelo vértice de P. A parabola (4.11)

estd contida no semiplano de inequagao y > 0.

Vamos chamar cénica a todo o subconjunto de R? definido por uma equagio do
tipo
az® + bry +cy’* +dx+ey = f, (4.12)

onde (a,b,¢) # (0,0,0). As elipses, as pardbolas e as hipérboles sio exemplos de

conicas. A equagao 4.12 diz-se a equagdo geral de uma cénica.
Exercicios resolvidos.

204 Para i = 1,2, seja C; a circunferéncia de centro A; e raio r;. Mostre que, se

Cy =Cq,entao A = Ay e ry = ro.

Resolugao. Seja C uma circunferéncia de centro A e raio r. O enunciado do
exercicio é consequéncia imediata dos seguintes factos:

i) O raio r ¢ igual a metade do diametro de C (ver o exercicio 99).

ii) Existem X,Y € C tais que d(X,Y) = 2r.

iii) Se X,Y € Ce d(X,Y) = 2r, entdo A é o ponto médio do segmento [X,Y].
Dados X,Y € C, d(X,Y) < d(X,A) +d(A,Y) = 2r. Dado u € R? tal que
[lull| =r, A+u,A—ueC, d(A+u,A—u) = |[A+u—(A-u)|| = 2||u|| = 2r.
O ponto A é o ponto médio do segmento [A + u, A — u.

205 Sejam A4 = (-1,-1),B = (1,-1),C = (1,1),D = (-1,1). Seja X uma
conica que contém os pontos A, B,C, D e P, onde P # A, B,C, D. Mostre que:

1 2 3
D Cc

4 5 6
A B

i 8 9

a) Nio existe nenhuma pardbola que contenha os pontos A, B, C, D.

b) O ponto P pertence a uma das seis rectas definidas por A, B,C, D, se e s6 se

X é uniao de duas das seis rectas.

¢) X ¢ uma hipérbole se ¢'sé se P nido pertence a uma das seis rectas e P estd

numa das zonas 1,3,5,7,9.
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d) X é uma elipse se e s6 se P ndo pertence a uma das seis rectas e P estd numa

das zonas 2,4, 6, 8.

Resolucao Seja az? + bxy + cy? +dr +ey = f a equacao da cénica X. Como
A,B,C,D € X, os coeficientes a,b,c,d, e, f satisfazem um sistema de quatro
equagoes lineares. Deduz-se dai que b = d = e = 0e f = a+ c. Assim, X é
definido pela equagao

ez’ + ey’ = a+e. (4.13)

Como tal, X nao é uma pardbola.

Seja P = (t,s). Como P# A,B,C,D,t? #1 ou s* # 1. Como P € X,

a(t® —1) = e{l = s?). (4.14)
Se P pertence a uma das seis rectas definidas por A, B,C e D, entdo s? = t2 ou
t* =1 ou s* = 1. No primeiro caso, resulta de (4.14) que ¢ = —a. Assim, X é a
uniéo das rectas  +y = 0 e z — y = 0. No segundo caso, resulta de (4.14) que
¢ =0. Assim, X é a unido das rectas x = 1 e ¢ = —1. No terceiro caso X ¢ a
uniao das rectas y = l e y = —1.
Se P estd numa das zonas 1,3,5,7,9 e P nao pertence a uma das seis rectas,
t? # 5% et? s > 1out? s? <1. Assim, (t2 —1)/(1 — 5%) < 0 e resulta de (4.14)
que ac < 0 e a+c# 0. Como tal, (4.13) define uma hipérbole.
Se P estd numa das zonas 2,4, 6,8 e P nao estd numa das seis rectas, (|t?| <1 e
s?[ > 1) ou (|t?| > 1 e |s?| < 1). Assim, (t2 —1)/(1 — s?) > 0 e resulta de (4.14)

que a,c,a + ¢ sdo niao nulos e tém o mesmo sinal. Como tal, (4.13) define uma

elipse.
Provdmos uma das implicagdes nas alineas b), ¢) e d). Como esgotdmos todas as

hipdteses possiveis, as implicacoes sio equivaléncias.

206 Mostre que:

a) Uma hipérbole tem duas componentes conexas. Estas componentes conexas sao

denominadas os ramos da hipérbole.

b) Seja H uma hipérbole de raio r e distancia entre os focos igual a 2d. Se H, e H_
sao os ramos de H, entdo d(Hy, H-) = 2r e existem um e um s6 V. € H, e um
eum s6 V_ € H_ tais que d(V4,V_) = 2r. Os pontos V. e V_ sdo os vértices da
hipérbole H. Os focos e os vértices de uma hipérbole estéio todos sobre a mesma
recta.

¢) Parai = 1,2, seja H; uma hipérbole de focos A;, B; e raio r;. Se H; = Ha, entéo
TpL =T26€ {Al,B]} = {43 Bg}

d) Para i = 1,2, seja H; uma hipérbole de raio r; e distancia entre os focos igual a

2d;. Existe uma isometria ¢ tal que ®(H;) = Ha se e sd se ry = 19 e dy = da.




e) Seja H a hipérbole definida pela equagio 4.9. Entio

I(R*,H)={®.5:¢,6€{-1,1}},
onde &, s(x,y) = (ex, by).

Resolugao. Dada uma hipérbole M, sabemos que existe uma isometria ® tal
que $(H) ¢ definida pela equagio (4.8). Como todas as propriedades referidas
no enunciado siao invariantes por isometria, podemos supor que H é a hipérbole
definida pela equagio (4.8).

a) A hipérbole H ¢ a unido disjunta dos conjuntos Hy., definidos pelas equagdes

z = xry/1+y2/(d? — r?) (4.15)

A aplicagio ¢ : R — Hy definida por
py) = (£V1+y*/(d® —1),y)

¢ um homeomorfismo. Como tal, Hi e H_ sdo conjuntos conexos por arcos.
Suponhamos, com vista a chegar a um absurdo, que existe uma fungio continua
v 1 [0,1] — H tal que v(0) € H_ e ¥(1) € H4+. Seja v : [0,1] — R a primeira
componente de v. Entao v([0,1]) é um conjunto conexo por arcos, logo, um
intervalo. Como v(0) < 0 e v,(1) > 0, existe t € [0,1] tal que v;(t) = 0. Assim,
existe (x,y) € H tal que z = 0. A equagao (4.8) mostra que tal é impossivel.

b) Sejam (z,y) € H_ e (z,w) € Hy. Resulta de (4.15) quez < —r e z > r. Como
tal, d(H-,H) > 2r. Como (£r,0) € Hy, d(H-,H;) = 2r. Se d((z,y), (z,w)) =
2r, entdao x = —r, z = r. Resulta de (4.8) que Vi = (&r,0). As restantes
afirmagoes da b) sio consequéncia imediata do que ja foi provado.

¢) Podemos supor que existe um niimero real positivo d; tal que A} = (—d;,0),
By = (d,0). Resulta da b) que r; = 73 e que existe da > 0 tal que Ay = (d2,0),
By = (—d».0). A hipérbole H; é definida pela equacio

2 2
= = | —] +1, i=1,2.
(Ti) (\/d? — r?)

Dado y € R existe um e um sé x > 0 tal que (z,y) € H;. Seja p;(y) = . Temos

2
di= lim rijy/1-+ (_y__) ;
y—-+oo vi(y)

que

Comory =roeHy =Ha, o1 =2 edy =do.

d) Se existe uma isometria ® tal que ®(H;) = Hz, entdo r; = ry e d; = dy, pela
¢). Sery =r2 =red, = dy = d, existe uma isometria ®;, i = 1,2, tal que ®;(H,),
i = 1,2 é a hipérbole definida pela equagdo (4.8). Entio @ = &;' 0 ®,.

¢) Seja ¢ uma isometria de R? tal que ®(H) = H: Pela b), ¢ deixa invariante

o conjunto formado pelos vértices de H. Em particular, ®(0) = 0, pois ® deixa
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invariante o ponto médio do segmento que tem por extremidades os vértices de H.
Como tal, ¢ é uma transformagio ortogonal e ® deixa invariante a recta definida
pelos vértices. Assim, ®((e1)) = (e1), ®((e2)) = ((e1)*) = &({e1))* = (e1)* =
(e2), ®(e;) = €e5, © =1,2, ¢ = +1. Concluimos que o grupo Z(R?,H) é gerado

pelas simetrias em relagao aos eixos coordenados.

207 Seja P uma parabola de foco A e recta directora r.

a) Mostre que as rectas perpendiculares a uma recta s intersectam todas a parabola

P em um e um sé ponto se e s6 se s é paralela a r.

b) Mostre que existe uma e uma sé recta ry que é paralela A recta directora e que
intersecta a pardbola em um e um sé ponto. O ponto de intersecgao da recta

ro com a parabola é o vértice de parabola.

c) Seja lp a recta perpendicular a r que passa pelo vértice de pardabola. Mostre
que A € . Seja | uma recta paralela a [y tal que d(l,lp) = 1. Mostre que

existe um eum s6 P € [NP e que

d(P, ?"o)d(A, 7"0) =i,

d) Seja P’ a parabola de foco A’ e recta directora r'. Mostre que P = P’ se e s6
se A= A"er =r'. Mostre que existe uma isometria ® tal que ®(P) = P’
se e s6 se d(A,r) = d(A’,r").

e) Mostre que o grupo Z(R?, P) tem dois elementos.

208 Seja C a circunferéncia de centro na origem e raio r. Determine o grupo
Z(m2,0).

209 Seja & a elipse de raio r e focos A, B, com A # B. Seja d = (1/2)d(A, B).
Seja O o ponto médio do segmento [A, B]. Mostre que:
a) Dado X € &€, d(X,0) <r.

b) Dados X.Y € &, d(X,Y) < 2r. Se d(X,Y) = 2r, entdo X,Y, A, B, O estdo

sobre a mesma recta.

¢) Dada uma elipse £’ de raio 7’ e focos A’, B, se £ = &', entaor =r' e {A, B} =
{A, B"}.

d) Dada uma elipse £ de raio r’ e distancia entre os focos igual a 2d’, existe uma

isometria @ tal que P(E) =& seeséser =r'ed=d"

e) O grupo Z(R?, €) tem quatro elementos.
*
210 Mostre que se uma conica contém trés pontos colineares, entio é degenerada.




4.4 Classificagao das Quadricas Afins
Hiperquadricas

Dado @ € N*, a = (a1,...,0y), e dado z € R", z = (z1,...,2,), define-se
lo] = Gyt -+, 2% =83 .. 255,
Chama-se fungio polinomial de grau menor ou igual a p em n varidveis, a uma
aplicagdo f : R™ — R tal que existem niimeros reais a,, a € N, 0 < || < p,
tais que

I T (4.16)

aeN" |a|<p

Por exemplo, sendo n = 2 e f(x),20) = 233%1‘2 + 3z1 + 22 + 2, f tem grau
menor ou igual a 3, apo = 2, a19 = 3, ap; =1, az) = 2, ap = 0 se a0 #
(0,0),(1,0),(0,1),(2,1).
Se f # 0, diz-se que f tem grau p se f tem grau menor ou igual a p e f nao tem

grau menor ou igual a p — 1. A funcdo polinomial f tem grau p se e s6 se
| >p+1l=a,=0eJaec N":|a|=peay #0. (4.17)

Um subconjunto X de um espaco vectorial E diz-se uma hipersuperficie algébrica
de E, de grau p, se existem um referencial de E, (Ojey,...,e,), e uma fungio

polinomial f: R" — R de grau p, tais que

X = {OJFZ'Tiei & JETy o vy i) =0}-
i=1

e Se p =1, entao X é um hiperplano afim de E.

e Se p = 2, dizemos que X ¢ uma hiperquadrica.

e Se p = 3, dizemos que X é uma hiperctbica.

e Sep=3en=2, dizemos que X é uma cibica.

e Sep=2en=2 dizemos que X é uma cénica.

e Se p=2en =23, dizemos que X é uma qudadrica.

211 Definicao Duas hipessuperficies algébricas afins X e Y de R™ dizem-se

isomorfas se existe um automorfismo afim ¢ de R™ tal que ¢(X) =Y.

A relagio de isomorfismo entre hipersuperficies algébricas é uma relagio de equi-

valéncia.

As conicas sao conhecidas desde a Antiguidade. No Renascimento ganharam im-
»
portancia renovada, com os trabalhos de Kepler ¢ Newton, pois permitem descre-

ver, aproximadamente, os movimentos dos planetas. Newton estudou em detalhe
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as cibicas. O estudo dos conjuntos definidos por fungdes polinomiais constitui

uma das mais belas disciplinas da Matematica, a Geometria Algébrica.

Uma hiperquédrica diz-se ndo degenerada se nao contém um hiperplano afim

nem esta contida num hiperplano afim.

Se f é uma fungio polinomial de R", de grau 2, entdo existem nimeros reais a;j,
1<i<j<n, b, 1<i<nec, taisque

n

flxy,. .. <) = Z Qi T;T; + Z bixz; +c. (4.18)
1<i<j<n i=1 .
Sejam
aij, sei=j,
! by Iy
az] — '12‘0'137 Seq:<j’ A:(azj)’ B= s C:[C], X= E ¥
1 . . bn T
505, set>J,
Temos que a matriz A é simétrica e
flzy,...,zn) = X AX + X'B+C. (4.19)

Dado um referencial (O;ey,...,e,) de E, dados zy,...,2, € E e sendo X =

[y - - - x,], vamos usar a notagio simbélica usual:

el
Xte= [xi ... @) : '=T1€1 + -+ Tnpen.

€n
212 Lema Seja f a fungao (4.19). Entao:

a) Dado V € R™, se efectuarmos a translagao Y = X -V, transformamos a
funcgdo (4.19) na fungao

Y — Y'AY + Yi{(B +24V) + (C + VAV + V'B).

b) Dada uma transformagdo ortogonal de matriz U, se efectuarmos a transformagao

Z =U"'X, transformamos a fungdo (4.19) na fungdo
Z — ZYU'AU)Z + ZY(U'B) + C.
Demonstragio. a) Sendo X =Y + V|

(419) = (Y+VIAY +V)+ (Y +V)'B+C
= Y!AY + Y'AV + VIAY + VIAV + Y'B+ V!B +C.

Como V!AY € Misu(R), VIAY = (VIAY)! = Y'A'V = Y'AV. Assim,

(4.19) = Y'AY + Y!{(B + 24V) + C + V'AV + V'B.




b) Sendo X =UZ,

(4.19)

I

(UZ)YAUZ)+(UZ)B+C
= ZYWU'AU)Z + Z"(U'B) + C. |

213 Teorema Existem inteiros r,s, 1 < r < s < n, numeros reais positivos
Ao ... Ay, numeros reais a, k e uma isometria @ tais que, dada uma fun¢ao poli-

nomial f, de grau 2,
+ fop(xi,. .oy Zn) = MzF 4+ X22) = App1220 ++ -+ A22) +azs41 (4.20)
ou

4+ fop(xy, ... xn) = x4+ X)) — Azl +-- -+ Asz?) + k. (4.21)

Demonstragao. Existem matrizes A, B, C tais que f(X) = (4.19). Pela proposigéo

177, existe uma matriz ortogonal U tal que U*AU é uma matriz diagonal

A
(4.22)
An

Como as permutagoes dos elementos de uma base ortonormada de um espago eu-
clideano definem transformagoes ortogonais, podemos permutar os A,s de forma a
que figurem em primeiro lugar os Als positivos, depois os negativos e por fim
os nulos. Podemos, portanto, supor que Ay,...,A. > 0, Aojpp,...,As < 0,
Ast1.--sAn = 0. Seja  a transformagio ortogonal de matriz U. Pela b) do
lema anterior, f o @(X) = (4.19), com A = (4.22). A transformacao ortogonal ¢

transforma, portanto, f na fungio polinomial

(Tyy.. o ) — )\1;1,"% +... +)\,.;r3 - (AT.H:EE_H o —i—)\s.vﬁ) +bizy+...+bpxn +e.

(4.23)
Temos que a(x+h)?+bz+c = az®+(2ah+b)z+c+ah?. A translagao z — z—b/(2a)
anula o coeficiente da parte linear da fun¢io quadrética az? + bx + ¢. Compondo
(4.23) com uma isometria conveniente, podemos, portanto, anular by,...,bs. Se
bey1 = ... = b, = 0, chegamos a (4.21). Se existir i tal que b; # 0, existe
uma transformacio ortogonal que aplica z; em z;, se 1 < i < s e transforma
bes1Tsr1 + -+ + bpxy em frgiq, com S # 0. Deixamos a determina¢ao de uma
tal transformagio ao cuidado do leitor. Finalmente, existe uma translagao que

transforma .01 + k em az,yq, com a # 0. Chegdmos, assim, a (4.20). ]
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Classificagao euclideana das cénicas afins

214 Teorema
a) As cénicas ndo degeneradas sio as elipses, as pardbolas e as hipérboles.

b) Seja C a conica definida pela equagio (4.19). Sejam A, u os valores préprios
de A. Entdo:

e SeC # ¢, entao C é nio degenerada se e s6 se a matriz

aim) = (g 2 )

a1 ag by
tem caracteristica mdzima.
Se C € nao degenerada, entio:
® C € uma pardbola se e s6 se A\ = 0.
® C € uma elipse se e s6 se A\ > 0.

e C € uma hipérbole se e sd se A\ < 0.
Demonstragao. Pelo teorema anterior, existe uma isometria @ tal que
£f op(z,y) = Aa® + py® + ay + k,
A > 0 e uma das quatro condicoes seguintes é verificada.

(1) p >0 (logo, @ = 0).

(2) p<0 (logo, @ = 0).

(3) w=0,a#0 (logo, k = 0).
(4) pu=a=0.

Nocaso (1), C=0,sek > 0.
C é um ponto, se k = 0.
C é uma elipse, se k < 0.
No caso (2), C é uma hipérbole, se k # 0.
C é a unido de duas rectas concorrentes, se k = 0.
No caso (3), C é uma paribola.
No caso (4), C é uma recta, se k = 0.
C=0,sek>0.
C é a unido de duas rectas paralelas, se k < 0.

Se f é uma fungio polinomial em R2, de grau 2, se © é uma isometria de R? e se
fX)=X'AX+X'B+C, fop(X)=X'A'X+X'B +C',

resulta do lema 212 que as matrizes A e A’ sdo semelhantes, tendo, portanto, os
mesmos valores proprios e as matrizes
[AIB] _ (all Q2 bl) e [Alle] — (ail 05'_'12 bi)

') / '
oy s ba Qpp ahy by
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tém caracteristicas iguais. Sejam A e pu os valores préprios de A. A 1ltima

afirmacio do teorema é consequéncia imediata da discussio levada a cabo até

agora e deste 1iltimo comentario. 1
. . 10 0 0 X

215 Exemplo Suponhamos que A = 0 1) B= 0 o) C = (1). Entao

[A|B] tem caracteristica méxima. No entanto C' é degenerada pois C = {(z,y) :

z? + y'“} +1=0}=¢.

Classificagao afim das cénicas

216 Teorema Uma conica nao degenerada pode ser transformada por um iso-

morfismo afim numa das sequintes conicas:

o 22 +y? =1 (circunferéncia)

e 22 —y% =1 (hipérbole)

e y = x° (pardbola)
Demonstragio. Sejam A,y > 0 e seja f(z,y) = Az?+puy? — 1. Seja ¥ : R? — R?

; ; . ) 1 1 .
o isomorfismo linear definido por ¥(z,y) = (fm. L—y). Temos que
VAT VB
fo¥(z,y)=x*+y*-1.

A aplicagao V¥ transforma uma elipse numa circunferéncia. Deixamos os restantes

casos ao cuidado do leitor. ]

Secgoes Conicas

As quadricas de R? sio chamadas cénicas por razoes historicas. Foram em primeiro
lugar obtidas como intersecgiao de um cone e um plano. Consideremos o cone X

% T - 9 9 9 -
definido pela equagao x* + y* = z*. Temos que

e Ser#0,Yn{z=r}={(z,y,2): 2* +y*> =r? z =r} é a circunferéncia

de centro em (0,0, 7) e raio 7 contida no plano {z = r}.




e Ser#0,ZN{y=r}={(z,v,2): 22 = 22 =r?, y =r} é uma hipérbole do
plano {y =r}.

e Seja w =2 + z. Temos que
En{(z,y,2):x+2z=1} = {(z,y,w): 2z = —5¥ T w= 1}
¢ uma parabola do plano {w = 1}.
e YN {y =0} ¢éa unido de duas rectas concorrentes.

Assim, todas as quadricas nio degeneradas podem ser obtidas como seccoes planas

do cone .




.
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Classificagao afim das quadricas

Devido ao grande nimero de casos a discutir, vamos limitar-nos a discutir o pro-
blema de classificagio afim das quddricas (classificacao a menos de isomorfismo
afim). Deixamos o problema de classificacio euclideana (classificagao a menos de
isometria), ao cuidado do leitor interessado.

Seja Q = {(z,y,2) : f(x,y,2z) = 0} uma quadrica. Pelo teorema 213, existe uma

isometria ¢ tal que
fop(z,y,2) = £(Ax? + py® + vz’ + az + k), (4.24)
A > 0 e uma das condigdes seguintes é verificada:
1.y, v >0 (logo, a = 0).
2. p>0, v <0 (logo e = 0.
3. p<0, v=0, a#0 (logo, k =0).

4. 1p>0, v=0, a#0 (logo, k =0).

(91}

pn>0, v=0, a=0.
6. 0 <0, v=a=0.
7. p=v=0, a#0 (logo, k =0).
B. p=v=a=0.
Tal como no caso da classificagio afim das cénicas, podemos substituir A, e
v por +1, se forem nao nulos. Por exemplo, o isomorfismo linear (z,y,z) —
72.1',33), z | transforma 222 — %yz +z em 2? — y? 4 22. Além disso, {z : f(z) =

0} = {z : AMf(z) = 0}, se A # 0. Como tal, podemos multiplicar (4.24) por um

ntimero real nao nulo, sem alterar Q. Vamos agora discutir cada um dos casos.
l.a. Se k>0, Q =0
1.b. Se £ =10, Q é um ponto.

l.c. Se k& < 0, dividindo f por —k, obtemos a equagio Nz? + u'y? + /22 =
L. Aplicando um isomorfismo linear conveniente, reduzimos (4.24) & forma
normal

24yt =1. (E)

Obtemos a superficie esférica. Em geral, dados a, b, ¢ > 0, vamos chamar
elipsdide a quddrica definida pela equacio
2]

O o aw

a
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2.a. Se k = 0, obtemos o cone

2.b. Se k < 0, podemos reduzir a equagao a forma
2t +y?=1+2% (H1)

Esta quadrica é denominada o hiperboléide de uma folha.

A intersec¢io de H; com o plano {z = t} é um circulo de raio v1+ 2. A
quadrica H, é uma superficie de revolu¢ao que se obtém rodando a curva
¥(t) = (1 + t%,t) em torno do eixo dos zz (ver o capitulo superficies IT). A
intersecgio de Hy com o plano {y = 0} é a hipérbole 2% — 2% = 1, dai 0 nome
hiperboléide. A intersec¢ao de H; com um plano que contenha o eixo dos

zz é sempre um hiperboléide.

2.c. Se k > 0, podemos reduzir (4.24) & forma
22 =1+4+2%+¢2% (H2)

Vamos chamar a H2 o hiperboléide de duas folhas.

N
&

A interseccdo de H2 com o plano {z = t} é vazia se [t| < 1, um ponto se
[t| = 1, um circulo de raio vt? —1 se [t| > 1. A intersecgio de H2 com

qualquer plano que contenha o eixo dos zz é sempre uma hipérbole.

¥

Nos casos 3 e 4 vamos obter gréficos de aplicagoes.
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3. Podemos reduzir (4.24) & forma
z=1x% 492 (PE)

Vamos chamar a PE parabolédide eliptico. A interseccio de PE com o
plano {z =t} é um circulo, um ponto ou o conjunto vazio, conforme t > 0,
t =0out <0, respectivamente. A intersec¢do de PE com o plano {y = a} é
a pardbola z = 2%, A intersec¢io de PE com qualquer plano que contenha o
eixo dos zz é sempre uma pardbola. Na verdade, PE é o gréfico da aplicagio

(z.y) — 2? + 4

4. Podemos reduzir (4.24) & forma
z=x2 =y (PH)

A intersec¢ao de PH com o plano {z = ¢} é uma hipérbole. A intersecgio
de PH com os planos {x = 0} ou {y = 0} é uma parabola. Vamos chamar a
PH o paraboléide hipérbdlico. A quddrica PH é o gréfico da aplicagio

(z,y) — 2% — y*. E normalmente conhecida por “sela de cavalo”.

Nos casos 5 a 8 as equagoes dependem, no méximo, de duas varidveis. Vamos,

portanto, obter o produto cartesiano de uma cénica por R.

5. Podemos reduzir (4.24) a forma z? + y% + k = 0. Obtemos o conjunto vazio,
arectax = y = 0 ou o cilindro z% + y* = 1, conforme k£ > 0, kK = 0 ou
k < 0, respectivamente. A recta é o produto de um ponto por uma recta. O

cilindro é o produto de um circulo por uma recta.

6. Podemos reduzir (4.24) a forma z? — y®> + k = 0. Se k = 0, obtemos dois
planos concorrentes, o produto de duas rectas concorrentes por uma recta.
Se k # 0, podemos supor k = 1, e obtemos o produto de uma hipérbole por

uma recta.
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7. Podemos reduzir (4.24) a forma z = z%. Obtemos o produto de uma pardbola

por uma recta.

8. Podemos reduzir (4.24) & forma 2% = 0. Obtemos um plano, o produto de duas

rectas.

Obtivemos a seguinte lista de quddricas nio degeneradas:

E elipsdide 2y 22 =1
C cone 2+ Yy =2z

H1 | hiperboldide de uma folha | 2% + 3% =1 + 22
H2 | hiperboléide de duas folhas | 22 =1 + 2 + ¢°

PE paraboléide eliptico 2=z +y*
PH paraboldide hiperbdlico z =% —y*
CE cilindro eliptico Bty =1
cp cilindro parabdlico y = x°

CH cilindro hiperbdlico -yt =1

O proximo quadro permite classificar a quadrica

O0={X: X'AX+X'B+C =0}

em funcio dos invariantes das matrizes A, B,C ou dos coeficientes de (4.24). A
matriz A é ndo nula e diagonalizavel. Se os seus valores proprios fossem todos
iguais a 0, A seria a matriz nula. Assim, A tem um valor préprio nao nulo. Se
multiplicarmos a equagao (4.24) por —1, continuamos a obter a mesma quadrica.

Podemos, portanto, supor a existéncia de um valor préprio positivo.

A primeira coluna da tabela abaixo indica o nimero de valores préprios positivos
e negativos. A segunda coluna, caso seja necessario, indica se a caracteristica da
matriz [A|B] é maior ou igual a caracteristica da matriz A. A terceira coluna
indica se o ntimero real ¢ é positivo, negativo ou nulo, quandd tal for relevante. A

ultima coluna diz-nos qual é a quidrica determinada por esses invariantes.
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+++ + 0
+++ 0 ponto
+++ = E
+4— + H2
++— 0 C
<= = H1
++ | > PE
+— | > PH
++ [ =] + [
+4+ | = 0 recta
++ | =] = CE
+— [=]#0 CH
+— | = 0 2 planos concorrentes
-+ > CP
+ | =] + 0
+ =1 0 plano
+ =| - 2 planos paralelos

As colunas referem-se ao nimero de valores préprios positivos e negativos, a relagio
entre a caracteristica da matriz [A|B] e a caracteristica da matriz A e ao sinal de

(', indicando na ultima coluna a classificagao da quadrica.

Exercicios resolvidos.
217 Identifique a quadrica Q definida pela equagio z°—2zy+2zz+4z—y+22z = 1.

Resolugao Temos que Q = {X : X'AX + X'B + C = 0}, onde

1 -1 1 4
A=|-1 0 0|, B=|-1], C=][-1].
1 0 0 2
Temos que
1-2 -1 1 '
=1 =X 0 [==X+A+22 =222 -A=2)=-AA-2)(A+1).
1 0 =X

A matriz A tem caracteristica 2, pois a segunda e a terceira linha sio multiplos
uma da outra. A matriz [A|B] tem caracteristica 3 pois

1 -1 4

-1 0 -1|#£0.

1 0 2
Assim, estamos no caso +—,>. Como tal, a quadrica Q é um paraboléide hiper-

bélico.

218 Determine o grupo das simetrias euclideanas do elipséide &£, definido pela

equagao (4.25), quando 0 < ¢ < b < a.
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Resolugao As simetrias em relagio a um dos planos coordenados deixam & in-
variante. Existem trés simetrias desse tipo e as suas composi¢oes constituem um

grupo com 2% elementos, os quais sao as transformagoes ortogonais
(z,y,2) = (ex, b8y, 02),

com €,6,0 € {—1,1}. Vamos mostrar agora que estas simetrias sao as lnicas
existentes. Sejam O = (0,0,0), A = aey, B = beg, C' = ceg. Dado X = ze; +

yes + zeg € £, temos que

IXI? = a?+y?+ 7
2 2 .
_ az(l_(y) _(i))+yz+z-
b o
P-a? ., c*-a®.
= a4+ 7 y? + = 22,

Assim, || X|| <ae||X||=aseesése X =+A. Dados X,Y €€,
d(X,Y) < d(X,0) +d(0,Y) = ||zl| + [|yl| < 2a,

d(X,Y)=2a=||X|| =|Y||=e = X,Y € {—A4, A}

Como d(P(A), P(—A)) = d(A4, —A) = 2a, P({A, —A}) = {A, —A}. Em particular,
@ transforma o ponto médio do segmento [A4, —A] nele préprio. Assim, ®(0) = 0, ¢
é linear, ® é uma transformacio ortogonal. Existe ¢ € {—1,1} tal que ®(A) = ¢A.
Como tal, ®(e;) = eer, ®({e1)) = (e1), ®((e1)*) = (e1)*. Assim, ® transforma a
elipse que se obtém intersectando o plano {z = 0} com o elipsdide £ nela prépria.
Repetindo o raciocinio anterior, existe § € {—1,1} tal que ®(B) = 6B, ®(ez) =
ea, B((e1,e2)) = (e1,e2)t. Como (e1,e2)* NE = {—e¢, ¢}, B({-c,c}) ={~c,c}.
Assim, existe o € {—1,1} tal que ®(e3) = ges.

Exercicios

219 Identifique cada uma das conicas seguintes, discutindo os diferentes valores

do parametro a.

a) 7 -y’ + 42 -6y =a.
b) x? +y* +az — 6y = 1.
c) 2t -2ry—y+zr=a.

220 Identifique cada uma das quadricas seguintes, discutindo os diferentes valores

do parametro a.
a),:c'z—yg—zerﬁlz—Gy:E).

b) z% +y? + 4z — 6y = 2.




c) z? —2zy+2zz+4r—y+2z=a.
d) 2:12273:'Ey—ay= 1.
e) 22 +2y? +:22—z+2y=ua.

221 Mostre que se uma quadrica contém trés rectas complanares, entao ¢ dege-

nerada.

222 Determine o grupo das isometrias euclidianas do elipséide (4.25) quando
a) 0<c<b=a.

b) 0<c=b<a.

c)0<c=b=a.

223 Determine o grupo das isometrias euclidianas do hiperboldide de duas folhas

H2.
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Este capitulo destina-se a familiarizar o leitor com o conceito de curva espacial.

Objectivos:

e Dominar os conceitos de curva regular, curva rectificdvel e comprimento de

uma curvda.

5.1 Definicoes e Exemplos

224 Definicao Uma curva parametrizada de R"™ é uma aplicagdo continua
v: I — R"™, onde I é um intervalo de R.
O conjunto imagem ~(I) diz-se a trajectéria da curva . Diz-se que a curva ~y
¢ uma parametrizagdo do conjunto y(I).
Sejar € NU {oc}.
e Uma curva parametrizada -, definida num intervalo aberto, diz-se de classe
C" se a aplicagiao « for de classe C7.

e Se I = [a,b], a curva parametrizada v : I — R™ diz-se de classe C" se existe

€ >0 e uma curva 7 :Ja — €,b + ¢[— R" de classe C" tal que J|[q,5) = 7-

e Uma curva parametrizada v diz-se seccionalmente de classe C" se existem
to.....tr € RU{oo} taisquety = inf I <ty <tg < - - <tp_1 <ty =supl,
& Yjeiady € declasse C7, i=1,...,k.
Uma curva parametrizada -y diz-se uma curva regular se curva
regular
e [ é um intervalo aberto de R.
e v/(t) #£0, paratodoot e I.

e v é de classe O™,

Uma curva regular diz-se uma curva de velocidada unitaria se ||7'(t)|] =

I
—

para todoot € I.

Exemplos

225 Dados a,u € R™ e um intervalo I C R, a aplicacéo
alt) =a+tu (tel)

é uma curva parametrizada de R™ de classe C*°. Se I = R e u # 0, a trajectéria

da curva « € a recta que incide com os pontos a e a+u. Se I = [0,1] a trajectéria

da curva « ¢ o segmento de recta de extremidades a e a + u.




226 Sejam a,b > 0. A curva parametrizada 3 : [0,2r] — R?, definida por

B(t) = (a cost,b sint),

tem por trajectéria a elipse de equagao

OROR

N
%o |

Com efeito, (z/a)® + (y/b)? =1 se e 36 se existe t € [0,27] tal que z/a = cost e

y/b = sint ou seja, se e s6 se existe ¢ € [0, 27] tal que (z,y) = (acost, bsint).
227 A curva parametrizada v : R — R® definida por
~(t) = (cost,sint,t)

descreve um movimento em hélice.

\

A sua trajectoria estd contida na superficie cilindrica de equagao
2 +y? = 1.
228 A curva parametrizada p : R — R? definida por

u(t) = (t, |t])

tem por trajectoria o conjunto definido pela condigio y = |z|.




229 A curva parametrizada ¢ : R — R? definida por
e(t) = (t3,1%)

tem por trajectéria o conjunto definido pela equagio

Na verdade, 22 = (t3)2 = t% = (¢2)® = y®. Por outro lado, se 2% = y*, entio
¥ >0, logo y > 0. Assim, existe um nimero real ¢ tal que y = t2. Como tal,
22 = 1%, logo z = t2 ou z = —t3. Se 2 = t3, entdo c(t) = (z,y). Se z = —t3, entdo

e(=t) = ((-=1)%,(-1)?) = (1%, ¢%) = (z,¥).

230 Definicao Dada uma curva parametrizada « : I — R™ chama-se repa-
rametrizagao de o a uma curva 3 : J — R"™ tal que existe um homeomorfismo
e:J — I tal que B =awoe.

Sejam I, .J intervalos abertos de R e seja r um inteiro maior ou igual a um. Duas
curvas de classe C", a : I — R"™, 3 :J — R" dizem-se equivalentes se existe

um difeomorfismo de classe C", e: J — I tal que B =aoce.
]

231 Nota Se [J é uma reparametrizacao de «, entdo « e J tém a mesma tra-

jectoria.
232 Exemplo Sejam a; :] — 1, 1[— R?, as, a3 :] — 2,2[— R? definidas por

art) = (4%, (5.1)
a(t) () (5.2)

rag(t) = (% %) : (5.3)

Il
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Temos que

1. a3 é uma reparametrizagao de o;. Na verdade a3 = oy o€, onde € ;] — 2, 2[—
] = 1,1[ é definida por €(t) = £.

2. ap nao é uma reparametrizagio de «;. As trajectérias de a; e ap sio

definidas respectivamente por:

y=z% 2| < 1; y=z2 |z| <2

Y,

Trajectéria de .‘1 Trajectéria de 0(2

Exercicios

233 Construa uma curva 7 : [0,1] — R?® com trajectéria contida na interseccio
da esfera 22 + y? + 22 = 1 com o plano = = z, tal que ¥(0) = (0,1,0) e ¥(1) =
(0.4

2 ¥V g ).

234 Diga quais das seguintes curvas de classe C! sio equivalentes:
e a:]0,7[ = R, a(t) = (cost,sint).
e 3:]-1,1[— R, B(t) = (—t,v1—-12).
e v:]0,2r[ — R, 4(t) = (cost,sint).
® 6:]0,2n[ —» R, 8(t) = (cos £,sin %).

235 Sejam
) et —et el +et
sinh t = — cosh t = —g
respectivamente as fungoes seno hiperbdlico e coseno hiperbdlico. Estas fungoes re-
ceberam este nome pelo facto de desempenharem em relagio A hipérbole o mesmo
papel que as fungdes seno e coseno desempenham em relagio a elipse. Nomeada-
mente, temos que:

»

e sinh” = cosh, cosh’ = sinh.
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e cosh® = 1 + sinh®.
e A trajectdria da curva de equacao
a(t) = (cosh t,sinh t)

¢ o ramo da hipérbole de equagao (z + y)(z — y) = 1 contido no semiplano
{z > 0}.

a) Prove as afirmagées feitas acima.
b) Parametrize o ramo da hipérbole de equagio (z + y)(z — y) = 1 contido no
semiplano {z < 0}.

¢) Determine as derivadas das fungoes inversas das fungdes sinh e cosh.

236 Proposicao Seja v : I — R™ uma curva reqular. Para cada a € I existe

1

€ >0 tal que v~ : y(la — €,a + €]) —]a — ¢, a + €] € continua.

Demonstragao. Fixemos p € (I). Seja a = v~ !(p). Podemos supor que
vi(a) #0. SejaI': I x R*~! — R™ definida por

Dt way ooy Bp=1) = (91()y o -7 Valt)) + (0;215« o+ y 1)

A aplicagio I' é de classe C* e a derivada de I" no ponto (a,0,...,0) é invertivel.
Pelo Teorema da Funcao Inversa, existe um aberto U de R™ tal que (a,0,...,0) €

Uelly:U —T'(U) é um difeomorfismo. Sabemos que p € I'(U) e que

T W) = (T71), W, un),

para todo o (y1,...,yn) € () NT(U). Aqui (T~'), designa a primeira compo-
nente de I'~!. Existe € > 0 tal que Ja —¢,a + ¢[x{(0,...,0)} c U. |
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5.2 Comprimento de Arco de uma Curva

Comprimento de arco de uma linha poligonal

Dados pontos ag,aq, .. .,an, € RN, podemos associar-lhes a curva v : [0,n] — RV

definida por

() = (1—(t—k))ax + (t — k)ax,

sek<t<k+1,0<k<n—1. Temos que v(k) = ax, para todo o k € {0,...,n}.
Além disso, a imagem por 7 do intervalo [k,k + 1] é o segmento de recta de
extremidades ag, agi1.

A curva v diz-se a linha poligonal definida pelos pontos agp, a1, ...a,. Vamos de-
noté-la por @ga; -~ a,. Chama-se comprimento do segmento de extremidades ay
e ag41 ao nimero real ||ag4+1 — ak||. Chama-se comprimento da linha poligonal
Goa; -4, & soma dos comprimentos dos segmentos de recta @r_jag, 1 < k < n.

Temos portanto que o comprimento da linha poligonal v é
n
> llak — ax-1ll.
k=1

237 Exemplo Tomemos N = 2, n =4, a = (1,1), b = (3,3), ¢ = (3,1) e
d = (5,1). Seja v = abed.

Como v =abUbcUcd e

ab = {a+tlb—a):te(0,1]}={(2t+1,2t+1):0<t <1}
be = {b+t(c—b):te0,1]}={(3,3-2t):0<t <1}

= {(38,5—-2t):1<t<2},
cd = {c+t(d—-c):te0,1]}={(2t+3,1):1<t<2}

Il

o~ 1:1): 2 <12 8,

segue-se que

) (2t+1,2t+1) se0<t<1
v(t) = (3,5-—2t) sel<t<2
) (2t —1,1) se2<t<3

Il
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O comprimento da linha poligonal + é

VB-12+B-12+/(1-32+(B-32+/B-32+(1-12=2v2+4.

A linha poligonal agai -~ ay,, n > 2, diz-se fechada se a,, = ag. Chama-se poligono
a uma linha poligonal fechada contida em R?. Um poligono diz-se inscrito na
circunferéncia de raio 1 se ||a;|| = 1, para todo o i e dois segmentos de rectas
distintos se intersectam quando muito nos vértices.

Vamos agora determinar o perimetro de um poligono inscrito na circunferéncia de

centro zero e raio um.
238 Lema Se u e v sao dois vectores de R? de norma 1, entdo
£(u,v)

— o|| = 2sin =22,
[lu — || sin ——

Demonstragao. Consideremos a seguinte figura:

O ponto w da figura acima, o pé da perpendicular de u sobre a recta que contém

0 e v, & determinado pelas seguintes condicoes:

w=M, A€ R,

(u—w)-v=0.

Seja o = £(u,v). Por definigdo de seno e coseno, ||w|| = cosa e ||u — w|| = sina.

Logo,
lu—o[* = [l(u—w)+ (w = )|
= = wlf? + ffw - v]|?
= sin®a + (1 - cosa)?
= 2-2cosc
l-c
_ 4l-cosa
2
o
= 4sin®_.
2
Como tal, ||u — v|| = 2sin §. |

Um poligono diz-se regularsse todos os seus lados e angulos sdo iguais e se os

segmentos que o constituem nao se intersectam em pontos interiores.
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239 Lema O perimetro de um poligono reqular de n lados inscrito numa cir-
cunferéncia de raio um €

LT
2n sin —.
n

Demonstragao. Consideremos a seguinte figura:

Pelo lema anterior, o perimetro do poligono ag -+ a,, é igual a

n

3 lla — @il = i?sin (@) .

i=1 i=]

Se um poligono regular inscrito numa circunferéncia tem n lados, entao Z(a;_1,a;) =

27
.7

circunferéncia é

para todo o 7. Logo, o perimetro do poligono regular de n lados inscrito na

n
. T . T
2 E sin — = 2nsin —. |
: n n
i=1
Repare-se que
3 m
. . T , sin T
lim 2nsin— =27 lim —* = 2.
n—-+o00 n n—-+o0 =

Comprimento de uma curva. Curvas rectificiveis

Consideremos um circulo de raio 7. Queremos medir o seu perimetro. Se tivermos
ao nosso dispor um cilindro cuja base é um circulo de raio r, o modo mais facil
de medir o perimetro do circulo é enrolar um cordel em torno do cilindro, estica-
lo, e em seguida medi-lo com uma régua. Suponhamos que nio dispomos de um
cilindro ou de um cordel. Podemos obter um valor aproximado do perimetro do
circulo marcando virios pontos sobre o circulo e considerando a linha poligonal

assim obtida.

Quantos mais pontos marcarmos maior é o comprimento de arco da linha poligonal

obtida e mais esse valor se aproximara do valor obtido usando o cordel.

Dado um intervalo [a,b], a < b, chama-se n-parti¢do de [a,b] a um (n + 1)-tplo

o= (Bg, tiys o it )y ofide @ =idg < b Lo by = b




a-——l- —_—— — A
to l«| tn-1 n

Vamos denotar por P, 5 o conjunto das particdes de [a, b).

Dada uma curva 7 : [a,b] — R™, uma linha poligonal aga; -~ a, diz-se inscrita
em 7 se existir uma particdo A = (to,t1,...,t,) de [a,b], tal que ax = v(t1), para
1 <k < n. Vamos denotar a linha poligonal aga; -~ a, por ya.

A linha poligonal v4 tem comprimento

n

3 vt = v(tiza)ll. (5.4)

i=1
Vamos denotar (5.4) por [a(y). O ntimero real [a(y) diz-se o comprimento da

linha poligonal inscrita na curva v associada & parti¢io A.

240 Definigao Chama-se comprimento de arco de uma curva v ao supremo
do conjunto dos comprimentos das linhas poligonais inscritas em . Vamos denotar
este elemento do conjunto [0, +o00] por I(v). A curva v diz-se rectificidvel se
I(y) < +oo0.

241 Proposigao O comprimento de arco de uma curva ¢ invariante por repara-

metrizagao.

Demonstragao. Seja v : [a,b] — RY uma curva. Seja ¢ : [¢,d] — [a,b] uma

bijec¢do continua, com inversa continua. Basta ver que

lyop) < IU(7)- (5.5)

Fixemos uma particao A = (to,...,t,) de [c,d]. Se ¢ for estritamente crescente,
tomamos A" = (p(te),...,@(tn)). Se ¢ for estritamente decrescente, tomamos
A = (plhn )i o ¢(to)). Em ambos os casos A’ é uma partigao de [a,b]. Como
la(yow) =la(y) < U(7), para toda a partigio A de [c,d], concluimos que (5.5)

se verifica. |

Vamos comegar por calcular o comprimento de algumas curvas. Comecemos por

calcular o comprimento de um segmento de recta.
242 Lema Se~(t)=z+t(y—z), 0 <t <1, entao l(y) = ||y — z||.

Demonstragao. Dada uma partigio A = (tg,...,t,) de [0,1], tem-se que

Il

la(v) Dol +tily — 2)) = (2 + tica (y — 2))|
i=1

= ZH(t@ = tio1)(y — 2)||

curva
rectificavel

147



n

> (i = tica)|ly — |

i=1

ly — 2l S — tit)
=1

= |ly- m“(tn = tU)

lly — x|l

I

Il

Assim,

i(y) = sup{la(?): D € Payl
sup{|ly — =}
lly ==l 1

Il

243 Lema Dada uma curva 7y : [a,b] — RY ¢ dados a < ¢ < b, sejam v =
Yiase]» V2 = Ve,p). Temos que vy ¢ rectificdvel se e s6 se v, e 2 sao rectificdvers.
Além disso, 1() = l(m1) + U(72)-

Demonstragio. Vejamos que [(y) < I(y1) + {(72). Dada uma particdo A =
(to,t1,--.,tn) de [a,b], vamos associar-lhe partigoes A de [a,b], &y de [a,c], D
de [e, b], do seguinte modo:

Se existir i tal que t; = ¢, tomamos A’ = A, Ay = (to,...,ti), Da = (s A

to t1 ti =¢ tn

— — ——————— — —

| 1 |
A1 A2

Caso contrario, existe um e um s6 ¢ tal que ¢,y < e <t;.

to t1 ti-1 c ti tn

——— S ey ¥ - A

| | 1
A A2

Tomamos entdao A’ = (toy...,ti—1,6ti,.. . ta), H1 = (tas v wili=1sC), By =
(C,fi,...,tn).

Temos que

Ia(vy) Iar(y)

<
= la; (M) +1a,(72)
< Um) + Uv2)-

Logo, 1(y) < l(m1) + 1(72)- ,

Vejamos agora que [(71) + I(72) < (7). Deixamos ao cuidado do leitor mostrar
que se 1 ou Y2 nao sao rectificiveis entdo v nao é rectificavel.

Suponhamos que 7 e 2 sdo rectificiveis. Fixemos ¢ > 0. Existem A, =

(to,---,tn), particdo de [a,c] e D2 = (So,. .. ,8m), particdo de [c, b], tais que




l('Yl} < lA;('Yl) + €, 1(72) < lAz(’Y?) + €

Temos que t, = 5o = ¢. Seja AN = (to,. .. tn, S1y.--,Sm)-
to t1 tn s1 sm
-_——————— ——

O (m+ n+ 1)-aplo A é uma parti¢ao de [a,b] e

Ia() = la,(m) +la,(2)

Como tal,
L) + U(v2) In, (1) +la,(v2) + €
In(y) +¢

I(y) +e
Como podemos escolher € arbitrariamente pequeno, tem-se

IAIIA

) +Uy2) < U(v). )

244 Coroldrio Dadas uma curva v : [a,b] — RY e wma particio (ag, a1,
coovan)  de [a,b], seja ¥i = Vg, .- Temos que vy € rectificdvel se e s6 se

Y1y -, Yn SAo rectificdveis. Além disso,

) =3 Uow). i

Introduzimos no inicio da secgao uma defini¢ao de comprimento para uma linha
poligonal. Surge agora a necessidade de mostrar que a nogio mais geral de compri-

mento de arco de uma curva coincide com a anterior, no caso das curvas poligonais.

245 Proposicao Se v € a linha poligonal @gay -+ ag, entdo o comprimento da

curva y €
n
> ek — ax_a]|.
k=1

Demonstragao. Seja s o iinico ponto do intervalo [a, b] tal que ¥(sx) = ai. Seja

Yk = V|[sx_1.5x] - Resulta do coroldrio 244 e do lemma 242 que
n
) = > 1w
k=1

n
Z llax = ak-1ll- 1
k=1

O préximo resultado mostra que o caminho mais curto entre dois pontos € a linha

recta.
246 Teorema Seja v : [a,b] = RY uma curva. Entdo,

1(7) = [lv(b) = v(a)]].
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Demonstragao. Consideremos a parti¢io A = (a,b). Tem-se

I() = la(y) = lv(b) —v(a)ll- 1

Comprimento de uma curva de classe C!

247 Teorema Uma curva v : [a,0] — RY de classe C' € rectificdvel e

b
1) = [ Il d. (5.6)

Demonstragao. Dada uma parti¢io A = (tg, ..., t,) de [a, b], resulta das proposigoes
111 e 112 que

Ia(v)

Z Iv(t:) = v(ti-1)ll

n
‘/;l 1

- Z dt
"(t)|| dt
Z[ I ®)l

b
f Iy (8] dt. (5.7)

IA

Como tal, a curva « é rectificivel.
Provemos agora (5.6). Dado s € [a,b], seja 6(s) o comprimento da curva 7|[qa,s)-
Sea < sy <s<b,entio 6(s) — 8(so) é igual ao comprimento da curva 7|(s, s €

como tal

[17(s) = v(so)ll < 8(s) — B(s0) < / ()] at. (5.8)

A primeira desigualdade resulta do teorema 246 e a segunda desigualdade resulta

de (5.7). Resulta de (5.8) que se s > sp, entéo

“’Y(S) — 7(s0) < 0(s) — 6(so) f 1Y ()] dt. (5.9)

§— 5g 8§ —8p

Estas desigualdades também sao vilidas se s < so. Note-se que

. s) — (s
sl = | lim )= (0]
s—s0 8 — 8
_ o |28 = 7(s0)
8§—+80 §— 8o
Por outro lado,
. 1 Ve g
. lim [l (8)]] dt = Jany “’Y (t)]] dt
§—80 8 — 80 Jg,
= ||’Y (s0)ll
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Como tal, resulta de (5.9) que @ é diferencidvel no ponto sy e

# (s0) = I (so)ll.
Seja .
o) = [ vl ae

Temos que
(@) = 0 = 6(a),

o' =yl =6
Como tal .
os) = o) = [ I @)l e (5.10)
Assim, I(v) = 0(b) = [’ ||/ (t)]] dt. i

248 Definicao A fungio # introduzida na prova do teorema anterior diz-se a

funcao comprimento de arco da curva 7.

249 Coroléario Toda a curva v : [a,b] — RY, seccionalmente de classe C', é

rectificdvel. Se (to,...,tn) € uma particio de |a,b] tal que v

Jtioyti] € de classe C*

para todo o i, entao
n t;
=3 [ Il ds
i=1 "t

Demonstragao. O resultado é consequéncia imediata do coroldrio 244 e do teo-

rema 247, |

Exercicios
250 Mostre que a curva y: [—1007,100mr] — R?®, definida por
¥(t) = (| cost], | sint], |t|),
é rectificavel.

251 Determine as fungoes comprimento de arco das seguintes curvas:
a) of 5 ’
b) B(t) = (2t,t% logt).
c) y(t) = (t—sint,1 — cost).

: t .. i
d) 6(t) = (AcosE.Ame,Ct).

_ (¢ U
t) = (38, 3)-

252 Seja @ : R" — R"™ uma aplicagéo linear. Sejam M = max{||®(z)|| : ||z|| =

1}, N = min{||®(z)]| : ||z]| = 1}. Mostre que, dada uma curva v : [a,b] — R",

Ni(y) € UPoy) < MI(y).




253 Termine a demonstragao do lema 243.

254 Dados dois vectores linearmente independentes u, v, de R?, determine uma
curva v : [0,1] — R? de classe C! que esteja contida na esfera, tal que v(0) = u,

7(1) = v e l(v) = arccos(u - v).

255 Teorema Sea:I — R™ € uma curva regular, entao existe uma reparame-

trizacao 3 de « tal que 8 € uma curva de velocidade unitdria.

Vamos chamar a 4 uma reparametrizagao por comprimento de arco de « .

Demonstragao. Fixemos a € I e seja

o) = [ Nl

Temos que 8'(t) = ||a/(t)|| > 0, para todo o t € I. Assim, a fungio 6 é estritamente

crescente e J = () é um intervalo aberto de R. Seja
c=0"1:0->1I

Sabemos que o’(s) = 1/6'(a(s)) > 0, paratodoo s € I. Seja F: J — R"™ definida
por

B(s) = a(a(s)).

A curva 3 é regular e

18" ()l =l (a(s)) o’(s)l|

SO e
= 1,

para todo o s € J. |

256 Lema Seja o : I — R”™ uma curva regular. Sejam 3, : J; — R™, [s:
Jo — R"™, duas reparametrizagoes de « por comprimento de arco. Entao, existe
be R tal que Jo=Jy +b e

B2(s) = Pi(s = b),
para todo o s € Jy.

Demonstragao. Existem a;,ay € I tais que

o) = [ o'l
Ji=40

¥ i = i(I)v




Seja b = f:; || (1)|| du. Temos que

0a(t) = ] Il ()] du

- falna'(u)udwj o ()] d

2

= b+6, (t)
Assim, Jo = J; 4+ b. Dado s € Jo, existe t € I tal que s = 02(t). Temos que

s = Bl(f)"i‘b
01(t)
67 s—=b) = t= 6;1(s).

w
|
S

II

Como tal,
Ba(s) = a(fy'(s))

= a(f7'(s—1b))
= fi(s—b),

para todo o s € Js. i

257 Exercicio Determine reparametrizagoes por comprimento de arco das cur-

vas do exercicio 251.

258 Exemplo (Curvas fractais) Vamos construir uma curva continua -~ :
[0.1] — R? que niio é rectificavel.
Vamos introduzir a seguinte convencao: ao escrevermos ag - - - G, estamos a falar

da linha poligonal v : [0,1] — R? tal que
)
Y H = a4, (511)

Seja v = agay - - - @, uma linha poligonal. Vamos associar a 4 uma linha poligonal

parat=20,...,n.

Y=ao by cidyay bycadras -+ ap,
onde, parai=1,...,n,
2a;_1 + a; a;—1 + 2a;
b; = _%‘ dj= %’
- yo i - o —F = .
os pontos by, ¢, d; sao os vertices de um triangulo equildtero e (b;d;, bie;) ¢ uma
) _ —_— — —
base directa de R?. Logo, |lai-1bi|| = ||bics|| = ||cidil| = ||dias]| = %H“iﬂaiw



Resulta de (5.11) que

= ay se0<i<n,

)
S
- 3|5

oo
+

TN TR N

=

+ 3

[ .
N NS SN S

= b, se 0<i<n—1,

=21

= ¢,8e0<1<n—-1

2}
3

= d;, se0<i<n-—1.

=2

ci

Temos que
4 4\"
(7)==l lly)=1=) -
@ =5t 1w = (3)

Na verdade, como se vé na figura acima, cada segmento de + é transformado em
quatro segmentos de 4, cada um com comprimento igual a um tergo do compri-
mento do segmento de .

Tomemos ag = (0,0),a; = (1,0}, 0 = @1, Yn+1 = Yn, n = 0. Obtemos assim

uma sucessio de aplicagdes continuas v, : [0,1] — R?.




A figura acima apresenta as trajectérias das curvas ~v;, 0 <1 < 5.

A curva 7,41 é formada por quatro curvas que, quando ampliadas trés vezes, se

transformam em copias da curva ~,. Definimos

Too(t) = lm y(t).

A sucessao (7,) converge uniformemente para v.,. Como tal, 7o, ¢ uma aplicagio
continua. Vejamos que a curva v, tem comprimento infinito.
Por construcgao, os vértices da curva v sdo ainda vértices da curva 7. Os vértices
da curva v, sdo os pontos v,(k/4"), k = 0,1,...,4". Sem > n, vy,(k/4") =
Yn(k/4™). Assim, para todo 0 n, Yoo (k/4™) = 1 (k/4") e

4m

(700) 2 D I17eo(k/4™) = ool (k — 1) /47|
k=1

qn

= 3 llwm(k/4™) = va((k = 1)/4™)]]
k=1
= t(’Yn)

B 4 n
— 3 .

Concluimos que (V) = +00.

A curva . nao pode ser desenhada porque envolve um nimero infinito de mu-
dancgas de direcgio num tempo finito. Se restringirmos a curva 7y, a um dos
intervalos [0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,3/4], [3/4,1] e a ampliarmos por um factor de
trés, obtemos uma copia de . A curva 7. é invariante por certas mudangas de

escala. Um objecto “nao trivial” com esta propriedade chama-se um fractal.

Exercicios

259 Seja
(1) = 2t, se 0<t<1,
PAU=12t-2, se1<t<o.

Dada f:[0,2] — R, seja f: [0,2] — R, definida por

Fit) = 5 £(o(t)).

Vamos definir uma familia (f,,)n>0 de fungdes reais, continuas, definidas em [0, 2],

do seguinte modo:

fo(t)
a1 = ﬁ:-

Sejam

¥ n
gn = ka, n € NU {co}.

k=0
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Para cada n € N U {co}, seja v, : [0,2] — R? a curva plana que transforma ¢ em
(t,gn(t)).

a) Desenhe os graficos de f;, 0 <i < 3.

b) Desenhe os grificos de ¢;, 0 <1i < 3.

c) Seja n € N. Determine o comprimento de arco da curva =,,.

d) Mostre que a sucessdo (g,) converge uniformemente para goo.

e) Mostre que a sucessio (v,) converge uniformemente para voo.

f) Mostre que a curva 7., nao é rectificavel.

260 Seja
1
aft) = { (t,tsin E)’ se t €]0, ],
(0,0), se t=0.

Mostre que a curva « nao é rectificavel.

261 Voltemos ao exercicio 2569. Mostre que a curva -y : [0,27] — R?, definida

por

¥(t) = (cos(mgeo(t)), sin(mgeo(t)))

nao é rectificavel.




6. Referencial de Frenet



Este capitulo é dedicado ao estudo de curvas espaciais, por intermédio do referen-

cial de Frenet.

Objectivos:
e Aprender a calcular o referencial de Frenet de uma curva.

* Dominar os conceitos de curvatura, tor¢do, plano osculador e aprozimacdo
de Frenet.

e Aprender a utilizar o referencial de Frenet para estudar as propriedades

invariantes por isometria de uma curva espacial.

6.1 Curvas de Velocidade Unitaria

Seja I um aberto de R. Seja a : I — R3 uma curva de velocidade unitaria,
ou seja, uma curva tal que ||a/(s)|| = 1, para todo 0 s. Seja T = o/. A curva
T':1—S={zeR?:|[z|]| =1} diz-se a curva tangente de a.

Como ||T|> = 1, derivando ||T'||2, concluimos que

2T« =10,
Para todo o s € I, os vectores T(s) e T'(s) sao ortogonais. A c(s) = |[T'(s)]] =
la’’(s)|| chamamos curvatura da curva « no ponto s. A funcdo ¢ diz-se a cur-  curvatura

vatura da curva a.

262 Exemplo Sejam a,u dois vectores de R™. Suponhamos que [lu]| = 1. Seja
p: R — R? definida por
p(s)=a+su (sER)
Temos que T'(s) = u, T'(s) =0, ¢=0.
A curvatura da curva p é zero. Note-se que a trajectéria da curva p é uma linha

recta.

A partir de agora vamos estar interessados em curvas cuja curvatura nunca se

anula. Nessas condicoes, definimos

N:ET’.
¢

r
Temos que T'- N = 0. A curva N diz-se a curva normal da curva a.
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263 Exemplo Seja v:R — R? definida por

v(s) = (cos s,sin s).
A curva v é uma curva de classe C°° com velocidade unitaria. Temos que
IT()Il = [V (s)]] = [I(—sins, cos s)|| =1,
c(s) = |IT"(s)l| = ||(~ cos s, —sins)|| = 1,
N(s) = (—coss,—sins) = —v(s),
para todo o0 s € R.

T(s)

T(s)

O vector N(s) indica a direc¢io em que a curva estd a virar. A curvatura de 7
¢ constante. Este facto coincide com a nossa intui¢io de que numa trajectéria
circular se estd sempre a curvar com a mesma intensidade (quando se guia um

automovel e se quer descrever um circulo, deve-se manter o volante fixo).

264 Exemplo Seja

se R.

sin

S S
B(s) = (a cos m,b \m,ﬂ) ,
Vamos supor que a > b > 0. Seja k = va? + b?. Temos que

) = [—Zpind 2oos?

g'(s) = ( ksmk,kcosk,ﬂ),
Ui 1

B'(s) = —75B0s)
c(s) = L a? cos? = + b2 sin? =
& K2 k K

Analisemos os extremos da fungao ¢. Uma vez que a raiz quadrada é uma fungao

mondétona crescente, basta analisar os extremos da fungao

¢(s) = a® cos® -z- + b% sin? %
Temos que
2 _ 2
P(s) = 2(bTa)sin% cos%,
2(b% — a?) s s
" — =TT 22  an22)
. wrilg) = ’ (cos , ~sin k) .

Assim,




e (s)=0seesbseexistenecZ:s=nkj

e ©"(nk%) > 0 se e s6 se n impar

e o'(nkZ) < 0 se e sésen par.
@ (nk3 p

Na figura abaixo estdo assinalados os pontos da trajectéria da curva 3 onde

a curvatura é maxima (assinalados com M) e minima (assinalados com m).

Seja
B=TxN

a curva binormal de a.

Como para todo o s € I, T(s), N(s) e B(s) sao vectores de norma 1, ortogonais

entre si, temos que
(a(s); (T'(s), N(s), B(5)))

¢ um referencial ortonormado de R?, para todo o s € I. Chamamos ao par

ordenado

(e, (T, N, B))

o referencial de Frenet da curva . Chamamos a T, N e B os campos de Frenet
da curva .
Vamos agora ver como exprimir as derivadas de T, N e B em fungao de T, N e B.

Seja 7 = —N - B’. Vejamos que
B’ = —7N.

Vamos chamar & funcdo 7 a torgao da curva a. Como (T'(s), N(s), B(s)) é¢ uma

base ortonormada de R? para todo o s, basta provar que
B'-T=B-B=0.
Como ||B(s)|| = 1 para todo o s, derivando B - B em ordem a s, concluimos que
B -B=0.
Sabemos que B - T = 0. Derivando B - 1" concluimos que

B'.T+B-T'=0.

referencial
de
Frenet

torgao
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Como tal,
B'.T = -B.-T

—B - (cN)
= —c¢B-N

Il

=,
Chamamos a ¢ e T os invariantes de Frenet da curva «.

265 Nota Seja a : I — R3 uma curva regular com curvatura nao nula em todos

0s pontos.

e Sempre que seja necessario enfatizar qual a curva que estamos a considerar,

escrevemos T¢, N% B® c¢® 7% emvezde T, N, B, ¢, T.

e Dado a € I, vamos escrever por vezes T,, N,, Ba, €4, Ta, em vez de
T(a), N(a), B(a), c(a), T(a).

266 Exemplo Seja p: I — R® uma curva de velocidade unitaria. Suponhamos

que
p(s) = (a(s),b(s),0).

Vamos ver que a tor¢ao da curva p ¢ nula em todos os pontos. Temos que

T =ia’ 5,0
N = l T — __1— (a”,b”,()),
o (@")? + (b")?
' /
B=T"%N= 0,0,———1 an' bu !
(@2 + (b")2 |a b
T=-B.N=0.

Concluimos que uma curva contida num plano (neste caso o plano xy) tem torgao
nula. Vamos ver que a tor¢ao no ponto s mede a tendéncia da curva a para sair
do plano a(s) + (T(s), N(s)}. O plano afim

a(s) + (T(s), N(s))
plano osculador diz-se o plano osculador da curva « no instante s.

267 Exemplo Seja

] ] }
T(s) =7'(s) = (—% sin %, %cos %, i) i
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k
a
C(S)=k—2,
.8
N(s)=(—cosk,—smx,0),
b . s b s a
B(s) = (Zsmz,gcosz,};),

b S b s
’ — o~ o1 —
B'(s) = (_k2 co8 =y~ 13 bmk,O) .

Como tal, por defini¢ao de torgao, temos que

b

7(s) = 52

para todo o s € R.

Concluimos que a torgio € nula se e s6 se b = 0, ou seja, se e s6 se a curva y esta

contida no plano xy.

Vamos agora apresentar o calculo efectuado no exemplo 266, na sua forma mais

geral.

268 Proposicao Uma curva o : I — R? estd contida num plano se e s se a

sua tor¢ao € nula.

Demonstragao. Suponhamos que a curva o estd contida num plano 7. Existem

a,u e R" tais que
r={reR":(zx—a) u=0}

Podemos supor que
[[ull =1

Como a(s) € m, para todo o s,
(a(s) —a)-u=0.

Derivando (6.2), concluimos que

Derivando (6.3), concluimos que

N -u=0.

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

De (6.1), (6.3) e (6.4) deduzimos que B = u ou B = —u. Como tal, B’ = 0. Logo

T=0.

Suponhamos agora que a tor¢ao da curva a ¢ nula em todos os pontos. Entao

B’ = 0. Como tal, existe uni vector w tal que

B(s) =w,
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para todo o s € I. Entéo
T -w=0.

Pelo processo de ortogonalizagio de Gram-Schmidt, existem vectores u,v € R3
tais que (u,v,w) é uma base ortonormada de R®. Existem funcdes a; : [ —
R, i =1,2,3, tais que

a(s) = ay(s)u + ag(s)v + az(s)w,
para todo o s € I. Pela Proposicio 52,
az(s) = a(s) - w.
Temos que

(ea(s))’

I
°
=
g

Il
Q—..
—
7]
~—
~
=

Como tal, existe ap € R tal que a3(s) = ag, para todo o s € I. Seja a = aqw.

Temos que

(a(s) —a) - w = (a1(s)u+az(s)v) - -w

= 0.

Como tal, a trajectéria da curva o estd contida no plano definido pela equacio

(x—a) -w=0. 1
Férmulas 269 Teorema Sejaa: I — R? uma curva de velocidade unitdria com curvatura
de Frenet N N
c >0 e torgao 7. Entao
T = eN
N = —¢r +7rB (6.5)
B = —1N.

Demonstragao. Por defini¢io de curvatura e de curva normal, tem-se que
I = eN. Ao definir torgdo, mostrou-se que B’ = —tN. Como (T,B,N) é

um referencial ortonormado, temos que
N'=(N'"-T)T'+ (N'-N)N + (N'- B)B. (6.6)

Como N 1" =0, deduzimos que

0 = (N-TY
= N.T+N.T
4 = N .T+N-cN
= N -T+e
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Como tal, N’ - T = —¢. Derivando ambos os membros da igualdade N - N = 1,

coneluimos que N’ - N = 0. Como N - B =0, temos que

0 = (N-B)
= N .B+N-B
= N -B+N-.(-7N)
= N .B-r
Assim, N’ - B = 7. Como tal N' = —cI'+ 7B. |

270 Defini¢io As igualdades (6.5) dizem-se as férmulas de Frenet da curva

&

271 Exercicio resolvido (Curvas esféricas) Seja o : [ — R?® uma curva de

velocidade unitdria com curvatura positiva e tor¢ao néo nula. Sejam p = o=
771 Mostre que

a) Se a trajectoria da curva o estd contida na esfera de centro a e raio A, entao
a=a—pN —poB. (6.7)

b) Se existe A > 0 tal que
P2+ (plo)? = A? (6.8)

e p' # 0, entdo a estd contida numa esfera de raio A.
Resolugao. Como || — a||* = A?, derivando esta expressdo concluimos que
(x—a)-T'=0. (6.9)
Derivando (6.9), concluimos que
(e —a) T +||T|? = 0.

Assim,
(¢ —a) eN =-1,
(dx—a)-N= »—l. (6.10)

c

Derivando (6.10), concluimos, pelas férmulas de Frenet, que
T-N+(a—a)-N' =-p,
(¢ —a)-(—cT +7B) =-p,

(¢ —a) B=—po. (6.11)

W

A afirmacio a) é consequéncia imediata das igualdades (6.9), (6.10) e (6.11).




Provemos a afirmagao b). A igualdade (6.7) leva a conjecturar que, se o estd

contida numa esfera, entdo a funcao
a+pN + p'oB (6.12)
é constante. Resulta das formulas de Frenet que
(¢4 pN + p'aB) = (pr+ p"oc+ p'c")B. - (6.13)
Resulta de (6.8) que
0 = (p*+(p'o)?)
fr

= 2pp' + pop'c+p'a'p'o) (6.14)

= 2pr+p'o+pd)pe.

Como p' # 0, resulta de (6.13) e (6.14) que a funcéo (6.12) é constante. Tomemos
a = (6.12). Entao
a—a=pN +paB.

Resulta de (6.8) que ||a — a|| = A%. 1
Exercicios

272 Seja o uma curva de velocidade unitaria com curvatura nao nula. Seja

A=71T+cB.
Mostre que
T = AxT,
N' = AxN,
B = AxB.

273 Dada uma curva «a de curvatura e torgio nao nulas, determine a curvatura

e o médulo da torgio de a a partir de Ny.
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6.2 Curvas Regulares

Seja @ : I — R? uma curva regular. Seja &@ uma reparametrizagdo por compri-
mento de arco de o. Sendo I = Ja,b[, to € I, ap = limy—, f:a |l (z)||dz, bo =
lim;_y, j:“ | (x)||dx, J = Jao,bo| e s : I — J definida por s(t) = f:ﬂ ||/ (z)]||dz,
lembramos que
alt) = a(s(t)),

para todo o t € I. Além disso, s'(t) = ||&/(t)|| = 0 para todo o t e [|&'(s)]| = 1,
para todo o s.

Sejam ¢, T, T N ; B respectivamente a curvatura, a torgio, a curva tangente, a
curva normal e a curva binormal da curva de velocidade unitaria &. Definimos
agora a curvatura ¢, a torgio 7, a curva tangente T, a curva normal N e a curva

binormal B da curva regular «, tomando

oty = &s(t),

T(t) = 7(s(t)),
T(t) = T(s(1)),
N@) = N(s),

)
(&) = B(s(t).

v}

Seja v(t) = ||a’(t)|| a velocidade da curva a. Temos que
o(t) = lla(s)'l]
= |la’(s(t)) '@l
= [l (s@)ll
= §'(t).
Vamos agora generalizar as férmulas de Frenet a curvas regulares com curvatura

nao nula em todos os pontos.

274 Teorema Seja o : I — R® uma curva reqular com curvatura ndo nula em

todos os pontos. Entao Férmulas
de Frenet
Tt = cvN Generalizadas
N' = —aT +7uB
B = —TuN.

Demonstragio. Seja @ a reparametrizagio por comprimento de arco de ct. Temos

que

T'(t) = (T(s(t))
- s’(t)'f'(s(t))
= r)(t)E(.s(f))N(é(t))

= u(t)e(t)N(L).




As outras féormulas sdo obtidas de forma andloga. |

275 Lema Se a € uma curva regular, entdo

'
o = T

o’ = VT4 c®N.
Demonstragao. Temos que

a(t) = a(s(t))
= &(s(0)s'(t)

Pelas formulas de Frenet generalizadas, temos que

o = VT +uT

Il

v'T + vevN
"1 + cv® N, ]

276 Teorema Seja a: I — R? uma curva regular. Entio

/ Ix "
T‘:L’, N'—"BXT, BI—G‘—-—QT,
e |l x o]

_ I’ x|

3
lla’]|

(o x )™
lla x a||*
Demonstragao. Demonstramos no lema anterior que o/ = vT. Como v(s) =
[lo/(s)]| > 0 para todo o s, temos que o' = ||o/||T. Logo,

!

a
T=—.
e
Pelo lema anterior,
a' xa’ = vT x (v'T+cv®N)

= wTxT+c’T x N,

ou seja,
o' xa'" =ea®B. (6.15)
Como tal,
o x &”|| = ev®. (6.16)
Logo,
¥ a' x o
lla' x |
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Por definigao de B, (T'(s), N(s), B(s)) ¢ uma base ortonormada orientada de R?,
para todo o s € I. Como tal, também (B(s),T(s), N(s)) é uma base ortonormada

orientada de R?, para todo o s € I. Concluimos que
N(s) = B(s) x T'(s),

para todo o s € I. Resulta de (6.16) que

H{

3
[l x "] = ¢||&||”,

como tal,
."fl |

[|ef %
3
[le]]

Resulta do lema anterior e das férmulas de Frenet generalizadas que

a” = (VT +a?NY
= V"T+'T" + (cv*)' N + (cv*) N’
= VT +v'(cvN) + (ev®)'N + (cv*)(—cvT + TuB)
= (V" =T + ((ev?) + cvv')N + ev®rB.

Assim, por (6.15),

(a.r x Ct’”) i — CT.’3B .a™
= Abr.
Resulta de (6.16) que
(@ xa") " = ||o xo"||°r. ]

Uma curva regular o : I — R? diz-se uma hélice cilindrica se existem um vector

unitario v e um nimero real 0 tais que
T(t) w=cost, Vtel (6.17)

Numa hélice cilindrica o angulo formado pelos vectores u e 1" é constante.

‘ u

\
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Exercicios
277 Seja aft) = (t,t%,t%). Calcule os invariantes de Frenet de a.
278 Calcule os invariantes de Frenet da curva 3(t) = (cosht,sinht,t).

279 Teorema Uma curva reqular o : I — R?* com curvatura positiva em todos

-

os pontos € wma hélice cilindrica se e sd se — ¢é constante.

(9]

Demonstragao. Podemos supor que ¢ é uma curva de velocidade unitéaria. Su-

ponhamos que existe um vector unitdrio u tal que 7" - u = cosf. Entao

0

(T -u)
= T .u
= ¢N -u.

Como tal, N - u = 0. Temos que

w = (u-T)T+(u-N)N+(u-B)B
cos 0T + (u - B)B.

Como os vectores T'(s) e B(s) sao ortogonais para todo o s, temos que
1= ||u]|* = cos? 6 + (u- B(s))>.
Como tal, (u- B(s))? = sin® 6, para todo o s € I. Concluimos que
u-B(s) =sinf ouwu-B(s)=—sinf,
para todo o s € I. Se u- B(s) = —sin#, entdo

u-T(s) = cosfl = cos(—0)

=
o]
—
o
=
Il

—sin @ = sin(—46)
Podemos, portanto, supor que existe § € R tal que
= costT" 4+ sin 0B,
Derivando a expressio anterior e aplicando as féormulas de Frenet, concluimos que

0 = cos T +sinf B’
= cosfeN —sinfrt N
(c cost — Tsinf)N

Cemo tal, ccosd = 7sinfl e
T = cotgs. (6.18)
c




Suponhamos agora que 7/c¢ é constante. Definimos

e
§ = arctan—,
=

U = costl T +sind B.
Derivando a expressao anterior, concluimos que

U' = cosf T +sinb B
= cosf cN —sing v N
T
= ¢ (cost —sinf E)N
= 0.
Como ||U||? = cos® 6 +sin*# = 1, a curva U é constantemente igual a um vector

unitario u. Temos que

T-u=cosf. |

O préximo quadro enumera as vérias familias de curvas regulares consideradas até

agora que sao caracterizadas por propriedades dos seus invariantes de Frenet.

segmentos de recta =10 exercicio 282 a)

arcos de circunferéncia | 7 = 0, ¢ constante > 0 | exercicio 282 b)

curvas planas T=0 proposicao 268

hélices cilindricas ¢ > 0,7 /e constante teorema 279
Exercicios

280 Mostre que uma isometria transforma

a) rectas em rectas.

b) curvas planas em curvas planas.

¢) arcos de circunferéncia em arcos de circunferéncia.

d) hélices cilindricas em hélices cilindricas.

281 Seju a : [a,b] — R? a curva definida por a(t) = p(t)(cost,sint,0). Mostre
que
a) U(a) = [, VPP + (7).
b) A curvatura de «a é
2(p')* = pp" + p*

3

((0)* +p?)2

:
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282 a) Mostre que a trajectéria de uma curva regular o ¢ um segmento de recta
se e s0 se a curvatura de a é nula em todos os pontos.

b) Mostre que a trajectéria de uma curva o é um arco de circunferéencia se e
80 se a torcao de a é nula em todos os pontos e a curvatura de a é constante e

nao nula.

283 Termine a prova do teorema 274.
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6.3 Aproximacao de Frenet

Seja v : I — R® uma curva de classe C3, de velocidade unitaria. Suponhamos que
0 € I. Existe € : I — R? tal que
3 j 3
& ol il 8
a(s) = a(0) + Z‘ 7 aV(0) + 3 €(s)
1=
e limyg €(s) = 0 (Férmula de Taylor).

Pelas formulas de Frenet

o = T
o' = N
a"” = (cN) =¢N+eN' =N - T +crB.

A aproximagio ciibica de a na vizinhanga de 0 é
2 3

a(s) ~ a(0) +5 To+ > cp No + =

30 (CB Ny — Cg To +co To Bﬂ)

Assim,
52 ) 82 g3 g3
n‘(s) ~ (I(O) -+ (8 — 5 Cg) To + (? co + -3r-r- C:)) Ny + y- co 7o Bg.

A aproximagio linear de « na vizinhanga de 0 é
a(s) ~ a(0) + s Ty.
A aproximagao quadrética de a na vizinhanga de 0 é
52
a(s) ~a(0) +s Ty + 5 o Np.

A aproximagio quadritica de a na vizinhanga de 0 esta contida no plano osculador
da curva a.
Vamos chamar aproximacio de Frenet da curva @ na vizinhanga de 0 & curva

52 g3
a(s) —= a(O) + s 1y + ‘-2— cyp Ny + E co To By.

284 Nota A aproximagio de Frenet da curva o tem uma expressao mais simples
do que a aproximagao ciibica de a e continua a ser uma boa aproximacao da curva
. (Ver os exercicios 287 e 288.)  essa a razio da definicio apresentada. Alguns

leitores podem preferir a seguinte justificagio:

3
i 5 A . « 5

Na aproximagio cibica de a o coeficiente de Ty é s — 3 cg. Para valores de s
3 '

“pequenos” o termo ETCS € “muito pequeno”, comparado com §, por isso vamos

“deitd-lo fora”. De forma semelhante, no coeficiente de Ny da aproximacgio ctibica
3

; i . s
de a “deitamos fora” o termo a Che
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285 Definigao Seja a : I — R? uma curva regular. Dado @ € I, chama-se

aproximacao de Frenet da curva a no ponto a, i curva

(s=a)? o (=a

a(S) = O.’(O.) =+ (S - a) T + 2 3!

G B

Seja a um ponto de R? e seja (f1, f2, f3) uma base ortonormada de R®. A curva

de velocidade unitdria
S o i ;
o(s)=a+r cos= fi+r sin= fo, seR (6.19)
r T
tem por trajectéria o circulo de raio r e centro a contido no plano afim a+ (fi, f2).

Vamos chamar & curva ¢ uma curva circular.

286 Proposigao Seja o : I — R?® uma curva de velocidade unitdria com cur-

vatura positiva no ponto tg € I. Erxiste wma e uma sd curva circular o tal que
o (0) = aP(ty), i=0,1,2.
Temos que

o(s) = a(ty) — . (cos(cey 8) — 1) Ny, — ci sin(cy, s) Ty, (6.20)

to to

Demonstragao. Seja (6.19) uma curva circular nas condigdes do enunciado.

Temos que

a(te) = o(0)=a-+rf,
a'(to) = o'(0) = fa,
o(to) = o"(0) =3 fi

1
clto) = lla”(ta)ll = 3.
Assim,
1 4 L _» 1
r= -, T}u :a(t0)=f21 N(to): — (to)z_fl’ a=a(t0)+__ Nin'
Cty Cto Cty

Dé-se o nome de circulo osculador de « no instante ty & trajectéria da curva
(6.20). \

O circulo osculador de a no instante ty esti contido no plano osculador de a no
instante tq.

A palavra ésculo significa beijo. A curva a “beija”, no sentido de tocar levemente,

o plano osculador e o circulo osculador.




Circulo osculador da curva /4 no ponto a

Exercicios

287 Seja o : I — R? uma curva regular de velocidade unitéria, com curvatura
nao nula em todos os pontos. Seja a € I. Mostre que T*, N&, BS, c% e 72 86

dependem da aproximagio cibica de a.

288 Seja o : I — R® uma curva regular de velocidade unitaria, com curvatura
nao nula em todos os pontos. Seja & a aproximagéao de Frenet da curva a no ponto
a € I. Calcule o referencial e os invariantes de Frenet da curva @. Mostre que o

referencial e os invariantes de Frenet das curvas a e @ coincidem no ponto a.

289 Seja (uy,u2,uz) uma base ortonormada directa de R, Sejam k €]0, +oo],
¢ € R. Construa uma curva regular v : R — R*, y(t) = z(t) uy +y(t) ua+2(t) us,
tal que:

a) v(0) = (0,0,0).

b) .y, z sio fungées polinomiais de grau menor ou igual a 3.
c) Ty =4, NJ =p; Bl = %s.

Neg=& =0

290 Calcule o circulo osculador de uma curva circular no instante 0.
291 Calcule o plano osculador e o circulo osculador da curva
) ( t ot ot )
aft) = ( cos —,s5in —, — |} ,
V2ITT VR V2
em cada instante.

292 Calcule o plano osculador e o circulo osculador da curva do exemplo 267 em

cada ponto.
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6.4 Curvas Congruentes

293 Definigao Duas curvas «, 3 : I — R? dizem-se congruentes se existe uma
isometria ® : R® — R tal que # = ® o a.

Seja @ : R* — R? uma isometria. Existem uma transformacio ortogonal ¥ e um

vector u € R?, tais que ®(z) = ¥(z) +u, Vz € R® Lembramos que
D®(a) =¥, VaeR>

Na verdade, a derivada de uma aplicagdo constante é zero e a derivada de uma
aplicacao linear é, em cada ponto, igual & prépria aplicacao.

Seja o : I — R? uma curva de velocidade unitaria. Seja ® = ¥+« uma isometria.
Seja@ = ® oa. Sejam T, N, B e T', N, B respectivamente os campos de Frenet de
a e @. Sejam ¢, T e €, T respectivamente os invariantes de Frenet de « e @. Temos

que @ ¢ uma curva de velocidade unitaria e
T=V¥oTl, N=%¥oN, B=(sinal (¥))¥oB, ¢=ec,7=sinal (¥)r. (6.21)

Na verdade, para todo o t € I,

Tt = @(t)
= (Poa)(t)
= D®(a(t))(c'(t))
= Y(d(t))
= (Zoa/)(t)
= (YoT)(t)
De forma andéloga,
. B ah’ _ ((boa)ﬂ
YOS T T@ear
: ‘I’Oa” _ \Iloa”
|[¥ o | [lee”]
_ YT
= WoN,



B = TxN = VoTxVoN
= (sinal (¥))¥o (T x N)
= (sinal (¥))¥o B,

¢ = |@" = [(2oa)’||
= |[Toa”|| = [|"||
=
7 = B-N = (sinal (¥))(¥oB)-(¥oN)

= (sinal (¥))B- N’
= (sinal (¥))7.

294 Teorema Sejam a,@: I — R® duas curvas de velocidade unitdria tais que

¢=c, T==x7. Fntdo o e @ sao congruentes.

Demonstragao. Vamos supor que 7 = 7. Deixamos ao cuidado do leitor a prova

no caso T = —7. Fixemos a € I. Existe uma e uma sé isometria ® : R® — R3 tal
que
®(a(a)) = a(a),
P(afa) +T,) = ala) + T,
®(afa) + N,) = @la) + N,
®(a(a) + Ba) = a(a) + B.

Seja a@ = @ o a. Para provar o teorema basta mostrar que

Sejam 1", N, B os campos de Frenet de &. Sejam ¢, 7 os invariantes de Frenet de

a. Sabemos que

T. = WU(T,)=T,,
j\‘}a = ‘II(Na):Nav
B, = ¥(B,) =B,

Seja ¢ : I — R a aplicagao

Il
=
o b
+
2I
=)
+
vy
vy]

7
Sabemos que p(a) = 3. Resulta das férmulas de Frenet que

@ =0. (6.22)
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Como tal, ¢ = 3. Como T,N,B,T,N,Btémnorma1, T-T, N-N, B - B sao

menores ou iguais a 1. Assim,

=)
Il
o]
)
Il
i

T T=N.

Concluimos que

|
Il
=)
=
Il
=
s
Il
o

Deduzimos assim que

Como tal

a=a. 1
Exercicios
295 Prove o teorema 294, no caso 7 = —T.

296 Prove (6.22).
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7. Superficies 1



Os capitulos sete, oito e nove estio, sem duvida, entre aqueles em que o leitor tera
mais dificuldades. Os capitulos sete e oito introduzem os conceitos fundamentais
para se compreender a nogao de superficie. Tém, portanto, um papel equivalente
a0 desempenhado pelo capitulo cinco em relagio as curvas. A aplicagio de Gauss,
introduzida no capitulo nove, é um instrumento fundamental para o estudo das
propriedades das superficies invariantes por isometria. Lembramos que o referen-
cial de Frenet foi introduzido para estudar em detalhe as propriedades das curvas
invariantes por isometria. Aconselhamos o leitor a, numa primeira leitura, ler
cuidadosamente as demonstragoes mais curtas, deixando as demonstragoes mais
complexas para uma fase posterior, quando ja tiver um dominio razoavel dos con-
ceitos fundamentais. O leitor s6 terd a ganhar se comegar por tentar entender
as defini¢oes fundamentais do capitulo, de forma tdo profunda quanto possivel,
socorrendo-se dos exemplos apresentados e da experiéncia adquirida ao estudar as

curvas.

Objectivos:

¢ Dominar as nogoes de parametrizacao, superficie reqular e aplicag¢do suave.

181




#

7.1 Superficies

297 Definicio Seja U uma aberto de R*. Uma aplicagio X : U — R3, de
classe €, diz-se uma parametrizagao se:

a) X é injectiva.

b) X~1: X(U) — U é continua.

¢) DX(q) : R? - R? é injectiva, para todo o g € U.

208 Definicio Seja S um subconjunto nio vazio de R* eseja X : U C R? - R?
uma parametrizagao.

e Diz-se que X é uma parametrizagao local de S se existe V, aberto de R?,
tal que X(U)=8nV.

e Diz-se que X ¢ uma parametrizagio de S se X é uma parametrizagao local

de S e X(U) = S. Diz-se entao que S admite uma parametrizacao global.

Um subconjunto S de R? diz-se uma superficie regular no ponto p se existe

uma parametrizagio local X de S tal que p pertence a imagem de X.

—

Um subconjunto S de R? diz-se uma superficie regular se é uma superficie

regular em todos os pontos.
299 Exercicio resolvido Mostre que
C={zecR?:zi+25=1}

é uma superficie regular.

-

e

Resolugdo. Seja Y : R? — R? definida por

Y(t,s) = (cost,sint,s).



Vejamos que, para todo o § € R, arestrigdo Yp de Y ao conjunto U =6, 0+27[xR
é uma parametrizagao.
o Se Yy(t),s1) = Yp(ta, s2), entdo cost; = costs, sint; = sinty e s; = s, logo,
t) =ts e 57 = sp. Ficou assim provado que Yy é injectiva.
e Vejamos que Ye"l é continua. Temos que Yy(t1,s1) = (cisp, s) (ver o exemplo

126). Como tal, Ye"l(m, y,8) = (argy(x,y), s) é uma fungao continua.

—sint 0
e DY(t,s)=| cost 0 e
0 1
—sint 0 " u sint =0
cost 0 ( )=0 = {u cost =0
0 1 v v=10

= u=wv=0.

Como tal, DY (t, s) é injectiva para todo o (t,s) € Up .

300 Nota Seja U um aberto de R%. Dada uma aplicagio X : U — R3, de

classe C'™, vamos designar as componentes de X por z,y, z. Assim,

dr Oz
du v
X B | 9y Oy
(u,v) = (z(u,v),y(w,v), z(u,v)), DX =| = ==
du v
dz 0z
du v
Sejam
2, = Sl B0
T gu \ou ou' du
x = BB 0L
Y v \vav av)’
Dado (a,b) € U, sao equivalentes:
e A aplicagao linear DX (a,b) é injectiva.
aX ax _ ;
e Os vectores E(a,b) e a(a, b) sdo linearmente independentes.
. %(a,b) x %(a,b) #0.
oxX

oX
So— 1b X —_— ,b O
u (a,5) dv (a )H#
O exemplo mais tipico de uma superficie regular é o grafico de uma aplicagao.

301 Proposigao Seja U um aberto de R? e seja f : U — R uma aplicagdo de
classe C™. O grdfico da aplicagao f,
Gy ={(z,mz) eR*: (z,9) € U e z = f(z,9)},

é uma superficie reqular.
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Demonstragio. Seja X : U — R? definida por X (u,v) = (u,v, f(u,v)). Vejamos
que X é uma parametrizagao de G.

Resulta imediatamente da defini¢io de X que X(U) = Gy. Como tal, todo o
ponto de Gy estd em X (U) e X(U) = Gy NV, onde V = R3.

A injectividade de X é ébvia. A aplicagio X! é a restrigio a X(U) da pro-
jeccdo (z,y,z) — (z,y), logo, é uma aplicagdo continua. Finalmente, obtemos
sucessivamente

X X af af
Fu X E = (1,0, a) X (O,l,a)

- (%2
ou' ov')’

9 2 2 2
du v ou v
Portanto, a derivada de X é injectiva em todos os pontos. |

302 Exemplo
i) O paraboléide eliptico {(z,y,2) : z = 2? + y*} é uma superficie regular. E o

gréafico da aplicagdo (z,y) — 2 + y°.

ii) O conjunto {(z,y,2) : 2 +y? + 22 = 1, z > 0} é uma superficie regular. E o
grafico da aplicagio f : {(z,y) : z2+y? < 1} — R definida por (z,y) — /22 + y2.

303 Definigdo Seja U um aberto de R™ e seja F: U — R™ uma aplicagdo
de classe C'. Dizemos que a € U é um ponto critico de F se DF(a) nao for
sobrejectiva. Dizemos que b € R™ é um valor critico de F' se existe um ponto
critico a de F tal que F(a) = b. Dizemos que b é um valor regular de F se b nao

é um valor critico de F.

304 Teorema Seja U um aberto de R® e seja F : U — R uma aplicagao
de classe C=. Se b € F(U) e b é um valor regular de F, éntao F~1(b) é uma

superficie reqular.

Démonstragido. Seja a = (ay,ap,a3) € F~'(b). Como b é um valor regular,

DF(a) é sobrejectiva. Como tal a sua matriz é nio nula, ou seja, uma das derivadas
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parciais

@, 5@ 5@
nio se anula. Podemos supor, a menos de uma permutagao dos eixos coordenados,
que %—f(a) # 0. Pelo Teorema da Fungdo Implicita existem V, aberto de R?,
W aberto de R e f : V — W de classe C*, tais que (a1,a2) € V, azg € W,
flay,az) = a3 e

F ()N (V x W) = Gy.

Mostramos assim que F~1(b) é uma superficie regular no ponto a. I

305 Nota Uma aplicagdo linear ¢ : R? — R é sobrejectiva se e s6 se é nao
nula. Como tal, dados U, aberto de R® ¢ F' : U — R de classe C®, um ponto
a € U é um ponto critico de F se e sé se todas as derivadas parciais de F' se
anulam no ponto a. Concluimos que, dado b € R, F~!(b) é uma superficie regular
se F=1(b) # 0 e o sistema
( F(a) =b

IoF
%(G) =10

S\ aF (7.1)

nao tem solugiao no conjunto U.
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Exercicios resolvidos
306 Mostre que a superficie esférica
S={(z,y,2): 2+ +22 =1}
é uma superficie regular.
Resolucao Seja F': R® — R definida por F(z,y, 2) = 2 4+ y? + 2%. Temos que
DF(z,y,2) = [2z 2y 22].

Assim, DF(x,y, z) = 0seesése (z,y,2z) = 0. O unico ponto critico de F é o ponto
(0,0,0). O tnico valor critico de F é o ponto 0. Além disso, 1 = F(1,0,0) € Im F.

Concluimos que F~'(1) é uma superficie regular.

307 Podemos apresentar agora uma resolugdo mais simples do exercicio 299.
Vejamos, usando o teorema 304, que C' é uma superficie regular. Seja F: R* — R

definida por F(z,y,z) = 2% + y*. Temos que
DF(z,y,z) = [2z 2y 0.

Assim, DF(z,y,z) = 0 se e 86 se z = y = 0. Como F(0,0,2) = 0, o tinico valor
critico de F' é 0. Como tal, C = {(z,y,2) € R3: F(x,y,z) = 1} é uma superficie

regular.

308 Seja W = {(z,y,2) : (22 +9%)® + (y® + 2)? = 1}. Mostre que W é uma

superficie regular.

Resolugao Seja f : R* — R definida por f(z,y,2) = (2 + v*)* + (y* + 2)%
Vejamos que 1 é um valor regular de f. Tudo se reduz a mostrar que f~'(1) # 0 e
que o sistema (7.1) ndo tem solugdes quando b = 1. Temos que (0,0,1) € f~1(1).

Neste exemplo, (7.1) traduz-se no sistema
(@ + PP+ + 20 =1
6z(z? +y?)% =0

6y(a? +y?)2 +4y(y? +2) =0

\2(y? +2)=0

Deduzimos da segunda equagio que z = 0. Deduzimos da quarta equagio que

2

z = —y?. Substituindo nas restantes equacoes = por 0 e z por —y?, obtemos o

sistema impossivel
» yﬁ =1
y® =0.
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309 Teorema Seja S C R® uma superficie reqular e seja b € S.” Entao existe
uma vizinhanca V de b tal que SNV € a imagem de uma aplicagio de um dos

sequintes tipos:

(¥) (z,y) = (z,9, p(z,9))
(i) (z,y) = (z,9(z,9), )
(n"") (a;,y) = (W(Iay)az!y)s

onde ¢ € uma aplicagio de classe C™, definida num aberto de R?.

310 Corolirio Seja S C R?* uma superficie regular e seja b € S.

i) Apds wma permutagao conveniente dos eiros coordenados, uma superficie €

localmente o grdfico de uma aplicagao de classe C™°.

ii) Dada uma superficie reqular S e dado p € S, existe uma vizinhanca V de p e
existe i € {1,2,3} tais que SNV Nr tem no mdzrimo um ponto, para toda a

recta v paralela @ recta (e;).

Demonstragao. A afirmacao feita na alinea i é consequéncia imediata do teorema
anterior. Podemos, portanto, supor que S ¢ localmente o grafico de uma aplicagao
C™, f:U — R. A intersec¢io da recta {z = a, y = b} com o gréfico de f é igual
a {(a,b, f(a, b))}, se (a,b) € U e é vazia no caso contrario. As rectas paralelas a

(e3) sAo precisamente as rectas do tipo

{(z,y,2) : x = a, y = b},

com a,b € R. Se permutarmos os eixos coordenados, a afirmagio continua a ser

verdadeira para as rectas paralelas a outro eixo. |

Demonstraciao do teorema 309. Seja X : U c R? - § Cc R® uma
parametrizacio de S tal que b € X(U). Seja a = X~'(b). Como DX(a) é
sobrejectiva, podemos supor (se necessario apés uma mudanga de coordenadas)

que

Az, y)
A(u,v) @) # 0.

Seja 7 : R? — R? a projec¢ao nas duas primeiras coordenadas (7(z,y, z) = (z,y)).
Entao

du  dv
1 0 0 a d
prex)@ = (5§ o)| 2% 2
9z 0z
du Ov/a
dr Oz
’ _ du v
o
Bu B’U a
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Pelo Teorema da Funcgdo Inversa, existe uma vizinhanga aberta Uy de a tal que
moX 1 Up — m(X(Up)) C R? é um difeomorfismo. A restriio de X a Up é ainda
uma parametrizagao local de S.
Sejam V = n(X(Uy)), ¢ = n(a),

¥ = XO(?TOX)_I:V—)RS,
f = zo(moX)"':V =R,

Dado (t,s) € V, existe um e um s6 (u,v) € U tal que (t,s) = (moX)(u,v). Temos

que

(t,s) = m(X(u,v))

m(x(u,v), y(u,v), z(u,v))

Il

Il

(z(u, v), y(u,v)),

Y(t,s) = (Xo(moX) )t s)
= (Xo(moX)™)(m(X (u,v)))
= X(u,v)
= (2(u,v),y(u, v), 2(u,v))
= (t,s,z0(mo X)7(t,s))

= (t,8, f(t,9)).
A aplicagio f é de classe C™ e
Gy = Y(V)
= Y(n(X(Uh)))
= X(Uy). |

311 Exercicio resolvido Para cada inteira n > 1, seja
X, = {(.’B, Yoz): 2" = z® + yQ}'

Determine para que valores de n o conjunto %,, é uma superficie regular.

Resolugao

* O conjunto ¥, é o grafico da aplicagio (z,y) — 22 + y2, como tal, ¢ uma

superficie regular.

»_Analisemos o conjunto £5. Um método que nos pode ajudar a desenhar um

subconjunto de R* é intersecta-lo com planos. E mais facil desenhar uma
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figura plana. Se, por exemplo, intersectarmos £y com o plano {z=1t}e

fizermos variar s, obtemos um “filme”. Na verdade,
Yan{z=t}={{z,y,2) : 22 +¢y° =12, z=1).

Por exemplo, o “filme” entre t = —1 e t = 1 mostra-nos um circulo de raio 1
que vai encolhendo até se transformar num ponto no instante ¢t = 0, voltando

depois a crescer.

@D O " ) @

Por outro lado,

Egﬂ{y:(}}:{wzzf}={z=:1:}U{z:—m}.

Obtemos duas rectas perpendiculares. Este fenémeno repete-se sempre que
intersectamos ¥y com um plano que contenha a recta {z = y = 0}. Con-

cluimos que £5 é um cone.

Vejamos que ¥ nao ¢ uma superficie regular no ponto (0,0,0). Temos que
Y, N {x=a, y=a}={(a,a, \/Ea), (a,a, —\/ia)}
2 2 2 2 2
¥ N {1, = %a, = a} = {(ia ia,a),(ﬁ —£a a)}

2“7 g g
¥oN {yzga, z:a}z{(?a,?a,a},(ga,ga,a)}.

Como tal, para toda a vizinhanga V de (0,0,0) e todo o eixo coordenado,

existe uma recta r, paralela a algum eixo coordenado, tal que
22 nNvVnr

tem pelo menos dois pontos. Pelo coroldrio 310, £3 nido é uma superficie
regular,

e Analisemos agora o conjunto X3. A intersecgio de £3 com o plano {z = t} é
vazia se t < 0, é um ponto, se t = 0, e é um circulo de raio t%, set > 0. Além
disso.

By Ny =0} = {{z,9,2) sy =0, z=$%}.
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Obtemos a mesma figura sempre que intersectamos ¥3 com um plano que
contenha o eixo dos zz. Na verdade, para todo o n, ¥, é invariante por
rotagao em torno do eixo dos zz. Vejamos que ¥3 nao é uma superficie
regular no ponto (0,0,0). Suponhamos, com vista a chegar a um absurdo,

que i3 é uma superficie regular.

Se 0 <t <1, temos que

s N {y=13 z=1t} = {(V® = 4,82, 1), (-3 — 11,12, 1)},

Tz N {z=t? z=t}={{t? V13 —t4,1), (1% —V13 — t4,1)}.
Concluimos que para toda a vizinhanga V' de (0,0, 0) existem uma recta r,
paralela ao eixo dos zz e uma recta s, paralela ao eixo dos yy, tais que
rNEz3NV esnXs;NV sdo conjuntos de cardinal maior que 1. Pelo teorema

309, existe uma vizinhanga V de (0,0,0) tal que £¥3 NV é a imagem de uma
aplicagdo de classe C™ do tipo (iii). Entdo 22 + 3% = p(z,y)®. Como tal,

elz,y) = Va2 +y2
Mas entao ¢ nao é de classe C*°. Chegamos a um absurdo. O absurdo
provém de supormos que X3 é uma superficie regular.

e Sen > 4 en é par, podemos repetir o argumento usado no caso n = 2. Se

n > 4 e n é impar, podemos repetir o argumento usado no caso n = 3.

Exercicios

312 Determine o conjunto dos pontos em que cada um dos seguintes conjuntos
é uma superficie regular.

a) A={(z,y,2): 9% —=z* =0}

b) B = {(z,y,2) : 2* +y* = 2* + ay}.

c) C={(z,y,2): (z+y)(xz—y) =0}

313 Determine para que valores de a,b, ¢, os conjuntos referidos abaixo sao su-
perficies regulares.

a) Yo, = {(z,y,2) : y? = 2® + azx + b}.

b), Z, = {(z,y,2) : 2% + y* = 2% + a}.
c) Wape = {(z,v,2) : (y — az — c)(y — bz?) = 0}.




314 Termine a resolucio do exercicio 311.

315 Mostre que todas as classes de isomorfismo de qudadricas ndo degeneradas, a

excepc¢ao de uma, sao constituidas por superficies regulares.
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7.2 Exemplos

Vamos estudar em detalhe a superficie regular mais importante de todas, a su-

perficie esférica
S={(z,y,2) eR¥: 22 + 92 + 22 =1}.
O estudo da superficie esférica é especialmente importante porque vivemos sobre

uma. Vamos discutir agora varias possiveis parametrizacoes da superficie esférica.

316 Exemplo Seja S = {(z,y,2): 22 +y?+2% = 1}. Seja U = {(z,y) : 2% +1° <
1} e seja f : U — R definida por f(z,y) = v/22 + y2. Vimos no exemplo 302
que S é uma superficie regular nos pontos (z,y,2) € S, tais que z > 0. Tomando
g : U — R definida por g(z,y) = —\/m, concluimos que o mesmo acontece
se z < 0. Prova-se facilmente que as aplicagbes definidas em U por

(@y) — (z.V22+y%),
(,y) — (z,—vVz?+¢%y),
(x,y) — (V£ +y*z,y),
(@y) — (—Va>+y%z,y)

sdo parametrizagoes locais de S. As imagens das seis aplicagoes referidas acima

cobrem S. Concluimos assim que S é uma superficie regular.
Seja X : R? — R? definida por

X(0,) = (sinf cosp,sinf sinp, cosf).
Seja ¥, o semiplano {(tcosa,tsina,z):t >0,z € R}

317 Lema Temos que
a) X(R*) = 8.
b) X(]0,7[xR) = S\ {es, —e3}.

c) X(J0,7[x]a,a + 2x]) = S\ Ey e a restrigio de X a |0,7[x]a,a + 27| € um

homeomorfismo sobre a sua imagem.

d) O diferencial de X ¢ injectivo no ponto (0, ¢) se e s6 se 0 # nw, para todo o
n e Z.

Demonstragao. Temos que
(sinf cos)? + (sinf sing)? + cos?d =sin? @ + cos? 4 = 1,

como tal, X(R?) C S. Se # # nm para todo o n € Z, entdo cosf # 1 e cosf # —1.
Assim, ez, —e3 & X(]0,7[xR). Ficou assim provado que X(]0,7[xR) C S\
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{es, —ez}. Como X (nm,¢) = (0,0,(—1)"), reduzimos a prova da alinea a & prova
' da alinea b.

Seja u = (z,y,2) € S, u # e3, —e3. Seja
w=(u-e1)e; + (u-e2)ez = (z,y,0)
a projecgao ortogonal de u sobre o plano {z = 0}. Sejam

0= L(u,e3), @=~L{w,ep).

Sabemos que

(.’E,y,Z) ) (0907 1)

cosf = =2z
[ICzy , 2)1] 11(0,0, 1)
Como z # 1 e z # —1, deduzimos que
8 €]0, 7|, sind > 0. (7.2)
Temos que

lw|? = 22 +9% = 1-22 = 1—cos?0 = sin?4. (7.3)

Por (7.2), ||w|| = sind. Como tal,

T = cosy sinf.
Resulta de (7.3) que
y? = sin?0-—2?
= sin®0 — cos® ¢ sin? 6
= siny sin®6.
Assim, existe € € {—1,1} tal que
y = € sinp sinf
= sin(ep) sinf.
Como z = cosy sinfl = cos(ep) sin#, provamos a alinea b.

¢) Sao equivalentes:
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e X(0,p) € L.

e Existe p > 0 tal que sinfcisp = pcis a.

® sinfd = 0 ou cisp = cisa.

e Existem k,n € Z tais que 8 = km ou ¢ — a = 2nm.

Acabamos de mostrar que
X0, 7[x]a, @ + 27[) C S\ g

Se (z,y,2) € S\ Z, entdo z # 1, z # —1 e arccos z €]0,7w[. Além disso, (z,y)
pertence ao dominio da fungao arg, e arg, (x,y) €]a, a + 2.

Seja 'y : S\ £o —]0, 7[x]a, @ + 27| definida por
Lo(z,y, 2) = (arccos z, arg, (. y)).

A fungéao I'y é continua. Verifiquemos que Xol'y = idg\x, e ['a0X = idjg x[x|a,at27[-
Resulta de (2.5) que

Xolu(x,y,z) = X(arccosz, arg,(z,y))
= (sin(arccos z) cos(arg, (z, y)), sin(arccos z) sin(arg, (z, y)),
cos(arccos z))

= (VI=72 (cos(arg, (@, 1)), sin(arg, (,9))) : 2)
= (V1= 2is(arga(z,1))i2)
- (M——$21+y2(m,y);z)
= ((z,9);2)
= (z,9,2)

CooX(6,0)(z,y,2) = Ta(sindcosep,sinfsing, cosd)

= (arccos(cos f), arg,, (sin @ cos ¢, sin @ sin ¢))
= (0, arg,(cos g, sinp))

d) Temos que

%— = (cosf cosyp,cosf sing, —sinf),
%%— = (—sinf singp,sinf cosy,0),
%—{5 X % = (sin?@ cosyp,sin?@ sing,cosf sind),
‘r H% x % i = sin 0+ cos? 0 sin?6

= sin®#.




Concluimos que a derivada de X é injectiva se e s6 se 8 # nm, n € Z.
Mostramos que a aplicacio X é uma parametrizagio local da esfera S. Além disso,
a esfera S é uma superficie regular fora do conjunto %,. Considerando outras

parametrizacoes locais da esfera S, obtidas por permutagio de coordenadas,

Y(6,p) = (sinf cosp,cosf,sind sinp),
Z(0,9) = (cosf,sin@ sing,sinf cosey),
provamos que a superficie esférica ¢ uma superficie regular. 1

318 Exemplo (Projecgio estereografica )

©

N

Seja ez = (0,0,1). Seja 7 o plano zy. Um ponto ¢ esta em 7 se e s se
q-e3 =0.
Dado q € 7, seja r a recta que passa por g e e3. A recta r intersecta a esfera .S em
exactamente dois pontos, o ponto ez e um outro ponto p. Como p € S, ||p|| = 1.
Como p € r, existe t € R tal que
p=es+t(qg—es). (7.4)
Como p # es, t # 0. Entao,
L= |pll?
= (e3+t(g—es)) - (es+t(qg—e3))
= 1+8 |lg—esl®+2tes- (g—e3)
= 1+t%(|q||* +1) —2t.

Assim,

_ 2 I RN =

TP PP T e
Reciprocamente, dado p € S, p # es, se g pertence ao plano 7 e a recta determi-

t

nada por p e ey, entdo existe t € R tal que
g=¢€3+ t(p— 83).
Deduzimos sucessivamente:
0 = q-e3

1+Hp—ez) es

14+tp-es—t,
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1

t=———
l—p-e3

=e -i-;( e3)
3 q=¢e€3 1_p-63p 3]

Concluimos que a aplicagio X : R?* — S\ {e3}, definida por

2, lal -1
lglP+1 47 TlalP+1

X(q) =

€3,

é uma bijecgiao. A aplicagio X é uma parametrizagao local de S, dita a projecgao
estereogrifica. Substituindo es por —eg, obtemos outra parametrizagao local de

S. A unido das imagens destas duas parametrizacoes é igual a S.

319 Proposigiao Seja v : I — R?® uma curva reqular definida por ~(t) =
(a(t),0,b(t)), tal que a(t) > 0, para todo o t € I. Seja X : I x R — R? definida
por

X(t,s) = (alt) cos s, a(t) sin s, b(t)). (7.5)

Se v é um homeomorfismo entdo a imagem de X € uma superficie regular.

superficie A superficie obtida na proposigao acima diz-se a superficie de revolugao associada
de revolugao .
a curva r{’gl]lﬂl' Y-

A
|
Demonstragao. Temos que
Xy (t,s) = (a'(t) coss,a'(t) sins,b'(t)),
X.(t,s) = (—al(t) sins,a(t) coss,0),
X, x X,(t,s) = (—a(t)b'(t) coss,—a(t) b'(t) sins,a’(t) a(t)),
X x X|[? = a®((a')? + (¥)?)
= @ ||I”
> 1

porque v ¢ uma curva regular.

Se X (t1,s1) = X (t2, s2), entdo s; = sa(mod 27). Na verdade,

alt) = Vz(t,s)? +y(t,s)?
, bt) = z(t,s),

t = 7 Y(z(t,5)? +y(t,8)2,0,2(t, 5)).
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Além disso,
z(t,s) oo Yt

a(t) ’ T oat)

0 que nos permite determinar s modulo 27.

COs s =

Concluimos que a restricao de X a um aberto do tipo Ix|a,a + 27| é injectiva.
Vejamos que a restrigio de X a um intervalo deste tipo é um homeomorfismo.
Seja ¢ : {(z,y,2) : > 0} — R?, definida por ¢(z,y) = (V22 +132,2). A

aplicagao ¢ ¢ continua. Se existem t € I, s €]a, a + 27| tais que
{11-',]}, Z) - ‘X(tss}u
entdao (/22 +y2,0,z) = (a(t),0,b(t)) € v(I) e v~ (/22 +y2,0,z) = t. Seja

o X(Ix]e, a0 + 2m[) — Ix]a, a0 + 27|, definida por

U(z,y.2) = ('7_1 (mﬂz) ,arg, ( =z y ))

vVt +y? \/3'2+y

Pela proposigao 236, a fungao ¢ é continua. A aplicagao 1 é a inversa da aplicagao

‘Xilx]rn.r1+‘lrr[~ I

320 Exemplo Seja C = {(z,y,2) : (z — 2)? + 2? = 1, y = 0} o circulo de raio
1 e centro (2,0,0) do plano {z = 0}. Vamos rodar C' em torno do eixo dos zz,

obtendo um toro.

4R\
N

O conjunto
T = {((2 +cost) coss,(2+ cost) sins,sint) : t,s € R}
é uma superficie regular. Dado (z,y, z) € T, temos que

z2 + 32 (2 4 cost)?,

24+ y? -2

(VETZ-2) +2 = 1.

cost,

Na verdade,

2
T = {(yj,y:z) : (W—Q) + 2% = 1}.

197



“

Exercicios
321 Mostre que um plano afim é uma superficie regular.

322 a) Mostre que o cilindro T = {(z,y,2) : 2+ 4?2 =1}, r >0, é uma
superficie regular.
b) Dé um exemplo de uma aplicagio ¥ : R?2 - R3talque Im ¥ =T.

c) Mostre que T é uma superficie de revolugao.

323 Seja X : R? — R? definida por X(t,s) = (t + s,t — s,ts).

a) Determine f : R® — R de classe C* tal que f~'(0) = X(R?).

b) Determine a inversa de X.

¢) Mostre que a imagem de X é uma superficie.

324 Seja Q = {(t,s): t,s > 0} e seja X : @ — R? definida por

X(t,s) = (2,15, 5°).

a) Determine um aberto U de R? ¢ uma fungiio f : U — R de classe C*, tal que
f7H0) = X(Q).

b) Determine a inversa de X.

c) Mostre que a imagem de X é uma superficie.

325 a) Mostre que se V e W sao abertos de R3, ¢ : V — W é um difeomorfismo
e S ¢ U é uma superficie, entdo (S) também é uma superficie.

b) Sejam Uy, U, abertos de R? e seja ¢ : Up — U; um difeomorfismo. Mostre
que se X : U; — R?® é a parametrizagao local de uma superficie .S, entdo X o

também ¢ uma parametrizagao local de S.

326 Determine uma parametrizacées para o elipséide ¥ definido pela equagao

_— 2 22
DRGRCE
a b c
onde a,b, ¢ > 0.
327 SejaS = {z € R®: ||z—es|| = 1}. Podemos definir a projecgao estereografica

da esfera S sobre o plano z3 = 0.

Explicite as equacdes desta projecgao e da sua inversa.
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7.3 Aplicagoes Suaves

Vamos desenvolver um cdlculo diferencial sobre uma superficie regular que é uma
generaliza¢io natural do célculo diferencial sobre um aberto de R?. Muitos pro-
blemas de matemadtica e fisica continuam a fazer sentido quando substituimos um
aberto do plano pela superficie de uma esfera ou de um toro.
Sejam S uma superficie regular e
X:UcCcR* — 8§,
Y:VCcR* — &,
duas parametrizacoes locais de S. Vamos utilizar a notagao
X(u,v) = (v1(u,v),y1(u,v),z1(u,v)), uwvel
Y(t,s) = (xa2(t,s),ya(t,s),z2(t,s)), t,seV

328 Teorema Se X :U CR? — SeY : V ¢ R? — S sdo duas parametrizagdes

locais de S, entdao
X oY : Y HX(U)NY(V)) - X H{XU)NY(V))

é um difeomorfismo de classe C.

329 Teorema Seja k € NU {oc}. Seja X : U C R? — S uma parametrizagio
local de wma superficie reqular S. Sejam q € U e p = X(q). Sejay:]—¢€,e[— S

uma curva de classe C* tal que v(0) = p. Entao
e Eriste 6 >0 tal que X 1o Yly-s,81 € uma curva de classe CEk.
* 7'(0) € DX(g)(R?).
o (X7'o9)(0) = (DX(q))'(v(0)).

Demonstragio do teorerma 328. O conjunto W = X(U)NY (V) é um aberto de
S. Como tal, X ~1(W) e Y~1(W) siao abertos de R?. Vamos mostrar que X "'oYV
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¢ uma aplicacio de classe C°°, Um raciocinio analogo mostra que Y ' o X é de
classe C*°.

Se pudéssemos mostrar que X ! é de classe C°, o problema estaria resolvido.
» O P

Dois problemas se levantam:

e Até agora nio tem sentido falar de fun¢oes C*° definidas sobre superficies

regulares.

e O tnico instrumento de que dispomos para provar este tipo de resultado é o
Teorema da Funcio Inversa. Este teorema s6 se aplica a fungoes entre abertos

de espacgos vectoriais da mesma dimensao.

Vamos ultrapassar esta dificuldade introduzindo uma fungédo X que verifique as
condigdes do Teorema da Funcao Inversa.
Fixemos r € Y=1(W). Sejam p = Y(r), ¢ = (q1,¢2) = X~ (Y(r)). Podemos

admitir que

3(1‘1,?)1)
W(Q) # 0.

Seja X : U x R — R? definida por

X (u,v, &) = (z1(u,v), y1(u,v), 21(u,v) + §).

Temos que X (U x R) = X(U) + Rez e

%ﬁc aaxv 0
, d(x,y)
_ | 2y Ay o )
JQX - Bul 61;1 0 a(uy,u)( ) %
dz) dz1 1
du v q

Apliquemos o Teorema da Fungao Inversa. Existe um aberto U de R? tal que
(q1,q2,0) € U, X(U) é aberto de R? e Xlg U — X(U) é um difeomorfismo.

Seja 7 : R3 — R2 a projeccio (u,v,€) — (u,v). Seja Wo = Y=1(X(T)NW). Seja
(t,s) € Wy. Existe (u,v) € X-YX(U)NW) tal que Y(t,s) = X{u,v}. Temos que

WDX_IOY(LS) = W(X_l(X(u)v)))
= w(X Y X(u,v,0)))




= w(u,v,0)
= (u,v)
= X H(X(u,v))
= X loY(t,s).
Como tal,
X 1oY|w, =moX LoY]|w,

é uma aplicacao de classe €™ pelo Teorema da Fungdo Composta. Concluimos
que X~! oY ¢é uma aplicagdo de classe C° num aberto que contém o ponto r.
Como r é um ponto arbitrario de Y ~1(W), X! oY é de classe C*™. 1

Demonstragao do teorema 329. Vamos usar as notagdes e as construgoes do
teorema 328. Existe & > 0 tal que v(] — 6,8]) € X (U). Seja t €] — 6,8[. Existe
(u,v) € X~ YX(U)N W) tal que y(t) = X (u,v). Temos que
roX toy(t) = w(XUX(u,v)))
= #(X" (X (u,v,0)))
= w(u,v,0)
= (u,v)
= X 1(X(uv))
= X7((1).
Como tal,
Xl oql_ss =mo X oq|ls

é uma curva de classe C*. Seja f=X"1o Y)-s,6]- Seja w = #'(0). Entdo

DX(q)(w) = DX(B(0))(5(0))
= (X0p)(0)
= (XoX 1o9)(0)
= 7(0).

Finalmente, w = (DX (q)) ' (+'(0)). |

330 Definicio Seja S uma superficie regular. Uma aplicacio f : S — R* diz-se
suave no ponto p se existe uma parametrizagao local X de 5 tal que p esta na
imagem de X e foX é uma aplicagao de classe C™. A aplicacio diz-se suave se

é suave em todos os pontos.

331 Proposiciao Seja S uma superficie reqular. Seja f - S — RF uma aplicagao.
A aplicagdo f € suave se e sd se, para toda a parametrizagio local X : U — S,
foX éde classe C™.
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Demonstragao. Uma das implicagdes é imediata. Suponhamos que f é de classe
C*. Seja X : U — S uma parametrizagio local de S. Fixemos ¢ € U. Seja
p = X(g). Existe uma parametrizagao local Y : V — S tal que p estd na imagem
de Y e foY éde classe C°°. Temos que g € X~ 1(Y(V)) e

foX|x-yywy =(foY)o (Y 1o X)|x-1vvy

¢ de classe C*°. Como o ponto ¢ é arbitrario, f o X é de classe C*°, pelo teorema
328. I

Exemplos

332 Seja S uma superficie regular e seja X : U C R? — S uma parametrizacio
local de S. Entao

X l:X(U)—R?

¢ uma aplicagio suave. Na verdade, X! o X é a aplicacio identidade de U, que

é de classe C'™.

333 Sejam W um aberto de R3, f : W — R* uma aplicacio de classe C*® e §
uma superficie regular contida em W. Seja fy a restricao de f a S. Dada uma
parametrizagao local X de 5, fopo X = fo X é de classe C*, pelo Teorema da

Fungio Composta. Como tal, fy : § — R* é uma aplicacao suave.

334 Definicao Sejam S e T duas superficies regulares. Uma aplicacao f: S —

T diz-se suave no ponto p € S, se existem parametrizacoes locais

X » GCR>-38,
Y 3 VecR*=Y

tais que p € X(U), f(p) € Y(V)e Y 1o fo X é uma aplicagiio de classe C™.
A aplicagao f diz-se suave se é suave em todos os pontos. A aplicacio f diz-se

um difeomorfismo se é bijectiva e f e f~! sdo suaves.

335 Proposicao Sejam S e T duas superficies requlares. Uma aplicacio f :
S — T ¢ suave se e s6 se Y 1o foX € de classe C*, para toda a parametrizacdio

local X de S e toda a parametrizagdo local Y de T .

Demonstragao. Uma das implicages é imediata. Suponhamos que f é suave.
Sejam X : U — S, Y : V — T parametrizagoes locais de S e T', respecti-
vamente. Fixemos um ponto ¢ pertencente ao dominio de ¥ ~! o f o X. Seja

p = X(q). Existem parametrizacoes locais Xy : Uy — S e Yy : Vo — T



m

tais que p € Xo(Up), f(p) € Yo(Vo) e Yy ' o fo Xy é de classe C®. Seja
W = X1 Xo(Up) N f~1(Ys(V4))). Temos que g € W e

Y lofoXlw=(Y"'oYp)o(Yg lofoXs)oXsl0X
¢ de classe C*°, pelo teorema 328. Como o ponto g é arbitrario, Y "' o fo X é
suave. I
336 Exemplo Seja
S: = Sz \ {63, —63}.

O conjunto S} ¢ um aberto da superficie regular S?, como tal S* é uma superficie
regular. Seja C = {z € R3: 2} + 2% = 1}. Seja f : S} — C definida por

Iy T3
f(;r1r$21w3) = ( $3) .

Vol +23 ol +a]

-

Seja X :]0, 7[xR — R? definida por

X(0,¢) = (sin@ cosp,sinf sinp,cosb)

(ver exemplo 316). Sejam
Xo = Xljonxjo.2ns  X-7 = Xljo,x[x]=m,x[-
Seja Y : R x R — C definida por
Y (t,s) = (cost,sint, s)

(ver exemplo 299). Sejam

Yo=Yl|pomxR: Y-r =Yl_ xR
Entao

Yo lofoXo(f,9) = Yy '(f(sind cosp,sind sin,cosd))
= Yy '(cos,sin g, cos )
= (¢, cos8).
Assim, a restricdo de f ao aberto X (]0,7(x]0,27[) de S¥ é suave. Substituindo X

e Yy por X_; e Y_ ., respectivamente, concluimos que a restri¢io de f ao aberto

X (]0,7[x] — 7, 7[) é suave. Como tal, f é suave.
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337 Teorema Sejam Sy, Sa,S3 superficies requlares. Sejam f : S, — S3 e

g: 51 — Sy aplicagoes suaves. Entao f o g € suave.

Demonstracgao. Fixemos parametrizagoes X : U — S de S e Z: W — 83
de S3. Seja ¢ um ponto do dominio de Z7'c fogo X. Seja Y : V — S, uma

parametrizagao de Sy tal que g(X(¢)) € Y(V). Entdo ¢ é um ponto do dominio
Dde(Z'ofoY)o(Y logoX) e

Z'ofogoX|p=(Z"tofoY)o (Y ogoX)

¢ uma aplicagdo de classe C°°. Como ¢ é arbitrrio, Z='o fogo X é uma aplicagio

de classe C'>°.

OO QC\D
/ 1

338 Teorema Sejam S, e Sy duas superficies requlares. Sejam f: Sy — R* e

g: S8y — Sa duas aplicagoes suaves. Entdo a aplicagdo f o g € suave,

Demonstragao. Seja X : U — S| uma parametrizagao local de S,. Seja q € U.
Seja Y uma parametrizacao local de Ss tal que g(X(g)) pertence a imagem de Y.
Seja D o dominio de (foY)o (Y logo X). Temos que g € D e

fogoXlp=(foY)o(Y ' ogoX)

é composic¢ao de aplicagoes de classe C*, logo é uma aplicagao de classe C™. ]

339 Teorema Seja S| uma superficie. Seja U um aberto de R™. Sejam g :
Sy — U wma aplicacio suave e f: U — R¥ uma aplicagio de classe C™. Entio

a aplicacao f o g € suave. 1

340 Teorema Seja Q0 um aberto de R®. Seja ® : Q — R3 uma aplicagio de
classe C>. Sejam Sy C Q, Sy C R® duas superficies requlares. Se ®(S)) C Sa,
entao

'I"Sl s S] =3 Sz

A4

€ uma aplicagao suave.



Demonstragao. Seja f = ®|g,. Sejam X : Uy — 51, Y : Uz — S parametrizagoes
locais de S; e de Ss, respectivamente. Vejamos que ¥ ~1o fo X é uma aplicagio de
classe €. Fixemos um ponto ¢o no dominio de Y=o foX. Sejam p = f(X(qo)),

¢ =Y ~!(p). Voltando & demonstragio do teorema 328, existe uma aplicagao
Y:U;xR—R®

tal que Y(a,0) = Y(a), para todo 0 a € Uz, Y é um difeomorfismo local na
vizinhanga de (¢,0) e Y™ =m oY1, onde 7 : R? — R? é a projeccdo (z,y,2) —

(x,y). Pelo Teorema da Fungao Composta,
Y lofoX=m0Yy lodoX

é uma funcio de classe C° na vizinhanga de go. |

341 Exemplo Voltemos ao exemplo 336. Seja

Q= {(:L',y,z) € R (Tay) ?é (050)}'

Seja F : Q — R? definida por

i _ T Y
F(.L,y,l)— (\/$2+y2:\/$2+y21'z)-

A aplicagio F é de classe C™ e F|g: = f. Como tal, a aplicagio f ¢ suave.

Exercicios

342 Sejam S} = {z e R® : 23 + 23 + 2% = 1,z # e3, —e3}, S2 = {z € RS :
ol + 42 = 1,23 < 1}. Seja f: S} — Sy definida por

. I T2
f(-rlal'Z:Il‘]): 5 5 5 21I3 d
VIl +xd 7} + 23

Mostre que a aplicagio f ¢ um difeomorfismo.

343 Seja v : I — R? uma curva que verifica as hipéteses da proposi¢ao 319. Seja
X : I x R — R? a aplicacao definida na proposigao 319. Seja S a imagem de X.
Seja C = {(t,z,y) : 22 +y* = 1,t € I}. Seja ¢ : I x R — C definida por

o(t,s) = (t,coss,sins).

Pelo teorema 10, existe uma e uma sé aplicagio f : C — S tal que foo = X.

Mostre que f é uma aplicagao suave.



_—
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344 Sejay: I — R3, ~4(t) = (a(t),0,b(t)), uma curva verificando as hipéteses da
proposi¢ao 319. Seja X a parametrizagao (7.5). Seja S a superficie de revolugao

associada a curva . Dado 8 € R, seja Xy : I x R — S definida por
Xo(t,s) = (a(t) cos(8 + s),a(t) sin(@ + s), b(t)).
Pelo teorema 10, existe uma e uma sé aplicagdo ¥y : S — S tal que
UyoX = Xg.

A aplicagao Wy roda a superficie de revolugao S em torno do eixo dos zz. Mostre

que a aplicagao Wy é um difeomorfismo de S em S.

345 Deé exemplos de duas quadricas que sejam superficies de revolugao.
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Espera-se que o leitor, quando comegar a ler este capitulo, tenha ja um dominio
bastante razodvel dos conceitos fundamentais do capitulo anterior. Nio terd entao
grandes dificuldades na primeira sec¢o deste capitulo. A segunda secciio dedica-se
a formalizagdo de um conceito geométrico intuitivo, o conceito de orientagio de
uma superficie. E conveniente que o leitor tenha presente o conceito de orientacio
de um espago vectorial, introduzido no primeiro capitulo. E conveniente que pro-
cure em primeiro lugar entender o que se pretende fazer, de um ponto de vista

intuitivo.

Objectivos:
e Dominar os conceitos de espago tangente e diferencial de uma aplicagao.
e Dominar o conceito de superficie orientdvel.

e Calcular dreas de superficies.

8.1 Plano Tangente

346 Defini¢ao Seja p um ponto de uma superficie regular S. Diz-se que um
vector u € R® ¢ tangente a S no ponto p se existe € > 0 e uma curva & : |—€ e[ —
S, de classe O™, tal que 6(0) =p e §'(0) = u.

Vamos chamar espago tangente ou plano tangente de S no ponto p ao conjunto

1,5 dos vectores tangentes a S no ponto p.

Vamos determinar, a partir da defini¢io, alguns espacos tangentes de superficies
regulares. Apresentaremos posteriormente instrumentos mais eficazes para deter-

minar espagos tangentes.

347 Exemplos

¢ Seja S uma superficie regular e seja p € S. Sejay: R — S a aplicagao

constante que vale p em todos os pontos. Temos que v'(0) = 0. Como tal,
0eT,S, paratodo o pe §.
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e Um subespago afim A de R? de dimenséo 2 é uma superficie regular. Existem
a € R?® e um subespaco vectorial F de R?, de dimensao 2, tais que A = a+F.
Dado p € A, vejamos que

T,A=F.

Dado u € F, seja v : R — A definida por v(t) = p + tu. Temos que
70)=p, 7 (0)=wu.

Como tal, F C T,A. Fixemos u € TpA. Seja (f1, f2, f3) uma base de R?3 tal
que F = (f1, f2). Seja a:] — €, e[— A uma curva tal que a(0) = p, a'(0) = u.

Existem fungoes z,y, z ;| — €, [— R, de classe C!, tais que
a(t) = p+z(t) fi + y(t) f2 + z(t) fa.
Como a(t) € A para todo o t, entdao z = 0. Como tal,

d(t) = 2'(t)fL + v () f,
o' (0) 2'(0)f1 +y'(0) f2 € F.

e Sejam S? = {(z,y,2) e R® :2? +y? + 22 =1}, p = (0,0,1). Dados a,b € R,
seja € = 1/v/a? + b2 e seja v ;| — €, €[— 5% definida por

v(t) = (at, bt, /1 — (a? + b?) t2).
Temos que (0) = p, v'(0) = (a,b,0). Como tal,
{(a,b,c) € R*: ¢ =0} C T,,S.

Vejamos que, na verdade, T,S = {(a,b,c) € R?: ¢ = 0}. Seja o :] —¢,¢[— e
uma curva tal que a(0) = (0,0,1). Temos que a(t) = ((t), y(t), 2(t)). Assim,

a(0) = (2(0),y(0),2(0)) = (0,0,1),
a(0) = (2'(0),5'(0),2'(0)),
() = 1-z(t)? —u®)?

2(t) (1) = —a(t) &'(t) —y(t) ¥'(t)
Z(0) = 2(0) 2'(0) = —=(0) 2(0) — y(0) ¥'(0) = 0.
Mostramos assim que +'(0) = (2’(0),%'(0),0).
Tratemos o exemplo anterior numa linguagem mais abstracta:

e Dado p € 52,

T,5% = {ue R®:u-p=0}. (8.1)
Seja 7 :] — €,€[— S* uma curva tal que ¥(0) = p. Temos que

]

lIvlI> =1,
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(v-7)' =0,
v -r=0,
7'(0) - 7(0) =0,
| ¥ (0)-p=0.

Ficou assim provada uma das inclusées. Se u - p = 0, seja

p+iu
)= ——,
Ly llp + tul]

Temos que a imagem de 7 estd contida em S?, v(0) =pe

_ I+ tul] u— (llp + tul])'(p + tu)

'
7 o+ tull ’
%IIPHUII = % (p+tu) - (p + tu)
_ (p+tu)-u
 lp+ tul|
_ ]|
[|p 4 tu||’
d
E|t=DHP+fU” = 0,
¥Y(0) = wu |

e Voltemos ao exercicio 299. Seja C = {(z,y,2z) € R® : 22 + y? = 1}. Se
(32) & €,
Tiz,y.2)C = {(-y,z,0), (0,0,1)).
Tomando a(t) = (x,y, 2 +t), temos que a(t) € C, paratodoot € R e
a(0) = (z,y,2), a'(0)=(0,0,1).
Como x? + y* = 1, existe § € R tal que = = cosf, y = sinf. Seja
B(t) = (cos(f + t),sin(0 + t), z) .
Temos que 3(t) € C, para todo o t € R, 8(0) = (z,y, 2),
B'(t) = (—sin(# + t), cos(d +t),0),
B'(0) = (—sin#, cos 8, 0) = (—y,z,0).
Como tal, (—y,z,0), (0,0,1) € T(,,,C.
Deixamos ao cuidado do leitor mostrar que toda a combinagio linear de
(—y,2,0) e (0,0,1) estd em T(, , ) C.

Seja (u,v,w) € T, C. Vejamos que (u,v,w) é combinagio linear de

(—y,z,0) e (0,0,1). Seja e :] — €, e[— C tal que

a(0) = (z,y,2), o'(0) = (u,v,w).




#

Sejam z(t), y(t), z(t) as coordenadas de a(t). Como z(t)*+y(t)* = 1, 2'(t) =(t)+
y'(t) y(t) = 0. Como tal,

2/(0) y'(ow:o
—y(0) =(0)| ="

Concluimos que existe A € R tal que
2'(0) = =Ay(0) = =My, ¥'(0) = Az(0) = Az.
Finalmente,

(2'(0),4/(0),2'(0)) = (=Ay,Az,2(0))
A—y,z,0) + 2'(0) (0,0,1).

348 Proposigdo Seja S uma superficie reqular. Entdo T,S ¢é um subespago
vectorial de R® para todo o p € S. Sejam X : U C R? — S uma parametriza¢ao
local de S, q € U e p = X(q). Entao

T, = DX(q)(R?).

Demonstragio. Dado v € R?, existe € > 0 tal que ¢ +tv € U, se [t| < e. Seja
v :]—¢€¢€[— S definida por

(t) = X(g + tv).

Entao 4
DX(q)(v) = Zl=oX(g+tv) = ¥'(0) € T,S.

A outra inclusio é consequéncia do teorema 329, 1

349 Proposigao Seja U um aberto de R? e seja F : U — R uma aplicagdo de
classe C. Se a € U, F(a) € um valor reqular de F e S = F~Y(F(a)), entao

1.8 = (DF(a))~}(0).

Demonstragio. Seja X : W € R* — R? uma parametrizagao local de S tal
que X (0) = a. Pelo Teorema da Fungao Composta, DF(a) © DX (0) = 0. Assim,
a imagem de DX(0) esté contida no nicleo de DF(a). Como DX(0) ¢ uma
aplicagio injectiva, a sua imagem é um espago vectorial de dimensiao 2. Como
DF(a): R* — R & sobrejectiva, a sua imagem tem dimensdo 1 e, como tal, o seu

nicleo tem dimensdo 2. Concluimos que
DX (0)(R?) = (DF(a))~*(0).

>

Pela proposigao anterior, TS = (DF(a))~1(0). 1
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350 Nota Dada uma parametrizacio local X : U — S tal que X(q) = p, tem-se

que Xy (q), X, (g) ¢ uma base de T,,S: a base candnica associada & parametrizagio

X. A aplicagio DX (q) : R* — T,S é um isomorfismo de espacos vectoriais.

351 Exercicios resolvidos

Resolver todos os problemas tratados no exemplo 347, usando agora as proposices
348 e 349.

e Scja 5 uma superficie regular. Dado p € S, existe uma parametrizacio local
X U — S tal que X(q) = p. Temos que T,,S = DX(q)(R?) é um subespaco
vectorial de R3, logo, 0 € T},S.

e Seja A um subespago afim de R?, de dimensao 2. Entdo, A = a + F, onde F
¢ um subespago vectorial de R?, de dimensdo 2. Seja (e, f) uma base de F.
A aplicagio X : R? — R? definida por

X(t,s)=a+te+sf
¢ uma parametrizacao de F e X(0,0) = a. Sabemos que
DX(0,0)(t,s) = te+ sf,
T,A = DX(0,0)(R?)
= (e f)
= F.
e Seja F(z,y,z) = 22 4+ y* + 22 — 1. Sabemos que
F~1(0) = $2

Se p = (a,b,c) € 52, como 0 é um valor regular de F, resulta da proposigio
349 que

T8 (DF(p))~'(0)
{(z,y,2) € R®: 2ax + 2by + 2cz = 0}
{(z,y,2) e R®: (a,b,¢) - (z,y,2) = 0}

{fueR*:p-u=0}

Il

* Seja G(x,y,z) =2+ y* — 1. Sabemos que G™*(0) = C. Dado p = (a,b,c) €

C', como 0 é um valor regular de G, resulta da proposicio 349 que

iR

(DG(p))~(0)

= {(z,y,2) € R : 2az + 2by = 0}

v {(z,y,2) € R®: (a,b,0) - (z,y,2) =0}
((—b,a,0),(0,0,1)).

I
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352 Proposigao Sejam M e N duas superficies e seja f : M — N uma aplicagao

suave. Para cada p € M, existe uma e uma sé aplicagdo
A:T,M - Ty N
tal que
A(y'(0)) = (£ 7)(0),
para toda a curva 7y : | — €,€[— M, de classe C1, tal que v(0) = p. Além disso, a
aplicagao A € linear.
Vamos chamar & aplicagio A o diferencial de f no ponto p e denoté-la por D f(p)

ou Dyf.

Demonstracio. Seja X uma parametrizagio local de M tal que X(0) = p e seja
Y uma parametrizagio local de N tal que Y (0) = f(p). Temos aplicagbes lineares
(DX(0)™! : T,M — R?
D(Y 'ofoX)(0) : R*—-R?
DY(0) : R?*—T,N.
Definimos
A=DY(0)oD(Y 1o foX)(0)o (DX(0)) 1.

Vamos ver que A nio depende da escolha das parametrizagdes locais X eY. Basta

mostrar que, para toda a curva 7y : | — €,€[— M, de classe C1, tal que v(0) = p,
fovy:]—e€€[— M éde classe et (8.2)
e
A(Y'(0) = (fo1)'(0) (8.3)

Na verdade, se provarmos (8.2) e B for outra aplicagio nas condigdes do enunciado,
dados u € T,M e v : ] —€,¢[— M, de classe C!, tal que ¥(0) = p e v (0) = u,

B(u) = (f 07)'(0) = A(u).

Note-se também que (f o 7)’(0) nio depende da escolha da curva v, mas apenas
de v(0) e +'(0).
Se 6 : ] — € €[— M é uma curva de classe !, tal que §(0) = p, e §'(0) = u, entao

(f©8)'(0) = A(u) = (f 7)'(0).
Provemos (8.2) e (8.3). Temos que

foy=Yo(Y'ofoX)o(X 'o7)
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¢ composi¢ao de aplicagoes de classe C!, logo é de classe C!. Além disso, se

7'(0) = u, resulta do Teorema da Fungio Composta e do teorema 329 que
DY (0) (D (Y=o fo X) (0) ((X-1 o«/)’(o)))

DY (0) (D (Y~'o foX)(0) (DX(0)"' o (7(0))))
DY(0)o D (Y™ o foX)(0)o(DX(0) " (u). 1

(f o) (0)

Il

A préxima proposigao tem demonstragao anidloga i anterior.

353 Proposigao Seja S uma superficie e seja f : S — R* wma aplicacdo suave.

Para cada p € S, existe uma e uma so aplicagdo linear

A:T,S - R¥
tal que
A(Y'(0)) = (f o1)(0),
para toda a curva vy : | —€,¢[— S, de classe C*, tal que ¥(0) = p. Além disso, a
aplicagao A € linear. 1

Vamos chamar a aplicagdo linear A o diferencial de f no ponto p e vamos denota-
la por Df(p) ou D, f.

354 Exemplo Voltemos aos exemplos 336 e 341. Calculemos a derivada de

f: 8% — C no ponto p=(1,0,0) € S¥. Sabemos que f(p) = p e que
T,S; = (e2,e3) = T,C.
Temos que
DF(p) = id(czlﬂa).
Na verdade, sejam
as(t) = (cost,sint,0), as(t) = (cost,0,sint).
Temos que
az(0) = a3(0) =p, 05(0) = ez, a5(0) = es,
foaa(t) = as(t).

Se |t| < /2,
foas(t) =(1,0,sint).

Assim, »
(foa2)'(0) = a3(0) =e2, (foas)|(0)=es,
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Df(p)(e2) = e2, Df(p)(es) = es.

Como tal a matriz de D f(p) em relagao & base (es,e3) de T},5% e a base (e2, e3)

de T,C é ((1] (1)) Logo, Df(p) é a restri¢ao a (e, e3) da aplica¢ao identidade.

355 Teorema da Fungao Composta Sejam Sy, Sa, S3 superficies requlares e

seja p € S1. Seja U um aberto de R™. Consideremos as trés situagoes sequintes:
a) f:89 — 53 eqg: S, — Sy sdo aplicagdes suaves.
b) f: S5, = R" eg:5 — Sy sao aplicagdes suaves.

c) f: U — R" é uma aplicacao de classe C* e g : §; — U é uma aplicagao

suave.

Em qualquer dos casos f o g € uma aplicagio suave e

D(fog)(p) = Df(g(p)) e Dg(p).

Demonstragao. Vamos provar o teorema na situagio da alinea a e deixamos a
prova nas situagoes das alineas b e ¢ ao cuidado do leitor.

Sabemos que f o g é suave, pelos teoremas 337 e 338. Fixemos u € T,5;. Seja
v :] — € €[— S uma curva de classe C! tal que v(0) = p e ¥/(0) = u.

Temos que

Il

(Df(g(p)) o Dg(p))(w) Df(g(p))(Dg(p)(u))

= Df(a(p))(Dg(p)(+'(0)))
= Df((g°7)(0))((g°7)(0))
= (fo(g27))(0)

= ((fog)ov)(0)

= D(fog9)(p)(w) 1

356 Teorema da Funcao Inversa Sejam M, N superficies regulares e seja

f: M — N uma aplicagio suave. Sejap € M. Se
Df(p) : TyM — Ty N

€ um isomorfismo, entdo existe um aberto W de M, tal que f(W) é um aberto de
N e

flw : W — f(W)

4

é um difeomorfismo de superficies requlares.
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Demonstracgao. Seja X : U — M uma parametrizagio local de M tal que 0 € U

e X(0) = p. SejaY : V — N uma parametrizagao local de N tal que 0 € V e
Y(0) = f(p). A aplicacio Y 'o foX :U — V é de classe C*. Pelo Teorema da

Funcao Composta,

Il

D(Y~' o foX)(0) DY~'(f(p)) o Df(p) o DX(0)

(DY (0))~Y o Df(p) o DX(0).

Il

As aplicagoes lineares

DX(0):R? — T,M
Df(p) : T,M — Ty N
DY(0):R* — TyyuN
sao isomorfismos. Como tal, D(Y ' o fo X)(0) é um isomorfismo e, pelo Teorema

da Fungao Inversa para fungoes entre abertos de espagos vectoriais, existem abertos
Uy, Vo de R? tais que 0 € Uy, 0 € Vj e

Y~ 'ofoX|y, :Up— Vo
¢ um difeomorfismo. Como tal,

fl.\'(Un) : X(UD) = Y(VO)

é um difeomorfismo. Lembramos que p € X(Ug) e f(p) € Y (V). Tomamos
W = X(Uy). |

357 Teorema Sejam Sy, So duas superficies requlares e seja f : S — Sy uma

aplicagio suave. Seja F: © C R* — R® uma aplicacio C™ tal que
flans, = Flans,-

Sepe QNS entao
Df(p) = DF(p)|z,s,-
Demonstragao. Dado u € 1,5, seja av 1] — €, e[— S; uma curva de classe C! tal

que «(0) = p, @’(0) = u. Resulta da defini¢ao de derivada de uma aplicagao suave

e da proposi¢ao 119 que

(foa)'(0)
(Foa)'(0)
DF(p)(u). I

Df(p)(u)
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358 Exemplo Voltemos ao exemplo 354. Seja (a,b,c) € ST esejau € Ty ) S
Pelo exemplo 341 e pelo teorema 357

Dpf(u) = DpF(u),

onde

- x Y
F(m’yﬂz)_(\/I.z_i_yzl\/&:z-l_yzaz)-

ac be
(hoo (5 rm 1))
Tf(u.b,c)C = ((_ba a, 0)1 (O: 01 1))

Temos que

3
)
2
8
n
-
|

Na verdade, os vectores (—b,a,0) e (ac/(a®+ b?),be/(a® + b?),-1) sao linear-
mente independentes e sio ambos ortogonais a (a, b, c).
Se identificarmos S* com a superficie da Terra menos os pélos, temos:
e (—b,a,0) é a derivada no ponto 0 de uma curva contida no paralelo que passa
por (a,b,c¢) e que vale (a,b,c) no ponto 0.
o (ac/(a® + b?),bc/(a? + b?), —1) é a derivada no ponto 0 de uma curva contida
no meridiano que passa por (a,b,¢) e que vale (a, b, ¢) no ponto 0.
Temos que
b* —ab 0
1 2

DigpaF =———5| —ab a

v 0 :
(a? +b%)2

0 0 (a®+0b?)?

1
Dl P20 0= o (50l
ac be
Dby F ('m, PR L —1) = (0,0,-1).

. x ac be )
Relativamente as bases ((—b, a,0), (m, popTl —1)) de T(ap,c)S €

((—b,a,0),(0,0,-1)) de T'f(q,p,c)C, a matriz de f €

(a® + b2)~ % o)
0 1)

359 Voltemos ao exemplo 320.

Exercicios

i) Calcule o plano tangente do toro no ponto ((2+cost) cos s, (2+cost) sin s, sin t).



ii) Considere a aplicagio f definida no toro, com valores em R®, que associa a
((2 + cost) cos s, (2 + cost) sin s, sint)

o ponto (2coss,2sins,0). Mostre que a aplicagdo f é suave e calcule a sua

derivada em cada ponto.

360 Sejam a.f : I — R? duas curvas regulares de R®, verificando as pro-

priedades da proposi¢ao 319. Sejam S, e Sj as superficies de revolugao associadas.
i) Construa um difeomorfismo f de S, em Sg.

ii) No caso particular em que I = R e a(t) = (1,0,t), S, ¢é o cilindro C =
{(z,y,2) : 2* + y* = 1}. Calcule a derivada de f em cada ponto de C.

361 Demonstre o teorema 353.

362 Termine a demonstragao do Teorema da Fungio Composta.
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8.2 Orientagao de uma Superficie

Um vector u € R? diz-se normal a uma superficie S num ponto p € S se u é

ortogonal a todo o vector tangente a S no ponto p.

363 Definicao Uma superficie regular M diz-se orientdvel se existir uma
aplicagiao suave N : M — 52 tal que N(p) é normal a M no ponto p, para

todo o p e M. A aplicagio N diz-se uma orientagao da superficie M.

Seja N : M — S? uma orientagiao de uma superficie M. Entio —N : M — §2
também é uma orientagio de M. Assim, numa superficie orientavel existem pelo

menos duas orientagoes distintas.

364 Lema Uma superficie conexa orientdvel tem exactamente duas orientagdes.

Demonstracao. Sejam Ny, N; duas orientagdes de uma superficie S. Dadop € S,
Ni(p), N2(p) € T, St. Como tal, existe A € R tal que No(p) = AN;(p). Como
Ni(p) e Na(p) tém norma 1, concluimos que Ny(p) = Ni(p) ou Na(p) = —Ny(p).
Seja A : S — R a aplicagao definida pela condigio No(p) = A(p)N;(p). Sabemos
que A(S) € {—1,1}. Se mostrarmos que a aplicagio A é continua, podemos concluir
que A é constante na vizinhanga de cada ponto, pois o conjunto imagem ¢ discreto.

Acontece que A = Ny - Na é de classe C°°. Como S é conexa, X é constante. |

365 Exemplos.

e Seja Il = {(z,y,2) € R®: z = 0}. Existem duas possiveis escolhas para N:

=
5

=
I

(0,0,1), V(z,y);
N(z,y) = (0,0,-1), V(z,y).

Podemos identificar a superficie II com uma folha de papel. Dar uma ori-
entacao a II equivale a escolher uma das faces da folha de papel. Escolher
(0,0,1) equivale a escolher a face de cima e escolher (0,0,—1) equivale a

escolher a face de baixo.

e Existem duas orientagdes possiveis para a superficie esférica S?:
N(z)=xz e N(z)=—=zx.
A primeira escolhe o lado exterior da superficie esférica. A segunda escolhe

o seu lado interior.
o Uma superficie que admita uma parametrizagao global é orientavel.
Seja X : U — S uma parametrizagao global de uma superficie S. Tomemos

" XL (X)) x Xu (X1 (p))
N = R ) x X X @)




m

O vector N(p) é normal a S no ponto p, pois o espaco tangente de S em p é
gerado por X, (X~ 1(p)) e X,(X~(p)). A aplicagdo N é uma orientacio de
S.

e O grifico de uma aplicacao de classe C ¢ uma superficie orientavel.
g

Seja f : U € R? — R uma aplicacdo de classe C®. O grafico de f admite

wma parametrizagdo global dada por

X (u,v) = (u,v, f(u,v)).

Porl'rzmos tomar
(8L, 3L 1)
du' du?

N s
Vi+ 02+ (3

du

o X1

o Consideremos uma folha de papel estreita a qual unimos as pontas, apés a
termos torcido segundo um dngulo de 180 graus. Esta superficie sé tem uma

face, portanto nao pode ser orientdvel. Voltaremos a este exemplo mais tarde.

366 Proposicao Sejam U um aberto de R® e F : U — R wma aplicagao de
classe C>. Seja b um valor reqular de F. Suponhamos que F~1(b) # 0. Entdo a
superficie F~'(b) ¢ orientdvel.

Demonstragao. Dado a € F~(b) seja
oF aF oF
VF(a) = =—(a), —(a), — ?
@ = (G0 5@, 5 @)

Seja X : W C R® — R® uma parametrizagio local de F~1(F(a)) tal que X(0) = a.

Pelo Teorema da Fungao Composta,
DF(a)o DX(0) = 0.
Assim, DF(a)(DX(0)(e;)) =0, i=1,2, ou seja,
‘ VF(a)- Xy(0) = VF(a) - X,(0) = 0.
Como tal, podemos tomar
VF

N=temmr !

367 Lema Sejam X : U — R® ¢ X : U — R3 duas parametrizagoes locais de
uma superficie S. Seja ¢ = X~ o X. Dado peX(U)n 7?((7),

Xu(X71(p)) X Xy(X~1(p)) = (X~ (p)) Xz(X~1(p)) x Xo(X~1(p)).

=
®
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Demonstragao. Pelo Teorema da Fun¢io Composta, DX = DX o Dy, ou seja,

dx
au
dy
du
dz
Au

dx
EN)
dy
ED)
0z
v

0
au
oy
o
97
o

9%y
o]
oy
D]
0z
D]

o
du
v
du

o
)
0]
v

(8.4)

Efectuando a multiplicagio de matrizes no lado direito da igualdade (8.4), obtemos
uma igualdade entre duas matrizes com trés linhas e duas colunas. Eliminando
de cada vez uma das linhas e tomando os determinantes, obtemos trés igualdades.

Eliminando a primeira das trés linhas, obtemos a igualdade

dy dy\ O DG\ (0T O
du Ov _ du v du Ov
0 0z )"\ oz oz ||ow o
du v du v ou v
Como tal,
oy oy | |25 07
du v du Jdv o(w,v)
9z 0z 8z oz | 9wv)
du  Ov ou 0
Assim,
a(u,v) = &
Xy x Xy T % o B
a(ﬁ7§) v v
X 5 ———| || X~ x X~|.
B I = oS TR

368 Proposicao Uma superficie reqular S é orientdvel se e s se eristem pa-
rametrizagoes locais

X008, 1€l

tais que U;c; XD (U;) = S e o determinante da derivada do difeomorfismo XD ™o

X ¢ positivo en todos os pontos, para quaisquer 1,7 € I.

Demonstragao. Suponhamos que existem parametrizacoes locais X@), i € I,

verificando as condigbes acima. Seja

Xl(f) X X,Ei)

Nyj=—2_""%_ (X1 gerI (8.5)
11X x x5

Pelo lema anterior, Ny(p) = N;(p) se p € U; N U;. A aplicagio N : X — §?
definida por N(p) =

Suponhamos que existe uma orientacio de S. Existe uma familia X@ : U; —» R3,

N;(p), para algum i € I, é uma orientagio de S.

i € I, de parametrizagoes locais de S cujas imagens cobrem S e tais que os abertos

U; sdo conexos por arcos.
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Definimos N; por (8.5). Temos que, para todo o p € X@(U,), Ni(p) = N(p)
ou Ny(p) = —=N(p). No primeiro caso, definimos Y = X, No segundo caso,
definimos V; = {(u,v) : (v,u) € U;} e Y : V; — R por Y (u,v) = XO) (v, u).
Temos que Y9, i € I, é uma familia de parametrizagoes locais de S cujas imagens

cobrem S. Além disso, pelo lema anterior,

det DJI(YD ' ov®y >0, vij. I

369 Exemplo Seja X : Rx] —1,1[— R? definida por
X(u,v) = a(u) +v B(u),

onde

Q

~—

£
Il

cosu e; + sinu es,

=
£
I

(cos ;) a(u) + sin ; e3.
famos chamar fita de Mcebius (lé-se mobius) & imagem da aplicacio X. Vamos
procurar visualizar a fita de Mcebius.

® A curva a tem por trajectéria o circulo de raio 1 com centro na origem do

plano z3 = 0.

e Dadoue R,
Iy, = {X(u,v) 1 v €] = 1,1} =la(u) — B(u), a(u) + B(u)]

¢ um segmento de recta que tem por ponto médio o ponto a(u). O segmento
I, esté contido no disco de raio 1, com centro no ponto a(u), do plano II,

definido pelos pontos 0,e3 e a(u).

e A fungao a é periédica de perfodo 2. A fungio 8 é periédica de periodo 4.

No entanto,
Lutor = Iy,
pois
X(u+2m,v) = X(u, —v).
Assim,

X(Rx]-1L1) =X (0,27]x]-1,1) = |J L.
u€l0,2x]
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e Enquanto u percorre o intervalo [0,27], o ponto a(u) percorre um circulo e o

segmento I, dd meia volta.

® Podemos visualizar a fita de Mcebius do seguinte modo. Consideremos uma

folha de papel de largura 2 e comprimento 27. Vamos torcer a folha

—

e em seguida identificar as extremidades esquerda e direita.

¢ Temos que e3 x @ = o’. Assim, a x o’ = e3, @' x e3 = a. Deixamos ao
cuidado do leitor a prova de que X é uma quase parametriza¢ao. Assim, a

fita de Mcebius é uma superficie regular. Vamos denoté-la por M.

e Temos que
Xy X Xp(u,0) = of(u) x B(u)
u .U
= a'(u) x (cos 5 a(u) + sin 5 63)
= cosg a(u) x a(u) + sin% a(u) X e;

cos = +sinua(u)
= — —e = ,
Py e 2

I Xy X X (u,0) = 1,
X, % X, B X, % X,
TRox X (v +27,0) = XXl (u,0).

e A fita de Mcebius nio é uma superficie orientdvel.
Suponhamos que é. Seja N : M — R® uma orientacdo de M. Como
X)0,2r[x]-1, 1[ € uma parametrizacio local de M podemos supor que

Xe XX, |
m 10,27 [x]—1,1[

Por outro lado, como X f]ﬂ,37r[>< ]-1,1[ € uma parametrizagio local de M, existe
€€ {—1,1} tal que

N o Xljo,2x[x]-1,1[ = (8.6)

Xy % X,

=€ - I. 8.7
NOXI]TF,STI’[ € ”Xu X Xy|||]11‘,37f[)<} 1,][ ( )

Por (8.6),

Xy %X,
1K x X, |

N(—e3) = N (X (31/2,0)) = (37/2,0), (8.8)




Xux X,
[ Xu x Xo|

Xy x X,

N{ez) = N(X(n/2,0)) = [ Xy % Xol|

(r/2,0) = — (57/2,0).
(8.9)
Resulta de (8.8) que € = 1. Resulta de (8.9) que ¢ = —1. O absurdo provém

do facto de admitirmos que a fita de Moebius é uma superficie orientavel.
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8.3 Area de uma porgao de Superficie

Lembramos o enunciado do teorema da mudanga de varidveis para integrais multiplos.

370 Teorema Sejam V' e W dois abertos limitados de R™ e seja ¢ : V — W

um difeomorfismo. Seja f : W — R uma fungdo continua e integrdvel. Entdo
/ fdyl---dynzf fowlJ(p)| dzy - - - dx,. |
w P=1(W)
E razodvel definir a area de um aberto limitado W de R2 por
AW) = / dzydzxs.
w

Vamos identificar um aberto limitado W de R? com a superficie regular W x {o}
de R®. Definimos drea da superficie W x {0} como sendo a érea do aberto W.
Seja ¢ : U — V um difeomorfismo. Seja X (u,v) = (¢1(u,v), ¢2(u,v),0). A

aplicagio X ¢é uma parametrizagao da superficie regular W x {0}. Temos que

1 Xy x Xoll = /0,0,J())]|
= |J(g)l.
Como tal,
AW) = f J () du dv
=1 (W)

Il

‘/.\'"I(W) [| Xy x Xo|| du du.

371 Definicao Seja W um aberto limitado de uma superficie regular. Seja
X : U — R? uma parametrizagio global de W. Definimos area de W como sendo
o numero real

A(W) = / || Xu x Xy|| du dv.
X-H(W)

Vejamos que a defini¢ao de drea nao depende da parametrizacio. Sejam X : U —
R3e X : U — R? duas parametrizagoes globais de uma superficie regular S. Seja
©=X"1oX. Pelo lema 367,

3 o e |8067)
[ 1 x Tl | o
X-1(W) Nu,v)

/ IX= x X~|| di do
p(X—1(W))

u dv

Il

/ [| Xu % Xy|| du dv
X-1(w)

I

f~ 1 X> x X| di dv.
X-1(W)
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372 Nota Esta defini¢ao de drea de uma porgao de superficie poderia ser jus-
tificada de uma forma mais profunda. Acontece, porém, que uma tal justificacio
exigiria desenvolvimentos que vdo muito para além do nivel deste curso, nomeada-
mente conhecimentos de Teoria da Medida.

O facto seguinte, que nao justificaremos mas que é intuitivamente aceitével, permite-
nos calcular a drea de uma grande classe de superficies: Se S for uma superficie
regular e v for uma curva regular, entio a drea de S\ I' é igual & drea de
S, onde T' é a trajectéria da curva v. Exemplo: A superficie esférica S? nio
admite uma parametrizagio global. Se lhe retirarmos o equador, ou seja, o
{(x,y,2) € R® : 2244?42 = 1, z = 0}, obtemos duas superficies parametrizadas.

A drea da superficie esférica S? é a soma das dreas destas duas superficies:

2
S-i-

52

{(z,y,2) eR* 12 +y? + 22 =1, 2> 0}

{(z,y,2) e R®* 12 +4® + 22 =1, 2 < 0}.

De forma anéloga, se retirarmos a S um conjunto finito ¥, entdo a drea de S\

é igual a drea de S.

Exercicios

373 Dada uma aplicagio f : U C R? — R, de classe C®, mostre que a drea do

af\* [of\?
L\/1+(b—£) +(6_y) dzdy.

374 Calcule a drea do cilindro {(z,y,z) e R*: 2 + 2 =1, 0 < z < 1}.

grafico de f ¢ igual a

375 Calcule a drea da superficie
{(z.y,2) eR*: 2 +yP <lez=22 4%}

376 Calcule a drea da superficie 2.
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9. A Aplicaciao de Gauss




e R - s

Este capitulo ¢ dedicado ao estudo da aplicagio de Gauss. Esta aplicagao de-
sempenha em relagiao as superficies um papel semelhante ao desempenhado pelo
referencial de Frenet em relagdo as curvas. O leitor néo terd grandes dificuldades
na leitura deste capitulo, caso tenha assimilado convenientemente os capitulos
sete e oito. O capitulo termina com a prova do teorema fundamental da Geome-
tria Diferencial cldssica, o Teorema Egregium de Gauss. O leitor, apés entender
minimamente os conceitos introduzidos na sec¢iao 9.1, terd todo o interesse em
avangar rapidamente para a secgio 9.2, onde encontrard os instrumentos que lhe
permitirdo efectuar os calculos com exemplos concretos. Estes s@o essenciais para
a compreensao dos conceitos introduzidos na secgao 9.1. Poderd entio voltar i
secgao 9.1 e, numa segunda leitura, compreender plenamente os conceitos ai ex-

postos.

Objectivos:
e Estudo local das superficies, utilizando a aplicacao de Gauss.

o Calculo das direcgoes principais, direc¢des assimptoticas e linhas de cur-

vatura.

e Calculo dos invariantes fundamentais de uma superficie, utilizando os coefi-

cientes das formas fundamentais e os simbolos de Christoffel.
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9.1 Conceitos Fundamentais

Vamos introduzir virios abusos de linguagem que nos permitirao minimizar a
extensao das formulas que teremos de manipular neste capitulo. O leitor podera
sempre descodificar estes abusos de linguagem tomando em conta o contexto em
que surgem. Assim, vamos por vezes escrever N em vez de N o X. Lembramos
que nao se pode derivar N em ordem a u. Como tal, quando se escrever N,
deve-se subentender (N o X),. De forma analoga, quando se escrever N - X,
estamos a tomar o produto interno de duas aplicacdes com o mesmo dominio.
Como o dominio de X, é U, o dominio de N é X(U) e o dominio de No X é U,

compreende-se pelo contexto que N - X, representa efectivamente (NoX)-  Xyy.

Vamos chamar aplicagao de Gauss de uma superficie orientada S, a cada uma

das orientagoes N de S.

A aplicagio de Gauss de uma superficie orientével estd definida a menos de um
sinal. A partir da aplicagdo de Gauss vamos construir vérios invariantes. Os mais
importantes nao dependem da escolha da aplicacio de Gauss. Os restantes sio

substituidos pelo seu simétrico quando mudamos a escolha da aplicacao de Gauss.

377 Lema Seja S uma superficie regular. Temos que, para todo o peES,
DN(p)(1,S) C T, S.

Demonstragao. Sendo a aplicacio de Gauss uma aplicacao suave de S em 52,
temos que a sua derivada no ponto p é uma aplicacio linear definida em T,S com

valores em Ty, 52. Porém,

TnpS® = {u€R®:u-N(p)=0}
= Tp8. |

378 Lema A derivada da aplicagio de Gauss é uma aplicagio simétrica, ou
seja,
DN(p)(w1) - we = DN (p)(w2) - w1, (9.1)

para quaisquer p € S, wi,ws € T,,5.

Demonstracao. Sejam X : U C R? — S uma parametrizacio local de S e p € S.

Seja ¢ = X~ !(p). Temos que
(NoX) - X, =0.

Assim, obtemos sucessivamente

¥ P

5]
(N oX) - X,) =0,

()




D((N o X) - Xu)(q)(e2) = 0,

D(N o X)(q)(e2) - Xu(q) + (N o X)(q) - D(Xu)(g)(e2) =0,
D(N o X)(g)(e2) - Xu(q) + N(p) - Xuu(q) = 0.

Aplicando o Teorema da Fungdo Composta, deduzimos que

(DN(p) o DX(q))(e2) - Xu(q) + N(p) - Xuu(q) =0,

DN(p)(Xu(q)) - Xu(g) = =N(p) - Xun(q)- (9.2)

Resulta de (9.2) e da expressao obtida trocando u e v em (9.2) que

DN (p)(Xu(q)) - Xulq) —=N(p) - (Xu)v(q)
—N(p) . (Xv)u(Q)

DN (p)(Xu(q)) - Xu(q)-

Il

Como X,(¢), X,(¢g) é uma base de T},S, (9.1) é consequéncia do exercicio 73. |

379 Definicao Seja S uma superficie regular e seja p € S. Chamamos a
aplicagao
I,: T, - R
W wew
a primeira forma fundamental de S no ponto p.
Chamamos a aplicagio
I, ' TS — R
w +— —DNp(w)- w

a segunda forma fundamental de S no ponto p.

A primeira forma fundamental é a restri¢io ao espago tangente do produto interno
canénico de R3. A segunda forma fundamental é substituida pela sua simétrica

quando escolhemos a outra orientagio da superficie S.

Seja 6 : I — R? uma curva regular contida em S. Suponhamos que §(0) = p.
Seja Ns(0) o vector normal de § em 0. Seja ¢s(0) a curvatura de § no ponto 0.

Chamamos a
Cs,5(p) = (Ns(67(p)) - N(p))es(6~ ()

a curvatura normal da curva § enquanto curva imersa em .S, no ponto p.
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380 Proposigao A curvatura normal de uma curva § imersa numa superficie,
num ponto p sé depende da derivada da curva no ponto § ~Y(p). Nomeadamente, se
& € uma curva reqular com trajectéria contida numa superficie reqular S e §(0) = p,

entao

Cs,s(p) = I1,(8'(67 ' (p))).
Demonstragao. Vamos supor é parametrizada por comprimento de arco. Sabe-
mos que, para todo o t,

/ 1
) (t) € Tg(t)s, N{é(t)) € (T,s(g)S) .
Assim,
(Noé)-8=0.

Derivando a relagio anterior, concluimos que

—(Noés) -6 =(Nob)-8".
Assim,

1,(¢'(0)) = —DN(p)(8'(0))-&'(0)
= —(Noé)(0)-6(0)
= (Noé)(0)-8"(0)

(i 5O Y
= (¥ ) o
= (NG@)- N6~ @) eslp)

= Cs,s5(p). |

381 Definicao Sejam S uma superficie regular, p € S, w € T,S. Chamamos

curvatura normal de S no ponto p segundo o vector w, ao niimero real

cS.w(p) = pr(w)

Pelo teorema 71, existe uma base ortonormada de TS formada por vectores
proprios ey, ez de —DN(p). Sejam ki e ky os valores préprios de —DN(p) as-

sociados aos vectores préprios e; e e;. Vamos supor ki < ky.

382 Definigao Os valores préoprios k; e ko dizem-se respectivamente a cur-

vatura normal minima e a curvatura normal médxima de S em P

Dado um vector w € 7},S de norma 1, existe 6 € R tal que w = cos @ e +sin O es.

Temos que
r

II(w) = -DN(p)(w)- w




(—cosfl DN(p)(e1) —sin@ DN (p)(ez2)) - w

(k1cos@ ey + kosinf eg) - (cos@ e; + sinf es)

ky cos? 6 + ko sin? 6.

Sabemos que

ky < kycos? + kysin? 0 < ko, (9.3)

para todo o # € R. As desigualdades (9.3) justificam as denominagoes cur-

vatura mdzrima e curvetura minima utilizadas para designar os valores préprios
de —DN (p).

383 Definigao Seja S uma superficie regular. Sejap € S. Seja NV uma aplicagio
de Gauss de S. Sejam ky, ko (k1 < k2), os valores préprios de —DN(p). Chama-se

curvatura de Gauss de S no ponto p ao nimero real
K(p) = kiks.

Chama-se curvatura média de S no ponto p ac numero real

O ponto p diz-se

e eliptico, se K(p) > 0.

hiperbélico, se K(p) < 0.

parabdlico, se K(p) =0 e DN(p) # 0.

umbilical, se DN(p) for escalar.

¢ planar, se DN(p) = 0.
A tnica definigao que depende da escolha de NV é a de curvatura média, conforme
o leitor podera facilmente verificar.

Lembramos que, pelo corolario 72,

K(p) = det(—DN(p)) = det(DN(p)). (9.4)

Exercicios

384 Mostre que:
a) Todos os pontos de um plano afim sio planares.
b) Todos os pontos de uma esfera sao elipticos.

c) Todos os pontos de um cilindro sdo parabdlicos.
»

385 Seja S a superficie definida pela equagio z = % + ky?. Mostre que:
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a) Se k > 0, entdo (0,0,0) é eliptico.
b) Se k = 0, entdo (0,0, 0) é parabélico.
c) Se k < 0, entao (0,0,0) é hiperbélico.
386 Lema Seja X : U — S uma parametrizagdo local de uma superficie S.
Sejam g€ U e p= X(q). Temos que
DN(p)(Xu(q)) = Nu(q),
DN(p)(Xu(q)) = Nu(q).

Demonstragao. Temos que

DN(p)(Xu(g)) = DN(p)(DX(q)(e1))
= D(NoX)(q)(e1)

= Nu(gq).

A outra igualdade demonstra-se de forma anéloga. ]

O préximo resultado é o equivalente, para superficies, dos teoremas de estrutura
obtidos no capitulo 6 para curvas. Vamos demonstrar um resultado global a partir

de hipédteses locais.

387 Teorema Seja U um aberto conezo de R?. Seja X : U — S uma
parametrizagdo global da superficie S. Se todos os pontos de S sdo umbilicais,

entdo S estd contida numa esfera ou num plano.
Demonstragéao. Dado g € U, existe A(¢) € R tal que
DN(X(q)) = Ma)Idry,,,s.

Como a fungao N é de classe C™, a fungiio ¢ — A(g) é de classe C'*°. Vamos ver
que

a fungio A : U — R é constante. (9.5)

Temos que
DN(X(q))(Xu(q)) = Ma)Xu(q)-

Pelo lema anterior,

Nu(q) = Ma) Xu(). (9.6)
De forma andiloga se mostra que

Nu(q) = Ma) Xu(a)- (9.7)

Résulta de (9.6) e (9.7) que
Ny = AXy, (9-8)



N, = AX,. (9.9)
Derivando (9.8) em ordem a v e (9.9) em ordem a u concluimos que
Av.Xu + )‘Xuv = Nu'u

= Nvu
A Xy + AX .

Assim,

Ay Xy — A Xy =0.

Como os vectores X, (q) e X,(¢) sdo linearmente independentes para todo o ¢,
Ay = Ay = 0. Como o conjunto U é conexo, resulta da proposigao 125 que A é

constante. Ficou assim provada a afirmagao (9.5).

Vejamos que se A = 0, entdo a superficie S estda contida num plano. Se A = 0,
entao N, = N, = 0. Como tal, a aplicagio N é constante. Seja Ny o unico valor

tomado pela aplicagao N sobre o conjunto U. Temos que

(X'Nﬂ)u = Xu-No=0,
(X : Ng)v = Xv . N() ={}.
Concluimos pela proposi¢ao 125 que X - Ny é constante. Seja ¢ o tnico valor

tomado pela aplicagio X - Ny sobre o conjunto U. Seja zg um vector de R? tal

que xg - Ng = ¢. Dado (u,v) € U,

(X(u,v) —xo)-No = X(u,v) - No—zo-No
= ¢c—¢
= 0O

Ficou assim provado que a superficie S est4 contida no plano afim de R3

{z: (x — zo) - No =0}.

Vejamos que, se A # 0, entdo a superficie S estd contida na superficie de uma

esfera de raio } Sabemos que

(AX =N)y = AXy-N,=0,
(AX —=N), = AX,—N,=0.

Resulta da proposigio 125 que a fungio

X - %N (9.10)
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¢ constante sobre U. Seja zp o tnico valor tomado pela funcao (9.10) sobre U.

Temos que, para todo o (u,v) € U,

X(u,v) —x0 N(u,v),

> = | =

[1X (w,v) = 2of]| = (9.11)

Resulta de (9.11) que a superficie S esté contida na esfera de centro zq e raio 1 /A

388 Exercicio Determine a imagem da aplicagio de Gauss de S quando S é a

superficie regular definida pela equacio:
a) z=ux2+y%
b) 2?2 +y? =14 22

c) 2 +y?+22=1.




“

9.2 Coordenadas Locais

Vamos fixar uma parametrizagao local X : U € R? — S de uma superficie regular
SepeS. Sejag=X"1(p).

Como habitualmente, vamos denotar por (u,v) o sistema de coordenadas candénico
de R?. Consideremos fungoes E, F,G : U — R definidas por

E = Xy X
F = Xy X (9.12)
G = X, X

Pelo exercicio 66,
[| Xy x Xy|| = VEG — F2. (9.13)

Sejam e, f,g: U — R, definidas por

€ = —N'u. : Xu =N- qu1
F e W Xy=lVs Xy = N Xy =N, 8 X (9.14)
g = =Ny Xo=N-X,..

389 Lema Seja S uma superficie reqular. Seja X : U — R® uma parametrizacdo
local de S. Temos que
Ix(aX,+bX,) = Ea®+2Fab+ Gb?,
IIx(aX,+bX,) = ea®+2fab+ gb.

Chamamos a E, I, G os coeficientes da primeira forma fundamental da
superficie S, relativamente a parametrizagio X. Vamos por vezes denoté-los por
Ex, Fx,Gx.

Chamamos a e, f, g os coeficientes da segunda forma fundamental da
superficie S, relativamente a parametrizagio X. Vamos por vezes denota-los por

ex s Ixs g%
Demonstragao. Temos que

Ix(aX, +0X,) = (aX,+0bX,)- (aXy +bX,)

= a®Xy Xy + 2abX, - X, + 02X, - X,.

Além disso,
IIx(aX, +bX,) = -DN(X)(aX,+bX,): (aX, +bX,)
—(aDN(X)(Xy) +bDN(X)(X,)) - (aXy + bX,)
—(aNy + bNy) - (aX, + bX,)
= —(a®Ny - Xy + abN, - X, + abN, - X, + b*N, - X,).

I
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equagoes de
Weingarten
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390 Lema Seja S uma superficie reqular. Seja X : U — R® uma parametrizagdo
local de S. Sejaa: I — U, a(t) = (u(t),v(t)), uma curva. Sejay = X oa. Temos
que

Liy(Y () = E(/(1)*+2Fu/(t)'(t) + G(v'(t))?,
IL(Y() = e('(t)*+2fu(t)'(t) + 9(v'(t))*.

Demonstragao. Temos que

V() = (Xoa)(t)
= DX(at))(u'(t),v'(t))
= /() Xu(a(t)) + v'(t) Xy (a(t)).

Pelo lema anterior,
Liy(Y'(t) = Ixaw) (@ (®)Xula(t) + ' ()X, (alt)))
= E(u'(t)* +2Fd/(t)v'(t) + G(v'(1))?,

L (Y (1) = Hx(aw) @ () Xu(alt) + v/ ()Xo (a(t)))
= e(u'(t)” +2fu'(t)'(t) + g(v'(1))*. |

O préximo lema serd 1til na prova do teorema 392.

391 Lema Sejam 1y e ry as duas raizes da equacdo x° + bx + ¢ = 0. Entio

b=—(ri+13) ec=mrms.

Demonstragao. Sabemos que os polinémios (de grau 1)  — r e  — ry dividem
o polinémio z? + bz + ¢. Assim, (z — r1)(z — r2) divide z2 + bz + ¢. Como estes

dois polindmios tém grau 2, existe a € R tal que
2+ br+c=alz—r)(z —r2).

Assim,

z? +br+c=az® - a(ry + )z + aryrs.

Como tal,

=1, b=*(7‘1+?"2), Cc=TiT3. [ |
As proximas relagoes generalizam as formulas de Frenet.

392 Teorema Temos que

_ fF—eG
~ EG - F?

eF - fE
EG - F?

4 Nu Xu + XU?



gt - fG fF—gE

Nv = Xu + Xv-

EG - F? EG - F?
Assim, a matriz da aplicagao DN (p) : T,X — T,X em relagio a base (X, X,) ¢

igual a

1 fF—eG gF— fG

EG-F2\eF—-fE fF—-gFE )"’

Além disso,

. eg— f?

K= ge-m

o ch‘—ZfF+gE

~ 2 EG-F*

kh = H-+vVH?-K,
ke = H++H?-K.

Demonstragao. Com vista a simplificar as notagdes, vamos por vezes omitir os
pontos p e ¢ nas formulas que se seguem. Assim, vamos escrever, por exemplo, X,
em vez de X, (¢). Pelo lema 377, N,,, N, € T,S. Como tal, existem nimeros reais

a;;. 1 <1, 7 <2, tais que

il

N, an X, +anX,, (9.15)
N, = apX, +anX,.
Por defini¢ao de a;;, temos que a matriz da aplicagio linear
D(NoX)(g): R* - T,X
em relagao a base candnica de R? e a base (X, X,) de T,(X) é
(““ “'2) : (9.16)
azy  as
Como DX (q)(e;) = Xy, DX (q)(e2) = X, temos que a matriz da aplicacio linear
DN(p): T, X — T, X

em relagao a base (X,.X,) é ainda a matriz (9.16). Resulta de (9.12), (9.14) e
(9.15) que

_f = N, X,
allXu ' XU + a21XU ! X‘U

an F' + asnG.

De forma aniloga se mostra que

-f = Ny-X,

= apk + axnkF,
—¢ = ank+ankF,
—g = a12F + aG.
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As relacoes que acabamos de estabelecer podem ser expressas sob forma matricial:
e f ayy  az B F
= - ; 9.17
(f 9’) (alz Gm) (F G) BT}
ayy 021)=_(8 I\(E F)_l
a2 a2 f g F G '
Tendo em conta que

E F\7'_ 1 G -F
F G T EG-F2\-F E )’
concluimos que

an an)___ 1 (e f G -F
aja a2 EG-F2\f g -F E )’

Assim,

Assim,

fF—eG

Ry 5k
gF - fG

G12 = FE_ pr (9.18)
eF — fE

W = Fg-
fF—gE

2 = G-

Substituindo (9.18) em (9.15), obtemos as equagoes de Weingarten. Resulta de
(9.17) que

2
—
K = det(ai;) = Eg——%

Seja k um dos valores préprios de —DN. Entao

—ap —k —ay2

—a2) —ag — k|~ 0.
Assim,
k* + (a11 + ag2)k + annaz — azarz = 0. (9.19)
Resulta do lema 391 que
H = %(kn + k2)

1
= —5(011 + ag2)
1eG —2fF +gE
2 EG-F2

Resulta de (9.19) que
k*—2Hk+ K =0.

Pela férmula resolvente das equagdes do segundo grau, os valores proprios de —DN
sﬁp
2H +£/(2H)? - 4K
2 1
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ou seja,

H++VH?-K. 1

393 Exemplo. Curvatura de Gauss do toro. Seja X : R? — R% a

aplicagio definida por
X(u,v) = ((a+ rcosu)cosv, (a + rcosu)sinv, rsinu).

A aplicagao X € uma quase parametrizagao do toro. Temos que

Xy = (-rsinucosv,—rsinusinv,rcosu),

X, = (—(a+rcosu)sinv, (a+ rcosu)cosv,0),
Xyu = (—rcosucosv,—rcosusinv, —rsinu),

Xuw = (rsinusinv, —rsinucosv,),

Xow = (—(a+rcosu)cosv,—(a+rcosu)sinv,0).

Concluimos assim que

E = ||XJ°=r?
F = X, -X,=0,
G = ||Xu|* = (a+rcosu)?,

[|Xu x Xu|] = VEG-—F?=r(a+rcosu).

Por definicao,

e = N -X,.
o Xux X, X
- MY o v 1 uu
1 Xu x Xy
: (Xux Xy)- X
= —_—_— X .
u v UL
VEG — F?
Pela proposigao 60,
1 —rsinucosv —(a+rcosu)sinv —rcosucosv
e = ﬁ —rsinusinv  (a +rcosu)cosv  —rcosusiny
EG-F T COS U 0 —rsinu
1 sinucosv —sinv cosucosv
= +—)r‘2(a+rcosu) sinusinv cosv  cosusinv
ria T u .
( cos —Ccosu 0 sinu

= [
Deixamos ao cuidado do leitor mostrar que
f=0, g=cosula+rcosu).

Resulta do teorema 392 que

cCosUu

K=——-——.
r(a + rcosu)

243




244

O préximo desenho mostra em que pontos do toro a curvatura é positiva, negativa

e nula.

K=0

K>0

Existem dois circulos ao longo dos quais a curvatura é nula. No desenho sé se vé
um dos circulos. Deixamos ao cuidado do leitor determinar os pontos parabdlicos,

hiperbdlicos e elipticos do toro.

Exercicios

394 a) Termine os calculos do exemplo 393.
b) Demonstre as afirmagoes efectuadas na parte final do exemplo 393.

395 Seja S o grifico de uma aplicagio h : U € R? — R. Sabemos que o conjunto

S é uma superficie regular parametrizada pela aplicagao X : U — R definida por
X(u,v) = (u,v, h(u,v)).
i) Mostre que a curvatura de Gauss de S no ponto X (u,v) é
9*h 8*h *h
Au? 9v? — Judv

I+ @2+ (2)

i) Determine a curvatura média de S no ponto X (u,v).

396 Seja S o grifico da aplicagao h : R? — R definida por h(u,v) = u® — 3v?u.
a) Determine os pontos planares, elipticos e hiperbélicos de S.

b) Determine os pontos de S de curvatura de Gauss nula.

397 Seja X : U — R?® uma parametrizagio local de uma superficie S. Seja

a : [a,b] — U uma curva continua, de classe C! em ]a,b[. Sejam u(t),v(t) as

componentes de a(t). Seja v = X o a. Mostre que

b
fy) = ] VE ) @E T 2AFoa)uv + (o).

398 Volte a resolver os seguintes exercicios, utilizando agora as técnicas intro-

»
duzidas nesta secgao.

a) O exercicio 384,



b) O exercicio 385.

c) O exercicio 388.

399 Calcule a primeira e a segunda formas fundamentais das superficies parame-
trizadas pelas aplicagdes:
a) .

X(u,v) = (u,v,uv).
b) X(u,v)
(

u,v, U.2—1)2.
(

I

c) X(u,v)
d) X(u,v)=(
e) X(u.v) = (ucosv,usinv, V1 — u?).

(r——+uv .L‘——+1FU yuZ —o?),

u, v, /1 — (u? + v?)).

245



|

9.3 Direcgoes Principais e Direcgoes Assimptoticas

| 400 Defini¢gao Sejam S uma superficie regular ¢ p um ponto de S. Os su-
bespagos vectoriais de dimensao 1 do espago tangente 1,5 gerados por vectores

‘ préprios da aplicagio linear DN (p) dizem-se as direcgdes principais de S no
ponto p.

‘ Um subconjunto C' de § diz-se uma linha de curvatura de S se, para todo o

‘ p € C existem um aberto U de R® e uma curva regular v : I — S tais que:
e pel.
o« UNC =Un~(I).

e +/(t) é um vector préprio de DN(+(t)), para todo o t € I.

401 Exemplo No plano e na superficie esférica todos os pontos sao umbilicais.
Logo, todos os subespagos de dimensdao 1 de um espago tangente sao direcgoes
principais. Assim, todas as trajectérias de curvas regulares contidas num plano
ou numa superficie esférica sao linhas de curvatura desse plano ou dessa superficie

esférica.

402 Definigao Sejam S uma superficie regular e p um ponto de S. Seja IT, a
segunda forma fundamental de S no ponto p. Os subespagos vectoriais de dimensao
1 do espaco tangente T),S gerados por vectores w tais que II,(w) = 0 dizem-se as
direcgoes assimptdticas de S no ponto p.

Um subconjunto C' de S diz-se uma linha assimptética de S se, para todo o

p € C existem um aberto U de R? e uma curva regular v : I — S tais que:
e pelU.
e UNC =Un~((I).

o IL,y(~'(t)) =0, paratodoot e I.

403 Exemplo As direcgdes principais sdo aquelas ao longo das quais a curvatura
normal é maxima ou minima. As direc¢oes assimptéticas sao aquelas ao longo das
quais a curvatura normal é nula.

No caso de um ponto planar p de uma superficie S todos os subespagos de dimensao
1 do espago tangente 1,5 sao direc¢bes principais e direcgoes assimptoticas. A
trajectéria de uma curva contida num plano afim é simultdneamente uma linha de
curvatura e uma linha assimptética.

Num ponto umbilical que nao seja planar ndo existem dirécgdes assimptoticas.

Numa superficie esférica nao existem linhas assimptdéticas.

404 Exemplo Seja S o paraboldide hiperbédlico definido pela equagao z = xy.
P

Vamos determinar as direcgdes principais e as direcgbes assimptéticas de S no
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ponto (0,0,0). A superficie S é parametrizada pela aplicacio
X(u,v) = (u,v, wv).

Temos que

X. = (1,0,9),
Xv = (01 lau)v
1
N = ———(~v,~-u,l),
V14 u? 4+ vz( )
qu i (0,0, O) = vau
qu = Xv'u. = (0: 0$ 1):

E=14v% F=uv, G=1+u?
1

—_— g =0.

Viteroe ?

Pelo teorema 392 a matriz de DN no ponto X em relagio a base (X,, X,) é

e=0, f=

1 L uv -1—u?
(1 +u)(1+v2) —u202 /1 +u2 +02 \—1—02 v '

Quando u = v = 0 obtemos a matriz

(_01 _01) : (9.20)

Os vectores (1,1) e (1,-1) sdo vectores préprios linearmente independentes da
matriz (9.20). Assim, os vectores préprios de DN no ponto (0,0, 0) siao X,(0,0)+
X.(0,0) e Xy(0,0) — X,,(0,0), ou seja, (1,1,0) e (1,—1,0). Pelo lema 389

2ab
V14 u? 02

Assim, [1,(aX, + bX,) = 0seesdsea=0oub=0 Concluimos que as

II.\’{u,v)(a-Xu + va) =

direcgoes assimptéticas da superficie S no ponto (u,v,uv) sio as determinadas
pelos vectores X, = (1,0,v) e X, = (0,1,u). Em particular, no ponto (0,0,0) as

direcgoes assimptoticas de S sdo as determinadas pelos vectores (1,0,0) e (0,1,0).

405 Exemplo. Linhas de curvatura e linhas assimptéticas do cilindro.
Seja ¥ o cilindro definido pela equagio x® + y* = 1. A superficie regular & é

localimente parametrizada pela aplicagao
X(u,v) = (cosu,sinu,v).

Vamos mostrar que:

e As linhas de curvatura de ¥ sao as rectas verticais contidas no cilindro ¥ e
os circulos
¥ YN, a €R, (9.21)

onde 7, é o plano {(z,y,2) € R*: z = a}.
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* As linhas assimptdticas de ¥ sdo as rectas verticais contidas no cilindro ¥.

Temos que
Xy, = (—sinu,cosu,0),
X, = (0,0,1),
N = (cosu,sinu,0),
Xuww = —(cosu,sinu,0) = —N,
Xiw = Xiw = 0, Xy = 0.

Concluimos que

E=1F=0,G=1,
e=-1 f=0, g=0.

Pelo teorema 392 a matriz da aplicagéo linear DN no ponto X em relacio a base

(Xu, Xy) €
(0 )

Assim, os vectores préprios de DN no ponto X sio X, e X,.
Vamos provar que uma recta vertical r contida em ¥ é uma linha de curvatura de
Y e uma linha assimptética de ¥. Existe 6 € R tal que r ¢ a trajectéria da curva

regular v : R — ¥ definida por
(t) = (cos#,sind, t).

Temos que

Y'(t) = (0,0,1) = X,.

Assim,
DN((t))(7'(t)) =0,

para todo o t € R, o que prova as afirmacdes anteriores.

Seja 8(t) = (cost,sint,a), ¢ €]a,a+ 2x(. Temos que
8'(t) = Xu(6(t)).

Assim, §'(t) é uma direcgio principal de ¥ no ponto 6(t), para todo o t € R.
Concluimos que o circulo (9.21) é uma linha de curvatura de X.

Vamos agora mostrar que nio existem outras linhas de curvatura nem outras linhas
assimptdticas de ¥.

Seja C uma linha de curvatura de £. Fixemos p € C, um aberto U de R3 que
cofitenha p e uma curva regular v : I — ¥ tais que ENU = v(I)NU. Sejam
z(t), y(t), z(t), as coordenadas do vector ¥(t). Paratodoot € I, /() € (Xu.(v(t)))




ou y'(t) € (Xu(7(t))). O ponto mais delicado da demonstragio consiste em provar

que

7' (to) € (Xu(y(t))) = '(t) € (Xu(v(®))), Vtel, (9.22)
7Y'(to) € (Xu(v(t))) =>7'(t) € (Xu(2(2)), Vel (9.23)

Vamos apenas provar (9.23). Deixamos a prova de (9.22) ao cuidado do leitor.

Vamos mostrar que
[={tel:~(t) € (Xu(v(t)}
¢ aberto e fechado em I. Como tg € ' e I é conexo, ficard provado que I' = I.

Vejamos que I' é aberto. Se a € T', v/(a) € (X,(v(a))) = ((0,0,1)). Assim,

Como 7 é regular, z'(a) # 0. Assim, existe € > 0 tal que, se [t—a| < ¢, entdo 2/(t) #
0. Para todo o t, 7/(t) € (Xu(7(t))) ou v'(t) € (Xy(v(t))). Se 2'(t) # 0, entdo
Y'(t) & (Xu(v(2)}, logo, 7/(t) € (Xy(7(t))). Concluimos que v/ (t) € {X,(y(t))) se
|t — a| < e. Ficou assim provado que I' é aberto.

Vejamos que I' é fechado. Se a € ad I', existe (t,) C T tal que (t,) — a. Como
tn € T, /() € ((0,0,1)), logo, 2'(t,) = y'(tn,) = 0. Como z' e 3’ sio continuas,
#'(a) = y'(a) = 0. Logo, 2'(a) # 0. Assim, 7'(a) & (Xu(v(a))), logo, v'(a) €
{(Xu(v(a))) ea €l

Ficou assim provado (9.23).

Se 7'(to) € (Xu(7(to))). por (9.23)

' =9y =0,

logo, ¥(t) = (z(ta). y(to), z(t)) e a trajectéria de v estd contida numa recta vertical.
Se 7' (ta) € (Xu(¥(to))), por (9.22)

logo, v(t) = (z(t).y(t), 2(te)) e a trajectéria de v estd contida no circulo de R3
definido pelas equagoes
24 y? =1, 2 =2z(t).

Verificimos que as rectas verticais contidas no cilindro ¥ sio linhas assimptéticas
de ¥. Vejamos que sido as dnicas.

Seja € uma linha assimptética de . Fixemos p € C, um aberto U de R? que
contém p e uma curvay : I — ¥ tais que ENU =~(I)NU. Paratodoot € I,
IL,y(+'(t)) = 0. Sendo ¥(t) = (z(t), y(t), z(t)), existem funcdes a,b: I — R tais

que

V() = a®Xu(X () + b X (X (7(2))),
= a(t)Xu(X 7 (7(8))) + b(t)(0,0,1).
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Assim
a'(t) = a(®)Xu(X"((t)-(1,0,0),
Y(t) = at)Xu(X"(~(t))-(0,1,0) (9.24)

Como DN ((t))(v/(t) - 7/(t) = 0 e

DN(y()('®)-7'(t) = DN((®)(a(t)Xu + b(t)Xy) - (a(t) X + b(t) X,)
= at)X. - (a(t) Xy + b(t)X,)
= a(t)® +a(t)b(t) X, - X,
= a(t)?

concluimos que a = 0. Resulta de (9.24) que 2’ = y' = 0. Assim, as fungoes
z(t),y(t) sdo constantes e a trajectéria de ~ estd contida numa recta vertical,
como queriamos demonstrar.

O exercicio 407 apresenta técnicas que permitem simplificar a resolugao de pro-

blemas deste tipo.

A préxima proposi¢iao mostra que uma recta contida numa superficie regular § é

uma linha assimptética de S.

406 Proposigao Seja S wma superficie reqular. Seja r uma recta afim contida

em 5. Entao a recta r ¢ uma linha assimptotica da superficie S.

Demonstragao. Existem a, w € R? tais que
r={a+tw : t€ R}

Seja X : U — S uma parametrizagio local de S. Seja y(t) = a + tw. Seja
V={teR:9(t) e X(U)}. Existe uma curva a: V — U tal que

A(t) = X o aft),

para todo o t € V. Sejam u(t), v(t) as componentes do vector a(t). Temos que,

para todoo t € V,
w = (Xoa)(t) = DX(a(t))((t))-
Assim, para todoo t € V,
W) Xu(alt) +v (X)) = w. (0.25)
Derivando (9.25) em ordem a t concluimos que

Xy + V"X + U (U Xy + V' X ) + 0 (0 X + 0" X ) = 0. (9.26)



Tomando o produto interno com N em ambos os lados da igualdade (9.26) con-
cluimos que
(W)*N - Xy + 200N« Xy + (V)N - Xy =0,

ou seja, que
e(w')? + 2fu'v’ + g(v')? = 0.
Pelo lema 390,
11, (v'(1)) = 0,

para todo ot € V. [

Exercicios

407 Seja X : U — R? uma parametrizagio local de uma superficie S. Seja

a: 1 — U uma curva de classe C*. Sejam u(t), v(t) as componentes de a(t).

i) Mostre que a trajectéria da curva v = X o @ é uma linha de curvatura de S se

e 80 se
(U')B _ul,vf {u:)z
E F G =0
e I g

ii) Mostre que a trajectéria da curva v = X o a é uma linha assimptética de S se
e s0 se

e(w)? + 2fu'v’ + g(v')* = 0.

408 Determine as linhas de curvatura e as linhas assimptdticas das superficies

parametrizadas pelas aplicacoes:
i) X(u,v) = (u,v,uv).
i) Y(u,v) = (u— % +uv? v — %i,'uuz,uz - v?).

iii) Z(u,v) = (u,v,v1—u?—v?), (W*+0v*<1)
409 Demonstre a implicagio (9.22).

410 Demonstre as afirmagdes feitas no exemplo 403.
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9.4 Isometrias

411 Definicao Sejam S; e Sy duas superficies regulares. Um difeomorfismo

p: S — Sy diz-se uma isometria, se
Du(p) : TpyS1 — Tyy(p) S2
¢ uma isometria, para todo o p € S, ou seja, se

Du(p)(wi) - Du(p)(wa) = wy - wy,

para quaisquer wi,ws € T,S5;. Diz-se entdo que as superficies S; e Sz sdo

isométricas.

412 Definicao Sejam S) e Sy duas superficies regulares. Diz-se que S| ¢ local-
mente isométrica a Sy se, para todo o p € Sy, existe uma vizinhanca aberta U de
p em S) e uma aplicagio suave p : U — S5 tal que p: U — pu(U) é uma isometria.
Diz-se que S} e S; sao localmente isométricas se S é localmente isométrica a Sy

e Sy ¢ localmente isométrica a S;.

Seja S uma superficie regular conexa por arcos. Dados x,y € S, seja S;, o
conjunto das curvas seccionalmente C', v : [0,1] — S, tais que 4(0) = z e y(1) = .
Vamos definir uma aplicacio dg : S x § — R tomando para dg(z,y) o infimo dos

comprimentos das curvas vy € Sy .

413 Proposicao A aplicagao ds € uma métrica.

Demonstragao. a) Como toda a curva tem comprimento nao negativo e o infimo
de um conjunto minorado por 0 é maior ou igual a 0, dg(x,y) > 0, para quaisquer
z,y €S.
b) Mostremos que, dados z,y € S, ds(y,z) = ds(z,y). Dado € > 0, existe « € S,y
tal que

la) < ds(z,y) +e.

Seja —a : [0,1] — S definida por —a(t) = (1 —t). A curva —a é seccionalmente
Cl'e —a(0) =y, —a(l) = z. Como tal,

ds(y,z) = l(-a) = l(a) < ds(z,y) + €.

Como € ¢ um nimero real positivo arbitrdrio, ds(y, z) < ds(z,y). Permutando x
e y, concluimos que dg(z,y) < ds(y, x).

¢) Fixemos z,y,z € §. Vamos mostrar que

>

ds(z,2) < ds(z,y) + ds(y, 2). (9:27)
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Fixemos € > 0. Existem a € S; ,, 3 € Sy, -, tais que

la) < ds(e.v) + 5. 1(B) <ds(y.2)+

[ R LY

Seja a+ 3:[0,1] — S, definida por

[ e(2t), se0<t<i,
(a+B8)(1) = {ﬁ(zt—l), se%StSi-

A curva a + 3 é seccionalmente C'. Como (a + B)(0) = z, (a + B)(1) = z,
a+peS; .. Como tal,

ds(z,z) < la+73)
= l(a)+1(B)
< ds(z,y) +ds(y,z) + ¢

Como € ¢ um nimero real positivo arbitrario, provamos (9.27).
d) Vejamos que dg(z,y) = 0se e sésex =y. Sejaa: [0,1] — S a curva constante

de trajectéria {x}. Temos que

1
l(a) = f e/ ()] dt = 0.

Como tal, dg(z,z) < [(a) = 0. Como dg toma valores em [0, +oc[, concluimos
que dg(x,x) = 0. Suponhamos agora z # y. Dado a € S, 5, como o caminho mais

curto entre dois pontos de R™ é o segmento de recta que os une (teorema 246),
l(@) = [ly — xl|.
Como tal, ds(z,y) = |ly — z|| > 0. 1

414 Proposigao Sejam S| e Su duas superficies requlares. Se um difeomorfismo

oS — Sy € wma isometria, entao

ds, (1(x), u(y)) = ds, (z,y), (9.28)
para quaisquer T,y € Sy.
Demonstracao. Fixemos x,y € S;. Vamos mostrar que

ds, (1(z), n(y)) < ds, (z,y). (9.29)

1

Se provarmos (9.29), aplicando a desigualdade (9.29) a isometria =", concluimos

que

ds, (k™ (u(2)), 1~ Hu(w)))
ds, (u(z), u(y))-

dS! (Ia y)’

IA
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Provemos (9.29).
Dado € > 0, existe a € (S1)s,, tal que

l((’l) < ds] (Ivy) +E

A curva 3 = poa pertence a (S2),(z),u(y) ©

l

1
1(B) jﬂ 18/t dt

1
j (0 @) (8)]] dt
0

Il

1
[0 V' Du(a(t))(e/(t)) - Du(a(t))(o/(t)) dt
_ f &) - ') dt
0

1
f o ()] dt
0
I(e)

Como tal,
ds,(u(z), n(y)) < UPB)
< la)
S dsl (Iv y) + €.
Como € é um numero real positivo arbitrario, provamos (9.29). 1

415 Defini¢do Seja S uma superficie regular. Vamos chamar a aplicacao dg a

distancia intrinseca da superficie S.

416 Lema Sejam S e T duas superficies regulares. Seja X : U — S uma
parametrizacdo local de S. Seja p : X(U) — T wm difeomorfismo sobre a sua
imagem. Sabemos que a aplicagio Y = po X € uma parametrizagao local de
T. Sejam Ex, Fx, Gx, os coeficientes da primeira forma fundamental de S
relativamente & base (X, Xy). Sejam Ey, Fy, Gy os coeficientes da primeira
forma fundamental de T em relagdo a base (Y,,Y,). A aplicagao pu € uma isometria
se e s0 se

Ex = Ey, Fx = Fy, Gx =Gy. (9.30)

Demonstragao. Fixemos g € U. Seja p = X(g). Temos que

Yu(e) = DY(qg)(er)
= D(po X)(q)(e1)
" = Du(p)(DX(q)(e1))
= Du(p)(Xu(q)).



Se p é uma isometria,

Ey(q) = Yu(g)-Yu(q)
= Du(p)(Xu(q)) - Du(p)(Xu(q))
= Xu(q) - Xu(q)
= Ex(q).

De forma andloga se mostra que Y,(¢) = Du(p)(X,(q)), Fy = Fx, Gy = Gy.
Suponhamos agora que (9.30) se verifica. Se w = aX, + bX, € X,

|1 Dpa(p) (w)][? llaDpu(p)(Xu(a)) + bDp(q)(Xou(q))||*
= |laYu(q) + bY,(q)|?

= a’BEy(q) + 2abFy (q) + b*Gy (q)

= a*Ex(q) + 2abFx(q) + b*G x (q)

= [laXu(g) +bX,(q)|”

= |lwl®. I

417 Lema Nas condigées do lema anterior, sejam ex, fx, gx 0s coeficientes da
segunda forma fundamental de S relativamente a base (X, X,), sejam ey, Iy, gy
os coeficientes da sequnda forma fundamental de S relativamente ¢ base (Yo Y
Entao

11, (Du(p)(w)) = 11, (w),

para todo o p e X(U), se e so se
€EX =é€y, f.\' — fYa gx = gy. (931)

Demonstragao. Ao cuidado do leitor.

Exemplos
418 Sejam

S = {(zy2)eR*:®+y¥ <1,2=0},
T = {(wvy;Z)ER3:12+y2 <1,z=$2+y2}.

Seja pt : § — T definida por .
wz,y,0) = (z, y’l,Z 2 yz)-
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Seja U = {(u,v) € R? : u? +v? < 1}. Seja X : U — S definida por
X(u,v) = (u,v,0).

Seja Y = po X. Na notagio do lema 416

X. = (1,0,0), X, =(0,1,0),

Y, = (1,0,2u), Y, = (0,1,2v),

Ex = 1, Fx=0, Gx =1,

Ey = 144u* Fy =4uv, Gy =1+ 4%

Como tal, ¢ nao é uma isometria.
419 Sejam

So = {(z,1,2) €eR?:2=0,|y| <n/2},

To {(z,y,z)€R3:m2+y2=1,;U>O}.

Il

Seja 1y 1 Sy — Ty a aplicacgao definida por
Ho(0,y, 2) = (cosy,siny, 2).

So To

o

—
— I
—
i

Seja U = {(u,v) € R?: |u| < m/2}. Seja X : U — R? a aplicagdo definida por
X(u,v) = (0,u,v).

A aplicagio X é uma parametrizagao global de Sy e a aplicacio Y = ppo X ¢é uma

parametrizagao global de Ty. Assim, pp é um difeomorfismo de Sy em Tj. Temos
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(0,1,0), X, = (0,0,1),

Y = (cosu,sinu,v),

Y, = (-siny,cosu,0), ¥, =(0,0,1),
Ex = 1, Fx=0,Gx =1,
Ey = 1, Fy=0, Gy =1.

Concluimos pelo lema 416 que yp ¢ uma isometria. No entanto,
qu = Xuv = Xm; =0,
logo,

ex =Jfx=gx =0

Temos que

Yuou = —(cosu,sinu,0),
Ny (cos u,sinu, 0),

Ny - Yyu = -1 #£0.

Il

ey

Concluimos pelo lema 417 que jpp nao preserva a segunda forma fundamental,
embora seja uma isometria. Repare-se no entanto que Jto preserva a curvatura de
Gauss, que ¢é nula para Sy e para Tp, embora a curvatura de Gauss seja o produto
das curvaturas principais, as quais nido sdo preservadas pela isometria yi. Na
verdade, as curvaturas principais de S sio ambas nulas em S; e sio 1 e 0 para
todos os pontos de Tp. A curvatura de Gauss é zero em todos os pontos de Sy e
todos os pontos de Ty. A invariincia da curvatura de Gauss por isometria é um

resultado profundo e a prova deste facto é o objectivo fundamental deste capitulo.

420 Nota Comparemos as situacoes dos exemplos 418 e 419. No exemplo 419
temos uma folha de papel plana (a superficie Sp) que é arqueada, sendo transfor-
mada em metade de um cilindro (a superficie 7). A folha nio foi essencialmente
alterada. A tnica modificagao foi, digamos assim, a sua relagio com o espaco

ambiente. Este facto traduz-se matematicamente nos seguintes termos:
e A primeira forma fundamental nio foi alterada.
¢ A segunda forma fundamental foi alterada.

Dizemos que a primeira forma fundamental descreve a geometria intrinseca da
>
superficie e que a segunda forma fundamental descreve a geometria extrinseca da

superficie.
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Seja d a distancia euclideana de R3. Dados z,y € So, dr,(po(x), poly)) =
ds,(z,y), no entanto, ndo é verdade que d(po(x), po(y)) = d(z,y). A aplicagdo pg
altera a distancia “extrinseca” entre x e y, nio alterando a distancia intrinseca.

No exemplo 418 um disco de borracha plano (a superficie S) foi transformado
em metade de uma bola de futebol (a superficie T). Apenas é possivel efectuar
esta transformagao utilizando um material elastico. Esta transformacao altera a
geometria intrinseca da superficie (a sua primeira forma fundamental). Deixamos

ao cuidado do leitor dar exemplos de pontos z,y € S tais que

dr(u(), u(y)) > ds(z,y). (9.32)

O Teorema de Gauss mostra que a curvatura de Gauss é um invariante intrinseco de
uma superficie, embora a curvatura de Gauss seja definida em termos da geometria

extrinseca da curva.

Os simbolos de Christoffel sdo o instrumento fundamental para provar o Teorema

de Gauss.

Seja X : U — S uma parametrizagio local de uma superficie regular S. Vamos
considerar o referencial
(X; XU’ XU! N)!

definido em cada ponto da superficie 5.

Existem fungoes F}k, i,5,k=1,2, Ly, Ly, La, L, ai;, 1<1,7 <2, tais que

X = ThiXy+THhX,+LiN,
Xuw = TlaXu+T5X, + LN,
Xou = T3 Xu+T2%X,+ LN, (9.33)
Xow = TypXu+T3X,+ L3N,
Ny = anXy+anXy,
Ny = appXy +a22X,.

As fungoes I‘jk dizem-se os simbolos de Christoffel de S relativamente a parametri-

zagiao X. Note-se que

Ll — qu N = €
Ly = Xuv- N = f:

Lg = Xm, N = qg.
Como Xup = Xou © Xy, Xy, N sio linearmente independentes,

].—"];_-2 = F;l, 3 = 172
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Deixamos ao cuidado do leitor mostrar que:

THE +T%HhF = Xyy - Xy = 3Ey,
I} F+T%,G =Xy X, = F, — B,
TLE+THF = Xy - Xu = L1E,,
(9.35)
I'LF +THG = Xy + X,y = 3Gy,
I‘éZE +F32F =X Xu=F, - '%Gm

P%2F e F%2G =Xy Xy = !

Podemos resolver cada um dos trés sistemas (9.35)

em relagao aos simbolos de

Christoffel. Mostra-se assim que os simbolos de Christoffel sé dependem de E, F,

G e das suas derivadas. Concluimos que os simbolos

por isometria.

421 Teorema Egregium de Gauss

A curvatura de Gauss € invariante por isometria.
Demonstragio. Resulta de (9.33) que

Xuwe = ([ThXu+T3X,+eN),

de Christoffel sao invariantes

e

Xuvu

I Xy + T3, Xy + 6N +

ThXuw + THhXuw + eNy

I Xu + T3, Xy +euN +
I}(T1aXu + THX, + fN) +
[}1(C32Xu + T3 X, +gN) +

e(ajp Xy + anX,)

(Ciyp + T1ille + T, + ear2) Xy +
(TTy + T1ilT2 + THI3; + eaz) X, +
(ev + 1 f +T9)N

(T2 Xu +TH Xy + fN)y
TlouXu + T2y Xo + fuN +
T2 Xuu + Do Xvu + fNy
DlguXu + TiaXe + fulN +
Tlo(ThXu +THXy +eN) +
[32(C31 Xu + T3, Xy + fN) +
flanXy + a1 Xy)
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= ([, + 1ol + Mele + fan) Xu +
(T3, + I},I%) + 303, + faa) X, +
(e +The TN,

Como Xuwe = Xuvu, sendo Xyuw = A1 Xy + A5Xy + AN e Xypu = Al X, +
AYX, + AN, temos que Aj = Aj. Assim,

(T2))y + T}, T3 + T3 TS + eazs = (T]y)u + ThoThy + T3, + faau.
Resulta do teorema 392 e de (9.18) que

(Ti)u — Th)e + T},I%) + T5l% — r3 1, -l =

= age— fan
fF_gE _EF-fE
= 5e-Fr 'Ee-P (9.36)
_  anG—=
N EEG—F2
= -EK.

Deixamos ao leitor o cuidado de deduzir das igualdades
(Xvu)u = (qu)va Nyy = Nyu,

férmulas que explicitem —FK e —GK em fungao dos simbolos de Christoffel e das
suas derivadas. Como as funcdes E, F,G nio se podem anular simultaneamente,
a curvatura de Gauss de uma superficie regular s6 depende dos seus simbolos de

Christoffel, das funcoes E, F, G e das suas derivadas. 1

422 Nota Como as definicdes de ponto eliptico e de ponto hiperbélico sao
expressas em termos de curvatura de Gauss, uma isometria transforma pontos
elipticos em pontos elipticos e pontos hiperbélicos em pontos hiperbdlicos.
Apresentamos no exemplo 419 uma isometria que transforma pontos planares em
pontos parabélicos. Os pontos planares sdo exemplos de pontos umbilicais. Con-
cluimos que as nogdes de ponto planar, ponto umbilical e ponto parabdlico nao
sio invariantes por isometria. Dependem néo s6 da primeira forma fundamental

da superficie, mas também da sua segunda forma fundamental.

Exercicios

423 Seja y(t) = (u(t),0,%(t)), t € I, uma curva regular. Suponhamos que
pu(t) > 0, para todo o t € I. Determine os simbolos de Christoffel da superficie de

revolugio parametrizada pela aplicagio X :] — m, m[xI — R3, definida por

X (u,v) = (u(v) cosu, p(v) sinu, P(v)).
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424 De exemplos de pontos x, y € S verificando (9.32).

425 Mostre que a isometria do exemplo 419 transforma pontos planares em pon-

tos parabdlicos, como é referido na nota 422.

426 Seja S uma superficie regular. Mostre que o conjunto Z das isometrias

ft:.S — 5 é um subgrupo do grupo dos difeomorfismos de S em S.

Uma parametrizagio local X de uma superficie regular S diz-se ortogonal se

F = 0; diz-se isotérmica se é ortogonal e E = G.

427 Seja S uma superficie regular e seja X uma parametrizacio local de S.

Mostre que:

a) Se X é ortogonal,

s () ()
2VEG BEG 7, EG/,)
b) Se X ¢ isotérmica,
1
K =—-——A(l
5 Dllog B),
onde § 52
d
Ap = —JLE o
du? -
428 Mostre que as superficies regulares seguintes nao sio localmente isométricas

duas a duas:

a) O plano.

b) A esfera.

¢) A superficie definida pela equagio z = 22 — y2.
Sugestao: Utilize o Teorema Egregium de Gauss.

429 Termine a demonstragiao da proposigio 413.

430 Demonstre o lema 417.

431 Termine a demonstragao do Teorema Egregium de Gauss.
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10. Espacos Topologicos




O leitor é suposto conhecer em detalhe a nogio de espago métrico, a qual foi
relembrada no capitulo dois. Vamos apresentar aqui uma generalizagiao desse con-

ceito, que sera fundamental para introduzir no capitulo treze a nogéao de variedade
abstracta.

Objectivos:

e Dominar o conceito de espago topoldgico.

10.1 Nogoes Fundamentais

432 Defini¢cao Seja X um conjunto. Chama-se topologia de X a um subcon-
junto U de P(X) tal que

A;. Dada uma familia (U;);e; de partes de X tal que U; € Y para todo o 1 € I,
WietU; € U.

As. Se Ul,U-g € U, entao UnlU;el.

Az. Os conjuntos () e X pertencem a .

Os elementos de U dizem-se U-abertos.

Sempre que for ébvio qual a topologia U a que nos referimos, omitiremos o prefixo
U.

Chamamos espago topolégico a um par ordenado (X,U), onde X é um conjunto
e U é uma topologia de X. Sempre que for ébvio qual a topologia de X a que nos

referimos, falaremos do espago topolégico X, omitindo a referéncia a topologia .

433 Exemplo Seja (X, d) um espago métrico. Seja U(d) o conjunto dos abertos

de X. Vejamos que U(d) é uma topologia de X.

A, Seja (U;)ie; uma familia de abertos de X. Vejamos que U;erU; € U(d).
Fixemos a € U;g;U;. Existe j € I tal que @ € U;. Como U; € U(d), existe
e > 0 tal que Be(a) C U;. Assim,

Be(a) C Uj C UserUi.

A,. Suponhamos que Uy, Us € U(d). Fixemos a € Uy N Us,. Existe €; > 0 tal que
B, (a) € U,. Existe €2 > 0 tal que B,,(a) C U,. Seja € 0 minimo de €; ¢ €5.

Temos que

B (a) = B, (a) N B, (a) € Uy NUs.
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As. O conjunto vazio verifica trivialmente a definicio de aberto. Para todo o
ae X, Ba) C X.

A topologia U(d) diz-se a topologia de X associada 4 métrica d.

434 Exemplo

a) Dado um conjunto X, o conjunto {#, X} é uma topologia de X, dita a topolo-

gia cadtica de X.

b) Dado um conjunto X, o conjunto P(X) é uma topologia de X, dita a topologia

discreta.
c¢) Dada uma topologia & de um conjunto X, tem-se que {f}, X} C U C P(X).

d) Se X é um conjunto singular, P(X) = {0, X'}. Assim, existe uma e uma sé

topologia de um conjunto com um sé elemento.

e) Suponhamos que X = {a,b}. Deixamos ao cuidado do leitor mostrar que
{0,{a}, X} e {0,{b}, X} (10.1)

sdo topologias de X. Existem quatro topologias de X, a saber, as topologias
(10.1), a topologia cadtica e a topologia discreta. Na verdade, seja ¢ uma
topologia de X. Entao

{0, X} cU Cc P(X).
Temos quatro possibilidades: {a},{b} € U; {a} € U, {b} & U; {a} & U,
{b} € U; {a},{b} ¢ U. Em cada um dos casos obtemos uma das quatro

topologias referidas.

f) Tomemos X = {a,b,c}. O conjunto U = {@, {a}, {b}, X} néo é uma topologia

de X. Se assim acontecesse, {a,b} = {a} U {b} pertenceria a U.

435 Defini¢do Seja X um conjunto e sejam dy,dz : X x X — R duas métricas
sobre X. As métricas d; e da dizem-se equivalentes se existem constantes C, D >
0 tais que

di(z,y) < C da(z,y), da2(z,y) <D di(z,y), (10.2)

para quaisquer x,y € X.

436 Proposicao Se duas métricas dy,dz sobre um conjunto X sao equivalentes,
entao U(dy) = U(ds).

Demonstragio. Por (10.2), existe C > 0 tal que dy(z,y) < C da(z,y), para

quaisquer z,y € X. Suponhamos que U € U(dy). Fixemos a € U. Existe € > 0




tal que B (a) C U. Seja 6§ = ¢/C. Temos que

Bf2(a) = {z€ X :dy(a,z) <6}
= {zre X :Cdsa,z) <e}
C {zre X :di(a,z) <e€}
= Bf(a)
c U
Assim, U € U(dy). Prova-se de forma analoga que U(dy) C U(d,). I

437 Definigao Um espago topolégico (X,U) diz-se separado se, dados a,b €
X.a#b existem UV eld taisqueac U, beV, UNV =
\

438 Proposi¢ao Dada uma métrica d sobre X, a topologia U(d) ¢é separada.

Demonstragao. Fixemos a,b € X, a # b. Entao d(a,b) > 0. Sejae = (d(a,b))/2.
Tomemos U = B(a),V = B(b). Sabemos que U,V € U(d). Além disso, UNV =

(. Caso contrario, existiria ¢ € U NV e teriamos

d(a,b) < d(a,c) + d(c,b) < 2ed(a,b). |

439 Defini¢do Seja X um conjunto. Uma topologia U de X diz-se metrizavel
se existe uma métrica d sobre X tal que & = U(d). Diz-se entao que o espago

topolégico (X,U) é metrizavel.

440 Exemplo Seja X um conjunto com dois ou mais elementos. Entao a
topologia cadtica de X nao é metrizavel.

Seabe X, a#b UV e {0,X}ea e U beV, entdo UV # 0, logo
U=V =X. Assim, UNV # (). Concluimos que a topologia cadtica de X néo é
separada. De facto, se a top’ologia cadtica de X fosse metrizavel, seria separada,

pela proposigao 438.
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441 Definicao Seja (X,U) um espago topolégico. Um subconjunto V de X
diz-se uma vizinhanga do ponto a € X (para a topologia If) se existe um aberto
U € Utal que a € U € V. Vamos denotar por Vou VvV, o conjunto das

vizinhangas de a (para a topologia U).
Dado um aberto U € U,
UeV,seeséseacU. (10.3)

442 Proposigao Seja (X,U) um espago topoldgico e seja a € X. Temos que
Vi. Se VeV, entadoa e V.

Voo SeV eV, eV CW, entio W € V,.

Vg. Se Vl,Vz S vﬂ.[ entao 1/1 n V2 € Va.

Vi. X € V.

Vs. Dado V € V,, existe W eV, tal que W CV e W € Vy, para todo o b e W.
Demonstragao. As afirmagdes V; e V5 sdo consequéncia imediata da definicio
de V,. Se V1, Vi € V,, existem Uy, Us € U tais queac U CV, aclU; C Vs
Assim U N, eU, acUNnlU; e UynlUs; C Vinvs. LOgO, iwinv,ev, A
afirmagao Vj é consequéncia imediata do facto de X ser um aberto. Finalmente,

dado V' € V,, existe W € U tal que a € W C V. Entdo, por (10.3), WeV, e
W €V, para todoo b € W. |

443 Definigdo Seja (X,U) um espago topoldgico. Seja A um subconjunto de
X. Diz-se que a € X é um ponto interior a 4 se A € V,. Vamos chamar ao
conjunto int(A) dos pontos interiores a A o interior de A.

Diz-se que a € X ¢ um ponto aderente a A se, para todo o V € Vo, ANV £ 0.
Vamos chamar ao conjunto ad(A) dos pontos aderentes a A a aderéncia de A.

Um conjunto diz-se fechado se o seu complementar é aberto.

444 Proposigao Seja (X,U) um espaco topoldgico.
a) Para todo 0 A C X, int(A) C A.

b) Para todo 0 A C X, int(A) € aberto.

c) Para todo 0 A C X, sdo equivalentes:

e A ¢ aberto.
e A € vizinhanga de todos os seus pontos.

.o A=int(A).

Demonstragao. a) Se a € int(A), entdo A € V,, logo a € A.
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b) Dado a € int(A), tem-se que 4 € V,. Por defini¢io de vizinhanca, existe um
aberto U, € U tal que a € U, C A. Seja

U= UaEz‘nt(A) Us.

O conjunto U ¢ uniao de abertos, logo ¢ aberto. Para todo o a € int(A), a € U, C
U, logo, int(A) C U. Dados a € int(A), b € U,, como U, C A, b € int(A). Assim,
Ua € int(A). Como tal, U = UggingayUa C int(A). Assim, int(A) = U é um
aberto de X.

¢) Se A éabertoea € A, entdo A € V,. Ficou assim provado que A é vizinhanga de
todos os seus pontos. Se A é vizinhanga de todos os seus pontos, entdo A C int(A).
Pela alinea a, a outra inclusio também se verifica. Finalmente, se A = int(A),

entao A ¢ aberto pela alinea b . |

445 Proposicao Seja (X,U) um espago topoldgico. Tem-se entdo:
a) Todos os pontos de X sao interiores a X, ou seja, int(X) = X.
b) Dados A,B C X, se A C B, entdo int(A) C int(B).
c¢) Dados A, B C X, tem-se que int(AN B) = int(A) N int(B).

d) Para todo 0 A C X, int(int(A)) = int(A).

Demonstragao. a) Como X ¢ aberto, resulta da proposigiio anterior que int(X) =
X.

b) Suponhamos que A C B. Se a € int(A), entio A € V,. Como tal, por Vs,
B eV, Logo, a € int(B).

¢) Como ANB C A, B, resulta da alinea anterior que int(ANB) C int(A)Nint(B).

Finalmente
a € int(A) Nint(B) = a € int(A), a € int(B)
= A€V, Bel,
= AnBeV, (por Vi)
= a € int(ANB).
d) Sabemos pela proposigéo anterior que int(A) é aberto e que um conjunto aberto
¢ igual ao seu interior. i
446 Proposicao Sejo (X,U) um espago topoldgico.
a) Para todo 0 A C X, A C ad(A).
b) Para todo 0 A C X, ad(A) € fechado.

c) Para todo 0 A C X, sdo équivalentes:

o A ¢ fechado.
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e A=uad(A).
Demonstragao. a) Sea e Ae V é vizinhanga de a, entdo a € V N A, logo
a € ad(A).
b) Se a & ad(A), entdo existe um aberto U, tal que

aclU, e U,NA=0. (10.4)

Seja U = Uagad(a)Ua. O conjunto U é aberto. Resulta de (10.4) que U = ad(A)°.
Assim, ad(A) é fechado.

¢) Resulta da alinea b que, se A = ad(A), entdo A é fechado. Suponhamos que A
¢ fechado. Se x € A°, A° ¢ vizinhanca de z, z # ad(A), logo A° C (ad(A))¢, como
tal, ad(A) C A. Pela alinea a, A C ad(A), logo A = ad(A). 1

447 Proposigao Seja (X,U) um espaco topoldgico. Dado A © X ,
ad(A) = (int(A%))°
int(A) = (ad(A°))".

Demonstragao. Dado A C X, sdo equivalentes:
® a € (int(A°))°
e a ¢ int(A°)
e paratodoo VeV, V¢ A
e paratodoo VeV, VNA#£()
e acadlA).
Dado A C X, sdo equivalentes:
e ac (ad(A°))°
a & ad(A°)
e existe V € V, tal que VN A=)

existe V eV, talque VC A

a € int(A). 1

Exercicios

448 Seja X um espago topolégico. Mostre que
Fy. Dada uma familia (A;);es de fechados de X, NierA; é um fechado de X.
F,. Se Ay e A; sao fechados de X, entdo A; U A é um fechado de X.

F3. Os conjuntos () e X sio fechados.

449 Mostre que U = {(, {a, b}, {a,c}, {a, b, c}} nao é uma topologia de {a, b, c}.
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10.2 Subespacgos Topologicos.
Produto de Espagos Topolégicos

450 Proposicao Seja (X,U) um espago topoldgico e seja Y C X. Seja Uy =
{UNY : U eU}. O congunto Uy € uma topologia de Y.

Demonstracao. Temos que
P=0NnY ely, Y=XnNY €ly.

Seja (U;)ic; uma familia de elementos de Uy . Para cada i € I, existe sz € U tal
que U; = [—J:z- NY. Temos que
WigrtlU; = Uie](ﬁi n Y) = (Uigjﬁi) nY.
Como tal, U;e U; € Uy . De forma andloga, se U,V € Uy, existem E’, V € U tais
queU=0UnNY, V=VnNY. Assim,
UNnV=UnY)n(VnY)={0nV)NY €Uy. I

451 Defini¢gao Vamos chamar 4 topologia Uy a topologia induzida em Y por
U. Dada uma topologia U’ de Y, diz-se que (Y,U’) é um subespago topolégico de
(X, U) seld =Uy.

Seja (X, d) um espago métrico. Seja Y um subconjunto de X. Seja dy = d|y«y.

A aplicagio dy ¢ uma métrica sobre Y, a métrica induzida por d em Y.

452 Proposicao A topologia induzida pela métrica dy € a topologia induzida em
Y pela topologia U(d), ou seja, U(dy) = U(d)y.

Demonstrag¢ao. Comegamos por fazer notar que, se a € X e € > 0,
B¥(a) = {beY :dy(a,b)<e}

{beY :d(a,b) <€}

= {be X :d(ab)<enY

Bia)NY.

Il

Vejamos que U(dy) C U(d)y. Fixemos U € U(dy ). Para cada a € U, existe ¢ > 0
tal que
a € B%(a) CU. (10.5)

Seja U = Uger B2 (a). Resulta de (10.5) que
UNY =Ugeu (B2 (a) NY) = Ugey B (a) = U.

Fixemos agora U € U(d)y. Fixemos e U(d) tal que UNY = U. Para cada
a € U, existe €, > 0 tal que
a€ Bt (a)cU.

€a
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Temos que
U C UseuB¥ (a)

= Useu(BE (a)NY)

= (UseuBZ (a))NY

c Uny

= {L
Como tal,

U = Ugeu BY (a) € U(dy). 1

453 Proposigao Seja (X,U) um espago topoldgico e seja Y C X. Um subcon-
junto A de Y € fechado se e sé se existe B, fechado de (X,U), tal que

A=BnY.

Demonstragao. Sao equivalentes:
e A é fechado de Y.
e Y\ AéabertodeY.
e Existe um aberto U de X tal que Y \A= uny.
e Existe um fechado B de X tal que Y\ A= (X \B)nY.
e Existe um fechado B de X tal que A=Y \ (X \ B)nY).

Temos que

YA ((X\B)nY)

Y\ ((XnY)\(BnY))
Y\(Y\(BNY))
BnY. I

Il

Sejam (X1,U;) e (X2,Uz) dois espagos topoldgicos. Seja Uy x Uz o conjunto dos
U e P(X; x X;) tais que, dado (ay,as) € U, existem V) € Uy, Vo € Uy tais que

(ﬂ,l,ag) eVixVacCU. (106)

454 Proposigao O conjunto Uy x Uy € uma topologia de Xy x Xy.
Demonstragao. Seja (U;);ey uma familia de elementos de Uy x Us. Vejamos que
U =UierU; € Uy X Us.

Fixemos (a1,as) € U. Existe ¢ € I tal que (a;,a) € U;. Existem Vi € Uy, V; €
U3, tais que
(a1,82) e Vi x V2 C U,
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Como U; esta contido em U, concluimos que U € Uy x Usa.
Sejam U,V € Uy x U. Vejamos que U NV € Uy x Us. Fixemos (ay,a2) e UNV.
Existem Uy, V) € Uy, Uy, Vo € Us, tais que

(al,az) el xU; CU, (al,az) eVixVoccV.
Temos que
(a1,a2) € (U1 NVh) x (U2 NV2) C (UNV).
Finalmente, 0 = 0 x 0 € Uy x Uy, X x Y € Uy x Us. 1

455 Definigao Chamamos a U, x U, a topologia produto das topologias U, e
Uy, Chamamos a (X1 x Xo,U; x Us) o espago topolédgico produto dos espagos
topoldgicos (X1,Uy) e (Xo,Uz).

456 Corolario Sejam X.Y espagos topoldgicos.

a) Se U ¢ um aberto de X ¢V é um aberto de Y, entao U x V' € um aberto de
Xx Y.

b) Se A é um fechado de X e B é um fechado de Y, entao A x B € um fechado
de X xY.

¢) Seae X, beY, U € uma vizinhanga de a em X e V € uma vizinhanga de b

em Y, entao U x V é uma vizinhanga de (a,b) em X x Y.

d) Se Ax B ¢ win aberto de X x Y, entio A é um aberto de X e B é um aberto
de Y.

Demonstragao. a) Resulta imediatamente da defini¢ao de topologia produto.

b) Temos que
(XxY)\(AxB)=((X\A) xY)U(X x(Y\B))

¢ um aberto de X x Y, pela alinea a.

Xx(V\B)

AxB
c) Existem Uy, aberto de X, V4, aberto de Y, tais que
aclUycU, beVycCcV
Temos que Uy x Vo é um aberto de X x Y e

(a,b) e Up x Vo C U x V.
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d) Fixemos b € B. Dado a € A, existem U, € U, V, € Uy tais que (a,b) €
U, xV,CAxB. Assim,ac U, C Ae A=Uzecal, € U;. De forma andloga se
mostra que B € Us. |

457 Proposi¢ao Sejam (X,dx),(Y,dy) dois espagos métricos. A aplicagdo
dxxy: X xY — R
definida por
dxxy ((z1,51), (¥2,42)) = max{dx (1, x2), dy (y1,y2)}
é uma métrica sobre X x Y.

Demonstragao. Ao cuidado do leitor. i

A métrica dx yy diz-se a métrica produto das métricas dx e dy.
458 Lema Dados (a,b) € X xY e dado € > 0, tem-se que
B4xx¥ (q,b) = BI¥ (a) x B (b).

Demonstragao. Fixemos (z,y) € X x Y. Sio equivalentes:

(z,y) € B (a,b).

dXXY((G" b}? (:E:y)) < €.

maz{dx(a,z),dy(b,y)} < e
o dy(a,x) <e e dy(by) <e.

(z,y) € BIX(a) x B (b). 1

459 Proposicao Sejam (X, dx), (Y,dy) dois espagos métricos. A topologia in-
duzida pela métrica produto dx«y € a topologia produto das topologias U(dx) e

U(dy), induzidas respectivamente pelas métricas dx e dy, ou seja
U(dxxy) =U(dx) x U(dy).
Demonstracao. Fixemos W C X x Y. Séo equivalentes:
e W e H(d,\(xy).

e Dado (a,b) € X x Y, existe € > 0 tal que BIX (a) x B¥ (b) C W.

_® Dado (a,b) € X x Y, existem abertos U de X, V de Y, tais que

acU beV, UxVCW
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o Welldy) x U(dy). ]

Exercicios

460 Seja X um espago topoldgico e seja Y um subespago topoldgico de X. Seja
V. CY. Sejaa € Y. Mostre que V € VY se e s6 se existe W € VX tal que
V=WwnY.

461 Demonstre a proposigao 457.

462 Sejam X e Y espagos topoldgicos. Mostre que se A x B é um fechado de
X x Y, entdo A é um fechado de X e B é um fechado de Y.
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10.3 Aplicagoes Continuas

463 Definicao Sejam X eY dois espagos topoldgicos. Uma aplicagio f: X —
Y diz-se continua se, para todo o aberto U de Y, [~YU) € um aberto de X. A
aplicagdo f diz-se aberta se para todo o V, aberto de X, f(V) € aberto de Y. A
aplicagdo f diz-se um homeomorfismo sobre a sua tmagem se f é injectiva e f
e f~1 sio continuas. A aplicagio f diz-se um homeomorfismo se ¢ bijectiva e

f e f~1 sao continuas.

Uma aplicagdo bijectiva f : X — Y é aberta se e s6 se a sua inversa é continua.

464 Exemplo i) Seja X um espago topolégico e seja Y um subespago topoldgico
de X. Seja iy : Y — X a aplicagio inclusio de Y em X, definida por iy (y) =y,

para todo o y € Y. A aplicagdo iy é continua. De facto, dado um aberto U de X,

iy (U) = {zeY:iy(z)eU}
= {reY:zeU}

¢ um aberto de Y, pela defini¢do de topologia induzida.

ii) Sejam X e Y dois espagos topolégicos. Sejam
Px: X xY —- X, py: XxY - Y

as projecgdes, definidas por px (z,y) = x, py(z,y) = y, para todo o (z,y) e XxY.
As aplicagdes px e py sio continuas. De facto, seja U um aberto de Y. Entio
p;l(U) = X x U é um aberto de X x Y, pela definicao de topologia produto.

Mostra-se de forma analoga que px é continua.

465 Definicao Sejam X e Y dois espacos topoldgicos. Seja a € X. Uma
aplicagio f : X — Y diz-se continua no ponto a se, para toda a vizinhanga V de
f(a), f~1(V) é vizinhanca de a.

466 Proposigao Uma aplicagio f : X — Y ¢ continua se e s6 se € continua em

todos os seus pontos.

Demonstragao. Suponhamos que f é continua e que a € X. Seja V' uma
vizinhanga de f(a). Seja Vo um aberto de Y tal que f(a) € Vo C V. Seja
W = f~1(V5). O conjunto W é um aberto de X e a € W C f~1(V). Como tal,

f7Y(V) é uma vizinhanga de a. Concluimos assim que f é continua no ponto a.



Suponhamos agora que f é continua em todos os pontos. Vejamos que f € continua.

Seja V um aberto de Y. Vamos mostrar que f~'(V) é um aberto de X. Dado
a € f~YV), como f(a) € V, concluimos que V ¢ vizinhanga de f(a). Assim,
f~YV) é vizinhanca de a. Como a é qualquer, f~Y(V) = int(f~1(V)) é um

conjunto aberto. |

467 Proposicao Sejam X e Y dois espagos mélricos e seja a € X. Uma
aplicagao f: X — Y € continua no ponto a relativamente as topologias induzidas

pelas métricas se e s se
Vo >03e>0: dz,a) <e = d(f(z), f(a)) <é. (10.7)

Demonstragao. Sao equivalentes:
e V6 >03e>0: z € Be(a) = f(z) € Bs(f(a)).
o V6 >0de>0: f(B.(a)) C Bs(f(a)).

e V6>03e>0: Bea)C f~Y(Bs(f(a).

Vé >0 f~1(Bs(f(a))) é vizinhanga de a.

Para toda a vizinhanga V de f(a), f~'(V) é vizinhanca de a. ]

468 Proposicao Sejam X,Y,Z trés espagos topoldgicos. Sejam f :Y — Z e

g: X — Y duas aplicagoes.

a) Se g € continua no ponto a e fé continua no ponto g(a), entdo fog é continua

no ponto a.
b) Se f e g sdo continuas, entae a sua composi¢ao f o g € continua.
Demonstragao. Seja V uma vizinhanga de (f o g)(a). Como f é continua no

ponto g(a), f~'(V) é uma vizinhanga de g(a). Como g ¢ continua no ponto a,

(fog) Y (V) =g ' (f~1(V)) é uma vizinhanga de a. Termindmos assim a prova

da alinea a. A alinea b é uma consequéncia imediata da alinea a. |
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Sejam X,Y,Z trés conjuntos. Dada uma aplicagio f : Z — X x Y, existem
aplicagoes g: Z — X e h: Z — Y tais que

F(2) = (9(2), h(2)),

para todo o z € Z. Temos que
g=pxof, h=pyof. (10.8)

469 Proposicao Sejam X,Y,Z trés espagos topoldgicos. Sejam g : Z — X,
h:Z =Y, f:Z— X xY trés aplicagoes. Vamos supor que f(z) = (g(z), h(2)),
para todo 0 z € Z. Dado a € Z, f é continua no ponto a se e sé se g e h sdo

continuas no ponto a.

Demonstragao. Suponhamos que f ¢ continua no ponto a. Como py e py sio
continuas, resulta de (10.8) e da proposi¢io 468 que g e h sio continuas no ponto
a. Suponhamos que g e h sao continuas no ponto a. Seja V uma vizinhanca de

f(a). Existem V) vizinhanga de g(a) em X, V; vizinhanga de h(a) em Y, tais que
(g9(a),h(a)) e Vi x Vo C V.
Temos que
Vi x Vo) = g7 (Vi) nhH(Va) (10.9)
¢ uma vizinhanga de a. Provemos (10.9). Sio equivalentes:

o z€ fH(Vi x V).
] f(z) eV x Vs,

g(z) € Vi e h(z) € Vs.
e zeg (V1) ez e h (V).

o zeg (V) NAh~L(WL). |

Seja B um espago vectorial. Um subconjunto X de E diz-se um cone se z €
EA>0= A cE.

Dado X C E, o conjunto Cy(X) = {uz: z € X,u > 0} é um cone. Na verdade,
se y € Cy(X), existem p > 0, z € X tais que y = pz. Dado A > 0, My = A(uz) =
(An)x € C4(X). Vamos chamar a C'y (X) o cone de E gerado por X.

470 Exemplo i) Seja A = {(z,y) e R*:2+y=1,2 > 0,y > 0}. Temos que
C4(A) =]0, +00[x]0, +o0|.
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Se (z,y) € Ae A >0, entdo Az > 0 e Ay > 0. Assim, Az, y) €]0,4+00[x]0, +oo0].
Se (x,y) €]0, +00[x]0, +00[, entdo

x y
i €A, =0
(93+.U m+y) ol

z
z+y z+y

@) =+ ( ) e cua.
ii) Seja B = {(z,y) : z +y = 1}. Temos que
Cy(B) ={(z,y) :z+y > 0}.

Se (z,y) € Be X >0, entdo Az + Ay = Az +y) = A > 0. Se (z,y) € C(B),
r+y>0e

z+y' z+y

(ay%=m+y)( E_ )echy

i) C,(S%)=R3\ {0}.
iv) Oy ({1} x R) =)0, +oo[xR.
v) Seja D = {(z,y):x+y=1,2>0,y > 0}. Temos que

C4(D) = [0, +00[x [0, +oo[\{0}.
vi) Seja f:R" — R uma aplicagio linear. Temos que

C(f71 (1) = £71(J0, +00[).

Exercicios

471 Seja E um espago vectorial. Mostre que:

a) Dados A,BCE, Cy(AUB)=C,(A)UC4(B).

b) Em geral, Cy (AN B) # C.(A)NC4(B).

472 a) Prove as afirmagdes feitas nas alineas iii a vi do exemplo anterior.
b) Determine Cy(A), quando A é um dos seguintes conjuntos:

i) A={(z,9,2) eR*:w? + 2 + 22 =1,2> 0,y > 0,z > 0}.
i) A=[1,2 x [2,3]
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i) A={(z,9) €R*: (z -2+ (z—3)2 = 1}.

iv) A={(z,y) e R*: (- 2)? + (z - 3)* = 1} U {(1,1),(2,7),(7,7)}.
c¢) Determine quais dos seguintes conjuntos sio cones.

i) By ={(z,y,2) e R® : 22 + 32 4+ 22 = 0}.

ii) B = {(z,y,2) e R3: 22 + 2 + 22 =1}.

iii) By ={(z,y,2) e R®: 2% + 3 + 2% = 0}.

473 Seja E um espago euclideano. Seja S = S(E) = {z € E : ||z|| = 1} a esfera
unitdria de E. Seja P(S) o conjunto dos subconjuntos de S e seja C4 (E) o conjunto
dos cones de E contidos em E \ {0}. Mostre que a aplicagio Cy : P(S) — C4(E)

que associa a X C S o cone C}(X) é uma bijecgio.

Seja S = S(E) a topologia induzida em S pela topologia £ do espaco euclideano
E. Seja f : E\ {0} — S(E) definida por

T

f@) = o

|z]]

474 Lema Dado X C S, X ¢ aberto de S se e s se 0 cone C(X) € aberto
de £.

Demonstragao. Temos que X = C (X)NS. Por defini¢io de topologia induzida,
se C4(X) é aberto de &, entdo X é aberto.

Suponhamos que X ¢é aberto. Fixemos a € C4(X). Vejamos que existe § > 0 tal
que Bs(a) C Cy(X). Sabemos que f(a) € X. Por defini¢io de topologia induzida,
existe € > 0 tal que B.(f(a)) N S(E) C X. Seja 6 = ¢€||a||/2. Fixemos z € Bs(a).

Temos que
x a
Wf@) - fl = |57 -7
Il llall
_ |z _ =z, =z _a
llzll el llall  [lall
< - gl + 15
==l lal] llall
il flll 1\, lle =l
= =l el ||l




|z —all | [lz—all
|la]] |lal]
6.

<
Como tal, f(z) € X e termindmos a demonstragao. |

475 Lema Seja E um espago vectorial de dimensdo finita. Dado X C E\ {0},
se X € aberto de E, entao C(X) € aberto de E.

Demonstragao. Fixemos a € C(X). Por defini¢do de C(X), existe A > 0 tal
que Aa € X. Como X é aberto, existe € > 0 tal que Bc(Aa) C X. Seja § = ¢/A.
Vejamos que Bg(a) C C4(X), concluindo assim a demonstragao. Dado x € Bs(a),

deduzimos sucessivamente:

Az = Aa|| = Al|lz—al| <e
Az € B(h)CX

476 Exemplo Seja E um espago euclideano. Seja f : E\ {0} — S(E) definida
por f(z) = x/||z||. A aplicagao f é continua e aberta.

Dado U C S(E) aberto, f~!'(U) = C4(U) é aberto, pelo lema 474. Dado V C
E\ {0} aberto, f(V) = S(E)NC4(V) é um aberto de S(E), pelo lema 475.
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10.4 Compactos

E possivel definir conjunto compacto num quadro mais geral que o dos espagos
métricos. O teorema 86 sugere a seguinte definicio:

Um espaco topologico separado X diz-se compacto se toda a cobertura aberta de X
admite uma subcobertura finita.

Acontece porém que para generalizar os teoremas do capitulo 2 sobre compactos ao
quadro dos espagos topoldgicos teriamos de utilizar técnicas relativamente sofisti-
cadas, que desviariam a nossa atencio do que é verdadeiramente importante. Os
proximos lemas serdo suficientes para as nossas necessidades, permitindo-nos tra-

balhar no quadro dos espagos topoldgicos metrizaveis.

| 477 Lema Seja X um espago topoldgico compacto. SejaY um espago topoldgico
‘ separado. Seja f: X — Y uwma aplicagio continua. Entdo f(X) é um subconjunto
fechado de Y.

Demonstragao. Fixemosa € Y\ f(X). Como Y éseparado, para cada x € f(X),
existem U,, vizinhanca aberta de x, e V,, vizinhanca de a, tais que U, NV, = (.

| A familia (f~'(Us))zes(x) é uma cobertura aberta de X. Como X é compacto,
existem xy,...,z, € f(X) tais que U?:lf‘l(Umi) = X. Como tal

f(UT;:lf_l(ij))
UL F(F71(Usy))
c U, U,

f(X)

Il

O conjunto V, = N, V;, é uma vizinhanca de a e
VN f(X) =0, (10.10)
pois
Ug, NV, = 0,Vi = (UL Uz ) N (NI Va,) = 0. (10.11)
Resulta de (10.10) que, para todo o a € Y\ f(X), existe V,, vizinhanca de o em

Y, tal que f(X)NV, =0. Como tal, f(X) = ad(f(X)) e f(X) é um subconjunto
fechado de Y. i

478 Lema Sejam X um espago topoldgico metrizdvel, Y um espago topold-

gico e f: X — Y um homeomorfismo. Entio Y € metrizdvel.

Demonstracao. Seja U’ a topologia de X. Seja U a topologia de Y. Como U’
é metrizavel, existe uma métrica d’ em X, tal que U’ = U(d'). Vamos definir uma

métrica d” em Y, tal que 4" = U(d"). Dados z,y € Y, seja

d"(z,y) = d'(f ' (z), £ ()




Deixamos ao cuidado do leitor mostrar que a aplicagao d'’ é uma métrica. Vejamos
que U" = U(d"). Fixemos U € U" e a € U. Vejamos que existe ¢ > 0 tal que
B¥(a) € U. O conjunto f~(U) é um aberto de X e f~'(a) € f~1(U). Como
U =U(d"), existe € > 0 tal que B (f~1(a)) € f~1(U). Temos que

B (a) = f(BY(f (o)
FFY )
= U [

N

479 Lema Sejam X ¢ Y dois espagos topoldgicos metrizdveis e seja f: X — Y

um homeomorfismo. Se X é compacto, entao Y é compacto.

Demonstrac¢ao. Seja (y,) uma sucessio de Y. Seja z,, = f~1(yn), n € N.

!

Como X é compacto, a sucessio (x,) admite uma subsucessio (z,

), convergente
parax € X. Sejay,, = f(x,), n € N. A sucessao (y},) converge para f(z). Existe
€ : N — N, estritamente crescente, tal que z;, = Z(,), para todo o n € N. Temos
que y,, = f(z,) = f(Te(n)) = Ye(n)- Como tal, (y;,) é uma subsucessao de (y,).

480 Proposicao Seja X um espago topoldgico metrizavel compacto e seja’Y um
espaco topoldgico separado. Seja f : X — Y wma aplicagio continua. Se f é

byjectiva, entao f € wm homeomorfismo e Y ¢ melrizavel e compacto.

Demonstra¢ao. Como f é continua Y é compacto. Seja U um aberto de X.
Entao U¢ é fechado e, pelo lema 477, f(U¢) é fechado. Logo, f(U€)¢ é aberto.
Como f é bijectiva, f(U®)¢ = f(U). Ficou assim mostrado que f é um homeo-
morfismo.

A aplicagdo dy : Y x Y — R, definida por

dY($=y) = dX(f_](I)ﬂf_l(y))

¢ uma métrica sobre Y. A topologia associada & métrica dy € a unica topologia

para a qual f é um homeomorfismo. |

481 Lema Seja E um espago vectorial de dimensdo finita e seja ¢ : RN — B
uma aplicagao linear. Sejap uma norma de E. Entao ¢ € continua para a topologia

assoctada @ norma p.

Demonstragio. Sejam zF = (2% ... 2X), k€ N, = = (z1,...,2n). Sabemos

que (zF) — = se e sé se (zF) — z;, 1 <i < N. Seja (e1,...,en) a base canénica
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de RV, Entdo
p(a*) —p(z) = p@*-z)
N
= ¢ (Z(:ﬂf - $i)6¢)
- i=1
= Z $ - Iz)(p(e ;)-
Como (zf —2;) -0, 1<i <N, (p(z*)) — (). i

482 Lema Seja E um espaco vectorial de dimensdo finita. Seja p uma norma
sobre E. Seja f : RY — E wma aplicagao linear bijectiva. Entio f € um homeo-

morfismo.

Demonstragao. Sabemos que f é continua. Seja § = {x € RV : ||z| = 1}.
Como § é compacto, p(f(S)) é compacto e p(f(S)) tem um méximo D e um
minimo C. Tem-se que C > 0 porque se C fosse igual a zero, entdo existiria
z € RN \ {0} tal que f(z) = 0 = f(0), logo f nio seria injectiva. Assim, se
Izl =1, C < p(f(z)) < D. Em geral, se = # 0,

<»(1(z)) =2

Cllz|| < p(f(z)) < DlJ]|.

Assim, dado y € E, ||f~1(y)|| < C~'p(y). Como tal, f~! ¢ continua. Na verdade,
se y, — 0, entao

p(yn) — 0,
1F~ (wn)ll < € p(yn) — 0,
f;l(yn) — 0.

Se (yn) — y, deduzimos sucessivamente
(yn - y) = 0?
(f_l(yn -y))—0

(f ) = ') — 0
(f7 wa)) = F71 (). 1

483 Coroldrio Seja E um espago vectorial de dimensio finita. Sejam p,q duas

normas sobre E. Entdo as distincias associadas ds normas p e q definem a mesma

topologia.




£ e B O S )

Vamos denotar por £ a tnica topologia de um espago vectorial de dimensio finita
E que estd associada a uma norma. Vamos chamar a £ a topologia canénica do

espaco vectorial de dimensao finita E.

484 Exemplo Seja E um espago vectorial real, de dimensao finita. Considere-

mos em E\ {0} a relagdo de equivaléncia p, definida por
xpy se existe A > 0 tal que y = Ax.
Seja Z(E) o conjunto quociente

(E\{0})/p=A{lz],: x € B},

onde [z], = {y € B : ypx} ¢ a classe de equivaléncia de z para a relagio p. Seja
o : E\ {0} — %(E) a sobrejecgao canénica. Seja Z = {U C £(E) : 0~ }(U) €
£t O conjunto Z é uma topologia de L(E). O espaco topoldgico (2(E), Z)
é separado. A aplicagdo o é continua relativamente a esta topologia. Fixemos
um produto interno em E. Seja p a norma associada ao produto interno. Seja
S(E) = {z € E: p(x) = 1} e seja i : S(E) — E\ {0} a inclusdo. Temos uma
aplicacao continua

coi:S(E)— L(E). (10.12)

Pela proposicao 480, o o4 é um homeomorfismo e $(E) é metrizavel e compacto.
O espago topolégico ¥(E) é homeomorfo & esfera S(E). A construgio de E(E)

nao depende da escolha de uma norma do espaco vectorial de dimensio finita E.

485 Exercicios

a) Mostre que a implicagdo (10.11) é verdadeira.

b) Termine a demonstragao do lema 478.

c) Justifique detalhadamente as dedugées efectuadas no exemplo 484,

d) Demonstre o coroldrio 483.
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11. Geometria Projectiva



Quando olhamos para uma linha de caminho de ferro que se estende em linha recta
ao longo de uma grande distancia, parece-nos que os dois carris, embora paralelos,
se acabarao por tocar. Quando se desenham os carris, marcamos um ponto na
folha de papel, o ponto de fuga, o ponto em que os dois carris acabariam por se
encontrar. Este ponto encontra-se acima da linha do horizonte, por assim dizer
“no infinito”. As leis da representagao correcta da projecgao de objectos tridimen-
sionais no plano, seja esse plano uma folha de papel ou a superficie da retina de
um olho humano, mais conhecidas por leis da perspectiva, foram primeiro investi-
gadas pelos pintores da Renascenca, tendo mais tarde dado origem a uma disciplina
matematica, a Geometria Projectiva. Actualmente, os problemas iniciais da Geo-
metria Projectiva constituem uma outra disciplina, a Geometria Descritiva, que
recentemente se desligou quase totalmente da matemadtica. A Geometria Projec-
tiva tornou-se, com o passar dos anos, num dos mais belos e fecundos campos da
matematica. A nocio equivalente, em Geometria Projectiva, da nogio de espago
vectorial em Algebra Linear, é a nogao de espago projectivo.

Neste capitulo vamos apresentar vérias construgdes do espago projectivo. Em
particular, vamos estudar uma construgio do espago projectivo como completagio
de um espaco afim, ou seja, pela jungao de pontos no infinito.

A seccido 11.2 destina-se a ajudar o leitor a visualizar um espago projectivo de
baixa dimensao. Caso o leitor nao se sinta a vontade com o tipo de argumentacio
ai apresentada, podera ler apenas a primeira pagina desta secgao, deixando para

mais tarde a leitura da parte restante da sec¢ao.

Objectivos:

e Compreender, do ponto de vista intuitivo e do ponto de vista formal, as varias

construgdes do espago projectivo.

e Saber mostrar que estas construgoes sao equivalentes.
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projectivo

11.1 Espacgos Projectivos

486 Definicao Seja E um espacgo vectorial real de dimensao n + 1. Vamos
chamar espago projectivo associado a E ao conjunte P(E) dos subespagos
vectoriais de E de dimensdo 1. Diz-se que P(E) é um espago projectivo de di-

mMensao n.

Seja E um espago vectorial de dimensao n + 1. Dado 0 < k < n, vamos chamar
subespagos projectivos de dimenséo k do espago projectivo P(E) aos conjuntos do
tipo

P(F)={PeP(E): P C F},
onde F é um subespaco vectorial de E, de dimensao &k + 1.

e Chamamos pontos aos elementos de P(E).

e Chamamos rectas projectivas aos subespacos projectivos de P(E) de di-

mensao 1.

e Chamamos planos projectivos aos subespacgos projectivos de P(E) de di-

mensao 2.

e Chamamos hiperplanos projectivos aos subespagos projectivos de P(E)

de dimensao n — 1.

Dados dois subespagos vectoriais F e G de E,
PF)NP(G)=PFNG).
Na verdade, dado u € E\ {0},

(W) CF e{u) C Gseesdse (uy CFNG.

Espacgos afins e espagos projectivos

Tomamos P* = P(R"*!). Dados z = (z1,...,2,) € R",t € R, denotamos por
(z;t) o n + 1-uplo (z1,...,2,,%t). Temos uma aplicagéo injectiva y : R* — P"

definida por
x(z) = ((z;1)).
Chamamos a x a inclusao canénica de R™ em P". Sejam
H={(z;t) e R"*" :t =0},
Ho ={{(z;t)) € P* : 1 =0} = P{H).

O conjunto H. é um hiperplano projectivo de P™. Temos que

P" = x(R")UHw, x(R")NHx=19. (11.1)




Na verdade, seja y = {(z;t)) € P". Set =0,y € Hy. Se t #0,

y = ((z/t;1)) € x(R™).

Se y € x(R") N Hy, existem a,b € R™ tais que ((a;1)) = y = ((b;0)). Assim,
existe A € R\ {0} tal que (a,1) = A(b,0). Tal é impossivel.

487 Nota Resulta de (11.1) que

P! = {{(z;1)) : = € R}U {{(1;0))}.

Seja (r,) uma sucessao de numeros reais tal que (|z,|) — +oo. Temos que

(s L)Y = ({1 rl)) e (TL") — 0. Num sentido a precisar mais tarde (ver a

dltima secgao deste capitulo) “(((x,;1))) — ((1;0))”. Podemos portanto, identi-
ficar ((1;0)) com oo e P! com R U {oc}.

N

488 Proposigao Seja | uma recta projectiva de P™. Temos que
(@) x7 (1) =0 ou x~ (1) € uma recta afim de R".
(B) Sex~ () =0, entdo !l C Hy.

(v) Se x '(l) € uma recta afim de R™, entao existe um e um sé P € Hy, tal que
I=x(x"'))u{P}.

Demonstracao. Existe um subespaco vectorial E de R™""!, de dimensao 2, tal
que I = {{y) : (y) C E}. Temos que

x~'(0) {zeR": ((z;1)) € 1}
{ze R*={(z; 1)) C E}

{zeR": (z;1) € E}.

Se E esta contido no hiperplano H, entio x~'(I) = . Caso contrério, existe
y=(y1. ... Yns1) € E tal que y,41 # 0. Dividindo y por y,+1, podemos supor
que Y41 = 1. Dado um vector z = (z1,...,z,+1) tal que (y, z) é uma base de E,
temos que (y, (1 — z,41)y + z) é ainda uma base de E e as ultimas coordenadas
de ambos os vectores da basersio iguais a 1. Podemos portanto supor que existem
' w' e R™ tais que

E = ((£';1), (w;1)).
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Temos que z',w' € x~1(l). Mais geralmente, tz' + (1 — t)w’ € x~!(l), para todo o
t € R. Na verdade,
(tz' + (1 = thw';1) =t(2";1) + (1 — t)(w';1) € E,

para todo o t € R. Sabemos que r = {tz'+ (1 —t)w’ : t € R} é a recta afim de R"
que passa pelos pontos z’ e w'. Vejamos que r = x~1(l). Se z € x~'(I), existem
t,s € R tais que (z;1) = ¢(z;1) + s(w';1). Como

t(z';1) + s(w';1) = (t2' + sw';t +8), t+s=1,

tem-se que ¢ = ty + (1 —t)z’ € r. Ficou assim terminada a prova de (a). A

afirmacio () é consequéncia imediata de (11.1). Provemos agora (7). Temos que
((z' —w’50)) = ((zh1) - (1) e P(E) =1L

Suponhamos que P = (u) € | N Hy. Entao (u) € EN H. Como tal, existem
ve R t,s € R tais que

u = (v;0) = t(2"; 1) + s(w'; 1).

Assim,t+s=0e

P o= (1) - tw';1))
= ((#51) - W)
= (' —u’;0). :

489 Proposigao Temos que

(8) Dada uma recta afim | de R", existe uma e uma sé recta projectiva [ de P™,

tal que x(I) C l.

Vamos chamar a | a extensdo projectiva de | e vamos chamar ao inico ponto

de I\ I, o ponto no infinito da recta l.

—
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(€) Duas rectas afins de R™ sao paralelas se e sé se tém o mesmo ponto no

infinito.

Assim, duas rectas afins sao paralelas se e sé se as suas extensies projectivas

se encontram no infinito.

(p) Em P? duas rectas projectivas distintas intersectam-se em um e um s6 ponto.

Demonstragao. Provemos (¢). Seja [ uma recta afim de R®. Fixemos dois
pontos distintos z e y de l. Seja E = ((x;1), (y; 1)). O conjunto x({) estd contido
na recta projectiva | = P(E). Seja lo uma recta projectiva que contém x(I). Existe
um subespago vectorial F de R", de dimensio 2, tal que Iy = P(F). Sabemos que
(z;1).(y;1) € F. Como tal, F =E e

lo=P(F)=P(E) =1.

Provemos (¢). Sejam r, s duas rectas afins paralelas de R". Entéo, existem a, b, u €

R" tais que u #0, a,a+uer, bb+ue s Temos que

(w:0)) < ((a;1),(a+w 1)) N((bs1), (b+u;1)) N H,
(w;0)) € P({(a;1),(a+u;1))) NP(((B;1), (b + ;1)) N Hog
= FN3NHy.

Suponhamos agora que existe P € H,, tal que # N § = P. Existe u € R" tal que

P = ((u;0)). Sendo z,y dois pontos de r e sendo z, w dois pontos de s, temos que
(4;0) € ((z;1), (¥ 1)) N{(21), (w;1)) N H.
Sabemos que

{(z; 1), (; 1)) H = {((z-y;0)),
{(z1),(w;1))NH = {(z-w;0)).

Concluimos assim que

((w;0)) = ((z—-4:0)) = ((z—w;0)),
(W) = -y = (z-w),
r = {z+tu:teR}
s = {z+tu:teR}.

Como tal, r e s siao paralelas.

Provemos (p). Sejam [y, duas rectas projectivas distintas de P2. Existem su-
bespagos vectoriais Eg, E; de R?, de dimensio 2, tais que [; = P(E;), i = 0,1.
Temos que Eg # Ey, logo dim(Eq+E,;) > 3. Como Eg+E; C R?, dim(Ey+E;) =



3. Pelo Teorema das Dimensoes

dim(EqNE;) = dim(Eo) + dim(E;) — dim(Eo + E;)
= 2+2—dim(E+E)
= 2+2-3
= 1,

Seja v um gerador de Ey N E;. Temos que

loﬂl1=P(EgﬁE1):{(u)}. |
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11.2 Outro ponto de vista

Consideremos os trés conjuntos seguintes.
e O conjunto dos subespagos vectoriais de R"*! de dimensio 1.

¢ O conjunto das classes de equivaléncia da relagao ~, definida em R"*1\ {0}

por x ~1y seexiste A # 0 tal que y = Az.

e O conjunto das classes de equivaléncia da relagdo o, definida na esfera S™

por Tgy sey =T ouy = —I.
Estes trés conjuntos podem ser identificados de forma natural.

e A intersecgao de um subespago vectorial R**! de dimenséo 1 com a superficie

estérica ™ é uma classe de equivaléncia da relagao o.

X

=X

e Dado z € 8™, a classe de equivaléncia de = para a relagio o é formada por z e
pelo seu antipoda —z. A recta definida por = e —z é um subespacgo vectorial

de R de dimensao 1.

e Se (u) ¢ um subespago vectorial de R"**! de dimensdo 1, entdo (u)\{0} = [u]~

é uma classe de equivaléncia da relagao ~.
e Se [u]. é uma classe de equivaléncia da relagao ~, entao
[u]~ U {0} = (u)
é um subespaco vectorial de R*™! de dimens#o 1.
Vamos, portanto, identificar os conjuntos
P?, (R"'\{0})/ ~, 8"/

Vamos agora estudar P", enquanto quociente da esfera S™ pela relagao o.

Esferas e Espagos Projectivos

Como S° = {1,-1}, P é formado por um sé ponto, a classe de equivaléncia

{1, -1}

O espago projectivo P! identifica-se com um circulo. Consideremos os pontos do

circulo S que tém segunda coordenada menor ou igual a 0.
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Cada classe de equivaléncia de o tem um e um s6 representante nc semicirculo
da figura acima, a excepgao da classe de equivaléncia {e;, —e;}, que tem dois.
Identificando estes dois representantes, unimos as extremidades do semicirculo,

obtendo um circulo. Temos assim que P! se identifica a S! (P! = S1).

Vamos refazer o argumento anterior numa linguagem um pouco mais formal:

P! = {fz],:z€ 5"}
= Al(z1,22)]s : (z1,22) € §',z, <0}
Na verdade, dado = = (z1,72) € S', se 2 > 0, entdo [r], = [~z], e como tal,

a classe de equivaléncia [z], tem um representante com segunda coordenada nao
positiva. Definindo ¢ : R — P! por ¢(t) = [(¢t, —V/1 — t2)],, temos que

P! = {p(t): t e [-1,1]},

@lj-1,1( € injectiva e p(—1) = p(1). Como tal, ¢ “identifica” as extremidades do
segmento [—1,1], “transformando-o” num circulo. Se identificarmos o segmento
| = 1,1[ com a recta R (sao difeomorfos), podemos pensar em ¢(1) como sendo o

“ponto situado no oo”.

Suponhamos agora que n = 2. Vamos identificar a superficie esférica S* com
uma bola de borracha. Suponhamos que a bola estd furada e que a esvaziamos

completamente, obtendo algo com a forma semelhante & figura abaixo.



O bordo superior da bola é um circulo. Ao identificarmos os pontos antipodas,

estarfamos a construir um espago projectivo de dimensdo 1. Admitamos que um

camiao Tir passou por cima da bola e que esta ficou “espalmada”. Podemos olhar

para P? como sendo formado por um disco aberto {z € R? : ||z|| < 1} e por um

circulo a que devemos identificar os pontos antipodas. Para cada n > 1 sejam

Bn={zeR": ||zl <1}, Ba={zeR":||z|| €1}

Temos que
Be = ByuS™ nzl
Mostramos de forma heuristica que
P2 =~ B,uPl

Dadon > 1,

P?I

{[z]¢ : z € 8™}
{[(z0,. .-

Il

1I?’l)}0' : (Iﬂw w4 rx'n.) € Sn‘)xﬂ < O}'

Definindo ¢ : B,, — P™ por

@lt1, ..y tn) = [(—\/1 — (4. +2), )|,

temos que

¥|B, € injectiva,
@iy <« stn)= P81y ey 8y) S8 €865 (L) v oyln) = (815000 )00 (T e
(815-++,8n) €8™ 1 e (81,...,8n) = —(t1,...,tn). Assim,
W(B-n) u (P(Sn_l) = Pn,
e(Bn) N @(S™) =10,
e(5" 1) = {[(0,21,...,%a)]0 : (Z1,...Ta) € S}
. Pn_l.

Assim, podemos fazer a identifica¢io P™ ~ B, UP""1,
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11.3 Cartas do Espacgo Projectivo

Vamos generalizar agora a construgio apresentada na sec¢io Espacos Projectivos.
Seja E um espago vectorial de dimensdo n + 1. Seja H um subespago vectorial de
E, de dimensao n. Seja (eg,e1,...,e,) uma base de E tal que H = (e, ... s6n
Entao

H = {zoep +z181 4+ + Tnep : 19 = 0}.
490 Lema A aplicagao
pyu:H — P(E)\P(H)

n n
E Tre; €o + E €I;€e;
i=1 =1

€ uma bijeccao.

Demonstragao. Se ou (3 1, zie;) = pp (3., yiei), entdo existe A € R\ {0}
tal que

n n
eg + Zy.,;ei = A (69 + Za:,-el) 2
i=1 i=1

Como tal, A = 1 e y; = ;, para todo 0 i. Dado P € P(E), existem z¢,z,..., 2, €
R tais que
P = (xpep + z1€1 + -+ + Tpey).

Se Pe P(EY\P(H), 20 #0 e
z T 1
P= — ek e ) %E‘ '
<EO+JJDB1+ +ﬂ?0€ > VR (CCO im1 lzez) I

Vamos chamar & aplicacao

vu =9y P(E)\PH) - H (11.3)
a carta de P" associada ao hiperplano H.
Dado i € {1,...,n + 1}, sejam

Hi = {(z,.. 3 Tny1) € R™!  ay =0},
Uﬁ' = Pn\P(HI)a
V; = {(ylﬂayn)ERnyt-}éO}

Sejam

@i Rn = Uia
Tf%‘ : U’i =% Rn)



as aplicagoes definidas por

@i(yr,--2¥n) = (Y- ¥i-1, 1%, 9n)),
e R )
Ty Ty T T
Temos que (ver o Lema 4)
Dom(pj o ;') = thi(Domp; N Domspy)
= ¢ (U; NU;)
=V
Im(p;097") = 4;(Dome); N Domyy)
= ¥;(UinUj)
= Vi
Viowi(Yrs-syn) = Vil{(y1, - Yim1, L ¥is oo o5 Yn)))

IO T= T
17‘"'1 1 11?"" 1
= (yla'--ayn)y

para todo o (y1,...,y,) € R",

T e

gy 1$i+1/1‘i1"'|$n+1/$i)
T o

pioYi({®1,. .. Tny1)) = %(
= (BB o o5 Bim1/ Tas LiBaer[Byn s Tnepr/B40) )
= ((B1y-+ s Tim1s Bty Tiskly » o 1 Tn1))
= {(z1,.--,Tn+1)),

para todo o {(z1,...,Zp41) € Uj.

Além disso, se 1 < j,

w.‘icwi_l(yls“'ayﬂ) - wj((lai(yl""’y"))

wj({(yla---:yi—lalayia"‘:y?l)))
(;g Yi-1 1 v Yi-1 Yj+1 yn)
T :

P

I T A T

Concluimos que 1; o 97 : V; — V; é uma aplicagio de classe C*°. A sua inversa
i =t By 1 3 i o
é1pjotp; " e, portanto, também é de classe C*°. Concluimos assim que 1 01); &

um difeomorfismo de classe C*.

Exercicios resolvidos

491 Seja E um espago vectorial de dimensdo finita e sejam F,..., P, € E.
Mostre que Py, ..., P, sio néo coafins se e s6 se (Py; 1), ..., (Px; 1) sao linearmente

independentes (ver o exercicio 148).
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Resolugao. Suponhamos que Py, ..., P; sao nao coafins e que

k
> N(Ps1) =0.

i=0

Entao, Ef:o Ai=0e ZLO AiP; = 0. Assim,

k
Timo M(Bi—Po)+)_ APy =0,
=0
" k
Yie MP=PR)+ QM) =0,
1=0

Y. NP -R)=0.

Pelo exercicio 148, Py — P, ..., Pr — Py sao linearmente independentes. Assim,
A= =M\=0 Como¥¥ X\=0, \=0.
Suponhamos agora que (Py;1),...,(Pk; 1) sdo linearmente independentes. Entao

(P1 = Po;0),...,(Px — Po;0), (Po;1)
sao linearmente independentes. Por maioria de razao,
(P, — Py;0),...,(Px — Po;0)

sao linearmente independentes. Logo, pelo exercicio 148, Py, ..., P, sdo nao

coafins.

492 Seja x a inclusdo canénica de R™ em P". Seja m um subespago projectivo de
P, de dimensio k. Mostre que, se x () # 0, entdo x () é um subespago afim
de R™, de dimensao k e 7 N Hy, € um subespago projectivo de P™, de dimensao

k—1.

Resolugao. Existe um subespago vectorial E de R"*!, de dimensdo k + 1, tal
que m = P(E). Seja
((zosto)s ... (Tkitx)) (11.4)

uma base de E. Se t; = 0 para todo o i, entao P(E) estaria contido em Hy e
terfamos que x~!(w) = §. Assim, podemos supor que existe iy tal que t;, # 0.
Dado j tal que t; = 0, podemos substituir em (11.4) (z:;;0) por (z;;0) + (24; tiy ),
passando a ter uma base de E tal que ¢; # 0. Podemos assim construir uma base
de E tal que t; # 0, para todo o i. Dividindo (z;;t;) por t;, podemos supor que

t; = 1, para todo o i. Assim,

E = {Ao(.’ro; 1)+"'+/\k(a?k;1):/\0,...,Ak ER}
= {(MDoxo+ -+ MZk; Mo+ -+ M) Aoy. .-, Ak € RY,
x“Mm) = {Domo+:cr 4+ ATkt Ao+ Ap =1}



L B e T o o e A s

s

Pelo exercicio anterior, zo,. ..,z sdo nao coafins. Pelo exercicio 148, x~!(m) é

um subespaco afim de R"™ de dimensdo k. Temos que
TNHy =PE)NP(H)=P(ENH). (11.5)
Como x Y (n) # 0, 7 ¢ Hy, E ¢ H. Pelo Teorema das Dimensdes,
dim(ENH) + dim(E + H) = dimE + dimH. (11.6)

Como H é um hiperplano de R"*! e E ¢ H, E + H = R™*!. Resulta portanto,
de (11.6) que
dim(ENH)4+n+1=k+1+n.

Assim, dim(E N H) = k. Resulta de (11.5) que dim(r N Hy,) =k — 1. |

493 Dado um subespago afim o de R™, de dimensdo k, existe um e um sé su-
bespago projectivo & de P™, de dimensao k, tal que x(a) C & Vamos chamar a

@ a extensao projectiva de a.

Resolugao. Pelo exercicio 148, existem pontos Py, ..., Py € o, nio coafins. Pelo

exercicio 155,

a={MPo+ - +MPs: Ao+ o+ X =1},

Pelo exercicio 491,
(Foil)ssons (P 1) (11.7)

sao linearmente independentes. Os vectores (11.7) geram um espaco vectorial E
de dimensédo k + 1. Seja @ = P(E). O conjunto & é um subespaco projectivo de

P", de dimensao k. Além disso, pelo exercicio anterior, x*(&) = a. Como tal,

x(e) = x(x"'(a)) c a.

Sejam g, 7y dois subespagos projectivos de P™, de dimensio k, que contém y(a).
Vejamos que g = ;. Existem subespacos vectoriais Eg, E; de R*™!, de dimenséo
k + 1, tais que m; = P(E;), i = 0,1. Como os vectores (11.7) pertencem a
x(a), entdao pertencem a Ey e a E;. Concluimos que E C Ey, E C E;. Como

dimE = dimEy = dimE,, tem-se que E = Ey = Eq, logo, my = ;.
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11.4 Morfismos Projectivos

494 Definicdo Sejam E,F dois espagos vectoriais de dimensao finita. Uma

aplicacao
w: X CPE)— P(F)

diz-se um morfismo projectivo se existe uma aplicacao linear f : E — F tal que
X =P(E)\ P(kerf), onde kerf ={x € E: f(z) =0}, e

para todo o x € X. Vamos denotar a aplicagdo ¢ por f. Diz-se que f ¢ um
isomorfismo de espacgos projectivos, ou uma homografia, se f for bijectiva. Se

f for bijectiva e E = F, f diz-se um automorfismo de P(E).

495 Nota Sejam f,g: E — F aplicagoes lineares. Temos que:

i) f=0seesése f=0.

ii) Af = f, para todo o A € R\ {0}.

iii) f =g seesd se existe A € R\ {0} tal que g = Af.

iv) Se f for bijectiva, entao (i)‘1 é um morfismo de espagos projectivos e (i}‘1 =
#,

v) O conjunto dos automorfismos de P(E) formam um grupo, o Grupo Linear
Geral Projectivo, o qual denotaremos por PGL(E). A aplicagao f +— f de
GL(E) em PGL(E) é um morfismo de grupos. Este morfismo é sobrejectivo

e o seu ntcleo é formado pelas dilatagdes z — Az, A € R\ {0}.

vi) Um ponto p = (z) € P(E) é um ponto fixo para uma homografia f(f(p)) = p

se e s6 se x é um valor préprio de f.

vii) Se P(E) é um espago projectivo de dimensao par, entao todo o automorfismo

de P(E) tem um ponto fixo.

viii) Dados dois pontos p, ¢ de P(E), existe sempre um automorfismo f tal que

f(p)=q.

ix) Um automorfismo de P(E) transforma subespagos projectivos em subespagos

projectivos.

x) Dois espagos projectivos sao isomorfos se e sé se tém a mesma dimensao.

Seja f : R™t! — R™*! uma aplicagdo linear ndo nula. Seja K = ker f. Temos
que Yp410 fo ‘f’;lﬂ esta definida em R™ \ ¥,,41(P(K)). Sendo fi,...., fnt1 as



componentes de f,

Il

Y10 fovnl,(v) Ynt1 (F(((m: 1))

¢n+1 ((f(ya 1)))

VYnt1 (((fl(yi 1)’ v fatt(m 1DN)
_ ( fily; 1) faly; 1) )
f?t+l(y;1),...’fn+l(y;1) '

Il

al » 2 . b ~
Tomemos m = n = 1. Suponhamos que f é invertivel, de matriz cCt d)' Entao,

wao f oyt (y) Pa(f (%5 (1))
= a(fly; 1)
= a((f(y;1)))

= Ya({ay + b,cy +d))
ay+b
cy+d’

Sec=0,1Ya0fo ;! é uma aplicagdo linear afim. Se ¢ # 0, temos uma bijecgao

d a
._1‘ - .
W0 f oy .R\{ c}*R\{c}-
Além disso,
ay+b a

im —— = im
lyl—+oocy+d ¢ yo—d|cy+d

Exercicios

496 Mostre que sao verdadeiras as afirmagoes da nota 495.

497 Mostre que, dados trés pontos distintos A,B,C € P!, existe um e um
s6 isomorfismo projectivo ¢ : P! — P! tal que ¢({0,1)) = A4, ¢((1,1)) = B,
©({1,0)) = C. '

498 Seja (ug,...,u;) uma base de um espago vectorial E de dimensdo k£ + 1.
Mostre que, dados Ag,..., Ay, Axs1 € P(F), existe um e um sé morfismo de
espacos projectivos ¢ : X C P(E) — P(F) tal que ¢({u;)) = Ai, i =0,...,ke
e((uo + -+ +ug)) = Ag+1.
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11.5 Topologia do Espaco Projectivo

Seja E um espago vectorial de dimensao finita. Seja £ a topologia candnica de E.
Seja
v:E\ {0} — P(E)

definida por v(z) = [z]~. Seja Z = {U C P(E): ~~H(U) € &}

499 Teorema O conjunto Z € uma topologia. O espago topoldgico P(E) €

metrizdvel, compacto e conezo por arcos. A aplicagao y é continua e aberta.

Vamos introduzir algumas notagoes e provar dois lemas preliminares. Vamos fixar
uma norma p em E. Seja S(E) = {z € E : p(z) = 1}. Seja f: E\ {0} — S(E)
definida por f(z) = (1/p(z))z. Seja § : S(E) — P(E) definida por §(z) = [z]s =
[z]~. Seja d a distancia de E associada a norma p. Seja ds a restrigio a S(E) da
métrica d. Seja

d:PE)xP(E)—R

definida por d([z],, [y]s) = min{ds(z,y),ds(z, —y)}, para quaisquer ,y € S(E).
Temos que

y=46of.

500 Lema i) A aplicagao d é uma métrica.

ii) A aplicagio & é continua e aberta para a topologia U(d)

Demonstragio. Deixamos ao cuidado do leitor verificar os axiomas a,b,d e e da

definiciio de espago métrico. Verifiquemos o axioma c. Temos que

d([2]4, [2)e) < d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2),
d([z)o, [2]0) < d(z,—2) < d(z,y) + d(y, —2)-

Assim,

d([]s, [2]0) — d(z,y) < d(y, 2), (11.8)
d([z)o, [2)0) — d(z,y) < d(y, —2). (11.9)
Resulta de (11.8) e (11.9) que
d([2],, [2)0) — d(z,y) < d([¥o, [2]0)-
Assim,
d([2]s, [2)0) — d([¥o: [2o) < d(z,y)- (11.10)

De'forma andloga se prova que
(E([I]c‘ [z]o) — ‘2([.'1]6» [2]e) < d(z, —y)- (11.11)

306




Resulta de (11.10) e (11.11) que

d([z]o, [2)o) < d([z]o, [¥)o) + d([lo [2]o)-
Provemos agora a alinea ii. Dados a € S(E) e € > 0,

Bis(—a) = -B¥(a),
§(B%(a)) = 6(B%(a)U B (~a)) = BI(5(a)),
5\ (BX(5(a))) = B! (a)u B (~a).

Se U € U(d) e a € §~'(U), existe € > 0 tal que Bf(é(a)) C U. Assim,
Bi5(a) c 671(U).

Concluimos que §~Y(U) é um aberto de S(E). Concluimos também que § é

continua quando se considera em P(E) a topologia U (cf). Vejamos que ¢ é aberta

para a topologia U(d). Seja V aberto de S(E). Seja b € §(V'). Existe a € V tal
que b = 6(a). Existe € > 0 tal que

B (a) C V.

Temos que
B{(b) = f(B{*(a)) € f(V).
Concluimos que §(V) é um aberto de U(d). Concluimos também que § é aberta

para a topologia U(d). 1

501 Lema
i) O conjunto Z ¢ uma topologia.

ii) A aplicagao 6 é continua e aberta para a topologia Z.
Demonstragao. Temos que:
v H0) =0, v (P(E)) = E\ {0}.

Assim, 0, P(E) € Z. Dada uma familia (U,)ics de elementos de Z e dados VW €

Z, temos que

v UierUs) = Uiery™ H(U3),
IV NW) v HV)nyH (W)

sio abertos de E \ {0}. Assim, U;e;U;, VN W € Z. Ficou assim provado que Z é

uma topologia.
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Provemos ii). Como a aplicagdo  — —z é um homeomorfismo de S(E), se {7 3 um
aberto de S(E) —U também é um aberto de S(E). Consequentemente, —U UU é
um aberto de S(E). Se U € Z,

5N U) = SUTHENO))
f((6o H)~H(U))
Fy )

¢ um aberto de S(E) pois v é continua e f é aberto (ver o exemplo 476). Se V' é
um aberto de S(E),

YTHEW) = (6o f)THEW))
FHEHE)))

YU u-=0).

I

é um aberto de E \ {0} (ver o exemplo 476). Como tal, §(U) € Z. Ficou assim

provado que § é uma aplicacdo aberta. 1

Demonstragao do Teorema 499. A aplicagio v ¢é aberta e continua para as

topologias Z e U(d) pois f é aberta e continua e § é aberta e continua para as
topologias Z e b{((f) Vejamos que Z = U (c?), mostrando assim que Z ¢ uma
topologia metrizavel. Se U € Z, y~}(U) € &, pois v ¢é continua para a topologia
Z. Por outro lado, U = y(y~1(U)) € L{(J) pois v é aberta para a topologia L{((A).
Concluimos assim que Z C U(c?). O mesmo raciocinio pode ser repetido sem
quaisquer modificagoes, permutando Z e U (3)

O espago topoldgico P(E) é compacto, pois P(E) = 6(S(E)) e S(E) é compacto.
O espago P(E) é conexo por arcos, pois P(E) = v(E\ {0}) e E\ {0} é conexo por

arcos (ver o exercicio 504). 1
502 Coroldrio Um subespago projectivo de um espago projectivo P(E) é um
subconjunto fechado de P(E).

Demonstragao. Um subespago projectivo é um espago projectivo, logo, é com-
pacto. Um subconjunto compacto de um espago topoldgico separado é sempre

fechado. ]

503 Coroldrio Seja o um subespago afim de R™. A extensao projectiva o de «

¢ iqual @ aderéncia em P™ de x(a).

Deronstragio. Sabemos que @ D x(a). Além disso, @ ¢ um subconjunto

fechado de P", pelo corolario anterior. Basta mostrar que para todo o Q € @,
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existe (Q;) C x(a), tal que (@) — Q- Seja k a dimensdo do subespago afim a.

Fixemos Py, ..., Pi € a, nao coafins. Tem-se que

a = {A0P0+"'+)\kp.l;!)\0+"'+}\k=1},
& = ((Po;1)s...,(Ps1))

Dado Q € &, existem A, ..., Ar € R tals que Q = (X), onde
X = Mo(Po;1) + -+ 4 A(Pis; 1)

Sabemos que Q € x() se e 36 se Ao+ -+ # 0. Na verdade, se Ao+ +Ax # 0
e N, = Xi/(Ag + - + Ag), entdo

Q = {(X\gPo+ -+ + AP 1)) (11.12)

pertence a x(a) e todos os pontos de x(a) sdo da forma (11.12). Suponhamos que
Q € x(a). Seja entao

1
Xp= )\U(Po; 4+ )\kr.l(Pk_l; 1) -+ (Ak - E) (Pk; 1).

A sucessio ({X;)) estd contida em x(a) e ((X1)) — Q. Na verdade, (X;) — X em
£, pelo que ((X;)) — (X). |

504 Exercicio Demonstre o seguinte facto, utilizado na prova do teorema 499:
Dado um espago vectorial E de dimensio maior ou igual a dois, E\ {0} é conexo

por arcos.
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Neste capitulo aplicam-se as técnicas desenvolvidas no capitulo anterior ao estudo

das quadricas.

Objectivos:
e Aprender a trabalhar com cénicas e quadricas projectivas.

e Dominar os conceitos de extensio projectiva de uma quadrica afim e de conica

no infinito associada a uma cénica afim.

e Classificacio de cénicas e quadricas projectivas.

12.1 Hipersuperficies Projectivas

Se (z1,...,Tp41)# 0, vamos representar o espago vectorial de dimensao 1,
((x1y...,Tnt1)), Por

(ST | 8

Lembramos que

(X cayMBad) = (B Tpad)y 20 A #0,

Diremos que {x1,...,T,41) sdo as coordenadas homogéneas do ponto coordenadas

h :
{(x1,...,2n)) de P™. Note-se que (0,...,0) nao representa um ponto de P™. AIEREES

Lembramos que, dados o = (ay,...,a), 8= (B1,...,Pn) € N",

|Cd - a1+--‘+an,
al = ag!loay),
olal o o%n
re 3$r111 533%... !
ok 0, se i £ joul <k,
gl =
6:.5"“"’$j B

(l-1)---(l—k+1), se i=jouk<l

@Tﬁ . 0, se di:a; > G,
a:;';"“ h :l"E 07 se VZ! Qg < ﬁi‘

Se |a| > 13|, entao
glal
505 Lema Se f(z) =Y, aqx® € uma fungio polinomial definida em R™, entao

f =0 se e sd sea, =0, para todo o «.
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Demonstracao. Se existe a tal que a, # 0, seja py 0 maior p tal que existe « tal

que a, # 0 e |a| = p. Existe a tal que |a| = pg e a, # 0. Entdo
glal glal
—f= —z° = al ;
s Zﬁjagaxaf, alag #0

Como tal, f # 0. O reciproco é imediato. 1

Dado um nimero real A, uma fungio f : R™ — R diz-se homogénea de grau \

se
f(tx) = t* f(a),
para quaisquer t € R, z € R™.

506 Proposicao Seja p € N. Uma fungio polinomial f : R* — R, f(z) =

Y e @a®, € homogénea de grau p se e sd se ay, = 0 sempre que |a| # p.

Demonstragéao. Naverdade,set € R,z = (z1,...,2,) € R®, a = (ay,...,a,) €
N?l

H

ft) = 3 aalta)®

D aaltay)®r - (tz,)on

— § aﬂt01+"'+ﬂnx?l _ '.’L':':"
a4

= Y aatelen
@

ftz) —tPf(x) = > aaltlel — tP)ae. (12.1)
A fungdo (12.1) anula-se em todos os pontos se e sé se
aa(t'®! —t?) =0, Va, Vt. (12.2)

Como tl*l — 7 = 0 para todo o t se e s6 se || = p, a relagao (12.2) é verificada se

e s6 se a, = 0 sempre que || # p. |

Seja p € N. Diz-se que um subconjunto X de P" é uma hipersuperficie
algébrica projectiva de grau p se existe uma aplicagiao polinomial f : R*t! — R,

homogénea de grau p, tal que
X ={(u) e P": f(u) = 0}.

Note-se que, se (u) = (v), f(u) = 0 se e s6 se f(v) = 0. De facto, se (u) = (v),
existe A # 0 tal que v = Au. Assim, f(v) = f(Au) = AP f(u).
Se’p = 1, entiio f é linear e X ¢é um hiperplano projectivo de P". Se p = 2,

X diz-se uma hiperquddrica projectiva. Se p = 2 e n = 2, X diz-se uma
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conica projectiva. Se p =2 e n = 3, X diz-se uma quddrica projectiva. Uma
hiperquadrica projectiva diz-se nao degenerada se niio contém um hiperplano

projectivo nem estd contida em algum hiperplano projectivo.

507 Definicao Duas hipersuperficies algébricas projectivas X e Y de P" dizem-

se isomorfas se existe um automorfismo projectivo ¢ de P™ tal que ¢(X) =Y.
A relagao de isomorfismo é uma relagio de equivaléncia.
Dado 1 <1 <n+1, sejam:
FTeoil®res v yB0) = Fl@; v o Boaa Ll na By
para todo o f : R**l - R;
iR — P"
(Blseves®n) 5 aosiBin bl o 1 @a)
Notemos que a aplicagdo ¢; é a inversa da carta 1; : U; C P® — R™, introduzida
na seccao 11.3.
Dada uma hipersuperficie algébrica projectiva X = {f = 0} de P",
¢; (X)) ={z e R": f;(z) =0}
¢ uma hipersuperficie algébrica de R™. Na verdade,
(15 s o5 ) € lpl——l(X) & iz, e X
€5 Wiy Bty LBy i En) € X
& flz1,...2-1,1,24,...,2,) =0
& foy@enda) =0

Dada uma hiperquédrica projectiva X, definida pela equagdo f(z) = 0, existe uma

matriz simétrica

(2358 s Q1n Q) n+tl
A=
Q) cee Qnn Un,nt1
Ap41,l ++- Oniln Cpiglntl

tal que

Flav cadnpt) = Y, oyt

1<i<j<n+1
Tem-se que
7 n
f(,1+1)($1, w5 ,:L'n) = Z Qi TiX 5 + Z Qi+ Za“:r:i + Qnil1nsl
1<i<j<n i=1 i=1

n
Z QT + 2 Z Q1T + Qnglntl

1€i<j<n i=1
»

E QT + 2 E Qin+1%; + Cnp1ntl,
1<i<j<n 1<i<n

I
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uma vez que «;; = «j;, para todo o par (z, 7).
Matricialmente, f(X) = X*AX, fen)(X)=X'A'X +2X'B+C onde

ajp ... QOlp Q1n+1
A=lve sws we |y B=2

Qpp ... Qpp Qnon+l

1 C= [aﬂ+1,ﬂ+]]'

508 Exemplo Seja f(z1,z2,73) = 7 4+ 23 — 23. Entéo
1TI2— T3

f(l)(3721$3) = 1+I%_m§s
foy(an,x3) = zi+1-a3,
f(3)($1,:£2) = .1'% +$% - 1.

A aplicagio v é continua e aberta, pois y =8 o f e § e f sio continuas e abertas.

Temos que f(y) e f2) definem hipérboles e f(3) define uma elipse.

Dada uma fungio polinomial f de grau p em n variaveis, podemos associar-lhe
uma func¢do polinomial homogénea de grau p em n + 1 varidveis

f(wl....,:cn+1)=:c:1+1f( T )

1 b
Tn4l Tnil

Por exemplo: Sejam x =z, y = 2, z = 3, f(z,y) = 22 +y?-1, g(x,y) = y—a?,
h(z,y) = y*> — 2% — 1. Os polinémios f, g e h definem, respectivamente, uma elipse

E, uma pardbola P e uma hipérbole H. Temos que

fews = (& +(2)-)

R S
2
fzyz) = 2 (E - (%))
z z
= yz—z°
h(z,y,z) = 2z° (2)2—(E)2—1
e z z
)
Dada uma hipersuperficie algébrica afim X = {(zy,...,z,) : f(z1,...,2,) = 0},

vamos associar-lhe a variedade algébrica projectiva

X = {(wls-'-axn+1):f(ﬂﬁl,...,{rn+1) =0}

Vamos chamar a X a extensdio projectiva de X. Vamos chamar a
XﬂHoo = {(II” -'v$n+1) : f(‘rlr"- |‘Tn.+l) — Os Tp4l = 0}

a hipersuperficie no infinito associada a hipersuperficie X. Como Hy, é iso-
morfo a P71, X N Hy é uma hipersuperficie projectiva de Ho.. Se n = 2, X
é uma conica e X N Ho, é um conjunto finito. Vamos chamar aos elementos de
Xn H.. os pontos no infinito de X. Se n = 3, X é uma quddrica e Xn Hy é

uma cénica projectiva. Vamos chamar a X N Hy, a cénica no infinito de X



509 Exemplo Voltando ao exemplo 508,

ENHyw = {(z,y,2):yz—22=0, 2=0}
= {laa)os= g=0)}
= {(0,1,0)},
PNHy = (Tyy,2) 22+ 92— 22 =0, z=0}
= {{z,y,2) : 22 +4* =0, z=0}
= {(zy2):z=y=2=0}
E’HHOO = Ty, z) 1y’ — 2% — 22 =0, z =0}

Y, 2)
2y,2): (@ 4y —y) =0, 2=0)
yiz+y=0o0uz—y=0}
yie=-y}U{{z,9,0) : z =y}
-1,4,0):y € R}U {{z,2,0) : z € R}

-1,1,0)}u {{1,1,0)}

A extensao projectiva da elipse {f = 0} é a prépria elipse. Nao intersecta Ho,. A
extensao projectiva da pardbola {g = 0} intersecta H,, num ponto. A extensio

projectiva da hipérbole {h = 0} intersecta H,, em dois pontos.

H H,

No caso da hipérbole, desenhamos B, deixando ao leitor o cuidado de identificar
mentalmente os pontos antipodas do circulo, de forma a obter P?. Os segmentos
de recta representam as assimptotas da hipérbole. A hipérbole H intersecta o
circulo em quatro pontos. Apés a identificagao, passamos a ter uma intersecgio

em dois pontos.

510 Lema Dada uma aplicagdo polinomial g : R™*1 — R, homogénea de grau

P 9nt1) € de grau p se e sé se g~1(0) 2 {zp41 = 0}.

Demonstragao. Sejam z = (zi,...,Zn41) € R"!, y = (z1,...,2,) € R™.

317




Temos que

g(l‘) - Z aqz%,

aeNn+1 |a|=p
P
9, Tny1) = Z Z a’ﬁ.iyﬂ'r:’i"i-l’
1=0 geNn |g|=p—i
gw,0) = > agy’
peN= |al=p

P
g(rl+l)(y) - Q(Lfs 1) = Z Z aﬁ.iyﬁ-
=0 geN=» |g|=p—i
Assim,
97 1(0) > {zn41 =0} 9l{zns1=0} =0
9(y,0) =0, Vy

ag; =0, sempreque |B|=p

1117e

J(n+1) tem ordem menor que p. |

511 Lema Sejam f:R"™ — R e g: R*"! — R aplicagées polinomiais. Entdo

i) (.f)(u-{-l) - f'
ii) Se g é homogénea e g~'(0) nao contém o hiperplano definido pela equagdio
Tny1 =0, entdo gni1) = g

Demonstragao. Seja p o grau de f. Entao

T x
R -]

1 ¥
Intl Tyl

(Ant1)@11-+22a) = F@1,0-0,2n,1)
I Iy
- (3 )

= f(l'l,---:mn)-
Seja p o grau de homogeneidade de g. Pelo lema anterior, g(,4+1) tem grau p e
e . P T Iy
g(11+1)(£ls"'!1?1+1) = In+1g(ﬂ+l) ( LEULELE Ty )
Tnt+1 Tn+1

P B Bn
- Ifm+lz Z a,@,i(ml )1(.1:_“)

: T Tnt1
=0 geNn,|g|=p—i i o

P
n _ﬂ+"'+ n
=Y Y apila) @)l P

i=0 geN~,|p|=p—i

P
=Y Y @) (@) g

i=0 ﬁEN" .l'w:p_i

» = Z B T™. ]

GGN"+1.|G|=1’J

318



12.2 Classificagao das Quadricas Projectivas

512 Teorema Dada uma aplicagao polinomial f : R"*! — R, homogénea de
grau 2, existem um automorfismo linear ¢ : R* ™1 — R inteirosr,s, 1 <r <

s<n+1eece{l, -1}, tais que
ef op(zy, ..., Tn1) =25+ -+ 22 — (22 + -+ 22). (12.3)
Demonstragao. Sabemos que existe uma matriz simétrica A € M, (R) tal que
f(X)=X'AX.

Compondo f com uma transformagao ortogonal conveniente, podemos substituir a
matriz A por uma matriz diagonal. Sendo r o niimero de valores préprios positivos
de A e sendo s o niimero de valores préprios negativos de A, existem ntimeros reais

positivos Ay, ..., A; e uma aplicagio linear v, tais que

ef op(xr,. . Tng1) = NP+ + MNTE— Mgz oo+ Ae2?)
(VA1$1)2+“‘+(\/)\1~$1~)2"{(\/)\r+1xr+1)2+---
+(VAsz5)?).

A composigao com um ltimo isomorfismo linear permite reduzir f & forma dese-

jada. ]

Classificagao das cénicas projectivas

Podemos classificar as cénicas projectivas em fungio dos valores préprios da ma-
triz A. Lembramos que as matrizes A ¢ —A definem a mesma quadrica, pelo que
substituiremos A por —A, caso A tenha mais valores préprios negativos que posi-
tivos. Como a matriz A é nao nula podemos assumir que A tem um valor préprio
positivo.

Resulta do teorema anterior que uma cdnica projectiva é isomorfa 4 cénica pro-

jectiva definida por uma das seguintes equagoes:

w2+ 4?4+ 22 =0 (cénica vazia )

2?4+ y* — 22 =0 (cénica projectiva nao degenerada )
?+y? =0 (ponto ((0,0,1)))

22 —42=0 (unido de duas rectas projectivas)
a? =1 (recta projectiva)

Conclusao: Todas as conicas nao degeneradas sio isomorfas & cénica de equagio
2? +y? = 2%, Assim, a cénica definida pela equagio X*AX = 0 é nio degenerada
se e sO se A tem trés valores préprios nao nulos e estes nio tém todos o mesmo

sinal.
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O préximo quadro classifica uma cénica projectiva em fungio do ndmero de valores

préprios positivos e negativos da matriz que a representa.

513 Classificacao das cénicas projectivas

+ + + | cdnica vazia

+ + — | cénica nao degenerada X

++ ponto

4= unido de duas rectas projectivas
+ recta projectiva

Classificagao das quédricas projectivas

Resulta do teorema 512 que uma quddrica projectiva é isomorfa a uma das quadricas

seguintes:
o ?+y?+22+w?=0 quédrica vazia
o 24y +22-w?=0 elipséide projectivo
o 22 4y?—22—w?=0 quédrica regrada
o z24+y24+22=0 ponto
o 22442 -22=0 quédrica cilindrica
o z244%2=0 recta projectiva
o z2—y2=0 unido de dois planos projectivos
o 2=0 plano projectivo
Temos que:

e 2?24y 422+ w? =0 seesdse =y =2z=w=_0. Como tal, ndo existe
um espago vectorial de dimensao 1 contido no conjunto definido pela equacio
224+t +2+uw?=0.

e 22492+ 22=0 seesbése z=1y=2=0. Além disso,

Il

{{z,y,z,w) : 2 =y =2z =0} {{0,0,0,w) : w € R}

{(0,0,0,1)}.

e 2+ y? =0 seesése x=y=0. Além disso,
{{z;u,2,2) 12 =y =0} = P(F),

onde F = {(z,y,2,w) : z = y = 0} é um subespaco vectorial de R? de
dimensio 2. Como tal, a equaciio z° + y* = 0 descreve uma recta projectiva.

o 2?—y?=0 seesése (z+y)(x—y) =0 seesése z+y=0 ou x—y=0.

As equagies T +y =0 e 2 —y =0 descrevem planos projectivos de P3.

O préximo quadro classifica uma quadrica projectiva em fungdo do nimero de

valores préprios positivos e negativos da matriz que a representa.




R e e S s S e e i e s e

514 Classificagao das quadricas projectivas

++4++ |0 quadrica vazia

+++— | 2% + 3% + 27 = w? | elipséide projectivo &
++—— | 2?7+ y? = 22 + w? | quédrica regrada R
+ 4+ (0,0,0,1) ponto

+ + - T2 +y° = 2° quéadrica cilindrica C
++ 4+ =0 recta projectiva

e 2 —y* =0 unidao de dois planos projectivos

+ 2 =10 plano projectivo

Cédnica no infinito de uma quadrica afim

Os préximos trés lemas permitem associar a um automorfismo afim ¢ de R™ um
automorfismo projectivo ¢ de P™ e relacionar a imagem da extensio projectiva
X de uma quédrica afim X por ¢ com a extensio projectiva da imagem de uma

quadrica afim X por (.

515 Lema Seja (e1,...,e,) a base candnica de R". Seja f : R**! — Rt um

isomorfismo linear.
1) Sao equivalentes:

a) f(Hw) = He.
b) f(x(R™)) = x(R").
c) f{er, .- en) +ent1)N{er,... en) =10.
ii) Se as condigoes equivalentes da alinea i sao verificadas existe uma aplica¢io

linear f' : R® — R" tal que f(y;0) = (f'(y);0). Além disso, se f(0;1) =

(u; 1), entao

u")n+1 o i © ‘tp?:-ll—l(y) = fr(y) + u,
fyt) = (f'(y) + tu;t).

Demonstragao. A equivaléncia das afirmagdes das alineas a e b resulta de f ser
uma bijeccio ¢ de P™ ser a unido disjunta de x(R") e Hy. Como x(R") é o
complementar de um hiperplano projectivo, também f(x(R™)) é o complementar
de um hiperplano projectivo. Esse hiperplano projectivo é o tinico hiperplano
de P" cuja intersecgio com x(R"™) é vazia. Assim, a afirmacdo da alinea ¢ é
equivalente a f(x(R")) N Ho = 0, que, por sua vez, é equivalente & afirmagdo da
alinea b.

Provemos ii. Temos que

Ypy10 io lb;il(y) = Ynr1((f(y;1)))
= Yn1((f(y;0) + £(0;1)))
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= Yn1(f'(y) +4;1)
= f'ly) +u
fyit) = Fy;0)+t£(0;1)
= f(%0) +t(y;1)
= (f'(y) +tu;t). i

516 Lema Dado um automorfismo afim ¥ de R™ existe um e um sé automor-
fismo linear ) : R*1 —, R+ ¢4] que

Plyit) =t (y/t); 1),

para todo o y € R" e todo o t € R\ {0}. Dados o automorfismo linear v : R* —
R™ e o vector uw € R™ tais que P = 1fp + u, temos que

Y(y;t) = (doly) + tu;t).
Além disso,

Ynitogoprl, =

¥ (y;0) (%o(y);0),

I

para todo o y € R"™. Assim, identificando o hiperplano H = {(y;t) : t =0} a R7,

"'47;“1', = 1o.

Dado wm outro automorfismo ¢ de R®,

Demonstragao. Temos que

Y(y;t)

Il

t(¥(y/t);1)
(t(%o(y/t) + u);t)

= (Yo(y) +tu;1),
P(0;1) = (wl).

Na notagao do enunciado do lema 515,

YnrroPoyihi(y) = P(y)+u
Yo(y) +u
¥(y),

Y(Y;0) = (Yoly);0).

I

Il

Deixamos ao cuidado do leitor provar as afirmagées do tltimo pardgrafo do enun-

ciado. I
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517 Lema Seja X uma quddrica afim de R”. Seja ¥ = wo+u um automorfismo
afim de R™. Entao

—_—

P(X) = 3(X), @(X)® = po(X).

Demonstracdo. Seja f : R* — R uma fungio polinomial de grau p. Vejamos

que, para todo o automorfismo afim 1) de R®,
foy=fou
Existe um automorfismo linear %o de R™ e existe u € R"™ tais que Y1)y + u.

Dados y € R”, t € R,

Fov(yit) = t*f(y(y/t))
= tf(Yo(y/t) +u)
= tPf(1/t(Yo(y) + tu))
= f(to(y) + tu;t)

= foy((y;t)).

Seja f uma fungio polinomial de grau 2 tal que X = {z € R": f(z) = 0}. Entdo

PX) = {B(w:t): Fllyit)) =0}
= {{(Kt) e P fog l(y;t) = 0)
= {(z;5) € P": fop1((z;3)) = 0}
= {y:fop ly) =0}~
= {p@): fz) =0}~

= {p(z):ze X}
= ¢(X).
Além disso,

P(X)®° = (X)N Hy
= G(X) N@(Heo)
= @(XNHy)
= @la.(X™)
= @o(X*). 1

No préximo quadro encontramos na coluna da esquerda uma quadrica na forma

normal, na coluna do centro a extensio projectiva dessa quddrica e na coluna da

direita a cénica no infinito dessa quadrica.




518 Extensao projectiva e cdénica no infinito

X X X

24yt + 24 =1 E £ ]
ZZ=1+z*+y’ H, & 3
z=gx%+y* PE £ ponto

2ty =142% H, R i3

z=x — 1y PH R duas rectas projectivas
eyt =z* C € 7

T +y’ =1 CE C ponto

y =z CP C recta projectiva

2 —y? =1 cH [ duas rectas projectivas
ponto ponto 0

recta recta projectiva ponto

dois planos paralelos dois planos projectivos | uma recta projectiva
dois planos concorrentes dois planos projectivos | duas rectas projectivas
[ [ [

519 Teorema A classe de isomorfismo de uma quddrica afim fica determinada
pela classe de isomorfismo da sua extensdo projectiva e pela classe de isomorfismo

da sua cdnica no infinito.

Demonstracao. Sejam X e Y duas quadricas afins. Se existir um automorfismo
afim ¢ de R3 tal que Y = (X)), entao, pelo lema 517, Y = (,"0'(5{') e Y™ = pp(X™).
Concluimos que se duas quddricas afins sio isomorfas, entdo as suas extensoes
projectivas sdo quadricas projectivas isomorfas e as suas conicas no infinito sio
conicas projectivas isomorfas. Por outras palavras, as classes de isomorfismo de X
e de X 56 dependem da classe de isomorfismo de X. O quadro anterior permite-
nos agora associar a cada classe de isomorfismo de quadricas afins uma classe
de isomorfismo de quadricas projectivas e uma classe de isomorfismo de cénicas

projectivas. Uma rapida inspecgao do quadro anterior mostra que a aplicagdo
classe de X — ( classe de X, classe de X*)
é injectiva. |

520 Proposi¢ao Dada uma quddrica projectiva nao degenerada Q, x~1(Q) = Q.
Em particular, a classe de isomorfismo de uma quddrica projectiva ndo degenerada

Q, fica determinada pela classe de isomorfismo de x™'(Q).

Demonstracio. Este resultado é consequéncia imediata do lema 510. Note-se

que le(Q) —( =0 se Q é uma quédrica contida no hiperplano He. i

Secgoes planas de uma quddrica projectiva

Seja @ uma quédrica projectiva. Seja @ um plano projectivo de P2. Entio a




M

¢ isomorfo a P2 ¢ Q N« é uma cénica projectiva de a. Dizemos que a conica

projectiva @ N« é uma secgdo plana de .

521 Teorema Seja () uma quddrica projectiva. As sec¢oes planas de Q@ sao as

dadas pelo quadro 522.

522 Secgoes planas de uma quadrica projectiva

(@] classes de isomorfismo de secgdes planas de @
£ ¥, ponto,

R ¥, duas rectas (projectivas)

C ¥, recta, duas rectas, ponto

ponto ponto, 0

recta projectiva recta , ponto

dois planos projectivos | plano, duas rectas, recta

planos projectivo plano, recta

[ 0

Demonstracao do teorema 521. Seja () uma quadrica projectiva nao degene-
rada. Seja o um plano projectivo de P2. Existe um automorfismo projectivo f
tal que f(a) = Hoo. Seja X = x 1(f(Q)) Pelo teorema 519, como £(Q) é ndo
degenerada, xﬁlﬂ(—_ﬂQ)) = f(Q). Além disso,

X HF@)® = HoN f(Q) = flan@Q).

Como tal, as classes de isomorfismo a que pode pertencer uma seccio plana de
(@ sio as mesmas que as classes de isomorfismo a que pode pertencer a conica no
infinito de x ™' (f(Q)). Assim, as trés primeiras linhas do quadro 522 constroem-se
consultando o quadro 518. Temos assim que x~H(f(€)) pode ser um elipséide,
um hiperboldide de duas folhas ou um paraboléide eliptico. Como tal, as secges
planas de £ podem ser #, ¥ ou um ponto. Por um raciocinio analogo, as secgoes
planas de R podem ser ¥ ou duas rectas; as seccoes planas de C podem ser X,
um ponto, uma recta projectiva ou duas rectas projectivas. Deixamos ao cuidado
do leitor discutir as secgoes planas de cada quédrica degenerada, confirmando os

resultados apresentados no quadro 522. 1

Exercicios resolvidos
523 Seja f(z,y) = az? + 2bzy + cy? + dz + ey + g a equagdo de uma conica nao
degenerada X. Mostre que:
a) X é uma elipse se e s0 se X nio tem pontos no infinito, se e s6 se b? < ac.
b) X é uma pardbola se e s6 se X tem um ponto no infinito, se e s6 se b* = ge.

¢) X ¢é uma hipérbole se e s6 se X tem dois pontos no infinito, se e s se b? > ac.
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a b

Resolugao Seja A = (b c)' Entdo |4 — M| = A — (a + )X\ + ac — b*. Se

|A — AIl =0, entdo

yoates Via+e)? —4d(ac—b2) a+cty/(a—c)?+4b
B B 2

2

(a+c+(a—e)2+4b?)(a+c—(a—c)2+4b%) = (a+c)*—(a—c)?—4b?
4(ac — b?).

Assim: X ¢é uma elipse se e s6 se os dois valores préprios de A tém o mesmo sinal,
se e s6 se b® — ac < 0; X é uma parabola se e s6 se A tem um valor préprio nulo,
se e s6 se b* — ac = 0; X é uma hipérbole se e s6 se A tem valores préprios de

sinais contrarios, se e s6 se b — ac > 0.

Temos que f(z,y,2) = ax? + 2bzy + cy® + dxz + eyz + 922, f(z,y,0) = az? +
2bzy + cy?.
As afirmagoes feitas neste exercicio ficam invariantes se trocarmos x com y ¢ a

come. Sea=c=0,entdo b# 0,02 —ac>0e

{(.’L’,y,O) : f(:r,y,[)) :O} - {(11010)!<01110)}'

Se a # 0 ou ¢ # 0, podemos supor a # 0. Entao

f(z,y,o):a((m+b—j’-)2— (52;2“6) y2). (12.4)

Se b? — ac < 0, X néo tem pontos no infinito. Se b — ac = 0, X tem um ponto

no infinito, o ponto (—b/a,1,0). Se b*> — ac > 0, X tem dois pontos no infinito, os

pontos

<—b:i:\/b2—ac i O>
a 1 1 N

524 Justifique os seguintes factos apresentados no quadro 518.
a) A extensdo projectiva do paraboldide hiperbdlico é a qudadrica regrada.
b) A extensio projectiva do cone de equagio z? + y? — 22 = 0 é a quédrica

cilindrica.

Resolugao a) O paraboldide hiperbdlico é definido pela funcdo f(z,y,z) = z —

2?2 + 9% = 0. Temos que f(z,y,z,w) = zw — x? + y%. A matriz associada ao

polinémio f é a matriz

-1 00 0
0 10 0
0 00 %
0 0 % 0



e

Temos que

‘ A== 0+00-0| 73 = 0-naan (- 3) (a+).

| Assim, a matriz A tem dois valores proprios positivos e dois valores préprios

negativos. Resulta do quadro 514 que a extensio projectiva de PE é R.

b) Neste caso, f(z,y,z,w) = f(z,y,2) = z* + y*> — 22. Assim, os valores préprios
da matriz A sdo 1,1, —1,0. Resulta do quadro 514 que a extenséo projectiva de C
éC.

525 Seja  uma quadrica projectiva nao degenerada. Suponha que existe um
plano a que néo intersecta (). Determine a classe de isomorfismo de Q.

Resolugao Pelo quadro 522, a tnica quéddrica nao degenerada com uma seccio

plana vazia € o elipséide projectivo.

526 Classifique as quadricas projectivas X que contém a cdnica projectiva
{(z,y,2z,w) : x =0, y? + 22 = w?}

e 0s pontos

(1,1,0,0), (1, ~-1,0,0), (1,0,1,0). (12.5)

Resolugao Seja f(z,y,z,w) = ax? + by? + c2® + dw?® + 2exy + 2fzz + 2gzw +
2hyz + 2iyw + 2jzw a fungio que define a quadrica X. Temos que

f(0,wcos @, wsinf, w) = 0.
Assim,
(b+d) cos® 0+ (c+d) sin® 0 + 2hcosOsinf + 2 cosf + 25 sinf = 0.

Tomando 8 = 0,7, 7/2, —~7/2, concluimos que b+d+2i = 0, b+d — 2i = 0,
c+d+2j=0,c+d—-2j=0. Assim,b=c=—-d,i=7=0¢

f(@,y, z,w) = (ax + 2ey + 2fz + 2gw)z + d(w? — y% — 22).

Como os pontos (12.5) estaoem X, a+2e—d=a—2e—d=a+2f—d =0, logo,
d=a,e=f=0. Assim,a#0e

f(ﬂ:ay’zaw) =4a (372 = y2 - =+ w? + 22mw) :
a

Sendo A a matriz associada a f,

1-A 0 0 q/a
a-ar=| 0 T 0 ) =00 -1 - e/,
g/a 0 0 1-A
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Assim, A= -louX=1+g/aoul=1-g/a Se|g|=l|a], X ¢éuma quadrica
cilindrica. Se |g| > [a|, X é um elipséide projectivo. Se |g| < |a], X é uma

quédrica regrada.

Exercicios

527 Determine e classifique as cénicas projectivas que contém os pontos:
a) (0,0,1), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,1), (1/2,2,1).

b) {0,0,1), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,1}, (2,3,1).

c) (0,0,1), {0,1,0), (1,0,0), (1,0,1), (1,1,1).

528 i) Classifique as quédricas projectivas que contém as rectas projectivas
{{z,y,2,w) 1 2 = w =0}, {(z,y,2,w) : y = w = 0} e os pontos (0,0,1,1),
(0,0,1,-1), (0,1,0,1).
ii) Classifique as quadricas projectivas que contém os pontos da forma (z?, 2,0, )
tais que x € R e néo estdo contidas no plano {(z,y,z,w) : z = 0}.
iii) Classifique as quédricas projectivas que contém as cénicas definidas pelos
sistemas

{z2=x2+w2, o {yz = 22 4+ w?,

y=0 =0

529 Discuta o cardinal dos conjuntos que se podem obter intersectando uma
conica projectiva ndo degenerada com uma recta projectiva.

530 Classifique as quddricas projectivas que contém a cénica e a recta definidas

T =0, o =0,
y =ox?, z2=0,

discutindo o resultado obtido em fungdo do parametro .

pelos sistemas

531 Justifique as afirmagdes feitas no quadro 518.
532 Termine a demonstragiao do lema 516.
533 Termine a demonstragio do teorema 521.

534 Mostre que se uma quédrica projectiva contém trés pontos distintos de uma

recta projectiva, entao contém a recta projectiva.

535 Determine quais sdo as quadricas projectivas ndo degeneradas que contém

uma recta projectiva.




13. Variedades Abstractas



Neste capitulo introduz-se a nogao de variedade abstracta. Veremos que as su-

perficies regulares e os espagos projectivos sao exemplos de variedades abstractas.

Objectivos:

e Aprender a manipular variedades abstractas.

13.1 Conceitos Fundamentais

Seja X um conjunto. Chama-se carta de X a uma aplicacio bijectiva p: U — V,  carta

onde U € X e V é um aberto de um espago vectorial E, de dimensao finita.

Duas cartas de X, ¢ : U} — Vi e o : Uy — V5 dizem-se compativeis se:

e 0, (Ui NUs) e wa(Uy NU;) sao abertos.

e oot (U NU) — @a(Up NU,) é um difeomorfismo de classe C°.
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atlas Chama-se atlas de um conjunto X a um conjunto A de cartas de X, tal que:
o X = Ugcadomep.
e As cartas de A sdo compativeis duas a duas.

Uma carta ¢ diz-se admissivel para um atlas A, se ¢ é compativel com todas
as cartas de A. Dois atlas A e B dizem-se compativeis se toda a carta de A é

admissivel para B e toda a carta de B é admissivel para A.

536 Exemplo
i) Dadas duas cartas ¢ e 1 de um conjunto X, se domy Ndomi = (), entao ¢ e
1) sdo compativeis. Na verdade:
o (domp N domi)) = P(domp Ndomip) = (. Logo, as imagens das inter-
secgoes dos dominios sao abertos.
e poyp t =y lop =0 A aplicagio vazia é trivialmente de classe C>
em todos os pontos.

ii) Seja X um aberto de um espaco vectorial E, de dimenséo finita. Sejaix : X —
E a aplicacao inclusdo. O conjunto {iy} é um atlas de X. Em particular,

{idg} é um atlas de E.
537 Proposig¢ao Seja X um conjunto e seja A um atlas de X. O conjunto
Top(A) = {U C X : p(U) ¢ aberto para todo o ¢ € A}
¢ uma topologia de X .

Deixamos a prova desta proposigao ao cuidado do leitor.

Vamos chamar & topologia T'op(A) a topologia canénica do atlas A.

538 Proposicao Seja X um conjunto e seja A um atlas de X. Sejap : W — E
uma carta de X admissivel para A. Entdo, o dominio de 1 € um aberto e ¢ € um

homeomorfismo.

332




Demonstragao. Para toda a carta ¢ de A,
@(domyp) = p(domyp N domy)

é um aberto, pela definicao de cartas compativeis. Ficou assim provado que
domip € Top(A). Dado um aberto U de E,

e~ (U) = (o™ )(U)

¢ aberto, pois, por definicio de compatibilidade de cartas, v o 1~! é um difeo-
morfismo, como tal, em particular, ¢ um homeomorfismo. Concluimos assim que
¢~ Y(U) é aberto. Como U é um aberto arbitrario de E, 1 é continua.

Seja agora V € Top(A). Vejamos que (V) é aberto. Dado ¢ € A, (V) é
aberto, pela defini¢ao de T'op(A), e, pela definigio de compatibilidade de cartas,

o e~ (g(V)) é aberto. No entanto,

Yo(ptop(V))
(VN domep).

Yoy Hp(V))

Il

Il

Em geral, 1(V N domyp) # (V). Temos porém que

P(V) = $(VNnX)
— (VN Upeadomep)
= B(UpealV N dome))
= Ugea®(V Ndomyp)

¢ uma uniao de abertos, logo é um aberto. |

539 Exemplo Seja E um espaco vectorial de dimensao 0. Seja X um conjunto.
Dado = € X, a aplicagao
¢z :{z} = E
é uma carta de X. Dado y € X,
moep={ "G oy
Como tal, as cartas ¢, e @, sao compativeis. Vamos chamar ao conjunto {¢ :

r € X} o atlas discreto do conjunto X. A topologia canénica do atlas discreto

¢ a topologia discreta. Na verdade, {z} ¢ aberto, para todo o z € X.

540 Lema Seja X um conjunto e seja A um atlas de X. Sejam ¢ e ¢ duas

cartas admissiveis para A. Entdo, ¢ e 1 sao compativeis.

]

Demonstragao. Sejam U = domep, V = domi. Comecemos por mostrar que

@(U NV) é aberto. Seja £ : W — E uma carta de A.

333



Temos que

PUNVAWE) = (po€lof)UNV W)
= (po& ) E(U N W) N (V N We)))
= (po&™)EW N We) NEV N We))

é um aberto, pois £(U N W) e £(V N W) sdo abertos, pela definigio de compati-
bilidade de cartas, e ¢ 0 €71 é um difeomorfismo.

Finalmente,

e(VnU) = (p(VﬂUﬁUgeAWE)
= pUeca(V NU N W)
Ugea 9(V N U N W)

Il

¢ um aberto. Mostra-se de forma anéloga que ¥%(V NU) é um aberto. Vejamos
agora (e
podl BV NU) = oV N T)

¢ um difeomorfismo. Basta ver que, para todo o € € A,

@ o ywnunwe : YV NUNWe) — o(V N U N W)

é um difeomorfismo. Temos que

W°¢_1|¢(Vnunw£) = po(tlog)oy™!?
= (po&Mo(boyp™)

é uma composigéo de difeomorfismos, logo, é um difeomorfismo. |

A préxima proposigio é consequéncia imediata do lema anterior.




= s 0 - -

541 Proposicio Sejo X um conjunto e seja A um atlas de X. O conjunto A

das cartas de X admissiveis para A € um atlas de X. i

542 Nota Vamos chamar a A o atlas gerado por .A. Um atlas A de X diz-se
maximal se, dado um atlas B de X, se A C B, entao A = B. Verifica-se facilmente
que um atlas A é maximal se e s6 se toda a carta admissivel para A pertence a A.
Dado um atlas A, o atlas A é maximal. Além disso, A é o tnico atlas maximal

que contém .A.

543 Definicao Chama-se variedade a um par (X, .A), onde X é um conjunto  variedade

e A é um atlas maximal de X.

Sempre que for evidente qual é o atlas A de X que estamos a considerar, falaremos
da variedade X, omitindo .A. Falaremos também da carta ¢ da variedade X,

quando p € A.

544 Exemplo Seja E um espaco vectorial. O espago vectorial E tem uma
estrutura natural de variedade, dada pelo atlas A = {idg}. O atlas A é constituido
pelas aplicagoes ¢ : V — W, onde V é um aberto de E, W é um aberto de um

espaco vectorial F, de dimenséo finita, e ¢ : V — W é um difeomorfismo.

545 Definicao Sejam X eY duas variedades e seja f : X — Y uma aplicagdo. A
aplicacao f diz-se uma aplicagdo suave se, paratodooa € X, existe g : U — o
carta de X eexiste 10 : V — V' carta de Y, tais que a € U, f(a) e Ve

pofop lipUN (V) — V'

¢ uma aplicagao de classe C™°.

V!

335




336

A aplicagdo f diz-se um difeomorfismo se f é bijectiva e f e f~! sdo suaves.

546 Proposicao Sejam X eY duas variedades e seja f : X — Y uma aplicagao.
Sao equivalentes:
a) A aplicagio f é suave.
b) Para toda a carta ¢ de X e toda a carta ) de Y, o fop~! é uma aplicacio
de classe C*°.

Demonstragao. Resulta imediatamente da definigio de aplicacio suave que a
alinea b implica a alinea a. Provemos a outra implicagio. Seja ¢ : U — U’ uma
carta de X e seja v : V — V' uma carta de Y. Seja @’ um ponto do dominio de
Yo fop™!, ouseja, do conjunto p(U N f~1(V)). Seja a = ¢~ !(a’). Por definicio
de aplicagdo suave, existem g : Uy — Uy, carta de X, v : Vo — V{, carta de Y,
tais que a € Uy e

Yoo fopy! (13.1)

é de classe C*°. Temos que

Dom(poop™!) = @(UnUp),
Dom(¢g o f ooy ) wo(Uo N f~1(Vo)),
Dom(1 o 95 1) Yo (V N Vo),

o

Dom((3 o %5 1) (Yoo fopg')o(poop™)) =
= @(UNnUs) Ngops(eaUen f~ (Vo)) N
Npo f~ oy H(Wo(V NVG))

= eUnUn f~Y(VNW)).




Temos que

Yo foo T owntens-1(vive) = %o (¥ ovn)ofo(pgtow)op?
(Yorg')o (oo fowg')o(poop™).

Como tal, existe uma vizinhanga de a’ onde ¢po fop ™! é de classe C>. Na verdade,
vouy', Yoofopg e poop™! '
é de classe U, |

sao de classe C*°. Como a’ ¢ arbitrdrio, o fop™

547 Proposicao Sejam X, Y e Z variedades e sejam f: X =Y, g:Y — Z,

aplicacoes suaves. Entao a aplicagio go f: X — Z € suave.

Demonstragao. Seja ¢ : U — U’ uma carta de X e seja 1 : W — W' uma carta

de Z. Seja a um ponto do dominio de

pogofop™t

Seja b= f(p~'(a)). Seja & : V — V' uma carta de Y tal que b€ V.

X hig VA
. | |
—_—
g;/

a gofop O pogog™!
. _— o [

Resulta da proposicao anterior que £ o fo @™ e 1hogo ¢! sdo de classe C™.

Como a pertence ao dominio de

(Wogot™)o(fofoyp™) (13.2)

 J

1

e (13.2) é uma restrigao de o go fop™!, esta tltima fungio é de classe C*° numa

vizinhanca de a. Como a é arbitrario, o go fo ™! é de classe C*°. |
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548 Defini¢do Seja X uma variedade. Dado a € X, diz-se que a variedade X
tem dimensao n no ponto a, se existe uma carta de X, ¢ : U — R”, tal que
a € U. Diz-se que a variedade X tem dimensio n se tem dimensao n em todos os

seus pontos.

549 Proposicao Se uma variedade X tem dimensio n no ponto a e tem di-

mensao m no ponto a, entao m = n.

Demonstragao. Sejam ¢ : U — R" e ¢ : V — R™ duas cartas de X tais que
a € UnV. Temos que

E=Yop 1 p(UNV) - HUNY)
é um difeomorfismo. Assim,
Dg(p(a)) : R — R™

¢ uma aplicagdo linear bijectiva. Como tal, os espacos vectoriais R™ e R™ tém a

mesma dimensao. Logo, m = n. 1

550 Exemplo Se tirarmos um ponto ao plano projectivo P2, obtemos uma fita
de Mebius.

Vamos apresentar uma justificagio mais ou menos intuitiva. Deixamos ao leitor
interessado a tarefa de construir um difeomorfismo entre a superficie regular in-
troduzida no exemplo 369 e P2\ {[e3], }, onde o denota a relagio de equivaléncia
introduzida na secgao 11.2. Cada ponto de P2\ {[es],} pode ser representado por
um ponto de S? \ {e3, —es}. Podemos supor que esse ponto tem segunda coorde-
nada nao negativa. Assim, cada ponto de P%\ {[es],} pode ser representado por

um ponto da meia bola de futebol
B'={(z,y,2): 8 +y° +2* =1, y>0, z #£1,-1}.

Podemos espalmar a meia bola de futebol, obtendo um disco a que foram retirados
dois pontos:
D ={(z,z):2?+2°<1, z#1,-1}.

Cada ponto do plano projectivo que é representado por um ponto da fronteira de

D’ pertencente a D', é também representado por outro ponto da fronteira de D',



0 seu simétrico em relagio ao centro de D’. Vamos esticar D', transformando-o

no quadrado
Q ={(z,2):-1<z<1, -1<z<1},

A aplicagio € : D' — @' definida por

o= ()

¢ um homeomorfismo. Note-se que

:1:2+22§1 = I2S1—Z2

Vamos, assim, representar os pontos do plano projectivo por pontos de Q. Cada
ponto do plano projectivo que é representado por um ponto da fronteira de Q'

pertencente a @', é também representado por outro ponto da fronteira de Q'

D o

Se colarmos o bordo direito de @’ com o seu bordo esquerdo, de forma a sobrepor
pontos que definem o mesmo ponto do espago projectivo, obtemos uma fita de
Meebius.

Poderiamos construir um modelo do plano projectivo da forma que a seguir des-
crevemos.

Consideremos uma folha de papel de vértices A, B,C e D.

D C

A B

Vamos identificar o segmento AD com o segmento CB, obtendo uma fita de
Meebius. A unido dos segmentos AB e DC constitui agora um circulo. Iden-
tificando todos os pontos do circulo, obtemos um modelo do plano projectivo. O
ponto que se obtém quando se identificam todos os pontos do circulo é a classe
le3],. O leitor verificard, sem grande dificuldade, que nio consegue efectuar esta
fltima operacio, mesmo «ue substitua a folha de papel por um material mais
elastico. Na verdade, nio existe nenhuma superficie de R* difeomorfa ao plano

projectivo.
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Exercicios resolvidos

1

Seja X um conjunto e seja ¥ um subconjunto de X. Uma carta de X,p:U—E

diz-se adaptada a Y se existe um subespaco vectorial F de E tal que

@e(UNY) = o(U)NF. (13.3)

X
E
w(U)
@
-'/—\F

551 Mostre que

i) A aplicagao ¢|yny : UNY — F é uma carta de Y. Vamos denotd-la por @y .
ii) Sep: U —E et:V — E"” sio duas cartas de X adaptadas a 'Y e p e ) sdo

compativeis, entdo @y e Yy sio compativeis.

Resolugao. i) Resulta de (13.3) e da defini¢do de topologia induzida que ply(UN
Y') é um aberto de F.

ii) Resulta da definigio de carta adaptada que existem subespacos vectoriais F’ de
E' e F” de E", tais que o(UNY) = p(U)NF', %(VNY) = (V) NF". Temos

que

py((UnY)n(VnY))

e(UnY)nV)
= oUnY)ngV)
= (pU)NF)np(V)
= pUNV)NF.

Como ¢ e 3 sio compativeis, resulta da definigio de topologia induzida que
ey(UNY)n(VNY)) éum aberto de F/. De forma ansloga se mostra que
Yy((UNY)N(VNY)) é um aberto de F”.
Ainclusdo i: (UNV)NF' — o(UNV) é uma aplicagio de classe C°°, pois é a
restri¢ao de uma aplicagio linear, a inclusao de F/ em E’. Resulta da compatibil-
idade de v e que

Yop loi:UNV)NF — E" (13.4)
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¢ composigio de aplicagdes de classe C*°, logo, é uma aplicacio de classe C®.
Como a imagem de (13.4) esta contida em F',

Py o t,’);,l =top loi
é uma aplicacao de classe €%, definida num aberto de E’, com valores num aberto

de E"”. Mostra-se de forma andloga que gy o u');l é de classe C'™°.

552 Sejam X; e X5 conjuntos e sejam E; e E; espagos vectoriais de dimensao
finita. Sejam ¢, : Uy — E; e 1y : V] — E; duas cartas de X, compativeis. Sejam

wo 1 Up — Ey e g : Vo — Eg duas cartas compativeis de X,. Mostre que

@ = @1 xp2:U; x Uz — Ep X By,
{0 P Xyt Vi x Vo — Ey x By

Il

sao cartas compativeis de X; x Xo.

Resolugao. Temos que

p(Ur x Uz)n (Vi x V2)) = ¢((UrnV1) x (U2 N V2))
= p(U1nW) X @2(Uz NV2)

é um produto de abertos, logo, é um aberto de E; x E,. De forma andloga se

mostra que ¥{((Uy x Uz) N (Vq x V2)) é um aberto de E; x E;. Temos que

plop = (Y1 x2) o (1 X p2)
= (W' x93')o (1 x @a)
= (Prlowr) x (W3 o).

Como 1,01_1 o e 1,1)2_1 o g9 sdo de classe C°°, também 1 ~! o  é de classe C*°. De

forma andloga se mostra que ¢! o 1) é de classe C.

553 Seja X uma variedade e seja E um espaco vectorial de dimensao finita.

i) Seja f : X — E uma aplicagdo. Mostre que as afirmagdes sequintes sao equi-
valentes.

a) A aplicagio f ¢ suave.

b) Para todo o a € X, existe uma carta de X, v : U — U’, tal quea € U e foyp™!
€ de classe C°°.

c) Para toda a carta ¢ de X, fop™" é de classe C™.

ii) Seja W um aberto de E e seja g : W — X uma aplicagdo. Mostre que as
afirmacgdes sequintes sao equivalentes.

a) A aplicagio g € suave.

b) Para todo 0 a € W, e:.cz':ste uma carta de X, 1 : U — U’, tal que g(a) € U e

Wwogq éde classe C™.
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¢) Para toda a carta p de X, pog € de classe C™.

iii) Sejam E e F espagos vectoriais, W um aberto de E e h : W — F uma
aplicagdo. Mostre que as afirmagées sequintes sao equivalentes.

a) A aplicagdo h é suave.

b) A aplicagdo h € de classe C™.

Resolugao. A aplicagio f é suave se e s6 se para todo o a € X, existe uma carta
Y :U - U' de X euma carta £ : V — V' de E tais que a € U, f(a) € V e
£ofoyp~t é de classe C*. Podemos tomar § = idp. Ficou assim mostrado que as
afirmacoes das alineas a e b sido equivalentes. A equivaléncia entre as afirmagoes
das alineas b e ¢ resulta da proposicao 546.

As provas de ii) e iii) sao semelhantes & prova que acabdmos de esbogar, pelo que

as deixamos ao cuidado do leitor.

554 Sejam X wma variedade, U um aberto de X e V um aberto de um espago
vectorial de dimensdo finita E. Mostre que uma aplicagao ¢ : U — V' é uma carta

de X se e 50 se é um difeomorfismo.

Resolugdo. Suponhamos que  é uma carta de X. Sabemos pela proposigio 538

1 530 suaves.

que ¢ é um homeomorfismo. Vejamos que @ e ¢~
Resulta imediatamente da defini¢io de carta que, para toda a carta 1 de X, potp1
e p~ ! o1) sdo aplicagdes de classe C*°. Como tal, resulta do exercicio anterior que
pep!
Suponhamos agora que ¢ é um difeomorfismo. Em particular, ¢ é bijectiva. Seja
¥ : V — V' uma carta de X. Entdo V NU é um aberto de X. Como, em

particular, ¢ e 1) sio homeomorfismos, p(V NU) e 1(V NU) sao abertos. Resulta

S&0 suaves.

da implicacdo ja provada que ¢ ¢ um difeomorfismo. Como tal, ¢ o P ey lop
sao difeomorfismos. Resulta da alinea iii) do exercicio anterior que ¢ o Pt e
=1 o sdo de classe C°.

555 Exercicio Mostre que:
a) As cartas (11.3) do espago projectivo P™ formam um atlas.

b) Uma superficie regular tem uma estrutura natural de variedade de dimensao
2.

¢) As nogoes de aplicagio suave introduzidas nas defini¢des 330 e 334 sao casos
particulares da defini¢io de aplicagdo suave entre variedades, introduzida

neste capitulo.
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556 Exercicio
a) Justifique as afirmacoes da nota 542.

b) Justifique as afirmagdes do exemplo 544.

¢) Termine a resolugio do exercicio 553.
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13.2 Subvariedades e Variedades Produto

557 Definigdo Seja X uma variedade. Um subconjunto ¥ de X diz-se uma
subvariedade de X no ponto a € Y, se existem espagos vectoriais E e F e existe
uma carta ¢ de X adaptada a Y tal que a pertence ao dominio de . Diz-se que
Y é uma subvariedade de X, se Y é uma subvariedade de X em todos os pontos
deY.

558 Exemplo i) Um aberto Z de uma variedade X ¢ uma subvariedade de X.
Fixemos a € Z. Seja ¢ : Uy — E uma carta de X tal que a € Up. Sejam
U=UynZey:U — E arestrigio de ¢ a U. A aplicagio ) ¢ uma carta de X
adaptada a Z pois

$(U N 2Z) = $(U) = Y(U) NE.

ii) Um subespago afimY de um espago vectorial E é uma subvariedade de E.
Existe um subespago vectorial F de E e existe a € Y tais que Y = a + F. Seja
U = E. Seja ¢ : U — E a translagio definida por ¢(z) = z — a. Temos que
e(UNY) = p(Y) =F. Como tal, p é uma carta de E adaptada a Y.

iii) " ¢ uma subvariedade de R™*'.

Vamos tomar um ponto a € S™ com tltima coordenada positiva. Sejam

U = {zeR"!:xz,41 >0},
n

V = {yeR’l+1:yn+1—ny+l>O},
i=1

E = {reR":z,4, =0}

Sejam ¢ : R**! — R, ¢ : V — R"*!, definidas por

(10(33) (221,...,.’,[,'.,“.'1?'1)—1),

mn
Yiyeoo Yno g | Untt — D7+ 1
i=1

¥(y)

Il

Temos que ¢(U) =V, ¥(V) =U, ¢ é a inversa de ply e
p(S"NU)=EnV.

Concluimos que:
e A aplicagio ¢ é um difeomorfismo, logo, ¢ uma carta de R"1,

e S" é uma subvariedade de R"*! em todos os pontos com iltima coordenada
positiva. Podemos mostrar de forma andloga que S™ é uma subvariedade de
R"*! em todos os pontos com i-ésima coordenada positiva. Uma pequena
variante da prova permite mostrar que S™ é uma subvariedade de R**! em
todos os pontos com i-ésima coordenada negativa. Um ponto de S™ tem

sempre alguma coordenada néo nula.
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Vamos apresentar agora uma nova prova, independente da escolha de um

sistema de coordenadas, de que S™ é uma subvariedade de R"*!.

iv) Dado u € S", tomemos E = (u)*. Existem vectores fi,...,f, € E tais
que (f1,..., fn,u) é uma base ortonormada de R"!. Seja V o aberto de R"+!

definido na alinea iii e seja
U={zeR" :2.u>0}
Sejam g : R**! — R"*! e )y : V — R"*! definidas por

‘PU(I) = (.’D'fl,...,l"fn,x'l'—l)

n
Yo(yi, .. Ynt1) = yufi+- +ynfa+ yn+1—Zy§+1u_

i=1
Temos que po(U) =V, 1 é a inversa de @g|y, woly é uma carta de R**! e
wo(S"NU)=VNE. (13.5)
Ficou assim provado que S™ é uma subvariedade de R"*! no ponto u.

559 Proposigao i) O conjunto das restricoes a'Y das cartas de X adaptadas a
Y € um atlas de Y.

ii) A topologia candnica da variedade Y € a topologia induzida em 'Y pela topologia
d(ﬂ /Y.

Demonstragao. A alinea i é consequéncia imediata do exercicio 551. Deixamos

ao cuidado do leitor a prova da alinea ii. 1

560 Proposicao Seja U um aberto de R™ e sejam f1,...,fr : U — R funcdes

(%)

tem caracteristica k, para todo o a € U. Entao

de classe C™° tais que a matriz

Y={zeU: filz)=0,i=1,...,k}
¢ uma subvariedade de R™.
Demonstragao. Fixemos a € U. Os vectores

_{08f: df;
o; = (8$1(a)’ oy B (a))

i = 1,...,k, sdo linearmente independentes. Existem vectores op4q,...,0, tais

que (o1,...,0,) ¢ uma base de R™. Sendo (ej,...,e,) a base candnica de R”,

existem niimeros reais a;;, k+1<1<n, 1<j <mn, tais que

n
0'1;:2(11'3;63‘, E+1<i<n.
Jj=1
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Sejam

mn
fi=zaij$js k+1<i<n
j=1

Temos que

(@1 oo @) = k#1<isn

6.’121 o ?)a:,,

Concluimos que a matriz

@ - 3
Safa) -+ 32(a)

é invertivel. Seja F : U — R™ definida por F(z) = (Ful@)ss o s Jnl@)): Pelo

Teorema da Funcio Inversa, existe V, vizinhanga aberta de a, tal que
Fly : V — F(V)

é um difeomorfismo. Seja ¢ = F|y. A aplicagdo ¢ é uma carta de R" adaptada

a Y. Na verdade, sendo E = (ex41,...,€n), tem-se que
PVNY)=g(V)NE. |

561 Exemplo Vamos mostrar, uma vez mais, que S™ ¢ uma subvariedade de
R, Seja f : R™! — R definida por f(z1,...,Zn41) = 2+ + s 8
Temos que

§" = {z e R*!: f(z) = 0}.

Além disso, se a = (ay,...,an41) € S™,
af of
21 a)... e~ (a)| =[2a1 ... 2an41] #0.

Como tal, pela proposi¢ao anterior, S™ é uma subvariedade de R™*1.

Exercicios

562 Mostre que:

a) Um subespago projectivo de um espago projectivo é uma subvariedade desse

espago projectivo.
b) Uma superficie regular ¢ uma subvariedade de R?, de dimenséo 2.
563 Mostre que:
a) O cilindro {(z,y,z) € R® : 2 + y* = 1} e a variedade produto R x St sio

difeomorfos.
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b) A superficie de revolugdo associada a uma curva v : I — R3 ¢ difeomorfa a
I'w.88,

c) O toro é difeomorfo & variedade produto S! x S!.

564 a) Determine quais sdo as conicas projectivas que sio subvariedades de P2.

b) Determine quais sio as quadricas projectivas que sao subvariedades de P3.

565 Seja ¢ : P! — P? definida por (z,y) — (22, zy,y?). Mostre que a aplicacio

 é suave e injectiva.

566 A aplicacao v : P'xP! — P3| definida por ((z, ), (z,w)) — (zz, 2w, y2, yw)

diz-se a imersio de Veronese. Mostre que a aplicagdo 1 é suave e injectiva.
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Conclusao

E sabido que “geo-metria” significa em grego “medida da terra”. Ao que parece,
0s egipcios comegaram a interessar-se pela geometria devido & necessidade de, ano
apds ano, reconstruirem as divisoes entre os terrenos de cultivo, apds cada cheia
do Nilo.
O problema de determinar a forma da Terra ocupou a mente dos homens cultos
desde tempos imemoriais. Talvez a Terra fosse plana, mas, nesse caso, estender-
se-ia até ao infinito ou terminaria abruptamente num precipicio. A ideia duma
superficie terrestre estendendo-se até ao infinito era dificil de aceitar. Por outro
lado, se a Terra terminasse num precipicio, o que ficaria por baixo? Este pro-
blema resolveu-se quando se chegou & conclusao de que a Terra tinha a forma de
uma esfera. Houve, porém, que substituir a ideia de existéncia de uma direcgao
privilegiada, a direc¢ao cima-baixo, pela ideia de existéncia de uma forga central,
a gravitacdo, que garantia que quem estava na “parte de baixo” da esfera nao
cala (ou melhor, uma for¢a que mostrava que nao fazia sentido falar na “parte de
baixo” da esfera).
Outro problema que preocupa a humanidade desde tempos imemoriais é o pro-
blema do movimento dos planetas. Quais s@o as curvas que descrevem? Comegou-
se por pensar em circulos. Sabemos desde Kepler que num sistema solar formado
por uma estrela e um planeta, o planeta se move ao longo de uma elipse, estando
a estrela num dos focos da mesma. A existéncia de mais planetas provoca in-
terferéncias que complicam a forma das érbitas. No entanto, a elipse continua a
fornecer uma boa aproximagao.
Com a invengao do telescopio descobriu-se que as estrelas nao sao pontos no fir-
mamento, e ainda que o Sol é apenas mais uma estrela, de grandeza média. Até
essa altura podia-se dizer que o modelo do universo era uma esfera de raio muito
grande, centrada na Terra ou no Sol. Havia agora que considerar outro modelo.
Se houvesse um centro privilegiado no universo, poder-se-ia tomar para modelo
deste um espago vectorial de dimensao trés. Nao havendo centro privilegiado, seria
mais natural tomar para modelo um espago afim de dimensao trés. No entanto,
nio é esse o Unico modelo possivel para o universo, nem talvez o mais plausivel.
Encontramo-nos agora perante um novo e excitante desafio intelectual: qual serd a
forma do universo? Nao podemos pensar no universo como sendo um subconjunto
de um espaco afim, diferente desse espago afim. Nesse caso, estariamos a colocar o
universo dentro de outra “coisa”. Ora essa “coisa” tem de ser parte do universo. A
no¢ao de variedade permite-nos pela primeira vez construir um objecto geométrico
que nao é um subconjunto de algo maior. A nogdo de variedade surge-nos como
um instrumento fundamental para podermos discutir as possiveis formas do uni-
: :
verso. Mais precisamente, podemos considerar o seguinte problema: classificar

todas as variedades de dimensdo trés, a menos de isomorfismo (tal como clas-




sificAmos as quddricas e as conicas). Obteriamos desta maneira todas as possiveis
formas do universo. Este problema é infinitamente mais dificil. T'ém-se conseguido
progressos extremamente importantes no sentido da sua resolugdo. No entanto,
um grande caminho estd ainda por percorrer.

A nossa intuigio geométrica é um instrumento muito pouco eficiente quando se
procuram compreender os fenémenos subatémicos. E necessario desenvolver uma
nova geometria, radicalmente diferente de tudo o que foi feito até agora. Este é
um dominio onde sé agora foram dados os primeiros passos.

A Geometria continua a ser um dominio onde o niimero de respostas é ainda muito

pequeno quando comparado com o nimero de questoes ainda por responder.
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Conforme se vao estudando assuntos matemdticos mais profundos, os problemas
de notagao vao-se tornando mais complexos. Um dos problemas de notagio mais
habitual é a falta de simbolos. Convém que, tanto quanto possivel, o mesmo
tipo de simbolo seja usado sempre para o mesmo tipo de objecto matemaitico.
Torna-se assim mais facil reconhecer e manipular férmulas. Assim, é costume
utilisar as letras a, b, ¢ para ntimeros reais, d para derivagio, f, g, h para fungoes,
i,j,k,l,m,n,p,q,r para indices, u,v,w para vectores, t,s,z,y,z para variaveis,
A, B, C para matrizes, E, F, G para espagos vectoriais, I, J, K para conjuntos de
mdices, etc. Ficaram ainda de fora muitos dos objectos matemaéticos utilizados
neste livro. Néo é portanto por snobismo que é habitual utilizar letras gregas.
Porém, estas s podem ser usadas com vantagem se o leitor as reconhecer e as
souber ler. Nao é boa ideia pensar na expressao

t2+ X

£(t) = 5

como aquela letra parecida com um rabinho de porco de t igual a t ao quadrado
mais lambda (ou serd beta?) sobre 2.Por outro lado é muito importante que o
leitor se sinta confortdvel a utilizar estas letras nos seus cédlculos. No ensino pres-
encial o professor 1é repetidamente as letras no quadro. No ensino & distancia é
fundamental que o leitor faga um esfor¢o no sentido de memorizar os nomes das
letras e de aprender a desenhé-las. E com esse objectivo que incluimos a tabela

seguinte.
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