UNIVERSIDADE ABERTA

AbBERTA

A Légica Matematica nos Curricula
do

Ensino Secundario em Portugal

Luis Manuel Goulart Valentim

Mestrado em Matematica para Professores

2020






UNIVERSIDADE ABERTA

AbBERTA

A Ldgica Matematica nos Curricula
do

Ensino Secundario em Portugal

Luis Manuel Goulart Valentim

Mestrado em Matematica para Professores

Dissertacao orientada pelas Professoras Doutoras
Patricia da Conceicao Martins Engracia
Gilda Maria Saraiva Dias Ferreira

2020






Resumo

Nesta dissertacao far-se-a uma visita as reformas dos curriculos de Matematica a partir das
reformas do ensino que ocorreram na segunda metade do sec. XX e XXI no sentido de
tentar perceber o papel que foi dado a Légica Matematica nessa evolugao. Serd também
dada atencdo a influéncias externas determinantes nesse processo. De passagem debrucar-
nos-emos sobre o alargamento da escolaridade obrigatéria e sobre a tentativa de aboli¢cdo
de uma escola elitista. Os principais vultos das reformas que promoveram e acreditaram
nos beneficios da lecionacdo de Logica Matematica serdo mais detalhadamente abordados.
Também se fard uma cuidadosa analise das posi¢cdes contrarias, nomeadamente daqueles
gue, em varias épocas, mais criticaram o que achavam ser excesso de formalismo,
raciocinio dedutivo e abordagens carregadas de teoremas e axiomas. Abordaremos muito
resumidamente o nascimento da associacdo profissional de professores no ultimo quartel
do sec. XX e com mais detalhe a influéncia que este movimento associativo teve na
definicdo de politicas educativas. Posteriormente far-se-4 uma abordagem a aspetos
cientificos da Logica restringindo esta abordagem a Ldgica de Proposicdes e a Légica de

Predicados.






Abstract

In this dissertation will be made a visit to the reforms of the Mathematics curriculum from
the reforms of education that occurred in the second half of the sec. XX and XXI to try to
understand the role that was given to mathematical logic in this evolution. Attention will
also be given to determining external influences in this process. In passing, some attention
will be given to the extension of compulsory education and the attempt to abolish an elitist
school. The main figures of the reforms that promoted and believed in the benefits of
teaching mathematical logic will be discussed in more detail. Careful analysis will also be
made of the opposing positions, notably those that at various times have criticized what
they thought were excessive formalism, deductive reasoning, and approaches laden with
theorems and axioms. We will very briefly address the birth of the professional association
of teachers in the last quarter of sec. XX and in more detail the influence that this
associative movement had on the definition of educational policies. Subsequently an
approach will be made to scientific aspects of Logic restricting it to the Logic of Propositions

and the Logic of Predicates
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1. Introducgao

A presente dissertagdo pretende ser uma abordagem da presenca, por vezes auséncia, da
Légica Matematica nos curriculos do Ensino Secunddrio em Portugal. Neste ambito serd
abordada a sua relevancia no atual curriculo e analisaremos se esta presente de uma forma
estavel, bem alicergada como um tema estruturante do ensino da Matematica ou se ganha
e perde espago nas sucessivas revisdes curriculares. Veremos como ocorreu a sua inser¢ao
na segunda metade do sec. XX por influéncia de programas promovidos pela OCDE e a
influéncia e entusiasmo do Professor José Sebastido e Silva nesse processo, na medida em
gue era um defensor dos beneficios da légica na formacao do raciocinio matematico dos
alunos. Veremos como o Movimento da Matematica Moderna (MMM) esteve presente
nesta fase e influenciou a inclusdo da Ldégica Matematica nos curriculos e nos manuais
preparados por José Sebastido e Silva ou por colaboradores que adaptaram os seus
compéndios originais. Daremos especial atencdo a oposicdo de certas correntes de
pensamento que criticaram severamente os resultados insatisfatorios obtidos pelos
estudantes de muitos paises no seguimento da adoc¢dao dos curriculos baseados nas
propostas estruturadas pela Matematica Moderna. As maiores criticas a nivel internacional
datam de meados dos anos 70. Na verdade a primeira metade dos anos 70 sdo 0s anos em
gue as criticas se estendem a um grande numero de paises e 1973 é o ano da publicacado
do famoso livro de Morris Kline “Why Johnny Can't Add: The Failure of the New Math”
embora a sua conferéncia “Pea Soup, Tripe and Mathematics” tenha ocorrido em 1955. A
gueda de prestigio do MMM também se fez notar em Portugal e as novas correntes criticas
e reivindicadoras de mudancas, gradualmente estenderam a sua influéncia a nivel interno.
No entanto em Portugal as criticas estdo diferidas de quase uma década e aimplementacao
dos programas pds MMM cerca de 15 anos. Analisaremos mais superficialmente os
curriculos e as épocas em que a Légica Matematica praticamente saiu do curriculo.
Analisaremos com mais detalhe o posicionamento, até a primeira metade do séc. XX, de
correntes de pensamento matematico que influenciaram os movimentos de renovagdo
curricular e que, pela sua influéncia e por vezes posicionamentos conflituantes, tanto

contribuiram para a introdu¢ao da Ldgica nos curriculos do ensino médio como



inversamente para a sua exclusao. Finalmente abordaremos a fundamentacgao tedrica da

Légica proposicional e de predicados.

Procuraremos ao longo deste trabalho enquadrar o caso portugués dentro dos
desenvolvimentos internacionais e documentar algumas das influéncias internas mais
importantes. Para isso recorreremos a alguns dos autores que mais publicaram e também
aos que participaram de forma mais relevante nas reformas em Portugal. Alguns destes
autores estiveram envolvidos, ao mais alto nivel, nas estruturas nomeadas pelo Ministério
da Educagao de diversos Governos. A abundancia de trabalhos académicos em lingua
portuguesa e a cooperagao com outros paises latinos, como por exemplo a ocorréncia de
congressos ibero-americanos sobre histéria do ensino de matematica com atas publicadas,
permite por vezes documentar algumas incidéncias destes movimentos no Brasil e noutros

paises e estabelecer paralelismos com o que se passou internamente.

Nesta procura de enquadramento do caso portugués tentaremos também referir alguns
aspetos mais especificos e que foram analisados somente por alguns investigadores que os
estudaram mais detalhadamente. Neste sentido procuraremos ndo aceitar ideias
preconcebidas sobre os curriculos em particular, e sobre o ensino em geral. Como exemplo
destas ideias que se espalharam como verdades insofismaveis, referimos a aceitagao da
ideia que existiu uma notavel e generalizada competéncia em aritmética por parte de
geracgOes, ensinadas por métodos tradicionais, em contraste com a incapacidade das que
foram sujeitas @ modernizacdo do ensino. Essa competéncia ndo era de facto tdo
generalizada como se pensa, ndo obstante ser factual a exceléncia de alguns membros das
elites, ndo necessariamente econdmicas, dessas geracdes. Existem estudos que mostram
que as capacidades mais trabalhadas no ensino tradicional da 12 metade do sec. XX
estavam muito mal apreendidas pela generalidade dos alunos. Jodo Pedro da Ponte na sua
conferéncia de 2003, intitulada “Ensino da Matemdtica em Portugal: Uma Prioridade

Educativa?” refere um estudo de 1947 em que se da nota do seguinte resultado:

” Por exemplo, Maria Teodora Alves (1947), publicou na Gazeta de Matemdtica um estudo sobre
a competéncia em cdlculo numérico dos alunos do 2.2 ano do liceu (actual 6.2 ano de
escolaridade). O estudo teve por base um teste com 50 questdes distribuidas por 9 grupos. Por
exemplo, duas das questdes eram: (9) 2 -3 -4+ 7 e (10) 9—2 + 5—4. No conjunto destas duas
questdes, que ndo se podem considerar especialmente dificeis, as respostas erradas foram de
76,75%.”

(Ponte, 2003)



Podemos ainda detalhar um pouco o mais o contexto deste mau resultado e verificar até
que ponto era insatisfatério: Em 1947 0 52 e 62 ano de escolaridades ndo eram obrigatdrios
e o abandono escolar no ensino primdrio era um grave problema em paralelo com a
exploragdo do trabalho infantil pelo que o analfabetismo era elevadissimo. Imagine-se que
estes resultados incidiam sobre toda a populacdo e ndo somente sobre a minoria que
seguiu estudos liceais. Que percentagens de sucesso resultariam? Somente um decreto de
maio de 1960 estabelece a 42 classe como ensino obrigatério. Anteriormente a
escolaridade obrigatdria restringia-se a 32 classe e havia a necessidade de prestar provas
para aceder ao ano seguinte. No inicio do séc. XX o analfabetismo era de cerca de 80%* e
em 1950 somente 6.3%? das criancas com idade compreendida entre 10 e 11 anos
possuiam a instrucao primaria obrigatéria. No entanto é inegavel que os que tinham bom
aproveitamento escolar, conheciam bem os algoritmos de célculo aritmético e sabiam de

cor a tabuada até porque de outra maneira ndo passariam o exame da 42 classe.

Sobre ideias, também largamente difundidas, a respeito do persistente insucesso, e por
vezes até retrocesso, devido a erros sistematicos na concecdo dos programas e sua
implementacao, Ponte toma uma posicdo menos drastica e refere que o MMM deixou algo
de positivo na renovacao de temas, atualizacdo de conceitos, uma mais correta interligacao
das ideias matematicas, mas refere que a melhoria das aprendizagens a entrada da

universidade ndo foi conseguida. (Ponte, 2003, pp. 29-30)

Ao longo deste trabalho analisaremos as criticas aos diferentes curriculos contextualizados
nas épocas em que foram implementados e como foram posteriormente abandonados e
substituidos por novos paradigmas. Daremos especial atencdo ao MMM e posteriormente
ao movimento de reforma que dai resultou e que deu origem aos programas da década de
90 em Portugal. As criticas ao MMM e as varias concretizagcGes curriculares que ocorreram
nos diversos paises bem como a insatisfacdo com os resultados obtidos a varios niveis, para

Ia dos resultados em provas de acesso a universidade, que internacionalmente ocorreram

1 PORTUGAL, Ministério dos Negdcios da Fazenda (1905). Censo da popula¢io do Reino de Portugal, no 1.2
de Dezembro de 1900. (Vol. I). Lisboa: Imprensa Nacional.

2 PORTUGAL, Instituto Nacional de Estatistica (1952). IX Recenseamento geral da populacido no Continente e
Ilhas Adjacentes em 15 de Dezembro de 1950. (Tomo ll). Lisboa: Tipografia Portuguesa.



a partir de meados dos anos 70, tiveram uma influéncia enorme na reformulacdo dos
curriculos em todos os paises que tinham aderido ao movimento e, a partir dos anos 90,
essa reformulagdo também ocorreu internamente. Para 1a da alegada insuficiente
preparagao dos jovens com vista ao prosseguimento de estudos, outras criticas ocorreram
sobre a inadequacdo desses curriculos para o cidaddo comum e para a superacao das
dificuldades que a vida quotidiana coloca a todos. A mais emblematica destas criticas
refere-se a ideia que se espalhou, praticamente por todo o lado, que os jovens jad ndo eram
competentes em aritmética. Alegadamente teriam sido levados, desde tenra idade, a focar-
se em propriedades das opera¢les enquanto estruturas algébricas e na tentativa de
aprender a reconhecé-las, enuncia-las e se possivel discorrer sobre as mesmas, perdendo
tempo que antes era aproveitado proficuamente para o treino e obtenc¢do de destreza na
sua execucdo. Ainda neste contexto criticava-se a abordagem exageradamente formalista
que ndo levava em conta o facto da esmagadora maioria dessas propriedades
generalizadas do calculo aritmético se tornarem evidentes para quem treinava o calculo
aritmético e o executava eficientemente. A existéncia de elemento neutro numa dada
operacao aritmética ou o facto de uma dada operacdo ser ou ndo comutativa é trivial para
guem domina o calculo aritmético. Nao é por acaso que a obra critica mais conhecida e
amplamente citada, sobre este assunto, seja o livro intitulado “Why Johnny Can't Add: The
Failure of the New Math, de Morris Kline, embora esta obra ndo se restrinja a analisar o

problema do ensino da aritmética mais elementar.

Em Portugal também se deu conta de resultados insatisfatérios perante os curriculos
inspirados no MMM. A necessidade de reformas e reavaliacdo das op¢des tomadas é
sentida praticamente por todos. Ponte dd nota deste periodo e da preparagdo dessa
reforma:

“Os maus resultados dos alunos continuavam, bem como a insatisfagdo dos matematicos. Esta
situacdo levou a Sociedade Portuguesa de Matemadtica a empreender numerosos debates onde
se pedia a revisdo dos programas (SPM, 1982).

Mas o momento mais significativo de reflexdo em matéria curricular foi o Seminario de Vila
Nova de Milfontes de 1988, organizado pela APM, onde participaram cerca de duas dezenas de
professores, matematicos e educadores matematicos. Neste seminario destaca-se a influéncia
das novas correntes sobre o curriculo e o ensino que se tinham vindo a desenvolver
internacionalmente, em especial as Normas do NCTM (1991), que ja existiam em versdo



preliminar, bem como o livro a Experiéncia matemdtica de Philip Davis e Reuben Hersh
(1995)3.”
(Ponte, O Ensino da Matematica em Portugal: Uma Prioridade Educativa?, 2003)

Veremos a importancia destes professores, ligados ao aparecimento da APM, nos anos
seguintes e até aos dias de hoje. De facto, somente a reforma promovida por Nuno Crato
se interp6s no caminho desta corrente que, diga-se de passagem, regressou em forca e
como veremos, em grande parte pelas mesmas vozes, prepara ja o caminho, parcialmente

ja percorrido, para a abolicdo do programa de 2014.

Ao longo deste estudo abordaremos a reforma implementada por Nuno Crato. Veremos a
importancia que essa reforma teve no reforco da Ldgica Matematica, do raciocinio
dedutivo e da necessidade de validar os conhecimentos através das demonstragdes. As
conjeturas e o raciocinio indutivo ndo bastam e podem conduzir a erros. A oposicao desta
corrente aos pressupostos ideoldgicos dos programas dos anos 90 e seguintes, interligada
com alguma animosidade entre APM e SPM, onde também tem havido um
entrincheiramento politico-partiddrio vao moldar o ambiente em que se tem vivido as

reformas implementadas no sec. XXI em Portugal.
Daremos conta da abordagem matematica da ldgica e dos principais vultos desse processo.
Veremos a importancia de Boole, Frege, Russel, Hilbert entre outros.

Finalmente abordaremos os fundamentos tedricos da Légica matematica. Abordaremos a

Légica de Proposicdes e a Légica de Predicados.

3 A edicdo original é de 1980



2. A Logica Matematica no atual curriculo

A Légica Matematica tal como estd atualmente inserida no ensino secundario resulta da
revisao curricular iniciada em 2011 e para a qual foi preparado o Programa de Matematica
A para o Ensino Secundario que comecgou a ser aplicado no 102 ano do ano letivo de
2015/2016 de acordo com o calendario de aplicagdo previsto no Despacho n.2 15971/2012,
de 14 de dezembro. O novo programa foi estendido aos 112 e 122 anos nos dois anos
letivos seguintes. O programa foi homologado pelo Despacho n.2 868-B/2014 de 20 de
janeiro. Este programa mantém-se, por enquanto em vigor* como documento curricular
de referéncia, ao abrigo do Decreto-Lei n.2 55/2018 de 6 de julho. Este decreto define como
seu ambito de competéncia o curriculo do ensino basico e secundario:

“Artigo 1.2 - Objeto
O presente decreto-lei estabelece o curriculo dos ensinos basico e secundério, os principios
orientadores da sua concegdo, operacionalizacdo e avaliacdo das aprendizagens, de modo a
garantir que todos os alunos adquiram os conhecimentos e desenvolvam as capacidades e
atitudes que contribuem para alcangar as competéncias previstas no Perfil dos Alunos a Saida
da Escolaridade Obrigatdria.”

No seu artigo 39, referente a definicbes da terminologia usadas na sua redacao, este
decreto-lei, apresenta na alinea d), a seguinte definicdo para “Documentos curriculares”:

“d) «Documentos curriculares», o conjunto de documentos em que estdo expressos o0s
conhecimentos a adquirir, as capacidades e atitudes a desenvolver pelos alunos, designadamente
0s programas, metas, orientacdes, perfis profissionais e referenciais do Catdlogo Nacional de
Qualificagées (CNQ), bem como as Aprendizagens Essenciais de cada componente de curriculo,
drea disciplinar e disciplina ou unidade de formagdo de curta duragéo (UFCD), constituindo estas
Aprendizagens Essenciais as orientacbes curriculares de base na planificagcdo, realizacdo e
avaliagdo do ensino e da aprendizagem;”

Ao ndo definir, no corpo deste decreto novos programas e metas, os anteriores
documentos com algumas alteracdes tém-se mantido como referéncia para toda a gestao
do curriculo. Apesar das metas curriculares, homologadas em 2014, ndo terem sido
revogadas ficam, no entanto, submetidas a um documento em que se definem as
Aprendizagens Esséncias da disciplina. Publicado em agosto de 2018, o documento

intitulado Aprendizagens Essenciais — Articulagdo Com o Perfil dos Alunos, Matematica A -

40 decreto n.2 55/2018 de 6 de julho, ndo especifica qual o programa que estd em vigor.



102 Ano, estabelece na Introducdo que: “As Aprendizagens Essenciais (AE) baseiam-se no

programa e metas da disciplina para este ano de escolaridade homologados em 2014.”

2.1. Légica Matematica nas Metas Curriculares

2.1.1. A proposta de programa submetida a consulta publica em 2013

O programa em vigor homologado em 2014 resultou da profunda discordancia do
governo da época, especialmente do ministro da educa¢do, Nuno Crato, relativamente a
forma como estava estruturado o programa anterior. Esta discordancia referia-se em parte
aos conteldos, mas mais do que isso na indefinicdo dos objetivos especificos que os alunos
deviam atingir e na definicdo das finalidades a atingir, o que sera tratado mais adiante. Foi
criada uma equipa que elaborou uma proposta para o Programa de Matematica A - Ensino
Secundario. Esta proposta foi submetida a consulta publica em 2013.

A proposta de curriculo foi estruturada por anos e por dominios de conteudos.
Pressup0s abordar cinco dominios no 102 ano. Colocou a Légica e a Teoria de Conjuntos no
mesmo dominio. Os outros quatro dominios previstos para o 102 ano sdo a Algebra
(ALG10), a Geometria Analitica (GA10), as Funcdes Reais de Varidvel Real (FRVR10) e a
Estatistica (EST10). Junto da sigla foi colocado o numeral referente ao ano de escolaridade
em que se insere o dominio.

As metas foram organizadas em «dominios» e «subdominios» fazendo parte destes
«objetivos gerais» e «descritores» onde se definiam especificamente os objetivos
particulares a atingir.

Os objetivos a atingir estavam especificados por certos verbos que seriam usados ao longo

do documento:

“Leitura das Metas Curriculares
«ldentificar»/«Designar»/«Referirn/«Representar»: O aluno deve utilizar
corretamente a designacao referida, sabendo definir o conceito apresentado
como se indica ou de forma equivalente.

«Reconhecer»: O aluno deve apresentar uma argumentagao coerente, ainda
que eventualmente mais informal do que a explicagao fornecida pelo professor.



Deve, no entanto, saber justificar isoladamente os diversos passos utilizados
nessa explicacdo.

«Saber»: O aluno deve conhecer o resultado, mas sem que |lhe seja exigida
qualquer justificagdo ou verificagdo concreta.

«Provar»/«Demonstrar»: O aluno deve apresentar uma demonstracdo
matematica tdo rigorosa quanto possivel.

«Justificar»: O aluno deve justificar de forma simples o enunciado, evocando
uma propriedade ja conhecida.

«Interpretar»: O aluno deve definir rigorosamente o termo previamente
utilizado de maneira menos formal, fazendo uso dos objetos matematicos

referidos, dando assim a esse termo um sentido preciso.”
in Metas Curriculares - Matematica A Ensino Secunddrio Cursos Cientifico-Humanisticos de
Ciéncias e Tecnologias e de Ciéncias Socioeconémicas
(Submetido a consulta publica, 2013)

No texto da proposta de Programa de Matemadtica A, o «Capitulo 4. Conteudos do
programa» contém um breve pardgrafo descritivo do dominio LTC10 e inclui uma tabela
de conteldos, que se transcreve abaixo, em que se especifica que se preveem 18 aulas para

a sua lecionacao.

10.2 ano — Tabela de conteudos

Dominio Conteudos

Introducgdo a Ldgica bivalente e a Teoria dos conjuntos

Proposicoes

- Valor légico de uma proposicao; Principio do terceiro excluido e Principio de
ndo contradicdo;

- Operacdes sobre proposicdes: negacao, conjuncao, disjungao, implicacdo e
equivaléncia;

- Prioridades das operacGes légicas;

LTc1o0 | - Relagdes logicas entre as diferentes operacbes; propriedade da dupla
18 aulas negacao; principio da dupla implicacao;

- Reflexividade e transitividade da implicacdo e da equivaléncia; simetria da
equivaléncia;

- Propriedades comutativa, associativa, de existéncia de elemento neutro e
de elemento absorvente e da idempoténcia da disjuncao e da conjuncdo e
propriedades distributivas da conjuncdo em relacdo a disjuncdo e da
disjuncdo em relagdo a conjuncao;

- Leis de De Morgan;

- Implicagdo contra-reciproca;




- Resolucdo de problemas envolvendo operacgdes légicas sobre proposicoes.
Condig¢Ges e Conjuntos

- Expressao proposicional ou condi¢do; quantificador universal, quantificador
existencial e segundas Leis de De Morgan;

- Conjunto definido por uma condi¢do; Igualdade entre conjuntos; conjuntos
definidos em extens3ao;

- Unido (ou reunido), intersecdo e diferenca de conjuntos e conjunto
complementar;

- Inclusdo de conjuntos;

- Relagdo entre operacgdes légicas sobre condi¢cdes e operagdes sobre os
conjuntos que definem;

- Principio de dupla inclusdo e demonstracdo de equivaléncias por dupla
implicagao;

- Propriedades comutativa, associativa, de existéncia de elemento neutro e
elemento absorvente e da idempoténcia da unido e da intersecdo e
propriedades distributivas da unido em relacdo a intersecdo e da intersecao
em relacdo a unido;

- Negacdo de uma implicacdo universal e contraexemplos; demonstracao por
contra-reciproco;

- Resolugdo de problemas envolvendo operag¢des sobre condi¢cbes e sobre

conjuntos.

No capitulo 5. NIVEIS DE DESEMPENHO foram ainda selecionados alguns descritores em
gue se previa diversos niveis de desempenho que poderiam ir além de um desempenho

considerado regular:

“5. NiVEIS DE DESEMPENHO

Os descritores especificados na tabela seguinte, que dizem respeito a propriedades que os
alunos devem reconhecer, a procedimentos que devem efetuar ou a problemas que devem
resolver, foram assinalados, nas Metas Curriculares, com o simbolo «+». Para estes descritores
especificaram-se, no Caderno de Apoio, diferentes niveis de desempenho, materializados em
exemplos de complexidade variada que poderdo ser propostos aos alunos. Os exemplos que
no Caderno de Apoio se encontram assinalados com um ou dois asteriscos correspondem a
desempenhos progressivamente mais avancados que ndo serdo exigiveis a totalidade dos
alunos, estando os restantes associados a um desempenho considerado regular. Pretende-se
assim estabelecer, para estes descritores, um referencial que permita ao professor apreender

o grau de exigéncia requerido.”



O dominio referente a Ldgica e a Teoria dos Conjuntos foi submetido a consulta publica
com a seguinte formulagao:

Légica e Teoria dos Conjuntos LTC10
Introdugdo a Ldégica bivalente e a Teoria dos conjuntos
1. Operar com proposigoes

1. Designar por «proposicdo» toda a expressao p suscetivel de ser «verdadeira» ou
«falsa», designar estes atributos por «valores logicos» e por «Principio do terceiro
excluido» o facto de apenas se considerarem como proposicdes as expressoes a que se
atribua um daqueles dois valores Idgicos.(cortar texto para homologagdo)

2. Saber que uma proposicdao nao pode ser simultaneamente verdadeira e falsa e
designar esta propriedade por «Principio de ndo contradicdo».

3. Saber, dadas proposicoes p e g, que «p € equivalente a g» é uma proposicao,
designada por «equivaléncia entre p e g», que é verdadeira se e somente se p e g
tiverem o mesmo valor légico e representd-la também por « p & g».

4. Identificar proposicbes p e g como «equivalentes» quando a proposi¢do p < q for
verdadeira, e utilizar também a notagcdo «p < q», quando ndo for ambigua, para
indicar que a proposi¢cdo p < q é de facto verdadeira, ou seja, que as proposi¢bes p e q
tém o mesmo valor I6gico. (cortar texto para homologagdo)

5. Saber, dada uma proposicdo p, que «ndo p» é uma proposicao, designada por
«negacdo de p», que é verdadeira se p for falsa e é falsa se p for verdadeira e representa-
la também por «~p».

6. Justificar que ~(~p) © p, designando esta propriedade por «lei da dupla negagdo»,
e que, dada uma proposi¢cdo g, p & q se e somente se ~p & ~q. (cortar texto para
homologacgdo)

7. Saber, dadas proposicdes p e g, que «p e g» é uma proposicdo, designada por
«conjuncdo de p e g», que é verdadeira se e somente se p e g forem simultaneamente
verdadeiras, e representa-la também por «p A g».

8. Saber, dadas proposicées p e g, que «p ou g» é uma proposicdo, designada por
«disjuncdo de p e g», que é falsa se e somente se p e g forem simultaneamente falsas,
e representa-la também por «p V g».

9. Saber, dadas proposicoes p e g, que «p implica g» é uma proposicdo, designada por
«implicacdo entre p e g», que é falsa se e somente se p for verdadeira e g for falsa,
representa-la também por «p = g», designar p por «antecedente» e g por
«consequente» da implicagdo e utilizar também a notagdo « p = g», quando nao for
ambigua, para indicar que a proposi¢cdo é de facto verdadeira, ou seja, que se p for
verdadeira g também o é.
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10. Saber que, por convencdo, em qualquer sequéncia de operacgdes ldgicas, a menos de
utilizagao de parénteses, se respeitam as seguintes prioridades: negag¢do; conjungao e
disjunc¢do; implicagdo e equivaléncia.

11. #lustificar, dadas proposicBes p e g, que a proposicdo ~ (p = q) é equivalente a
proposi¢ao p A~ q e provar que a proposi¢cdo p = q é equivalente a proposicdo ~ p V
q.

12. #lustificar que a proposicdo p © q € equivalente a proposicdo (pAq)V
(~pA~q).

13. #Provar, dadas proposi¢des p e g, que a proposi¢ao p < q é verdadeira se e somente
se p=>q e q=p forem ambas proposi¢cdes verdadeiras (ou seja, ((p © q) &
((p > AN@Q= p)) ), e designar esta propriedade por «principio da dupla
implicagao».

14. #Provar, dadas proposi¢des p, g e r que p = p e que ((p =>qg)AN(@Q=> r)) =
(p = r) designando estas propriedades respetivamente por «reflexividade» e
«transitividade» da implicagao.

15. #Provar, dadas proposicBes p, ge r, que p © p, que (p © q) = (q © p) e que
((p o Nge r)) = (p © r) designando estas propriedades respetivamente por
«reflexividade», «simetria» e «transitividade» da equivaléncia.

16. #Provar, dada uma proposicdo p e representando por V (respetivamente F) uma
qualquer proposicao verdadeira (respetivamente falsa), que pAV ©p, pVV &
V,pVF & pepAF & F, por este motivo designar V por “elemento neutro da
conjuncdo” e “elemento absorvente da disjuncdo”, F por “elemento neutro da
disjuncao” e “elemento absorvente da conjung¢do” e justificar que p = V e que F = p.
17. #Provar, dadas proposicdes p e g, que ~ (pAq) @ (~p)V(~q) e que ~
(pVvq) © (~p)A(~ q) e designar estas equivaléncias por «Primeiras Leis de De
Morgan».

18. #Provar, dadas proposicdes p, g e r, que sdo verdadeiras as proposi¢des (p A q) A
re pAQ@ATr),pAgqe gAp, pAgQ)Vre (pVr)A (qVr),e pAp & p,bem
como as que se obtém permutando em todas as ocorréncias os simbolos «A» e «V» , e
designa-las respetivamente por «associatividade», «comutatividade»,
«distributividade» e «idempoténcia».

19. #Provar, dadas duas proposi¢des p e g, que a proposi¢cao p = q € equivalente a
proposicdo ~ q = ~ p e designar esta ultima implicagdo por «implicacdo contra-
reciproca da implicagdop = g ».

20. +Simplificar expressdes envolvendo operagdes com proposicoes, substituindo-as por
proposi¢des equivalentes envolvendo menos simbolos, e determinar o respetivo valor
I6gico sempre que possivel.

2. Relacionar condi¢des e conjuntos

1. Designar por «expressdao proposicional» ou por «condi¢gdo» uma expressao p(x)
envolvendo uma varidvel, x, tal que, substituindo x por um objeto a, se obtém uma
proposicdo p(a).
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2. Saber, dada uma condicdo p(x), que «qualquer que seja x, p(x)» é uma proposicao
gue é verdadeira quando e apenas quando se obtém uma proposicao verdadeira sempre
que se substitui x em p(x) por um objeto arbitrario a, representa-la por «Vx,p(x)», e
designar o simbolo «V» por «quantificador universal».

3. Identificar uma condigdo p(x) como «universal» se Vx,p(x) for uma proposi¢ao
verdadeira e como «impossivel» se ~p(x) for uma condigdo universal, e utilizar também
a notagdo «Vx,p(x)» (respetivamente «Vx, ~ p(x)»), quando n3o for ambigua, para
indicar que a proposi¢do Vx, p(x) (respetivamente Vx, ~ p(x)) é, de facto, verdadeira,
ou seja, que a condi¢do p(x) é universal (respetivamente impossivel).

4. Saber, dada uma condigdo, que «existe x tal que p(x)» é uma proposi¢do que é
verdadeira se e somente se, para pelo menos um objeto a, p(a) for verdadeira,
representa-la por «3x: p(x)» e designar o simbolo «3» por «quantificador existencial».

5. Identificar uma condigdo p(x) como «possivel» se Jx:p(x) for uma proposigdo
verdadeira e utilizar também a notagdo «3x: p(x)», quando ndo for ambigua, para
indicar que a proposi¢do Ix: p(x) é, de facto, verdadeira, ou seja, que a condig¢do p(x)
é possivel.

6. Saber, dada uma condigdo p(x), que a negagdo da proposigdo Vx, p(x) é equivalente
a proposicdo IJx: ~p(x), que a negagdo da proposicdo Jx:p(x) é equivalente a
proposicdo Vx, ~p(x), designar estas propriedades por «Segundas Leis de De Morgan»,
provar que uma delas pode ser deduzida da outra e relacionar ambas, informalmente,
com as Primeiras Lei de De Morgan.

7. Representar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, a proposi¢do Vx,x € U =
p(x), por «Vx € U, p(x)», justificar que é verdadeira quando e apenas quando se
obtém uma proposi¢do verdadeira sempre que se substitui x em p(x) por um objeto
arbitrario a pertencente a Ue nesse caso designar p(x) por «condigdo universal em U»
e uma condigdo tal que Vx € U, ~ p(x) por «condigdo impossivel em U ».

8. Representar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, a proposigdo Ix: x € U A
p(x) por «3x € U: p(x)» e justificar que é verdadeira se e somente se, para pelo menos
um objeto a pertencente a U, p(a) for verdadeira.

9. +Reconhecer, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, que a negagdo da proposi¢do
Vx € U, p(x) é equivalente a proposi¢do Ix € U: ~ p(x) e a negagdo da proposigdo
dx € U:p(x) é equivalente a proposi¢do Vx € U, ~ p(x).

10. Representar, dada uma condigdo p(x), por «{x: p(x)}» um conjunto 4 tal que
Vx,x € A © p(x), designando a igualdade A = {x:p(x)} por «definicgdo em
compreensdo do conjunto A pela condi¢do p(x)».

11. Saber, dados conjuntos Ae B, que A=F se e somentese Vx,x EA < x EB.

12. Justificar, dados conjuntos A = {x: p(x)} e B = {x: q(x)}, que A=B se e somente
seVx,p(x) © q(x).

13. Designar, dado um objeto a e um conjunto 4, a por «elemento de A» quando a € A,

dados objetos a4, ... , ay, representar por «{ay, ... ,a;}» o conjunto A4 cujos elementos
sdo exatamente a, ... ,a; e designar a igualdade A = {a,, ... , a;} por «definicdo em
extensdo do conjunto A de elementos a4, ... , ag».
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14. |dentificar, dada uma condig¢do p(x) e um conjunto U, o conjunto {x: p(x) Ax € U}
como «conjunto definido por p(x) em U» (ou «conjunto-solugdo de p(x) em U») e
representa-lo também por «{x € U: p(x)}».

15. Identificar, dados conjuntos A e B, o «conjunto unido (ou reunido) de Ae B»eo
«conjunto intersecdo de A e B» respetivamente como AUB ={x:x EAVx EB} e
ANB={x:x € ANx € B}.

16. Justificar, dadas condigdes p(x) e g(x) e um conjunto U, que o conjunto definido
pela condi¢do p(x) V q(x) em U, éiguala{x € U: p(x)}U{x € U: q(x)}.

17. Justificar, dadas condigbes p(x) e g(x) e um conjunto U, que o conjunto definido
pela condi¢do p(x) Aq(x) em U, éiguala{x € U: p(x)} n {x € U: q(x)}.

18. Identificar, dados conjuntos A e B, A como estando «contido em B» («A C B»)
quando Vx,x € A = x € B, e, nesse caso, designar A por «subconjunto de B» ou por
«uma parte de B».

19. Reconhecer, dados conjuntos Ae B, que A € B se e somentese ANB =Aesee
somente se A U B = B e que o conjunto vazio estd contido em qualquer conjunto.

20. Justificar, dado um conjunto U, que, para qualquer subconjunto Ade U AN U = 4,
AUU=U,AUupd= AeAn® = @, designando, por este motivo, para subconjuntos
de U, o conjunto U por «elemento neutro da intersecao» e «elemento absorvente da
unido», e o conjunto vazio por «elemento neutro da unido» e «elemento absorvente da
intersecao».

21. Justificar, dadas condigdes p(x) e q(x) e um conjunto U, que {x € U: p(x)} c
{x € U: q(x)} se e somente se Vx € U, p(x) = q(x).

22. Designar, dados conjuntos A e B, por «diferenca entre A e B » o conjunto
{x € A:x & B} erepresenta-lo por A\B ou simplesmente por B quando B € A e esta
notagao nao for ambigua, designando-o entdo por «complementar de B em A».

23. Justificar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, que o conjunto definido pela
condi¢do ~p(x) em U éiguala U\{x € U: p(x)}.

24. Justificar, dadas condigdes p(x) e q(x), que a proposicdo Vx,p(x) & q(x) é
equivalente a proposicdo, Vx, (p(x) = q(x)) A (q(x) = p(x)) e designar uma
demonstracdo da segunda proposicdo por «demonstracdo por dupla implicacdo» da
primeira.

25. Reconhecer, dados conjuntos A e B, que A=F se e somentese AC BeB CA,e
designar esta propriedade por «principio da dupla inclusdo».

26. #Provar, dado um conjunto U, que, para quaisquer subconjuntos A e B de [,
ANB=AUBeAUB =An B, onde A (respetivamente B) designa o complementar
de A (respetivamente de B) em Ue designar estas igualdades por «Leis de De Morgan
para conjuntos».

27. #Provar, dados conjuntos A, B e C, que s3o verdadeiras as igualdades (AN B)N C =
AnNn(BNnC), AnNB=BnNnA, (AnB)UC=(AuC)Nn(BUC),e ANA=A, bem
como as que se obtém permutando em todas as ocorréncias os simbolos «N» e «U», e
designa-las respetivamente por «associatividade», «comutatividade»,
«distributividade» e «idempoténcia» .
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28. #Provar, dados conjuntos A, Be C,que Ac A, que (Ac B)A(Bc(C)=(Ac ()
e designar estas propriedades respetivamente por «reflexividade» e «transitividade» da
inclusao.

29. +Reconhecer, dadas condi¢bes p(x) e q(x), que a negagdo da proposi¢do
Vx,p(x) = q(x), é equivalente a proposicdo Ix:p(x) A ~q(x), isto é, que essa
proposicdo ¢ falsa se e somente se existir a tal que p(a) é verdadeira e q(a) é falsa,
designando a por «contraexemplo» para a proposi¢ao inicial.

30. Justificar, dadas condi¢des p(x) e q(x), que a proposicdo Vx,p(x) = q(x) é
equivalente a proposi¢do Vx,~q(x) = ~p(x), designar a segunda proposigdo por
«contra-reciproco» da primeira e uma demonstracdo da segunda proposi¢cdo por
«demonstracdo por contra-reciproco» da primeira.

31. Justificar, dados subconjuntos 4Ae B de um conjunto U, que A € B se e somente se
B c A.

3. Resolver problemas
1. +Resolver problemas envolvendo operacdes ldgicas sobre proposicdes.
2. +Resolver problemas envolvendo operag¢des sobre condi¢des e sobre conjuntos.

Parecer da APM, extrato referente a Logica:

“1.10.°Ano

1.1. Logica e Teoria dos Conjuntos

No programa estd escrito "0 dominio Légica e Teoria dos Conjuntos pode ser considerado
central neste ciclo de estudos, uma vez que reune temas fundamentais e transversais a todo o
Ensino Secunddrio. ”

Sem ddvida que a Ldgica e a Teoria dos Conjuntos sdo dreas importantes da Matemdtica,
contudo, e exatamente por serem temas transversais, sdo temas que podem ser introduzidos ao
longo de todo o secunddrio. O seu estudo exaustivo no inicio do Ensino Secunddrio, além de ser
desnecessdrio, ndo é aconselhdvel. As notagbes e formalizagdo exigidas pelo programa sdo de

nivel elevado, o que, para um aluno do 10. °ano serd, em muitos casos, inatingivel.

Por exemplo, as operacbes com conjuntos, necessdrias para o estudo do Tema Probabilidades e
Combinatoria, ndo precisam de ser inseridas tdo precocemente. O seu estudo aquando do estudo
do referido tema é o suficiente.”

2.1.2. Programa homologado

Apds a fase de consulta publica alguns ajustamentos foram feitos em parte por haver a
ideia de que o programa poderia estar muito extenso e ser demasiado ambicioso. O parecer

da APM na sua lista de consideragdes refere:

Ponto 2 - A extensdo da lista de conteudos estd para além da razoabilidade e ndo é considerada
exequivel por uma larga maioria dos professores.
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E nas

Ponto 3 - Um programa demasiado extenso, com muitas semelhang¢as com a atual proposta, foi
implementado em 1993, tendo gerado um periodo muito conturbado no ensino da Matemdtica,
e que conduziu a necessidade de intervengdo extraordindria sobre o curriculo, apenas quatro ou
cinco anos depois.

Ponto 6 - Cada tema matemadtico, pode ser referido com alguma superficialidade ou aprofundado
a niveis de complexidade muito elaborados. Esta proposta de programa, na maioria dos temas,
limita-se a listar os conteudos sem deixar perceber o grau de aprofundamento com que os alunos
devem estudar cada um desses temas.”

sugestdes inclui:

Ponto 6 - Sugerimos a explicita¢do, para cada tema matemadtico, do grau de dificuldade maximo
com que deve esse tema ser estudado pelos alunos, para que, em cada situagdo seja possivel
decidir, com segurangca se deve o estudo incidir em exemplos mais complexos, ou se o
investimento deve ser em torno de uma ideia nuclear. No programa, ainda em vigor, existem
vdrias referéncias deste tipo, com a indicagdo “Dificuldade a néo exceder”.

O programa homologado passou a ter a seguinte redagao:

10.2 ano — Tabela de contetudos

Dominio Conteudos

Introdugdo a Légica bivalente e a Teoria dos conjuntos
Proposicdes
— Valor légico de uma proposicdo; Principio de ndo contradicao;

implicacdo e equivaléncia;
— Prioridades das operacg0es ldgicas;

— Operagdes sobre proposicbes: negacdo, conjuncdo, disjuncdo,

LTC10

18 aulas

— Relagdes logicas entre as diferentes operacdes; propriedade da dupla

negacao; Principio do terceiro excluido; Principio da dupla implicacdo;
Propriedades comutativa, associativa, da disjuncdo e da conjuncdo e
propriedades distributivas da conjuncdo em relacdo a disjuncdo e da
disjuncdo em relacdo a conjuncao;

Leis de De Morgan;

Implicacdo contrareciproca;

Resolucdo de problemas envolvendo operacdes ldégicas sobre
proposicoes.

Condigdes e Conjuntos

Expressdo proposicional ou condicdo; quantificador universal,
guantificador existencial e segundas Leis de De Morgan;
contraexemplos;
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— Conjunto definido por uma condicdo; lgualdade entre conjuntos;
conjuntos definidos em extensao;

— Unido (ou reunido), interse¢do e diferenga de conjuntos e conjunto
complementar;

— Inclusdo de conjuntos;

— Relacdo entre operacgdes ldgicas sobre condicdes e operacgdes sobre os
conjuntos que definem;

— Principio de dupla inclusdao e demonstragao de equivaléncias por dupla
implicagao;

— Negacdo de wuma implicagdo universal; demonstragdo por
contrarreciproco;

— Resolucdo de problemas envolvendo operacdes sobre condicdes e

sobre conjuntos.

Os Descritores das metas sofreram alteragdes significativas e alguns foram totalmente
suprimidos. A nova redacdo que foi homologada como programa oficial em 2014 é a

seguinte:

Ldgica e Teoria dos Conjuntos LTC10
Introdugdo a Ldgica bivalente e a Teoria dos conjuntos
1. Operar com proposigoes

1. Designar por «proposicao» toda a expressao p suscetivel de ser «verdadeira» ou
«falsa», designar estes atributos por «valores logicos».

2. Saber que uma proposicdo nao pode ser simultaneamente verdadeira e falsa e
designar esta propriedade por «Principio de nao contradigao».

3. Saber, dadas proposicoes p e g, que «p é equivalente a g» é uma proposicao,
designada por «equivaléncia entre p e g», que é verdadeira se e somente se p e g
tiverem o mesmo valor légico e representa-la também por « p & g».

4. Saber, dada uma proposicao p, que «ndo p» é uma proposicdo, designada por
«negacdo de p», que é verdadeira se p for falsa e é falsa se p for verdadeira e representa-
la também por «~p».

5. Justificar que ~(~p) & p, designando esta propriedade por «lei da dupla negacdo».
6. Saber, dadas proposicbes p e g, que «p e g» é uma proposi¢do, designada por
«conjuncdo de p e g», que é verdadeira se e somente se p e g forem simultaneamente
verdadeiras, e representa-la também por «p A g».

7. Saber, dadas proposicGes p e g, que «p ou g» € uma proposicdo, designada por
«disjuncdo de p e g», que é falsa se e somente se p e g forem simultaneamente falsas,
e representa-la também por «pV g» e justificar que pV ~p é uma proposicao
verdadeira, designando esta propriedade por «Principio do terceiro excluido».
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8. Saber, dadas proposicdes p e g, que «p implica g» é uma proposicao, designada por
«implicacdo entre p e g», que é falsa se e somente se p for verdadeira e g for falsa,
representa-la também por «p = g», designar p por «antecedente» e q por
«consequente» da implicagdao e reconhecer, dada uma proposi¢cdo r, que se p = q e
q=r1 entiop >r.

9. Saber que, por convengdo, em qualquer sequéncia de operagdes légicas, a menos de
utilizacao de parénteses, se respeitam as seguintes prioridades: negag¢ao; conjungao e
disjuncdo; implicagdo e equivaléncia.

10. #Provar, dadas proposi¢des p e g, que a proposicdo ~ (p = q) é equivalente a
proposi¢ao p A~ q.

11. #Provar, dadas proposi¢des p e g, que a proposicao p < q é verdadeira se e somente
se p=>q e q=p forem ambas proposi¢cdes verdadeiras (ou seja, ((p © q) &
((p > N@Q= p)) ), e designar esta propriedade por «principio da dupla
implicagao».

12. #Provar, dada uma proposicdo p e representando por V (respetivamente F) uma
qualquer proposi¢do verdadeira (respetivamente falsa), que pAV ©p, pVV &
V,pVF ©pepANF & F.

13. #Provar, dadas proposicdes p e g, que ~ (pAq) @ (~p)V(~q) e que ~
(pVvq) © (~p) A(~ q) e designar estas equivaléncias por «Primeiras Leis de De
Morgan».

14. #Provar, dadas proposicdes p, g e r, que sdo verdadeiras as proposi¢des (p A @) A
re pA@Ar),pAgqegipe(pAg)Vre (pVr)A (qVr), bemcomo as que
se obtém permutando em todas as ocorréncias os simbolos «A» e «V» , e designa-las
respetivamente por «associatividade», «comutatividade», «distributividade».

15. #Provar, dadas duas proposi¢des p e g, que a proposi¢cao p = q € equivalente a
proposicdo ~ q =~ p e designar esta Uultima implicagdo por «implicagdo
contrarreciproca da implicagao p = q ».

20. +Simplificar expressées envolvendo operacdes com proposicées, substituindo-as por
proposi¢coes equivalentes envolvendo menos simbolos, e determinar o respetivo valor
légico sempre que possivel.

2. Relacionar condi¢des e conjuntos

1. Designar por «expressdao proposicional» ou por «condi¢gdo» uma expressao p(x)
envolvendo uma variavel x tal que, substituindo x por um objeto a, se obtém uma
proposicao p(a).

2. Saber, dada uma condigdo p(x), que «qualquer que seja x, p(x)» é uma proposi¢ao
gue é verdadeira quando e apenas quando se obtém uma proposicao verdadeira sempre
que se substitui x em p(x) por um objeto arbitrério, representa-la por «Vx, p(x)», e
designar o simbolo «V» por «quantificador universal».

3. Identificar uma condi¢do p(x) como «universal» se Vx,p(x) for uma proposi¢do
verdadeira e reconhecer que a disjuncdo de qualquer condicdo com uma condicdo
universal € uma condicdo universal.
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4. Saber, dada uma condigdo, que «existe x tal que p(x)» é uma proposi¢do que é
verdadeira se e somente se, para pelo menos um objeto a, p(a) for verdadeira,
representa-la por «3x: p(x)» e designar o simbolo «3» por «quantificador existencial».

5. Identificar uma condi¢do p(x) como «possivel» se Ix: p(x) for uma proposi¢do
verdadeira, como “impossivel” se ndo for possivel e reconhecer que a disjuncdao de
qualgquer condigdo com uma condigdo possivel é uma condigao possivel e a conjungado
de qualquer condigdo com uma condigao impossivel € uma condi¢do impossivel.

6. Saber, dada uma condigdo p(x), que a negagdo da proposigdo Vx, p(x) é equivalente
a proposigdo Ix: ~p(x), que a negagdo da proposicdo Jx:p(x) é equivalente a
proposicdo Vx, ~p(x), designar estas propriedades por «Segundas Leis de De Morgan»,
reconhecendo-as informalmente em exemplos, e justificar que a negacao de uma
condicdo universal é uma condi¢cdo impossivel e vice-versa.

7. Representar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, a proposi¢do Vx,x € U =
p(x), por «Vx € U, p(x)», e no caso de ser verdadeira, designar p(x) por «condi¢do
universal em .

8. Representar, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, a proposigdo Jx:x € U A
p(x) por «3x € U:p(x)» no caso de ser verdadeira designar p(x) por «condi¢do
possivel em U» e, no caso contrario, por «condi¢ao impossivel em U».

9. +Reconhecer, dada uma condigdo p(x) e um conjunto U, que a negagdo da proposigao
Vx € U, p(x) é equivalente a proposi¢do 3x € U: ~ p(x), que a negagdo da proposi¢ao
Jdx € U:p(x) é equivalente a proposi¢do Vx € U, ~ p(x) e designar um elemento a €
U tal que ~ p(a) como um «contraexemplo» para a proposi¢do Vx € U, p(x).

10. Representar, dada uma condigdo p(x), por «{x: p(x)}» um conjunto A tal que
Vx,x € A © p(x), designando a igualdade A = {x:p(x)} por «definicdo em
compreensdo do conjunto 4 pela condi¢do p(x)».

11. Saber, dados conjuntos Ae B, que A=Fse e somentese Vx,x EA S xEB.

12. Designar, dado um objeto a e um conjunto 4, a por «elemento de A» quando a € A,
dados objetos ay, ... , ai, representar por «{a, ... ,a;}» o conjunto 4 cujos elementos
sdo exatamente a, ... ,a; e designar a igualdade A = {a,, ... , a;} por «definicdo em
extensdo do conjunto A de elementos a4, ... , ag».

13. Identificar, dada uma condig¢do p(x) e um conjunto U, o conjunto {x: x € U Ap(x)}
como «conjunto definido por p(x) em U» (ou «conjunto-solugdo de p(x) em U») e
representa-lo também por «{x € U: p(x)}».

14. Identificar, dados conjuntos A e B, o «conjunto unido (ou reunido) de Ae B» e o
«conjunto interse¢do de A e B» respetivamente como AUB ={x:x EAVx EB} e
ANB={x:x € ANx € B}.

15. Identificar, dados conjuntos A e B, A como estando «contido em B» («A C B»)
quando Vx,x € A = x € B, e, nesse caso, designar A por «subconjunto de B» ou por
«uma parte de B».

16. Designar, dados conjuntos A e B, por «diferenca entre A e B » o conjunto
{x € A:x & B} erepresenta-lo por A\B ou simplesmente por B quando B C A e esta
notacdo nao for ambigua, designando-o entdo por «complementar de B em A».
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17. Justificar, dadas condi¢des p(x) e q(x), que a proposicdo Vx,p(x) & q(x) é
equivalente a proposicdo, Vx, (p(x) = q(x))/\(q(x) =>p(x)) e designar uma
demonstragdo da segunda proposicao por «demonstragdo por dupla implicagdo» da
primeira.

18. Reconhecer, dados conjuntos A e B, que A=F seesomentese Ac BeB cA,e
designar esta propriedade por «principio da dupla inclusdao».

19. +Reconhecer, condi¢bes p(x) e q(x), que a negagdo da proposi¢do Vx,p(x) =
q(x), é equivalente a proposi¢do 3x: p(x) A ~q(x), isto é, que essa proposigdo é falsa
se e somente se existir a tal que p(a) é verdadeira e q(a) é falsa.

20. Justificar, dadas condigbes p(x) e q(x), que a proposicdo Vx,p(x) = q(x) é
equivalente a proposigcdo Vx,~q(x) = ~p(x), designar a segunda proposi¢cdo por
«contrarreciproco» da primeira e uma demonstracdo da segunda proposicdo por
«demonstracao por contrarreciproco» da primeira.

3. Resolver problemas
1. +Resolver problemas envolvendo operacdes logicas sobre proposicoes.
2. +Resolver problemas envolvendo operag¢des sobre condi¢cdes e sobre conjuntos.

Para facilitar a leitura comparativa das versdo submetidas a consulta publica e da versao
homologada apresentamos em anexo (Anexo 1) uma tabela com duas colunas onde, para

cada descritor, as duas reda¢fes sao mostradas lado a lado.

2.2. Légica Matematica nas Aprendizagens Essenciais
As eleicGes de 4 outubro de 2015, apds o impasse resultante da maioria relativa obtida pela
coligacdo anteriormente responsavel pela governagao nao ter tido apoio parlamentar para
o XX Governo Constitucional, conduziram a formacdo do XXI Governo Constitucional
responsavel pela governacao do pais desde 26 de novembro de 2015. As medidas
educativas que no caso do programa de Matemadtica A estavam no seu 12 ano de aplicacao
e ainda restringidas s6 ao 102 ano, tiveram como avaliadores da sua aplicacdo a nivel do
Ministério da Educacdo, os responsaveis politicos de um governo muito critico desse
programa. A dificuldade de cumprir o programa por todo o pais conduziu a necessidade de
uma intervengao que permitisse dar uma primeira resposta aos problemas de
exequibilidade do programa. A primeira resposta do ministério consistiu na elaboracdo de

um documento intitulado «OrientagGes de gestdo curricular para o Programa e Metas
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Curriculares de Matematica A - 10.2, 11.2 e 12.2 Anos», complementado posteriormente
com indicagao dos conteudos a avaliar no exame de 2018. Este é o primeiro ano em que o
exame resulta do curriculo homologado em 2014, no entanto, ja serd levado a pratica sob
a tutela do XXI Governo Constitucional. E necessério dar resposta a problemas de transi¢do
e de implementacdo do novo programa. Em relacdo a transicdo o principal problema
prende-se com os alunos repetentes, principalmente os que nao repetiram o novo 102 ou
aqueles que também ndo repetiram o novo 11.2. Esses tinham uma boa parte de formacao
escolar de acordo com o anterior curriculo e particularmente tinham muito menos
preparacao em LTC do que os alunos nunca retidos. Relativamente a implementac¢dao o
programa foi por muitos considerado muito vasto e logo no primeiro ano os conteldos de
102 ano nao foram lecionados na sua totalidade. Nos anos seguintes ndo foi possivel a
maioria das escolas recuperar totalmente. Neste contexto LTC10 foi um dos conteldos
sacrificados nao por ser um dos que tinha ficado por lecionar, uma vez que era o primeiro
dos dominios que aparecia no programa e nos manuais, mas pela dificuldade de avaliar os
alunos com reteng¢des que tinham cumprido parcialmente o programa anterior. Esta
«Orientacles de gestdo curricular para o Programa e Metas Curriculares de Matematica A
-10.2, 11.2 e 12.2 Anos» (OGC) ndo fara alteragGes nas metas curriculares no sentido de
acrescentar ou suprimir contetdos, mas tem muitos aspetos em que podemos fazer uma
leitura paralela a situacdo ocorrida com o Programa Ajustado de 1997. Entre outras, ndo
elaborar um programa novo, mas reinterpretar aquele que esta estabelecido; atribuir um
caracter transversal a alguns conteldos que ficardo ao critério do docente no que diz
respeito a altura em que serdo lecionados e implicitamente a profundidade com que serado
abordados, na medida em que serdo introduzidos quando o docente achar util e
conveniente.

No que diz respeito ao dominio LTC10 as referidas OGC foram as seguintes:

10.2ANO
Dominio: Ldégica e Teoria de Conjuntos (LCT10)

De acordo com o Programa e Metas Curriculares (cf. p.9), «O dominio Ldgica e Teoria dos
Conjuntos pode ser considerado central neste ciclo de estudos, uma vez que reune temas
fundamentais e transversais a todo o Ensino Secunddrio». Este estudo pode, naturalmente, ser
integrado no tratamento de conteudos pertencentes a outros dominios, assim como em revisées
de conteudos de anos anteriores. Neste sentido apresentam-se duas propostas possiveis para um
tratamento transversal deste dominio.
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Proposta A

Iniciar o ano letivo com a Introdugdo a Ldgica Bivalente e a Teoria de Conjuntos, abordando
Radicais e Poténcias de expoente Racional entre os dois objetivos gerais do dominio LTC10 e
trabalhar transversalmente os descritores em contextos mais abrangentes e complexos.

Objetivo Geral 1. Operar com proposigoes

Podem efetuar-se revisbes sobre Numeros, Divisibilidade, Operagbes com numeros reais e
respetivas propriedades e ainda Geometria elementar no plano e no espaco. Como os contetidos
deste dominio vdo ser utilizados ao longo de todo o Ensino Secunddrio, este capitulo pode ser
encarado como uma primeira abordagem do dominioLCT10, mas com a perspetiva de que, ao
longo dos trés anos e em sucessivas oportunidades, estes conteudos se iréo aprofundando, pelo
que os problemas a propor aos alunos devem estar de acordo com a perspetiva de que este é um
tema transversal que ajuda os alunos a adotar uma linguagem e um raciocinio matemdticos
rigorosos.

Dominio Algebra -Radicais e Poténcias de Expoente Racional
PropSe-se que se aborde, em seguida, o tema do dominio Algebra, Radicais e Poténcias de
Expoente Racional.

Objetivo Geral 2. Relacionar condi¢cées e conjuntos

Retomando o Dominio LCT10, aborda-se o tema Condigdes e Conjuntos que contém um grande
numero de descritores que os alunos irGo continuar a trabalhar e a aplicar durante todo o Ensino
Secunddrio, pelo que esta primeira abordagem, que idealmente deve ser relacionada com
conhecimentos que os alunos ja tém do ensino bdsico, vai ser complementada e enriquecida com
todas as aplica¢bes que vdo surgindo, desde logo no dominio Geometria Analitica (por exemplo,
na definicdo de conjuntos de pontos no plano), mas também no dominio Fungées Reais de
Variavel Real (defini¢do de funcdo injetiva, sobrejetiva, dominio de uma fung¢do...), e, de forma
mais geral, ao longo de todo o Ensino Secunddrio. Por outro lado, os descritores claramente
relacionados com o raciocinio demonstrativo (2.17., 2.18., 2.20.) exigem alguma maturidade de
conhecimentos, pelo que podem merecer aqui uma primeira abordagem mais elementar, mas
sempre com a perspetiva de que mais tarde serdo utilizados em novas abordagens e em
contextos mais abrangentes e mais complexos.

Assim, este dominio é iniciado no 10.° ano, mas, no que diz respeito as aplicagbes que
inevitavelmente vdo sendo suscitadas pelos outros dominios, so se deve considerar efetivamente
cumprido no 12.2 ano. A este propdsito, observa-se ainda que no dominio Cdlculo Combinatdrio,
no 12.2 ano, o primeiro Objetivo Geral é Conhecer propriedades das operagcdes com conjuntos, o
que estd intimamente relacionado com a abordagem inicial efetuada no 10.2 ano.

Proposta B

Integrar este tema de forma transversal, no tratamento de conteudos pertencentes a outros
dominios, bem como em revisbes de contelidos de anos anteriores.

Objetivo Geral 1. Operar com proposigcées
Tratar, por exemplo, os descritores 1.1. a 1.16. introduzindo, como revisdes, problemas de
geometria (teorema de Pitdgoras no plano e no espago —dreas e volumes), nos temas Radicais e

Poténcias de expoente racional (ALG10) e na resolugdo de problemas de Algebra desde que todos
esses exemplos permitam concretizar efetivamente os descritores mencionados.
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Objetivo Geral 2. Relacionar condi¢des e conjuntos

Os descritores 2.1. a 2.5. e 2.10. a 2.18. podem ser introduzidos aquando do tema Geometria
Analitica no Plano e no Espaco, e ainda os descritores 2.6. a 2.9. e 2.19. aquando do tema Fungdes
Reais de Varidvel Real.

(ME-DGE, 2016, pp. 6-8)
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Relativamente aos conteldos a serem avaliados em exame as decisdes foram as seguintes:

Extrato da Informagao da prova 635 Matematica A de 2018

Pardgrafo sobre Objeto de avaliagdo na sua totalidade:

Objeto de avaliacao

A prova tem por referéncia o Programa e Metas Curriculares da disciplina_de Matematica A,
as Orientacdes de Gestdo Curricular para o Programa e Metas Curriculares da disciplina_de
Matematica A, publicadas em agosto de 2016, e os Programas de Matematica A, de 10°, 11°% e
12.° anos, homologados em 2001 e 2002. A prova permite avaliar a aprendizagem passivel de avaliagdo
numa prova escrita de duracao limitada.

A prova contempla componentes comuns ao Programa e Metas Curmriculares da disciplina de
Matematica A e aos Programas de 10.°, 11.° e 12.° anos de escolaridade, homologados em 2001 e
2002, e componentes especificas de cada um dos dois referenciais, na forma de itens em alternativa.

Extrato da Caracterizacao da prova de 2018

A prova incide nos dominios/temas seguintes.

- Geometria

- Algebra (polinémios) e Funcdes

— Trigonometria (incluindo funcdes trigonométricas)
- Sucessdes reais

- Calculo Combinatério e Probabilidades

— Numeros complexos

Relativamente as componentes especificas, podem ser objeto de avaliacdo, na forma de itens em
alternativa, os contetdos que se apresentam no quadro seguinte.

Conteudo das componentes especificas

Programas de 10.°, 11.° e 12.° anos

(homologados em 2001 e 2002) Programa e Metas Curriculares

Acontecimentos independentes. Estudo da elipse.

Distribuicdo de probabilidade. Teorema de Lagrange.

Modelo binomial. Resolu¢do de tridngulos (Lei dos senos e Lei dos
Modelo normal. COSSenos).

Equacdes cartesianas de retas no espago nao Fungoes ligonometricas iversas.

paralelas aos eixos. Teorema de Weirstrass.
Interseccdo de planos e interpretacdo geométrica: | Osciladores harmonicos.

resolucao de sistemas. Limite de uma sucessdo de termo geral
Programacao linear. n B
(l+%) ,com xeR
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Relativamente a 2019 as decisdes foram as seguintes:

Extrato da Informagao da prova 635 Matematica A de 2019

Objeto de avaliacédo

A prova tem por referéncia o P m Met: urriculares da_disciplin. Matematica A,
as Orientagdes de Gestdo Curricular _para o Programa e Metas Curriculares de
Matematica A (publicitadas em agosto de 2016) e os Programas de Matematica A, de 10° 11°%e
12° anos (homologados em 2001 e 2002). A prova contempla componentes comuns aos dois
referenciais curriculares e componentes especificas a cada um deles, estas na forma de itens em
alternativa.

A prova permite avaliar a aprendizagem passivel de avaliagdo numa prova escrita de duragdo limitada,
incidindo nos dominios/temas seguintes.

+ Geometria

« Algebra (polinémios) e Funcées

+ Trigonometria (incluindo fungdes trigonométricas)
* Sucessdes reais

» Calculo Combinatério e Probabilidades

+ Nimeros complexos

Os contetdos «Radicais» e «Poténcias de expoente racional», integrados no dominio «Algebra», serdo
avaliados de modo idéntico ao dos anos anteriores. O mesmo acontece com os contetdos relativos ao
dominio «Logica e Teoria dos Conjuntos», tema transversal nos Programas de 2001 e 2002.

Os dominios/temas «Estatistica» e «Prnimitivas e Calculo Integral» ndo serdo objeto de avaliagdo.
Relativamente as componentes especificas, podem ser objeto de avaliagdo, na forma de itens em
alternativa, os contelidos que se apresentam nos quadros seguintes.

A prova incide nos dominios/temas seguintes.

- Geometria

- Algebra (polinémios) e Funcdes

- Trigonometria (incluindo fun¢des trigonométricas)

- Sucessdes reais

- Calculo Combinatério e Probabilidades

— Numeros complexos

Relativamente as componentes especificas, podem ser objeto de avaliacdo, na forma de itens em
alternativa, os contetdos que se apresentam no quadro seguinte.

Contetido das componentes especificas

Programas de 10.% 11.° e 12.° anos

(homologados em 2001 e 2002) Programa e Metas Curriculares

Acontecimentos independentes. Estudo da elipse.

Distribui¢do de probabilidade. Teorema de Lagrange.

Modelo binomial. Resolug¢do de triangulos (Lei dos senos e Lei dos
Modelo normal. €OSSenos).

Equacdes cartesianas de retas no espaco nao | FUngdes trigonométricas inversas.

paralelas aos eixos. Teorema de Weirstrass.

Intersecgdo de planos e interpretagcdo geomeétrica: | Osciladores harmonicos.

resolucdo de sistemas. Limite de uma sucessao de termo geral

Programacdo linear. n
(l + —;—) ,com xR

24




Em 2017 e 2018 foi publicada legislacdo que, embora ndo inviabilize a utilizacdo dos
programas que vinham do anterior governo, permitira, sem altera¢do do DL 55/2018, que
sejam preparados novos programas a curto prazo, se a atual tendéncia governativa se
mantiver, leitura facil de fazer perante relatdérios ja mandados elaborar pelo governo (Silva,
et al., 2019).
Antes da elaboragdao de novos programas entraram em vigor documentos intitulados
«Aprendizagens Essenciais», vulgo AE, criados para cada ano e disciplina, documentos que
funcionam um pouco como documentos orientadores e nos quais se coloca o foco em
certos aspetos e temas e se relativizam outros.
Apesar de, no documento orientador intitulado Aprendizagens Essenciais — Articulacdo
Com o Perfil dos Alunos, Matemadtica A - 102 Ano, se afirmar que: “As Aprendizagens
Essenciais (AE) baseiam-se no programa e metas da disciplina para este ano de escolaridade
homologados em 2014.”, logo na pagina 5, tabela reproduzida abaixo, este estabelece que
Légica, Resolugdo de Problemas, Histéria e Modelagdao Matematica, sao temas transversais.
Nesta tabela ndo apresenta nenhum conhecimento, capacidade ou atitude a ter em conta
nestes temas. Como é facil perceber na tabela de dupla entrada a intersecdo da linha
referente aos temas transversais com a coluna referente a praticas essenciais de
aprendizagem é uma célula em branco donde se conclui que, em particular no que se refere
a Légica e Teoria dos Conjuntos, nada se especifica como essencial para o ensino da
Matematica. Contrariamente, nos dominios de Geometria, Fun¢cdes e Polindmios vém
especificados os conhecimentos capacidades e atitudes que se julgam essenciais, ao longo
das paginas 5 a 9 do referido documento. Também a célula da grelha inserta na referida
pagina, referente a “Descritores Do Perfil Dos Alunos” esta vazia sem especificar qualquer
relacio com um Unico dos descritores do perfil. E referido sucintamente na coluna das
“Praticas Essenciais de aprendizagem” alinhado com os restantes dominios o seguinte
objetivo:

“Introduzir a Loégica a medida que vai sendo precisa e em ligacdo com outros temas

matemadticos promovendo uma abordagem integrada no tratamento de conteludos
pertencentes a outros dominios.”
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Esta recomendacdo aparece novamente na parte que diz respeito aos 112 e 122 ano

exatamente com a mesma redacao.

OPERACIONALIZACAO DAS APRENDIZAGENS ESSENCIAIS (AE)

ORGANIZADOR AE: CONHECIMENTOQS, CAPACIDADES E ATITUDES Praticas essenciais de aprendizagem DESCRITORES
DOMINIO Dey i =nd n DO PERFIL DOS
pal s ALUNOS
TEMAS Légica, Resolugdo de Problemas, Historia e Célula vazia. Célula vazia.

TRANSVERSAIS  Modelacdo Matematicas

GEOMETRIA » Reconhecer o significado da férmula da medida da + Estabelecer conexdes entre diversos temas
an . ~ matematicos e de outras disciplinas.
distancia entre dois pontos no plano em funcao
Geometria das respetivas coordenadas; = Introduzir a Logica & medida que vai sendo
analitica no plano o precisa e em ligagdo com outros temas
* Reconhecer o significado das coordenadas do matematicos promovendo uma abordagem
ponto medio de um dado segmento de reta, da integrada no tratamento de contedidos
Geometria equacio cartesiana da mediatriz de um segmento pertencentes a outros dominios.
analitica no de reta, das equacdes e inequacdes cartesianas de
espaco . . . . . . e - .
¥ um conjunto de pontos (incluindo semiplanos e « Tirar partido da utilizagdo da tecnologia
circulos) e da equacdo cartesiana reduzida da nomea?:lamenle para expelnmeljtar. investigar,
. - ) : comunicar, programar, criar e wmplementar
Caleulo vetorial circunferencia; algoritmos.
no plano e no . . .
espaco » Identificar Referenciais cartesianos ortonormados - Utilizar a tecnologia para fazer verificacdes &

do espaco; resolver problemas numericamente, mas

Veremos ao longo da dissertacao que esta forma de encarar o ensino da Légica Matematica
é caracteristica de uma certa corrente ligada a APM em oposicdo ao que fez José Sebastido
e Silva e seus colaboradores e mais recentemente na reforma de Nuno Crato com o acordo

da SPM.

2.3. Légica Matematica e Teoria dos Conjuntos
No ensino pré-universitario a Teoria dos Conjuntos (TC) aparece ao longo de mais de meio
século em Portugal sempre definida de forma ndo axiomatica e apelando para conceitos
intuitivos de colecdo de objetos eventualmente com caracteristicas semelhantes em geral
omitindo que esses objetos possam também eles ser conjuntos contendo elementos. Desta
forma define-se a nogdo de «pertenca» como a relagao que existe entre cada unidade de
uma colecdo de entes e o grupo de entidades unitarias de que esta faz parte.
Intuitivamente pertencer é «fazer parte de». Também era introduzida a no¢ao de elemento

como entidade abstrata no sentido em que se definia cada um desses elementos pela
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existéncia de um conceito e ndo pela existéncia concreta de seres iguais entre si. Desta
forma ndo produzimos conjuntos com por exemplo o nimero 2 repetido um numero finito
ou infinito de vezes ainda que resultasse de uma operacao de reunido de conjuntos cada
um deles contendo o elemento 2. Igualmente ndo incluiamos uma cole¢ao de gatos num
conjunto se estes nao fossem diferentes entre si e identificdveis de alguma forma, por
exemplo pelo nome. Se estivéssemos a falar de uma colecao de espécies identificadas pelo
nome comum da espécie, entdo «gato», «cdo» ou «pardal» apareciam cada um
referenciado uma Unica vez no conjunto quando definido em extensao, ou seja, nomeando

cada um dos seus elementos.

Neste curriculo a abordagem escolhida segue esta linha e também se apela a nocdo de
colecdo de objetos chamados «elementos» que em alguns casos podem ter caracteristicas
comuns a todos eles. Quando isso ocorre e pode ser definido por uma condi¢do, a nogao
de conjunto aparece como uma colecdo de todos os elementos que por substituicdao de
uma variavel transformam a condi¢do numa proposi¢cao verdadeira, definindo assim a
nocdo de conjunto-solucdo. Esta abordagem permite introduzir intuitivamente os
qguantificadores existencial e universal e por extensdao algumas propriedades da ldgica,
nomeadamente 2.2s Leis de De Morgan e contraposicdao. Também permite abordar
algumas nogdes de operagdes sobre conjuntos, nomeadamente:

a) Areunido dos conjuntos Ae B, A U B, como a verificacdo da fbf: x € AV x € B.

b) Aintersecdo dos conjuntos Ae B, A N B, como a verificacdo da fbf: x € A A x € B.

c) Ainclusdode Aem B, A € B, como a verificacdodafbf: x EA=x €B

d) Adiferenca entre A e B, A\B como a verificacdodafbf: x €A Ax &€ B

Como é evidente esta abordagem ndo tem qualquer base axiomatica e certamente nao

poderia ter durante o ensino secundario dada a sua complexidade.
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3. A Loégica nos curriculos de Matematica

3.1. Posicionamentos face a Ldgica Matematica e ao raciocinio dedutivo

3.1.1. Procura de uma linguagem e de um sistema de calculo légico

Leibniz, foi um matemadtico do sec. XVI que se dedicou a muitas areas de interesse tendo
ficado famoso pelas suas contribui¢cdes para a Filosofia e Matematica entre outras. Leibniz
ao assistir a utilizacdo crescente, na Matematica, de simbolos e regras de manipulacado dos
mesmos, nomeadamente nos avangos conseguidos na algebra na resolugdo de equacgdes
de grau superior ao segundo e na geometria com a invencdo da geometria analitica,
capazes de funcionar de forma automatica e mecanica, pretendeu criar para a dedugao
I6gica um sistema comparavel que se libertasse do conteddo semantico das proposicoes.
Tentou com o seu programa criar um sistema que ndo dependesse de manter presente o
significado e a verificacdo da veracidade das proposicoes e que libertasse a deducao da
influéncia da verdade material. O objetivo final seria a criagdo de uma linguagem universal
dotada de um alfabeto do pensamento, characteristica universalis. A possibilidade de
poder executar as operag¢des légicas imaginadas para o seu programa, partia de dois
conceitos fundamentais intimamente relacionados: um simbolismo universal e um calculo
de raciocinio. A ser conseguido teriamos o calculus ratiocinator de Leibniz. O objetivo era
muito ambicioso, tendo Leibniz somente abordado pequenas partes do programa e talvez
por isso seja muitas vezes ignorado quando se mencionam os pioneiros da Ldogica Formal
ou Simbdlica. No entanto, Frege reconhece a importancia e a grandiosidade do programa
de Leibniz:

“A motivagdo de Frege para desenvolver esta formal aproximagdo para a logica era similar a
motivacdo de Gottfried Leibniz para seu cdlculo raciocinador (apesar disto, em seu "prefdcio™,
Frege claramente nega que ele atingiu este objetivo, e também que seu principal objetivo poderia
ser a construgéo de uma linguagem ideal como a de Leibniz, o que Frege declara ser uma tarefa
bastante dificil e idealista, entretanto, ndo impossivel).”

(Consultada em 19/07/2019)  https://pt.wikipedia.org/wiki/Begriffsschrift

5> Begriffsschrift, publicado em 1879 é considerada a obra que marca o nascimento da l6gica moderna.
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3.1.2. Influéncia dos investigadores matematicos

No sec. XIX alguns matematicos e outros que a partida, pela sua formagdo e percurso
académico seria mais correto considera-los fildsofos, deram contribuigdes significativas
para a Logica no campo da investigacdo e da fundamentacdo rigorosa. Quanto a sua
contribuicdo para os curriculos do ensino Médio as referéncias sao inexistentes nas obras
consultadas. O papel incontorndvel destes matematicos deve-se aos tratados inovadores a
criacdo de Linguagens de Primeira Ordem, definicao de varidveis quantificadas, resolugao

de antinomias, etc,...

Ninguém poderia, no entanto, entusiasmar-se com os avangos da Logica Matematica e
pretender introduzir nos curriculos os novos conceitos bem como a introduc¢do de rigor

matematico sem as contribui¢cdes destes Matematicos.
George Boole

George Boole ndo recebeu uma educacdo académica formal para além da escola primaria
na qual ingressou com 7 anos de idade e completou com 13. Consta que aprendeu 5 linguas
e que aos 12 anos dominava tdo bem o Latim que foi capaz de traduzir para o Inglés a obra
de Virgilio.

A obra A Andlise Matemdtica da Légica foi publicada em 1847 e a sua obra prima, Uma
Investigagdo das Leis do Pensamento foi publicado em 1854. Nesta ultima tratam-se os
fundamentos das teorias matematicas da Légica e das probabilidades. Sobre esse livro, o
filésofo Bertrand Russell escreveu: " A Matematica pura foi descoberta e articulada por
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Boole numa obra magistral que ele chamou de ‘As Leis do Pensamento’.

Num dos seus trabalhos Boole escreveu: “O motivo do presente tratado é investigar as leis
fundamentais do funcionamento do cérebro através das quais o raciocinio se realiza; expressd-las através da
linguagem do cdlculo e, sobre este fundamento, estruturar a ciéncia da Iégica e construir o seu método, fazer
deste método a base de todos os métodos para aplicagdo da doutrina matemdtica de probabilidades; e,
finalmente, recolher dos vdrios elementos verdadeiros trazidos para serem examinados no curso destas
investigag¢Oes alguma provdvel sugest@o a respeito da natureza e constituicéo da mente humana.”

Durante algumas décadas o trabalho de Boole, nomeadamente a Ldgica Simbdlica, ndo

recebeu a devida atengao até ter sido levado mais a sério por Whitehead e Russell na obra

Principia Mathematica (1910-1913).
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Boole é ainda visto como o primeiro que se apercebe da verdadeira natureza da algebra

como sistema abstrato independentemente das operagdes aritméticas.
De Morgan

Os seus trabalhos versam sobre fundamentos de algebra, calculo diferencial, l6gica e teoria
das probabilidades. Com George Boole, tornou-se um dos responsaveis pela criacdo da

légica simbdlica moderna.
Gottlob Frege

Gottlob Frege, matematico, estudou em Jena e Gottingen e foi professor na Universidade

de Jena.

Frege publica as Leis Bdsicas da Aritmética (1903), obra na qual incluiu um sistema légico.
Bertrand Russell encontrou nesta obra um paradoxo que ficou famoso. Atribui-se a Frege
a criacdo da Légica de Predicados Axiomatica. A inovagdo estd acima de tudo ligada a
utilizacdo de varidveis quantificadas. A capacidade de expressar proposicdes de
complexidade crescente e com multiplos niveis de quantificacdo ndao criavam qualquer
ambiguidade na Légica De Predicados de Frege. Apesar de Frege ndo ter conseguido
completar o designio a que se propo0s, que pretendia fundamentar a Aritmética como um
ramo da Légica, devido a um famoso paradoxo que inviabilizou a utilizacdao de uma das suas
leis, a sua contribuicdo é um marco na Légica Matematica. Os avancos atribuidos a Russell
e Whitehead, Godel e Tarski seriam improvaveis sem as contribuicdes de Frege. Numa fase
inicial os trabalhos de Frege passaram despercebidos e quase ndo eram conhecidos na
comunidade cientifica até Russell ter escrito um apéndice a um dos seus volumes de The
Principles of Mathematics em que tratava das suas discordancias com Frege. Rudolf Carnap,
aluno de Frege, Russell e Wittgenstein nos seus trabalhos possibilitaram a divulgacdo dos

trabalhos de Frege.
David Hilbert

David Hilbert foi um dos matematicos mais importantes do fim do séc. XIX e inicio do séc.
XX. Dedicou-se a vdrios campos da Matematica tendo sido um dos mais proeminentes na
procura dos fundamentos da Matematica em termos tanto quanto possivel rigorosos. A
questao de procurar bases fundacionais que permitissem a partir de um conjunto finito de

axiomas e regras de derivacao deduzir toda a Matematica era na época um dos principais
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temas dos matematicos. Havia divergéncias sobre qual a drea que poderia fornecer essas
“bases” e “ferramentas”. Algumas dessas tentativas ficaram conhecidas por programas
associados a um tema e ao nome do seu principal ou Unico mentor. Augusto J. Franco de

Oliveira caracteriza essa procura de Hilbert da seguinte forma:

“O chamado “programa de consisténcia de Hilbert” e a corrente filoséfica e fundacional
associada - o Formalismo -, bases do ramo da Ldégica Matemdtica conhecido por Teoria da
Demonstragdo (Beweistheorie), também conhecida por Metamatemadtica, foram concebidos
gradualmente por David Hilbert ao longo das primeiras trés décadas do séc. XX como resposta a
grave «crise fundacional» originada pela descoberta dos paradoxos ou antinomias Iégicas e
semdnticas na viragem do século. Em poucas palavras, o referido “programa de consisténcia”
pretende justificar a matemdtica abstracta, infinitdria (das totalidades infinitas) representada
numa teoria formal, mediante uma prova finitista de consisténcia da teoria formal em causa. Na
realidade, o “programa de consisténcia” é apenas uma parte, a mais facilmente compreensivel,
de um programa mais geral, o “programa de conservacdo”, que consiste em mostrar que a
matemadtica infinitdria (a matemadtica abstracta do infinito, das demonstragées ndo construtivas,
dos objectos ideais — o grosso da matemdtica cldssica, em suma), é uma extenséo conservativa
da matemadtica finitista (a matemdtica combinatorial, dos objectos e manipulagdes concretas),
o0 que significa, grosso modo, que qualquer propriedade concreta dos objectos concretos que seja
demonstrada abstracta ou infinitariamente também pode ser demonstrada finitisticamente.”
(Oliveira, Formalismo hilbertiano vs. pensamento intuitivo, 2005)

Paragrafo final:

“O formalismo de Hilbert ndo é, como alguns poderdo ter pensado, um formalismo exacerbado
a Russell, mas sim um formalismo benigno, que para sobreviver precisava, apenas, de um
remédio simples e natural — uma prova finitista de consisténcia. Hélas, tal remédio néo existe,
mas a Teoria da DemonstracGo permanece um dos ramos mais vigorosos da moderna Idgica
matemdtica com relevdncia para diversas aplicagdes nas ciéncias da computagdo.”

(Oliveira, Formalismo hilbertiano vs. pensamento intuitivo, 2005)

3.1.3.  Posig¢des contrarias e criticos

Durante o sec. XIX e XX assistimos a uma afirmacdo da Légica, a producdo de obras
relevantes, a correcdo de erros e imprecisdbes cometidas anteriormente bem como
reformulagbes tedricas que permitiram resolver paradoxos que tinham sido detetados por
varios investigadores. Por exemplo o conhecido paradoxo de Russell p6s em causa a obra
de Frege, Fundamentos da Aritmética e levou a necessidade de estabelecer uma Teoria
Axiomatica dos Conjuntos que permitisse resolver limitagdes da Teoria ingénua dos
conjuntos.

“Na origem do problema, usando terminologia moderna ao invés da notac¢do adotada por Frege,
estd o facto de se permitir que: dada uma propriedade P(x) se forme o conjunto {x:P(x)},ou, dito
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de outra forma, dada uma propriedade se forme o conjunto dos objetos que tém essa
propriedade.
Entre esses paradoxos, encontram-se:
Paradoxo de Burali-Forti (1897) {x: x é um ordinal}
Paradoxo de Cantor (1897) { x: x é um cardinal}
Paradoxo de Russell (1901) {x: x gx}”
(Ferreira, 2015)

Nem todas as correntes da Matemadtica, no entanto, aderiram a este ganho de importancia
ou de protagonismo da Légica no seio da Matematica. A Légica enquanto tema matematico
andou sempre muito ligada a Teoria dos Conjuntos e ao Método Axiomatico. Contudo,
apesar de alguns impulsionadores das reformas terem sido grandes defensores destes dois
ultimos temas, o Movimento da Matematica Moderna ndo incluia a Logica nos seus temas

fundamentais.

Dieudonné, um dos fundadores do grupo que publicava sob o pseudénimo Bourbaki, é
altamente critico da Ldgica e dos seus cultores. Rute da Cunha Pires mostra
detalhadamente esse posicionamento:

Em relagdo ao logicismo, [Dieudonné]diz que ndo tem muita coisa a dizer, pois sequndo a sua
memoria, ndo se lembra de um matemdtico que tenha redigido em conformidade com os
principios desta escola. Ainda, que nenhum matemdtico compreende o entusiasmo dos l6gicos
por seu sistema; certamente devido ao prestigio que seu autor principal, Russell adquiriu
enquanto filésofo (e que ndo discutird), que lhe faz tomar por certo suas pretensées abusivas de
ser também considerado um matemadtico.
Para ele, de fato, este matemdtico (Russell) que jamais demonstrou um teorema novo,
emprestou suas idéias® sobre a Iégica matemdtica dos trabalhos pioneiros de Frege e Peano, e
s6 soube combinar erroneamente estas idéias em incrivel estilo confuso e insipido em sua teoria
dos tipos, que nem mesmo tem o mérito de ser totalmente formalizada. Pode-se dar conta de
sua incompreensdo profunda da matemdtica quando se lhe vemos, em 1914, tomando a parte
de um trabalho de Dedekind sobre os cortes, pretendendo um axioma novo num banal
‘transporte de estrutura’ e continuando nestes termos grotescos.
Para Dieudonné (1990, pdg.31), é também a Russell que se deve a asneira, incansavelmente
repetida depois, que queria fazer da matemdtica ‘uma parte da Iégica’; mesmo tendo em conta
o fato que na época a teoria dos conjuntos era considerada como uma parte da Idgica; para ele,
uma tal afirmagdo é tdo absurda quanto considerar as obras de Shakespeare ou de Goethe
fazendo parte da gramdtica.
A vis@o de Dieudonné sobre Russell é péssima, mas a historia, sobre o lugar de Russell, jd havia
Ihe respondido na época.

(Pires, 2006, p. 87)

A critica é estendida aos intuicionistas em geral e ndo se fica por aspetos cientificos. E posta

em causa a seriedade dos intuicionistas face aos trabalhos de outros autores:

6 Tomou por empréstimo as ideias de Frege e Peano
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Para Dieudonné, para converter os matemdticos a suas doutrinas, os intuicionistas procuram
depreciar e mesmo ridicularizar o que fazem seus adversdrios, deformando sistematicamente os
seus trabalhos para lhes dar uma impresséo grotesca ou futil. A primeira destas <tartes a la
crema>, incansavelmente repetida, provém, sem duvida, para ele, da famosa invengdo perniciosa
de Russell caracterizando a matemdtica como a ciéncia onde ndo sabe de que fala nem se o que
se diz é verdade: “Ou on ne sait pas de quoi on parle ni si ce qu’on dit est vrai.” (RUSSELL, in
Dieudonné, 1981c, pdg.35)

(Pires, 2006, p. 91)

Como ja tinha sido referido atras, para Dieudonné, a Ldgica tem um papel secundario e
serve essencialmente para validar resultados:

Para Dieudonné, num artigo sobre a abstracdo e a intuicdo matemadtica, inserido em Choix
d’ceuvres (1981b) a qualidade essencial de um matemdtico é a imaginagdo; a Iogica sé serve
para colocar as demonstragées sob uma forma irrefutdvel, ela é incapaz de sugerir. A imaginagdo
se funda sobre uma espécie de intuicdo dos objetos matemdticos estudados, diz Dieudonné,
tendo muito pouca relagdo com o que se chama ordinariamente a “intuicéo sensivel”. A “intuigcdo
matemdtica” é antes de tudo o resultado de uma longa familiaridade com o tema estudado, mas
ele se opera nas transferéncias da intuicGo de uma teoria G outra, onde se pode ter alguns
exemplos da fecundidade destas transferéncias.
Todos os matemdticos estdo de acordo sobre o papel desempenhado pela imaginacdo na criagdo
matemdtica. A Idgica é uma ferramenta indispensdvel e aborrecida (sabe-se alids, que os
matemdticos ndo a apreciam muito em geral); é necessdrio saber a maneira como a logica
permite verificar uma demonstra¢do, mas ndo de a inventar.

(Pires, 2006, p. 98)

Mais adiante quando abordarmos em maior detalhe o papel de Sebastido e Silva nareforma
do ensino nos anos 60 em Portugal, veremos que a sua interpretacao do papel da légica
simbdlica é de relevo e de primeira grandeza e nunca se compagina com esta visdao de
Dieudonné embora tenha referido que aprendeu muito pelas obras de Bourbaki.

Ja Morris Kline opde-se as reformas da Matematica Moderna nos curriculos das escolas
americanas e visara de forma tao radical e violenta os defensores do raciocinio dedutivo
como instrumento pedagdgico que ndo haverd qualquer duvida da incompatibilidade
destas duas posicdes.

Tendo em conta o que Dieudonné e Kline escreveram sobre o erro pedagoégico de usar
métodos diferentes dos que os investigadores usaram para produzir os seus resultados e
vendo o papel que foi dado a Légica nos curriculos da Matematica Moderno poderiamos
concluir que estdvamos perante dois pensadores igualmente adversos as «novas
matematicas». Na realidade Kline e todos os que seguiram as suas posigoes tém uma
profunda aversao a tudo o que é abstrato, formal e afastado do contexto como ja foi visto

em citacdes ja reproduzidas nesta dissertacdo. Ndo se pode afirmar o mesmo nem do grupo
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Bourbaki nem de Sebastido e Silva. Simplificadamente temos Kline que rejeita
praticamente todo o “modernismo” e aparentemente quer recuperar abordagens
classicas, fixando-se nas abordagens praticas, na investigacdo em contexto, etc. Temos
depois o MMM com raizes no grupo Bourbaki com apreco especial pela Teoria dos
Conjuntos, por avancos no campo formal, introducdo de rigor nas abordagens,
identificacdo de estruturas matematicas com aplicacdo em diferentes temas entre outros
considerados modernos e finalmente, dentro de portas, temos a abordagem de Sebastido
e Silva e do seu grupo de trabalho que com algumas reservas no campo pedagdgico
mostram aprec¢o por toda a inovagcdo modernista do grupo Bourbaki e além disso um
notdvel apreco pela Logica Simbdlica sobre a qual tém enormes espectativas no campo
pedagdgico. Para documentar este apreco e espectativa basta folhear o seu manual
preparado para o ensino secundario e ver como todo o antigo 62 ano (102) estava destinado
primeiro a légica e depois as matematicas ditas modernas que se estendiam até ao 72 ano
(119).

Regressando a posicdo de Dieudonné vemos que também Euclides sera visado por este
autor, muito embora neste campo as vozes criticas ja vinham do passado. A aversao a

abordagem de Euclides chegou a seguinte proclamacéo:
“A bas Euclide”,
Pronunciamento de Dieudonné, em Royaumont (1959) e noutros lugares.

A ideia de que os Elementos de Euclides era uma obra pioneira e de grande mérito na
introducdo do raciocinio dedutivo foi muito desvalorizada pelo grupo Bourbaki muito
embora ndo tenham sido os pioneiros dessas criticas. Antes de Bourbaki varios autores

consideraram que os Elementos ndo sdo uma obra apropriada para os alunos iniciantes:

“Percorrendo a histdria da Matemdtica pode-se encontrar cinco casos de afirmacdes explicitas
contra Euclides: Pierre Ramée, Aléxis Clairaut, Auguste Comte, Félix Klein, Nicolas Bourbaki,
desconsiderando-se as “vulgattas” no sentido de Chervell e as obras, tais como, as de Monge,
John Perry e Méray que divergem da apresentagéo de Euclides, mas que sdo dirigidas as escolas
técnicas e profissionais.”

(Pires, 2006)

Os Elementos também ndo apresentam a preocupacdo de cobrir todo o conhecimento

existente, ficam de fora partes importantes das cénicas bem como outros assuntos.
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Para clarificar a afirmagdo, Klein diz que Euclides nunca se propds, de nenhum modo, condensar
em uma enciclopédia a totalidade dos conhecimentos geométricos de sua época, posto que néo
teria prescindido de algumas teorias, tal como a das secgbes cénicas e curvas de ordem superior.

(Pires, 2006)

A abordagem nos Elementos resulta também de uma necessidade de responder a certos
criticos. Clairaut citado por Pires (Pires, 2006) afirma que as demonstra¢des formais da
geometria euclidiana resultaram da necessidade de contrariar os sofistas que «se gloriavam

de refutar as verdades mais evidentes».

O abandono da observagao e da experiéncia bem como da intui¢cdo no raciocinio e analise
dos problemas, a ndo apresentacdo dos métodos originais que foram usados na
investigacdo desses mesmos problemas e a sua substituicdo por teoremas que por vezes
nao se sabia como tinham sido obtidos, foram também visados pelos que se opunham a
Euclides. Clairaut’ chega a sugerir que a vaidade pessoal e alguma vontade de se “eximir
ao trabalho” de apresentar as ideias que os conduziram aos resultados apresentados, estdo
na base da producdo de textos carregados de teoremas ndo fundamentados.

O posicionamento de Clairaut esta praticamente todo vertido nas posicées de Morris Kline,
em muitos aspetos também em afirmacgdes de Felix Klein e muitos outros, sempre que
tentam justificar o que faz os alunos rejeitarem a matematica.

Em meados dos anos 70 uma série de resultados dececionantes principalmente obtidos em
provas de acesso ou de qualificagdo prévia ao ingresso no ensino superior em diversos
paises levaram a que a critica se virasse contra o Movimento da Matematica Moderna. As
criticas apareceram de todo o lado, mas foram mais veementes em alguns paises. Nos
Estados Unidos Morris Kline publicou artigos, participou em encontros onde proferiu
palestras e escreveu um livro que ficou famoso principalmente pelo titulo “Why Johnny

can’t add: The failure of the new mathematics.”

3.2. Introdug¢ao da ldgica nos curriculos

Vale a pena lancar um olhar para o que aconteceu a montante da época em que foram

introduzidos, na década de 60 do século passado, conceitos elementares de Légica

7 Ver Anexo 2 para uma mais extensa leitura da posicdo de Clairaut.
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Matemadtica nos curriculos em Portugal. Como é sabido, a reforma levada a cabo em
Portugal nessa época, teve como figura predominante o professor universitario José
Sebastido e Silva, e foi a primeira que introduziu alguns temas ditos das matematicas
modernas, termo que é muito polémico sob varios pontos de vista. Se para alguns a nova
matematica foi vista como algo muito inovador e portador dos avancos, das descobertas
de novos campos de investigacdao e também dos caminhos do futuro que ninguém poderia
desprezar, por outro lado também houve resisténcia e ceticismo. Desde logo, questionou-
se se tudo o que estava a ser introduzido era de facto novo, concluindo-se que ndo, por
outro lado questionou-se se poderia ser considerada correta e avangada a posi¢ao de que

o ensino dos jovens devia ser iniciado por novos temas, com uma nova fundamentacao.

Alguns, ndo especificamente matematicos, achavam que comparativamente ao
desenvolvimento embriondrio em que as estruturas cerebrais se desenvolvem
progressivamente, primeiro as ligadas a fun¢dGes mais primarias e elementares do
funcionamento do cérebro e por ultimo as especificas de seres mais evoluidos e em que
algumas delas estdo somente presentes no cérebro dos humanos, também as capacidades
intelectuais deveriam seguir esta progressividade. Perante este paralelismo os temas a
abordar no ensino das criangas e jovens somente seria possivel se seguisse essa progressao
de niveis mais simples e concretos para niveis mais complexos e abstratos. Com alguma
ajuda da teoria dos estadios de Piaget era fécil contestar a ideia de que se poderia
inicialmente promover o ensino de estruturas matematicas abstratas®, para isso bastando
qguestionar se nos primeiros estddios as criancas e os jovens teriam desenvolvimento
intelectual para lidar com o pensamento abstrato-dedutivo (operacbes formais).
Igualmente se punha a questdo se o ensino ndo deveria construir um caminho paralelo ao
das aquisicOes histéricas da Matematica. Desta forma a matematica moderna e as suas
tentativas de unificacdo de todas as matemdticas eram um ponto de chegada e ndo de
partida na ciéncia, o que deveria também ocorrer na formacdo dos jovens. Nos textos de

Morris Kline é muitas vezes referido, quer numa argumentacao do préprio, quer citando

8 0 contrério também esteve muito presente e foi estruturante no MMM. Pensavam que se podia induzir ou
criar na mente, as representagdes corretas do conhecimento, recorrendo ao ensino de algebra abstrata,
nogoes de conjuntos e operagdes sobre conjuntos, estruturas matematicas passiveis de serem aplicadas em
varios contextos como a estrutura de grupo, etc.
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matematicos famosos, que ndo foi assim que aos matematicos trabalharam, pensaram ou
investigaram, ou entdo reforca-se a ideia com a afirmagao de que “ndo se pode desprezar
a intuicdo”, ou ainda recorrendo a célebre afirmacdo de Félix Klein que se ndo estivesse a
observar as figuras ndao seria capaz de seguir as demonstracdes de geometria euclidiana
reforcando o valor da intuicdo mas também reforcando a critica de que tomamos muito do
que ainda nao esta demonstrado como evidente, iludidos pelo que, através da experiéncia

do mundo real, nos parece inquestionavel.

Podemos admitir que nem todos aderiram incondicionalmente a antecipacdo de
matemadticas formais e abstratas. Um exemplo é a posicdao de Sebastido e Silva de que a
idade apropriada para introduzir a Légica Simbdlica nos curriculos é a que os alunos tém a
entrada no ensino secundario. Outro exemplo é a posicao de Dieudonné, perante os maus
resultados, afirmando que Bourbaki ndo propds reformas para o ensino médio e que
estavam a receber criticas referentes as ilusdes e aos infundados entusiasmos de outros
atores das reformas. Ainda outro exemplo é a posicao de Kline quando em 1955 ja tem
uma posicdo muito critica sobre uma variedade de aspetos que justificam a rejeicao da
Matematica pelos alunos e a posi¢cdo de que, com abordagens como as que se verificavam,

era absolutamente natural que no fim s6 uma minoria aderisse aos cursos de Matematica.

A nova matemdtica e a falta de problemas em contexto e de aplicagdes simples da
matematica foram igualmente visadas na obra “Why Johnny can’t add: The failure of the
new mathematics”. A maioria das vezes as obras deste autor sobre a insatisfacdo com as
intituladas «novas matematicas» e os seus resultados frustrantes é sumariamente referida
sem atender a que o autor também as fez, no mesmo registo demolidor pelo menos, em
relacdo aos curriculos mais tradicionais e afirmando que os erros pedagdgicos tém pelo

menos um século:

“What | have been trying to point out thus far is that the material we have been teaching to
almost all of the freshman course of the past 100 years is meaningless, unmotivated, ugly and
disconnected. We have taught processes which 95% of the students will never use, and even those
who do go on to use it will not be effective because the material is taught mechanically. Starting
with fractions in the elementary school the students learn to perform like martinets®. As the
students attempt to master process after process, the meaninglessness of the material frustrates
them. As the years go by, the pile of meaningless operation becomes too large to bear; the entire

® Martelos mecanicos motorizados que percutem repetidamente.
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structure collapses; and the students' progress is hopelessly blocked. Because the material has
been meaningless to them, they forget readily and willingly.”*°
(Kline, 1955)

E interessante verificar que nesta critica, embora n3o seja a ideia principal, o ensino de
fracdes nos primeiros anos também é severamente visado. Cinquenta anos depois,
contrariando esta posicdo, a implementagdo no ensino elementar do calculo com
fracionarios é uma das principais recomendacdes emitidas pelo “National Mathematics
Advisory Panel. Foundations for Success: The Final Report of the National Mathematics
Advisory Panel”, estudo encomendado em 2008 pelo U.S. Department of Education (12

presidéncia de Obama).

Kline nesta palestra apresenta um conjunto vasto de criticas muitas delas direcionadas para
a inabilidade de mostrar aos alunos uma abordagem atrativa da matematica, na linha da
citagcdo acima transcrita. Quem |é as breves citacGes que proliferam nos estudos que se
debrucam sobre as criticas a Matematica Moderna e caso ndo fagca uma leitura mais atenta
deste autor nunca se confrontard com uma afirmacdo como a seguinte, feita quase 20 anos
antes da sua demolidora critica ao MMM:

“Because students are uninformed and a captive audience, they can be gotten to absorb rubbish.
But even rubbish has to be motivated. The topics we teach in college algebra and trigonometry
not only are not motivated but cannot be motivated because in and for themselves they serve no
purpose. We can tell students that they will use this material if they continue with mathematics.
But who would want to continue with mathematics after such an introduction to it? You know
the answer as well as | do. Very few. The students who reject mathematics after being exposed
to algebra and trigonometry are wiser than the teachers.”!

(Kline, 1955)

10 Traduc3o livre do autor: “O que eu tenho tentado apontar até agora é que o que temos ensinado a quase
todos os caloiros dos ultimos 100 anos ndo tem sentido, é desmotivador, feio e desconexo. Ensinamos
processos que 95% dos alunos nunca usardo, e mesmo aqueles que os utilizarem ndo serao eficazes porque
0s assuntos sdo ensinados mecanicamente. Come¢ando com fragdes na escola primdria, os alunos aprendem
a se comportar como martinetes. A medida que os alunos tentam dominar processo apds processo, a falta
de sentido do assunto os frustra. Com o passar dos anos, o amontoado de operag¢des sem sentido torna-se
demasiado grande para suportar; toda a estrutura entra em colapso; e o progresso dos alunos é
irremediavelmente bloqueado. Porque o assunto ndao tem sentido para eles, eles esquecem prontamente e
de bom grado.” Nota: Martinetes sdo martelos motorizados que percutem repetidamente.

11 Tradugdo livre do autor: “Por os alunos n3o estarem informados e serem um publico cativo, podem ser
conduzidos a absorver lixo. Mas até o lixo tem de ser motivador. Os tdpicos que ensinamos em algebra
universitaria e trigonometria ndo s6 ndo sdo interessantes, como também ndo podem ser motivadores,
porque em si mesmos ndo servem para nada. Podemos dizer aos alunos que esses conhecimentos serdo uteis
se continuarem a estudar matematica. Mas quem gostaria de continuar com a matematica depois de uma
introducdo como esta? Sabem a resposta tdo bem como eu. Muito poucos. Os estudantes que rejeitam a
matemadtica depois de serem expostos a dlgebra e trigonometria sdo mais sabios que os professores.”
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N3do podemos deixar de notar que ja nesta época Kline sentiu a necessidade de encontrar
razoes para justificar uma significativa rejeicdo da Matemadtica pela parte dos estudantes,
e nesta citacdo a algebra e a trigonometria aparecem como temas sem aplicabilidade, o
que é estranho, e os que insistem em ensina-los sao vistos como pouco avisados ou talvez
irrealistas. Os professores aparecem aqui como responsaveis por esta rejeicdo da

Matematica e incapazes de motivar os alunos para a aprendizagem da disciplina.

J& nesta data Kline mostra uma muito profunda preocupag¢dao com a introducdo de
matematicas abstratas. Na sua leitura da realidade envolvente, sé agudizavam os

problemas que ja eram, na época em que profere esta palestra, muito graves.

“But | fear they have gone to the opposite extreme, for their recommendation is that we teach
modern abstract mathematics. And so we find in some of the newer texts such topics as symbolic
logic and Boolean algebra, postulational systems, set theory, rigorous establishment of the real
numbers as Dedekind cuts, and of the complex numbers, as couples, abstract algebra, e.g.,
groups and fields, functions as transformations from one domain to another, and the like.”*?
(Kline, 1955)

Nota-se aqui que as posi¢cdes de Kline sdo muito parecidas com as correntes préximas de
autores de programas dos anos 90 em Portugal principalmente no aspeto de valorizar as
aprendizagens em contexto. Kline é inclusive demolidor com problemas colocados aos
alunos dos varios niveis de ensino, que tentam dar uma aparéncia de problemas em
contextos reais, quando na realidade sdo meras construcdes artificiais que deixam
igualmente os alunos sem grande motivacdo. Nesta questdo, da primazia ao ensino em
contexto, os autores do programa de 2014 tém muitas reservas e pensam que muitas vezes
€ uma abordagem pedagdgica errada. De facto, ndo valorizam a aprendizagem em contexto
e o ensino centrado no aluno tanto quanto os que formularam os programas anteriores e
os mentores das «aprendizagens essenciais» e, para fundamentar as suas posicoes,
recorrem entre outros ao relatério ja citado “Foundations for success” onde se afirma que

ndo hd nenhuma evidéncia, em estudos de qualidade comprovada®3, que a aprendizagem

2 Tradug3o livre do autor: “Mas temo que eles tenham ido ao extremo oposto, pois a sua recomendagdo é
que ensinemos matematica abstrata moderna. E assim, encontramos em alguns dos textos mais recentes,
tépicos como ldgica simbdlica e algebra booleana, sistemas postulacionais, teoria dos conjuntos,
estabelecimento rigoroso dos niumeros reais como cortes de Dedekind e dos nUmeros complexos como pares,
algebra abstrata, por exemplo, grupos e corpos, fungdes como transformagées de um dominio para outro e
outros semelhantes.

13A defini¢do de estudos de elevada qualidade no relatério mencionado é a seguinte:
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em contexto e o ensino centrado no aluno, em vez de dirigido pelo professor, seja melhor.
E inclusive afirmado que somente se verificam melhorias significativas quando se mantém
a avaliagdao no contexto em que se promoveu a aprendizagem.

“26) The use of “real-world” contexts to introduce mathematical ideas has been advocated, with
the term “real world” being used in varied ways. A synthesis of findings from a small number of
high-quality studies indicates that if mathematical ideas are taught using “real-world” contexts,
then students’ performance on assessments involving similar “real-world” problems is improved.
However, performance on assessments more focused on other aspects of mathematics learning,
such as computation, simple word problems, and equation solving, is not improved.”*

(Larry R. Faulkner, 2008)

A duvida sobre se as aprendizagens em contexto sdo transferidas para a resolucdo de
problemas em contextos alternativos tem mais de um século e os psicdlogos que
estudaram estes problemas inclusive tém a definicdo de «transferéncia negativa» quando,
nas experiéncias avaliadas, os intervenientes pioram o seu desempenho ao tentar aplicar
estratégias bem sucedidas em experiéncias anteriores a novos contextos, noutras vezes
consideram haver transferéncia nula quando nada é trazido de experiéncias anteriores
para aos novos contextos. Crato cita frequentemente autores e relatdrios onde essas
dificuldades ficaram patentes.

Os defensores dos programas de 2014 n3ao negam que a aprendizagem em contexto possa
por vezes ser utilizada, ndo aceitando, no entanto, que os conceitos abstratos em
matematica possam ser menorizados na formacao dos alunos.

Quando os resultados das reformas inspiradas pelo MMM, em varios paises, ndao foram os
esperados e por vezes até se situaram em patamares mais baixos que os anteriores, deu-
se um fendmeno generalizado de rejeicdo e as criticas apareceram violentas,

eventualmente para |a do que seria justo.

For descriptive surveys of population characteristics:

High quality. Probability sampling of a defined population; low nonresponse rate (< 20%) or evidence that
nonresponse is not biasing; large sample (achieved sample size gives adequate error of estimate for the study
purposes); valid and reliable measures.

14 Traduc3o livre do autor: O uso de contextos do “mundo real” para introduzir ideias matematicas tem sido
preconizado, com o termo “mundo real” a ser usado de varias formas. A sintese das descobertas de um
pequeno numero de estudos de alta qualidade indica que: se as ideias matematicas sdo ensinadas usando
contextos do mundo real, entdo o desempenho dos alunos em avaliagbes que envolvem "mundo real" e
problemas semelhantes é melhorado. No entanto, o desempenho nas avaliagdes mais focado em outros
aspetos do aprendizado de matematica, como computacgdo, problemas simples de palavras e resolugdo de
equacdes ndo sdo aprimorados.
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A génese, a agao e o posicionamento do grupo Bourbaki

Recuando algumas décadas vejamos que, antes do aparecimento do MMM, ocorreram em
Franca uma série de acontecimentos enquadrados historicamente pelo fim da 12 grande
guerra, na qual perderam a vida alguns cientistas e jovens promissores, e que levaram a
um sentimento de perda de protagonismo e lideran¢a que tinha existido na viragem do
século. Esta envolvente e alguns episddios particulares sobre deficiéncias no ensino
universitario levaram a constituicdo de um grupo de matematicos fechado, caracterizado
por algum secretismo, que para efeito de publicacdo adotou o pseuddénimo de Nicolas
Bourbaki. Este grupo de matematicos teve especial importancia na definicdto do MMM

embora ndo sejam um Unico movimento com duas denominagdes diferentes.

Na década de 1920 passaram pela ENS® cinco jovens franceses, que viriam a ser membros da
primeira formagéo do Grupo Bourbaki: André Weil, Claude Chevalley, Henri Cartan, Jean Delsarte
e Jean Dieudonné. Também foram membros da formagéo inicial do Grupo: Charles Ehresmann,
Jean Coulomb, René Possel e Szolem Mandelbrojt, nem todos egressos da ENS, e com atuagdo
menos intensa do que os citados anteriormente.

(Esquincalha, 2012)

Bourbaki ndo foi fundado para dar resposta a problemas do ensino médio. Estavam acima
de tudo interessados em questdes de rigor cientifico, de unificacdo das matematicas,
qualidade de manuais para o ensino universitario entre outras. Quando em meados dos
anos 70, o que se pensava ser as ideias destes matematicos nao tiveram o efeito esperado
na melhoria dos resultados no ensino médio, alguns autores incluindo membros do grupo
Bourbaki demarcaram-se e afirmaram nunca ter sido a sua ideia ou intencdo aplicar essas

propostas ao ensino médio.

“Muitas pessoas defendem a ideia de que o Movimento Matemdtica Moderna foi criado pelo
Grupo Bourbaki, ou ainda, que a reorganizagdo que propuseram para a Matemdtica tinha o
objetivo de trazer melhoras para a educagdo escolar, mas essas sdo ideias equivocadas. Segundo
Pires (2006), Bourbaki jamais socializou seu trabalho no nivel do ensino médio, ou mesmo de
licenciatura.
Bombal (1988, p.8) fala a respeito dessa relacdo direta inexistente, e encerra com uma citagdo
de Dieudonné, um dos membros da formagdo original do grupo:

Lo primero que hay que destacar de esta concepcion, es que la obra va dirigida al

matemdtico profesional, e.d., el que realiza investigacion, para servir como obra de

referencia y consulta. Como sefiala Dieudonné, nunca se pronuncid Bourbaki a favor

de que los conceptos descritos en su tratado pudieran introducirse a un nivel inferior

al de graduado universitario, y mucho menos en la escuela primaria o secundaria.

15 Ecole Normale Supérieure de Paris
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Esto contesta a una idea muy extendida en determinados circulos que achacan a la
influencia de Bourbaki la introduccion en la ensefianza elemental de nociones muy
abstractas, generalmente indtiles a ese nivel (lo que se conoce peyorativamente en
la ensefianza primaria como “nuevas matemdticas” o “matemdtica moderna”). En
palabras de Dieudonné: “No se puede hacer responsable a un autor por el uso que
algunas personas hayan hecho de su obra, para justificar teorias o acciones que él
nunca defendid.”. (BOMBAL, 1988, p.)

(Esquincalha, 2012)

Duvidas hda, no entanto, sobre se se deve aceitar na sua totalidade esta tese, dado que
Dieudonné e outras personalidades ndo estavam somente a trabalhar em paises
desenvolvidos nem exclusivamente na investigacdo dos fundamentos tedricos. A sua
influéncia estendeu-se a muitos paises principalmente aos que faziam parte da OECE,
posteriormente denominada OCDE, e estenderam a sua influéncia aos dois lados do
Atlantico. Nomeadamente cooperaram com paises considerados subdesenvolvidos como
por exemplo o Brasil e em particular com a Universidade de S. Paulo, mas ndo sé, na medida
em que os governos de alguns estados criaram grupos locais de professores de matematica
que introduziram o MMM de forma oficial em alguns dos estados brasileiros't. A
cooperacao do grupo Bourbaki com a USP levou muitos matematicos ao Brasil. Estiveram
na Faculdade de Filosofia Ciéncias e Letras da Universidade de Sdo Paulo nas décadas de
40 e 50, os matematicos Jean Dieudonné, André Weil, Jean Delsarte, Laurent Schwartz,
Charles Ehresmann, Jean-Louis Koszul, o polonés Samuel Eilenberge o alemao Alexander
Grothendieck, bem como Oscar Zariski, que nesse periodo ja compartilhava muitas das
ideias matemadticas de Bourbaki. Neste caso em particular, para além de contribuirem
ativamente para a reforma dos curriculos e organizacdo dos cursos universitarios de
Matematica da USP, também participaram em inlimeras palestras e encontros. Na sua
cooperacdao com a USP lecionaram varios cursos de extensdo. Durante estes anos
frequentemente intercalaram temporadas de alguns meses no Brasil com temporadas em
outros paises onde também lecionavam e promoviam a extensdo da nova matematica.
Estas movimentagdes de e para os Estados Unidos e outros paises, estdo documentadas,

nos trabalhos feitos por investigadores brasileiros sobre esta cooperacdo. A divulgacdo de

16 GEEM de S30 Paulo, NEDEM do Parana, GEEMPA do Rio Grande do Sul e GEPEMAT do Mato Grosso.
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novas ideias, exercicio de influéncia e dalguma forma aculturacdo'’, levanta sérias duvidas

sobre a tese oposta defendida na citagao acima transcrita.

Note-se que os matematicos que publicavam sob o pseuddnimo Bourbaki eram um grupo
muito reduzido e fechado, menos de 20 matematicos, que ndo aceitava candidaturas de
novos membros e sé recebia novos elementos por convite. Sendo assim, embora tenham
tido muita influéncia a verdade é que, o muito mais vasto conjunto de pessoas que
implementou as reformas curriculares aderentes ao MMM nos diversos paises, ndo eram
todos préximos dessa corrente de influéncia ou suficientemente familiarizados com as
ideias de Bourbaki. Os temas e a forma como os implementaram, nos diversos paises que
participaram, ocorreram de formas diversa e nem sempre totalmente alinhadas com os
mentores mais influentes e cientificamente mais bem preparados das novas matematicas.
Neste particular vejam-se as posicées diametralmente opostas de Dieudonné e de
Sebastido e Silva sobre Légica Matematica, sem que se pudesse considerar algum deles

menos competente.

E importante notar também que, para além das criticas em relacdo a falta de qualidade dos
manuais do ensino universitario, outras causas sem qualquer relacdo com esta, eram
apontadas para o deficiente estado em que se encontrava a Matematica, na opinido do
grupo Bourbaki. Uma parte das preocupacdes expressas eram devido a deficiente
preparac¢ao dos jovens candidatos aos cursos do ensino universitario e, por extensao,

também dirigidas a ma preparacado dos professores que lecionavam nesse nivel de ensino.

Tenhamos também em atencdo que esse grupo elitista e os seus mais proximos seguidores
ndo emitiram nenhum alerta de que as suas ideias ndo se adequavam a ser implementadas
no ensino médio nem que teriam de ser preparadas adaptacdes, tendo em atencdo a idade
e o nivel de conhecimentos dos alunos. Nos textos que consultei sobre este periodo, ndo
existe teoria pedagdgica sobre como ndo se cometer os mesmos erros do ensino tradicional

e, simultaneamente, ndo criar uma série de outros, seja por inapropriada antecipacao de

17 Aculturagdo é o conjunto das mudancas resultantes do contato, de dois ou mais grupos de individuos,
representante de culturas diferentes, quando postos em contato direto e continuo. (..)E frequente a
desintegragdo de uma ou varias culturas, sob a influéncia dos contatos que se estabelecem entre os grupos.
Muito comum também é a mudanca dos elementos adquiridos, ocorrendo uma desorganizagao social, o que
pode envolver o desaparecimento, total ou parcial das configuracdes anteriores, como também a fusdo de
certos elementos numa nova configuragao.
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temas para os quais os jovens ainda ndo estariam recetivos, seja por excesso de contelddos
a incluir ou outro motivo qualquer. Contrariamente muitos textos e livros do ensino médio
e elementar avangam com rudimentos de Teoria de Conjuntos e outras novas matematicas.
Alguns acham que a estrutura de grupo esta como que adormecida na mente das criangas
e pronta para ser acordada, logo é possivel comecar a introduzir esses conceitos.
Introduziu-se nos anos correspondentes ao 32 ciclo atual composi¢do de fungdes baseadas
em isometrias e estruturas algébricas no secundario, por exemplo. Resumidamente poder-
se-a dizer que entusiasmo houve muito e cautelas muito poucas. Acresce que, se 0s
docentes existentes nos diversos paises ndao eram em numero suficiente e estavam a
revelar dificuldades em conduzir os alunos a uma preparacdo adequada nas temadticas
tradicionais com que estavam familiarizados, muito mais complicado seria implementar
uma reforma com temas nunca antes abordados, quer no ensino médio quer no ensino
universitario. No que diz respeito as matematicas ditas modernas, muitos professores
teriam de ser preparados e instruidos desde os conceitos mais elementares até aos mais
elaborados desses novos temas. Nao se enfrentava somente o problema de serem
desconhecidos para muitos professores, também ndo havia experiéncia no que se refere a

didatica dos mesmos.

Nao podemos, no entanto, deixar de reconhecer que as preocupagdes iniciais do grupo
Bourbaki se prenderam factualmente com manuais do ensino universitario e ndo com a
reformulacdo do ensino médio. Os seus fundadores estavam realmente muito mais
preocupados com a falta de qualidade de manuais de Analise para um curso universitario

em particular.

“A génese do Grupo Bourbaki estd na inquieta¢éo de Cartan diante da qualidade dos livros de
Andlise disponiveis & época, em particular, o de Edouard Goursat, Cours d’Analyse, que, para ele,
ndo apresentava os resultados matemdticos de maneira satisfatdria. Diante disso, Cartan
convenceu o amigo Weil a escrever um livro que fosse capaz de tratar de todo o conteudo
avaliado na prova de Andlise, e que pudesse substituir todos os outros livros sobre o assunto.
Cartan e Weil reuniram outros amigos, como eles, responsadveis pelo CDI em vdrias universidades,
e tomados pelo mesmo propdsito passaram a se reunir com o intuito de escreverem um Tratado
de Andlise, com cerca de 1200 pdginas, em um ano. Assim, em 10 de dezembro de 1934, com a
presenca dos outros membros, é fundado o Grupo Bourbaki.”

(Esquincalha, 2012)

O grupo rapidamente considerou a necessidade de tratar outros temas e criar obras de

referéncia para outros cursos e escolas.
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André Weil colocou para o Grupo a necessidade do Tratado de Andlise ser util para todos, ndo
apenas para os candidatos ao CDI, e, com isso, a tarefa foi ampliada grandiosamente, pois foram
incorporados temas de Algebra, da Teoria dos Conjuntos e da Topologia, antes dos jé previstos
conteudos de Andlise. Assim, de 1200 pdginas o texto passaria a ter 3200, e ndo faria mais
sentido ser chamado de Tratado de Andlise, passando a se chamar Eléments de Mathématique.

(Esquincalha, 2012)

Se Bourbaki recebeu boa aceitacdo em certos meios também teve algumas criticas. Numa
primeira fase, no que diz respeito ao ensino médio, ndo foram muito audiveis, extinguiam-
se facilmente por falta de apoio ou outras vezes eram vistas como retrégradas, mas quando
os resultados ndo foram os esperados ja se ouviram perfeitamente e com o passar dos anos

ja ndo sdo atenuadas por qualquer fator ou grupo de apoio.

O trabalho de Bourbaki foi amplamente aceito e divulgado em boa parte do mundo, mas também
recebeu muitas criticas, dentre as quais destacam-se: se interessou apenas pela Matemdtica
Pura, rejeitou a Teoria das Probabilidades, a Ldgica e a Fisica. Um paradoxo: o Grupo rejeitava a
Ldgica, mas superestimava a Teoria dos Conjuntos, que tem seus fundamentos na Ldgica.
(Esquincalha, 2012)
Um dos aspetos mais criticado foi o abandono da Geometria Euclidiana que também tinha
sido largamente posta de parte para dar espaco aos novos temas. Foi também
secundarizada por perda de prestigio e pelo desenvolvimento de Geometrias Nao
Euclidianas. A adequacdo da Geometria Euclidiana para fornecer exemplos de

demonstracdes relativamente curtas e acessiveis esteve sempre presente no ensino médio.

A sua exclusdo nas reformas do MMM foi a posteriori muito censurada.
O aparecimento das «Novas matematicas» e a sua extensao ao ensino médio

Aquilo a que se chama «novas matematicas» ndo tem limites precisos, mas esta
relacionado com muitas novas ideias e descobertas que ocorreram ao longo de mais de
dois séculos. Por exemplo, sempre que se procura os fundamentos da Algebra Abstrata
somos remetidos para trabalhos de Euler, relativamente a grupos e aritmética modular e
para trabalhos de Lagrange ou Ruffini sobre permutacdes. A Logica também ja ndo era a
Légica Aristotélica e a Teoria dos Conjuntos ja tinha passado duma fase dita “ingénua” a
uma Teoria Axiomatica de Conjuntos. Outros exemplos poderiam ser dados sobre avangos
da Matematica, alguns deles recentes, mas outros tinham pelo menos 100 ou mais anos

guando se cunhou o termo.
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Debrucemo-nos agora sobre a introducdo das «novas matematicas» no ensino médio.

A seguir a Segunda Guerra Mundial alguns decisores politicos de paises mais desenvolvidos
acharam necessario promover uma extensa reformulagdo no ensino para que este pudesse

acompanhar a inovacao cientifica e tecnoldgica.

De uma reunido, em que estavam presentes matemdticos e politicos, na Organiza¢do Europeia
de Cooperagdo Econémica, em 1959, veio a solugdo: a reformulag¢éo do curriculo de Matemdtica,
que implicaria na reformulagdo do ensino cientifico, como desejavam os politicos. Como, a época,
a visdo de Matemdtica que estava em voga era a estruturalista, pautada nos trabalhos de
Bourbaki, esta foi a inspiragdo para o novo curriculo.

(Esquincalha, 2012)

Em Portugal as ditas novas matematicas ja estavam a ganhar importancia ainda antes de
se assistir ao que se considera ser o momento fundador do MMM. E corrente considerar
que esse momento ocorreu numa convengdao em Royaumont, organizada pela OCED em
1959. Alguns anos ap0ds este congresso Portugal também participou, a partir de 1963 como

mais adiante se vera, numa reforma patrocinada por esta organizacao.

José Manuel Matos e Teresa Maria Monteiro?® estudaram os estagios dos professores de
Matematica ocorridos no Liceu Nacional Pedro Nunes entre 1957 e 1969 e recorreram
entre outros elementos aos trabalhos publicados por estes estagiarios nas revistas Labor e
Palestra:

“Procurdmos os artigos publicados em revistas de educagdo que se referissem a trabalhos
realizados no estdgio pedagdgico do 82 grupo do Liceu Normal de Pedro Nunes durante o periodo
entre 1957-1969. Durante este periodo 36 estagidrios de Matemdtica (Anexo 1) e encontramos
12 artigos escritos por alguns destes professores, um publicado na Labor, Revista de Ensino Liceal
e os restantes na Palestra, Revista de Pedagogia e Cultura.”

(Matos & Monteiro, 2011)

Estes autores distinguem trés fases sendo a primeira tipicamente constituida por trabalhos
gue apresentam “um caracter geral, incidindo sobre aspetos tedricos e prospetivos das
novas ideias curriculares”. Nesta fase de 1958 até 1963 alguns estagiarios publicaram em
artigos as suas investigacdes e trabalhos nas revistas acima mencionadas. Os autores do

estudo referem as tematicas mais citadas por estes estagidrios'®, com especial interesse

18 Teresa Monteiro fard a sua dissertacdo de doutoramento em Ciéncias da Educa¢3do com o titulo “Formacdo
de Professores de Matemadtica no Liceu Pedro Nunes (1956-1969), sendo orientador José Manuel Matos.

19 Estagiaram em 1958: lolanda Maria Vasconcelos Lima, Manuel Joaquim Sousa Ventura, Maria Candida
Balcdo Fernandes Reis; em 1959: Antdnio Luis Botelho Chichorro Marcdo, Barbara Palma Branco de Faria,
Joaquim Manuel Preguica, Maria Leonor Braganca de Arauljo Branco, Maria Manuela Almeida Silva Pinto,
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para esta dissertacdo, uma vez que documenta a posicdo de destaque que a Légica
Matematica assumiu nesses anos:

Novos conteudos matemdticos sdo explorados matematicamente em diversos artigos.
Destacamos a Idgica associada a axiomdtica e a teoria de conjuntos, a dlgebra moderna e a
geometria. A Idgica associada ao método axiomdtico é talvez o topico matemadtico mais referido
(Lima, 1958; Martins, 1962; Nogueira, 1960, Pais, 1963; Pinto, 1959; Ventura, 1958) neste
primeiro periodo.

(Matos & Monteiro, 2011)

Os autores especificam ainda andlises que os estagidrios fizeram sobre o relacionamento

da Légica Matematica ou Simbdlica com a Teoria dos conjuntos e a Axiomatica:

“Por exemplo, Fernanda Martins integra a teoria de conjuntos na “légica matemdtica ou logica
simbdlica” (1962, p. 53) e mais tarde “a teoria dos conjuntos abraga, pois, uma total
universalidade. Ela é uma verdadeira I6gica” (p. 70). Dulce Nogueira identifica I6gica com teoria
de conjuntos (1960, p. 38). E Manuela Pinto (1959), numa aparente referéncia a unidade da
matemdtica através das estruturas bourbakistas, afirma que “a introdugdo dos métodos
axiomdticos torna a Matemdtica mais abstracta, mais geral e menos desconexa, descobrindo
analogias em dominio diversos” (p. 96). A “moderna orienta¢do axiomdtica” (p. 96) produz assim
uma economia de pensamento. A interligagdo entre Idgica, axiomdtica e teoria de conjuntos é
extensamente desenvolvido por Fernanda Martins na sua Conferéncia Principios da Idgica
matemdtica e da dlgebra dos conjuntos (1962). Como ela diz, “a Iégica simbdlica atingiu os
fundamentos da propria matemdtica” (1962, p. 65).”

(Matos & Monteiro, 2011)

Esta espécie de vanguarda, se podemos classifica-la assim, de que José Manuel Matos e
colaboradores nos ddo conta, aparece somente relacionada com os estagidrios do Liceu
Nacional Pedro Nunes, pelo menos nas referéncias dos investigadores consultados que nao
mencionam outros liceus ou ambientes onde houvesse semelhante interesse pela Légica.
Este posicionamento inovador e vanguardista deu-se certamente também por influéncia
de Jaime Furtado Leote, professor metoddlogo nesta escola, e que fara parte do grupo de
professores liceais que acompanhardo Sebastido e Silva na preparacao das reformas dos
anos 60. Note-se que estes professores estavam a incluir na sua preparagao temas que nao
tinham relevancia para a sua preparacao profissional se os observdssemos pela perspetiva

dos curriculos tradicionais que ainda estavam em vigor. Que sabiam eles das decisGes que

Sérgio Macias Marques; em 1960 Leonor Maria Correia Vieira, Maria Candida de Brito Domingues, Maria
Dulce Bettencourt de S4 Nogueira, Maria Luisa Viegas; em 1961 Maria Engracia Delgado Domingos, Maria
Odete Cachucho Rodrigues; em 1962: Antdnio Esteves Gomes, Maria Fernanda de Sousa Martins, Maria
Helena Matos Dias; em 1963: Joaquim Simd&es Redinha, Maria Manuela Loureiro Pais, Mario Augusto Dias.
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se preparavam nos paises mais desenvolvidos? Donde vinha a sua motivacdo para abordar
estes temas? E a abertura para os incluir nos trabalhos de estagiarios? Os novos programas
ainda ndo estavam a ser implementados nem t3o pouco estdvamos na «Primavera
Marcelista» do fim da década. Certamente a resposta estara entre as seguintes: a
existéncia de alguns docentes universitarios mais abertos ao exterior que eventualmente
motivaram os jovens professores e lhes deram a conhecer novas correntes; a influéncia de
investigadores que o regime, na sua vertente desenvolvimentista que Matos da nota,
enviou ao estrangeiro como bolseiros; a cultura cientifica de professores liceais como por
exemplo Jaime F. Leote; a qualidade e o entusiasmo destes, na altura muito jovens,

professores.

Apesar deste aspeto inovador, Matos noutros trabalhos da-nos a perspetiva de um pais

que ndo andava assim tdo depressa e tdo préximo dos paises mais desenvolvidos:

“Em Portugal, a introdugdo das Matemdticas Modernas no terreno das escolas teve um percurso
muito mais pausado do que noutros paises (Matos, 1989). A partir dos anos 60 do século
passado, foi-se percorrendo lentamente o caminho das experiéncias pedagdgicas, desde 1963 no
39 Ciclo Liceal e de 1968 nos Cursos Industriais das Escolas Técnicas, estes ultimos aproveitando
a unificagdo do 19 ciclo dos liceus com o 12 ciclo das Escolas Técnicas. Se a datagéo destas
primeiras experiéncias ndo destoa do ritmo a que a reforma ia ocorrendo noutros paises, ja a
decisdo de alterar definitivamente os programas, essencial no centralizado sistema de ensino
portugués, tardava.”

(Matos, 2010, pp. 149-150)

No paragrafo seguinte Matos da conta das forgas de bloqueio e da dificuldade em

ultrapassa-las:

“E provdvel que a resisténcia a quaisquer mudancas no sistema educativo por parte da tendéncia
mais conservadora do regime contribuisse para esta situagdo. Jd em 1957 o Ministro Leite Pinto,
pertencente a ala industrialista do regime, parece aludir ao poder deste sector quando duvida
que exista um ministro “com forca bastante para fazer uma reforma” que integre a matemdtica
contempordnea, leia-se, ja entéo, a Matemdtica Moderna, no nucleo central do ensino
secunddrio (Folha e Grdcio, 1958, p. 215). E provdvel que o Decreto-Lei n® 47.587 de 10/3/1967
feito aprovar pelo Ministro Galvdo Teles e que possibilita a realizacdo de experiéncias
pedagdgicas, sem restringir de algum modo o seu dmbito, tenha sido um modo eficaz de fugir a
esse controlo. De facto, é com base nesse decreto que toda a inovagdo educativa se vai processar,
levando a que programas experimentais, métodos inovadores, manuais escolares, projectos de
formagdo de professores, etc., fossem aprovados dependendo apenas da concorddncia do
Ministro da Educagdo Nacional e ndo ja do Conselho de Ministros. Antes do 25 de Abril, a propria
generalizagdo da reforma da Matemdtica Moderna nos liceus e a consequente aprovagdo de
livros tnicos, e depois do 25 de Abril, a aprovacéo de alteracdes profundas ao sistema educativo,
como a sucessiva expansdo do ensino unificado, sdo feitas com base naquele Decreto-Lei.”
(Matos, 2010, pp. 150-151)
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Sobre a implementacdo dos programas ao longo de parte final dos anos 60 e da década de
70, Matos da-nos uma visdao de um pais limitado e em muitos aspetos incapaz de
implementar por falta de recursos econdmicos e humanos uma grande reforma, fosse ela
qual fosse, e ainda fazer o alargamento da escolaridade obrigatdria que, em nimero de
anos, ainda ia a menos de meio do percurso, com uma 62 classe facultativa lecionada e

transmitida a distancia (telescola).

“Facamos agora um ponto de situagdo relativamente aos programas em vigor no momento da
Revolugdo de Abril de 1974. A Telescola emitia desde 1965 aulas de Matemdtica Moderna. O
Ciclo Preparatdrio do Ensino Secunddrio possuia, desde o inicio do seu funcionamento em 1968,
um programa sequindo os preceitos da Matemdtica Moderna, aparentemente elaborado por
Sebastido e Silva (Matos, 2005) e que tinha sofrido em 1974 poucas alteragdes (Matos, 1989).
Em contrapartida o Ensino Primdrio Complementar que funcionava paralelamente ao anterior
(ver figura 5.1) tinha programas de Matemdtica Cldssica aprovados em 1967. No Curso Geral
dos liceus jd funcionavam turmas com um programa de Matemdtica Moderna enquanto que no
Curso Complementar se estava em transicio da Matemdtica Cldssica para a Moderna ao fim de
10 anos de experiéncia. Nas Escolas Técnicas existiam experiéncias com programas de
Matemadtica Moderna em muitas escolas. Decorriam ainda diversos projectos, sendo a expanséo
da escolaridade obrigatdria para 8 anos o mais importante e que possuia programas de
Matemdtica Moderna. De qualquer modo, numa altura em que em outros paises se comegava a
questionar a reforma (Matos, 1989), ainda ela ndo estava generalizada em todos os programas
portugueses de Matemdtica.
A situagdo no ensino da Matemadtica era dispersa e espelhava o que ocorria em todo o sistema
educativo. Na parte que interessa a este estudo, apos a decisdo de unificar os Cursos Gerais dos
Liceus e das Técnicas em 1975, sGo aprovados programas de Matemdtica Moderna elaborados
por Leonor Filipe, Alfredo Osdrio dos Anjos, Francelino Gomes (Catela e Kilborn, 1979), os dois
primeiros professores de liceu e o ultimo professor de uma escola técnica. Estes novos programas
tém conteudos muito proximos dos do Curso Geral dos Liceus que vird a ser extinto com a
implementagéo do Ensino Unificado. Podemos conhecé-los na sua versdo para 1974/75
(mantém-se inalterados até 1976/77) através do opusculo Matemdtica. Programa para o ano
lectivo 1974-1975. Ensino liceal (Ministério da Educagdo e Cultura, 1974).
Em 1977, aparentemente como resposta a dificuldades na sua implementacdo, sdo publicados
novos programas de Matemadtica (Direccdo-Geral do Ensino Secunddrio (1977a, 1977b, 1977¢c).
Numa tentativa de minorar os efeitos dos incumprimentos generalizados, repetem-se no 92 ano
tdpicos do programa do 82 ano e incluem-se Programas Minimos, isto é, uma listagem dos
tdpicos que todas as escolas deveriam leccionar. A mensagem implicita era a de que os tdpicos
que ndo figuravam nestes Minimos seriam “opcionais” e os Programas Minimos passaram, de
facto, a Mdximos. Em 1980, mesmo estes Minimos sdo restringidos (Direc¢do-Geral do Ensino
Secunddrio, 1980a, 1980b, 1980c) e quase todos eles previam explicitamente a revisdo de
temdticas de anos anteriores, sugerindo, de algum modo, que a sua leccionacéo ndo teria sido
bem conseguida.
O quadro 5.1 apresenta os topicos dos programas de Matemdtica de 1977, os que estiveram em
vigor durante o periodo analisado. Fora do dmbito deste trabalho estdo as alteragbes que os
programas foram sofrendo ao longo dos anos 80, todas elas motivadas pelo seu incumprimento
sucessivo.”

(Matos, 2010, pp. 151-153)
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Paralelamente as investigacGes ja citadas podemos encontrar outros testemunhos que
confirmam esta caracterizagao dos anos de transi¢cdao entre regimes. O testemunho de um

inspetor do ensino médio, Joaquim Simdes Redinha, é elucidativo.

Redinha, que em 1963 é um dos estagiarios no Liceu Nacional Pedro Nunes, ja atras
mencionado vird a ser inspetor no Ministério da Educa¢dao Nacional e colabora
proximamente com a equipa liderada por Sebastido e Silva. Redinha foi entrevistado por
Marta Bento para a sua tese de mestrado na qual da testemunho do periodo conturbado
gue Matos também refere. Na transcri¢cdo das entrevistas encontra-se informacdo preciosa
ainda que moldada pela visao algo amargurada e saudosista dos tempos em que colaborou
ativamente com Sebastido e Silva na implementacao das reformas curriculares. De viva voz
ficamos a conhecer problemas praticos de falta de professores, impreparacdo da
generalidade dos docentes para a reforma, a repeti¢do de trivialidades em sucessivos anos
letivos sobre teoria de conjuntos seguido de intervencdes de emergéncia de Sebastido e
Silva a tentar mitigar o incumprimento de programas e ainda testemunho de episédios
caricatos contados por Jaime Leote envolvendo figuras internacionalmente conhecidas e
respeitadas ocorridos em congressos no estrangeiro.

Quando as ideias do MMM foram contestadas no que diz respeito a forma como a
matematica moderna foi introduzida no ensino médio, assistiu-se a uma reformulacdo dos
curriculos por toda a parte. O papel da Teoria dos Conjuntos foi largamente contestado
bem como o abandono ou secundarizacdo da Geometria Euclidiana e a perda de

competéncia e destreza em aritmética basica.

Nao devemos subestimar a influéncia de outras forgas e personalidades, dentro de cada
pais. Como se verd mais adiante o professor Sebastido e Silva fez estudos profundos em
temas intimamente ligados a Légica e ndo aderiu a secundarizacdo da mesma. No Brasil,
Osvaldo Sangiorgi®®, introdutor e autor dos primeiros livros de matematica moderna para

o ensino médio, lembra que o professor universitario Omar Catunda, se retirou de uma

20 Este autor, com uma posicdo dominante no mercado e 84 livros publicados, na década de 80 decidiu
suspender a edicdo de livros de Matematica Moderna por os considerar ultrapassados. Também integrou
entre outros organismos o Centro Paulista de Radio e Televisdo Educativas e coordenou cursos de telescola.
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reunido realizada pelo G.E.E.M.?! onde Dieudonné repetiu a sua proclamacdo “A bas

|II

Euclide!”. Catunda prop6s em sua substituicdao: “Pelo menos Euclides!” (Pires, 2006, p. 99)

Nas décadas seguintes dar-se-a uma movimentacgao gigantesca a nivel mundial de procura

de alternativas as abordagens tradicionais bem como as reformas do MMM.

3.3. Apontamentos histdricos da Ldégica Matematica nos curriculos de

Matematica em Portugal.

3.3.1. A Introdugdao da Légica Matematica nos curriculos. O

contributo de José Sebastiao e Silva

Aintrodugdo da Légica Matematica nos curriculos do ensino liceal, normalmente associada
a Teoria de Conjuntos, deve-se em Portugal ao professor José Sebastido e Silva e outros
gue com ele colaboraram tanto nas reformas dos programas como na producdo de manuais
escolares. A acao desta equipa comecou ainda decorria a primeira metade dos anos 60.
Como adiante se verd as primeiras turmas piloto datam do ano letivo de 1963/64. O
professor Sebastido e Silva esteve ligado a uma reforma do ensino financiada pela OCDE??,
organizacao de que Portugal faz parte desde a sua fundacdo em 1961. Esta reforma esteve
intimamente ligada ao Movimento da Matematica Moderna, principalmente como
consequéncia da data em que ocorre, ja que os politicos ndo escolheram a MM por
qualquer razdao em especial, mas somente pediram que o ensino se mantivesse a par do
progresso. Este movimento nasce e desenvolve-se a nivel mundial motivado por uma
urgéncia de reforma e aperfeicoamento do ensino e da preparacao das novas geracées no
sentido de acompanhar as mudancgas e avancos cientificos do pds-guerra. Sdo décadas
marcadas por viagens aéreas transatlanticas a jato, energia atdomica, avancos da medicina,
corrida ao espaco. Portugal na época nao estava na vanguarda desses avangos tecnolégicos
pelo que a aderéncia ao movimento tem mais a ver com a ideia da urgente necessidade de:

- Acompanhar o progresso a que se assistia internacionalmente;

21 Grupo de Estudos de Ensino de Matematica em S3o Paulo.
22 A OCDE sucedeu a OECE organizagdo estritamente europeia de que Portugal foi membro fundador em 16
de abril de 1948.
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- Recuperar face aos restantes paises considerados desenvolvidos;

- Modernizagdo e industrializacdo de um pais marcadamente agricola e piscatério?.
A reforma chega a Portugal numa fase em que ja havia um consideravel amadurecimento
das ideias e programas do movimento. Este comegou a dar os primeiros passos nos anos
30 e a sua influéncia internacional somente ganhou relevancia em varios paises, entre eles
Portugal nos anos 60 do sec. XX?4, aparecendo como tendéncia inovadora e vanguardista.
Ao longo dos anos através de entrevistas e artigos de jornais a referéncia a «novas
matemadticas» ou a «matemadticas modernas» passou a ser conhecida de muitos leigos
ganhando uma aura de prestigio e de ser uma componente fundamental do progresso dos
paises mais desenvolvidos.
Sebastido e Silva foi nomeado em julho de 1963 para presidente da Comissdo de Estudos
para a ModernizacGo do Ensino da Matemdtica em Portugal. Faziam parte da comissao
Jaime Furtado Leote (Liceu Pedro Nunes em Lisboa), Manuel Augusto da Silva (Liceu D. Jodo
[l em Coimbra), e Antdnio Augusto Lopes (Liceu D. Manuel Il no Porto). Enquanto Sebastido
e Silva era professor catedratico na Faculdade de Ciéncias de Lisboa os outros membros da
comissdo eram professores metoddlogos dos trés liceus normais de Portugal. Esta
comissao trabalhava em cooperagdao com a OCDE e a sua atividade estava regulada por um
acordo entre esta organizacdo e o Ministério da Educagao Nacional.
De acordo com os objetivos estabelecidos em reunides internacionais estabeleceram-se

guatro aspetos fundamentais a implementar:
“definiu-se uma actuagcéo em quatro fases: 1 — Formar professores; 2 - Experimentar num grupo
muito restrito de escolas; 3 — Afinar os textos apds as primeiras experiéncias; alargar
progressivamente o numero de escolas e de professores formados; 4 — apresentar programas

de Matemdtica Moderna na TV para todo o publico. Estes objectivos foram sendo cumpridos.”

(Lima, 1997, p.103 apud (Teixeira, 2010, p. 321))

2 Lentamente, desde meados dos anos 50, com a entrada na esfera do poder de um grupo de personalidades
do regime salazarista adeptas de um refor¢o da industrializagdo do pais, algo vai mudando na educagao.
(Matos, Elementos sobre o ensino e a aprendizagem da Matematica Moderna em Portugal no final dos anos
70, 2010, p. 138).

24 Bento de Jesus Caraca, José Sebastido e Silva e mais alguns estavam ja cientes dessas mudancas e
manifestaram conhecé-las em artigos, palestras e intervencées que protagonizaram ainda antes da década
de 60.
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Logo em 1963 a reforma comecou a ser testada de forma efetiva e progressiva. As

experiéncias foram sucessivamente alargadas a mais turmas:

“No ano lectivo de 1963/64 inicia-se em Portugal a implementagdo da chamada Matemdtica
Moderna no 39ciclo®. Comegou a fazer-se uma experiéncia de cardcter preliminar, em trés
turmas do 62 ano do Curso Complementar de Ciéncias, uma em cada um dos liceus normais.
Depois disso, informou o Didrio de Noticias em 1968 (em entrevista a Sebastido e Silva), que o
numero de turmas-piloto foi aumentando pelo alargamento do projecto aos vdrios liceus; estas
turmas eram regidas por professores preparados em cursos de férias e com a ajuda de textos-
piloto e guias sucessivamente melhorados: 11 turmas do 62 e 72 anos em 1964/65; 30 em
1965/66; 44 em 1966/67; cerca de 60 turmas em 1967/68, entre as quais duas a funcionar no
Colégio Militar e trés, ja num maior alargamento geogrdfico, na provincia ultramarina de Angola,
em Luanda.”

(Teixeira, 2010, p. 321)

Desde janeiro de 1965 e com reunides quinzenais comegou a ser preparado o programa
dos dois primeiros anos do 12 ciclo do ensino liceal que, a partir de 1967, se passou a
chamar Ciclo Preparatério. Foram introduzidos neste programa conceitos da teoria dos
conjuntos: «conjunto», «elemento de um conjunto», «inclusdo», «reunido», «interseccao»

e «conjunto complementar».

Surpreendentemente muita da temadtica implementada por Sebastido e Silva estava
completamente ausente em manuais da sua autoria elaborados poucos anos antes do
inicio da implementacdo das reformas. Uma leitura rapida pelo Compéndio de Algebra de
José Sebastido e Silva e J. Silva Paulo, um manual aprovado em 1958, revela que os
conceitos e nomenclatura da Ldgica e Teoria de Conjuntos ndo sdo utilizados, mesmo
tratando-se de obras de professores relevantes para a sua futura implementacao. Por
exemplo, a respeito das propriedades da igualdade, encontramos a seguinte definicdo de
Propriedade Transitiva: “Sea=be b =c, também a =c”, sem recorrer a qualquer simbologia
da implicacdo formal da Légica. Ainda no mesmo manual podemos ver o conceito de
conjunto introduzido intuitivamente como «cole¢des de seres materiais» e cada um desses
seres como um elemento do seu conjunto sem mencionar o conceito de pertenga e
obviamente sem qualquer simbologia prépria do tema. Alguns pardgrafos mais a frente
formas verbais dos verbos «pertencer» e «juntar» sdo usadas para exprimir a operacao de

incluir um elemento extra num conjunto pré-existente. Ndo é usada simbologia especifica

250 32 ciclo da época corresponde, somente em anos de escolaridade, ao 102 e 112 ano atuais.
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da teoria de conjuntos para expressar estas ideias. Esta abordagem constitui um contraste
relevante com o que José Sebastido e Silva e os seus colaboradores fardao alguns anos
depois. Destes exemplos podera ficar a ideia de que José Sebastido e Silva e Silva Paulo e
eventualmente também os outros membros das comissdes de revisdo dos curriculos, antes
da missdo de cooperacdo com a OCDE estariam pouco despertos para a Logica. Nao é facil
generalizar, mas no caso de Sebastido e Silva a explicagdo tera de ser outra uma vez que
este matematico ja tinha a época um curriculo notdvel nesta drea. Sebastido e Silva
trabalhou a varios niveis neste tema e se por um lado se dedicou a preparar manuais que
lidavam com a introdugao dos conceitos destinados aos estudantes do 32 ciclo do ensino
liceal da época (10 e 112 ano de escolaridade) por outro foi um investigador notavel. Tera
feito investigacdo de ponta em Portugal e Itdlia tendo, segundo o Professor Augusto J.
Franco de Oliveira, deixado preparada uma notavel tese de doutoramento que ndo chegou

a defender:

“Ndo sabemos ao certo porqué, mas entre 1943 e 1944 JSS elaborou uma pretensa tese
intitulada “Para uma teoria geral dos homomorfismos”, de que publicou uma parte em 1945 nos
anais da Academia Pontificia, relativa a automorfismos, traduzida por mim e publicada em 1985
na revista History and Philosophy of Logic. Sequndo Andrade Guimardes 1972 (p. 15), a referida
“tese” ndo terd sido submetida para provas de doutoramento em Portugal por indicagdo de
Enriques, por dificuldade em encontrar quem a compreenda em Portugal, presumivelmente
também, digo eu, por dificuldade em encontrar quem a compreenda em Itdlia e atendendo a
idade avangada do orientador (Enriques faleceu em Junho do ano seguinte). Pela leitura que fiz
dela em 1985, por ocasiéo da publicagéo do primeiro volume das Obras, a “tese” ndo foi revista
e finalizada por JSS para publicacdo ou submisséo a doutoramento, e nunca mais foi tocada.
Os desenvolvimentos que estes trabalhos tiveram recentemente serdo reportados mais adiante.
De momento quero apenas comentar o seu pioneirismo e posicionamento relativamente a
investigacGo mainstream em Ldgica Matemdtica na primeira metade do séc. XX. O proprio titulo
da “tese” e do artigo dela extraido sdo bastante sugestivos a este respeito. Trata-se de
investigacbes sobre sistemas matemdticos (ou estruturas matemdticas) arbitrdrios, seus
homomorfismos e automorfismos e relagdo com nogdes de definibilidade.”

(Oliveira, José Sebastido e Silva e a Légica Matemdtica — pioneirismo e actualidade, 2015)

O mesmo autor refere trés fases, verdadeiramente notdveis, do envolvimento de
Sebastido e Silva, quer em vida quer postumamente, na Légica e Fundamentos da
Matematica:
“a) A fase da Iégica bdsica, ou seja, dos artigos de divulgacdo de temas I0gicos e de propostas
para a sua inclusdo em diferentes graus de ensino, abrangendo as décadas de 40 e 50, bem como
as propostas de reforma dos planos de estudo da licenciatura em Ciéncias Matemdticas na

Faculdade de Ciéncias de Lisboa e os capitulos dos manuais e guias utilizados na reforma
“matemdticas modernas” nos anos 60;
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b) A fase de investigagdo em Idgica superior (definibilidade, teoria dos modelos de ordem
superior, linguagens infinitdrias), abrangendo a época da estadia em Itdlia, com a elaboragéo de
uma “tese” ndo submetida e um artigo publicado, bem como a famosa axiomdtica das
distribuicbes e a aplicagdo de alguns dos seus resultados (o método metamatemdtico) em
trabalhos posteriores em andlise funcional e teoria das distribuigcées;
c) A fase postuma, a partir de 1985 (publicag¢éo da tradugdo do artigo de 1945), que compreende
as investigagées de Newton da Costa e colaboradores, que estende (corrigindo, refinando e
generalizando) os trabalhos de JSS no sentido de uma teoria de Galois generalizada (com
aplicagées a Iégica, a geometria, a dlgebra e a andlise funcional) e uma teoria universal das
estruturas.”

(Oliveira, José Sebastido e Silva e a Légica Matemdtica — pioneirismo e actualidade, 2015)

Relativamente ao ensino pré-universitario, Augusto J. Franco de Oliveira destaca os
seguintes artigos de divulgacdo da autoria de Sebastido e Silva:

a) A Ldgica Matemdtica e o ensino médio I, Il e Ill. Gazeta de Matemdtica, n®s. 5,
6e7 1941.

b)  Sobre o método axiomdtico. Gazeta de Matemadtica, n.2 26, 1945.

c) O que é uma axiomdtica? Gazeta de Matemadtica, n.2 54, 1953.

d) Introdugdo a Idgica simbdlica e aos fundamentos da matemdtica. Revista
Palestra, n.2 6, 1959, Lisboa.

Para além da parte académica como ja foi visto anteriormente, Sebastido e Silva tem
também preocupacdes sobre o ensino médio para o qual tem propostas concretas. No
paragrafo inicial do artigo: Introducdo a Logica Simbdlica e aos fundamentos da
Matematica, Sebastido e Silva refere que o tema da Légica Simbdlica nos seus aspetos
introdutdrios é acessivel a alunos a partir dos 16 ou 17 anos.?®

Nos manuais preparados por Sebastido e Silva e nos que se seguiram preparados pelos
professores metoddlogos da sua equipa, a Ldgica, as questdes de rigor de linguagem e
nocGes de teoria dos conjuntos e outras, sdo colocados no inicio do manual que se
destinava ao que atualmente seria o0 102 ano.
O paragrafo transcrito na nota de rodapé, especialmente na parte que diz respeito a idade
a partir da qual os alunos poderiam facilmente aprender ldgica, suscita alguma

ponderacdo: o primeiro aspeto a observar é o da frequéncia, relativamente elevada de

26 “Erg objectivo inicial destas palestras mostrar como é fdcil iniciar em pouco tempo qualquer pessoa, mesmo
um aluno do liceu, de 16 ou 17 anos, nos elementos da Idgica simbdlica. Todavia, como nos dirigimos a
professores - e principalmente a professores de matemadtica - tal objectivo deverd ser bastante ultrapassado,
para minucioso esclarecimento de vdrios aspectos dos assuntos tratados e discussdo das suas possiveis
repercussées no dominio da diddctica liceal.”

(Silva J. S., Introdugdo a Légica Simbdlica e aos Fundamentos da Matematica, 1959)
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alunos que atualmente, se ndo sofreram qualquer retencao nos ciclos de ensino anteriores,
atingem o 102 ano de escolaridade com 15 anos, por vezes ainda incompletos no inicio do
ano letivo. Esta discrepancia de um a dois anos resulta de ser muito comum, a data a que
se reporta o artigo de Sebastido e Silva, as criangas serem matriculadas na entdao chamada
12 classe com 7 anos?’. A facilidade com que se era retido levava no que diz respeito a idade
dos alunos que frequentavam o 62 ano (atual 102) a um resultado muito diferente do atual:
na época em questdo se o aluno chegava em idade precoce ao que seria hoje o 102 ano,
isso devia-se a ter sido matriculado mais cedo do que alguns colegas e a apresentar sucesso
no seu percurso escolar. Caso contrario, quando atingia este ano de escolaridade quer por
ter sido matriculado mais tarde quer por apresentar uma ou mais reten¢des chegava com
mais idade ao ja referido 62 ano. Dai ser mais facil crer que o autor teria a perce¢ao direta,
ou indireta por via dos professores seus parceiros de comissdo da reforma ou outras fontes,
de jovens mais maduros, mais preparados, mais selecionados por via das retenc¢des e
desisténcias, e, muito provavelmente, jovens das elites culturais e econémicas. A sua
proximidade aos professores metoddlogos dos liceus centrais do pais devera ter
contribuido para a ideia que se poderia ensinar muito mais e de forma muito mais eficiente.
Outro aspeto a analisar é o da acessibilidade do ensino a toda a populac¢do e o alargamento
da escolaridade obrigatdria até aos 18 anos. Durante algumas décadas o ensino liceal era
somente acessivel a quem tivesse sucesso no chamado exame de admissao, pelo que a
selecdo dos alunos para além do aproveitamento no ensino chamado primario, com exame
final na 42 classe?®, comecava muito antes dos dois anos terminais do ensino liceal. Anabela

Teixeira (Teixeira, 2010), da conta desta organizacdo do plano de estudos:

“Com a pasta da Educacdo Nacional estava o ministro Pires de Lima que retomou, em 1947, o
plano de estudos precedente ao alterado pelo anterior ministro, Carneiro Pacheco, em 1936.
Assim, o ensino liceal ficou dividido em trés ciclos com a duracdo total de sete anos: o Curso
Geral era formado pelos primeiros dois ciclos (um de dois e outro de trés anos), em regime de
classe, e o Curso Complementar pelo 32 ciclo (dois anos), bifurcado em Letras e Ciéncias, em
regime de disciplinas. O Curso Geral tinha como objectivo “preparar para a sequéncia de
estudos e ministrar a cultura mais conveniente para a satisfacdo das necessidades comuns da
vida social, a par dos fins de revigoramento fisico, de aperfeicoamento das faculdades
intelectuais, de formacdo do cardcter e do valor profissional e do fortalecimento das virtudes

27 A legislagdo sobre escolaridade obrigatéria do Estado Novo referia a obrigacdo de matricular as criangas
até aos 7 anos de idade.

28 Durante algum tempo, ja no pds-Il Grande Guerra, 0 acesso a 42 classe dependia de aprovacdo no exame
da 32 classe.
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morais e civicas”. O Curso Complementar, mantendo os mesmos objectivos, era
“especialmente destinado a preparar os alunos para o ingresso em grau superior de ensino”.

(Teixeira, 2010)

O acesso a estes anos finais do referido Curso Complementar, comummente conhecidos
durante muito anos e para |a do tempo em que vigorou a reforma, por 62 e 72 anos, foram
durante muito tempo um privilégio, por vezes de classe, outras vezes somente um caso de
sorte — haver ou ndo ensino secunddrio, na terminologia atual, na proximidade da
residéncia®’, fazia toda a diferenca para os jovens das classes média e média baixa.

No exemplo das ilhas dos Acores, que conheco melhor, essa sorte refletia-se da seguinte
forma: morar numa ilha com capital de distrito significava, a partir das primeiras décadas
do sec. XX, ter um liceu nacional na sua area de residéncia, o que proporcionava uma
acessibilidade ao ensino que quem vivesse numa outra ilha, ou mais afastado de uma das
trés cidades capitais de distrito, ndo tinha. No territério continental com as devidas
adaptacGes a acessibilidade deveria ser idéntica.

Nos anos 40 e 50 do sec. XX, como ja atras referido, Sebastido e Silva publica artigos em
gue defende a necessidade de se dar espaco a novas matematicas, novas pelo menos no

sentido de que nunca tinham sido lecionadas no ensino médio.

«Quem diz matemadtica diz demonstracGo»
BOURBAKI

“No espirito de todos os que ensinam esta disciplina deveria sempre estar presente a frase de
BOURBAKI acima transcrita. Na verdade, matemdtica sem demonstracéo o que é, sendo
caricatura grotesca, abomindvel, da verdadeira matemdtica, téo nociva no campo pedagdgico
guanto a segunda é benéfica e necessdria? Hd certamente uma posicdo extremista na referida
frase, que quase equivale a afirmar: quem diz matemdtica diz I6gica formal. Ndo, a matemdtica
ndo é so Idgica; as suas origens intuitivas e aplicagdes concretas sdo tdo importantes no ensino
como a sua propria estruturagdo racional (ocorre perguntar qual destes aspectos é mais curado
entre nds). Mas o que se pode desde jd afirmar é que:

1) A légica formal deu lugar a um ramo da matemdtica, que, com o nome de I6gica matemadtica,
I8gica simbdlica ou logistica, inclui, entre outros capitulos, o cdlculo proposicional e a teoria dos
conjuntos (sem topologia).

2) Toda a matemdtica moderna estd intimamente penetrada do espirito da I6gica matemdtica.
Compete hoje, portanto aos professores de matemdtica ensinar Igica nos liceus, de maneira
explicita ou implicita (e melhor fora de maneira explicita). Por outras palavras: compete, por
definicdo, a esses professores, ensinar os alunos a pensar correctamente, o que é muito diferente,
e por vezes o oposto, de ensinar a resolver pontos-modelo para os exames.

Ora ndo se pode ter uma ideia exacta e clara do que é uma axiomdtica, uma definicdo ou uma
demonstracgdo - e, portanto, do que é pensamento racional - sem recorrer a Idgica simbdlica, que

2% Nos Acores, nos anos 50, alunos da Horta (sede de distrito), deslocavam-se para Ponta Delgada para poder
concluir o antigo 72 ano.
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estd para a matemdtica dos nossos dias, como a Iégica formal de ARISTOTELES estava, hd mais
de 20 séculos, para a geometria dos helenos. Ainda hd cerca de 50 anos, matemdticos de primeiro
plano cometiam incorrec¢des de raciocinio, que sdo hoje apontadas como indice de preparagdo
Iégica deficiente. Este e outros factos evidenciam como o estudo de I6gica matemdtica (incluindo
nesta designacdo a teoria dos conjuntos) é essencial a formagdo do matemdtico moderno. Ha
cerca de 20 anos, sustentdmos, na «Gazeta de Matemdtica» (n9 5, 6 e 7), a ideia de introduzir
a Iégica simbdlica no ensino secunddrio. Hoje a mesma ideia é defendida com insisténcia em
congressos internacionais, e jd tem sido experimentada com éxito nalguns paises.”

(Silva J. S., Introdugdo a Légica Simbdlica e aos Fundamentos da Matemadtica, 1959)

Esta citagdo mostra como, para Sebastido e Silva o objetivo fundamental era dotar o meio
escolar e académico duma preparacdao melhorada e cientificamente sustentada no
pensamento légico-dedutivo que permitisse atingir um patamar claramente superior ao
conseguido anteriormente. Para atingir esse objetivo privilegiava-se o rigor matematico, o
raciocinio dedutivo, a introducdo de alguns temas que nunca tinham feito parte dos
curriculos, embora nao fossem propriamente novos, e a necessidade de apostar na
formacdo de novos professores, mas também na formacdo dos que ja exerciam. As
referéncias as incorre¢des de raciocinio resultantes de preparagao incorreta e insuficiente
sobre légica indicam também que Sebastido e Silva estava preocupado com a qualidade da
formacao que recebiam as elites estudantis que seguiriam estudos universitarios. Também
na génese do movimento em Franca uma das principais preocupacdes prendia-se com a
preparagao dos alunos a entrada no ensino superior que aparentemente estava a degradar-
se. Gradualmente as polémicas e a critica ao MMM referente a insatisfatéria preparacao
dos candidatos ao ensino superior, estendeu-se ao ensino médio e por vezes ao elementar.
Os resultados inferiores as expetativas, conseguidos nos exames de admissdo as
universidades, mantiveram-se e mesmo no respeitante a épocas subsequentes
continuaram a liderar as criticas ao ensino.

Além da melhor qualidade de ensino, propunha-se também introduzir novos temas que
nunca tinham sido abordados anteriormente no ensino liceal. Entre eles estava a Légica
gue normalmente aparecia intimamente ligada a Teoria de Conjuntos, mas também uma
outra abordagem da Algebra, mais genérica na medida em que poderia servir como
estrutura-mae de varias situagGes concretas:

“Ao mesmo tempo, irdo sendo introduzidas, a propdsito, algumas nogbes de matemdtica
moderna, especialmente de dlgebra abstracta, que se reputam hoje indispensdveis a formagdo

do professor de matemdtica”.
(Silva J. S., Introdugdo a Ldgica Simbdlica e aos Fundamentos da Matemadtica, 1959)
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Note-se que esta palestra foi especialmente dirigida aos professores. Toda ela é definida
pelo que deve ser ensinado, como e porqué, além do papel do professor.

Sobre esta época, e numa referéncia a implementacdo em Portugal das novas ideias Ponte
afirma:

“Os anos 60 ficaram marcados pelo movimento internacional da “Matemdtica moderna”. Os
curriculos de Matemdtica foram profundamente reformulados, tendo-se introduzido novas
matérias, eliminado matérias tradicionais e, sobretudo, introduzido uma nova abordagem da
Matemdtica e uma nova linguagem pontuada pelo simbolismo da Ldgica e da Teoria dos
Conjuntos. Na origem deste movimento, que teve um paralelo no ensino das ciéncias, estava a
insatisfagdo crescente dos matemdticos com a preparagdo dos jovens que entdio chegavam a
universidade.”

(Ponte, 2003)

Na época alguns estudos no campo da psicologia comecaram a defender relagdes proximas
entre estruturas matematicas e o funcionamento da mente. Propagou-se a convicgao de
gue ideias matematicas erradas dalguma forma inculcavam (produziam) na mente humana
estruturas propiciadoras do erro de raciocinio, dificeis de corrigir. Em conformidade
achava-se que os conhecimentos de psicologia poderiam ser de grande importancia para,
ndao somente ajudar, na verdade determinar, a forma como se deveria ensinar. Neste
campo a interpretacdo do que deve ser a reforma do ensino da Matematica aparece
intimamente relacionada com as correntes psicolégicas da época, principalmente as ideias
de Piaget que aparecem como uma evolugao, corregao e por vezes complementagao das
descobertas de anos anteriores. O voluntarismo de alguns podera também ter propiciado
alguns erros de andlise, alguns excessos na procura de solucdes cientificamente validadas
pela Psicologia Genética de Piaget e de outras ideias que se acreditou na época estarem ja

validadas cientificamente:

“Embora esteja por fazer um estudo sobre o modo como o idedrio da Matemdtica Moderna fez
0 seu percurso desde o principio dos anos 60 até 1974, sabemos, a partir do estudo de artigos de
professores de Matemadtica portugueses (Matos, 2006), que no final dos anos 50 as propostas da
Matemdtica Moderna eram legitimadas, quer pela sua fundamentagdo psicoldgica, quer pela
sua aproximagdo ao desenvolvimento da matemdtica enquanto ciéncia. A coincidéncia entre as
trés estruturas-mdée bourbakistas e as estruturas operatorias da inteligéncia piagetianas
reforcavam, em sua opinido, a justeza das novas ideias. Esperava-se, pois, que 0S novos
programas fossem psicologicamente mais simples e matematicamente mais solidos do que os
anteriores. Aparentemente, o que aconteceu foi o contrdrio. A redugdo sucessiva dos programas,
bem como a admissGo da possibilidade de “Programas Minimos” revela ou resisténcias
generalizadas a aplicagéio dos novos programas, ou a impossibilidade prdtica da sua execugdo.
A consequéncia foi que partes inteiras dos programas deixassem de ser leccionadas nas escolas
portuguesas. A principal vitima foi a Geometria, sistematicamente deixada para o final do ano
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letivo e esquecida quando ja ndo havia tempo. Mas, talvez mais importante, a adopgdo de uma
terminologia estranha a alunos (Matos, 2005), e em especial aos professores, tornaria mais dificil
o ensino e a aprendizagem. S6 em 1989 no 32 ciclo (72 a 92 anos de escolaridade) e em 1995 no
Ensino Secunddrio (102 a 122 anos) os novos programas véo cortar com as propostas curriculares
da Matemdtica Moderna.

(Matos, 2010)

Quando as criticas se abateram sobre o MMM ndo restaram defensores do movimento e
talvez sé por inércia os curriculos inspirados pelo MMM resistiram ainda cerca de 15 anos
internamente. No entanto as criticas muito severas foram relativizadas passados alguns
anos. Passado o calor do momento, autores que participaram ativa e entusiasticamente
nos programas propostos nos primeiros anos da década de 90 reconhecem alguns méritos
ao legado do MMM no ensino médio. Nao deixam, no entanto, de citar os criticos desses
programas, certamente concordando significativamente com eles, até porque as

alternativas que propdem vao nesse sentido.

O movimento da Matemdtica moderna deixou algo de positivo —uma renovagéo dos temas, uma
abordagem mais actual dos conceitos, uma preocupagdo com a interligacdo das ideias
matemdticas — mas, o seu grande objectivo de proporcionar uma melhoria das aprendizagens a
entrada da universidade ndo foi atingido. Nos anos 70 ergue-se um forte clamor contra este
movimento em muitos paises. Os alunos mostram-se cada vez mais desmotivados com a
Matemadtica, ndo entendem os novos simbolos e os resultados nos exames pioram. A critica mais
demolidora do movimento da Matemdtica moderna é empreendida por matemdticos de renome
como Morris Kline (1973) e René Thom (1973) e é retomada em Portugal por Antonio St. Aubyn
(1980):
Acabamos por assistir a um ensino de Matemdtica orientado numa dptica essencialmente
dedutiva, focando os aspectos Idgicos, privilegiando o estudo dos mais diversos tipos de
estruturas, desde as mais “pobres” as mais ricas. A Matemdtica aparece aos olhos dos
Jjovens como ciéncia acabada artificialmente criada, sem qualquer ligagdo com a
realidade. A intuicdo, fundamental na criatividade, que teve um papel essencial na
construgdo do edificio matemdtico, néo é estimulada. Ora, se analisarmos as diversas
etapas historicas da evolugéo da Matemdtica, reconhecemos que a intuigdo teve sempre
um papel capital nas descobertas e, portanto, no progresso matemdtico e que a dedugdo,
isto é, a construgdo do edificio da Matemdtica a partir de um numero reduzido de axiomas
e definigées corresponde a uma fase posterior de sintese. (p. 8)
(Ponte, 2003)

3.3.2. Anos 70. Ainda a influéncia do Movimento da Matematica

Moderna

Os anos 70 e 80 ficaram marcados por uma continuidade da influéncia das ideias do MMM

e 0s programas continuaram a ter caracteristicas idénticas as que a nivel internacional ja
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vinham a ser contestadas. Sebastido e Silva ndo fez parte da equipa que elaborou o

programa.

“No inicio dos anos 70, novos programas elaborados no espirito da Matemdtica moderna foram
introduzidos em todos os niveis de ensino. José Sebastido e Silva ja ndo participou neste processo.
Nesta generalizagéo salientou-se o que era abstracto e formal, sem perder de vista o cdlculo. As
aplicagbes da Matemdtica desapareceram por completo. Tudo o que remetia para o
desenvolvimento da intuicdo, base da compreenséo das ideias matemdticas, foi relegado para
segundo plano. Os programas de Matemdtica portugueses dos anos 70 e 80 sGo uma curiosa
mistura de Matemdtica formalista no estilo moderno com Matemdtica computacional no estilo
tradicional.

(Ponte, 2003)

Estes programas foram avaliados com ajuda internacional tendo os resultados sido muito

piores do que as espectativas.

“O GEP, com o apoio de uma equipa sueca, realizou uma avaliagdo dos novos programas dos 2.2
e 3.2 ciclos. Os testes usados nesta avaliagdo foram elaborados pelos autores dos programas,
prevendo um nivel médio de desempenho de 50%. Os resultados ficaram muito aquém das
expectativas. A classificagdo média dos alunos do 7.2 ano é de 13% e a dos alunos do 8.2 ano de
25%. As maiores dificuldades surgem nas questdes envolvendo expressdes algébricas e resolugdo
de equagdes de 1.2 e 2.9 grau (ver Ponte, Matos e Abrantes, 1998).
Os maus resultados dos alunos continuavam, bem como a insatisfacdo dos matemadticos. Esta
situacdo levou a Sociedade Portuguesa de Matemdtica a empreender numerosos debates onde
se pedia a revisdo dos programas (SPM, 1982).”

(Ponte, 2003)

O alargamento progressivo da escolaridade obrigatdria bem como o aumento de alunos
matriculados, ainda que voluntariamente, para la da idade obrigatéria, também contribuiu
para a necessidade de metodologias e conteldos que se adaptassem a alunos de todas as
proveniéncias sociais e diversos interesses e expetativas face a escola publica.

A progressiva saida de cena dos seus mentores, pela idade avangada, as severas criticas aos
programas e o desenvolvimento a nivel internacional de outras tendéncias, o aparecimento
de defensores de outras posturas dos docentes perante os alunos e perante a forma de os
motivar bem como da forma de transmitir conhecimentos, o desejo de uma participacao
muito mais significativa dos alunos no processo de ensino e aprendizagem, criaram nos
profissionais ligados a Matematica um forte sentimento de urgéncia e necessidade de
mudanga.

Como ja foi citado anteriormente no Capitulo 1: Introdugéo, ocorreu em 1988 um encontro

de professores, matematicos e educadores matematicos, organizado pela APM e que para
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alguns (Ponte, 2003, p. 31) é “o momento mais significativo de reflexdo em matéria

curricular”. Este encontro é o Seminario de Vila Nova de Milfontes.

Esta conjugacdo de fatores conduziu aos programas do inicio da década de 90.

3.3.3. Os programas dos anos 90. A proposta curricular de

Milfontes

As novas propostas curriculares dos anos 90 estdo intimamente ligadas a uma série de
professores do ensino médio, pré-universitario, que emergiram ligados a Associacdo de
Professores de Matematica. Esta associacdo é a principal organizacdo dos professores do
ensino médio, embora alguns dos seus membros mais destacados estejam ha muitas
décadas ligados as faculdades e escolas que formam os professores do ensino médio.
Alguns desses que se dedicaram a formacao de professores, a excecao de uns poucos que
ingressaram imediatamente em carreiras académicas de investigacdo e formacdo de
professores, comecaram por lecionar no ensino médio, durante ndo mais de 5 anos nalguns
casos, e so posteriormente se dedicaram a investigacdo e a formacao de novos professores.
Nessa segunda fase em que aparecem ligados a universidades portuguesas e escolas
superiores de educacdo, atingem posicoes de destaque e de lideranca incluindo os cargos
mais altos dos érgaos executivos. Alguns fazem mestrados e doutoramentos quase sempre
ligados a didatica de matematica do ensino médio ou elementar, estudam com muita
frequéncia as praticas letivas em geral com incidéncia na investigacao em sala de aula e na
descoberta dos conteldos e construcdo do curriculo pelos préprios alunos. Sdo, duma
maneira geral, acérrimos defensores das praticas investigativas feitas pelos alunos e creem
que, embora possa parecer que estdo a perder tempo, estao convictos de estar a promover
0 pensamento criativo, a criar habitos de trabalho e competéncias que a prazo resultam
em ganhos significativos para os alunos. Em alguns casos fazem os seus estudos e
investigacdes no estrangeiro. E também caracteristica deste periodo histérico o
posicionamento antagdnico deste grupo de professores, investigadores em ensino e
formadores de professores, em geral alinhados com as posicGes publicas da APM, em

relacdo a uma outra corrente muito mais representada na SPM, patente nas polémicas que
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tém mantido entre si. Esta protagoniza uma linha de andlise do processo de ensino e
aprendizagem que ndo se revé no ensino centrado no aluno, na aprendizagem por
descoberta através de tarefas de investigacdo, aprendizagem em contexto e curriculo
construido na sala de aula com o aluno a ter um papel ativo e por vezes liderante, e que,
na maioria das opinides desta corrente de pensamento, constitui uma falacia. Na sua
anadlise consideram que estas propostas tém um caracter grandiloquente na terminologia
e resultados pobres na pratica. Duvidam grandemente que a esmagadora maioria dos
alunos descubra seja o que for e que os relatos dessas praticas apenas documentam
situacdes em que os alunos sao conduzidos a solugdo pelo professor que vai dando todas

as indicacbes necessarias.

Para se perceber como se chegou a este ponto é interessante atender ao testemunho de
alguns protagonistas destes acontecimentos. Nesta fase veremos mais a questdo da génese
e influéncia dos protagonistas das reformas curriculares dos anos 90 e da sua leitura do
processo evolutivo da educacdao em Portugal em detrimento da caracterizagao dos
antagonismos e da luta politica. José Manuel Matos no seu artigo “A resolucdo de

I”

problemas e a identidade da educacdao matematica em Portugal” de 2008, comega por
caracterizar o posicionamento de Portugal no periodo pds Segunda Guerra Mundial e o
papel que o setor do regime conhecido por “os desenvolvimentistas” teve na abertura ao
exterior com adesdo a EFTA e a OECE. No ensino, segundo este autor, também se procurou
acompanhar tendéncias vigentes nos paises mais desenvolvidos como ja referimos

anteriormente. Matos apoiando-se em A. N. D. Teodoro refere:

“No sistema educativo, estas mudangas no tecido produtivo sGo acompanhadas por um aumento
consistente da popula¢do escolar desde o inicio dos anos 50. Ao nivel da politica educativa, é
langada pelo Governo uma Campanha de Alfabetizacdo de Adultos, aumenta-se gradualmente
(e timidamente) a escolarizagdo bdsica e efectua-se uma alteragdo curricular — a Reforma Pires
de Lima de 1947 — que, em particular, expande o Ensino Técnico destinado a formacgéo de
trabalhadores qualificados, sustentando-o como alternativa ao Ensino Liceal, reservado ao
segmento da populagdo que se destina ao ensino superior (Teodoro, 1999).”

(Matos, 2008)

No seguimento deste impeto inicial ocorrem uma série de reformas que percorrem todo o
fim do antigo regime e os primeiros anos a seguir a revolugdao de 1974 e que enformam a
situacdo a que se chega no inicio dos anos 80.

“Ofinal dos anos 70 e os anos 80 sdo assim caracterizados por escolas sobrelotadas, muitas delas
construidas provisoriamente, onde leccionava uma maioria de professores ndo profissionalizado
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e com problemas de gestéo decorrentes também do cdmbio de um paradigma autoritdrio para

uma gestdo em regime democrdtico. A reforma do ensino da matemdtica pretendendo grandes

alteragdes nos métodos e nos contetidos vai assim ocorrer neste contexto problemadtico.”
(Matos, 2008)

Esta caracterizacdo da realidade é marcante no discurso deste grupo que sempre pautou
as suas propostas pela necessidade de democratizar o ensino, estendé-lo a todos e acabar
com o que resta de caracteristicas indesejadas, como excesso de reteng¢Ges ou a
incapacidade de superar o handicap cultural e socioecondmico, que consideravam ainda

estarem instaladas.

Numa primeira fase a APM ainda ndo existe nem os professores se apresentam
organizados. Participam de forma inorganica nos movimentos reformistas e as
participagdes institucionais sdao da SPM e dos autores dos programas.

“Assim, é natural que neste contexto educativo, e a partir do principio dos anos 80, exista entre
os professores de Matemdtica um forte sentimento de critica as condigcées de ensino nas escolas
portuguesas e, em particular, aos programas de Matemdtica Moderna, tidos como primeiros
responsdveis por esta situagdo. Este sentimento vai estar presente nas primeiras ac¢des publicas
da Sociedade Portuguesa de Matemdtica (SPM) depois da democratizagdo de 1974. Entre Abril
e Julho de 1981 a SPM promove em Lisboa um conjunto de seis debates sobre os programas de
Matemdtica do ensino secunddrio ("Os programas em debate", 1982) nos quais participam
muitos membros proeminentes da SPM, os autores dos programas e muitos professores de
diversos graus de ensino, desde o bdsico ao universitdrio. No final é aprovado um documento que
caracteriza desta forma o ambiente em torno dos programas:
O ensino da Matemdtica no Curso Secunddrio atingiu nos ultimos anos uma situacdo
critica. E generalizado o ndo-cumprimento dos programas. SGo patentes a elevada taxa
de reprovagcbes, o desinteresse geral dos alunos e as graves deficiéncias em
conhecimentos com que estes saem da Escola. A origem de tdo grande insucesso nesta
disciplina é motivo da mais funda preocupagéo para muitos professores (p. 19).
(Matos, 2008)

Nesta época alguns grupos de trabalho podem ser vistos como movimentacdes

embrionarias da APM.

“Participam nestes debates jovens professores de Matemdtica, muitos ainda sem certificagdo
profissional, tendo alguns deles constituido pouco antes o Grupo para a Renovagdo do Ensino da
Matemadtica (GREM) que publica em Junho de 1981 o primeiro nimero do boletim Inflexdo. Este
grupo, com uma estrutura muito fluida, centra a sua actividade essencialmente sobre o ensino
secunddrio, e subdivide-se em trés grupos de trabalho, um para o ensino da Geometria, outro
para o ensino das Fungdes e outro responsabilizado pelo Inflexdo. Procurava-se uma alteragdo
dos métodos e dos contetidos do ensino da Matemdtica nas escolas secunddrias e preparatdrias
(Guimardes, 2005a; Matos, 1989).

As intervencbes publicas daquele grupo de jovens professores, recolhidas nos dois unicos
congressos realizados no inicio dos anos 80, centram-se em temas diddcticos (Lopes, Matos, J.
M. e Mestre, 1981; Matos, J. M., Almeida e Teixeira, 1982; Ponte, 1981a, 1981b, 1982), na
resolugcdo de problemas (Lopes, Matos, J. M. e Mestre, 1982; Matos, J. F., 1982; Ponte e Abrantes,
1982) ou na formagdo de professores (Abrantes e Ponte, 1982). Observando-as a disténcia, ndo

64



podemos deixar de notar o seu cardcter exploratorio, com escassos apoios bibliogrdficos, com
metodologias empiricas rudimentares, e com conclusbes por vezes escassas. Mas temos também
que assinalar o seu voluntarismo, a sua ligagéo com a vida das escolas e o claro desejo de mudar
uma situag@o que percepcionavam como de grande frustragdo profissional.”

(Matos, 2008)

Dos debates promovidos pela SPM ressaltam as seguintes orientag¢des curriculares3®:

- Forte componente de problematizagao, ou seja, dando grande relevo ao papel dos

problemas no sentido de desenvolver o espirito de investigacao e descoberta;

- Forte incidéncia no aspeto pratico, com a utilizacdo de calculadoras [e]

computadores;

- Uma atencao especial as aplicagcdes da Matematica e as suas relagées com as

outras disciplinas, com um vincado sentido interdisciplinar;
- Em suma, uma relevancia cada vez maior do aspeto formativo.

A este respeito Matos refere que pela primeira vez se encontram expressas “as trés
vertentes de uma visdao curricular alternativa a Matemadtica Moderna” — problemas,
tecnologias e aplicagdes. Assistimos assim a uma legitimacdo tecnocrata da solucdo

encontrada.

Vejamos como ocorreu a aproxima¢ao ao mundo anglo-saxdénico de inspiracdao norte-
americana:

A sedimentagdo conceptual daquele grupo de jovens professores vai decorrer durante os
proximos anos e nela desempenha um papel essencial o professor Joseph Hooten, Jr., docente do
Departamento de EducacGo Matemdtica da Universidade da Gedrgia, que, no ano lectivo
1980/81, realiza um ano sabdtico no Departamento de Educac¢do da Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa. Com uma larga experiéncia dedicada aos problemas do ensino e da
aprendizagem em matemadtica, ele vai possibilitar um contacto com as tendéncias de mudanca,
essencialmente as que ocorrem nos Estados Unidos. Durante esse ano, Hooten desenvolve um
trabalho intenso com o grupo alargado que orbita em torno dessa Faculdade e do GREM,
difundindo literatura, efectuando semindrios, visitas de trabalho, ou conversas informais. E neste
caldo de cultura, vivido com grande entusiasmo pelos que nele participam, que se vdo difundir
as alternativas pedagogicas do National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), em
especial no que se refere a entdo recente Agenda for action: Recommendations for school
mathematics of the 1980s (NCTM, 1980), e que vdo sustentar muito do que de inovador no
campo curricular se vai propor em Portugal nos anos seguintes.

(Matos, 2008)

Simultaneamente da-se o afastamento da influéncia francéfona:

30 Note-se como nesta época a SPM estd mais proxima da terminologia das correntes de pensamento a que
se opora no futuro.
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No caso portugués, a visGo francofona, predominante entre os responsdveis pelos programas
portugueses de Matemdtica Moderna desde o inicio dos anos 70, sediados no Ministério da
Educagdio, e que tem como especiais referéncias Guy Brousseau (o mediador do principio dos
anos 80), Jean Piaget, Gaston Mialaret e Gaston Bachelard (conhecidos através dos seus
escritos), sdo agora contrapostos modelos pedagdgicos distintos, mediados por Hooten,
valorizando a resolugdo de problemas, as aplicacbes da matemadtica, a utilizagdo de materiais e
a integragdo da tecnologia, provenientes do mundo anglo-saxdnico.

(Matos, 2008)

A influéncia deste professor americano estende-se para |a das questdes mais técnicas e
comega a germinar uma identidade profissional em moldes diferentes da anterior, muito
individualista e atomizada. Uma pratica também diferente e participativa resulta desta
cultura em que os professores ndo serdo somente executantes de diretivas recebidas do
governo, mas antes é indutora de producdo de investigacdo em educagcdo matematica,
publicacdo e debate das suas praticas letivas, dos seus trabalhos e pesquisas e da

participacdo nos debates conducentes a reformas e a novos curriculos.

“A influéncia de Joe Hooten estende-se aos modos como a incipiente comunidade de educadores
matemdticos de 1981 se identifica profissionalmente e ndo se limita apenas aos modelos
pedagdgicos de ensino da matemdtica. A difusdo de um modelo de identidade profissional, cujo
saber se legitima especialmente através da investigacGo empirica que sustenta o0s
aprofundamentos da prdtica pedagogica e a discussdo curricular, era praticamente ausente da
Educagéo em Portugal. Joe Hooten vai mediar essa visdo, essencialmente através da divulgagdo
de publicagbes de pesquisa, nomeadamente as abordagens sistemdticas de consolidagdo da
investiga¢Go em educagdo matemdtica que resultaram de um conjunto de encontros realizados
em 1975 precisamente na Universidade da Gedrgia e na do Ohio (Matos, 1989).“

(Matos, 2008)

O culminar destes movimentos e influéncias culturais da-se em 1986 com a fundacdo da
APM e assistiremos na década de 80 ao estreitamento e aprofundamento da influéncia

norte-americana com a ida para os Estados Unidos de jovens investigadores.

“Durante a primeira metade dos anos 80, dois importantes acontecimentos vdo mudar as
caracteristicas da comunidade dos interessados no ensino e na aprendizagem da Matemadtica.
Em primeiro lugar, o movimento de autonomizagdo e identificagdo que jd se tinha iniciado com
a criagdo do GREM conduzird em 1986 a fundagdo da Associagéo de Professores de Matemdtica
(APM). Por outro, muitos dos jovens intervenientes do periodo anterior vdo aprofundar a sua
formacgdo profissional e, alguns deles, vdo realizar mestrados e doutoramentos em ambientes
académicos norte-americanos. Esta experiéncia vai-lhes permitir o contacto aprofundado com
culturas educativas distintas e transformd-los-¢ também em mediadores. E assim que, até
meados da década de 80, vai surgir a primeira disserta¢éo de doutoramento na drea, realizada
na Universidade da Georgia (EUA) por Jodo Pedro Ponte em 1984 e orientada por Jeremy
Kilpatrick, e surge também um numeroso grupo de dissertacbes de mestrado orientadas por
Robert Kansky e terminadas também no final de 1984 na sequéncia de um acordo entre o
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governo portugués e a Universidade de Bdston para a formagéo de professores destinados as
futuras Escolas Superiores de Educagdo.”
(Matos, 2008)

Estdo assim criadas as condi¢Ges e o ambiente propicio a definicdo de opgdes de politica
educativa inspiradas no modelo norte-americano e nas correntes de opinido que varriam a

América mais ligada a NCTM31,

A assuncgado plena de uma identidade profissional auténoma e separada dos matematicos
universitarios dedicados muito mais as questdes especificas da ciéncia do que a lecionacdo
e as questdes do ensino é testemunhada por Matos que é ele préprio um ator de primeiro
plano nestes acontecimentos.

“E pois nestes meados dos anos 80 que se aprofunda a autonomizagdo e identificagdo de um
campo profissional dedicado especificamente ao ensino e a aprendizagem da matemdtica e
relacionado com a formagdo de professores na drea e esse facto vai reflectir-se no modo como
0s seus profissionais se denominam. Com efeito, é em 1985 que o termo educa¢éo matemdtica
aparece pela primeira vez na capa do livro Cronologia recente do ensino da Matemdtica (Matos,
1985/1989)%*, e é retomado, também na capa, do segundo nimero da revista Profmat, Revista
Tedrica e de Investigagdo em Educacdo Matemdtica, publicado em 1986 que contem as actas do
seqgundo ProfMat. Logo no primeiro ProfMat tinha havido um painel dedicado ao tema da Teoria
da Educagdo Matemdtica e o termo é também discutido na intervengéo plendria de Jodo Pedro
Ponte (1986) no segundo congresso.”

(Matos, 2008)

Como ja vimos esta corrente dominante, muito préxima dos fundadores da APM, estd
muito ligada a propostas curriculares que ficaram conhecidas comummente por “Normas”
ou “Standards” da NCTM. Vejamos como foram geradas e evoluiram estas normas que
tanto tém influenciado as nossas reformas curriculares a partir dos anos 90. Estas normas
da NCTM foram inspiradas, sendo mesmo decalcadas, por documentos curriculares estatais
da Califérnia, conhecidos por serem apresentados pictoricamente por um conjunto de
barras verticais. O estado da Califérnia criou um conjunto de comités e subcomités para
estudar os problemas do ensino e para implementar as novas matematicas, na altura muito

elogiadas. Um desses subcomités intitulava-se “Strands of Mathematical Ideas” e deveria

31 National Council of Teachers of Mathematics, predominantemente dos professores dos EUA, que inclui
professores canadianos.

32 Nota do original: Fui autor da capa e rejeitei uma primeira ideia de fazer um arranjo grdfico com as
palavras ENSINO DA MATEMATICA que alids constam no titulo do livro substituindo-as por EDUCACAO
MATEMATICA.
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estudar a estrutura do novo curriculo. Este e outros comités em conjunto preparam um

relatério que dado o seu
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Figure 1. Two organizations ol’elementary school mathematics.

designacdo mais curta

de “Strands Report”. Também terd contribuido para a popularidade desta designagao a
representacdo em barras verticais, eventualmente simbolizando pilares, embora qualquer
procura do significado de “strands” refira mais comummente o termo com o significado de
componente, elemento, parte, mas também vertente ou corrente de opinido ou entdo de
conjunto de fios que se cruzam formando uma corda. Liping Ma (Ma, 2013) analisara esta
organizacdo curricular e dard nota do contraste com a organizacao curricular chinesa, que
tem um ndcleo central estruturante baseado na aritmética escolar, composta por uma base
de numeros inteiros e continuada pelo estudo de fracdes, representado massivamente por
um grande tronco central rodeado de pequenos troncos laterais referentes a geometria
elementar, medidas, equac¢des simples e estatisticas. A comparac¢ao na figura acima, é feita
entre o padrdo curricular que vigorou na China até 2001 com os Standards do NCTM que

mimetizam os Strands californianos.

Neste artigo Liping Ma colocard em destaque a surpreendente competéncia aritmética3
dos alunos de Singapura com idades correspondentes ao nosso 22 ciclo, que respondem
por meios meramente aritméticos a questdes que no ocidente muitos professores nem se
lembrariam de usar ou até mesmo desconheciam e além disso s6 seriam fluentes a resolver
este tipo de problemas por métodos algébricos e em relagdo aos alunos somente em anos

de escolaridade mais avancados e ainda assim provavelmente sé por uma elite.

33 Problema de um livro de 52 ano de Singapura: Mrs. Chen made some tarts. She sold 3/5 of them in the
morning and 1/4 of the remainder in the afternoon. If she sold 200 more tarts in the morning than in the
afternoon, how many tarts did she make?

Although people educated in the U.S. could solve this problem with non-arithmetic approaches, no one knew
how to solve it using an arithmetic equation, such as: 200 + [3/5—-1/4 x (1 —3/5)] =200 + 1/2 = 400, 400 tarts.
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Os “Strands Reports” tiveram vdrias versdes e foram ao longo dos anos preparados por
comissdes de matematicos e professores do California State Department of Education3*. O
primeiro dos “Strands Report” foi elaborado no inicio dos anos 60, refletindo todo o peso
da Matematica Moderna nessa época. No entanto em meados dos anos 70 a contestagdo
abateu-se sobre esses curriculos e ainda duma forma vanguardista, face ao resto dos
estados americanos, novos curriculos foram preparados na Califérnia. Quando o NCTM
publica o seu primeiro documento de referéncia em 1989 as posi¢cdes dos dois organismos
estavam, outra vez, muito préximas. Os documentos iniciais da NCTM foram publicados
separadamente em trés volumes e em anos diferentes: Curriculum and Evaluation
Standards for School Mathematics (1989), Professional Standards for Teaching
Mathematics (1991), e Assessment Standards for School Mathematics (1995).

Pode ndo parecer evidente na figura abaixo, retirada do artigo “A Critique of the Structure

of U.S. Elementary School Mathematics” de Liping Ma (Ma, 2013) , mas este esquema de

First Strands Report, 1963 Second Strands Report, 1972 “Basics Framework”, 1975
1. Numbers and operalions 1. Numbers and operations 1. Arithmelic, numbers and operations
2. Geomelry 2. Geomelry 2. Geomelry
3. Measurement 3. Measurement 3. Measurement
4. Application ol mathemalics 4. Applications ol mathemalics 4. Geomelric intuilion
5. Functions and graphs 5. Statistics and probability 5. Problem solving and applications
6. Sets 6. Sets 6. Probability and statistics
7. 'The mathemalical sentence 7. Functions and graphs 7. Relations and [unctions
8. Logic 8. Logical thinking 8. Dosposition to model

9. Problem solving 9. logical thinking

Figure 4. Changes in the strands.

pilares fundamentais do curriculo do estado da Califérnia sofre uma mudanca radical em

1975.

Apesar das denominacgfes dos “strands” serem semelhantes nas trés versées de curriculo
apresentadas, e noutros sé ligeiramente diferentes das anteriores, a semelhanca do
curriculo de 1975 é uma mera aparéncia. O curriculo é preparado por um novo comité
formado por professores do ensino elementar e médio, com a exclusdao de professores
universitarios e estd completamente dominado pelo movimento “Back to basics” de
contestacdo da “New math”, termos pelos quais ficaram conhecidos no mundo anglo-

saxonico os movimentos da Matematica Moderna e da sua posterior contestagao.

“Three years after the publication of the second Strands Report, the direction of mathematics
education in California changed dramatically. The education department decided to give up the

34 CSDE

69



“new math” promoted in the two earlier frameworks and emphasize “the acquisition of basic
mathematics skills” (CSDE, 1975, Preface). An ad hoc Mathematics Framework Committee was
formed, led by a high school teacher. In 1975 the third California mathematics framework was
published. The Superintendent of Public Instruction wrote in the foreword that although this new
framework could be called a “post-new math framework”, he himself preferred to call it the
“basics framework”. He emphasized that “the contents reflect the concerns of teachers rather
than those of mathematicians.” It is obvious that the vision of this framework is fundamentally
different from that of the earlier two. The vision of the mathematicians who wrote the first two
Strands Reports was abandoned. Mathematicians were no longer the leaders in writing

frameworks.”*
(Ma, 2013)

Observando esta citacdo no que diz respeito ao ganho de protagonismo e a definicdo de
guem deverdo ser os legitimos autores e construtores dos programas apercebemo-nos que
neste aspeto também somos internamente um reflexo de movimentagdes e
transformacdes internacionais. Num certo sentido importdamos uma “guerra” que ndo

tinhamos internamente.

No seu artigo de analise sobre os curriculos americanos e chineses, Liping Ma produziu uma
bem detalhada caracterizacdo, apesar de sucinta, da influéncia dos curriculos do CSDE nas

normas da NCTM.

“During the past few decades, the relationship between mathematics education in California and
the rest of the nation has been intriguing. In some sense, we can say that California has been the
forerunner of the rest of the United States. In her book California Dreaming: Reforming
Mathematics Education Suzanne Wilson mentions several times how mathematics reform in
California has influenced that of the entire nation. She points out that the 1989 NCTM Curriculum
and Evaluation Standards for School Mathematics and the 1985 California Mathematics
Framework “drew on the same research, commitments, and ideas” (2003, p. 26). What we will
discuss here, however, is an even earlier, more profound, California influence on national
mathematics education. This is the fundamental change in the structure of elementary

mathematics content initiated by the first California mathematics framework known as “The

Strands Report”.”3°

35 Tradugdo livre do autor: Trés anos apds a publicacdo do segundo Strands Report, a dire¢io do ensino de
matematica na Califérnia mudou drasticamente. O departamento de educagdo decidiu abandonar a “nova
matematica” promovida nos dois quadros anteriores e enfatizar “a aquisicdo de competéncias basicas em
matematica” (CSDE, 1975, Prefacio). Foi formado um comité ad hoc, «Mathematics Framework Committee»,
liderado por um professor do ensino médio. Em 1975, o terceiro programa de matematica da Califérnia foi
publicado. O Superintendente de Instrugdo Publica escreveu no prefacio que, embora este novo programa
pudesse ser chamado de “pds-novo programa de matematica”, ele mesmo preferiu chama-lo de “programa
basico”. Ele enfatizou que “os conteudos refletem as preocupacgdes dos professores, e ndo dos matematicos”.
E dbvio que a visdo desse programa é fundamentalmente diferente daquela dos dois primeiros. A visdo dos
matematicos que escreveram os dois primeiros Strands Reports foi abandonada. Os matematicos ndo eram
mais os lideres da concegdo de programas”.

36 Traduc3o livre do autor: “Durante as Ultimas décadas, a relacdo entre a educacdo matemética na Califérnia
e no resto da nagao tem sido intrigante. Em certo sentido, podemos dizer que a Califérnia foi a precursora do
resto dos Estados Unidos. Em seu livro “California Dreaming: Reforming Mathematics Education”, Suzanne
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(Ma, 2013)

Um ponto crucial destas tentativas de resolver problemas da educagao foi a procura da
resposta nas ciéncias da cognicdo, nomeadamente problemas que se colocavam ao sistema
de ensino aberto a todos com o alargamento da escolaridade obrigatéria, que se
relacionavam com a massificagdo do ensino em oposi¢cdo a um ensino elitista, bem como a
tentativa de acompanhar os avancos cientificos e a correspondente necessidade de colocar
mais gente no ensino superior, com o objetivo de ter mais e melhores investigadores bem
como responder a necessidade de formar mais professores que preparassem as novas
geragOes. Neste aspeto a melhoria do ensino nao se prende apenas com os problemas da
eficacia do ensino ou com a promocao social e cultural dos cidaddos, mas também com a
utilizacao eficiente dos recursos colocados a disposicdo do sistema, a necessidade de
fornecer a economia dos paises os recursos humanos necessarios em quantidade e
qualidade e duma forma geral obter o esperado retorno do investimento feito que, com a
extensdo a toda a populacdo, ficou obviamente mais caro. Enquanto os decisores politicos
necessitam enderecar todas as componentes do desenvolvimento dos seus paises, 0s
investigadores em educacdo e os autores dos curriculos centram a sua atencdo

principalmente nas questdes de eficacia educativa como a seguinte citacdo retrata:

“The 1985 California framework and the 1989 NCTM standards shared a similar new vision of
mathematics education. The new, exciting vision presented in these two documents was to let
every student, not only academic elites, acquire “mathematical power” (CSDE, 1985) and become
“mathematically literate” (NCTM, 1989). As mentioned earlier, during the new math movement
mathematicians intended to use fundamental mathematical concepts such as “set” and
“function” to explain the content of elementary mathematics. However, the 1980s round of
reform seems to have been influenced by cognitive science. Terms related to cognition, such as
“ability”, “cognition”, “number sense”, “spatial sense”, “to communicate”, “to understand”,
appear frequently in these documents. The 1985 California framework stated:
Mathematical power, which involves the ability to discern mathematical relationships,
reason logically, and use mathematical techniques effectively, must be the central concern
of mathematics education and must be the context in which skills are developed.... The
goal of this framework is to structure mathematics education so that students experience

Wilson menciona vdrias vezes como a reforma da matematica na Califérnia influenciou a de toda a nacdo. Ela
aponta que o “1989 NCTM Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics” e o California
Mathematics Framework de 1985 “se basearam na mesma pesquisa, compromissos e ideias” (2003, p. 26). O
que discutiremos aqui, no entanto, é uma influéncia ainda mais profunda da Califérnia sobre a educagao
matematica nacional. Esta é a mudancga fundamental do contetdo programatico de matematica elementar
iniciada pelo primeiro programa de matemadtica da Califérnia conhecida como "The Strands Report".
(Ma, 2013)
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the enjoyment and fascination of mathematics as they gain mathematical power. (pp. 1—
2)//37
(Ma, 2013)

E interessante constatar a progressiva complexificacdo, nos documentos oficiais, das
interpreta¢des do que é a educagao, quais as suas finalidades, quais os contetddos que deve
transmitir, as capacidades que deve desenvolver, etc... O paragrafo acima é um exemplo
elucidativo do dominio destes conceitos e da utilizagdo destas novas terminologias. Os
conceitos matematicos diluem-se, passam para 22 plano e a conceptualizacdo tedrica de
“objetivos, finalidades, processos, uso correto da tecnologia, investigacao e construcao do

curriculo”, ganha um protagonismo cada vez maior.

Nesta fase os documentos curriculares ja ndo definiam apenas conteudos a lecionar. Os
conhecimentos sdo uma parte dos objetivos a atingir, mas aparecerao outros mais ligados
as atitudes e as capacidades. Mais uma vez os curriculos californianos e as normas mantém
uma relagdo estreita:

“The 1989 NCTM standards suggested that to become mathematically literate involved five goals
for students:

1. to value mathematics

2. to become confident in their ability to do mathematics
3. to become mathematical problem solvers

4. to learn to communicate mathematically

5. to learn to reason mathematically

The authors were convinced that if students are “exposed to the kinds of experience outlined in
the Standards, they will gain mathematical power” (p. 5). The structural type of the NCTM
standards was visibly influenced by the earlier California frameworks. Although the frameworks
referred to “strands” or “areas” and the standards referred to “standards”, these items were

37 Traduc3o livre do autor: “O programa [de Matematica] da Califérnia de 1985 e os “1989 NCTM Standards”
partilharam uma nova e semelhante visdo da educagdo matematica. A nova e empolgante visdo apresentada
nesses dois documentos foi a de permitir que todos os alunos, ndo apenas as elites académicas, adquirissem
“poder matematico” (CSDE, 1985) e se tornassem “matematicamente alfabetizados” (NCTM, 1989). Como ja
tinha sido mencionado, matematicos do MMM pretendiam usar conceitos matematicos fundamentais como
“conjunto” e “funcdo” para explicar o conteido da matematica elementar. No entanto, as reformas da
década de 1980 parecem ter sido influenciadas pelas ciéncias cognitivas. Termos relacionados a cognicdo,
como “capacidade”, “cognicdo”, “senso numérico”, “sentido espacial”, “comunicar”, “entender”, aparecem
com frequéncia nesses documentos. O programa de 1985 da Califérnia declarava: “O poder matematico, que
envolve a capacidade de discernir relagdes matematicas, raciocinar logicamente e usar técnicas matematicas
de maneira eficaz, deve ser a preocupacdo central da educagdo matematica e deve ser o contexto no qual as
competéncias sdo desenvolvidas ... O objetivo desse programa é estruturar a educagdo matematica para que
os estudantes experimentem o prazer e o fascinio da matematica a medida que ganham poder matematico.

(pp. 1_2) nn

n u
",
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organized in very similar ways. Via the NCTM standards, the strands structure that originated in
the first California framework had a national impact. Wilson wrote:

The boundaries between the national and California discussions of mathematics
education and its reform were porous and permeable. It was hard—as observers—to
separate those discussions and to determine where ideas originated.... Many California
schoolteachers were part of the writing of and the reaction to the development of the
NCTM 1989 Standards. (2003, p. 127)

Although it was based on the 1980 Addendum, the 1985 framework had a new kind of item:
“major areas of emphasis that are reflected throughout the framework” (CSDE, 1985, p. 2), which
occurred before the discussion of the strands. There were five of these areas:

1. problem solving

2. calculator technology

3. computational skills

4. estimation and mental arithmetic

5. computers in mathematics education

The 1985 framework changed some of the strands. “Problem solving/application” changed from
a strand to a major area of emphasis and a new strand called “Algebra” was added. Some strands
had their names changed: “Arithmetic, number and operation” to “Number”; “Relations and
functions” to “Patterns and functions”; “Logical thinking” changed back to “Logic”; “Probability
and statistics” to “Statistics and probability”. In this way, five major “areas of emphasis” plus
seven “strands” or “areas” became the twelve parts of the strands structure in the new
framework.”3® (Ma, 2013)

38 Traduc3o livre do autor: “As normas do NCTM de 1989 sugeriam que, para se tornar matematicamente
alfabetizado, havia cinco objetivos para os alunos: 1. Valorizar a matematica; 2. Tornarem-se confiantes na
sua capacidade de fazer matematica; 3. Tornarem-se solucionadores de problemas matematicos; 4.
Aprenderem a comunicar matematicamente; 5. Aprenderem a raciocinar matematicamente;

Os autores estavam convencidos de que, se os estudantes fossem “expostos aos tipos de experiéncias
descritos nos Standards, eles ganhariam poder matematico” (p. 5). O tipo de programa dos Standards da
NCTM foi visivelmente influenciado pelos anteriores programas da Califérnia. Embora os programas [da
Califérnia] se referissem a “pilares” ou “dreas” e os Standards se referissem a “Standards”, esses itens foram
organizados de maneira muito similar. Por meio dos Standards da NCTM, o programa de pilares originada no
primeiro programa da Califérnia teve um impacto nacional. Wilson escreveu: “As fronteiras entre as
discussbes nacionais e californianas sobre educagdo matemadtica e sua reforma eram porosas e permeaveis.
Foi dificil - como observadora - separar essas discussoes e determinar de onde provinham estas ideias... Muitos
professores da California colaboraram na redagdo e na reagéo ao desenvolvimento dos Padrées da NCTM de
1989. (2003, p. 127).” Embora tenha sido baseado na Adenda de 1980, a estrutura de 1985 tinha um novo
tipo de item: “principais areas de énfase que se refletem em todo o programa” (CSDE, 1985, p. 2), e que
ocorreu antes da discussdo dos “pilares”.

Havia cinco dessas dareas: 1. Resolu¢cdo de problemas; 2. Tecnologia de calculadora; 3. Habilidades
computacionais; 4. Estimativa e aritmética mental; 5. Computadores em educacdo matematica.

O programa de 1985 mudou alguns dos “pilares”. "Resolugdo de problemas/aplicagdo" mudou de “pilar” para
uma “area principal de énfase” e um novo “pilar” chamado "Algebra" foi adicionada. Alguns “pilares” tiveram
os seus nomes alterados: “Aritmética, nimero e operagdo” para “Numero”; “Relagdes e fungbes” para
“Padroes e fungdes”; “Pensamento légico” voltou a ser “Légica”; “Probabilidades e estatistica” para
“Estatistica e probabilidades”. Dessa forma, cinco grandes “dreas de énfase”, mais sete “pilares” ou “areas”,
tornaram-se as doze partes da estrutura de “pilares” no novo programa.”
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Talvez por influéncia especifica de Sebastido e Silva é interessante notar que em Portugal
os programas do MMM surpreendentemente continham ldgica que, como vimos
anteriormente ndao era um tema fundamental nesse movimento, diminuindo muito de
importancia com a sua queda, contrariamente ao que se constata nestes programas
americanos e canadianos®® de onde a Légica, como componente essencial do programa,
nunca é retirada. A Logica ou o Pensamento Ldgico constitui um dos pilares que se mantém
antes e depois do movimento “Back to basics” ao longo das varias reformulacées

curriculares norte americanas.

Embora reconheca a importancia destas transformacdes evolutivas e afirmando o caracter
fundador e inovador que vinha dos movimentos reformadores das décadas anteriores,
Ponte, no entanto, considera esse legado como portador de um conjunto de «ideias
muitissimo problemdaticas», nomeadamente ao colocar a énfase na abstracdo e no

simbolismo.

“Os programas (ou curriculos) de Matemdtica tém estado em permanente evolugéo (Almeida &
Matos, 2014). Em grande medida, a Diddtica da Matemdtica como campo cientifico nasce de um
importante movimento curricular, o movimento da Matemdtica Moderna dos anos de 1960-
1970, cuja base era um conjunto de ideias interessantes (valorizar os aspetos estruturais da
Matemadtica, bem como o seu cardter unificado), mas também algumas ideias muitissimo
problemadticas (a énfase na abstracéo e no simbolismo). Ultrapassado o entusiasmo inicial, os
professores universitdrios e de outros niveis de ensino envolvidos neste movimento comegcaram
a perceber que era precisa uma abordagem metodoldgica diferente, onde, além da “intuicdo
pedagdgica” e das “boas ideias”, existisse igualmente um processo de trabalho cientifico — a
formulagdo de questdes suscetiveis de estudo empirico, a formulagdo de planos de investigagédo
rigorosos e sistemdticos, uma andlise de dados aprofundada e cuidadosa e a divulgacdo dos
trabalhos realizados em revistas cientificas sujeitas a um sistema de revisdo por pares. Assim
nasceram aquelas que sdo hoje as revistas mais prestigiadas deste campo, o Educational Studies
in Mathematics, fundada por Hans Freudenthal em 1968, e o Journal for Research in
Mathematics Education, fundado em 1970 pelo NCTM, sendo seu primeiro editor David
Johnson.”

(Ponte, 2016)

Observando na citacao que logo no seguimento desta critica a «enfase na abstracdo e ao
simbolismo», se menciona o abandono destas ideias como a ultrapassagem de um
entusiasmo inicial, como quem refere erros de juventude, evoluindo para a necessidade de

uma «abordagem metodolégica diferente», um método cientifico e toda a restante

39 0 NCTM engloba os professores dos EUA e Canada
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caracterizacdo de um estudo sistematico, aprofundado, cuidadoso, revisto por pares, etc...
apercebemo-nos da apologia das solugdes que serdo adotadas posteriormente.

Os programas de 1991 trardo algumas novidades na organiza¢ao dos curriculos do ensino
secundario:

a) Sera criada uma nova disciplina no secunddrio denominada
Métodos Quantitativos a ser lecionada durante um ano e que
se «destina a todos os alunos do secundario que ndo integram
a disciplina de Matematica no seu curriculo» (DGEBS, 1991, p.
93). Segundo se |é na Introducdo do programa desta disciplina,

«Pressupde a formagdao matemadtica obtida no 32 ciclo e é

lecionada num Unico ano com trés horas semanais.» (DGEBS,

1991, p. 93). il
b) O ensino secunddrio ainda nao faz parte da escolaridade N7

. , . , . ~ . Composia e impresso
obrigatdéria, mas passarda a ter uma organizacdo letiva nas Oficizas Grificas

da EMPRRNSA NACIONAL-CASA DA Morpa, [P,

distribuida por 3 anos, uma vez que a nova estrutura curricular i 2 G
Depésito Legal n*48000/9f

do secunddrio assim o determina. A disciplina de Matematica
sera lecionada com uma carga horaria de 4 tempos letivos em cada um dos anos.

“Apresentando-se pela primeira vez na historia do nosso sistema educativo como sequéncia
curricular de trés anos, o ensino secunddrio constitui-se simultaneamente como um fecho da
formacgdo geral e uma propedéutica para a futura carreira de estudos ou profissional. Esta dupla
funcdo, que se desmultiplica quanto a segunda vertente, numa pluralidade de vias, implica
necessariamente que a sua estrutura organizativa se revista de grande complexidade.”

(DGEBS, 1991, p. 11)

Pretende-se levar a Matematica a mais alunos e a contemplar alunos com perfis muito
diversos daqueles que habitualmente estudam Matemadtica. Tenta-se contrariar a
existéncia de compartimentos estanques dentro da organizac¢do curricular e em seu lugar
proporcionar aos alunos uma estrutura curricular flexivel com mobilidade e garantindo
diversas hipdteses de reorganizacdo. Métodos Quantitativos é o principal instrumento
desta politica.

“Efetivamente, o artigo 102 da Lei Bases do Sistema Educativo, define que o ensino secunddrio
se organiza «segundo formas diferenciadas, contemplando a existéncia de cursos
predominantemente orientados a vida ativa ou para o prosseguimento de estudos, contendo
todas elas componentes de formagdo de sentido técnico, tecnoldgico e profissionalizante e de
lingua e cultura portuguesas adequadas & natureza dos diversos cursos». E, por outro lado,
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garantida «a permeabilidade entre cursos predominantemente orientados para a vida ativa e os
cursos predominantemente orientados para o prosseguimento de estudos».
E 6bvio que o conjunto destas disposices teria de impor & estrutura curricular um cardcter
dindmico e flexivel, que oferecesse um leque diversificado de alternativas, permitisse a
mobilidade dos alunos de acordo com a eventual alteragcdo dos seus projetos de vida e
assegurasse ao mesmo tempo a consolidacdo da formacgdo geral e a aquisicGo de habilitagdes
especificas.”

(DGEBS, 1991)

Apesar da profunda remodelagdo operada na estrutura curricular, numa primeira fase as
equipas nomeadas para elaborar novos programas estdo ainda ligadas a matemadtica

moderna:

“Os novos programas foram elaborados por equipas nomeadas pelo Ministério da Educag¢éo
maioritariamente formadas por professores ligados as orientagées do periodo anterior
(Matemdtica moderna). No entanto, estas equipas foram sensiveis as novas perspetivas, que
procuraram acomodar nos programas: é assim que a resolu¢éo de problemas assume um lugar
de relevo no ensino bdsico, se admite o uso das novas tecnologias “quando possivel e necessdrio”
e se revaloriza a Geometria.

(Ponte, 2003)

A solucdo implementada em 1991 foi desenhada para ser lecionada em 5 tempos semanais,
mas foi implementada numa organizacdo curricular que somente disponibilizava 4. A
implementacao foi muito problematica, com muitas queixas quanto a impossibilidade de
cumprir um programa com aquela extensdao e revelou-se uma solugao muito discutivel
guanto a obtencdo de resultados. Das dificuldades de implementacdo e da polémica
verificada resultard a necessidade de ser ajustado, o que ocorrera em 1997. Neste
programa de 1991 ja se verifica uma diminuicado significativa da importancia da Ldgica e da
Teoria dos Conjuntos. Somente em 2014 se assistird a um programa que retoma estes

temas de forma significativa.

Como vemos estas modificacdes dao-se por cortes, coincidentes, por vezes, com ciclos
politicos, e sdo extremamente permeaveis a crengas com roupagem mais ou menos
cientifica. Neste caso o formalismo, as estruturas matematicas e o raciocinio dedutivo
tinham estado em alta, até certo ponto estiveram na moda, em simultaneo com o auge da
Psicologia Genética de Piaget, sem que nessa época se tivessem demonstrado cabalmente
as teses de que a mente tinha uma estrutura ou um modo de funcionamento baseado em
caracteristicas das estruturas algébricas ou outras entidades abstratas da matematica. Nao

existe nesta observacdo a intencao de refutar ou desvalorizar a ideia de que se a mente
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produz matematica e raciocinio ldgico devera nalguma sua parte fisica ter estruturas que
as reproduzem e/ou emulem, somente a ciéncia ndo estava tdo evoluida que permitisse
predizer o que deveria ser e como deveria ser o ensino em geral. Estava-se muito longe de
produzir um computador baseado, ou pelo menos relacionado, com a investigacdo sobre o
funcionamento dos neurdnios e das redes neuronais nem tao pouco ser, ou simular ser,
capaz de desempenhos em Inteligéncia Artificial. Também nao foi por uma demonstragao
cabal de que eram ideias sem fundamento que estas foram banidas. As crengas de alguns
foram nestas situagdes ou marcadamente autoritdrias ou muito permedveis ao que

pareceu ser os avangos cientificos em ciéncia da educacao.
Os programas

Vejamos um pouco da caraterizacdo genérica dos programas de Matemadtica e Métodos
Quantitativos. Os objetivos gerais, consideram paralelamente trés dimensoes:
valores/atitudes, capacidade/aptidées e conhecimentos. Na primeira destas dimensdes a
énfase esta no desenvolvimento pessoal, na segunda destas dimensdes a atenc¢do esta na

capacidade de desenvolver e utilizar a matematica.

O programa de Matematica quase ndo aborda a Loégica ou dir-se-ia que tem uma
abordagem muito sucinta do tema e propde o ensino em espiral o que remete para as
ideias do psicélogo americano Jerome Bruner:

“Os conhecimentos matemdticos organizam-se em quatro grandes temas, propondo-se o seu
desenvolvimento “em espiral” (DGEBS, 1991, p. 24), com a retoma e amplia¢éo de cada tema ao
longo dos trés anos do ciclo com o objetivo “de dar tempo a construgdo e compreenséo dos
conceitos e a consolidagdo de técnicas e de promover uma visdo integrada dos vdrios conteudos
matemdticos.” (p. 24). Os quatro temas apresentam-se aos pares: Numeros e Cdlculo, Geometria
e Trigonometria, Fun¢des e Andlise Infinitesimal, Estatistica e Probabilidades.”

(Silva, et al., 2019)

Este programa contém indicacdes metodoldgicas nas quais, explicitamente, coloca o
ensino centrado no aluno, dando mais énfase ao processo do que a aprendizagem. E
claramente estabelecido nas orientacdes metodoldgicas o que se espera obter e a cabeca
estdo atitudes, capacidades e técnicas para a mobilizacdo de conhecimentos e tudo
enquadrado por um curriculo construido pela «experiéncia de cada um» e de «situagdes
concretas», abordando os conceitos «sob diferentes pontos de vista», em articulagdo com

outros disciplinas e numa perspetiva historico-cultural:
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“As finalidades e objetivos enunciados determinam que o professor, ao aplicar este programa,
contemple equilibradamente:
= O desenvolvimento de atitudes;
= O desenvolvimento de capacidades;
= A aqquisicGo de conhecimentos e técnicas para a sua mobilizagdo.
Tendo como pressuposto ser o aluno agente da sua propria aprendizagem. Propde-se uma
metodologia em que:
= QOs conceitos sdo construidos a partir da experiéncia de cada um e de situagées
concretas;
= QOs conceitos sdo abordados sob diferentes pontos de vista e progressivos niveis de
rigor e formalizagéo;
= Seestabelece maior ligagdo da Matemdtica com a vida real, com a tecnologia e com
as questdes abordadas noutras disciplinas e que enquadra o conhecimento numa
perspetiva histérico-cultural.
Neste contexto, destaca-se a importdncia das atividades a selecionar, as quais deverdo contribuir
para o desenvolvimento do pensamento cientifico, levando o aluno a intuir, conjeturar,
experimentar, provar, avaliar e ainda para o refor¢o das atitudes de autonomia e de
cooperagdo.”
(DGEBS, 1991, p. 32)

Sobre raciocinio dedutivo o programa também é claro sobre o papel e a extensdo da

abordagem.

“Raciocinio dedutivo
Neste ciclo o aluno serd solicitado frequentemente a justificar processos de resolucéo, a encadear
raciocinios, a confirmar conjeturas, a demonstrar formulas e alguns teoremas.
No¢bes muito elementares de Ldgica serdo introduzidas a medida que se revelem Uteis a
clarificagdo de processos e de raciocinios.”

(DGEBS, 1991, p. 32)

Ndo se recusa que tem um papel necessdrio e frequente sempre que seja necessario
justificar processos e raciocinios, bem como na justificacdo de férmulas e na demonstracao
de teoremas. No entanto pretende-se conseguir tudo isso com noc¢des muito elementares
de Légica. Claro que ndo é impossivel apresentar uma demonstracdo por encadeamento
de expressdes equivalentes ou chegar a uma conclusdo contraditéria com o ponto de
partida e verificar que certamente se partiu de algo que nao era correto, mas o contraste
com os programas que incorporam a Ldgica e a Teoria de Conjuntos como temas
fundamentais e estruturantes é evidente e muitas vezes corresponde a uma visdo de que
a capacidade de pensar corretamente pode ser, se ndo criada, pelo menos ampliada e
estruturada pela abordagem prévia destes temas e com uma maior profundidade. Os

avancos cientificos esclarecerdo cabalmente, espero, estas diferencas.

Outro aspeto claramente importado e datado é a enfase na comunicagdo em matematica.
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Comunicagdo
Tendo em conta a estreita dependéncia entre os processos de estrutura¢éo do pensamento e da
linguagem, é absolutamente necessdrio que as atividades tenham em conta a corregdo da
comunicag¢@o oral e escrita. O aluno deve verbalizar os raciocinios e discutir processos,
confrontando-os com outros. Deve ser capaz de argumentar com Idgica e recorrer, cada vez mais,
ao longo do ciclo, a linguagem simbdlica da Matemdtica, a sua precisGo e ao seu poder de
sintese.
Esta evolugdo decorrerd naturalmente da necessidade de comunicar aos outros as suas ideias.
E necessdrio proporcionar ao aluno oportunidade para expor um tema preparado, a resolugdo
de um problema ou a parte que lhe cabe num trabalho de grupo.
Os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatdrios, monografias,
devem ser apresentados de forma clara, organizada e com aspeto grdfico cuidado.

(DGEBS, 1991, p. 33)

Estes aspetos também apareceram como grandes novidades poucos anos antes nos

Standards americanos e nos Strands californianos.

Nos recursos da-se importancia para além de todos os meios tradicionais as calculadoras
cientificas.

Na avaliacdo, os objetivos programaticos da mesma contemplam dar informacado sobre 7
aspetos relacionados com o «ensino desenvolvido» em que apenas um deles é o

«conhecimento e compreensao de conceitos e métodos»:

“Uma vez que os conteudos de aprendizagem abrangem os dominios dos conhecimentos, das
capacidades e das atitudes é objeto da avaliagdo a progresséo do aluno em todos estes dominios.
Em rigoroso acordo com o ensino desenvolvido, a avaliagdo em Matemdtica deve dar informagdo
sobre:

A capacidade para mobilizar conhecimentos e técnicas na resolucdo de problemas da vida

real, de Matemdtica e de outras disciplinas;

A criatividade na resolugdo de situagdes e problemas;

A capacidade para utilizar a linguagem matemdtica para comunicar ideias;

A capacidade para raciocinar e analisar;

O conhecimento e compreensdo de conceitos e métodos:

A atitude em relagcdo a Matemdtica, em particular a sua confianga em fazer matemdtica;

A perseveranca e o cuidado postos na realizagdo das tarefas e a cooperac¢do no trabalho de

grupo.

(DGEBS, 1991, p. 35)

Destas sete, quatro sdao capacidades se incluirmos nesta a criatividade e duas sao atitudes.
Por vezes pode ocorrer que se utilize critérios muito discutiveis, principalmente quando os
conselhos de turma se pronunciam em ultima andlise sobre alunos que estdo em vias de
serem retidos, com argumentos relativos a capacidades intelectuais, nomeadamente ter
capacidade para recuperar no proximo ano, que decidem em favor destes em detrimento

de outros a quem ndo se lhas reconhece.
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A mudanca de paradigma sobre avaliacdo comeca nesta época. Se ainda ndo se extrairam
todas as consequéncias da valorizagao das atitudes e capacidades em detrimento dos
conhecimentos, é somente uma questao de tempo até que se comecem a verificar o
aproveitamento dos conceitos para fins diversos dos pretendidos e definidos, tanto nos
documentos normativos quanto na sua aplicacdo, para disfarcar insuficiéncias varias. Esta
forma de olhar para a educagao, de adiar o juizo sobre as competéncias, em principio para
o fim do ciclo, fez o seu percurso, instalou-se. Foi de tal forma determinante que passados
mais de 20 anos existia em vdrias portarias nacionais ou regionais o critério da “capacidade
para recuperar até ao fim do ciclo” e foi frequente ver-se esta utilizacdao de dois pesos e
duas medidas em beneficio dos alunos mais incumpridores e indisciplinados, mas mais
capazes(?), em prejuizo dos mais cumpridores, mas menos “inteligentes”(?). E uma
inversdo de valores éticos numa submissdo a convic¢Ges tedricas sobre educacdo e
esquemas de obtencdo de falso sucesso, nomeadamente quanto a percentagens de

retencao.

Exemplo de legislacdo com esta interpretacdo: artigo 132 Progressao e §3 do artigo 149 -

Retencdo da Portaria N.2 9/2013 de 11 de fevereiro da Regido Autébnoma dos Agores:

Artigo 13.2

Progressdo

1—A decisdo de progressdo do aluno ao ano de escolaridade sequinte tem cardter pedagdgico e
deverd ser tomada sempre que o professor titular de turma, em articulagdo com os restantes
docentes do conselho de nucleo que lecionam o mesmo ano de escolaridade, no 19 ciclo, ou o
conselho de turma, nos 2.2 e 3.2 ciclos, considerem:

a) Nos anos ndo terminais de ciclo, que as aprendizagens realizadas pelo aluno permitam o
desenvolvimento das competéncias definidas para o final do respetivo ciclo.

Artigo 14.°
Retengéio

1-..
2-..

3 — Nos 2.%e 3.%anos de escolaridade, a reten¢lio é uma medida pedagdgica de cardter
excecional, a aplicar apenas quando se verifiquem cumulativamente as seguintes condigdes:

a) O percurso escolar registe evidéncias claras de que, no termo do prazo previsto para conclusdo
do 1.%ciclo do ensino bdsico, o aluno néo realizard as aprendizagens e [ndo] desenvolverd as

competéncias previstas para o mesmo;

b) A escola possa assegurar as medidas especificas necessdrias a recuperagdo da normal
progressdo do aluno;

¢) O aluno nédo tenha sido retido no ano letivo anterior.
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A retencdo sendo excecional, o que é incontestdvel do ponto de vista ético, e sé aceitavel

perante um acumulado de condig¢des justificativas, é admissivel quando se prevé que o

aluno ndo conseguird alcancgar os objetivos previstos no final do ciclo.

Peso da Ldgica nos programas

Distribuigdo e peso relativo dos temas no Unico ano, que contém a Légica como conteudo:

Sobre o peso dos diferentes temas o programa apresenta o grdfico e o quadro de

distribuicdo de aulas mostradas abaixo referentes ao 102 ano,

o Unico em que se menciona o ensino da ldgica.

Célculo e Logica — 18 aulas
Geometria ¢ Veclores - 20 + [6 aulas
Fungides — 200 aulas

Estatistica = 18 aulas

Total - 92 aulas

Do quadro da pagina 41 do programa em que se
explicita como se distribuem os temas pelos 3 anos
letivos, percebemos que a Unica referéncia a Légica
Matematica aparece incluidas no 22 tema do 102
ano. O conteddo a lecionar refere apenas
“operagdes com condi¢Bes e com conjuntos” e as
“primeiras leis de De Morgan”. N3o existe mais
nenhuma referéncia explicita ao tema pelo que

nem os conteudos referidos na nova disciplina de

50%"

i0.* ANO

40% -

30%

0% -

PESO RELATIVO DOS TEMAS

TEMAS

’7 - —

10* ANO

—

Esustisuca

¢ Protebsdades

L

meins Jeis de De Morgan

3 — GEOMETRIA ANALITICA

| — NOGOES BASICAS DE ESTATISTICA

Distnbuighe budimensional. estudo intuilivo
2 = 0 CONJUNTO R . NOCOES DE LOGICA

Exiensdo de © » F: 2 meta real. Opengdes com md

Ordem =m R wequagdes. Valor absoluto

Representagio ¢ interpretagio de distnbuigdes ssuaisncas
com utlizagio de medidas de tendéncia conersd

e de

dispersio. Comparsglo de distribuigbes. O simbolo I

Légica: opersgles com condicles ¢ com comjantos. Pn

Métodos Quantitativos, como veremos mais adiante, estdo explicitados no programa desta

disciplina de Matematica, fundamental no curriculo para quem prosseguir estudos nas

areas de ciéncias e tecnologias.
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Extatistics
& Probmbilidades

TEMAS

Nimeraa
e Cileulo Algébrica

Geometrin Analitic
¢ Trigomometria

Fungdes &
Anilise  Infinitesimal

105 AND

ILr AND

I12* ANO

1 — NOGOES BASICAS DE ESTATISTICA

== PROBABILIDADES - Nogdes  hisicay

- Rep o ¢ de Sitribe; -
com uilizagio de medidss de endincia cemral & de
dispenin. Comparsclo de distribuigles. O simbolo T

« Dinribuigho bidimensional: estodo inuitiva,

2~ 0 CONJUNTO R . NOCOES DE LAGICA

- Exiemsdo deQ 0 F: & mea real. Operagdes com mdicais
Ordem =m F; imequagder. Valor abssluto.

+ Logica: operagBes com condigles « com conjunios, Pri
meins Jein de De Morgan.

. alealdriss e aconiecimertos.
- Copceito frequencisla de probabilidads.
« Chleulo da probehilidnde de um scontecimenio.
B de freué - .

- FUNCOES
Il — Fungdes racusnais, Operagher
- Polmdmios e frcebes algéhncas, Operagies.
- Equagdes ¢ moguagies.
Fungdes polinomisis, fungdes rachonais, lungdes com
mdicals quadedtiens o cibicos, Dominies,
Operagdes com fungies. Compodigao, mversio, restrigho.

1 = COMBINATORIA E PROBABILIDADES

- Amnjos simples & completos; permutsgdes; combinagdes.
Bindmlo de Newon.
+ Cilenlo de probabilidades. Provas reperidas,

2 — GEOMETRIA ANALITICA

IV — Cénicas, Rectas ¢ Planas no Eipago
+ Chnicas. Derivada de fungiio implicin; tangente e normal
a uma cémics
- Equagdes de plancs e de rectos no espago.
- T i dicularidsde, i do de planas e

TN

| — Introdigde ae Méiode Cartesiana
« Ampliagio dz conecimentos de Geomelra no espago.

3= TRIGONOMETRIA

genis de uma fungla,

- Légica: wio de quaniificadares.
5 — GEOMETRIA ANALITICA
1l = Vectores. Paralelizma

upge.

+ Funghes definidas por tabelns & por flmmulas; imerpre.
tagho ¢ claboragio de grificas por pontos, C i

+ Fungio quadritics, Funglo mddulo. Gemeralidades.

- Vedores em referencial ononommado, no plwe e no

- Equagder vectonais dn rects no plane & 6o espage.
- Equapher cartesianas da reca no plano. Parslehismo.
+ Sistenas de duns equages a duss inedgnilas.

priedades de geometns plana,
§ — SUCESSOES — Limites

- Semo, co-seno o tangenle — eslide wo elrcule Ingono.

Il = Produia escalar. Perpendiculoridade no plaso
- Produio escelar de vectorss: dngulo de dus reclas
scula distingia de ponio a roca,
- Conjontos de pontos definidos por condicdes,
- Aplieagio do produte esealr 4 demonstfagio de pro.

+ Infinitamente grandes e infimitésimos.
+ Sucessdes eonvergenies. Unicldade do Hmite.

de rectas e planos,
+ Resolugio de sistemas de tds equagles com trés incdgni-
1as; método de Gauss.

e q e, 3 — FUNGOES
« Refe:
e T AN O LT O - Amalogia dos senos. Equagies trigonométricas clements:
capug. == IV — Areas
4 = FUNCOES » Aplieagdes concrehas, - Nogho de imegral definic. Primitivas de Nangdes polins-
LiTIC, miais. Area sob um grifico.
I= i Funpdo  quodrdtica. Fungdo 4 — GEOMETRIA ANA A
méidula 4 — FUNCOES

V — Fungles Trigoncmdtricar em R
« Seno, co-teno e uangeme como fungles de varidvel real,
- Férmulas, Equagles ¢ identidndes.
« Limites, contiuidade, derivads, variagho.
« Primitivas do seno e do co-remo. Cllenlo de dreas,
5 — FUNGOES

V1 — Fungdes Esponencial e Logaritmica
Sama

L

de lermos.
& — FUNGOES
I — Limites. Derivadas

cagles.

- Limites & contnuidade de fungles,
- Denivagio de funpies racionsis. Segunda derivada. Apls

- O nimero e

- Funglio caponencial de base a »1: estudo analfticn e
grifico.

+ Nogin de logaritme; propriedudes.

- Fungio logatitmica: estido snalitico ¢ grifico.

» Cileule de limiles.

- Primitivas de 8° & de k. Cileulo de dreas.

Pagina 41
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Quando se tenta perceber como o tema serd operacionalizado pela leitura dos quadros

intitulados “Desenvolvimento do tema” (pag. 52) percebemos que as Leis de De Morgan

ndo aparecem. Somente menciona negar uma condi¢do. E muito vago e ndo ha

verdadeiramente uma lista precisa de conteudos a ser lecionada.

DESENVOLVIMENTO DO TEMA

CBIECTIVOS

OBSERVACOES | SUGESTORES  METODOLOGICAS

+ Valor absolwio ou mésule, |71, como disincia
B orgem,

- Propriedades da relagien <, 5, >, 2 waneitlve,
monotonis da sdigho = monotomis parcial da
mubiplicagdo.

+ Comjumbu ¢ disjugiy do gy (e b
cuirad condighes) & Tus inlemretagio am e
mot de inlerceccio & Se reunido de conjuntor.
HNopagio de uma condigio ¢ complementar de
wm cosjunia,

- Mujoranies & minoeantss de um conjusio.
Enquadramesio da soms £ do produte; engua-
dnmesio do mverse an [,

- Enqusdramenis de expressfes com sme va-
rifval.

= Ioisrproar ma recse o8l & om tsrmes de inervales
3 conjungio e a disjungdo de inequacdes & &
neghgdn de uma eondigio,

= Enguadrer expeessBes » pastir dz um enquadramen-
o da varidvel {ou day varibeeis).

- A3 nogded d¢ Lagies devemn ser minduzidas e osedas quande considersdas oporunas
pars clarificer & organizar © pensanesto ¢ simplificar 8 cxpressin escrita. A adiglo
dt enedigies em ineervalos deve ser vista come wm ceso parhiculie de comespondineis
enire & Migica de condipet & a |Ggica de conjuncor. A par da wo di polsgls de
intervalo, of alusos devemn inlerpretsr sobre & recla resl coedipbes como
sexs2yT i|HE-1 v XC-3; RE 2V xad; RA3 0 as0; 2o aam3
Ao praticar a conjungin o & disjungio do condsiles usar wniversos numénicos € nbo
esquecer condighes imp & comdiphes i, , elecpanr iner.
seepdes e muniden de conjumas nemendemenle COM 0 UMVENO £ COM O VAZD.
0 aluno deve saber neger wma condepdo & detorminar o complemeniar de um conjunia,

- As propriedades das relaghes de ardem permilem emquadar exprendes come 103
sabendo qoe {2 Sa<d o indicsr majormes ¢ minormntes de comjunio dos valores
que @ expresio pode opar. Considersore, ambdm, acividade com ineesise o
petquiss directa d2 midsime ¢ de minimo de expiessbes, usndo s calouladom, se
e

Par exemplo: |x-2| -0 para A3 S1c3. 2 _;T:nm == i1

Extrato da pdagina 52
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E mencionada a negacdo de uma condicdo, mas n3o é explicito se inclui a negacdo de

condigdes formadas por conjunc¢do ou disjuncao de condi¢Ges atdmicas.

DESENVOLYIMENTO DD TEMA OBIECTIVOS

+ Valor absololo ou misale, | rl, éomo distdncia
& origem,

- Propricdades das relagien =, 5, », 2! tranaitlva,
monsenis ds sdichs = menolonis parcial da

maliplicaglio
r Cunjusg B © disjugie dooimcyquagdhcd (oe ke rlngrpr;urnlnm;ulcnlnmnd:inuﬂnlm
caras condiphes) & #um inlespressgio om BN o conjungio & o disjunglo de noguapded £ &
mos de inlersecgio & d¢ roundo de conjuntor. nogigEo S& wma conds{io,
Hegagie de wma condicio & complementar de
Comjunia.

- Majoranies & minoeanisd de um o conjusin,
Erguadremesio ds soma e do produlo; engos- « Enguedrer expressies & pariir de um enquadremen-
drmente do imverss en (W . b da varidvel fou dis visidveis).

= Enquadramenis de expressdes com wme va-
rifval.

ORSERVACOES ¢ SUSESTORS METODOLOGICAS

« AR nogded de Ldpics dewern ser mimduridas = essdas quands contidersdas oporunas
para clenficer & arganizer o pondamsrin & simplifscar & cupresaio escripn. A madegin
de oomdicdes em incervalos deve ser visia oomo em ceso parhculan de comicipondencma
enire & bMigica de condighet & a légies de conjuntos. A par do wso di polgls de
inervalie, o1 alanos deven imerpreter sobre & mecia esl ondiplies como
sexs 2y §|xje-1 ¥ To-3; X2 v K>.d; K33~ xs0; xlc0 noasy{d
Ao preticar a conjungdn e & digjungiio de condsphed uisr eniversca momdnicos £ nio
esquecer cosdiphes impossiveis & condigles mniveriai; analogamesse, clecpasr ineer.
secpdes & rewnides d confumad nemesdemenie COM 0 UNEVEND £ R O VDD
0 wlune deve saher neger wma condipio & detorminar o complementar de U Sonjuibs,

« Aa prepriededes das relapbes de ordem permiiem eaquadiar BXprElides oMo Iﬂ--;—
sabendo que -2 Sx<3 e indicer majorsstes & minornies de comjunan dos walores
gu: & expresbo pode wompar. Considers-se, fambdm, sctvidade com ineseise a
peequizs dirscis de misime o de minimo de expressfes, usando 3 calouladora, se
mecess ek,

Far ezemplo: |z 2105 pars —'.li_ﬂ_l,-r] . T# ! com e i
Z5
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Métodos quantitativos é uma nova disciplina e na sua organizacdo temdatica tem elementos
de Légica.

Os autores do programa fazem diversas consideragdes das quais destacamos as referentes
aos destinatarios da prépria disciplina e a tentativa de aumentar a formacdao matematica

de quem em principio foge dela.

“O presente programa de Métodos Quantitativos destina-se a todos os alunos do ensino que ndo
integram a disciplina de Matemdtica no seu curriculo. Pressupée a formagcdo matemdtica obtida
no 32 ciclo e é lecionado num unico ano com trés horas semanais. Por isto parece conveniente
que o aluno frequente a disciplina, logo no 10." ano, o que, embora ndo sendo obrigatorio, tem
ainda a vantagem de poder servir de suporte a outras disciplinas. E evidente que o ensino desta
disciplina e, consequentemente, a respetiva avaliagdo, tem de se adequar ao cardcter proprio
destas dreas e as aptidées e gostos que normalmente manifestam os alunos que as escolhem.
Temos de ter em conta um facto do conhecimento dos professores das dreas de letras: que
muitos alunos as escolhem como fuga a disciplina de Matemadtica.

(DGEBS, 1991, p. 93)

Relativamente a estrutura, as finalidades que se pretendem com a introdu¢do da nova

disciplina Jaime Carvalho e Silva (Silva, et al., 2019) comenta:

“A estrutura programdtica desta nova disciplina é igual a de Matemdtica, como atrds referido,
sendo, no entanto, muito menos desenvolvida. Elege trés finalidades: “desenvolver a capacidade
de quantificar dados para descrever, interpretar e intervir no real; aprofundar elementos de uma
cultura cientifica, técnica e humanista, que constituem suporte cognitivo e metodoldgico,
visando a insergdo na realidade social e econdmica; promover a realizagdo pessoal do aluno
mediante o desenvolvimento de atitudes de autonomia e solidariedade” (DGEBS, 1991, p. 95).
(Silva, et al., 2019)

Pela distribuicdo do nimero de aulas previstas vemos

gue neste programa houve a preocupacao de incluir i
elementos de Légica Matematica com uma relevancia
pouco habitual e o peso do tema “Légica e NUmeros”,
com 37,3% das aulas previstas, é superior a um terco 0%/ !

do total.

Estatistica / Probabilidades — 32 aulas

Légica ¢ Nimeros — 28 aulas

Fungles — 15 aulas

Total — 75 aulas

PESO RELATIVO DOS TEMAS
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“Os conteudos temdticos sdo trés: Estatistica e Probabilidades, Ldgica e Numeros, e Fungdes,
surgindo a Estatistica e Probabilidades valorizada com cerca de 43% do peso relativo dos temas
(Légica e Numeros: 37%, Fungbes: 20%)”.

Tema 2. Nogbes bdsicas de l6gica
DESENVOLVIMENTO DO TEMA
Designagdo e proposigées:
Universo L ={V, F}
Operagcbes em L:
Conjuncdo, disjungéo exclusiva e inclusiva, negacdo.
Implicagéo:
Expressdo na disjungdo,; negagdo; lei da conversdo.
Silogismos:
Disjuntivo, transitivo, modus ponens, modus tollens.
Meétodo de redugéo ao absurdo.
Expressdes designatdrias:
Dominios expressdes algébricas e de outras,
Condigdes e conjuntos:
Solugbes num dado universo.
Operagbes com condicbes e com conjuntos:
Conjungdo — Intersecgdo;
Disjun¢Go — Reunido;
Negacdo — Complementagéo
Condig¢éo impossivel — vazio;
Condigéo universal — Universo;
Condicées incompativeis — Conjuntos disjuntos,
Quantificador universal e quantificador existencial;
Segundas leis de De Morgan.

Objetivos
Conhecer e usar as propriedades da conjuncgdo e da disjungdo, a dupla negagéo e as leis de
De Morgan.
Simplificar expressées e calcular o valor I6gico de uma expressdo.
Tirar a concluséo de um silogismo.
Determinar as solugbes de uma condi¢do num dado universo.
Resolver, com segurancga, condicdes simples nessa varidvel.
Interpretar, em temos de conjuntos, operagées com condicbes e vice-versa.
Traduzir propriedades das operacbes com condi¢bes nas correspondentes para conjuntos e
vice-versa.
Ler e interpretar um texto com simbolos Idgicos e matemdticos.
Traduzir proposicbes em que entrem as palavras «TODOS» ou «<ALGUNS» ou « NEM TODOS»
ou «NENHUNS» em expressbes quantificadas e vice-versa.
(DGEBS, 1991, pp. 110, 111)
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2. NOQOES BASICAS DE LOGICA

Ou&mmamlmmcwﬁvb ds eda 12 ioc (ni
Néo se pretende que o oluno adquira vi de ou ra &thﬁh&
As técnicas @ exercilar serdo apemas as indisp para o o5 de forma a lorné-los operasérios.
DESENVOLVIMENTO DO TEMA OBJIECTIVOS OBSERVAQOES / SUGESTOES  METODOLOGICAS

Designagdo e proposicies:
« Univeno L = [V, F) = {G1]

Operaghes em L:
+ Conjunglo, disjuagio exchsiva ¢ inclusiva, ne-
Begho.

Implicagio:
- Expressio ma disjunco; negagho; fei da conver-
slo.

oup—u-u.--uv-...u,m_u
uubu-a.;--a—u-

Fxpressbces  designatérias:
- Dominios de expeessdes algébncas ¢ de owrss.

Ceadigies ¢ conjuntor:
- Solugbes num dado wniveno.

Operagies com condigins ¢ com conjuntos:

- Conjungio — lmersecqio;

- DisjungSo — Reunido;

« Negagio — Complementagio;

- Condiglio impossivel — Comjurto vazio;

- Condigio eniverssl — Usiverso:

- Condigles incompativeis — Conjumos disjuntos.

wniversal e exlsien-

clal:
- Segundss leis de De Morgan.

+ Comhecer © war as propsicdades da conjongio ¢ da
disjungho, 3 dupla negacio « as lcis dc De Morgan.

+ Simplificar expressées ¢ clcular © valor Mgico de
wma capeedsio.

« Tirsr a conchnio de um slogisma.

+ Determinar a3 solugics de wms condiclo sam dado
eaiversa.

* Resolver, com seguranga, comdigdes dimples nessa
varidvel

+ Interpreiar om icames de conjumis apemgles com
conligles € viceverss.

« Tradugir peopnedides das operagies com condigher
A3 comespondenics PATE COMUOROS € WCE-vesIa

« Ler ¢ inlerpreter um tevio com simbolos Mgicos &
msemiticos.

« Traduzic proposighes em que entrom = palewsas
.m--nmnu---mzutm--
o € vies .

—versa.

-mcn*n—“d—an—:h-hb—m
sem prejuizo de slgeme de pacerzz
« Operagies Mgicas com cerrenie wma bea
-—#opuwhﬂh-l.u—w-*
nu’ﬁh—b-—:h
* O gras de dny - ndo deve cxceder © dos seguimies
cacmplos: wipagivi-pagie, ou «Seado p = F, aaleule 0 valor légica de - (pag) vpe.
-t-dhc—t—.-ﬁ-—-d.—m—wm-ndo-
deley devem e sigeificads matemice, come, por eacmplo -

Teamei Diajeesi
arz=a>3 a=10vas 0"
"""T me N
(Rt ~ msl

< a>Ee T 3

Mo pomers Moduz tollens
A>B=A-BR* N € pnimo N & impar
On ASB On N sio & impar

< ABR*T & N eio € prmo ()

() Exte caemplo memn come wm silogisme bon comstruldo pode condat 3 conchusdes
emades por pustic de promisses cwadas

Algamas das condigles 3 resolver podem ser diffcrentes das j6 estadadas. Exemplos:

-=-<l'.l=-3 I<—¢’.Ill<2 ll<—¢M-x % & .

* A wadugio & Wnguagen de condigles ma flinguagem de conjuntos deve ficar famuliar
20 shuno. Por cxemplo «p(s) a-pls) € comdigio imposivele commspondents &
PIT =0 (¢ we vens).

Pagina 110

DESENVOLVIMENTO DO TEMA

OBJECTIVOS

OBSERVACOES / SUGESTOES  METODOLOGICAS

« Equivaltacia formal ¢ implicsgho formal come
relagbes:

- Comespondéncia com 3 igualdade ¢ com 8
incluslo de conjusios Propriedade transitiva.

Negagho da implicagic formal msando
quantificador.

+ Usar correctamenie os simbolos e, =, o= entre
condicles e =, O, C mtre conjunios.

+ O shuno deve taduzic em lermos de intervalos opersgles em condigdes clementarsy
como 1> 03202 ou ~{-lcacl)

+ Os slunos devem lrabalhar sobretudo com condigdes relstivas a saivenos nio
numéricos, por exemplo em P = (portigucses), 1 & médico, 1 € slgarvio, 1 & maior ..

- & imsistir na do Eacia emtre x = a € 2" & &, enie 120 @ P20,
enire V' = aex =2 Por cwtro lado ¢ bom ver que 1) w lal o=x’ =2 ¢ que
zaslzl=a

+ A negagho da implicago muterial 0u formal pode ser baa oponunidede parx explicar
o méodo de redogie 40 absurdo: se 3 negagio de HoT for falsa, eneto o seorems
& vesdsdeiro, ¢ ~(H=T) eoHa-T (oo 3uHG) A-T@)

+ A demonsizagho por conversio deve também ser expheada ¢ cxemplificads

I Nimere de sslas previstas: u;]

Pagina 111
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3.3.4. O reajustamento do programa do ensino secundario. 1997

Uma das principais criticas vindas das escolas e em particular dos professores que
implementaram o programa de 1991 era a falta de tempo para lecionar um programa tao
vasto.

“A aplicacdo experimental e os primeiros anos da generaliza¢éo dos novos programas do ensino
secunddrio comprovam que, desde o inicio, estes ndo foram configurados para a carga hordria
semanal atual. As reclamagdes dos professores no sentido de ampliar a carga hordria semanal
vém baseadas no facto da aplicacio experimental ter sido feita utilizando 5 ou mais horas
semanais, sem que, mesmo entdo, a totalidade dos itens do programa tivesse sido abordada. Os
proprios autores alertaram para as condigcées de aplicagéo e reclamaram sobre as diferengas
entre o total tedrico e o total real das horas destinadas a lecionagdo. O programa do 12° ano foi
0 que na prdtica se revelou mais extenso e impraticdvel. Por isso uma das principais preocupa¢bes
foi de propor um programa exequivel na carga hordria.”

(DES, 1997, p. 84)

Procedeu-se a uma reorganizacdo dos temas e da sua estrutura curricular nos 3 anos

letivos:

“Por outro lado, havia que procurar uma "melhor clareza e melhor organizagdo dos contetdos
temdticos". Assim optou-se por propor 3 grandes temas para cada um dos anos, cada um a ser
abordado em cada periodo escolar, o que recolheu opiniées bastante favoraveis.”

(DES, 1997, p. 84)

A distribuicdo escolhida foi a seguinte:

10 ano
Temal Geometria no Plano e no Espago [ 36 aulas
Temall Fungoes e Grificos 36 aulas
Tema III Estatistica 20 aulas
11° ano
Temal Geometria no Plano e no Espaco II 36 aulas
Tema Il Introdugio ao Cilculo Diferencial I 36 aulas
Tema ITT Sucessodes 20 aulas
12° ano
Temal Probabilidades e Combinatoria 30 aulas
Temall Intredugiio ao Cilculo Diferencial I 36 aulas
Temalll  Trigonometria e Niimeros complexos 20 aulas

Alguns conteldos foram retirados apesar dos autores n3ao os considerarem menos

relevantes, mas somente que é ilusério que se podem cumprir programas demasiado

extensos «so porque aparecem em documentos oficiais».
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“Conteudos do programa anterior ndo integrados neste programa:

Procurou-se apresentar um programa que, sem sombra de duvidas, seja exequivel nas 4 horas
semanais revistas para a disciplina de Matemdtica. Isso implica que uma restrigéo de conteudos
seja efetuada em relagéo ao programa anterior.

Assim os seguintes conteudos ndo aparecem, como tal, neste programa:

e Propriedades do simbolo X

e O Conjunto R (Dizimas; Majorantes e minorantes. - Os temas principais deste assunto sGo
abordados a medida que véo sendo precisos em liga¢éo com outros assuntos)

e Axiomas e geometria sintética

* Analogia dos senos

e Aplicagdo do produto escalar a demonstragdo de algumas propriedades da geometria e da
trigonometria

e Derivadas de fungées implicitas

e Estudo detalhado de Cdnicas

e Tangentes e normais a Conicas

e fquacgdbes vetoriais e paramétricas de planos

e Resolugdo de sistemas pelo método de Gauss

e Cdlculo integral; primitivagdo

n
e Estudo analitico da sucesséo (1 + %)

e Regras para levantamento de indetermina¢des
e Estruturas algébricas
Ndo se entende que estes itens representem temas menos importantes, mas que é ilusorio pensar
que é possivel ensind-los sé porque aparecem em documentos oficiais. A nossa historia recente
estd cheia de programas sobrecarregados muito bem-intencionados, mas que nunca s@o
cumpridos, mesmo quando a metodologia usada é apenas a da aula magistral com aulas de
exercicios.”

(DES, 1997, p. 85)

Em 2019, num documento coordenado por Jaime Carvalho e Silva, mas do qual fazem parte
outros 9 professores, citando o programa de 1997 o que num certo sentido corresponde a
uma autorreferéncia, é dito que o documento de 1997 “ndo vem constituir um novo

programa”.

“O ajustamento do Programa de Matemdtica do Ensino Secunddrio explica, na sua introdugéo,
que resulta de um processo amplo de auscultagdo publica de opinides de professores, escolas,
Instituicdes do Ensino Superior (IES), associagdes e entidades diversas que se manifestavam
descontentes com o programa de Matemdtica de 1991. No entanto, torna claro que “ndo vem
constituir um novo programa” (DES, 1997, p.1). As suas pretensdes sdo antes “estabelecer maior
clareza e melhor organizacGo dos contetudos temdticos, explicitar a articulagdo entre
metodologias, objetivos e conteudos, reforcar a articulagdo vertical com o 3.2 Ciclo do Ensino
Bdsico e harmonizar no tempo, quando possivel, algumas articulacbes interdisciplinares” (DES,
1997, p. 1). Além disso, o ajustamento do programa procedeu também a exclusdo de itens de
conteudo que considerou uma “sobrecarga”, acalmando as queixas relativas a extensdo que o
programa de 1991 recebia (Ponte, 2003). Assim, este programa mantém as finalidades e também
0s objetivos gerais do Programa de Matemdtica anterior, incidindo novamente sobre
valores/atitudes, capacidades/aptidées e conhecimentos.

(Silva, et al., 2019)
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De facto, o programa é considerado muito extenso e consequentemente sofre cortes.
Como ja foi visto, também a reorganiza¢do em trés temas por ano letivo é diferente da
anterior. As influéncias das propostas americanas dos Standards (NCTM) que estavam
introduzidos de forma moderada, sdo apresentados como pontos fortes da nova solugao.
Entre 1997 e 1998 na decorréncia do programa ajustado sdo lancadas 8 brochuras de apoio
para ajudar a implementar o programa dando énfase ao uso das calculadoras graficas e
computadores. Estas brochuras foram muito bem aceites pela classe e continuam a ser
elogiadas em conversas informais. Neste programa reserva-se mais de uma pagina a
justificar, incluindo a citacdo de autores internacionais, e também a incentivar o uso de
calculadoras graficas que se considera ja estarem a «precos acessiveis». Neste aspeto
registo um excesso de entusiasmo: passados 20 anos s6 uma minoria de alunos possui os
melhores modelos de calculadoras graficas, cujos pre¢os continuam elevados. Foi criada
uma comissdao de acompanhamento com representantes das entidades ligadas ao ensino
da Matemadtica, um corpo de professores acompanhantes, a publicacdo das diversas

brochuras ja atrds referidas, lancadas entre 1997 e 1998 e materiais de apoio.

O papel da Ldgica é diminuto neste programa além de que foi retirada do corpo central dos
temas do programa, o que, como se podera observar nos programas futuros, voltara a
acontecer sob decisdao da responsabilidade do grupo de professores ligados a APM em geral
e ao professor Jaime Carvalho e Silva em particular, sem com isto estar a fazer um juizo de
valor. E uma mera constatag¢do. Tal como é uma mera constatac3o que ocorria o contrario
guando se estava sob a influéncia de José Sebastido e Silva. A perplexidade aqui decorre de
JSS ser tdo admirado, mas a sua proposta curricular ser tdo posta de parte.

“Neste ajustamento, as questdes de Ldgica, Teoria de Conjuntos e de formas de raciocinio foram
retiradas do corpo do programa e passam a estar referidas como tema a parte, com um
determinado desenvolvimento. Procura-se, deste modo, influenciar os professores no sentido de
ndo abordar estas questdes como conteudo em si, mas de as utilizar quotidianamente em apoio
do trabalho de reflexdo cientifica que os actos de ensino e de aprendizagem cientifica sempre
comportam, e so na medida em que elas vém esclarecer e apoiar uma apropriacéo verdadeira
dos conceitos. Neste tema, para além das questdes cldssicas de Iogica, teoria dos conjuntos e
raciocinio demonstrativo, introduzem-se também itens integradores dos diversos tipos de
raciocinio cientifico e formas de organizar o pensamento e as actividades de resolugdo de
problemas. Estes assuntos podem e devem ser abordados com os alunos do ensino secunddrio,
mas com oportunidade e virados para necessidades sentidas de racionalizar, melhorar ou dar
organizac@o a métodos pessoais, ou como suporte de momentos de reflexdo sobre a natureza do
conhecimento. “

(DES, 1997)
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NogGes de logica

Operagdes com condighes ¢
operagdies com conjuntos.
Implicacho formal e inclusio:
transitividade. Lei da
COnVersio,

Primeiras leis de De Morgan.
Quantificadores.

Mogiio de teorema: hipotese,
lese e demonstragio.

Métodos de demonstragio:
método analitico, mélodo
sinético, mélodo de reducio
a0 absurdo, indugiio
matemdlica. Contra-exemplos.

Indicages Metodolgicas

Todas as nogdes de Iégica e leoria de conjuntos devem ser
introduzidas & medida que viio sendo precisas ou recorrendo a exemplos
concretos de matéria usada: resolugio de equagdes e inequages,
propriedades dos médulos, propriedades das fungBes, axiomdtica daos
probabilidades.

Muitos pequenos exemplos ligados ao trabalho com R e suas
propriedades podem servir como exemplos de esclarecimento de alguma
operagdo ldgica.

No que diz respeito aos métodos de demonstragio, eles devem ser
referidos i medida que viio sendo usados ou apds os alunos terem jd
utilizado os vdrios métodos em pequenas demonstragdes informais
(mesmo para confirmar as suas resolugdes de problemas). Nio estio
sugeridos explicitamente ne corpo do programa, mas todo o estudo da
Geometriz Analitica se baseia numa geometria sintética euclidiana,
semi-intuitiva, semi-dedutiva em que se procuram explorar intuigoes
espaciais & habilidades dedutivas. O hibito de pensar coiTectamente, que
é o que afinal estd em causa, deve ser acompanhado do hibito de
argumentar oralmente ou por escrito e, sempre gue possivel, os alunos

devem realizar exercicios metodologicos de descoberta de justificagdes
{gue nio siio mais do que novos problemas, por vezes dentro de outros
problemas cuja resolugfio carece de ser comprovada). A indugio
matemitica, como método de demonsiragio, deve aparecer
individualizada como exemplo particular do raciocinio dedutivo (quer
para provar propriedades de sucessdes, quer para provar propriedades
combinaidrias, se houver tempao).

K

3.3.5. Aidentificagdo de competéncias essenciais no ensino basico

e os programas do secundario de 2003-2004

No inicio deste século uma nova revisao curricular ocorreu. Alguns autores que analisaram
estas reformas (Ponte, 2003), (Silva J. C., 2003), caracterizaram-nas como decorrentes do
trabalho de reflexdo iniciado em 1996 sobre a exequibilidade do programa de 1991 e que
deu origem ao Programa Ajustado de 1997. A continuagdo dessa analise durante a vigéncia
do programa ajustado prosseguiu e contribuiu para a solucdo encontrada. A reflexdo da-se
em varios campos nomeadamente sobre a quantidade e especificidade do que se pretende
ensinar, mas também sobre recursos, avaliacdo, materiais de apoio, trabalho de projeto e

investigacdo matemadtica na sala de aula. Ha, no entanto, algo mais que se prende com o
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reforco de certas ideias sucintamente caracterizadas nas citacdes, abaixo reproduzidas, e
que tem a ver com o conceito de «Competéncia», bem como com a atitude que se pretende
dos alunos no sentido da sua acdo e da sua participacdo na procura do conhecimento. Em
parte, na senda das criticas ao programa de 1991 e da sua inexequibilidade estas
competéncias que se pretendem que fiquem apreendidas de forma mais efetiva sdo ainda
qualificadas de «essenciais». Outra critica, que estd implicita, € a de uma indesejavel
predominancia na Matemadtica pura formal e abstrata, vista como heranca e pecado dos
tempos do MMM. Nesse sentido pretende-se que a Matematica escolar sirva para resolver
problemas, ajudar a raciocinar, ser um suporte da comunicacdo e tenha uma componente
histérica e cultural. Aposta-se ainda em praticas e projetos transdisciplinares e
interdisciplinares. Uma Matemadtica mais técnica é vista como elitista e de pouco interesse
para quem ndo prosseguir estudos em dreas que delas necessitem e também desadequada
a idade e maturidade dos alunos.

“Um novo movimento de renovagdo curricular iniciou-se em 1996 com a “reflexdo participada
sobre os curriculos”, continuado pelo “projecto de gestdo flexivel”, e culminado com a publicagdo,
no inicio do ano lectivo de 2001/02, do Curriculo Nacional do Ensino Bdsico: Competéncias
essenciais (ME-DEB, 2001), coordenado por Paulo Abrantes. Estas novas orientacées curriculares
estéo formuladas em termos de competéncias e de tipos de experiéncias de aprendizagem a
proporcionar aos alunos. Estas competéncias, entendidas como saberes em acgdo, integram
conhecimentos, capacidades e atitudes a desenvolver pelos alunos por drea disciplinar e por ciclo,
assumindo-se o ensino bdsico como um todo. Relativamente a Matemdtica, considera-se que:

A énfase da Matemdtica escolar ndo estd na aquisicdo de conhecimentos isolados e no

dominio de regras e técnicas, mas sim na utilizagdo da Matemadtica para resolver problemas,

para raciocinar e para comunicar, o que implica a confianca e a motivag¢éo pessoal para fazé-

lo (p. 58).
Estas orientagdes perspectivam a Matemdtica como “uma significativa heranga cultural da
humanidade e um modo de pensar e aceder ao conhecimento” (p. 58) e assumem que “a razéo
primordial para se proporcionar uma educa¢do matemdtica prolongada a todas as criangas e
jovens é de natureza cultural” (p. 58). Deste modo, acentuam o cardcter formativo da
Matemdtica escolar.
Neste documento, os conhecimentos, as capacidades e as atitudes sdo tratados de modo
integrado. Sugere-se que o ensino seja feito a partir de situagbes do dia a dia em que a
Matemdtica é usada. Recomenda-se que sejam proporcionadas aos alunos experiéncias de
aprendizagem significativas, nomeadamente “projectos transdisciplinares e actividades
interdisciplinares” (p. 59), tornando possivel integrar saberes diversificados. Discutivel como
todos os documentos curriculares, este documento constitui, sem duvida, a formulacGo de
orientagdes gerais oficiais para o ensino da disciplina mais avancada e coerente jamais realizada
no nosso pais.”

(Ponte, 2003)

Em setembro de 2003 no que respeita a Matemadtica A e em setembro de 2004 para

Matematica B e Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais, entrardo em vigor novos
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programas de Matemadtica. A tradicional disciplina de Matematica recebe a nova
designacdo de Matematica A, destacando-se assim das duas novas disciplinas. Pode-se
entender que MACS veio substituir Métodos Quantitativos pelos cursos a que se destinou,
mas Matematica B é completamente nova. Matematica A esta estruturada em trés anos
de escolaridade e ndo inclui LTC e MACS em substituicdo de Métodos Quantitativos, que
estava estruturada para ser lecionada em um Unico ano, agora terd novos conteudos e estd
estruturada para ser lecionada em dois anos de escolaridade, mas Légica e alguns conceitos
sobre Loégica aristotélica, nomeadamente silogismos, que nos manuais aparecia
intuitivamente relacionada com Teoria de Conjuntos, desaparecem dos temas da nova

disciplina.

“Em Setembro de 2003 entra em vigor o novo programa de Matemdtica A para o Ensino
Secunddrio e em Setembro de 2004 entram também em vigor os programas das seguintes
disciplinas:
- Matemdtica B
- Matemdtica Aplicada as Ciéncias Sociais
Embora néo seja ainda totalmente claro, parece que as escolas poderdo propor opgées proprias
no 122 ano; hd duas disciplinas da drea da Matemdtica ou com uma forte componente
matemadtica, cujos programas foram propostos recentemente:
- Temas actuais da Matemdtica
- Topicos de Histéria das Ciéncias
A disciplina Matemdtica A é bastante semelhante a actual disciplina Matemdtica dos Cursos
Gerais e Tecnoldgicos do Ensino Secunddrio, mas as disciplinas Matemdtica B e MACS-
Matemdtica Aplicada as Ciéncias Sociais sdo substancialmente diferentes.
O Ajustamento do Programa de Matemdtica foi elaborado em 1995 na sequéncia de uma
discussdo em que pela primeira vez participaram intensamente professores de todos os niveis de
ensino assim como professores de outras disciplinas, nomeadamente professores de Fisico--
Quimica do Ensino Secunddrio e professores de Engenharia do Ensino Superior.
O programa ajustado comegou a ser aplicado em 1997/1998 no 102 ano (1998/1999 no 112 ano
e 1999/2000 no 122 ano) e foi aplicado pela ultima vez em 2002/2003 no 10° ano. Nos trés
primeiros anos os programas foram apoiados por um grupo de professores de Matemdtica,
designados por Acompanhantes, o que permitiu suscitar uma considerdvel reflexdo entre os
professores de Matemdtica (a avaliagdo elaborada pelo IIE-Instituto de Inovagdo Educacional,
infelizmente ainda ndo editada, mostra que o processo de reflexo foi efectivo e produtivo). Todo
este periodo permitiu também identificar algumas dificuldades na concretizagdo do programa,
pelo que, no dmbito da Revisdo Curricular do Ensino Secunddrio, se procedeu a um
Reajustamento do programa onde os autores tentaram colmatar essas deficiéncias. Decorreu
novo periodo de discussdo publica em 2000/2001 e os programas reajustados foram
homologados superiormente em 2001 e 2002 (Matemdtica A: 102 ano - 22/2/2001, 112 ano -
1/4/2002, 122 ano -17/5/2002).”

(Silva J. C., 2003)

Relativamente a Ldgica e Teoria de Conjuntos, mais uma vez uma equipa de autores com
Jaime Carvalho e Silva a coordenar e figuras histéricas da APM a coadjuvar, confirma as

opcOes de 1997. Estes temas mantém-se classificados como transversais e cada professor,
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guando e na medida em que achar necessario, recorrera a eles para ajudar a fundamentar
ou demonstrar conteudos especificos de outros temas. Logo na 22 pdagina na introducdo do

programa homologado em fevereiro de 2001 sera referido que:

“As questdes de Idgica e de teoria de conjuntos sdo referidas entre os temas transversais, com
um determinado desenvolvimento. Procura-se, deste modo, influenciar os professores no sentido
de néo abordar estas questées como conteudo em si, mas de as utilizar quotidianamente em
apoio do trabalho de reflexdo cientifica que os atos de ensino e de aprendizagem sempre
comportam, e so na medida em que elas vém esclarecer e apoiar uma apropria¢éo verdadeira
dos conceitos. Como temas transversais consideram-se as formas de organizar o pensamento e
as atividades de resolugdo de problemas, as aplicagbes e a modelacdo matemadtica, aspetos da
histdria da matemdtica, da comunicagéo matemdtica e da utilizagdo da tecnologia. Néo podem
nem devem ser localizadas temporalmente na lecionagéio e muito menos num determinado ano
de escolaridade, antes devem ser abordadas a medida que forem sendo necessdrias e a medida
que for aumentando a compreensdo sobre os assuntos em si, considerando sempre o sentido de
oportunidade, as vantagens e as limitagdes.”

(Silva, Fonseca, Martins, Fonseca, & Lopes, 2001, p. 2)

E Sbvio que todos intuirdo que um tema que ndo tem tempo previsto para a sua lecionagdo
na programacao das aulas, nem tdo pouco para aspetos introdutérios, e na incerteza de ser
dado coerentemente em todas as escolas do pais, ndo podera ser tema de avaliacdo
sumativa externa. Esta opgdo voltara a ocorrer em 2016 com o envolvimento de
instituicoes e pessoas que mantiveram o seu poder de influéncia. Esta pratica tem também
paralelos no passado a semelhanc¢a da caracterizagao, ja atras referida, que Matos faz do
periodo pds-revolucdo de 25 de Abril de 1974%°, em que relatou a transformacdo de
objetivos minimos em objetivos maximos e posteriormente a exclusdo de muitos dos
conteudos que ndo faziam parte do corpo central dos objetivos. A conclusdo pratica é
provavel que seja a seguinte: Se ndo “sai no exame” entdo nao vale a pena perder tempo
com o tema. Além disso serdo temas menos representados e tratados nos manuais, os
professores perderdo menos tempo com eles e na defesa da possibilidade dos seus alunos

virem a obter boa classificacdo tenderdo a privilegiar os contelddos que “saem sempre” e

40 Extrato da citacdo referida : “Numa tentativa de minorar os efeitos dos incumprimentos generalizados,
repetem-se no 92 ano tépicos do programa do 82 ano e incluem-se Programas Minimos, isto €, uma listagem
dos tdpicos que todas as escolas deveriam lecionar. A mensagem implicita era a de que os tdpicos que nao
figuravam nestes Minimos seriam “opcionais” e os Programas Minimos passaram, de facto, a Maximos. Em
1980, mesmo estes Minimos sao restringidos (Direc¢dao-Geral do Ensino Secundario, 1980a, 1980b, 1980c) e
guase todos eles previam explicitamente a revisdao de tematicas de anos anteriores, sugerindo, de algum
modo, que a sua lecionagdo nao teria sido bem conseguida.”
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os materiais de apoio das editoras que os alunos por vezes adquirem seguirdo a mesma

tendéncia. N3o se retira totalmente o tema, mas perde relevancia efetiva.

3.3.6. O programa de 2014

O programa de 2014, ja discutido em maior detalhe no 22 capitulo desta dissertagao, é
muito marcado pelas concec¢des sobre educacdo do entdo Ministro da Educacdo, Nuno
Crato. Durante varios anos antes de ser titular do cargo, este criticou muito severamente a
situacdo do ensino em Portugal. Frequentemente chamou a atencdo para a falta de
exigéncia adequada a todos os niveis de ensino e consequentemente a existéncia de
exames que, na sua opinido, continham questdes que melhor se enquadrariam um ou dois
ciclos de ensino abaixo daquele em que estavam inseridas e duma forma geral considerava
estes episddios meras ilustracdes do facilitismo a que se tinha chegado. Os pontos mais
frequentemente criticados foram as concec¢des que vinham de décadas anteriores sobre
como se devia ensinar; o papel do aluno e do professor na sala de aula e mais globalmente
no processo de ensino e aprendizagem; a enorme quantidade de chavdes que parecendo
inatacaveis na sua formulacdo e terminologia se revelavam ser extremamente perniciosos,
enganadores e um sério entrave ao progresso; uma caréncia sistematica de objetivos
concretos e mensuraveis que incluiam uma relativizacdo e desvalorizacdo do valor dos
conhecimentos, da memorizagdo, do treino sistematico conducente ao desembaraco e a
utilizacdo automadtica de procedimentos bem alicercados que permitem economias
significativas quando se pretende usar conhecimentos ja adquiridos. Criticou ainda, uma
desvalorizacdo muito significativa da avaliacdo externa e muito particularmente a aferida
por exames, aos quais confere um valor acrescido inclusive pedagdgico. Neste sentido é
um forte defensor dos exames de final de ciclo porque acredita que o aluno sabendo que
terd de, para além de enfrentar as dificuldades da avaliacdo continua, enfrentar as
exigéncias de um exame se preparara melhor, estard sempre mais focado, preocupado com
os conhecimentos que ndo poderdo ser descartados. Para além de fazer este género de
alegacdes afirmou que estavam perfeitamente demonstradas em dados experimentais

validados cientificamente.
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A preparacdo de novos curriculos levou o seu tempo dada a necessidade de preparar
documentos legais, proceder a consultas publicas e executar toda a tramitacdao até se
chegar a um programa homologado. No entanto podemos ver como as alteragdes de
paradigma ocorreram antes dessas homologag¢des poderem ser concretizadas, através de
decisOes prévias relativizando ou anulando alguns dos pressupostos da legislacdo anterior.
Vejamos um exemplo: O XIX Governo Constitucional de Portugal tomou posse a 21 de junho
de 2011 e a 12 de dezembro do mesmo ano é publicado o Despacho n2. 17169/2011 em
gue o ministro determina:

«a) O documento Curriculo Nacional do Ensino Bdsico — Competéncias Essenciais deixa de
constituir documento orientador do Ensino Bdsico em Portugal;

b) As orientagdes curriculares desse documento deixam de constituir referéncia para os
documentos oficiais do Ministério da Educagdo e Ciéncia, nomeadamente para os programas,
metas de aprendizagem, provas e exames nacionais;

O despacho tem mais duas alineas a explicitar como continuar com os programas em vigor
sem atender a este documento. No seu predmbulo sdo feitas extensas consideracdes que
sdo bem elucidativas do pensamento do ministro. Em particular podemos ler uma extensa

critica ao documento revogado refletida nos seguintes extratos das considerag¢des iniciais:

v' “0O documento Curriculo Nacional do Ensino Basico — Competéncias Essenciais,
divulgado em 2001, foi assumido a partir do ano letivo 2001/2002 como a
referéncia central para o desenvolvimento do curriculo e nos documentos
orientadores do Ensino Basico. (...) continha uma série de insuficiéncias que (...) se
vieram a revelar questiondveis ou mesmo prejudiciais na orientacdo do ensino. O
documento ndo é suficientemente claro nas recomendacdes que insere;

(...) [as] ideias (...) sdo demasiado ambiguas (...) [a] extensdo do texto, as repetices
de ideias e a mistura de orientacdes gerais com determinacdes dispersas tornaram-
no num documento curricular pouco util.;

v' (...) [insere uma] série de recomendacdes pedagdgicas (...) prejudiciais. Em primeiro
lugar (...) erigindo (...) «competéncias» (...) menorizou (...) [0] conhecimento e [a]
transmissdo de conhecimentos, (...) essencial a todo o ensino.;

v' Em segundo lugar, desprezou a (..) aquisicdo de informacdo, (..) [o]

desenvolvimento de automatismos e (...) memorizacao.;
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v' Em terceiro lugar, substituiu objetivos claros, precisos e mensuraveis por objetivos
aparentemente generosos, mas vagos e dificeis, (...) impossiveis de aferir.;

v' Dessa forma dificultou a avaliacdo formativa e sumativa.

Em seguida algumas consideracées orientadoras:

v' “As competéncias ndo devem ser como categoria que engloba todos os objetivos
de aprendizagem, devendo estes ser claramente decompostos em conhecimentos
e capacidades.”

v' “Os conhecimentos e a sua aquisicdo tém valor em si, independentemente de
serem mobilizados para a aplicacdo imediata.”

Em seguida um julgamento sobre o carater autoritdrio, extremista e infundado
cientificamente:

v “Em sintese, o referido documento aderiu a versbes extremas de algumas
orientacbes pedagdgicas datadas e ndo fundamentadas cientificamente. E fé-lo
pretendendo impor essas visdes como orientadoras oficiais de toda a
aprendizagem.”

Ainda mais algumas consideracdes e declara¢bes de intencdo da sua politica:

v' “Sendo verdade que cabe as institui¢bes oficiais ter em consideracdo a experiéncia
educativa e os conhecimentos cientificos relevantes para o ensino, também é
verdade que ndo lhes cabe impor as escolas e aos professores orientacOes
pedagdgicas extremas, nem o curriculo se deve tornar um veiculo para a imposi¢ao
do experimentalismo pedagdgico.

v" O Ministério da Educacdo e Ciéncia pretende reduzir o controlo central de todo o
sistema educativo, assim como o excesso de regulamentacado e a burocracia.

v O curriculo nacional deve definir os conhecimentos e as capacidades essenciais que
todos os alunos devem adquirir e permitir aos professores decidir como ensinar de
forma mais eficaz, gerindo o curriculo e organizando da melhor forma a sua
atividade letiva. Assim, deverd dar-se aos professores uma maior liberdade

profissional sobre a forma como organizam e ensinam o curriculo.
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v' Em paralelo, devera ser feita uma avaliacdo mais rigorosa sobre o resultado do seu
trabalho e do da escola, primordialmente através da avaliagdo dos conhecimentos
adquiridos pelos alunos.

Por ultimo o juizo final e conclusivo sobre o documento revogado e mais algumas
orientacdes sobre o que deve ser seguido:

v" Neste quadro, e no respeito pelas orientacdes decorrentes da Lei de Bases do
Sistema Educativo e das grandes medidas para a educac¢ao anunciadas no programa
do XIX Governo Constitucional, verifica-se que o documento Curriculo Nacional do
Ensino Basico — Competéncias Essenciais ndo reune condi¢bes de ser orientador
da politica educativa preconizada para o Ensino Basico, pelo que se da por finda a
sua aplicacao.

v" O curriculo deverd incidir sobre contetddos tematicos, destacando o conhecimento
essencial e a compreensdo da realidade que permita aos alunos tomarem o seu
lugar como membros instruidos da sociedade.

v' E decisivo que, no futuro, ndo se desvie a aten¢do dos elementos essenciais, isto &,
os conteudos, e que estes se centrem nos aspetos fundamentais.

v' Desta forma, o desenvolvimento do ensino em cada disciplina curricular serd
referenciado pelos objetivos curriculares e conteldos de cada programa oficial e

pelas metas de aprendizagem de cada disciplina.

As 17 declaragdes listadas acima sintetizam muito do pensamento de Nuno Crato enquanto
ministro e ativista contra a visdo que vigorou até ao governo anterior (XVIll Governo) e que
regressou apds o XX Governo ainda da mesma linha politica ndo ter tido a aprovagado do
Parlamento e ser sucedido pelo XXI Governo que retomou as correntes vigentes anteriores
ao Programa de Nuno Crato.

Ainda em 2012 é estabelecido um calendario para que os novos programas sejam
implementados. O Despacho n.2 15971/2012 de 14 de dezembro de 2012 estabelece esse
calendario. No seu artigo 12 estabelece que:

O presente diploma define o calenddrio da implementagéo das Metas Curriculares das dreas
disciplinares e das disciplinas constantes do anexo | ao presente despacho, do qual faz parte
integrante, bem como os seus efeitos na avalia¢Go externa dos alunos.

97



ANEXO1I

Anos de escolaridade

Ano letivo
de aplicagdo obrigatéria

20132014 ... ... | BM M P [P, M EV|EV.ET [PMEV| EV | PEV
ET

2014-2015 . A PM M HGP, P M, FQ. P M,

ING | CN, |G.ING,|CN H,
ING | TIC |G,ING.

2015-2016 ... ... M.FQ, | BG,
CN.H, | FQ,P,
G,ING | MATA
20162017 ... ... BG,

FQ.P,
MATA

20172018 ... ... B,G,
F.QP
MATA

3.3.7. As aprendizagens essenciais

A evolucdo do programa de Matemadtica A, homologado em 2014, deu-se logo no
seguimento do primeiro ano de implementacdo no ano letivo de 2015/2016. As
dificuldades de implementar o programa em toda a sua extensdo levaram a todas as
modificacGes ja relatadas no capitulo 2.2. que incluiram um documento de Orientacdes de
Gestdo Curricular (OGC) e ajustamento dos temas a incluir nos
exames nacionais. A chegada dum novo governo (XXI)
propiciou uma série de modificacdes quer legislativas quer ao
nivel de grupos de trabalho e de novos documentos
reorientando a interpretacado a fazer das metas do programa de
2014. O primeiro desses documentos define o perfil do aluno a

saida da escola e o segundo faz uma releitura das metas

PERFIL DOS ALUNOS A SAIDA
autodefinindo-se como um aprofundamento das OGC's e D A ORIA

relacionando-as com o referido perfil do aluno que se pretende

construir até a conclusdo do plano de estudos dos alunos enquanto beneficiarios da
escolaridade obrigatéria.

Pelo despacho 9311/2016 do Secretario de Estado da Educacdo de 12 de junho de 2016,

foi criado um grupo de trabalho coordenado por Guilherme d’Oliveira Martins com o
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objetivo de elaborar um documento que defina «O perfil de saida dos jovens de 18 anos de
idade, no final de 12 anos de escolaridade obrigatdria». O grupo é em particular incumbido
de apresentar um “relatério das atividades desenvolvidas, que inclua conclusdes,

propostas e recomendagdes” até ao final de 2016.

O Perfil dos Alunos & Saida da Escolaridade Obrigatoria, homologado pelo Despacho
n.°6478/2017, 26 de julho, afirma-se como referencial para as decisoes a adotar por decisores
e atores educativos ao nivel dos estabelecimentos de educacao e ensino e dos organismos
responsaveis pelas politicas educativas, constituindo-se como matriz comum para todas as
escolas e ofertas educativas no ambito da escolaridade obrigatoria, designadamente ao nivel
curricular, no planeamento, na realizacdo e na avaliacdo interna e externa do ensino e da
aprendizagem.

Despacho n.® 6478/2017, 26 de julho

Em 2018 saem 3 documentos, um por cada ano de escolaridade, intitulados
«Aprendizagens Essenciais». Logo no inicio podemos ver a defini¢do, os objetivos e a forma
como foram construidos os referidos documentos.

“As Aprendizagens Essenciais (AE) baseiam-se no programa e metas da disciplina para este ano
de escolaridade homologados em 2014. Os detalhes das AE devem ser complementados com
esses documentos. Os temas curriculares ndo identificados nas AE podem ser abordados pelos
docentes no exercicio da sua autonomia em consondncia com o projeto educativo de cada
Unidade Orgdnica. As AE aprofundam as Orientagdes de Gestdo curricular para o Programa e
Metas Curriculares de Matemadtica A, publicadas na pdgina da Dire¢do-Geral da Educagéo em
agosto de 2016, com as quais sdo totalmente compativeis, enquadradas e articuladas com a
orientagéo do Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatdria (PA), assim como a
experiéncia de trés anos de lecionag¢do do programa e metas.”

(ME, 2018)

Ainda em 2018 é publicado o Decreto-Lei n.2 55/2018 de 6 de julho que estabelece o
curriculo do ensino Basico e Secundario. Como se pode ler no seu artigo 12 - Objeto

O presente decreto-lei estabelece o curriculo dos ensinos bdsico e secunddrio, os principios
orientadores da sua concecdo, operacionalizagdo e avaliacdo das aprendizagens, de modo a
garantir que todos os alunos adquiram os conhecimentos e desenvolvam as capacidades e
atitudes que contribuem para alcangar as competéncias previstas no Perfil dos Alunos a Saida da
Escolaridade Obrigatdria.

Como ja foireferido anteriormente este decreto permite manter os atuais programas como
documentos de referéncia e de certa forma voltar ao modelo de “Programa Adaptado” com
uma nova designagao de «Aprendizagens Essenciais», que permite reduzir os conteudos

avaliados em exame enquanto se preparam novos programas.

99



4. Légica Matematica: a fundamentagao tedrica
4.1. Légica de Proposigcoes

4.1.1. Alinguagem

Alguns autores consideram que ao estabelecermos regras de bom funcionamento do
pensamento, abstraindo-o de qualquer conceito de qualquer ciéncia especifica, estaremos
no campo meramente formal. Assim os pensadores procuraram, desde a antiguidade
cldssica pelo menos, definir essas regras de bem pensar formalmente. A Légica formal por
vezes também chamada Légica simbdlica evoluiu ao longo dos séculos e esta atualmente
dividida em vérios ramos, nomeadamente a logica proposicional e a l6gica de predicados.
A linguagem da légica proposicional é uma construcao formal que cumpre algumas regras,
baseadas em algumas definicdes que visam construir uma ciéncia sobre como pensar
corretamente a respeito de afirmagdes que ndo contém qualquer ambiguidade sobre a sua
veracidade e ndo estdo estabelecidas de forma imprecisa a respeito do tempo, do lugar, do
individuo ou conjunto a que eventualmente digam respeito ou ainda, contenham qualquer
outro elemento, como por exemplo a auto referéncia, que possa inviabilizar a
determinacdo da sua veracidade ou até transforma-la numa afirmac¢ao paradoxal.
Exemplos de afirmac¢des imprecisas que necessitariam de esclarecimentos adicionais para

determinacdo da sua veracidade seriam:

“Hoje esta a chover.”

“O meu primo é alentejano.”

“Aqui ndo é permitido construir uma habitacdo.”

Um exemplo classico de uma frase auto referente que conduz a um paradoxo é:
“Esta frase é falsa.”

A ldégica proposicional tal como esta estabelecida atualmente baseia-se na ldgica
Aristotélica e resulta de varias contribuicdes de muitos cientistas e filésofos, entre eles
Gottfried Leibniz, Immanuel Kant, George Boole, Augustus De Morgan, Bertrand Russel e
principalmente, Gottlob Frege. Frege fez a ponte entre conceitos Filoséficos e Matematicos
e os seus trabalhos continuam, até aos dias de hoje, a ser alvo de estudos interpretativos e

comparativos, principalmente em relacdo a Kant. H3 inUmeras teses e estudos sobre a
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coeréncia entre as teses estabelecidas na Critica da Razdo Pura e nos tratados de Légica de
Immanuel Kant e nas obras de Frege. E a discussao continua, embora a maior parte das
vezes tenha um caracter mais filoséfico do que matematico.

Retomando a questdo da veracidade das afirmagdes, ou seja, a possibilidade de
inequivocamente poder decidir se uma afirmacao é verdadeira ou falsa, estabelecemos que
€ necessario limitar as sentencas da logica proposicional as frases declarativas que
permitam cumprir esse objetivo: serem verdadeiras ou falsas e nunca ambas ou nenhuma
delas. Excluem-se consequentemente sentencas interrogativas, exclamativas, imperativas
e outras que, embora sejam declarativas, possam ser ambiguas bem como afirmagdes em
gue a sua veracidade tem uma ocorréncia probabilistica.

S3o consideradas proposicoes as seguintes:

“2 é menor que 3”; “2 é maior que 3”; “ATerra é um planeta.”, mas ndo sao
proposicdes as seguintes frases:

“Que tédio!”; “Vais ao cinema?”; “A selecdo vai ganhar o jogo contra a Espanha”;
“Esta camisola é bonita!”

Como algumas frases declarativas poderdo conter mais do que uma afirmacdo teremos que
diferenciar proposicdes atdmicas de proposicdes compostas. As proposi¢cdes atdmicas nao
podem ser decompostas em duas ou mais proposi¢cdes nem resultam da negac¢do de uma
proposicdo. As proposicdes compostas resultam da conexdao de proposicdes atdmicas

o, n i n u

através de conectivos como “e”, “ou”, “se ... entdo ...” e “... se e sé se ...” ou da negac¢ado de

"

uma proposicao atdomica, “ndo ...”. Consequentemente nas proposicdes atdmicas nao

ocorrem a negacao, nem os conetivos acima, nem conetivos equivalentes: nem, também,

assim como, nunca, ... .
Sdo proposicoes atébmicas: “2 é um numero positivo.”; “Lisboa é uma cidade.”
Mas sdo compostas as seguintes proposicées:

“2 ndo é um nimero negativo.”; “Lisboa é uma cidade e é capital de Portugal.”

Do afirmado até aqui podemos entdo estabelecer que:
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a) Uma proposicdo é uma frase declarativa para a qual faz sentido afirmar que é
verdadeira ou falsa. Ou seja, a cada proposicao é atribuida um valor de verdade, V
ouF.

b) Somente um dos valores de verdade pode ser atribuido a uma dada proposi¢do o
gue constitui o “Principio da ndo contradicao”.

c) Um dos valores de verdade tem que ser obrigatoriamente atribuido e nenhum
outro pode ocorrer, o que constitui o “Principio do terceiro excluido”.

d) Alguns autores definem ainda que dada uma proposicao, esta é idéntica a si propria:

“p é p” e associam este facto ao “Principio da identidade”.
A linguagem do cdlculo de proposicées é definida da seguinte forma:

A linguagem é constituida por simbolos de constantes e varidveis proposicionais, simbolos

conectivos e simbolos de pontuacdo e por regras de formacdo de formulas bem formadas.

a) Simbolos de constantes:
V, F.
b) Simbolos de varidveis proposicionais:
p,q,r,s, .., emque as proposicoes estdo representadas por letras minusculas.
c) Simbolos de conetivos:
- (negacdao), A (conjunc¢do), V (disjun¢dao), = (implicagdo) e &
(equivaléncia).
d) Simbolos de pontuacdo:
Os paréntesis (e ) .
e) Regras de formacdo de formulas bem formadas (fbf’s):
a. Ve Fsao fbf’s.
b. Ossimbolos proposicionais p, q, 1, s, ... sdo fbf's.
c. Seae [3sdo fbf's as seguintes férmulas também sdo:

(=a), (@A), (aVP), (a=P), (asB)

d. Toda a fbf é formada por estas regras.

Os paréntesis sao simbolos auxiliares que delimitam e consequentemente indicam como é

formada determinada fbf. Ao utilizar fbf’s compostas como componentes de outras fbf’s
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mais complexas produzem-se fbf’s com varios niveis de paréntesis. Neste contexto uma
parte de uma fbf que cumpra as regras de formacao de fbf’s é por vezes denotada por
subférmula. Para evitar o uso excessivo de paréntesis e simplificar a escrita convencionou-

se a seguinte ordem de prioridade de conetivos:
-,A\,V,>,=.
Para transformar um conjunto de afirmagdes, quando nao sdao ambiguas, numa fbf do

calculo de proposi¢Oes, deve-se proceder da seguinte forma:

a) Transforme as frases, se necessario, de forma a que, afirmando o mesmo, as
proposicdes atdmicas figuem claramente individualizadas. Elimine dupla
negacdo quando esta somente reforca expressivamente a negacdo pretendida
e substitua a frase por uma que evidencie a negacao.

Alguém que ndo seja capaz de ingerir animais ainda vivos podera reforgar
expressivamente a intencdo afirmando: “Nao comerei nunca animais vivos.”,
ndo querendo afirmar por dupla negacao que o fara.

b) Atribua a cada uma das proposi¢cdes atdmicas um simbolo proposicional.

c) Substitua na proposicdo cada proposicio atdomica pelo correspondente
simbolo proposicional e cada conetivo da linguagem corrente pelo simbolo

correspondente da linguagem do calculo de proposicdes.

A implicagdo em particular tem inumeras correspondéncias na linguagem corrente sendo
algumas delas mais frequentes e outras relativamente raras. Se substituirmos as
proposicoes atdmicas por simbolos proposicionais p e g poderemos reconhecer as
seguintes ocorréncias da implicacdao na linguagem comum:

"se p, entdo q"; "p implica g"; "se p, q"; "p é suficiente para q"; "Se a proposicdo p é
verdadeira, entGo a proposicGo q também é verdadeira"; "A partir de p inferimos q"; “p

nmn -n

satisfaz q", "q se p"; "q quando ocorrer p"; "uma condi¢do necessaria para p é g9"; "q a
menos que -p"; "p apenas se q"; "uma condicdo suficiente para g é p"; "q sempre que p";
"q é necessario para p"; "q segue de p".

Vejamos exemplos de transformacao de excertos de Linguagem natural em linguagem do

calculo de proposic¢des e vice versa:
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p: Jorge é ator.
g: Jorge comparece na estreia do seu novo filme.
r: Jorge esta doente.
s: Jorge vai ao hospital tratar-se.
Jorge é ator e comparece na estreia do seu novo filme: p A q.
Se Jorge ndo vai ao hospital tratar-se entdao comparece na estreia do seu novo filme: s =
qg.
p A (sV Qq):Jorge é ator e comparece na estreia do novo filme ou vai ao hospital tratar-

Se.

ge (—r): E condigio necessaria e suficiente para Jorge comparecer na estreia do novo
filme que nao esteja doente. Ou entdo: Jorge comparecera na estreia do seu novo filme

se e somente se nado estiver doente.

Eliminagao e reintrodugao de paréntesis.

As regras praticas para a eliminagao de paréntesis que permitem uma simplificacao da
escrita sem perda de informacdo, seguem a ordem de prioridade dos conetivos referida

acima e sdo as seguintes:

a) Os paréntesis exteriores podem ser eliminados.

((x N 8) = &) pode ser substituida por (a A1 8) = 6.

b) os paréntesis que delimitam a negacdo podem ser retirados.

(-a) pode ser substituida por -a.

c) os paréntesis que delimitam subférmulas unidas por conetivos de ordem de prioridade
superior ao que ocorre imediatamente antes e ao que ocorre imediatamente a seguir, caso
existam, podem ser eliminados.

6 = (a A 8)pode ser escritad =a /8

6 = (a= B) ndo pode ser escrita &6 = a = B pois corresponderia a (6 = a) = 6 0 que nos
mostra que os paréntesis ndao sao supérfluos quando imediatamente antes ocorre um

conetivo de igual ordem de prioridade.
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a A (8 = 6) pela mesma razdo ndo pode ser simplificada, ou seja, os paréntesis ndo sdo
supérfluos quando imediatamente antes ocorre um conetivo de ordem de prioridade

superior.

4.1.2. A semantica

Tabelas de verdade. Na presenca de fbf’s, interessa conhecer o seu valor de verdade. As
tabelas de verdade constituem uma ferramenta para decidir o valor de verdade de fbf’s.
Como as fbf’s no caso geral sdo compostas por proposi¢cdes atdmicas ligadas por conetivos
légicos, a determinacdo do seu valor de verdade depende da verificacdo de quantas
combinacdes de valores de verdade de proposicdes atémicas poderdo ocorrer e para cada
caso quais as consequéncias para o valor da fbf em questao.

Os valores de verdade sdo O para falso e 1 para verdadeiro. Assim as tabelas de verdade
aparecem por vezes preenchidas com os valores 0 e 1 ou em alternativa com os valores V

eF.

Para qualquer simbolo de varidvel proposicional a tabela de verdade é a seguinte:

Para as fbf's que resultem da conexdo de fbf’s mais simples as tabelas de verdade sdo

calculadas de acordo com as seguintes regras:

O valor de verdade da negacdao de uma proposicao é o oposto do valor de verdade que

ocorrer para a proposicao.

O valor de verdade para a disjuncdo de proposicOes é falso se ambas forem falsas e é

verdadeiro nos restantes casos.

O valor de verdade para a conjuncdo de proposicdes é verdadeiro se ambas forem

verdadeiras e falso nos restantes casos.

O valor de verdade da implicacdo é falso se o antecedente for verdadeiro e o consequente

for falso e verdadeiro nos restantes casos.
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Para a equivaléncia de proposi¢des, o valor de verdade é verdadeiro se ambas tiverem o
mesmo valor de verdade e falso se as ambas tiverem valores opostos, uma verdadeira e a

outra falsa.

De acordo com estas regras para fbf’s compostas as tabelas de verdade sdo as seguintes:

a -a a B avp a B aAB
o | 1 o | o 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1
a B a=pB a B asp
0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Para construir uma tabela de verdade procede-se do seguinte modo:

a) Reserva-se a primeira linha da tabela para colocar em titulo das colunas as
proposicoes atdmicas e as fbf's subférmulas da fbf original de forma a que fiquem
por ordem crescente de complexidade da esquerda para a direita.

b) Nas colunas correspondentes aos simbolos proposicionais de todas as proposicdes
atdmicas que ocorrem nas fbf’s preenchem-se as linhas com todas as combinacdes
possiveis, uma por cada linha, de valores de verdade dessas proposicoes.

c) Calculam-se seguidamente os valores de verdade das fbf's em que entram as
proposi¢cdes atédmicas de acordo com as regras das tabelas acima. Usam-se as regras
de prioridade ja referidas:

a. Se ocorre ~a calculamos previamente a numa coluna anterior. Esta operagdo
tem a primeira prioridade e somente aguardara por expressdes dentro de

paréntesis.
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b. Se ocorrem os simbolos de conetivos da linguagem proposicional A, V, = ou
&, cria-se uma coluna para cada operagdo a realizar de acordo com a
sequéncia de prioridades ja definida anteriormente. Se * é um dos conetivos
mencionados e ocorre a*P deverao ser previamente calculadas as fbf's a e B

em colunas anteriores.

Exemplo: (a = B) © (maVp)

a B 6:a=>B| y:oa |[ee—aVB| &«
0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 1
1 1 1 0 1 1

Valor de verdade ou valor légico de uma proposicao corresponde a veracidade ou falsidade
de uma proposi¢cdo. Para uma proposicao atdmica o seu valor de verdade determina-se
verificando se ocorre o que é afirmado na proposicdao. Para proposicdes compostas
utilizam-se, por exemplo, as tabelas de verdade definidas acima para obter o seu valor
légico.

Se numa dada instancia o valor de verdade das proposicdes atdmicas forem todas
conhecidas e bem determinadas, o valor de verdade da proposicdo composta sera o valor
de verdade inscrito na ultima coluna da sua tabela de verdade e na linha que corresponde
a essa instancia de valoracdo das proposi¢cdes atdmicas, descartando-se todas as outras

possibilidades.

Uma fbf é uma tautologia se e somente se todas as combinagdes de valores de verdade
das suas componentes atdmicas conduzirem ao valor 1 para a fbf referida. Ocorreu este
caso no exemplo acima.

Uma fbf é uma contradi¢ao se e somente se todas as combinacdes de valores de verdade

das suas componentes atdmicas conduzirem ao valor 0 para a fbf referida.
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Uma fbf é uma contingéncia se e somente se para alguma das combinacdes de valores de
verdade das suas componentes atdmicas conduzir ao valor 1 e para outra conduzir ao valor
0 para a fbf referida.

Uma fbf é satisfazivel se e somente se para pelo menos uma das combinacdes de valores
de verdade das suas componentes atémicas conduzirem ao valor 1 para a fbf referida.
Das definigdes dadas deduz-se que uma fbf satisfazivel podera ser uma contingéncia se sé
uma ou algumas das combinac¢des dos valores de verdade das proposicdes atémicas
conduzirem ao valor 1 da fbf referida e uma tautologia se todas as combinacdes
conduzirem ao valor 1 da fbf referida.

Na verificagdo da possibilidade de uma fbf ser satisfazivel calcula-se a tabela da verdade da
mesma. As conclusdes a tirar decorrem das defini¢cdes acima enunciadas. Se para todas as
combinacdes das proposicdes atdmicas o valor légico da fbf é 0 entdo a fbf ndo é satisfazivel
e é uma contradicdo. Se para alguma combinacdo, pelo menos uma, mas nao todas, dos
valores de verdade das proposicdes atémicas o valor logico da fbf for 1 a fbf é satisfazivel
e uma contingéncia. Se ocorrer que para todas as combinagdes dos valores de verdade das

proposicdes atdmicas o valor de verdade da fbf é 1, a fbf é satisfazivel e € uma tautologia.

Exemplo de uma contradicdo: (¢ = B) © —(=f = —a)

a B S:a=PB| y:oa B | pap=>a T XN
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0
1 1 1 0 0 1 0 0

Como neste exemplo a fbf proposta é uma contradi¢do entdo a fbf ndo é satisfazivel.

Exemplo de uma fbf satisfazivel: (& = £) = (= = —a)

o B S:a=B| y:oa e—f | papf=2-a T 6=t
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 1 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 1
1 1 1 0 0 1 0 0
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Neste exemplo a fbf é satisfazivel uma vez que é possivel para uma das valoracdes das
proposi¢coes atdmicas obter uma proposi¢ao verdadeira, no entanto isto ndo ocorre para

outros trés casos das valoragdes possiveis e como tal € uma contingéncia.

Dictum de Omni: Se uma fbf, a, € uma tautologia, a substituicdo das suas proposicdes
atdmicas componentes por quaisquer outras fbf, produzindo a fbf, , também é uma
tautologia.

A verificagdo de que a substituicdo de um simbolo proposicional p; que seja uma
componente da fbf a referida, ndo poder alterar o valor de verdade da fbf composta,
sempre igual a 1 por ser uma tautologia, resulta das duas hipdteses para o valor de verdade
p; ja terem sido consideradas na fbf original a, pelo que, qualquer outra proposi¢do que a
substitua ndo acrescenta novas linhas a sua tabela de verdade com eventuais novas
combinagbes de valores de verdade. Esta consequéncia sera verdadeira para todas as

substituicdes de qualquer das suas proposicdes componentes, o que demonstra a tese de

que a fbf, B, também é uma tautologia.

Modus Ponens: Se a e a = [ sdo tautologias, entdo B também é uma tautologia.

Sendo a uma tautologia o valor l6gico de a é 1, e se o valor légico de B fosse, por absurdo,
0 entdo a = P seria nesse caso 0, pela tabela de verdade da implicacdo, o que seria

contraditdrio com a hipdtese de a = B ser uma tautologia.

Para um conjunto finito de fbf’s, a;, temos as seguintes defini¢des:

1. O conjunto é satisfazivel se existir pelo menos uma combinacdo de valores de
verdade das proposi¢des atdmicas que intervém nas fbf’s a; que produza em
simultaneo o valor légico 1 para todas as «;.

2. O conjunto é contraditério se ndo existir uma Unica combinacdo de valores de
verdade das proposi¢des atdmicas que intervém nas fbf’s a; que produza em
simultaneo o valor légico 1 para todas as «;.

Para verificar se um conjunto de fbf’'s é satisfazivel calculam-se as tabelas de verdade das

fbf’s do conjunto finito. Procuram-se em seguida as combinagdes que fazem os valores de
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verdade serem simultaneamente 1 para todas as fbf’s e tiram-se as conclusdes de acordo

com as defini¢des dadas acima.

1. Se existir pelo menos uma combinagdao de valores de verdade das proposi¢des
atémicas que facam todas as fbf's do conjunto terem o valor de verdade 1
simultaneamente entdo o conjunto é satisfazivel.

2. Se ndo existir uma Unica combinacdo dos valores de verdade das proposicoes
atémicas que facam todas as fbf's do conjunto terem o valor de verdade 1

simultaneamente entdo esse conjunto de fbf’s ndo é satisfazivel e é contraditorio.

Quando um conjunto de fbf’s é satisfazivel diz-se que descreve uma situagao possivel. Caso
contrdrio se esse conjunto de fbf’'s é contraditério diz-se que descreve uma situacdo
impossivel.

Exemplo: {a V 8, —a, B}

a B aVvp -0 A: aVp B: =« C: B
0 0 0 1 X Vv X
0 1 1 1 v v v
1 0 1 0 Vv X X
1 1 1 0 Vv X V

Verifica-se que na 22 linha para a valoracio a=0 e =1 o conjunto das fbf é
simultaneamente 1, logo o conjunto é satisfazivel. Nas restantes linhas
correspondentes as restantes combinac¢des de valoragdes nao € possivel obter todas as

fbf’s do conjunto com valor 1 simultaneamente.

Exemplo: {a, 8, =a A = B}

a B -0 - A= Bl A« B: B C:aaAaB
0 0 1 1 1 X X v
0 1 1 0 0 X N X
1 0 0 1 0 v X X
1 1 0 0 0 v v X
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Neste exemplo vemos que as fbf’s nunca apresentam simultaneamente o valor de
verdade 1 pelo que este conjunto de fbf’s ndo é satisfazivel e consequentemente é

contraditoério.

Consequéncia légica. Uma fbf, a, é consequéncia légica de um conjunto finito de fbf’s, ;,
se todas as combinacdes de valores de verdade das proposicdes atdmicas que intervém no
conjunto de fbf’s, a;, que produzem em todas elas em simulténeo, o valor légico 1, o valor
légico de a, para essas combinacdes, também for 1.
Simbolicamente teremos:

Ay, o, .. 0 EQ
Quando ndo temos uma consequéncia ldgica, simbolicamente representamos esse facto
por:

Ay, g,
Se a é uma tautologia, escrevemos simbolicamente:

Fa

Significa que para todas as combinag¢des de valores ldgicos atribuidos as proposicdes
atémicas que fazem parte de a, o valor légico de a é sempre 1, independentemente dos

valores légicos do conjunto de fbf’s, ;.

Método de verificagdo de uma consequéncia légica:

1. Elabora-se a tabela de verdade de cada uma das fbf’'s a;, as premissas, e da
conclusdo, a.

2. Procuram-se os casos em que os valores de verdade de todas as premissas sdo
simultaneamente 1.

3. Verifica-se se em todos os casos encontrados em 2., o valor de verdade de a
também é 1.
a. Em caso afirmativo a conclusdo, a, € uma consequéncia légica das premissas.
b. Se, em pelo menos um caso, o valor légico de a ndo for 1, entdo a ndo é

consequéncia logica das premissas.

111



Exemplo: a, a=p E B

a B a=B A:a |B:a=pB C:B
0 0 1 X v
0 1 1 X v
1 0 0 v X
1 1 1 v v v

S6 na ultima linha da tabela temos as premissas ambas verdadeiras e na medida em que a
conclusdao também é verdadeira concluimos que a conclusao, B, é consequéncia légica das
premissas, o, a=p.

Exemplo: a, a=B E a A—p

a B - a=pB Aia [B:a=>B| C:an-f
0 0 1 1 X v

0 1 0 1 X v

1 0 1 0 Vv X

1 1 0 1 v v X

Neste exemplo temos uma férmula em C que ndo é consequéncia logica das premissas na
medida em que na Unica linha , a 42, em que as premissas sdo ambas verdadeiras, a

conclusdo é falsa.

Substituicao de = por =.

Para fbf’s a e B temos (B F a) se e sé se (B = a é uma tautologia).

Vejamos 0s casos possiveis: Se, por hipotese, B = a, para todas as combinacGes de
valoragGes dos simbolos proposicionais, ha trés casos possiveis: (=0 e a=0) ou (=0 e a=1)
ou (B=1 e a=1). Para estes trés casos o valor de verdade de f = a é 1. O quarto caso de
distribuicdo de valores de verdade, (B=1 e a=0) contraria a hipotese e ndo pode ser
considerado. Entdo, se (B = a) tem-se que (B = a é uma tautologia).

Se, por hipdtese, B = a é uma tautologia, temos trés casos possiveis para todas as

combinac¢bes dos valores de verdade dos simbolos proposicionais: (B=0 e a=0) ou (=0 e
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a=1) ou (B=1 e a=1) em que a implicagdo toma o valor logico 1. O quarto caso, (=1 e a=0)
contraria a hipétese e ndo pode ser considerado. Os dois primeiros casos sdo irrelevantes
para a consequéncia légica e, por definicao, ja estdo definidos como a implicacdo na medida
em que se as premissas forem falsas a conclusdo podera ser ou ndo verdadeira e o terceiro
caso cumpre a definicdo de consequéncia légica em que a validade da premissa requer a
validade da conclusdo. Entdo, se (B = a é uma tautologia) tem-se que (B = a).
Contraposi¢do.*! Demonstra-se que:

a) a=>BEAB=a

b) —a=>BE-B=a

) a=-BER>-a

d —a=>-BER=a

Para a alinea a) a verificacdo da consequéncia ldgica por tabelas de verdade é a seguinte®?:

a | B | na | =B |y (@=>B) | & (p>-a) | yES
0 0 1 1 1 1 v
0 1 1 0 1 1 v
1| 0 0 1 0 0 -
1 1 0 0 1 1 V

Para a alinea b) a verificacdo da consequéncia légica é a seguinte:

a B - B |y:i(ma=B)| &:(-B=a) | YES
0| 0 1 1 0 0 —~
0 1 1 0 1 1 V
1 0 0 1 1 1 v
1 1 0 0 1 1 V

41 Nalguns casos associada a dupla negac3o.
42 podia ser verificado sem ser por tabelas de verdade: para que a=>f seja verdade tem-se que « é 0 ou 3 é
1. Masse a é 0, entdo o é 1 e, portanto, ==>—a é 1. Se B é 1, entdo -3 é O e, portanto, =f=>—ax é 1.
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Para a verificacdo das alineas c) e d) procede-se de forma idéntica.

Dedug¢ao em cadeia. Demonstra-se que:

a=>B,B=>yYEa=y

A verificacao da consequéncia légica pode ser a seguinte:

a B Y ea=>pB | wh=>y| AeAp Ta=y AET
0 0 0 1 1 1 1 v
0 0 1 1 1 1 1 v
0 1 0 1 0 0 1 —
0 1 1 1 1 1 1 V
1 0 0 0 1 0 0 —~
1 0 1 0 1 0 1 -
1 1 0 1 0 0 0 —~
1 1 1 1 1 1 1 v

Nota: Embora ndo sendo necessario, o calculo dos valores logicos da conjungdo A determina quais as
combinagdes dos valores logicos das fbf’'s que permitem obter premissas ambas verdadeiras, ou seja,

obter o valor légico 1 simultaneamente.

Paradoxos da implicacao.
1. BEa=p , se temos uma premissa verdadeira e essa premissa € o
consequente de uma implicacdo, entdo a implicacdo é verdadeira.
2. makEa=pB ,setemosuma premissaverdadeira e essa premissa é a negacao do

antecedente de uma implicacdo, entdo a implicacdo é verdadeira.

A verificacao de 1. e 2. resulta da tabela de verdade da implicagdo para cada um dos

Casos:
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o B |la=B|BFa=p o B | ~a| a=2pf [|—aEa=>p
0| 0 1 — 0| 0|1 1 v
0| 1 1 V 0| 1] 1 1 V
1] 0 0 - 1010 0 -~
1|1 1 v 1] 1] 0 1 —

Silogismos condicionais.
1. q,a=>BEP , silogismo modus ponens
2. =B, a=BE-a , silogismo modus tollens

A verificacdo de 1. e 2. resulta da tabela de verdade da implicacdo seguida da

verificagdo da consequéncia logica, para cada um dos casos:

1 2.
a B |[a=>B|la,a=>PBEDP a B |-a|-B|a=>B|-B a=>BE-a
o0 | 1 —~ 0]0]1/]1]1 v
0 1 1 - 0 1 1 0 1 -
1 0 0 - 1 0 0 1 0 -
1 (1] 1 v 1[1]0]0]| 1 -
Silogismos disjuntivos.
1. ~-0,aVBER
-B,aVvVBEQ , silogismo Tollendo-ponens
2. a,~aVBEPB
B,aVvV-fEa , silogismo ponendo-tollens

A verificacdo da validade destes silogismos € a que resulta das seguintes tabelas de verdade

para cada caso, seguida da verificagao da consequéncia légica:
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a B | ~a|aVB|ao,aVBER oa | B |-BlaVvVB|-B,aVBEQa
0 0 1 0 - 0 0 1 0 -
0|11 1 Vv 0|10 1 —
1100 1 - 101 1 Vv
1 1 0 1 - 1 1 0 1 -
2.
ol B |-a|—-aVB|la-aVBEPR o | B|-B |avaB| B aVaBEa
0 0 1 1 - 010 1 1 -
0 1 1 1 - 0|1 0 0 -
1 0 0 0 - 110 1 1 -
1110 1 v 111 0 1 N
Argumentos.

Por definicdo um argumento é um conjunto de proposi¢cdes em que uma delas, a tese ou
conclusao, é defendida pelas outras, as premissas. Um argumento é valido se a conclusdo
€ uma consequéncia logica das premissas e diz-se correto se é vdlido e as premissas sdo
verdadeiras.

Um argumento é vdlido se as premissas sustentam e apoiam logicamente a conclusdo. No caso
dos argumentos dedutivos - argumentos cuja validade depende exclusivamente da sua forma
Idgica e que sdo por isso o objeto de estudo da Idgica formal - a validade verifica-se se a partir
da verdade das premissas se infere necessariamente a verdade da concluséo.

(Edmundo, 2015)

E imperativo que a tese seja verdadeira quando as premissas o s3o. Se ocorrer que uma
dada tese ndo é consequéncia ldgica das proposicdes que a defendem, as premissas, entdo
o argumento ndo é vilido.

A validade de um argumento tem que ver com a rela¢éo entre o valor de verdade das premissas
e o valor de verdade da conclusdo. Um argumento é vdlido se as premissas sustentam e apoiam
logicamente a concluséGo. No caso dos argumentos dedutivos - argumentos cuja validade
depende exclusivamente da sua forma ldgica e que sdo por isso o objeto de estudo da Idgica
formal — a validade verifica-se se a partir da verdade das premissas se infere necessariamente a
verdade da concluséo.
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Os argumentos vdlidos mais complexos podem ser decompostos numa cadeia de alguns
argumentos vdlidos mais simples conhecidos por silogismos.
(Edmundo, 2015)

Validade de um argumento.

Para aferir da validade de um argumento procedemos a verificacdo da consequéncia légica
da tese face as premissas. Se a tese é a consequéncia légica das premissas, o argumento é
vdlido. Caso contrdrio o argumento nao é valido exatamente por ndao ser consequéncia

I6gica das premissas.

4.1.3. As demonstracoes
Deduc¢dao ou demonstragao
Independentemente do valor de verdade das proposicdes envolvidas, é possivel mostrar
gue se conseguem deduzir algumas proposi¢cdes a partir de outras a partir de um

procedimento sintatico, denominado deducdo ou demonstracao.

Definicdo de demonstragao: Dado um conjunto de fbf’'s {ay, @5, ....., @i} resultantes do
cdlculo de proposi¢cdes em que as a;, 1 < i < k, sdo hipoteses, uma demonstragdo de a a
partir das hipoteses é uma sequéncia finita de fbf’s §;, 85, ....., §; em que, para 1 < i <j,
ocorrem os seguintes passos:

- 0; €{ay, ay, ....., ai}, isto é §; é uma hipdtese ou

— §; é uma hipdtese temporaria introduzida num esquema de dedugdo natural que

serd eliminada na conclusdo da aplicacdo desse esquema, ou

— §; resulta de um esquema de dedug¢do natural aplicado a uma ou mais fbf’s da

sequéncia 61, 8y, ....., 0;_1, eventualmente recorrendo a subdemonstragdes.
e
- 6] =Qa

Notacdo utilizada nas demonstragoes:

Dadas as hipoteses a4, ay, ....., &g, férmulas do cdlculo de proposigdes, utilizamos a

seguinte notagao:
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- a1,q, ..., F a, se existe uma demonstragdo de a a partir das hipoteses
mencionadas

- a1,q, ..., ¥ a, no caso contrario,

- F a,seademonstracao de a ndo depende de qualquer hipdtese. Neste caso

diz-se que a é um teorema do calculo de proposicoes.

Esquemas de dedugdo natural para o calculo de proposigoes

O sistema de dedugdo natural foi inventado por G. Gentzen (1935) e usa regras que
pretendem refletir as formas de raciocinio usadas nas demonstra¢cdes matematicas. Por
um lado, permite a introducdo de hipdteses no meio da deducdo e, por outro, ndo tem
axiomas, sO regras/esquemas de inferéncia. Para cada conectivo existem dois tipos de

regras: de introducdo e de eliminacao.

1. Identidade
a yd
[V] E , se ja deduzimos a, podemos deduzir a.

2. Esquemas para Eliminagao e Introdugao de conetivos

a) Esquemas para a conjuncao:

[AT] , se ja deduzimos a e B, podemos deduzir a A B.

anp
a A
[AE1] T , sejadeduzimos a A B, podemos deduzir a.
aAnf
[AE2] 5 , sejadeduzimos a A B, podemos deduzir 3.

b) Esquemas para a disjungao:

a
[vI1] a_ , se ja deduzimos a, podemos deduzir a V B.

VB
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[VI2] L , se ja deduzimos 3, podemos deduzir a V B.
avVvp
() (B)
avf — =
[V E] r—r
Y

se ja deduzimos a V B, e se ao introduzir a hipdtese a podemos deduzir y e ao introduzir a

hipotese B podemos deduzir y, entdo podemos deduzir y e cancelar as hipoteses a e (3.

c) Esquemas para a equivaléncia

as
[ E1] 4 , se jad deduzimos a & B, podemos deduzir a = .
a=p
aef
[ E2] , se ja deduzimos a & B, podemos deduzir 3 = a.
f=>a
a=f f=>a
(1] Ny , se ja deduzimos a = e f = a, podemos deduzir a & B.

d) Esquemas para a implicacdo

a=p

[=E] ———— , se ja deduzimos a e a = B, podemos deduzir B.

B

Este esquema é equivalente ao silogismo Modus Ponens.

(th)

B
a=p !

se, ao introduzirmos a hipdtese a, podemos deduzir B, entdo podemos deduzir a = B e

[=1]

cancelar a hipdtese a.

Este esquema denomina-se Teorema da Deducao.
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e) Esquemas para a negacao
(a)

[-] ———

{4
se ao introduzirmos a hipétese a deduzimos uma contradicdao simbolicamente denotada

por L, entdo podemos deduzir —a e cancelar a hipétese a.

a (4
[-E] ——— , se ja deduzimos a e —a, podemos deduzir (.

B

3. Esquema Ex Falso Quodlibet
J_ .7 . . ~ ~ =
[Efq] p , se ja deduzimos uma contradi¢do L, entdo podemos deduzir a.

4. Esquema Redutio Ad Absurdum
(ma)

L
a

[Raa] , se ao introduzirmos a hipdétese —a deduzimos uma

contradigdo L, entdo podemos deduzir a e cancelar a hipotese —a.

As notagoes

A notacdo de Gentzen

Na notacdo de Gentzen a cada esquema utilizado na deducdo coloca-se um segmento de
reta na horizontal e colocam-se as premissas acima do segmento e a conclusdo abaixo.
Alinhado com o segmento a sua direita anota-se a designacdo simbdlica do esquema
utilizado. O resultado é uma organiza¢gdo em arvore em que no topo temos as folhas que
se ligam por ramos a niveis inferiores da arvore até que na raiz temos a tese que é
defendida pelas premissas. E possivel definir uma arvore como um par constituido por um
conjunto de nds e uma relagdo de ordem parcial sobre os nés (reflexiva, antissimétrica e

transitiva).
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Exemplo:

a, u-—;.ﬁ
o a=>B,B=>6A0FH5A0 —— "¢
Cps p=5nr0

.

570

a a=B
=E
B B=>5A8
=E
dAB

Notagao de Gentzen e Arvore correspondente ao exemplo

A notacgdo de Fitch

A notacdo de Fitch utiliza trés colunas para descrever a demonstracdo que se estd a
executar. Na coluna da esquerda numeram-se as linhas onde estdo escritas as hipdteses
colocadas e as férmulas utilizadas, uma por cada linha. Ao centro estdo as hipdteses e as
férmulas e na coluna a direita anotam-se as justificacdes, pelo simbolo do esquema de
deducdo natural, para cada passo da demonstracdo inserindo as linhas envolvidas. E
também nesta coluna que se anota se a féormula introduzida na demonstra¢cdo é uma
premissa ou uma hipdtese. As hipdteses recebem um traco horizontal sob a férmula e,
entre a primeira e a segunda coluna, um traco vertical acompanha a demonstra¢cdao que
depende dessas hipdteses. Estes tracos podem aparecer aninhados dentro de outros

correspondentes a demonstracdes mais gerais a denotar subdemonstragdes.

Exemplo:

Provar que: =ma=(—AY), B+ «a 1 = (BAY) Hip.
2 B Hip.
3 -a Hip. [Raa]
4 -BAY 3, 1[=E]
5 —B 4 [AE1]
6 1 5,2 [ E]
7 o 3 -6 [Raa]
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A notacdao de Lemmon

Demonstracdo é apresentada em 4 colunas®), numa representacdo linear em que se
adiciona uma coluna a esquerda que nos indica o numero da linha do passo em que uma
hipotese foi aberta e é mantida em todas as linhas até ser fechada. As restantes colunas
tém a organizagao ja referida: uma coluna para a numeragao dos passos seguida de outra
para a apresentacdo das férmulas e a coluna mais a direita para anotacdes onde se

identificam esquemas de deducdo aplicados, premissas envolvidas, hipéteses introduzidas.

Exemplo 1:
Provar que: -a=(-BAy), B - o 1 =a=(=BAY) Hip.
2 B Hip.
{3} 3 -a Hip. [Raa]
{3} 4 -BAY 3, 1[=E]
{3} 5 - 4 [AE1]
{3} 6 1 5,2[—E]
7 o 3 -6 [Raa]
Exemplo 2:
Fa= (B=a)
Trata-se da demonstracdo de um t 1« Hip. [=1]
teorema pelo que as premissas sdo {1,2} 2 B Hip. [=1]
inexistentes, logo o primeiro e {1,2} 3« 1[‘/]
segundo passos correspondem a | {1} 4 B>« 2,3 [>l]
introdugao de novas hipoteses: - 5 a=>(B>a) 1—-41[=l]

43 3 colunas caso n3o haja subdemonstracdes/hipdteses tempordrias.
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Organizagdao de uma demonstragdo (sugestoes)

1. Admite-se que as premissas sao verdadeiras.

2. Tenta-se obter a tese a partir dos esquemas que ndo introduzem novas hipéteses,
aplicando-os as vezes necessarias para obter a demonstracao.

3. Se a demonstracao ndo estiver concluida tenta-se, caso existam disjungdes de
fbf’s, introduzir cada uma das fbf’'s como nova hipdtese e demonstrar a tese a partir
de cada uma dessas premissas. Se for possivel conclui-se a demonstra¢do, ou obtém-
se uma sub-demonstracdo, por eliminagao da disjuncao.

4. Se as estratégias anteriores ndo forem aplicaveis ou se a demonstragao ndo esta
concluida, e se pretende derivar uma férmula a ainda ndo demonstrada, verifique se
é possivel utilizar o esquema Raa: introduza a hipdtese —a, derive uma contradicao e
aplique Raa e entdo derive a.

5. Se a formula —a necessita ser demonstrada nalguma parte de uma
demonstracdo, introduza a hipdtese a, verifique se é possivel deduzir uma
contradicdo e introduza a negacao.

6. Se énecessario derivar a A 3, verifique se é possivel derivar separadamente «
e B, derive entdo o A 3 por aplicagdo de introdugado da conjuncao.

7. Se é necessario derivar a = [3, introduza a hipo6tese a e verifique se é possivel
deduzir (3. Aplique o esquema =1I.

8. Seénecessario derivar a V 3, verifique se é possivel derivar uma das férmulas,
a ou 3, e aplique o esquema VI.

9. Seaestratégia definida em 8. for impossivel de realizar verifique se existe uma
outra disjungdo, y V §, da qual se possa derivar o V 3 a partir de cada um dos
disjuntos separadamente, aplique VE ay Vv 6.

10. Se necessita derivar o V [ e nenhuma outra estratégia foi bem sucedida,
levante a hipdtese —(a V ) verifique se é possivel derivar uma contradicdo e

aplique o esquema Raa para derivar a Vv f3.
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Exemplo com aplicacdo das estratégias dos pontos 1 e 2.

aAB,&6FaANd

1 anp Hip.

2 6 Hip.

3 o AE, 1
4 5 v, 2

5 and 3-4, Al

Exemplo com aplicacao das estratégias dos pontos 7 e 3.

F((avB)A—a)=p
1 (avB)A—a Hip[=1]
2 avf AE, 1
3 -a AnE, 1
4 a Hip[VE]
5 B Hip[=I]
6 o \/,4
7 -0 \/,3
8 1
9 B 5-8, Raa
10 B Hip [VE]
11 B V10
12 B 2,4-9,10-11,EV
13 | ((avB)A—)=>P 1-12, =l

Dependéncia a hipoteses introduzidas

As hipdteses introduzidas por um esquema de dedugdo natural devem ser eliminadas por

aplicacdo desse esquema.
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Depois de eliminada uma hipdtese introduzida por aplicacdo de um esquema de deducao,

nao se pode aplicar a e hipdtese ja eliminada noutras partes da demonstragao.

Dictum de Omni: Se uma fbf, a, € um teorema, a substituicdo das suas proposicdes
componentes por quaisquer fbf’s, produzindo a fbf, B, também é um teorema.

A verificagdo da veracidade desta proposicdo resulta da seguinte demonstracao: se a é um
teorema contendo um numero finito de simbolos proposicionais «;, existe uma sequéncia
finita de fbf's &4, 65, ... ..,6j que demonstra a, ou seja 6]- = a. A substituicdo dos simbolos
proposicionais a; por fbf’s f3;, resulta numa demonstracdo formada pela sequéncia §;’

formalmente idéntica a sequéncia §; que demonstra {3, ou seja §;" = f.

Modus Ponens: Se a e a = B sdo teoremas, entdo B também é um teorema.

Por aplicacdo do esquema [=E] deduz-se B.

Os esquemas de deducdo permitem deduzir entre outros os seguintes resultados:
a=(f=>a);

(a=>B=>7)=>a=>p)=>(@=>7))

Terceiro excluido: ¥y Vv -—y)
Contraposigdo: a=BFa=>-a
Deducgdo em cadeia: a=>pBp=>6Fa=5

Paradoxos da implicagdo: Bra=f
—akFa=f
Silogismos condicionais: o, a= (3 + 3 (Modus Ponens)

=B, a=BF = (Modus Tollens)

Silogismos disjuntivos: -, aV -3 (Modus Tollendo-Ponens)

=B, aVpra (Modus Tollendo-Ponens)

a, —aV BB (Modus Ponendo-Tollens)

B,aV-BrFa (Modus Ponendo-Tollens)

125



Adequacao e completude para a dedugao natural

Adequacao (Teorema): Dado um conjunto de fbf's {aj,a;, ....,ar,a} e se
ai, Ay, ....., A = a no sistema de dedugdo natural, entao a4, a,, ....., a; E a.

Resulta deste teorema da adequacdo que as deduc¢bes sdo argumentos validos e que
qualquer teorema é uma tautologia.

Consisténcia: O sistema de deducdo natural é consistente o que é equivalente a afirmar
gue ndo é possivel demonstrar as fbf's a e —a, seja qual for a proposicao a.

Consisténcia absoluta: O sistema de deducdo natural é absolutamente consistente o que
significa que nem todas as fbf’s sdo demonstraveis.

Se todas as fbf’s fossem demonstraveis, podiamos demonstrar contradi¢gdes como p A —p,
e logo ndo ter um sistema consistente.

Completude: Se uma fbf a é uma consequéncia légica de um conjunto de premissas entdo
dessas premissas deduz-se a, no sistema de dedugao natural para o cdlculo de proposic¢des.
Consequentemente a uma tautologia corresponde um teorema do sistema de deducdo
natural para o calculo de proposigdes.
Para a demonstracdao destes resultados e um estudo mais detalhado do Calculo
Proposicional sugerimos a leitura de:
- Introduction to Mathematical Logic: E. Mendelson 1997 Chapman & Hall, (Fourth Edition).
- Mathematical Logic.: J. R. Shoenfield 2001 A K Peters
- Mathematical Logic I: Propositional Calculus, Boolean Algebras, Predicate Calculus,

Completeness Thorems: R. Cori e D. Lascar 2000 Oxford University Press

- Fundamentos de Légica e Teoria da Computacdo - Segunda Edicdo : A. Sernadas e C.

Sernadas 2012 College Publications, London
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4.2. Légica de Predicados

No cdlculo de proposicbes as proposicdes sGo tomadas independentemente da forma como é
expressa a relagdo entre os sujeitos e os predicados que ocorrem na proposi¢céo considerada. No
cdlculo de predicados estudam-se essas relagbes e também as formas de inferéncia a que essas
relagées ddo origem.

(Edmundo, 2015)

Alguns textos referem Légica de Predicados como um termo genérico que abrange todos
os sistemas formais simbdlicos. Entre eles estariam a Logica de Primeira Ordem (LPO) e
Légicas de ordem superior a primeira. A LPO é também conhecida por Calculo de
Predicados de Primeira Ordem (CPPO). A Légica de primeira ordem é caracterizada por as
suas férmulas atédmicas serem muitas vezes insaturadas, na terminologia de Frege, ou seja
o sujeito ao qual se refere a afirmacao feita ndo esta especificado e podera ser um de entre
uma colecdo de termos aos quais se podera aplicar aquela formula e que, no caso de ser
factual, no sentido de poder ser aferida a sua adequacdo a realidade, é considerada
verdadeira e no caso contrdrio falsa. Temos assim predicados, como por exemplo «ser um
humano», ou «ser um peixe», ou «ser um numero maior que 2». Desta forma a afirmacao
x> 2, ndo é a partida considerada verdadeira ou falsa sem que seja concretizado o valor de
X a partir de um conjunto a que chamamos Dominio, para cujos elementos faca sentido
fazer essa afirmacao. Assim, se o nosso dominio for o conjunto N dos nimeros naturais, a
afirmacdo x > 2 representa a propriedade de ser maior do que 2 no dominio da varidvel,

sendo transformada numa proposi¢do falsa se x for substituido pelo nimero 1 ou pelo

numero 2 e verdadeira nos restantes casos.

N3o ficam excluidas as proposicdes referidas antes na Logica Proposicional na medida em
que as proposicdes apenas diferem dos predicados da Légica de Predicados por se
referirem a constantes e ndo a variaveis. A mesma afirmacdo que, se cumprir as regras ja
estabelecidas anteriormente, é classificada como uma proposicao, se for aplicada com o
mesmo sentido, mas referindo-se a um sujeito indeterminado de entre uma colecdo de
possiveis alternativas, caird sob a alcada da Légica de Predicados. Neste sentido, se
afirmamos «Sebastido e Silva é portugués» estamos perante uma proposicdo, mas se
afirmarmos «x é portugués» corresponde ao predicado, ou seja, a uma caracteristica, a de

ser portugués, que alguém podera ter, mas outra pessoa ndo. A cada concretizacdo da
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varidvel os predicados transformam-se em proposi¢des. A quantificacdo de uma variavel
podera transformar um predicado numa proposi¢ao. Por exemplo, se x for uma variavel
definida no conjunto de todos os animais, enquanto «x € mamifero» é um predicado que,
caso a caso, podera ser verdadeiro ou falso, ja a afirmagdo «Qualquer que seja x, x é

mamifero» é uma proposicao falsa.

A Ldgica de Predicados também se caracteriza, ao contrario da Ldogica Proposicional por
conter quantificadores: o quantificador universal e o quantificador existencial. O
qguantificador universal é habitualmente grafado como V. Quando queremos referir que
para todos os valores de x do dominio ocorre uma certa propriedade P, escrevemos VxP(x).
Se pretendemos afirmar que é possivel encontrar um ou mais elementos, mas ndo todos
obrigatoriamente, do dominio da varidvel x, para os quais ocorre uma certa propriedade P,
entdo escrevemos FxP(x). Sempre que o predicado estd quantificado para todas as
varidveis que ocorrem na sua formulacdo passamos a ter uma proposi¢cdo para a qual
podemos aferir a sua veracidade. E facil verificar que se afirmamos que algo é verdadeiro
para todos os elementos do dominio, a ocorréncia de um elemento para o qual a afirmacao
ndo é verdadeira faz a afirmacao ser falsa e a verificagdo, se exequivel, de que, de facto,
para todos os elementos do dominio a afirmacdo é verdadeira, faz a firmacdo ser
verdadeira. Igualmente para o quantificador existencial: a afirmagao de que ocorre algo
para pelo menos um elemento do dominio, é falsa se ndo ocorrer para um unico elemento
e verdadeira se ocorrer para pelo menos um qualquer elemento do dominio da variavel.
Se estdo varias varidveis envolvidas numa afirmacdo que, por concretizacdo dessas
varidveis, se transforma numa proposicdo e, como tal, tem que seguir todas as regras
definidas na légica proposicional, (homeadamente ndo ser ambigua, ndo ser interrogativa,
ndo ser exclamativa ou ter qualquer caracteristica que nao permita decidir se é verdadeira
ou falsa), dizemos que estamos perante um predicado n-ario ou de aridade n, se estdo
envolvidas n variaveis. Quando n=1 dizemos que é um predicado unario e se n= 2 dizemos
gue o predicado é bindrio. Por vezes as constantes sdo referidas como termos de aridade
0 (zero). O valor de n fica assim ligado aos nimeros inteiros ndo negativos, No.

A simplificacdo da escrita levou a que se adotasse regras de prioridade para aplicacdo de

conetivos e quantificadores:
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12—, 3dx, Vx 22 A 32 Vv 42 5 5 o

Escopo de um quantificador

Chama-se escopo de um quantificador a fbf que estd sujeita ao quantificador que lhe é
aplicado e envolve somente a varidvel que estiver referida nesse quantificador. Se A é uma
fbf do calculo de predicados, entdo A é o escopo do quantificador Vx na fbf VxA. Da mesma
forma, se B é uma fbf do calculo de predicados, entdo B é o escopo do quantificador Ix na
fbf IxB.

Se P é um predicado bindrio com varidveis x e y e Q é um predicado unario na varidvel x,

temos que,
na fbf: VxP(x,y) = Q(x), oescopodeVxéP(x,y),
e na fbf: Ax(P(x,y) = Q(x)), o escopo de 3x é P(x,y) = Q(x).

Encontram-se, mais raramente, textos** em que os autores se referem a uma variavel estar
no escopo de um quantificador como estando «no alcance de um quantificador». Exemplo:
«Diz-se que uma ocorréncia da variavel x € X numa férmula ¢ € Form é uma ocorréncia
muda se esta no alcance de uma quantificagdo ¥Vx ou de uma quantificagdo Ix. Se uma
ocorréncia da variavel x € X numa férmula ¢ € Form nao é muda, diz-se que é ocorréncia
livre.»

Também se encontra definido por alguns autores, aparentemente afastando-se da
influéncia brasileira, o conceito de Dominio de um quantificador. Nos exemplos acima, o
dominio do quantificador V na fbf VxP(x,y) = Q(x), é P(x,y) e o dominio do
quantificador 3 na fbf Ax(P(x,y) = Q(x)), é P(x,y) = Q(x) e em cada um dos
exemplos diz-se que o quantificador envolvido liga a variavel x.

Variaveis livres e ligadas

Se uma varidvel x estd num quantificador ou ocorre no escopo de um quantificador é

classificada como variavel ligada ou muda, caso contraria é classificada como livre.

Exemplo: Vx(3x+y>5). Nesta fbf x € uma variavel ligada e y é uma variavel livre.

44 por exemplo: https://www.math.tecnico.ulisboa.pt/~mpg/tcAP0506/folhas/Iprimord.pdf
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Férmula fechada ou sentenga

Se ndo ocorrem varidveis livres numa férmula esta é considerada fechada ou uma sentenga.
Exemplo: Vx(x?=0).

Note-se que se pode afirmar que esta sentenga é verdadeira na medida em que é uma
afirmacdo que é verdadeira para todos os valores de x. Se existisse pelo menos um valor
para o qual a afirmacdo ndo fosse verdadeira estariamos perante uma afirmacgao falsa.

Neste sentido uma férmula fechada é uma proposigao.

4.2.1. AsLinguagens de primeira ordem

As formulas de uma linguagem de primeira ordem

Uma proposigdo possui sempre uma forma Idgica, na qual estd evidenciada a forma como é
expressa a relagdo dos sujeitos com os predicados da proposicdo, que corresponde a uma
férmula bem formada de uma certa linguagem de primeira ordem. Estas formulas bem formadas
sdo expressdes simbaolicas dessas linguagens formais.

(Edmundo, 2015)

Na parte inicial do capitulo 4.2. Légica de Predicados pretendeu-se introduzir de forma mais
ou menos intuitiva as no¢des relacionadas com uma Linguagem de Primeira Ordem. As
noc¢des mais simples que foram referidas estdao em geral relacionadas com terminologia e
definicbes de conceitos. As mais elaboradas ja requerem, por vezes, uma sustentacao
tedrica formal, eventualmente uma demonstracdo o que nos leva a necessidade duma
sistematizacdo dos conceitos, um sistema de deducdo com as suas regras de inferéncia e
um sistema semantico para podermos chegar a algo que se nos apresente como Uutil e

utilizavel nos diferentes campos da ciéncia.

Linguagem de Primeira Ordem, £

Alfabeto. O alfabeto de uma linguagem, L, da Légica de Primeira Ordem (LPO) é formado

por simbolos seguintes:

1. Os paréntesis, admitindo a utilizagdo num numero finito ndo limitado de niveis: ( e ).
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A abertura de um paréntesis, (,pressupde o inicio de um férmula que no seu términus serd
fechada com o simbolo de paréntesis, ). Admitem-se subférmulas, embebidas em féormulas,
delimitadas por paréntesis.

2. Os simbolos légicos ou conetivos: - (negacdo), A (conjunc¢do), V (disjuncdo), =
(implicagdo) e & (equivaléncia).

3. Os simbolos de quantificacdo: V e 3

4. Os simbolos de varidveis: x, vy, z, ...

Por vezes utilizamos indices associados a mesma letra: x1, X2, X3, ...

5. Simbolos de constantes: a, b, ¢, d, ..., que também podem ser indexadas, em numero

infinito, mas numeravel.
6. Simbolo de igualdade (opcional): =

7. Simbolos de fungdes n-arias: f, g, h, ..., que por vezes aparecem simples ou duplamente
indexadas com o indice inferior a linha a servir de numeracdo de uma série de simbolos
funcionais e o indice superior a linha a definir a aridade da fungdo: f;".

8. Simbolos de predicados n-arios: P, Q, R, ..., que também aparecem por vezes indexados:

P, com o0 mesmo sentido das simbolos funcionais n-arios.
Regras de formagao de formulas bem formadas de uma Linguagem, L:
Das férmulas bem formadas fazem parte:

1) Termos:
— As variaveis sdo termos;
— As constantes sdo termos;
— Se f é um simbolo de fungao n-aria e ty, ty, ... tn, sdo termos entdo f(ty, t, ..., tn) é
um termo.
— Todo o termo de £ é formado por essas regras.
2)  Férmulas atédmicas
— Se adotamos o simbolo de igualdade e t e g sdo termos, entdo (t = q) é uma
féormula atémica de L.
— Se P é um simbolo de predicado n-arios e ti, ta, ... tn, S30 termos entdo P(ts, ta, ...

tn) € uma formula atémica de L.
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— Toda a féormula atdmica de £ é formada por estas regras
Férmulas bem formadas, fbf’s de L.

As formulas atomicas sdo fbf’s de L.

Se a e B sdo fbf's de £, as seguintes férmulas sao fbf's de L: (-a), (a A B), (o V B),

(a = B), (a & B).

Se a é uma fbf de £ e x é uma variavel de £, entdo (Vxa) e (Ixa) sdo fbf's de L.

Toda a fbf de £ é formada por estas regras.

“Para evidenciar na forma logica de uma proposi¢céo a forma como é expressa a relagdo dos
sujeitos com os predicados da proposi¢éo, introduzem-se através das linguagens de primeira
ordem: os simbolos de varidveis para denotar individuos arbitrdrios; os quantificadores universal
Ve existencial 3 que correspondem respetivamente a “para todos (os individuos)" e “para algum
(individuo)" ou “existe algum (individuo)"; os pardmetros (predicados, sujeitos (as constantes) e
fungbes (correspondéncias entre sujeitos)).
As regras de formagdo de fbf's de uma linguagem de primeira ordem constituem a sintaxe da
linguagem e formalizam as regras de construgdo de proposicbes complexas partir de proposicoes
mais simples nas quais estd evidenciada a forma como é expressa a relagdo dos sujeitos com os
predicados dessas proposicbes mais simples.

(Edmundo, 2015)

Exemplo: Vx((A(x)=>B(x)) = (=B(x)=>-A(x)))
Por exemplo se xe R, A(x):=x<0 e B(x):=x3<0, a fbf expressa acima traduz-se por:

VX(((x<0)=(x*<0)) = ((x*20)=(x=0)))

Determinagao da forma légica de uma proposicao

12 Tentar ainda na linguagem natural reformular o texto do discurso de forma a evidenciar
as féormulas atémicas que estdo presentes nas afirmacdes da linguagem natural.

29 Se necessario reformular o texto para evidenciar os conetivos que afetam as afirmacdes
da linguagem natural.

32 Proceder igualmente de forma a evidenciar os quantificadores de forma a que seja
inequivoca a variavel ligada a cada quantificador e o dominio (escopo) de cada um dos
guantificadores envolvidos.

42 |dentificar claramente os sujeitos e as relagdes entre sujeitos.

52 |dentificar claramente as dependéncias funcionais.

132



62 Quando tudo o referido anteriormente for inequivoco, passar a formalizacdo da
linguagem de primeira ordem, substituindo todos os termos, predicados e fun¢des pelos
simbolos correspondentes. Aplicar os quantificadores aos simbolos de varidveis envolvidos

e aos seus dominios de quantificagdo.

Exemplo: O partido Coligacao Ecologista Democratica (CED) obteve nas ultimas elei¢des
58% dos votos validamente expressos (vve). Concorreram o CED, o PTT, o PRS e outros
partidos menores. Se um partido obtém uma quantidade de votos correspondente a mais

de 50% dos votos entdo é o vencedor por maioria absoluta.

“O CED obteve 58% dos votos validamente expressos logo é o vencedor por

maioria absoluta.”
Constante: a
Variaveis: todos os partidos x € {CED, PTT, PRS, ...}
Funcdo: p(x): (Votos obtidos pelo partido x/ Total de votos validamente expressos) x 100.
Predicados: A(x): p(x)>50%; B(x): x € o vencedor por maioria absoluta

Fbf: @(x): A(x) = B(x)

a= CED, p(CED)= 58%,
A(CED): p(CED)=58%>50%, B(CED): CED é vencedor por maioria absoluta,
¢(CED): p(CED)=58%>50% entdo CED é vencedor por maioria absoluta

®(CED): A(CED) = B(CED)

Sentenca

Por definicdo uma fbf, o, € uma sentenca de uma linguagem L da LPO se nenhuma variavel

de L ocorre livre em a.

Eliminagao e reintroducdo de paréntesis

A eliminagcdo ou reintroducdo de paréntesis nas formulas é feita seguindo a regra de

prioridade estabelecida pela ordem acima definida: (v, 3,-), A, V, =, ©.
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Substituices

Numa férmula bem formada A, em que eventualmente possa estar presente a varidvel x, a
expressdo S¥ A representa a fbf, que se obtém de A, substituindo todas as ocorréncias livres

de x pelo termo t.

Outros autores, para representar substituicdes usam indices diretamente aplicados aos

simbolos das fbf’s ou aos simbolos dos termos:

o, n 2

(x)f =t sex éuma variavel et é um termo ; (a)f = a se “a” é uma constante;

(w)f =v, sevéumtermo e x nio ocorreemv ;

f(ty, ty, tg, oo Jt)E = f((EDF, (8)F, (83)F, oon o ,(t)F), sety, ty, ts, o .. ,t, sdotermos
e f é um simbolo de fungdo de aridade n.

Nota: Se ti € uma constante ou se nao depende de x, ndo é alterado pela substituicdo, se depende da variavel

x entdo é, ele prdéprio, um simbolo funcional e x sera substituido por t em todas as ocorréncias de x em ti.

Certas substituicdes ndo deverdo ser feitas, quando estamos a proceder a simplificacdes
ou demonstrac¢des na medida em que alteram o sentido das férmulas, normalmente por
interferirem no alcance de um quantificador. Veja-se o seguinte exemplo:

Consideremos a formula VxA(x, y) e o termo f(x). Se x €]0,+o[,y €] —,0[, f(x) =
2x e o predicado A(x, y) é x? > y temos que a férmula VxA(x, y) representa a proposi¢3o:
o quadrado de todo o nimero positivo € maior que um numero negativo arbitrario. Se se
fizer a substituicdo de y por f(x), passamos a ter a formula VxA(x, 2x) com a seguinte
concretizacdo: o quadrado de todo o nimero positivo é maior que o dobro de x. Enquanto
a proposicdo original é verdadeira para todo o dominio de x, ja a segunda é falsa para
positivos menores que 2 e estando quantificada para todo o x passa a ser uma proposicao
falsa. Enquanto a formula original era aberta na medida em que a Unica ocorrénciade y é
livre, a férmula em que ocorre a substituicao é fechada porque a 32 ocorréncia de x € muda
e a formula é fechada. Duma maneira geral numa férmula @, que esteja no escopo de um
guantificador de uma variavel x, ndo se permitem substituicGes de uma variavel livre por
um termo t se esse termo ndo for livre para x em ¢. O termo t é livre para a variavel x em

@ se ndo existirem varidveis em t que ocorram ligadas na fbf 7.
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4.2.2. A semantica
Os simbolos de constantes, predicados e fungdes de uma linguagem de LPO dizem-se
pardametros e ndo tém nenhum significado atribuido. O mesmo é fixado através de uma
definicdo especifica ou de uma interpretacao.
Interpretagdes de linguagens de primeira ordem
Uma interpreta¢ao, M, de uma linguagem de primeira ordem, £, consiste no seguinte:
— Um dominio de interpretagcdo, D, conjunto que contém qualquer possivel
concretizagdo das varidveis da linguagem.
— Estabelecer uma interpretacdo de cada um dos parametros de L (simbolos de
constantes, de predicados e de funcdes). A esquerda denotamos os parametros de
L e a direita as correspondentes interpretacdes de M:
* Interpretacdo dos simbolos de constantes:
a: a’eM
b: bMeM

c: cMeM

* Interpretacdo dos simbolos de predicados n-arios:

P: PM cMn
Q: QM cMn
R: RM cMnr

* Interpretacdo dos simbolos de fun¢des n-arias:
£ MM > M
o gM: MM 5> M
h: hM: M™ > M

Interpretacao induzida
Numa linguagem de primeira ordem L, possivelmente com o simbolo de igualdade, dada

uma interpretacdao M de L, define-se interpretagdo induzida por:

a) Interpretagdo induzida dos termos de L:
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b)

- Uma variavel, x de £, é interpretada pela variavel xM do dominio de interpretagao
D de M.

- Um simbolo de constante, ¢ de £ é interpretada pelo simbolo de constante cM
do dominio de interpretagdo D de M.

- Um termo geral, ti,..., tn de £ é interpretado pelo simbolo de termo geral t1V, ....
taM do dominio de interpretacdo D de M.

- Um termo definido por um simbolo de fungdo n-aria, f(ty,..., tn) de £ é interpretado
por M(t1M, ..., taM) da interpretagdo M de L.

- A interpretacdo induzida de um termo t de L é definida por estas regras e

denotada por tM.

Interpretacgao induzida das fbf’s atémicas de L.
- Dados t1 e t2, termos de £, e = o simbolo de igualdade existente em L, t1 =1, é
interpretado como t:M = t;M, sujeitos do dominio de interpretacdo D de M.
- Se P é um simbolo de predicado n-drio de L, P(ty,..., tn) é interpretado como
PM(tM,..., taM), onde se afirma que os termos interpretados tiM,..., taM tém a
propriedade interpretada PM.

- A interpretacao induzida de uma féormula atémica ¢ de £ é definida por estas

regras e denotada @M.

Interpretacao induzida das fbf's de L.

- ©: oM ,  se @ é férmula atdbmica
- —: nao @M
- PAY: @Me YV

- ov:  @Mou M

- e=>y: se @Mentio YM

- e=yP: @M se e somente se PpM

- Vx@: Para todo o elemento x do dominio de interpretagdo temos @M
- Jx@:  Existe um elemento x do dominio de interpretagio tal que @M

- A interpretacdo induzida das fbf’s de L é definida por estas regras.
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Exemplo da linguagem de LPO e interpretacao:
Seja L uma linguagem de primeira ordem com simbolo de igualdade e com os seguintes
parametros: a, b e ¢ constantes; A, simbolo de predicado binario, B e C simbolos de
predicado unadrio; d, funcao binaria. 6
Possivel interpretagao:

- Dominio de interpretacdao D=R ;

a:5;b:5;c: 5

A(x,y): d(x, y) < 5; B(x): x> 5; C(y):y>5;
d: (x, y)— +/x2 + y?
0: BX)VC(Y)=-AKXY):=x>5Vy>5)=> (/x2+y2<5)

Instanciacdo de variaveis livres

Definimos instanciacdao de varidveis livres como a substituicao de variaveis livres de £ por
elementos do dominio D da interpretacdo M de L. Corresponde a atribuir valores as

variaveis livres de L.

FBF's:

Valida

Numa linguagem de primeira ordem L, seja ¢ uma fbf de L. A fbf ¢ é valida se e sé se para
toda a interpretacdo M de L e para toda a instanciacdo das variaveis livres de ¢, a
proposicdo pMobtida é verdadeira.

Contingéncia

Uma fbf ¢ é uma contingéncia se ¢ se se concretizar numa proposi¢do verdadeira para
alguma instanciacdo de variaveis na interpretacio M de L e (pN se se concretizar numa
proposicado falsa para alguma instanciacdo de varidveis numa interpretacdo N de L.
Contradi¢ao

Uma fbf ¢ é uma contradicdo se e so se para todas as interpretacdes M de L e para todas

as instanciagdes das variaveis livres de @™, a proposigdo obtida ¢ for falsa.
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Satisfazivel
Uma fbf ¢ é considerada satisfazivel se e sé se existir uma interpretacao M de L e existir

alguma instanciagdo das variaveis livres de @ para a qual a proposicio @M é verdadeira.

Verificagao da satisfazibilidade

Ndo existe um procedimento padrao para verificar se uma fbf ¢ é satisfazivel numa
linguagem de primeira ordem, L.

Verifica-se caso a caso se:

1.2 Toda a interpretacio M de L em qualquer instanciacdo das varidveis livres na
interpretacdo @™, gera uma proposicdo ¢ verdadeira. Em caso afirmativo a fbf ¢ é
satisfazivel e valida.

Exemplo de fbf valida: ¢: = (a(x) V B(x)) © (ma(x) A =B(x))

2.2 E possivel construir uma interpretacdo M de £ e uma instanciacdo de varidveis na
interpretacdo @™ em que a proposicdo @ é verdadeira e uma interpretacdo N de £ e uma
instanciacdo de varidveis na interpretacdo @ em que se obtém uma proposicio @ falsa.
Neste caso a fbf ¢ é satisfazivel e uma contingéncia.

Exemplo de contingéncia: ¢: = (a(x) V (X)) = (a(x) A B(x))

Se na interpretacdo M a(x) for valida e B(x) for valida teremos valores de verdade de
¢ sempre verdadeiros (F=V=V) e se na interpretacdao N a(x) for uma contradigdo e

B(x) for uma contradicdo teremos valores de verdade de ¢ sempre falsos (V=F=F)

3.2 Toda a interpretacdo M de L em qualquer instanciacdo de variaveis livres de ¢ na

interpretac3o @™, gera uma proposi¢do ¢ falsa. Neste caso a fbf ¢ é uma contradig3o.

Exemplo de contradi¢do: @: (a(x) = B(x)) © = (—a(x) V (X))

Instancia de uma fbf ¢ numa linguagem de primeira ordem, £

Por definicdo a fbf ¢ de £ é uma instancia de uma fbf do calculo de proposi¢oes se existe
uma fbf Y do cdlculo proposicional, com simbolos proposicionais pj, distinta de ¢, em

que para se obter ¢, cada um dos simbolos pi é substituido por uma fbf 6; de L.

Proposigoes:
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a) A fbf @ de £ é uma instincia de uma tautologia se ¢ é uma instancia de uma fbf
que é uma tautologia do calculo de proposi¢Ges.
b) Instancia de tautologia: Se a fbf ¢ de £ é uma instancia de uma tautologia entao
@ é valida.
c) Modus Ponens: Se @ e @ = | sdo validas entdo Y também é vélida.
d) Fecho universal: Seja @ uma fbf de £ e u uma variavel dessa linguagem. Entdo
temos a equivaléncia:
prévilida & Vxg évilida
Fbf’s equivalentes
No calculo de predicados podemos utilizar fbf’s equivalentes e dessa forma proceder a
substituicdes ou simplificacdes das expressdes com que estamos a lidar. Também numa
demonstracdo poderda ser util proceder a uma substituicdo de uma fbf por outra
equivalente. Estas equivaléncias para serem estabelecidas tém que ser vdlidas para
gualquer dominio em que se concretizem as varidveis bem como para qualquer aplicacdo
gue se faca dos simbolos do cdlculo de predicados a campos concretos de conhecimento,
ou seja tém que ser validas para qualquer interpretacdo. Quer isto dizer que é necessario
gue A&B seja uma tautologia para se poder estabelecer uma substituicao de A por B ou

vice-versa.

Neste ambito é possivel demonstrar as seguintes equivaléncias do cdlculo de predicados

(Sousa, 2012):

1. VXA A se x ndo for livreem A
2.3xA = A se x ndo for livreem A
3. VxA © Vy S7A se y ndo for livre em A
4.3xA & 3y S7A se y ndo for livre em A
5.VxA & STA A VXA para todo o termo t

6. IXA & SFAV IAXA para todo o termo t

7.Yx(AV B) & AV VxB se x ndo for livreem A
8.Ix(AAB) = AA3IxB se x nao for livreem A

9. Vx(A A B) © VxA A VxB
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10. 3x(A VvV B) & IxA Vv IxB

11. VxVyA & VyVxA

12. Ax3IyA & JyIAxA

13. —3xA © Vx—A, 2.2s Lei de De Morgan.

14. —-VxA & 3Ix—A, 2.2s Lei de De Morgan.

Conjunto de fbf’s de L satisfazivel

Numa linguagem de primeira ordem, £, em que temos um conjunto de fbf’s {¢;} e uma
qualquer interpretacdao M de L, em que exista pelo menos uma instanciagdao de todas as
varidveis livres das fbf's do conjunto para a qual as proposicdes obtidas sdo todas

verdadeiras, neste caso e sé neste caso, dizemos que o conjunto das fbf's {¢;} é satisfazivel.

Conjunto de fbf’s de £ contraditério
Nas condi¢des acima referidas se ndo existir uma Unica interpretacdo M e nem uma Unica
instanciagdo das varidveis livres que gere no conjunto das fbf’s {¢;} proposi¢des todas

verdadeiras, neste caso e s neste caso, dizemos que esse conjunto de fbf’s é contraditério.

Como fazer a verificacdo da satisfazibilidade*®

N3do é possivel estabelecer um procedimento geral para todas as situagdes como no cdlculo
de proposicdes. Perante esta limitagdo procede-se da seguinte forma:

1) Mostra-se que existe uma interpretacdo M que numa dada instanciacdo de
variaveis livres do conjunto das fbf’s {¢;} torna as proposi¢ées resultantes das fbf’s
todas verdadeiras. Neste caso demonstramos que o conjunto de fbf's mencionado
é satisfazivel.

Exemplo: {a(x), a(x)VB(x), —a(x)=B(x)}. Neste exemplo se existir uma
interpretacdo M de L e uma instancia de x no dominio da interpretacdao em que o

seja verdadeira entdo todas as outras fbf’s também serdo verdadeiras por aplicacdo

45 Este termo n3o é reconhecido nos diciondrios da Lingua Portuguesa mas alguns reconhecem a sua utiliza¢3o
em textos de Logica e referem que as formas «satisfativel» e «satisfatibilidade» sdo mais comuns no Brasil e
«satisfazivel» e «satisfazibilidade» mais comuns em Portugal.
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2)

livres

das tabelas de verdade. E existe, basta por exemplo pensar numa interpretacdo de
dominio N em que alfa expresse que “x é par” e se instancie x como sendo o nimero
2.

Mostra-se que ndo existe uma Unica interpretacdo que admita uma unica
instanciacdo de varidveis livres da interpretacdo do conjunto de fbf’'s que gere
proposi¢coes todas verdadeiras. Se conseguimos a demonstra¢do deste facto damos
por provado que o conjunto de fbf’s mencionado é contraditério.

Exemplo: {a(x), B(x), = (a(x)V=B(x)), a(x)=>=P(x)}. Neste exemplo em qualquer
interpretagdo e para qualquer instanciagdo de varidveis se a(x)e B(x) forem
verdadeiras entdo —(a(x)V-B(x)) e a(x)=-B(x) serdo obrigatoriamente

falsas.

Um conjunto finito de frases declarativas descreve uma situacdo possivel (resp., impossivel) se e
50 se o conjunto finito das formas Idgicas de cada uma dessas frases declarativas numa dada
linguagem de primeira ordem é satisfazivel (resp., contraditério).

(Edmundo, 2015)

Consequéncia Logica
Uma fbf ¢ de L, é consequéncia légica de um conjunto finito de fbf’s, a; de L, se e s se

para qualquer interpretacao M de L e para qualquer instanciacao de todas as variaveis

de L que intervém no conjunto das fbf’s, a;, em cada interpretacdo M de £, o valor

l6gico da proposicdo ¢ é 1 se o valor légico de todas as fbf's a; de £, também for 1.

Simbolicamente teremos:

aq, ... Ay, ... A '=£ O

Quando ndo temos uma consequéncia ldgica, simbolicamente representamos esse facto

A, Oy e O g @

Se @ é vdlida, escrevemos simbolicamente:

Fr @

Se ndo houver perigo de ambiguidade quanto a linguagem pode omitir-se a referéncia a L.
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Verificagdo de Consequéncia Légica

N3do existe um procedimento padrdo para verificar se um a fbf ¢p € uma consequéncia logica
das fbf’s a;, numa linguagem de primeira ordem, L.

Em cada caso tenta-se verificar se:

- Para qualquer interpretagdo M de L, em qualquer instanciacdo possivel das variaveis
livres das fbf’s a; e @ de L, a proposicdo obtida ¢ é verdadeira se as a; também forem

todas verdadeiras. Em caso afirmativo conclui-se que ¢ é consequéncia ldgica das «;.

- Existe uma interpreta¢do M de £, e uma possivel instanciacdo das variaveis livres das
fbf’s a; e ¢ de L, em que a proposicdo obtida ¢ é falsa e as @; sdo todas verdadeiras. Em

caso afirmativo conclui-se que ¢ ndo é consequéncia légica das «;.

Resultados da definicao de Consequéncia Légica
Da definicdo de consequéncia légica podem demonstrar-se as alineas a) e b) seguintes:
a) Substituicdo de = por =
Numa linguagem de primeira ordem L, da qual fazem parte as fbf’s ¢ e i temos a
equivaléncia:

(Y E @) seesése (P = ¢ évalida)

b) Se a4, ...a;, ...a,, a sdo fbf's do cdlculo de proposi¢des e
A1, o Ay o Oy E A,
e se numa linguagem de primeira ordem L temos cada uma das fbf’s ¢4, ... 9, ... 0, @
definidas respetivamente como instancias das fbf’s a4, ... «;, ... ¢, @, entao:

P1 - Pir L FL @

Da alinea b) resultam diretamente as proposi¢des da alinea c)

c) Contraposicao

Numa linguagem de primeira ordem £, temos as seguintes consequéncias légicas:
D o>y Fap=9
2) np=>Y FaYp>e
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3)) o=y EY =g
4) —p=>-yY EyY=>0

d) Dedugao em cadeia
Numa linguagem de primeira ordem L, temos:
p=>YY=>5 Ep=>6

e) Paradoxos da implicagdao
Numa linguagem de primeira ordem L, temos:
1) YV Ee=Y
2) @ Ee>Y

f) Silogismos condicionais
Numa linguagem de primeira ordem L, temos:
1) Modus Ponens: @, ¢ =Y =Y
2) Modus Tollens: =, @ = Y E =@

g) Silogismos disjuntivos
Numa linguagem de primeira ordem L, temos:
1) Modus Tollendo-Ponens: =@, VY ¢
oV E@
2) Modus Ponendo-Tollens: @, VY =Y
VoV-YEQ@
h) Generalizagao universal
Numa linguagem de primeira ordem L, temos:

E @ = Vx@ , sexndo ocorre livre em o.

i) Generalizagdo existencial

Numa linguagem de primeira ordem L, temos:

E @f = Ax@ , setélivre paraxem @.
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j) Instancia¢do universal
Numa linguagem de primeira ordem L, temos:
E Vxe = @f ,télivre paraxem .

k) Instanciagdo existencial
Numa linguagem de primeira ordem L, temos:
E Jx@ = @f, xndo ocorre em @.

I) Implicagao existencial
Numa linguagem de primeira ordem L, temos:

E Vxp = Ax@

4.2.3. As demonstracoes

1) Identidade

[V] ¢ , se ja deduzimos ¢, podemos deduzir ¢.

¢

2) Esquemas para Eliminagao e Introdugdo de conetivos
Esquemas de deducdo natural para o calculo de predicados:

a) Esquemas para a conjungdo:

AT] ¢¢ I se ja deduzimos ¢ e i, podemos deduzir ¢ A .
PAY - : :
[AE1] p , sejadeduzimos ¢ A 1, podemos deduzir ¢.
PAY - : :
[AE2] ” , sejadeduzimos ¢ A Y, podemos deduzir .
b) Esquemas para a disjungdo:
[VI1] ¢ se ja deduzimos ¢, podemos deduzir ¢ V P
(p V ‘(/) ’ ’ .
Y - : :
[V IZ] oV se ja deduzimos Y5, podemos deduzir ¢ V .
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@) @

ovy m

7

[V E] .
14

se ja deduzimos ¢p V 1, e se ao introduzir a hipétese ¢ podemos deduzir y e ao introduzir
a hipdtese y podemos deduzir y, entdo podemos deduzir y ja nao dependendo mais das

hipéteses ¢ e P que podem ser canceladas.

c) Esquemas para a equivaléncia

S
[ E1] (i :>$ , se ja deduzimos ¢ & P, podemos deduzir ¢p = 1.
Py g : .
[ E2] T , se ja deduzimos ¢ & P, podemos deduzirip = ¢.
= =
[e1] ¢ I@J}p ¢ , se ja deduzimos ¢ = Y e Y = ¢, podemos deduzir p < .
d) Esquemas para aimplicacdo
¢ P>y g : :
[= E] 1/)— , se ja deduzimos ¢ e ¢ = 1, podemos deduzir .
Este esquema é equivalente ao silogismo Modus Ponens.
(¢)
P
=10 — )
b=y

se, ao introduzirmos a hipdtese ¢, podemos deduzir ¢, entdao podemos deduzir ¢ = P
nao dependendo mais da hipdtese ¢ que pode ser cancelada.

Este esquema é equivalente ao Teorema da Deducdo.

e) Esquemas para a negacao

(@)

(= 1]
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se ao introduzirmos a hipotese ¢ deduzimos uma contradigdao simbolicamente denotada
por L, entdao podemos deduzir —¢ ndo dependendo mais da hipdtese ¢ que pode ser

cancelada.

¢ —¢ - : ,
[-E] ——— , se ja deduzimos ¢ e — ¢, podemos deduzir .

P

3) Esquema Ex Falso Quodlibet

1
[Efq] Z , se ja deduzimos uma contradicdo L, entdo podemos deduzir .

4) Esquema Redutio Ad Absurdum

(=¢)

L

¢

contradi¢do L, entao podemos deduzir ¢.

[Raa] , se ao introduzirmos a hipdtese —¢ deduzimos uma

5) Esquemas para a eliminagdo/introducdo de quantificadores
a) [31] %, t é livre para x em . Estabelece que se ja deduzimos ¢ para pelo menos
um valor da varidvel x, entdo podemos deduzir Ix¢.

w .<p1’§)

Ix

b) [JE] = , v € uma variavel que ndo ocorre antes nem em w.
w

Estabelece que se ja deduzimos dx¢ e ao introduzir uma nova variavel que ndo ocorreu
. X . ~ .
antes em @ nem ocorre em w, podemos a partir de ¢} deduzir w, entdo podemos deduzir

w ndo dependendo mais da hipdtese @; que pode ser cancelada.

c) [V E] t é livre para x em . Estabelece que podemos deduzir ¢f, com t livre

x
t

para x em @, se ja deduzimos anteriormente Vx¢.
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@)

X
d [VI] \;":’(p , v & uma variavel que ndo ocorre antes. Se ao introduzirmos uma nova

variavel v podemos deduzir ¢}, entdo podemos deduzir ¢ para todos os valores de x.

Definicao de Demonstragao
Numa linguagem de primeira ordem £ com a possibilidade de conter o simbolo de
igualdade, se @, @1, ... @n, sdo fbf’s de £, entdo uma demonstracdo de ¢ a partir de
hipéteses @i, ... @n, € uma sequéncia de finita de 64, ..., 8k, de fbf’s que verificam, para 1 <
j <k, o seguinte:
- 6j € { @1, ..., ©n } € uma hipotese, ou
- §j resulta de um esquema de deducdo natural em que §j é uma hipdtese nesse
esquema e que deve ser eliminada mais tarde por resolucao desse esquema, ou
- §j deduz-se da aplicagdo de um esquema de dedugdo natural a uma ou mais fbf
contidas na sequéncia 8;, ..., 6k-1.
e

-6k = .

Se existir uma sequéncia de fbf’s ¢, @1, ... ¢n do calculo de proposi¢des numa linguagem de
primeira ordem £, em que possamos demonstrar ¢ a partir de @, ... @n, denotamos esse
facto por:

@1, ., Pn L @
Se essa demonstrag¢do nao existir denotamos esse facto por:

@1, ., On L@
Se existir uma demonstracao de ¢ que ndo dependa de qualquer hip6tese diremos que
@ é um teorema da linguagem de primeira ordem £, e denotamos esse facto por:

Fc .

Quando ndo ha risco de ambiguidade sobre a linguagem em que estamos a fazer as

demonstracdes omite-se a referéncia a L:

QL .., @ @1, ..,OnF Qe .
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Nas demonstracdes da linguagem de primeira ordem utilizam-se também as notacdes de
Gentzen, Fitch e Lemmon.

Podemos encontrar na literatura especializada as estratégias de demonstracdo para os
casos em que as varidveis estao quantificadas.

Todas as demonstragdes ja mencionadas anteriormente para o calculo de proposi¢cdes bem
como as consequéncias légicas na semantica do calculo de proposicdes e as consequéncias
légicas na semantica das linguagens de 12 ordem, tém as suas demonstracoes

correspondentes nas dedug¢des naturais das linguagens de primeira ordem.

Além das mencionadas acima temos:
a) Generalizagdo universal
F @ =VXep, sexndoocorre livre em .
b) Generalizagio existencial
F @f = 3Ix@, setélivre paraxem .
c) Instanciagdo universal
FVxe = @f, setélivre paraxem @.
d) Instanciagdo existencial
F3xp = ¢, sexndoocorreem .
e) Implicagdo existencial

FVxp = 3x@

225 Leis de De Morgan®®
Negacado da quantificacao:
a) AVxeeIx—e
VXS IAXE
b) —3AXQES VXA
—IXQS VXY

46 Com possivel dupla negaco.
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Adequacao

Numa linguagem de primeira ordem £, eventualmente incluindo simbolo de igualdade:
Se@1,..0nFc@ entdo @1, .. PnFEL @

Significa que em £ toda a demonstragdo do sistema de dedugao natural é um argumento

valido.

Consisténcia
Numa linguagem de primeira ordem L, ndo existe uma fbf ¢ dessa linguagem para a qual

se possa demonstrar @ e = .

Consisténcia absoluta
O sistema de deduc¢do natural de uma linguagem de primeira ordem £ é absolutamente

consistente, ou seja, nem todas as fbf’s dessa linguagem sdo demonstraveis.

Completude

Se L é uma linguagem de primeira ordem eventualmente incluindo o simbolo de
igualdade temos:

Se ©@1,..PnEL@ entao @1, .. nkL@.

Este teorema significa que todo o argumento valido de £ é demonstravel no sistema de
deducgdo natural de L.
Para um estudo mais aprofundado do Calculo de Predicados incluindo demonstragoes
que aqui omitimos pode consultar-se:
- Introduction to Mathematical Logic: E. Mendelson 1997 Chapman & Hall, (Fourth Edition).
- Mathematical Logic.: J. R. Shoenfield 2001 A K Peters

- Mathematical Logic I: Propositional Calculus, Boolean Algebras, Predicate Calculus,
Completeness Thorems: R. Cori e D. Lascar 2000 Oxford University Press

- Fundamentos de Légica e Teoria da Computacdo - Segunda Edicdo : A. Sernadas e C.

Sernadas 2012 College Publications, London
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1. Anexo 1

Tabela Comparativa das metas de LTC entre a Consulta Publica e a Versao Homologada

Consulta Publica

Versao Homologada

1. Operar com proposigcoes

1. Operar com proposicoes

1. Designar por «proposicdo» toda a expressao p
suscetivel de ser «verdadeira» ou «falsa», designar
estes atributos por «valores logicos» e por
«Principio do terceiro excluido» o facto de apenas
se considerarem como proposigGes as expressdes a
que se atribua um daqueles dois valores logicos.

1. Designar por «proposi¢cao» toda a expressdo p
suscetivel de ser «verdadeira» ou «falsa», designar
estes atributos por «valores logicos».

2. Saber que uma proposicdo ndao pode ser
simultaneamente verdadeira e falsa e designar esta
propriedade por «Principio de ndo contradigdo».

2. Saber que uma proposicdio ndo pode ser
simultaneamente verdadeira e falsa e designar esta
propriedade por «Principio de ndo contradigdo».

3. Saber, dadas proposi¢des p e g, que «p é
equivalente a g» é uma proposicdo, designada por
«equivaléncia entre p e g», que é verdadeira se e
somente se p e g tiverem o mesmo valor logico e
representa-la também por « p & g».

3. Saber, dadas proposi¢des p e g, que «p é
equivalente a q» é uma proposicdo, designada por
«equivaléncia entre p e g», que é verdadeira se e
somente se p e g tiverem o mesmo valor ldgico e
representa-la também por « p & g».

4. Identificar proposicbes p e g como
«equivalentes» quando a proposicdop & q for
verdadeira, e utilizar também a notagdo «p & g»,
quando ndo for ambigua, para indicar que a
proposi¢do p & q é de facto verdadeira, ou seja,
gue as proposicées p e g tém o mesmo valor légico.

5. Saber, dada uma proposicao p, que «ndo p» é
uma proposi¢do, designada por «negacdo de p»,
que é verdadeira se p for falsa e é falsa se p for
verdadeira e representd-la também por «~p».

4. Saber, dada uma proposi¢do p, que «ndo p» é
uma proposi¢do, designada por «negacao de p»,
que é verdadeira se p for falsa e é falsa se p for
verdadeira e representd-la também por «~p».

6. Justificar que ~(~p) © p, designando esta
propriedade por «lei da dupla negagdo», e que,
dada uma proposicdo g, p © q se e somente
se ~p & ~q.

5. Justificar que ~(~p) © p, designando esta
propriedade por «lei da dupla negagao».

7. Saber, dadas proposicdes p e g, que «p e g» é
uma proposi¢do, designada por «conjung¢do de p e
g», que é verdadeira se e somente se p e q forem
simultaneamente verdadeiras, e representa-la
também por «p A g».

6. Saber, dadas proposi¢cdes p e g, que «p e g» é
uma proposi¢ao, designada por «conjung¢do de p e
g», que é verdadeira se e somente se p e q forem
simultaneamente verdadeiras, e representa-la
também por «p A g».

8. Saber, dadas proposicdes p e g, que «p ou g» é
uma proposi¢do, designada por «disjun¢do de p e
g», que é falsa se e somente se p e q forem
simultaneamente falsas, e representa-la também
por «p V g».

7. Saber, dadas proposicdes p e g, que «p ou g» é
uma proposi¢do, designada por «disjuncdo de p e
g», que é falsa se e somente se p e g forem
simultaneamente falsas, e representa-la também
por «pVqg» e justificar que pV~p é uma
proposigao verdadeira, designando esta
propriedade por «Principio do terceiro excluido».

9. Saber, dadas proposi¢cGes p e g, que «p implica gq»
é uma proposicao, designada por «implicagdo entre
p e g», que é falsa se e somente se p for verdadeira
e q for falsa, representa-la também por «p = g»,
designar p por «antecedente» e q por
«consequente» da implicagdo e utilizar também a

8. Saber, dadas proposi¢Ges p e g, que «p implica g»
é uma proposicao, designada por «implicagdo entre
p e g», que é falsa se e somente se p for verdadeira
e q for falsa, representa-la também por «p = ¢g»,
designar p por «antecedente» e g por
«consequente» da implicagdo e reconhecer, dada
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notagdo « p = g», quando ndo for ambigua, para
indicar que a proposicdo é de facto verdadeira, ou
seja, que se p for verdadeira g também o é.

uma proposi¢aor,quese p => geq = 1 entdop =
T.

10. Saber que, por convengdo, em qualquer
sequéncia de operagles ldgicas, a menos de
utilizagdo de parénteses, se respeitam as seguintes
prioridades: negacdo; conjun¢do e disjungdo;
implica¢do e equivaléncia.

9. Saber que, por convengdo, em qualquer
sequéncia de operagbes ldgicas, a menos de
utilizagdo de parénteses, se respeitam as seguintes
prioridades: negagcdo; conjung¢do e disjungao;
implicagdo e equivaléncia.

11. #Justificar, dadas proposicBes p e g, que a
proposi¢do ~ (p = q) é equivalente a proposi¢do
pA~q e provar que a proposicio p=>q €
equivalente a proposicdo ~ p V q.

10. #Provar, dadas proposicGes p e g, que a
proposi¢do ~ (p = q) é equivalente a proposi¢do
p A~ q.

12. #Justificar que a proposicdo p & q é
equivalente a proposicdo (p Aq) V (~p A~ q).

13. #Provar, dadas proposicdes p e g, que a
proposi¢cdo p & q é verdadeira se e somente se
p=>q e q=p forem ambas proposicoes
verdadeiras (ou seja, ((peq) & ((p =>q)A
(qg= p)) ), e designar esta propriedade por
«principio da dupla implicacdo».

11. #Provar, dadas proposicGes p e g, que a
proposi¢cdo p & q é verdadeira se e somente se
p=>q e gq=p forem ambas proposicdes
verdadeiras, e designar esta propriedade por
«principio da dupla implicagcdo».

14. #Provar, dadas proposi¢ées p,gerquep = pe
que (=229 A(@=>r))= (p=r) designando
estas propriedades respetivamente por
«reflexividade» e «transitividade» da implicacdo.

15. #Provar, dadas proposi¢Ges p,qer, quep < p,
que (pe g =>@epeque (pegnr(@e
r)) = (p © r) designando estas propriedades
respetivamente por «reflexividade», «simetria» e
«transitividade» da equivaléncia.

16. #Provar, dada uma proposicdio p e
representando por V (respetivamente F) uma
qualquer proposicdo verdadeira (respetivamente
falsa),quep AV & p,pVV & V,pVF ©pepA
F & F, por este motivo designar V por “elemento
neutro da conjung¢do” e “elemento absorvente da
disjungao”, F por “elemento neutro da disjunc¢ado” e
“elemento absorvente da conjuncdo” e justificar
quep > VequeF = p.

12. #Provar, dada uma proposicdo p e
representando por V (respetivamente F) uma
qualquer proposicdo verdadeira (respetivamente
falsa),quep AV & p,pVV S V,pVF ©pepA
F e F.

17. #Provar, dadas proposicbes p e g, que ~
@A) © (~p)V(~q) e que ~(pVq) & (~
p) A(~ q) e designar estas equivaléncias por
«Primeiras Leis de De Morgan».

13. #Provar, dadas proposicbes p e g, que ~
@A) e (~p)V(~q) e que ~(pVaqg) e (~
p) A(~ q) e designar estas equivaléncias por
«Primeiras Leis de De Morgan».

18. #Provar, dadas proposicées p, g e r, que sao
verdadeiras as proposi¢cbes (p Ag) AT & pA(g A
), pAqeqAp, PAQ VTS (PVT)A(QV
r), e pAp S p , bem como as que se obtém
permutando em todas as ocorréncias os simbolos
«A» e «V» , e designd-las respetivamente por
«associatividade», «comutatividade»,
«distributividade» e «idempoténcia».

14. #Provar, dadas proposi¢ées p, g e r, que sao
verdadeiras as proposices (p AqQ) Ar & pA(q A
), pAgeqApe@AQVre (PVr)A(@QV
r), bem como as que se obtém permutando em
todas as ocorréncias os simbolos «A» e «V» , e
designd-las respetivamente por «associatividade»,
«comutatividade», «distributividade».
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19. #Provar, dadas duas proposicGes p e g, que a
proposicdop = q é equivalente a proposigdo ~
q = ~ p e designar esta ultima implicagdo por
«implicagdo contra-reciproca da implicagdop = ¢q
».

15. #Provar, dadas duas proposicGes p e g, que a
proposicdop = q é equivalente a proposi¢do ~
q = ~ p e designar esta ultima implicagdo por
«implicagdo contrareciproca da implicacdop = ¢q
».

20. +Simplificar expressdes envolvendo operagdes
com proposi¢des, substituindo-as por proposi¢cdes
equivalentes envolvendo menos simbolos, e
determinar o respetivo valor légico sempre que
possivel.

16. +Simplificar expressGes envolvendo operagdes
com proposicdes, substituindo-as por proposi¢des
equivalentes envolvendo menos simbolos, e
determinar o respetivo valor légico sempre que
possivel.

2. Relacionar condi¢Oes e conjuntos

2. Relacionar condi¢Ges e conjuntos

1. Designar por «expressao proposicional» ou por
«condigcdo» uma expressdo p(x) envolvendo uma
variavel x tal que, substituindo x por um objeto a, se
obtém uma proposigdo p(a).

1. Designar por «expressdao proposicional» ou por
«condigdo» uma expressdo p(x) envolvendo uma
variavel x tal que, substituindo x por um objeto a, se
obtém uma proposicdo p(a).

2. Saber, dada uma condigdo p(x), que «qualquer
que seja x, p(x)» é uma proposicdo que é
verdadeira quando e apenas quando se obtém uma
proposicao verdadeira sempre que se substitui xem
p(X) por um objeto arbitrério a, representa-la por
«Vx,p(x)», e designar o simbolo «V» por
«quantificador universal».

2. Saber, dada uma condicdo p(x), que «qualquer
que seja x, p(x)» é uma proposicdo que é verdadeira
guando e apenas quando se obtém uma proposicdo
verdadeira sempre que se substitui x em p(x) por
um objeto arbitrario, representa-la por «Vx, p(x)»,
e designar o simbolo «V» por «quantificador
universal».

3. Identificar uma condig¢do p(x) como «universal»
se Vx, p(x) for uma proposi¢do verdadeira e como
«impossivel» se ~p(x) for uma condigdo universal,
e utilizar também a notagdo «Vx,p(x)»
(respetivamente «Vx,~ p(x)»), quando ndo for
ambigua, para indicar que a proposi¢do Vx,p(x)
(respetivamente  Vx,~p(x)) ¢é, de facto,
verdadeira, ou seja, que a condigdo p(x) é universal
(respetivamente impossivel).

3. Identificar uma condigdo p(x) como «universal»
se Vx,p(x) for uma proposi¢cdo verdadeira e
reconhecer que a disjun¢do de qualquer condigdo
com uma condi¢gdo universal é uma condicdo
universal.

4. Saber, dada uma condigdo, que «existe x tal que
p(x)» é uma proposicdo que é verdadeira se e
somente se, para pelo menos um objeto a, p(a) for
verdadeira, representa-la por «3Jx:p(x)» e
desighar o simbolo «3» por «quantificador
existencial».

4. Saber, dada uma condigdo, que «existe x tal que
p(x)» é uma proposicdo que é verdadeira se e
somente se, para pelo menos um objeto a, p(a) for
verdadeira, representa-la por «Ix:p(x)» e
designar o simbolo «3» por «quantificador
existencial».

5. Identificar uma condigdo p(x) como «possivel»
se 3x: p(x) for uma proposi¢do verdadeira e utilizar
também a notagdo «3x:p(x)», quando n3o for
ambigua, para indicar que a proposi¢do Jx: p(x) é,
de facto, verdadeira, ou seja, que a condigdo p(x) é
possivel.

5. Identificar uma condi¢do p(x) como «possivel»
se dx: p(x) for uma proposi¢do verdadeira, como
“impossivel” se ndo for possivel e reconhecer que
que a disjungdo de qualquer condi¢gdo com uma
condicdo possivel € uma condigdo possivel e a
conjungdo de qualquer condigdo com uma condigdo
impossivel é uma condigdo impossivel.
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6. Saber, dada uma condi¢do p(x), que a negagdo
da proposigdo Vx, p(x) é equivalente a proposi¢do
Jx: ~p(x), que a negacdo da proposi¢do Jx: p(x)
é equivalente a proposigdo Vx,~p(x), designar
estas propriedades por «Segundas Leis de De
Morgan», provar que uma delas pode ser deduzida
da outra e relacionar ambas, informalmente, com
as Primeiras Lei de De Morgan.

6. Saber, dada uma condi¢do p(x), que a negagdo
da proposigdo Vx, p(x) é equivalente a proposi¢do
Jx: ~p(x), que a negagdo da proposi¢do Jx: p(x)
é equivalente a proposicdo Vx,~p(x), designar
estas propriedades por «Segundas Leis de De
Morgan», reconhecendo-as informalmente em
exemplos, e justificar que a negacdo de uma
condicdo universal é uma condi¢cdo impossivel e
vice-versa.

7. Representar, dada uma condi¢do p(x) e um
conjunto U, a proposi¢do Vx,x € U = p(x), por
«Vx € U, p(x)», justificar que ¢é verdadeira
guando e apenas quando se obtém uma proposicao
verdadeira sempre que se substitui x em p(x) por
um objeto arbitrdrio a pertencente a U e nesse caso
designar p(x) por «condi¢do universal em U » e
uma condicdo tal que Vx € U,~p(x) por
«condig¢do impossivel em U ».

7. Representar, dada uma condigdo p(x) e um
conjunto U, a proposi¢do Vx,x € U = p(x), por
«Vx € U, p(x)», e no caso de ser verdadeira,
designar p(x) por «condigdo universal em U».

8. Representar, dada uma condi¢do p(x) e um
conjunto U, a proposicdo Jx:x € U Ap(x) por
«3Jx € U:p(x)» e justificar que é verdadeira se e
somente se, para pelo menos um objeto a
pertencente a U, p(a) for verdadeira.

8. Representar, dada uma condigdo p(x) e um
conjunto U, a proposicdo Jx:x € U Ap(x) por
«3Jx € U:p(x)» no caso de ser verdadeira designar
p(x) por «condigdo possivel em U» e, no caso
contrario, por «condigdo impossivel em U».

9. +Reconhecer, dada uma condigdo p(x) e um
conjunto U, que a negac¢do da proposi¢ao Vx € U,
p(x) é equivalente a proposigdo 3x € U: ~ p(x) e
a negacdo da proposicdio 3Ix € U:p(x) ¢é
equivalente a proposicdo Vx € U, ~ p(x).

9. +Reconhecer, dada uma condigdo p(x) e um
conjunto U, que a negac¢do da proposi¢ao Vx € U,
p(x) é equivalente a proposigdo Ix € U: ~ p(x),
que a negagdo da proposicdo Ix € U:p(x) é
equivalente a proposicdio Vx €U, ~p(x) e
designar um elemento a € U tal que ~ p(a) como
um «contraexemplo» para a proposi¢ao Vx € U,

p(x).

10. Representar, dada uma condigdo p(x), por
«{x:p(x)}» um conjunto A tal que Vx,x EA &
p(x), designando a igualdade A = {x: p(x)} por
«definicdo em compreensdo do conjunto A pela
condigdo p(x)».

10. Representar, dada uma condigdo p(x), por
«{x:p(x)}» um conjunto A tal que Vx,x EA &
p(x), designando a igualdade A = {x: p(x)} por
«definicgdo em compreensdo do conjunto A pela
condigdo p(x)».

11. Saber, dados conjuntos A e B, que A=B se e
somentese Vx,x EA S x EB.

11. Saber, dados conjuntos A e B, que A=B se e
somentese Vx,x EA S x €B.

12. Justificar, dados conjuntos A = {x: p(x)}e B =
{x: q(x)}, que A=B se e somente se Vx,p(x) &

q(x).

13. Designar, dado um objeto a e um conjunto A, a
por «elemento de A» quando a € A, dados objetos

a, ... ,a, representar por «{a;, ..,ag}» o
conjunto A cujos elementos sdo exatamente
ai, ... ,a; e designar a igualdade A = {ay, ... ,a;}

por «definicdo em extensdo do conjunto A de
elementos ay, ... , ag».

12. Designar, dado um objeto a e um conjunto A, a
por «elemento de A» quando a € A, dados objetos

ay, ... ,q, representar por «{ay,..,ap}» o
conjunto A cujos elementos s3o exatamente
a, ... ,a; e designar a igualdade A = {a,, ... ,a;}

por «definicdo em extensdo do conjunto A de
elementos ay, ... , ag».
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14. Identificar, dada uma condi¢do p(x) e um
conjunto U, o conjunto {x:p(x) Ax € U} como
«conjunto definido por p(x) em U» (ou «conjunto-
solugdo de p(x) em U») e representd-lo também
por «{x € U: p(x)}».

13. Identificar, dada uma condigdo p(x) e um
conjunto U, o conjunto {x:x € U Ap(x)} como
«conjunto definido por p(x) em U» (ou «conjunto-
solugdo de p(x) em U») e representd-lo também
por «{x € U: p(x)}».

15. Identificar, dados conjuntos A e B, o «conjunto
unido (ou reunidao) de A e B » e o «conjunto
intersecdo de A e B» respetivamente como A U
B={x:x€eAvx€eB}eAnB={xix€AAXE
B}.

14. Identificar, dados conjuntos A e B, o «conjunto
unido (ou reunido) de A e B » e o «conjunto
interse¢do de A e B» respetivamente como AU B =
{x:xeAvxeB}eAnB={x:x € ANx € B}.

16. Justificar, dadas condigbes p(x) e q(x) e um
conjunto U, que o conjunto definido pela condigdo
p(x)Vq(x) em U, é igual a {x e U:p(x)}N{x €
U:q(x)}.

17. Justificar, dadas condigdes p(x) e q(x) e um
conjunto U, que o conjunto definido pela condigdo
p(xX)Aq(x) em U é igual a {xeU:p(x)}n
{x e U: q(x)}.

18. Identificar, dados conjuntos A e B, A como
estando «contido em B» («A € B») quando Vx, x €
A=>x€B , e nesse caso, designar A por
«subconjunto de B» ou por «uma parte de B».

15. Identificar, dados conjuntos A e B, A como
estando «contido em B» («A € B») quando Vx, x €
A=>x€B , e nesse caso, designar A por
«subconjunto de B» ou por «uma parte de B».

19. Reconhecer, dados conjuntos Ae B, que A € B
se e somente se AN B = A e se e somente se AU
B=B, AnNB=A e que o conjunto vazio esta
contido em qualquer conjunto.

20. Justificar, dado um conjunto U, que, para
qualquer subconjunto Ade U, ANU =A4,AUU =
U AU = Ae AN @ = @, designando, por este
motivo, para subconjuntos de U, o conjunto U por
«elemento neutro da intersecdo» e «elemento
absorvente da unido», e o conjunto vazio por
«elemento neutro da wunido» e «elemento
absorvente da intersegdao».

21. Justificar, dadas condi¢des p(x) e q(x) e um
conjunto U, que {x e U: p(x)} c {x € U: q(x)} se
e somente se Vx € U, p(x) = q(x).

22. Designar, dados conjuntos A e B, por «diferencga
entre A e B » o conjunto {x€EA:x€&B} e
representd-lo por A\B ou simplesmente por B
quando B € A e esta notagdo ndo for ambigua,
designando-o entdo por «complementar de B em
A».

16. Designar, dados conjuntos A e B, por «diferenga
entre A e B » o conjunto {x€EA:x€&B} e
representd-lo por A\B ou simplesmente por B
quando B c A e esta nota¢do ndo for ambigua,
designando-o entdo por «complementar de B em
A».

23. Justificar, dada uma condicdo p(x) e um
conjunto U, que o conjunto definido pela condicao
~p(x)emU éiguala U\{x € U: p(x)}.
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24. Justificar, dadas condi¢des p(x) e q(x), que a
proposicdo Vx,p(x) © q(x) é equivalente a
proposicdo, Vx, (p(x) = q(x)) A (q(x) = p(x)) e
designar uma demonstragdo da segunda
proposicdo por «demonstragdo por dupla
implicagcdao» da primeira.

17. Justificar, dadas condigbes p(x) e q(x), que a
proposicdo Vx,p(x) © q(x) ¢é equivalente a
proposicdo, Vx, (p(x) = q(x)) A (q(x) = p(x)) e
designar uma demonstragdo da segunda
proposicdo por «demonstracdo por dupla
implicagdo» da primeira.

25. Reconhecer, dados conjuntos A e B, que A=B se
e somente se AC B e BcC A, e designar esta
propriedade por «principio da dupla inclusdo».

18. Reconhecer, dados conjuntos A e B, que A=B se
e somente se ACc B e BC A, e designar esta
propriedade por «principio da dupla inclusdo».

26. #Provar, dado um conjunto U, que, para
quaisquer subconjuntos AeB deU, ANB =AU
B e AUB =ANB, onde A (respetivamente B)
designa o complementar de A (respetivamente de
B) em U e designar estas igualdades por «Leis de De
Morgan para conjuntos».

27. #Provar, dados conjuntos A, B e C, que sdo
verdadeiras as igualdades (AN B)NC=ANn (BN
C), AnNB=BnNA, (AnNnB)uC=(AuC)n
(Bu(C),eAn A=A, bem como as que se obtém
permutando em todas as ocorréncias os simbolos
«N» e «U», e designa-las respetivamente por
«associatividadey, «comutatividade»,
«distributividade» e «idempoténcia».

28. #Provar, dados conjuntos A, Be C, que A C A4,
que (AcB)A(Bc(C)=> (AcC(C) e designar
estas propriedades respetivamente por
«reflexividade» e «transitividade» da inclusdo.

29. +Reconhecer, dadas condigdes p(x) e q(x), que
a negacdo da proposicdo Vx,p(x) = q(x), é
equivalente a proposi¢do 3x: p(x) A ~q(x), istoé,
gue essa proposicdo é falsa se e somente se existir
a tal que p(a) é verdadeira e q(a) é falsa,
desighando a por «contraexemplo» para a
proposicao inicial.

19. +Reconhecer, condi¢des p(x) e q(x), que a
negacdo da proposicdo Vx,p(x) = q(x), ¢é
equivalente a proposi¢do 3x: p(x) A ~q(x), isto é,
gue essa proposicdo é falsa se e somente se existir
atal que p(a) é verdadeira e q(a) é falsa.

30. Justificar, dadas condi¢des p(x) e q(x), que a
proposicdo Vx,p(x) = q(x) é equivalente a

proposi¢do  Vx,~q(x) = ~p(x), designar a
segunda proposicdo por «contra-reciproco» da
primeira e uma demonstragdo da segunda
proposicdo por «demonstragdo por contra-

reciproco» da primeira.

20. Justificar, dadas condi¢des p(x) e q(x), que a
proposicdo Vx,p(x) = q(x) é equivalente a
proposi¢do  Vx,~q(x) = ~p(x), designar a
segunda proposicdo por «contrarreciproco» da
primeira e uma demonstracdo da segunda
proposicao por «demonstragao por
contrarreciproco» da primeira.

31. Justificar, dados subconjuntos A e B de um
conjunto U, que A € B se e somente se B c A.

3. Resolver problemas

3. Resolver problemas

1. +Resolver problemas envolvendo operagdes
Iégicas sobre proposigdes.

1. +Resolver problemas envolvendo operagdes
Iégicas sobre proposigdes.

2. +Resolver problemas envolvendo operagées
sobre condi¢Ges e sobre conjuntos.

2. +Resolver problemas envolvendo operacdes
sobre condi¢Ges e sobre conjuntos.
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1. Anexo 2
Posicao de Clairaut sobre Euclides citado por Rute da Cunha Pires

“E com Alexis Claude Clairaut (1713- 1765), que se dd prossequimento a postura antieuclidiana
de Ramus, que renunciava as exigéncias pelo rigor, e ao contrdrio, comeg¢ava a partir das
necessidades diddticas do aprendiz. Em 1741, publica Eléments de Géométrie onde se propde, no
contexto do empirismo do século XVII, a definir as condicbes que permitem ao estudante
iniciante em geometria adquirir um conhecimento a partir da observacdo e da experiéncia e de
colocar através de uma problemdtica bem definida, os métodos de raciocinio que lhes permitem
avangar neste conhecimento. E exatamente, neste livro, em sua apresentacdo, que Clairaut vai
exibir o seu pensamento sobre a apresentagdo da geometria por Euclides.

Ainda que a geometria seja uma ciéncia abstrata devemos confessar que as dificuldades
experimentadas pelos que comegcam a aprendé-la, procedem as mais das vezes da
maneira porque é ensinada nos elementos ordindrios. Logo no comego apresentam ao
leitor um grande numero de definicGes, de postulados, de axiomas e principios
preliminares, que so lhe parecem anunciar um estudo drido. As proposicbes que em
seguida vém, ndo fixando o espirito sobre objetos mais interessantes, e sendo, além disso
dificeis de conceber, acontece comumente que os principiantes se fatigam, se aborrecem,
antes de ter uma ideia clara do que se lhes queria ensinar. E verdade que, para obviar a
esta aridez, inerente ao estudo da geometria, alguns autores imaginam fazer sequir cada
proposicdo essencial o emprego que possa ter na prdtica. Mas desse modo sé se prova a
utilidade da geometria, sem muito facilitar os meios de aprendé-la; porquanto, vindo cada
proposicdo antes de seu uso, o espirito so cai em ideias sensiveis, depois de se haver
fatigado para apreender ideias abstratas. Algumas reflexées que fiz sobre a origem da
geometria, deram-me a esperanga de evitar esses inconvenientes, reunindo as duas
vantagens de interessar e esclarecer os principiantes. Pensei que esta ciéncia, como todas
as outras, fora gradualmente formada: verossimilmente, alguma necessidade é que
promoverd seus primeiros passos, e estes primeiros passos ndo podiam estar fora do
alcance dos principiantes, visto como principiantes foram dados (CLAIRAUT, 1909,
pdg.Ix,X).

Clairaut ndo deixa de fazer criticas a quem queira apresentar a geometria através de teoremas:

Conto, porém, que ele ha de ter ainda uma utilidade maior, acostumado o espirito a
investigar e a descobrir, porquanto cuidadosamente fujo de qualquer verdade sob a forma
de teoremas, isto é, proposicées em que se demonstra tal ou tal principio, sem indicar
como se chegou a descobri-lo. Se os primeiros matemdticos apresentaram suas
descobertas sob a forma de teoremas, foi sem duvida para dar a suas produgdes um
aspecto mais maravilhoso, ou para se eximir ao trabalho de retomar as ideias que os havia
guiado em suas pesquisas. (CLAIRAUT, 1909, pdg. X)

Ele também expde seu método:

Como quer que seja, muito mais propositado pareceu-me ocupar sempre meus leitores
em resolver problemas, isto é, em procurar os meios de fazer alguma operagdo ou de
descobrir alguma verdade desconhecida, determinando a rela¢Go que existe entre as
grandezas dadas e as grandezas desconhecidas, que nos propomos a achar. Seguindo este
método, os principiantes, a cada passo que os fazemos dar, percebem a razdo que move
o inventor, e podem assim mais facilmente adquirir o espirito da invencéo. Em alguns
passos destes elementos, talvez me censurem por me reportar demasiado ao testemunho
dos olhos, e por ndo me cingir bastante a exatiddo rigorosa das demonstracdes. Aos que
tal censura me fizeram, peco observem que s trato pela rama as proposicbes cuja
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verdade se patenteia, por pouco que nelas atentemos. Assim procedo sobretudo no
comego, em que mais vezes se encontram proposicées deste género. E isto fagco por haver
notado que os predispostos ao estudo de geometria gostavam um pouco de exercitar seu
espirito, ao passo que se desalentavam quando eram atochados de demonstragdes, por
assim dizer, inuteis. (CLAIRAUT, 1909, pag.Xl, XlI).

E sobre as demonstragdes, ele diz de Euclides:

Ndo nos surpreende que Euclides se dé ao trabalho de demonstrar que dois circulos
secantes ndo tém o mesmo centro e que um tridngulo encerrado em outro tem a soma
dos lados menor que a soma dos lados do triGngulo exterior. Este gebmetra tinha de
convencer sofistas obstinados, que se gloriavam de refutar as verdades mais evidentes,; e
entdo era preciso que a geometria tivesse, como a Idgica, o auxilio de raciocinios em
forma para tapar a boca a chicana. As coisas, porém, mudaram de face. Todo raciocinio
que recae sobre o que o bom senso de antemdo decide, é hoje em pura perda: so serve
para obscurecer a verdade e enfadar os leitores. (CLAIRAUT, 1909, pdg. Xll)
O livro de geometria de Clairaut é considerado uma obra prima pedagdgica. A apresentagéo da
geometria por Euclides €, para ele, antididdtica.”
(Pires, 2006)
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