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Resumo

O conceito de funcdo é um dos conceitos mais importante na matematica. Por conseguinte,
o estudo de fung¢des é um tema central no curriculo de matematica do ensino secundario

em Portugal.

Com as mudancas curriculares e programaticas que ocorreram no sistema educativo
portugués ao longo dos tempos, o tema relativo ao estudo de funcdes teve abordagens

diversas e perspetivas diferenciadas.

Partindo de uma retrospetiva histdrica, desde os anos 40 do século passado, e centrada
nas diversas abordagens deste conteldo especifico ao longo dos anos, analisaremos os

diversos programas, nos contextos educativos de cada época.

Recentemente ocorreram varias mudangas num curto periodo temporal, que tiveram
implicagGes quer nos conteudos a abordar, quer nos objetivos a atingir. Neste contexto,
procuraremos estabelecer comparagdes entre os mais recentes programas e documentos
curriculares, a luz do perfil do aluno a saida da escolaridade obrigatdria e com base na nossa

prépria experiéncia docente.

Paralelamente a este trabalho, e no ambito da teoria de conjuntos, apresentamos o
conceito de fun¢dao, dado como uma relagdo entre conjuntos baseada em determinadas

condigdes, e analisamos propriedades e caracteristicas das fungdes neste contexto.

Palavras-chave: fungdes, curriculo de matematica, ensino secundario, retrospetiva

histdrica, teoria de conjuntos
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Abstract

The concept of function is one of the most important concepts in mathematics. Therefore,
the study of functions is a central theme in high school mathematics curriculum in Portugal.
With the curricular and programmatic changes that have occurred in the portuguese
educational system over time, the theme related to the study of functions had different
approaches and different perspectives.

Starting from a historical retrospective since de 1940s and focusing on the various
approaches to this specific content over the years, we will analyze the various programs in
the educational contexts of each era.

Recently there have been several changes over a short period of time that have
implications for both the content to be addressed and the objectives to be achieved.

In this context, we will seek to draw comparisons between the most recent curriculum and
curriculum documents, based on student profile at the end of compulsory education and
based on our own teaching experience.

Parallel to this work, and within de set theory, we present the concept of function, given
as a relation between sets based on certain conditions, and analyze the properties and

characteristics of functions in this context.

Keywords: functions, mathematics curriculum, high school education, historical

retrospective, set theory
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Introdugao

Com esta dissertacdo, Conceito de func¢Go: fundamentos e lecionagdo, procuramos
encontrar respostas para algumas questoes relacionadas com a lecionacdo do estudo de
fungdes no ensino secunddrio. No desempenho docente dos ensinos basico e secundario,
deparamo-nos frequentemente com duvidas na preparacao dos conteudos a abordar e nas
estratégias pedagogicas mais adequadas. De facto, ndo obstante o dever de cumprimento
dos programas e metas curriculares em vigor em cada momento, muitas vezes o professor
estad rodeado de diversas fontes de informacdo e de materiais que podem, quando em
exagero, dificultar o trabalho. Ha, pois, que saber qual o melhor caminho a seguir com vista
a conseguir o sucesso dos alunos. Com as constantes mudangas programaticas e com a
nossa propria experiéncia pedagdgica, vamos também alterando certas abordagens. E
nesta “encruzilhada” entre o que devemos lecionar, de que forma é que o podemos fazer,
que recursos devemos utilizar, que muitas vezes nos encontramos. E também este o ponto

de partida para esta investigacao.

Neste sentido, e tendo em conta que

«Uma percecdo da histéria da matematica é essencial em qualquer discussdo sobre a
matematica e o seu ensino. Ter uma ideia, embora imprecisa e incompleta, sobre por que e
guando se resolveu levar o ensino da matematica a importancia que tem hoje sdo elementos
fundamentais para se fazer qualquer proposta de inovacdo em educagcdo matematica e
educacdo em geral. (...) A historia da matematica é um elemento fundamental para se perceber
como teorias e praticas matemadticas foram criadas, desenvolvidas e utilizadas num contexto
especifico de sua época.»

(D’Ambrosio, 2009: 29)



consideramos que, para se definir com clareza o melhor caminho a seguir, é essencial olhar
para o passado, analisar as decisdes tomadas, as praticas pedagdgicas e as experiéncias

efetuadas.

Deste modo, seguindo uma metodologia baseada na investigacdo histdrica e tendo como

base a andlise documental, este trabalho encontra-se dividido em dois capitulos distintos:

No primeiro capitulo procuraremos analisar os curriculos de matematica, particularizando
os conteudos relacionados com o estudo de funcdes. Assim, dividimos a andlise
primeiramente em dois periodos temporais distintos: antes e depois do ano 2000.
Comecamos entdo por trazer uma retrospetiva histérica da evolucdo do ensino do conceito
de funcdo desde os anos 40 até ao final do século XX, no ensino secundario em Portugal,
procurando sempre enquadrar o mesmo no contexto educativo de cada época e,
seguidamente, faremos a andlise dos programas de matemadatica e das mudancas
curriculares ocorridas ao longo do século XXI, até a atualidade, onde serdo analisados os
documentos curriculares em vigor, e procuraremos estabelecer comparagdes entre os

conteudos dos programas mais recentes, no que respeita ao estudo de funcgdes.

No segundo capitulo procuraremos aprofundar mais a tematica da teoria de conjuntos,
presente também nos atuais programas do ensino secundario, relacionando-a

precisamente com o estudo das fungdes.

Descrevendo mais detalhadamente o que se encontra nesta dissertacao, e relativamente
ao primeiro capitulo, a primeira das trés sec¢des que o compdem encontra-se dividida em
trés periodos: o primeiro periodo descreve os contelddos programaticos relativos ao tema
fungdes na década de 40, enquadrados no contexto politico e educativo da época; o
segundo aborda o periodo ocorrido desde o aparecimento do movimento da matematica
moderna em Portugal até ao final dos anos 80 e nele inclui-se uma breve descri¢cdo do
contexto politico e educativo em todo este periodo, as principais mudancas introduzidas
na educac¢ao, bem como a andlise dos sucessivos programas de matematica, com particular
incidéncia no estudo de fung¢des. O terceiro periodo desta primeira seccdao debrucga-se
sobre a reforma curricular ocorrida em 1991, onde analisaremos as principais mudancgas

efetuadas e os novos programas de matematica implementados.



Quanto a segunda seccdo do capitulo relativo ao estudo dos curriculos, comecaremos por
analisar o curriculo de matematica implementado em 2001 e que se manteve em vigor até
2014, correspondendo ao maior periodo de vigéncia de um programa depois do 25 de abril
de 1974. A analise sera feita tendo por base a visdo pretendida para o ensino da
matematica, os objetivos e os conteldos relacionados com o estudo de func¢ées. O periodo
seguinte analisara aimplementacdo do novo, e atual, programa de matematica e respetivas
metas curriculares, ocorrida em 2014. Procuraremos destacar as mudancas realizadas,
guer no que respeita aos conteudos, quer relativamente as estratégias e visao
implementadas. No terceiro e ultimo periodo desta seccdo abordaremos a introducdo dos
novos documentos curriculares em 2018: as aprendizagens essenciais. Faremos a analise e
comparacdo destas com o curriculo em vigor, salientando as principais mudancas
ocorridas. Esta analise sera feita a luz de um novo contexto curricular, baseado no perfil do
aluno a saida da escolaridade obrigatdria, documento oficial que também deverd ser tido

em conta no trabalho do professor.

Ainda no primeiro capitulo, a terceira e ultima seccdo corresponde a um resumo da
evolucdo da definicdo de funcdo nos diversos programas de Matematica, tendo em conta
os contextos curriculares de cada época, apresentada em quadro resumo, conjuntamente

com as indicagBes metodoldgicas a implementar em cada momento.

Na segunda parte deste trabalho procuraremos fazer uma abordagem do conceito de
fungcdo no contexto da teoria de conjuntos. Partindo da definicdo de relagdo e
particularizando para o conceito de fun¢do como sendo uma relagdo que satisfaz
determinadas condig¢des, procuraremos explorar a defini¢ao de fungao neste contexto. Nao
obstante grande parte dos conceitos matemadticos poderem ser formalizados em teoria de
conjuntos, esse estudo sai fora do ambito desta dissertacdo. No entanto, apds uma breve
introducdo a axiomatica da teoria de conjuntos, procuraremos analisar a forma como
habitualmente o estudo das fung¢des é introduzido ao nivel do ensino basico e secundario,
fazendo simultaneamente referéncias a sua formalizagdo em teoria de conjuntos ou

indicando referéncias onde tal formalizacao pode ser encontrada.






1. Os curriculos

1.1. Até ao ano 2000

1.1.1. Osanos 40

De acordo com Abrantes (1994), podemos considerar que, no inicio do século XX, a

|II

matematica era encarada ainda como “disciplina mental”, alicercada em conceg¢Ges antigas
e indo ao encontro de teorias psicoldgicas da época. Segundo estas, o estudo de certas
areas seria importante para o desenvolvimento de aptiddes em outros contextos. Um
exemplo disso é o estudo de geometria, que seria encarado como benéfico para quem
desejasse assumir posicdes de chefia. Tratava-se, portanto, de uma perspetiva

profundamente elitista, dirigida para uma minoria. A esmagadora maioria dos alunos

ficava-se pela aritmética elementar.

A partir da analise de Grosso (2005), constatamos que a importancia dada a matematica
relativamente as restantes componentes do curriculo era evidente no inicio do século, pois
na transicdo do século XIX para o século XX, era exigida a aprova¢gdo em matematica como
condicdo para a transicdo de ano. Ainda durante o primeiro quartel do séc. XX os curriculos
dedicavam sempre intervalos de tempo mais alargados para a realizacdao das provas de
exame de matematica. Estas distingdes foram desaparecendo dos documentos oficiais nas
reformas seguintes, “apesar de se continuar a representar esta disciplina como uma
espécie de gramatica do raciocinio, essencial e imprescindivel na educagdao secundaria”

(Grosso, 2005: 131).



Quanto aos métodos de ensino, todo o sistema é fortemente marcado pela memorizacao
e mecanizacdo (Ponte, 2002). A vertente pratica e utilitaria dos conhecimentos a ensinar
era valorizada e, com a reducdo dos curriculos, estes eram agora muito mais
pormenorizados, acompanhados de instru¢des e notas para que ndo surgissem quaisquer

ambiguidades na sua aplicacdo (Ferreira, 2004), de acordo com a ideologia vigente.

«Cada época valoriza diferentes objectivos de aprendizagem dos alunos — que variam a medida
gue variam as grandes finalidades da educa¢do. Ndao é a mesma coisa preparar elites para
frequentar o ensino superior numa sociedade obscurantista e ditatorial ou proporcionar uma
educagao para todos visando o exercicio da cidadania numa sociedade democratica.»

(Ponte, 2002: 2)

Em 1936, em pleno periodo da ditadura do Estado Novo, da-se a primeira reforma
marcante do ensino liceal em Portugal, segundo Ferreira e Mota (2014). Pelas maos do
recém-nomeado Ministro da Instrucdo Publica, professor Carneiro Pacheco, fica evidente
a intencdo politica da ditadura de transformar a escola num veiculo de transmissao da sua
doutrina (Aires & Vasquez, 2005). Uma das suas primeiras medidas consistiu em alterar a
denominac¢do do ministério que presidia passando este Ministério da Instrucdo Publica
para Ministério da Educacdo Nacional. Efetivou-se uma reforma no ensino primario,
caracterizada pela reducdao da escolaridade obrigatéria de cinco para trés anos e pela
criagcdo de postos de ensino, por forma a facilitar a luta contra o analfabetismo. Com a
publicacdo do Decreto-Lei n.2 20:604, de 9 de dezembro de 1931, ficam definidos os
objetivos dos postos de ensino: combater o analfabetismo nos lugares reconditos rurais a
mais de dois quilémetros dos centros onde havia escolas primarias, ensinando-se neles a
ler e a escrever, podendo lecionar-se até ao 1.2 grau de instrucdo primaria. A frente destes
postos foram colocados regentes, de nomeagao ministerial, escolhidos entre pessoas com
bom comportamento moral e civico, como descrito na legislacdo citada. Verifica-se aqui
gue a componente ideoldgica foi ficando cada vez mais evidente, quer na composi¢do dos
curriculos escolares, quer por imposi¢cao de um conjunto de frases de caracter moral nos

manuais escolares aprovados pelo Governo (Salgueiro, 2016).



«A reforma tinha como objectivo “ensinar bem a ler, escrever e contar”, no ambito da
afirmagdo de uma escola nacionalista, através da qual o ensino funcionava como instrumento
de afirmagdo do Estado Novo, de doutrinagdo moral dos jovens e como forma de combate ao
Republicanismo Liberal.»

(Salgueiro, 2016: 1)

No que respeita ao ensino liceal, a sua reestruturacao efetivou-se a 14 de outubro de 1936,
com a publicacdo do Decreto-Lei n.2 27:084, acabando com a distincdo entre curso geral e
curso complementar, e simultaneamente, com a bifurcacdo em letras e ciéncias, com base

nos argumentos presentes no referido decreto.

«Demonstrado, pelos numeros, que os liceus fornecem a muitos dos seus alunos a preparagao
cultural com que entram directamente na vida, a estrutura do respectivo ensino adquire uma
indiscutivel autonomia. E esta ha-de culminar-se em uma ac¢ao formativa completa, desde o
estimulo da faculdade de observagao e uma riqueza de erudigdao que nao asfixie o pensamento
até & emancipadora sistematizacdo mental, necessaria para a vida. E-se deste modo conduzido
a abandonar, por pedagogicamente irreal, a distingdo entre curso geral e curso complementar,
e a abandonar também, por prejudicial a uma grande parte da populagdo escolar, sem que se
tenha revelado util para a restante, a bifurcacdo do ensino em letras e ciéncias, que antes se
impoe substituir, no final do curso, pela sintese filoséfica dos conhecimentos adquiridos. »

(Preambulo do Decreto-Lei n.2 27:084, de 14 de outubro de 1936: 1235)

Uma das intengdes desta reforma de Carneiro Pacheco visava retirar como objetivo do
ensino liceal a preparagdo para o ensino superior, com uma clara inten¢ao da

desvalorizagao da instrugdo:

«0O ensino liceal integra-se na missao educativa da familia e do estado para o desenvolvimento
harmodnico da personalidade moral, intelectual e fisica dos portugueses nos termos da
Constituicdo, e tem por finalidade especifica dota-los de uma cultura geral atil para a vida.»

(Predmbulo do Decreto-Lei n.2 27:084 de 14 de outubro de 1936:1235)

Como consequéncia desta intencdo, verificou-se uma diminuicdo dos conteudos
programaticos e uma simplificacdo do esquema do curriculo escolar, acabando com a
bifurcacdo do curso liceal, como até ai (Aires & Vasquez, 2005) e surgindo os ciclos de

estudos.



«Dividido o curso liceal em ciclos, correspondentes a sucessdo dos métodos a empregar em
harmonia com a evolugdo da personalidade do aluno, arrumam-se as disciplinas pelos diversos
anos de cada ciclo, segundo as suas afinidades e na sequéncia que melhor se ajuste a ac¢do
formativa do ensino.»

(Predmbulo do Decreto-Lei n.2 27:084 de 14 de outubro de 1936: 1235)

Na referida legislacdo surge descrita a intencdo subjacente a estruturacdo por ciclos de

ensino e o objetivo primordial de cada um dos ciclos:

«a) No 1.2ciclo (1.2, 2.2 e 3.2 ano) o ensino serd essencialmente pratico e descritivo, destinado
a despertar no aluno a faculdade de observagdo e a definir a tendéncia do seu espirito;

b) No 2.2 ciclo (4.2, 5.2 e 6.2 ano) o ensino sera tedrico e experimental, destinado a enriquecer
o espirito do aluno com os conhecimentos mais importantes para a cultura geral;

c) No 7.2 ano o ensino visara a sistematizagdo mental de todos os conhecimentos adquiridos,
em volta de novos centros de estudos.»

(Decreto-Lei n.2 27:084 de 14 de outubro de 1936: 1237)

Quanto aos curriculos escolares, de acordo com Ferreira (2004), estes eram revestidos de
trés caracteristicas fundamentais: serem taxativos, reduzindo o papel do professor ao
minimo possivel; serem exequiveis, ou seja, ensinados no tempo designado para cada

disciplina) e serem coordenados, mantendo a sequéncia do ensino de ano para ano.

Analisados os programas de matematica do ensino liceal resultantes da reforma de 1936,
e que sdo apresentados no Decreto-Lei n.2 27:084, de 14 de outubro de 1936, observamos
qgue o estudo de fungdes é introduzido no 2.2 ciclo de estudos, e apenas no 6.2 ano, que

contemplava trés dominios: algebra, geometria e trigonometria.

6.2 ano

Algebra: Definicdo de funcio; classificacdo de funcdes e representacdo grafica de
algumas fungdes. Estudo intuitivo da fungdo exponencial e da sua inversa (logaritmo);

teoria algébrica dos logaritmos; logaritmos decimais, operacGes, uso das tabuas.

Tabela 1.1



Tendo em conta a estruturacdo do ensino liceal e a distribuicdo dos diversos dominios pelos

anos de escolaridade, verifica-se o caracter diminuto que o tema fung¢des assume na época.

No comentadrio do legislador é claro o papel do professor:

«Em todo este estudo deve o professor limitar-se ao desenvolvimento que o programa
comporta, abstendo-se de altas especulagdes, contrarias a indole do ensino liceal e superiores
a capacidade mental dos alunos destas classes.

Nunca serd demais encarecer a vantagem da resolugdo de numerosos exercicios; o professor
ndo esquecera que a assimilagdo de uma ciéncia sé é perfeita se a teoria e a pratica caminharem
a par, auxiliando-se e completando-se mutuamente.»

(Decreto-Lei n.2 27:084 de 14 de outubro de 1936: 1238)

Ao longo deste periodo sucederam-se pequenas alteracdes, correspondentes aos varios
ministros que assumiram a pasta da educacdo. No entanto, foi com Pires de Lima, em 1947,
gue se concretizou mais uma reforma curricular na estrutura do ensino liceal, e com ela,

nova alteracdo nos programas de matematica.

Voltou a adotar-se a organizacdo do ensino vigente antes de 1936, que contemplava o
curso geral dos liceus, com a duracgdo de cinco anos, e o curso complementar de dois anos,

com separacdo de letras e ciéncias, em regime de disciplinas.

Era evidente a intengdo, com esta reforma, da redugao dos programas, mantendo-se no
curso geral apenas o que era “Util e necessario como saber, como exercicio mental e como
elemento de formagao”, como consta no Decreto-Lei n.2 36:507, de 17 de setembro de

1947.

Sao publicados em 1948 os novos programas do ensino liceal. No que respeita ao estudo
das fungdes, a sua introducdo é feita agora no 3.2 ano do curso geral, com a introducdo de

alguns conceitos basicos:

3.2 ano
Algebra: (...) Nocdo elementar de varidvel e de funcdo, dada a partir de grandezas de

uso corrente; representacdo graficade y = ax edey =ax + b, em que a e b sdo

valores numéricos.

Tabela 1.2



Como nota ao programa para o 3.2 ano pode ler-se: “a representacdo grafica das funcdes
indicadas deve ser precedida da revisdo dos graficos do 1.2 ciclo que sirvam de base a este

estudo” (Decreto-Lei n.2 37:112, de 22 de outubro de 1948: 1164).

O estudo das funcGes é retomado e alargado no 6.2 ano, como se pode constatar na tabela
1.3, sendo também estendido a analise infinitesimal, no 7.2 ano, que havia sido retirada na

reforma anterior.

Assim, relativamente ao estudo das fungdes, temos a seguinte distribuicdo:

6.2 ano (Curso Complementar de Ciéncias)
Algebra: Nocdo elementar de varidvel e de fungdo; expressdo analitica de uma

funcdo; classificagdo das fungdes; fungdes inversas; representacao geométrica de
algumas fungdes. Infinitamente grandes; infinitésimos; infinitésimos simultaneos;
teoremas relativos ao produto e a soma de infinitésimos. Limite de uma varidvel;
limite de uma func¢ao; operagdes sobre limites. Nogao elementar de continuidade de

uma fungao.

Tabela 1.3

Nas notas complementares ao programa, é esclarecido que sdo apenas consideradas
fungdes de uma varidvel nao deixando, no entanto, de incluir “o caso em que ha uma
varidvel intermediaria e uma final (fungao de fungao)” (Decreto-Lei n.2 37:112, de 22 de

outubro de 1948: 1166).

7.2 ano (Curso Complementar de Ciéncias)
Algebra: (..) Problemas do 12 e 22 grau. O problema das tangentes e o das

velocidades; nocdo de derivada de uma fungdo num ponto; funcdo derivada.
Derivadas das func¢Ges algébricas e das fungdes circulares diretas; derivada da funcgdo

de fungdo.

Tabela 1.4
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Nas notas finais vem refletida a orientacdo a ser dada, no ambito de cada um dos temas de

estudo, bem como do grau de complexidade a atingir. Assim,

«0 estudo da algebra sera orientado de modo a levar o aluno a compreensdo de que este ramo
da matematica é uma generalizagdo da aritmética. A distribui¢do dos assuntos pelos diferentes
anos do ciclo foi feita de molde a introduzir em cada um deles novos centros de interesse que
em parte contivessem os dos anos anteriores, o que obriga a repetir e a ampliar os
fundamentos mais importantes da técnica do calculo. A aquisicdo desta técnica e a resolugdo
de problemas constituem a base do ensino da algebra elementar. [...] As nogdes de limite e de
infinitamente pequeno visam apenas a resolugdo de certos problemas geométricos —
determinagdo de alguns perimetros, areas e volumes — e o professor deve limitar-se ao
desenvolvimento indispensavel para atingir esta finalidade.»

(Decreto-Lei n.2 37:112, de 22 de outubro de 1948: 1167)

Segundo Ferreira e Mota (2014), a reforma de 1947, publicada apenas uma semana antes
do inicio do ano letivo, foi fortemente criticada. Das principais criticas, no seio da
Assembleia Nacional, estava o excesso de trabalho dos alunos devido a extensdo e

densidade dos programas, bem como o seu caracter enciclopédico.

«O cerne da critica estava centrado no excessivo tempo, todo o dia, que os alunos passavam
nos liceus e o trabalho que tinham de realizar em casa, na resolugdo de exercicios, na realizagao
de tarefas e no estudo de preparagao das aulas do dia seguinte. Para Albano de Magalh3des, a
nova reforma do ensino liceal afastava “os filhos do convivio da familia”, o que o levou a
considerar que a educacdo liceal tendia “para as pedagogias de tipo totalitario” quando a
prioridade da educagdo deveria ser dada aos pais (PORTUGAL, Diario das Sessdes da Assembleia
Nacional, n2 155, 1948).»

(Ferreira & Mota, 2014: 169)

Também no que respeita ao curriculo da matematica em particular, diversas vozes criticas
se fizeram ouvir. Uma delas a de Sebastido e Silva® que, apesar de se mostrar satisfeito com
areintroducdo do estudo das derivadas no ensino secundario, é bastante critico em relagao

a forma como os conteudos foram estruturados e sequenciados:

1 Sebastido e Silva (1914-1972) foi um matematico portugués que ainda hoje constitui uma referéncia no
ensino da matematica no nosso pais. Dirigiu durante mais de duas décadas o Centro de Estudos Matematicos
de Lisboa, onde contribuiu para a formacdo de professores. Na década de 1960 fez parte da Comissdo para a
Modernizacdo do Ensino da Matematica nos Liceus Portugueses, e organizou inimeros cursos de formacao
de professores de matematica. Publicou compéndios de matematica para os liceus e os respetivo guias de
utilizacdo que ainda hoje sdo uma referéncia incontornavel no ensino da matematica em Portugal.
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«A origem do conceito de limite conhece-a ja o aluno, através dos exemplos da geometria. Mas
a vantagem, a finalidade daquela delicada rede de defini¢Ges e de teoremas nao lhe surgira tdo
claramente ao espirito - se logo em seguida ndo se passar ao estudo das derivadas, Unica
aplicagdo que se faz da teoria dos limites no ensino secundario. De contrario, essa construgdo
légica, assim suspensa a meio do 6.2 ano, ha-de parecer-lhe um bizantinismo, uma daquelas
caturrices que se sofrem, mas ndo se compreendem. Eu estou certo de que o autor ou os
autores do programa ja se convenceram de que o capitulo das derivadas nao foi colocado no
lugar conveniente. De resto o estudo das derivadas deve ser feito em estreita conexdao com o
dos movimentos, na fisica. Introduzir o conceito matematico de derivada sem ter partido do
conceito mecanico de velocidade, e sem depois apresentar as multiplas concretizagbes da
mesma ideia na geometria e na fisica - € um erro grave de pedagogia. Com tal orientagdo
abstracta, o aluno ficard perplexo e frio, como diante de um corpo sem alma; ao passo que tudo
se ilumina, e o espirito se povoa de belas ressondncias criadoras, apenas se estabelece o
contacto com o mundo externo.»

(Silva, 1951: 4)

Em simultaneo surgem também criticas de outro proeminente matematico, Bento de Jesus
Caraga?, que visam sobretudo a forma como é ensinada a disciplina. Através do seu lugar
como coordenador da secc¢do pedagdgica da Gazeta de Matemdtica “procurou questionar
a tradicdo da memorizacdo e mecaniza¢cdo” (Ponte, 2002: 4). Para Ponte (2002) este era
um matematico que estava muito a frente do seu tempo identificando problemas e
apontando os caminhos do futuro. Muitas das reflexdes feitas por Bento de Jesus Caraca
sobre as questdes que se prendem com o ensino da matemadtica, quer os métodos, quer as

finalidades do ensino sdo bastante atuais.
Apesar das criticas que se fizeram sentir, o programa foi implementado.

Ainda com o Ministro Pires de Lima, e com a inten¢do de “introduzir algumas modifica¢cdes
nos programas do ensino liceal” (Decreto-Lei n.2 39 807, de 7 de setembro de 1954) com
vista a sua simplificacdo, procederam-se a algumas alteragGes programaticas,

principalmente no que respeita aos programas constantes do curso geral, permitindo

2 Bento de Jesus Caraga (1901-1948) também um célebre matematico portugués e professor universitario.
Foi co-fundador da Gazeta de Matemdtica. Publicou, entre outros, os Conceitos Fundamentais de
Matemdtica, uma obra unanimemente reconhecida como um elemento excepcional, pela sua metodologia e
clareza de exposicdo. E também reconhecida a projecdo de Bento de Jesus Caraca como intelectual n3o
elitista, que marcou o curto tempo em que viveu com notaveis intervencGes pedagdgicas, humanistas,
culturais e politicas, nunca descurando a sua funcdo de professor e educador.
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também uma maior adequacdo ao nivel de desenvolvimento dos alunos, tal como referido

no preambulo do referido decreto.

No que respeita ao estudo de funcgdes, as Unicas alteracdes surgem no 6.2 ano, e vao de
encontro as criticas feitas por Sebastido e Silva, quanto ao alinhamento dos temas no
programa. Assim, 0 6.2 ano do curso complementar de ciéncias, com a alteracdo proposta

em 1954, fica definido da seguinte forma:

6.2 ano (Curso Complementar de Ciéncias)
Algebra: Breves nogdes sobre as sucessivas generalizacdes do conceito de nimero;

representagdo geométrica do sistema dos nimeros reais. NUmeros complexos de
duas unidades; forma algébrica; igualdade, desigualdade e operagdes. Nogdo
elementar de varidvel e de fungdo; expressao analitica de uma funcao; classificagdo
das fungdes; fungles inversas; representacdao geométrica de algumas fungdes.
Infinitamente grandes; infinitésimos, infinitésimos simultaneos; teoremas relativos
ao produto e a soma de infinitésimos. Limite de uma varidvel; limite de uma fungao;
operagdes sobre limites. No¢do elementar de continuidade de uma fungdo. Derivada
de uma fungdo num ponto; fungdo derivada. Derivadas das fungdes algébricas.
Aplicagdo ao estudo da variagdo das fungdes nos casos mais simples. Propriedades
dos polindmios inteiros. Adicdo algébrica, multiplicacdo e divisdo de polinédmios.
Divisdo por (x-a); polindmio identicamente nulo; polindmios idénticos; principio das
identidades; método dos coeficientes indeterminados; regra de Ruffini. Frac¢Ges

algébricas. Simbolos de impossibilidade; simbolos de indeterminagao da

forma: . = -o=<: verdadeiro valor de uma expressdao que se apresenta sob a

forma indeterminada.

Tabela 1.5

Salientamos uma maior extensdo nos conteudos, comparativamente aos que se

encontravam em vigor.

Nas notas ao programa, é novamente referida a limitagdo do estudo a fung¢des de uma
variavel ndo deixando, no entanto, de incluir a fungdao composta. Também se estende este

estudo no caso das derivadas de uma funcgao.
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Para o 7.2 ano do curso complementar fica reservado o estudo da funcao exponencial e da

sua inversa.

7.2 ano (Curso Complementar de Ciéncias)
Algebra: (...) Funcdo exponencial de base a (a > 1 e expoente real); fungdo inversa.

Logaritmos decimais; uso de tabuas (de cinco decimais)

Tabela 1.6

J4 nesta época surgia a discussdo sobre o uso das tecnologias que se encontravam a
disposicdo dos alunos. Para Ponte (2002), Bento de Jesus Caraca tinha uma visao positiva
do uso das tecnologias em contexto de sala de aula, contrariando as correntes que veem
no uso destas a promocao da “preguica mental”. De facto, a visdo do ensino defendida por

Bento de Jesus Caraca, de um ensino para todos, incluia o uso das novas tecnologias.

«Duvidamos que as tabuas de logaritmos, como instrumento de trabalho, conservem por muito
tempo a soberania que tiveram. Em certos ramos de aplicagdo da Matematica a vida corrente,
a tdbua de logaritmos esta hoje de largo ultrapassada pela maquina de calcular [...].

Cada época cria e usa os seus instrumentos de trabalho conforme o que a técnica lhe permite;
a técnica do século XX é muito diferente da do século XVI, quando os logaritmos apareceram
como necessarios para efectuar certos calculos. O ensino do liceu que é, ou deve ser, para

todos, deve ser orientado no sentido de proporcionar a todos o manejo do instrumento que a
técnica nova permite.»

(Caraga, 1942:17)

Em 1962 é novamente publicado o programa que nao traz, no entanto, alteragées em

relacdo ao anterior.
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1.1.2. O movimento da matematica moderna

A primeira fase

O movimento da matematica moderna ocorre em Portugal a partir do final da década de
50. No contexto internacional, a pressdo para a modernizacdo do ensino da matematica ja
se fazia sentir e, com o lancamento do primeiro satélite artificial pela Unido Soviética,
comegou a questionar-se a necessidade de modernizar o ensino da matematica e das
ciéncias. Com grupos de trabalho formados, quer nos Estados Unidos da América, quer na
Europa, organizaram-se conferéncias e simpdsios, destacando-se o simpdsio internacional
de Royaumont, organizado pela Organisation Européene de Coopération Economique
(OECE - organismo que antecedeu a OCDE, Organizacdo para a Cooperagdo e
Desenvolvimento Econémico, fundada em 1960), com o objetivo de “discutir e promover

uma renovacao do Ensino da Matematica em todo o mundo” (Gongalves, 2007: 13).

Dessa conferéncia resultaram recomendacgdes concretas sobre o que deveria ser o ensino
da matematica, desde o ensino primario ao secundario bem como grupos de trabalho que
iriam colaborar com os paises, através da OECE, para concretizar as recomendacfes nos

diversos paises.

Em Portugal, em meados da década de 50, da-se uma nova reforma curricular, apds a
substituicdo na pasta da educagao do Ministro Pires de Lima por Francisco Leite Pinto.
Verifica-se nesta altura uma consciencializagao por parte da tutela da necessidade de se
estabelecerem relagGes entre a educagdo e a economia para, segundo Carvalho (1986) ir

de encontro as exigéncias do novo mundo, no contexto pds segunda guerra mundial.

Com este Ministro da Educacgdo foi estabelecido, em 1959, o Plano de Fomento Cultural,
que terda conduzido a conversagdes com organismos internacionais, nomeadamente a
OCDE, transformando posteriormente este projeto no Projeto Regional do Mediterraneo
(Carvalho, 1986). Daqui resultaram algumas alteragdes significativas no sistema de ensino,
como seja a duracdo de quatro anos no ensino primario, em vez dos trés anos que
vigoravam. Ainda sob a responsabilidade de Leite Pinto, José Sebastido e Silva foi convidado

para integrar a Comissdo Internacional do Ensino da Matematica, impulsionada na
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International Mathematical Union, em 1952, tornando-se membro da delegacdo oficial

portuguesa que integrou esta comissao.

De acordo com Carvalho (1986) a atuacdo de Leite Pinto ndo agradou a Salazar, que
procurava para esta pasta personalidades com formas de pensar mais préximas da sua.
Apbs a saida de Leite Pinto, tomou posse Manuel Lopes de Almeida, titular da pasta por
cerca de um ano e meio e de seguida Inocéncio Galvdo Teles, que se manteve no cargo por
seis anos, até 1968. Foi pelas maos de Galvdo Teles que foi publicado, em 1964, o relatério

do Projeto Regional do Mediterraneo.

Com este projeto, mantinham-se acesas as liga¢des internacionais no campo da educacdo,
gue fomentavam um ambiente propicio a alteracdes do sistema de ensino. Na verdade, de

acordo com Matos

«[...] com a entrada na esfera do poder de um grupo de personalidades do regime salazarista
adeptas de um reforgo da industrializagdo do pais, algo vai mudando na educagdo. Muito
vigiados (e limitados) pelos elementos mais conservadores do regime, vdo gradualmente
abrindo o caminho para um conjunto de alteragdes fundamentais na educagao: o alargamento
da escolaridade basica obrigatdria, a unificagdo curricular para todos os alunos dos primeiros
dois anos apds os quatro do ensino primario, a adopgado da co-educac¢do terminando com a
separacao entre os dois sexos na escola, a reforma do ensino universitario e em particular da
formagado de professores.»

(Matos, 2010: 138)

Em 1964, com o Decreto-Lei n.245810, de 9 de julho, foi alargada a escolaridade obrigatéria
para seis anos, para ambos os sexos e, a 2 de janeiro de 1967, foi criado o ciclo preparatdrio
do ensino secundario, que resultava de uma fusao do 1.2 ciclo do ensino liceal com o ciclo
preparatério do ensino técnico. Este ciclo tinha a duracdo de dois anos, ainda com
separacgdo de sexos e exigia a aprovacdao em exame da 4.2 classe. Apds o término do ciclo
preparatério, haveria um exame de aptiddo, de forma a selecionar os alunos para
continuarem os seus estudos no ensino liceal ou no ensino técnico. Com a criagdo do ciclo
preparatério do ensino secundario (com a designacdo de 1.2 e 2.2 anos), a estrutura do
ensino liceal também é alterada. O curso geral dos liceus passa para cinco anos e o curso

complementar (de letras e de ciéncias) tem a dura¢do de dois anos.
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Quanto aos programas que iriam vigorar no ciclo preparatério, foram aprovados a 9 de
setembro de 1968, pela Portaria n.2 23601. Surgem, pela primeira vez, programas

construidos tendo por base os pressupostos do movimento da matematica moderna.

O movimento da matemdtica moderna pode entdo ser definido em dois periodos distintos
(Ponte et al., 1997). Na década de 60, conduzido por Sebastido e Silva, teve lugar uma
primeira fase que se pode considerar experimental. Procurando difundir as suas ideias e
visdo sobre o caminho que o ensino da matematica deveria seguir, Sebastido e Silva tomou
a iniciativa de realizar um curso na Faculdade de Ciéncias de Lisboa que visava
essencialmente a atualizacdo de professores de liceu, podendo ser frequentado também
por qualquer aluno da instituicdo. Segundo Lima (1997), o curso teve lugar durante todo o

ano letivo de 1962/1963, revelando-se um sucesso.

«[...] mais de 150 professores foram sensibilizados para a necessidade de mudancga pela clareza
da exposicao, pelas notas pedagdgicas nelas inseridas, pelo interesse dos temas e pelo peso do
prestigio e da autoridade do mestre. »

(Lima, 1997:101)

No ano letivo seguinte, inicia-se uma experiéncia pedagoégica em trés liceus do pais: um de
Lisboa, outro do Porto e outro de Coimbra, que foi progressivamente alargada a outras
turmas do 3.2 ciclo do ensino liceal nos anos seguintes. Esta experiéncia pedagdgica,
realizada com base num protocolo entre a OCDE e o Ministério da Educacao Nacional,
denominado Projecto Especial STP-4/SP, previa a criagdo de trés turmas piloto no 3.2 ciclo
dos liceus portugueses (Lima, 1997). A experiéncia pedagdgica foi-se estendendo pelo pais
ao longo dos anos seguintes e, em 1969, funcionavam ja sessenta turmas-piloto do 6.2 e

7.2 anos em varios liceus do pais (Aires & Vasquez, 2005).

Como suporte tedrico a experiéncia pedagdgica, Sebastido e Silva redige um texto-piloto
em trés volumes, intitulado Compéndio de Matemdtica, que era acompanhado de dois
guias didaticos, um para cada ano do ensino complementar, designados por Guia para a
Utilizagdo do Compéndio de Matemadtica. Este conjunto de textos, que foram distribuidos

pelas escolas, no ambito da experiéncia pedagdgica que estava a decorrer, e elaborados
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no ambito da colaboracdo com a OCDE, traziam de novo matérias que até ai ndo tinham
sido abordadas nos programas implementados: iniciacdo a ldgica, estruturas algébricas,
algebra linear e probabilidades e estatistica, aliando a estas as tradicionais: iniciacdo a

analise infinitesimal, trigonometria, cdlculo algébrico, geometria analitica.

«Nos trés volumes do texto piloto é patente a preocupag¢do em introduzir novos temas e novas
abordagens de temas ja anteriormente leccionados, de forma a permitir uma maior
aproximagdo entre a Matematica do ensino secunddrio e a Matematica do ensino superior. Os
programas do ensino complementar (62 e 72 anos) sdo assim, profundamente alterados. O
novo programa experimental inclui como novos temas: Légica, Teoria dos conjuntos, Estruturas
algébricas, Numeros Complexos, Probabilidades, Estatistica, Calculo integral e Calculo
Numeérico Aproximado. Sdo mantidos alguns temas “classicos” como Calculo Diferencial,
Geometria Analitica e Trigonometria e é retirada a Aritmética Racional.»

(Aires & Vasquez, 2005: 113)

Para Ponte (2002) encontra-se na elaboracdo destes materiais uma posicdo equilibrada do
autor, relativamente a abordagem dos contelddos mais inovadores sem deixar descurar os

mais tradicionais.

«Estes materiais, escritos com grande elegancia e erudi¢do, revelavam uma posi¢do equilibrada
no que respeita a conteudos, proporcionando o tratamento de novos temas sem derrapar para
os extremismos formalistas que se assistia noutros paises e sem deixar cair o essencial dos
temas habitualmente tratados neste nivel. Ao contrario do que acontecia em muitos outros
paises, em que se privilegiava exclusivamente a perspectiva da Matemadtica pura, Sebastido e
Silva empenhava-se em mostrar a importancia das aplicacdes da Matematica, desenvolvendo
numerosos exemplos.»

(Ponte, 2002: 6)

Para Gongalves (2007: 147) “os compéndios e os guias estdo recheados de uma visao
pedagdgica impar, exposta com grande clareza e lucidez, intercalados com consideragées
culturais, histdricas e filosdéficas”, tratando-se de um conjunto de textos sem paralelo, no

contexto internacional da época.

Com a introducgdao da matematica moderna no ensino liceal, ndo se verificou apenas uma
mudanca na elaborag¢dao dos curriculos nem nos conteldos a abordar. Pela primeira vez

eram discutidos métodos de ensino, formas de transmissdo do conhecimento. Com o
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surgimento do movimento da matemadtica moderna, o método expositivo tradicional era
posto em causa. No Guia para a Utilizagdo do Compéndio de Matemdtica, de Sebastido e

Silva esta questdo fica bem clara, na sua introducdo:

«1. Amodernizagdo do ensino da matematica tera de ser feita ndo s6 quanto a programas, mas
também quanto a métodos de ensino. O professor deve abandonar, tanto quanto possivel, o
método expositivo tradicional, em que o papel dos alunos é quase cem por cento passivo, e
procurar, pelo contrario, seguir o método activo, estabelecendo didlogo com os alunos e
estimulando aimaginagdo destes, de modo a conduzi-los, sempre que possivel, a redescoberta.
2. A par da intuicdo e da imaginagdo criadora, ha que desenvolver ao maximo no espirito dos
alunos o poder de analise e o sentido critico. Isto consegue-se, principalmente, ao tratar da
definigao dos conceitos e da demonstragao dos teoremas, em que a participagdo do aluno deve
ser umas vezes parcial (em didlogo com o professor) e outras vezes total (encarregando cada
aluno de expor um assunto, apds preparagdo prévia em trabalho de casa).»

(Silva, 1975a: 11)

Verifica-se, com o movimento da matematica moderna, uma grande preocupagdo com os
métodos a aplicar para a transmissdo dos conteudos, onde o ensino “pela descoberta”, em
gue o aluno desempenha um papel ativo, era de facto privilegiado, permitindo que fossem
os proéprios alunos a redescobrir os conceitos. A forma como a matematica era ensinada
teve aqui uma mudanca de paradigma, constituindo, para Gongalves (2007: 7) um

“importante marco pedagdgico internacional”.

De acordo com Ponte (1997), podemos afirmar que o movimento da matematica moderna

procurou

«[...] (i) usar conceitos e processos unificadores para reestruturar os diversos topicos escolares
de um modo mais coerente, (ii) introduzir novos topicos que se considerava poderem ser
aprendidos pelos alunos e de valor nas novas aplicacdes desta ciéncia e (iii) eliminar alguns dos
tépicos tradicionais, considerados obsoletos.»

(Ponte et al., 1997: 49),

Com o recurso a uma linguagem comum e ao estudo de estruturas unificadoras, pretendia-

se que os alunos adquirissem uma visdao mais globalizante das ideias matematicas sem, no

entanto, comprometer as suas competéncias de calculo, procurando minimizar uma das
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principais dificuldades apontadas, que era o facto de ndo conseguirem relacionar

conteudos entre si.

A generalizagdo do movimento da matematica moderna foi espelhada na lei com a
publicacdo da Portaria n.2 23 601, de 9 setembro de 1968, que introduzia os contelddos
programaticos para o recém-criado ciclo preparatdrio. Na introducdo do referido

documento as referéncias sao claras:

«A actualizagdo do ensino de uma disciplina tera de ser encarada sob duplo aspecto: o da forma
e o do conteudo. No que se refere a disciplina de Matematica do Ciclo Preparatdrio, a
introdugdo de novos conteudos devera ser feita, por enquanto, com prudéncia e parcimdnia,
atendendo a que é necessario, primeiro que tudo, actualizar os agentes de ensino. Algumas
nogdes fundamentais da chamada «matematica moderna», tais como as de «conjunto»,
«elemento de um conjunto», «inclusdo», «reunido», «intersec¢do» e «conjunto
complementar», estdo ja a entrar nos habitos de ensino de grande numero de professores.
Trata-se de nogGes muito simples, que é facil e conveniente introduzir desde ja neste ciclo. Mas
ir muito além de tais nogdes, na inser¢ao de novos conteudos, ndo parece aconselhavel, pela
razdo indicada. Quanto ao problema da modernizagdao da forma, a situagdo ja é diversa. Na
realidade, tem-se vindo a registar, ha varios anos, nas escolas normais do nosso ensino
secundario, uma atitude de critica construtiva e um esforco permanente no sentido de dar
novos rumos a forma por que deva processar-se o ensino da Matematica, desde os primeiros
anos, inclusive no que se refere a linguagem e as relagdes professor-aluno. Trata-se portanto,
agora, de activar e, porventura, imprimir novos aspectos a esse movimento, cujo lema tem
sido: non nova sed nove [N3o coisas novas, mas (tratadas) de (modo) novo].»

(Portaria n.2 23 601, de 9 setembro de 1968: 1395)

Ainda da leitura da legislagao é visivel a mudancga relativamente a liberdade dada ao
docente para a gestao do programa, bem como ao material que devera ser utlizado na sala

de aula:

«Deve ainda salientar-se que a orientacdo didactica preconizada ndao impde normas rigidas:
aponta um alvo a atingir, por aproximacd&es sucessivas, e com possiveis modificagGes ulteriores,
deixando aos docentes e aos futuros autores de compéndios, aquela liberdade de iniciativa e
de concepcdo pessoal que deve caracterizar, na justa medida, toda a ac¢do pedagdgica. Convira
gue os compéndios se aproximem do tipo de cadernos, (...) e adaptando-se as exigéncias de um
método activo, tanto quanto possivel heuristico. (...) De resto, é preciso ndo esquecer que o
papel fundamental, no ensino, compete ao professor, a sua presenca viva, e que o livro
constitui apenas um instrumento de aprendizagem, entre varias outros que ndo devem de
modo nenhum ser menosprezados: os modelos (construidos, quando possivel, pelo aluno, em
coordenagdo com a disciplina de Trabalhos Manuais), os meios audiovisuais, etc.»

(Portaria n.2 23601, de 9 setembro de 1968: 1396)

20



Quanto as normas que estiveram na base da elaboracdo deste programa, descritas na
introducao da referida Portaria, destacamos o pressuposto de dar ao ensino da matematica
uma base concreta e intuitiva, na medida do possivel, partindo de exemplos préximos do
aluno que lhe permitird adquirir os conceitos matematicos e posteriormente aplica-los em
situacdes da vida corrente. E feita também referéncia a interdisciplinaridade, procurando
impulsionar o caracter abrangente do método matematico e indo de encontro a prépria
orientacdo geral que esteve na génese do ciclo preparatério. Outro objetivo deste
programa consistiu em eliminar os conteddos que anteriormente sobrecarregavam o 1.9
ciclo do ensino liceal, nomeadamente a geometria. Esta decisdo teve por base as
experiéncias no terreno bem como a comparagao com os programas de outros paises.
Verificou-se também uma alteracdo na ordem pela qual os conteidos sdo apresentados,
com o objetivo de valorizar aquele que é considerado o tema central deste ciclo: o estudo
dos numeros racionais. Procurou-se também modernizar a linguagem matematica, “sem,
todavia, provocar uma mudanca brusca relativamente as tradicbes do nosso ensino”

(Portaria n.2 23601, de 9 setembro de 1968: 1396).

Apresentamos na tabela 1.7 os temas que constituem o programa de matematica de cada

um dos anos do Ciclo Preparatorio:

Programa do Ciclo Preparatoério do Ensino Liceal

1.2 ano 2.2 ano
- Conjuntos e NUmeros I- Conjuntos e numeros inteiros
- Operagdes com numeros inteiros Il- Grandezas e nUmeros racionais
- Numeros Racionais - Elementos de geometria plana
IV- Calculo com decimais IV- Medicdo de areas
V- Medicdo de comprimentos V- Medicdo de volumes
VI- Medicdo de tempos VI- Medicdo de pesos e massas
VII- Medicdo de velocidades VII- Proporcionalidade
VIII- Introducdo concreta a geometria
IX- Elementos de geometria plana (com

referéncia a geometria do espaco)

Tabela 1.7
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Destacamos nos conteudos apresentados a introducdo da noc¢do de conjunto e de
elemento de um conjunto, ainda que de forma intuitiva, como é referido no programa.
Aqui é também introduzida a nog¢do de conjuntos construidos a partir dos seus elementos
e representados pela indicacdo destes entre chavetas, bem como exemplos de conjuntos
definidos por meio de propriedades num conjunto de referéncia (universo ldgico). Dos
conteudos enumerados consta ainda a referéncia aos conjuntos singulares e ao conjunto
vazio, que deverd ser introduzido a partir de propriedades irrealizaveis no conjunto de

referéncia. Estes conjuntos deverdo ser designados a partir da notacdo das chavetas.

No 2.2 ano do ciclo preparatério, propde-se uma revisao sistematizada destes conteudos,
com especial énfase para os conceitos de base e, no tema relativo a proporcionalidade
surgem os conceitos de correspondéncia univoca e biunivoca agora associados a conjuntos

de grandezas.

«Revisdo dos conceitos de «correspondéncia univoca» e de «correspondéncia biunivoca»,
introduzidos no 1.2 ano a propdsito da nogado de cardinal de um conjunto. Novos exemplos
variados, terminando com exemplos de correspondéncias entre conjuntos de grandezas. Por
exemplo: a cada corpo corresponde um determinado volume (correspondéncia univoca); ao
mesmo corpo corresponde uma determinada massa (correspondéncia univoca); assim, ao
volume de cada corpo corresponde a massa desse corpo mas esta correspondéncia pode ndo
ser biunivoca nem sequer univoca.»

(Portaria n.2 23 601, de 9 setembro de 1968: 1405)

O programa explora também exemplos de correspondéncias biunivocas (entre grandezas)
gue nao sao proporcionalidades, como a area de um circulo e o comprimento do seu raio
e é aqui introduzida uma primeira ideia de fungdo como correspondéncia univoca,
especialmente entre conjuntos de grandezas. Sdo também abordados os graficos

cartesianos.

A inclusdo do movimento da matematica moderna nos curriculos oficiais foi ocorrendo
sequencialmente, tendo os programas sido alterados, ano apds ano, a medida que os

alunos iam progredindo.
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Relativamente aos cinco primeiros anos do ensino liceal, Sebastido e Silva sugeriu que o
programa continuasse com a sua matriz classica, mas seguindo a influéncia do movimento
da matematica moderna, onde a introducdo de novos conceitos, ideias e linguagem era
feita de uma maneira gradual. No entanto, nos ultimos dois anos do liceu, “propos que o
programa fosse um estudo concentrado e sistematico de matematica moderna pura”

(Pedro, 2013: 42).

Apresentamos de seguida a estrutura dos conteludos proposta por Sebastido e Silva, nos
seus compéndios de matematica para o ensino complementar, correspondentes aos dois
ultimos anos do ensino liceal, dado que sdo os anos em que o estudo de funcbes é

desenvolvido:

6.2 ano do Ensino Liceal 7.2 ano do Ensino Liceal

I- Introdugdo a Légica Matematica I- Introdu¢do ao Calculo Diferencial: calculo

A Lbgica em termos de conjuntos
II- Geometria Analitica plana
[lI-NUmeros inteiros e calculo combinatério
IV-FungGes de uma variavel

V- Operagdes Bindrias. Grupdides

numérico aproximado; Teoria dos limites de
sucessoOes; Limites de fungbes de varidvel
real; derivadas.

Introducgdo ao Célculo Integral

Teoria Dedutiva dos NUmeros naturais

VI-Anéis e Corpos. Numeros Complexos. | IV- Introdugdo ao Calculo Vetorial
Algebras de Boole. V- Numeros Complexos na Forma
VII- Introducdo a Estatistica e ao Cdlculo de Trigonométrica
probabilidades VI- Transformacdes afins e aplicagdes lineares
VIl- Representacdo Analitica e aplicagGes
lineares e transformacdes afins
VIIl- Algebras de Aplicacdes Lineares e
AplicacGes de Matrizes
Tabela 1.8

Dedicaremos alguma atengdo ao capitulo IV do 6.2 ano: Fun¢des de uma Varidvel, pelo facto

de, como afirma o préprio Sebastido e Silva (1975a: 114) na introducdo do conceito de
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aplicacdo (ou funcdo) ter discordado da “maioria dos autores modernos para o ensino

secundario”, por razdes de ordem légica, mas sobretudo por razdes de ordem didatica.

O capitulo Fung¢dées de uma Varidvel continha os seguintes temas:

Capitulo IV. FUNGOES DE UMA VARIAVEL

1. Primeiros exemplos. ... ... ... . . i
2. Conceito geral de aplicagdo (ou fung@o de uma varidvel) ....
3. Dominio de existéncia duma expressdo ... ....covvunnanaans
4, Maneiras de definir uma fungdo. ldentidade de fungdes......
5. Extensdo e restrigdo duma aplicagdo .. .......cocviiinuannn
6. Contradominio duma aplicagdo. AplicacGes sobrejectivas .. ....
7. Aplicagfes biunivocas. . . ...ttt i i
8. Aplicacdo inversa duma aplicacdo biunfvoca................
9. Aplicagdo identidade. . ........ ... . . ... . i
10. Produto de duas aplicacées .............cciivinernnnanns
11. Produto duma aplicagdo pela identidade...................
12. Produto de duas aplicagbes inversasumadaoutra. . . ............
13. Aplicacdo inversa dum produto. ... ......cciiveuriaernaenns
14. Equipoténcia de dois conjuntos ................ Ceseseneen
15. Produto de trés ou mais aplicacdes. Poténcias de aplicagdes . .
17. Associatividade da multiplicagdo de operadores .............
18. Fungdes reais de varidvel real. . ... ........ciieiiiinnnnn,
18. Operacdes sobre fungdes de varidvel real ..................
20. Operador l6gico de explicitag80 ... ....ovvvverretnnnaannn
21. Fungdes definidas implicitamente; relagdes funcionais e fungdes
22. Fungdes PlUnvocas. .. ..ocie e ennneennsnacannannenanes

Figura 1.13

Partindo da andlise feita por Ponte verificamos que “o conceito de fungdao numérica foi
secundarizado, dando-se proeminéncia a no¢do mais geral de aplicagdao (com dominio num

conjunto de qualquer natureza)” (Ponte et al., 1997: 50).

Quanto a abordagem utilizada por Sebastido e Silva para a introducdo do conceito de
funcdo, o autor comeca por discordar da abordagem do movimento da matemadtica
moderna e explica-o no seu Guia (Silva, 1975a). Considera que, para estes autores “uma
funcdo (de uma varidvel) nada mais é do que uma rela¢do binaria R, funcional na 2.2

variavel, isto é, tal que:

% Imagem retirada do Compéndio de Matemdtica — volume I, de Sebastido e Silva, pagina 221
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em que D é o dominio da funcdo.” Sebastido e Silva questiona-se “Porqué funcional na
segunda variavel e ndo na primeira?” (Silva, 1975a: 114). Para o autor, trata-se de uma
convencdo artificial que conduz a distor¢des da linguagem natural, contrarias a aquisicao
e consolidagao dos conhecimentos e sem qualquer utilidade. Usando exemplos da prépria
lingua portuguesa, compara: “Seria como querer obrigar as pessoas a olharem soé para a

direita e nunca para a esquerda...”.

Segundo Sebastido e Silva, esta situacdo ocorre porque os autores modernos evitam a
nocdo de correspondéncia como “nog¢do primitiva”, considerando esta abordagem “de um
purismo ldgico exagerado”, comprometendo, do ponto de vista didatico, a abordagem
deste tema. Para ele, a nogcdo de correspondéncia é “bastante intuitiva” e deve ser

utilizada sem qualquer receio.

Outra consideracdo apresentada por Sebastido e Silva sobre esta questdo é o facto de o
conceito de funcdo poder surgir sob diversos aspetos, sugerindo que pode ser abordada
como operacdo ou transformacdo, que “faz passar do dado para o resultado”. Neste
sentido, utiliza mais uma vez aspetos da vida corrente, com humor, para estabelecer a
comparacdo: “um exemplo humoristico é o da maquina de fazer chourigos, das quais se diz

que entra por um lado o porco e saem por outro os chourigos”.

Este exemplo também é dado por Sebastido e Silva para sugerir aos professores que
apliguem situagdes deste tipo em contexto de sala de aula, cabendo aos docentes a
responsabilidade de “tornar o ensino vivo, atraente e alegre, sabendo usar o sentido do
humor sem quebrar a disciplina” (Silva, 1975a: 115). A questdo pedagdgica, de abordagem
de conteudos e da postura que o docente deve adotar na sala de aula é uma questao que

acompanha todo o trabalho de Sebastido e Silva, nos seus textos de apoio.
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A segunda fase

A segunda fase do movimento da matematica moderna em Portugal ocorre, segundo Ponte
(Ponte et al., 1997) a partir do inicio dos anos 70, numa época em que o contexto educativo
se preparava para novas mudancas. O ministro em func¢des era José Veiga Simdo que, numa
comunicacdo ao pais em janeiro de 1971, anuncia dois documentos de reforma do ensino:
o Projecto do Sistema Escolar e Linhas Gerais de Reforma do Ensino Superior, com o objetivo
de alcancar uma ampla discussdo publica (Aires & Vasquez, 2005). Para Carvalho (1986),
com a reforma de Veiga Simao foram aprovadas as bases a que devia obedecer a reforma
do sistema educativo, com a introducdo de algumas inovacdes de destaque: a inclusdo da
educacdo pré-escolar, passando agora o sistema educativo a estar dividido entre esta, a
educacdo escolar e a educacdo permanente; o aumento do ensino obrigatdrio de seis para
oito anos (primario e preparatoério de quatro anos cada um) e a diversificacdo da oferta do
ensino secundario, que é aumentado para mais um ano e composto por dois ciclos de dois
anos cada (o primeiro de caracter geral e o segundo, complementar). Para Carvalho (1986),
o Ministro da Educacdo foi alvo de muitas pressdes com vista a ndo concretizacdo destas
reformas, pelo aspeto inovador que constituiam, contrariando a corrente ideoldgica
vigente no Estado Novo. Apesar de aprovadas, muitas destas medidas ndo chegaram a ser

aplicadas, pela insuficiéncia de recursos materiais e humanos.

Foi neste contexto de reforma e experimentagao que se deu a revolugao de 25 de abril de

1974.

A generalizagdo do movimento da matematica moderna aos alunos de todos os niveis de
ensino corresponde entdo a segunda fase deste movimento em Portugal, e seria posta em
pratica em novos programas, a partir de outubro de 1972, ao abrigo do Decreto-Lei n.2 47
587, de 10 de margo de 1967. Para Ponte (2002), destaca-se nestes documentos a enfase
dada ao que era abstrato e formal, sem perder de vista o cdlculo. Verifica-se o
desaparecimento das aplicagdes da matematica, ao mesmo tempo que se da uma perda
de importancia dos conteldos que permitiam o desenvolvimento da intuicdo, “base da

compreensdo das ideias matemadticas” (Ponte, 2002: 7).
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Com a revolucdo de 25 de abril de 1974 sdo feitos reajustes aos programas, sendo
publicados pelo Ministério da Educacdo e Cultura novos programas para o ensino liceal,
para vigorarem nesse mesmo ano letivo que, com vdrios ajustes nos anos seguintes, se

mantiveram até 1991.

«Os programas de Matemadtica portugueses dos anos 70 e 80 sdo uma curiosa mistura
de Matematica formalista no estilo moderno com Matematica computacional no estilo
tradicional.»

(Ponte, 2002: 7)

Para Matos (2014) esta generalizacdo dos programas de matematica foi problematica. Se,
por um lado, é possivel encontrar indicios de esta ser uma experiéncia marcante para
muitos estudantes, por outro lado conduziu a preocupacdes e a insucesso. Logo a partir de
1969, com os primeiros anos de implementacdo no ciclo preparatério, foram levantadas
guestoes de ordem didatica, relacionadas com a coeréncia linguistica e o rigor matematico.
Quanto aos professores, Matos considera a possibilidade de muitos se sentirem
desconfortaveis com a lecionacdo de conteidos que ndo tinham experimentado
anteriormente, como a teoria de conjuntos, limitando a sua abordagem a teoria adquirida

em agOes de formacgao de curta duragao que terdo recebido na época.

Por outro lado, para Ponte (Ponte et al, 1997), ndo se verificaram nos programas
portugueses os extremismos encontrados noutros paises, no que respeita ao formalismo e
linguagem encontrados no movimento da matematica moderna, isto porque foi integrado

no novo curriculo muito do antigo ensino tradicional.

A partir de 1974, todo o sistema educativo e a prépria sociedade, procuravam adaptar-se
ao novo periodo da vida do pais. No que respeita ao ensino da matematica, a situagdo “era

dispersa e espelhava o que ocorria em todo o sistema educativo” (Matos, 2010: 153).

Nos anos seguintes, o ensino secundario foi reestruturado, passando a estar dividido em
dois blocos: o curso unificado, com uma duragdo de trés anos (7.2, 8.2 e 9.2 anos - este com
varias areas vocacionais) e o curso complementar subdividido em dois ciclos. O primeiro,

integrando 0 10.2 e 11.2 anos de escolaridade com um conjunto de disciplinas distribuidas
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por trés componentes (formacdo geral, formacdo especifica e formacdo vocacional). O
segundo ciclo, composto pelo 12.2 ano, encerra a formacado do ciclo anterior e teve o seu

inicio no ano letivo 1980/1981.

Com a decisdo de unificar os cursos gerais dos liceus com as escolas técnicas, em 1975, sdo
aprovados programas de matematica, da autoria de professores provenientes de ambos os
sistemas e seguindo ainda os pressupostos da matematica moderna. Para Matos (2010)
estes novos programas, que vigoram apenas por dois anos letivos, apresentam contetidos
muito préximos dos do curso geral dos liceus. As primeiras alteracdes ocorrem em 1977,
aparentemente como resposta a dificuldades na sua implementacdo, com a publicacdo de
novos programas de matematica. Nos anos seguintes surgem varias reformulacbes e
republicacOes dos programas, surgindo, segundo Matos (2010) os chamados programas

minimos.

«[...] uma listagem dos tdpicos que todas as escolas deveriam leccionar. A mensagem implicita
era a de que os tépicos que nao figuravam nestes Minimos seriam “opcionais” e os Programas
Minimos passaram, de facto, a Maximos.” Em 1980, mesmo estes Minimos sdo restringidos
(Direcgdo-Geral do Ensino Secundario, 1980a, 1980b, 1980c) e quase todos eles previam
explicitamente a revisdo de tematicas de anos anteriores, sugerindo, de algum modo, que a
sua leccionagdo nao teria sido bem conseguida.»

(Matos, 2010: 153)

Segundo Ponte (2002), o movimento da matemdtica moderna deixou marcas positivas no
ensino, como a renovag¢ao dos temas, uma abordagem mais atual dos conceitos e uma
preocupacao com a interliga¢do das ideias matematicas. No entanto, verificou-se que o seu
principal objetivo, que era o de proporcionar uma melhoria das aprendizagens a entrada

da universidade, ndo foi conseguido.

Por sua vez, Matos (2014) sublinha que os principais efeitos da matemdatica moderna se
registaram ao nivel das representacdes dos professores no que respeita aos dominios da
natureza da aprendizagem, dos conteldos da matematica escolar, dos métodos de ensino

e ainda da fungao social da matematica.
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1.1.3. Areforma curricular de 1991

No inicio da década de 80 vivia-se um ambiente social e politico complexo e no campo da
educacdo tal era bastante evidente, devido a massificagcdo no ensino, natural consequéncia
da revolucdo de 1974, mas para a qual o sistema escolar tinha dificuldades em encontrar

resposta.

E neste contexto que, com Roberto Carneiro como Ministro da Educacdo, a 14 de outubro
de 1986, é publicada a Lei de Bases do Sistema Educativo (LBSE), Lei n.2 46/86, que constitui
um importante marco no panorama educativo nacional. Era urgente organizar todo o

sistema educativo, depois de alguns anos de solugdes imediatas e de remedeio.

Nos seus principios gerais encontra-se consagrado o reconhecimento do direito a educacao
e a cultura, cabendo ao Estado a tarefa de garantir a todos “o direito a uma justa e efetiva
igualdade de oportunidades no acesso e sucesso escolares” (LBSE, 1986:1). Fica também
consignada a liberdade de aprender e ensinar, a formag¢dao de jovens e adultos que
abandonaram o sistema, através do ensino recorrente, e a melhoria educativa de toda a

populacgdo.

Trata-se, por isso, de um novo modelo de Escola que

«[...] ndo a limitava ao edificio, antes a entendia como uma comunidade educativa inserida num
sistema de relagbes com os pais, os encarregados de educagdo, os 6rgaos de poder local e a
comunidade envolvente, a partir de um projecto educativo auténomo e partilhado pelos
diferentes intervenientes no processo educativo. »

(Mendonga, 2012: 31)

Nesta lei fundamental é estabelecida a gratuitidade do ensino bdasico, com a duragdo
obrigatdria de nove anos. O sistema de ensino assume uma nova organiza¢ao, passando a
ser composto pela educagao pré-escolar, escolar e extraescolar, que abrange atividades de
alfabetizacao, de educacdo de base e de iniciagdo e aperfeicoamento profissional. A divisao
dos niveis de ensino é feita da seguinte forma: primeiro ciclo com quatro anos, o segundo
ciclo com dois anos e o terceiro ciclo com trés anos. Estes trés ciclos compde o ensino

basico. O ensino secundario teria trés anos e aqui os alunos seriam direcionados, ou para
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o prosseguimento de estudos, ou para a vida ativa, com a possibilidade de as escolas

ministrarem cursos com disciplinas técnicas.

Nesta época todo o sistema educativo nacional era renovado e reorientado e, a par da Lei
de Bases do Sistema Educativo, outros documentos orientadores foram elaborados. Entre
eles destacamos o regime de autonomia das escolas, o estatuto da carreira docente, o
ordenamento juridico da administracdo e gestdo escolar e a formacdo continua de
professores. Este pacote legislativo prevé dotar as escolas de competéncias financeiras,
administrativas, culturais e pedagoégicas (Mendoncga, 2012), procurando descentralizar o

sistema educativo.

E neste contexto que é também elaborado o novo regime de avaliacdo dos alunos do
ensino basico, que passou a ser encarado como um processo integrador da pratica
educativa, no qual eram tidas em conta as necessidades e capacidades de cada aluno, de
uma forma sistematica e continua. A avaliacdo dos alunos passa a integrar quatro
modalidades: formativa, sumativa, aferida e especializada*, procurando assim respeitar os
ritmos de aprendizagem e promover a recuperacao dos alunos, com vista a melhoria do

sucesso escolar.

No conjunto das altera¢ées profundas no sistema educativo portugués, a par das alteracdes
de cardcter organizacional sao também formulados os novos planos curriculares das

disciplinas que comp&em o curriculo.

4 A partir do Despacho Normativo n.2 98-A/92, que aprova o sistema de avaliag3o dos alunos do ensino bésico,
podemos resumidamente definir os diferentes tipos de avalia¢do:

A avaliacdo formativa é a principal modalidade de avaliagdo do ensino basico e destina-se a informar o aluno,
o seu encarregado de educagdo, os professores e outros intervenientes sobre a qualidade do processo
educativo e de aprendizagem, bem como sobre o estado de cumprimento dos objetivos do curriculo;

A avaliagdo sumativa tem em conta a qualidade do processo de ensino e de aprendizagem e traduz-se num
juizo globalizante sobre o desenvolvimento dos conhecimentos e competéncias, capacidades e atitudes do
aluno;

A avaliacdo aferida destina-se a medir o grau de cumprimento dos objetivos curriculares minimos, definidos,
a nivel nacional, para cada ciclo do ensino basico, visando o controlo da qualidade do sistema de ensino, a
tomada de decisGes para o seu aperfeicoamento e, ainda, a confianga social no sistema escolar;

A avaliacdo especializada consiste na avaliagdo multidisciplinar e interdisciplinar efetuada por professores e
outros técnicos de educacdo, nos casos em que uma programacao individualizada pode contribuir para o
sucesso educativo dos alunos
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Verifica-se assim que a segunda metade da década de 80 constituiu um ponto de viragem
na educacdo, quer a nivel organizacional, quer a nivel dos processos de ensino-

aprendizagem.

Neste contexto sdo entdo publicados, a 29 de agosto de 1989, os Novos Planos Curriculares
dos Ensinos Bdsico e Secunddrio (Decreto n? 286/89, de 29 de agosto), onde surgem novos

programas para as varias disciplinas.

No que respeita aos programas de matemadtica, a recém-criada Sociedade Portuguesa da
Matematica (SPM) promove, no inicio da década de 80, uma série de encontros com o
objetivo de discutir os programas liceais. Comegavam a surgir criticas aos programas em
vigor e ao movimento da matematica moderna em geral. Com as sucessivas modificacGes
aos programas de matematica, quer no ensino unificado, quer no ensino secundario,
ocorridas no final dos anos 70, assistiu-se “ao esvaziamento da experiéncia protagonizada
por Sebastido e Silva, bem como ao progressivo desvirtuamento do espirito (e também da
letra), dos seus programas experimentais.” (APM, s.d.). Os maus resultados dos alunos
mantinham-se, bem como a critica da generalidade dos especialistas em educacdo
matematica. Nestas sessdes promovidas pela SPM criticou-se a pratica escolar no ambito
da matematica moderna, considerando os seus membros que esta tornava a “matematica
hermética e formalizada, com uma grande énfase nos simbolos e afastamento da realidade
e das aplicagdes.” (Matos, 2014: 30). Exigia-se a integracdo de outras dimensdes no ensino
da matematica como a resolugdo de problemas, a utilizagdo das tecnologias e as aplicagdes
da matematica, na altura afastadas das opg¢des curriculares oficiais. Neste contexto, é
fundada, em 1986, a Associacdo de Professores de Matematica (APM) que, na perspetiva
de Matos (2014: 31) reuniu “praticamente todos os grupos de professores interessados na

inovacdo no ensino e aprendizagem da matemadtica em Portugal”.

Do conjunto de encontros e debates promovidos, o momento mais significativo ocorre em
1988, com o Seminario de Vila Nova de Milfontes, da responsabilidade da recém-criada
APM. Nele participaram cerca de duas dezenas de professores, matematicos e especialistas
em educag¢ao matematica e debateram-se novas correntes sobre o curriculo e sobre o

ensino que se estavam a desenvolver no contexto internacional.
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Do documento resultante deste encontro encontram-se duas ideias-chave, sobre a
renovacdo do ensino da matemadtica (Mendonca, 2012): a necessidade de os alunos terem,
no seu percurso escolar, uma experiéncia matematica genuina e a possibilidade das novas

tecnologias servirem como suporte para o desenvolvimento dessa experiéncia.

Em resultado das reflexdes efetuadas no encontro de Milfontes, sdo apresentadas trés

grandes propostas:

«(i) valorizar objectivos curriculares referentes a capacidades (resolugdo de problemas e
raciocinio matematico) e atitudes positivas em relagdo a Matematica; (ii) dar prioridade, na sala
de aula, a tarefas ricas e desafiantes, envolvendo resolugdo de problemas, exploragdes
matemdticas, raciocinio e comunicagdo; (iii) encarar o programa e os manuais como
instrumentos de trabalho e ndo como prescriges a seguir cegamente.»

(Ponte, 2002: 8)

O movimento em torno da renovacao do ensino da matemdtica em Portugal foi
influenciado pelo surgimento de publica¢des internacionais, nomeadamente a Agenda for
Action em 1980, uma publicacdo do National Council of Teachers of Mathematics, (NCTM),
organizacao fundada em 1920 que visa o estudo e o apoio no ambito da educacdo
matematica nos Estados Unidos e no Canadd. Tratava-se de um manifesto em que se
defende a resolugdo de problemas como foco central nos programas de matematica.
Posteriormente, também o NCTM publicou um outro documento que, para Ponte (Ponte
et al., 1997), foi o documento mais influente para a exigéncia de mudangas nos programas
de matematica. O texto intitulava-se Normas para o Curriculo e Avaliagéo da Matemdtica
Escolar e foi publicado em portugués pela APM. Neste documento surgem orientacdes que
se elencam como “novos objetivos” para o ensino da matematica que deverao ser atingidos
por todos os alunos. Em grande destaque encontramos “a aptidao para resolver problemas
matematicos”, (NCTM, 1991: 5), que surge a par com a comunicacdo e o raciocinio
matematicos, mas ao qual é dada uma énfase especial. Podemos constatar a importancia
gue os autores deste documento dao a resolugdo de problemas ao longo do mesmo, mas

logo no inicio isso fica claro:
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«[...] um objectivo prioritdrio do ensino da Matematica e uma parte integral de toda a
actividade matematica”, afirmando-se que ndo deve ser entendida como “um tépico distinto”,
mas como “um processo que atravessa todo o programa e fornece o contexto em que os
conceitos devem ser aprendidos e as competéncias desenvolvidas”.»

(NCTM, 1991: 29).

Na perspetiva de Ponte (Ponte et al., 1997), as orientacdes curriculares dominantes no

panorama internacional, nas décadas de 80 e 90, assentam em quatro ideias fundamentais:

«[...] (i) a natureza das competéncias matematicas que merecem especial atengdo no processo
de ensino-aprendizagem; (ii) o impacto das novas tecnologias computacionais na Matematica
e na sociedade em geral; (iii) a emergéncia de novos dominios na Matematica; e (iv) o

aprofundamento da investigacdao sobre o processo de aprendizagem.»

(Ponte et al., 1997: 54)

E na natureza das competéncias matematicas que se verifica a importancia dada a
resolucdo de problemas, sempre orientados pelo professor e com vista a dar resposta a
ideias concretas. Aliada a esta competéncia, também surge no movimento internacional a
valorizacdo de tarefas de investigacao, realizadas pelos alunos. Aqui a diferenca reside no
ponto de partida, que é mais aberto, cabendo ao préprio aluno a tarefa de formular a
guestdo a partida. Ambas as competéncias apelam, na perspetiva de Ponte (Ponte et al.,
1997) aimaginacao e criatividade dos alunos, muito além do calculo ou memorizagdo. Além
da resolugdo de problemas e das tarefas de investigacdo, surgem também como
competéncias matemadticas a comunicagdo, o espirito critico e a modelagdo. Tratam-se de
competéncias que, por um lado, assumem um papel formativo no desenvolvimento
intelectual do aluno e, por outro, privilegiam o seu caracter utilitdrio, numa perspetiva de

valorizar a carreira profissional no futuro.

A segunda ideia fundamental subjacente aos curriculos internacionais na década de 80 é a
aposta forte nas tecnologias. No documento orientador Agenda para a acgéo:
recomendagbes para o ensino da Matemdtica refere-se concretamente que “os programas
de matematica de todos os niveis de ensino devem tirar toda a vantagem das capacidades
das calculadoras e dos computadores” (NCTM, 1985: 16). Diz-se, ainda, que “para além do

conhecimento do papel dos computadores e calculadoras na sociedade, a maioria dos
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estudantes deve saber trabalhar com elas e usa-las na resolugdo de problemas” (NCTM,
1985: 16). No caso das calculadoras, “reconhece-se a sua importancia quando o peso dos
calculos longos excede a contribuicdo educacional do processo” (NCTM, 1985: 16-17). Estas
recomendacdes tiveram eco no nosso pais, nomeadamente através da APM que no seu
documento Renovagdo do Curriculo de Matemdtica, recomenda também a resolucdo de
problemas e a utilizacdo de tecnologia no ensino da matematica. No caso da tecnologia,

diz-se que

« [...] o ensino e a aprendizagem da matemadtica devem tirar todo o partido possivel, em todos
os niveis de ensino, dos instrumentos que a evolugdo tecnolégica tem posto ao servigo das mais
variadas atividades e dominios sociais, profissionais e cientificos, designadamente as
calculadoras e os computadores»

(APM, 1988: 31)

Neste documento destacam-se as grandes potencialidades dos computadores numa
abordagem experimental e intuitiva da matematica, permitindo ao aluno desempenhar um

papel mais ativo no processo de aprendizagem.

A terceira ideia dominante na tendéncia internacional para o ensino da matematica esta
relacionada com os conteldos a abordar e resulta sobretudo da evolucdo da propria
matemadtica. Os novos temas emergentes, como a estatistica e probabilidades, a
matematica discreta, sdo vistos como “fundamentais” (Ponte et al., 1997: 10), havendo por

isso necessidade de integrar estes temas nos curriculos.

A quarta e ultima ideia base presente nas orienta¢des internacionais é resultante das
investigacOes realizadas sobre o proprio processo de aprendizagem. Deve procurar-se
estimular os alunos em ambiente de sala de aula, para que realizem as tarefas matematicas
e procurem refletir sobre elas, eliminando a perspetiva rotineira e automatica que é dada
a essas mesmas tarefas. Se um aluno ndao compreender as justificacdes dadas pelo
professor, se nao perceber o sentido que tém os conceitos adquiridos, ird acabar por
perder o interesse sobre a disciplina. E, pois, importante que a sala de aula esteja
preparada para motivar os alunos a viver uma “verdadeira experiéncia matematica” (Ponte

etal., 1997: 11).
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Eram estas perspetivas internacionais sobre a necessidade de renova¢do na matematica
escolar que davam forca a rejeicdo dos programas em vigor por grupos generalizados de
professores e investigadores, e que ganharam maior visibilidade através de encontros

realizados e de diversas publicagdes.

A reforma no ensino em Portugal, iniciada com a LBSE, em 1986, chegaria também aos
programas e, no caso da matematica, tratou-se do culminar deste conjunto de discussdes
e reflexdes feitas na década de 80. Os novos programas do 3.2 ciclo entraram entdo em
vigor no ano letivo de 1991/92 em regime de experiéncia pedagdgica e foram alargados a
todas as escolas do pais no ano letivo seguinte. Simultaneamente, implementaram-se os
programas do ensino secundario também em regime de experiéncia pedagdgica, tendo
sido generalizados a todo o pais trés anos depois, ao mesmo grupo de alunos que havia
iniciado 0 7.2 ano em 1991/1992, grupo esse que realizou, em 1996, exames nacionais do

ensino secundario pela primeira vez, formato que ainda vigora atualmente.

«A reforma que se seguiu a LBSE marcou uma forte viragem nas orienta¢des curriculares
relativas a muitas das disciplinas, incluindo, em particular, a Matematica. Os novos programas
gue entdo apareceram no inicio dos anos 90, para todos os anos de escolaridade, eram
diferentes na forma e no conteddo do modelo curricular vigente nas duas décadas anteriores,
gue se caracterizava por ser uma lista com o elenco dos tépicos matematicos a ser ensinados
(Santos, Canavarro, & Ponte, 2000). Desde ai, de uma forma geral, os programas passaram a
incluir outros aspetos para além dos conhecimentos matematicos e a assumir perspetivas
educativas sobre a aprendizagem da Matematica.»

(Silva, 2019: 27)

Segundo Ponte (2002), os autores dos novos programas, quer do ensino basico, quer do
ensino secundario, eram professores ligados, na sua maioria, as orientagcdes em vigor no
periodo anterior, ou seja, da matematica moderna. No entanto, considera Ponte, estas
equipas foram sensiveis as novas orienta¢des que decorriam da necessidade de renovagao
do curriculo e assim constata-se que a resolu¢cdao de problemas assume, no ensino basico,
um lugar de destaque, o uso das novas tecnologias “quando possivel e necessario” é
previsto no decorrer do programa e se revaloriza a geometria enquanto conteudo

essencial.
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No que respeita ao ensino basico, é no 3.2 ciclo que é iniciado o estudo de fungdes,
constituindo esta uma das quatro areas a desenvolver ao longo dos trés anos que o
compdem, a par da geometria, dos numeros e calculo e da estatistica. Da analise feita a
estrutura, conteudos e objetivos para o 3.2 ciclo do ensino basico, destaca-se a énfase dada
a predisposicdo para raciocinar matematicamente, isto é, explorar situacdes
problematicas, procurar irregularidades, fazer e testar conjeturas, formular generalizacées
e pensar de maneira légica. Valoriza-se também a predisposicdo para entender a estrutura
de um problema e a aptiddo para desenvolver variados processos de resolucdo, assim como
para analisar os erros cometidos e ensaiar estratégias alternativas. Refira-se também a
importancia de os alunos terem a possibilidade de se envolverem em vdrios tipos de
experiéncias de aprendizagem, tal como atividades de investigacdo, concretizacdo de
projetos, realizacdo de jogos e também resolucdo de problemas. Pretende-se que sejam
promovidos diversos tipos de aprendizagem, onde a resolucdo de problemas assume

mesmo um papel essencial:

«A Resolucdo de Problemas constitui, em Matemadtica, um contexto universal de aprendizagem
e deve, por isso, estar sempre presente, associada ao raciocinio e a comunicagao e integrada
naturalmente nas diversas atividades. Os problemas sdo situagbes ndo rotineiras que
constituem desafios para os alunos e em que, frequentemente, podem ser utilizadas varias
estratégias e métodos de resolucdo — e nao exercicios, geralmente de resolugdao mecanica e
repetitiva, em que apenas se aplica um algoritmo que conduz diretamente a solucdo. A
formulacdo de problemas deve igualmente integrar a experiéncia Matematica dos alunos.»

(DGEBS-ME, 1991a: 68).

Para além destes diferentes tipos de aprendizagem, é referido que os alunos devem ter

oportunidade de contactar com a histéria da matemadtica, salientando que

«[...] atividades com uma perspetiva histdrica humanizam o estudo da disciplina, mostram a
Matematica como ciéncia que se constréi e constituem ainda um bom exercicio de pesquisa de
documentacdo.»

(DGEBS-ME, 1991a: 196)
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No que respeita aos recursos a utilizar, é referido que devera ser usual o recurso a materiais
diversificados como pressuposto para “um programa que se pretende ligado a experiéncia
e a intuicao” (DGEBS-ME, 1991a: 197). Destacam-se as tecnologias, como a calculadora,
“instrumento fundamental para o desenvolvimento de aptiddes ligadas ao cdlculo”
(DGEBS-ME, 1991a: 197) e o computador, este no contexto da representacdo grafica e da
simulagdo. Sugere-se ainda a utilizagdo de materiais manipuldveis, meios audiovisuais e

materiais simples do quotidiano.

Neste contexto verificamos também uma mudanca no papel do professor. Uma vez que a
metodologia proposta assenta essencialmente na atividade do aluno, cabe ao professor ser
facilitador do ambiente propicio para essa atividade, selecionando e organizando as
atividades de aprendizagem. E reconhecida a dificuldade deste papel, bem diferente do
papel tradicional do professor transmissor de conhecimento. Tratando-se de um papel
dificil, € também desafiador, e pretende seguir a tendéncia deste renovado ensino da

matematica.

Analisando mais detalhadamente a estrutura e os conteldos programaticos do bloco
tematico Funcgdes, verificamos que na proposta de programa para o 3.2 ciclo, o tema
funcgGes surge incluido num bloco tematico mais abrangente, denominado Fun¢des e
Estatistica. O argumento utilizado para esta associacdo prende-se com o facto da
organizacao e interpretacdao de dados serem essenciais nos nossos dias, sendo possivel
desenvolvé-las quer no tema fungdes, quer no tema estatistica. Propde-se o recurso a
tabelas, a varios tipos de graficos, a indices numéricos que representem uma determinada
situacdo (como a constante de proporcionalidade direta ou uma das medidas de tendéncia
central). Outro argumento utilizado tem a ver com a ligacdo entre as linguagens numérica
e gréfica, que enriquece a compreens3o de ambas. E dada especial atengdo a construgdo e
anadlise de graficos, sejam eles de fung¢des ou estatisticos ou até que traduzam situagdes da
vida real, pois este tipo de ferramenta constitui por si s, na perspetiva dos autores do

programa, uma forma importante de comunicar a informacado com clareza.

Desta forma, o dominio das fun¢des é introduzido no 7.2 ano de escolaridade, com o estudo

da proporcionalidade direta e de anadlise de alguns graficos. O conceito de
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proporcionalidade direta, uma vez que é iniciado ainda no 2.2 ciclo, com problemas da vida
corrente e associado sobretudo a problemas com percentagens e escalas permite, segundo
os autores do programa, um primeiro contacto com o conceito de funcdo, ainda que nao
formal. Neste capitulo, é sugerido o recurso a calculadora na resolucdo de problemas. Estes
deverdo ser sobretudo sobre situacdes do quotidiano do aluno, onde o prdéprio deverd

investigar situagdes passiveis de serem estudadas em contexto de sala de aula.

No 8.2 ano de escolaridade, mantém-se o bloco tematico Fun¢ées e Estatistica. No que
respeita ao tema funcgdes, é introduzido o conceito de funcdo e da linguagem a volta da
mesma numa “ideia intuitiva de correspondéncia, ja trabalhada na proporcionalidade
direta” (DGEBS-ME, 1991b: 33). Recomenda-se o recurso a exemplos da area da fisica, da
geometria e da vida real para ajudar os alunos a compreender a amplitude do conceito de
funcdo. Nesta perspetiva, surge como objetivo do capitulo “reconhecer exemplos e
contraexemplos de fungdes em correspondéncias apresentadas em diferentes contextos e

de diversas formas (linguagem corrente, tabelas, graficos)” (DGEBS-ME, 1991b: 33).

E feito o estudo de fun¢des do tipo y = kx, através da construcdo de tabelas e graficos
relativos a situagdes concretas, reconhecendo estas como correspondéncias de
proporcionalidade direta e relacionando de uma forma intuitiva o valor de k com a
inclinagdo da reta e com a constante de proporcionalidade. Também é estudado o gréfico
da fun¢do y = kx + b, de forma intuitiva, com recurso a tabelas e problemas da vida real.
Pretende-se também aqui que os alunos relacionem o valor de k com a inclina¢do da reta
e conhecam o significado de b, bem como relacionem estes graficos com os de

proporcionalidade direta.

A andlise de graficos que traduzem situa¢des da vida real é referida como sendo de extrema
importancia, por permitir “a descricao e interpretacdao de um fendmeno de forma clara e

sucinta” (DGEBS-ME, 1991b: 33).

No 9.2 ano de escolaridade, o bloco tematico é alargado as probabilidades, mantendo a
estatistica como complemento ao estudo de fungdes. Da-se inicio ao estudo da
proporcionalidade inversa que, tal como na proporcionalidade direta, é recomendado que

seja abordado a partir de situagdes da vida corrente. Por outro lado, e uma vez que o aluno
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ja conhece o conceito de fungdo, a proporcionalidade inversa devera também ser estudada
neste contexto, através da sua expressdao analitica e da construcdo e interpretacdo de

tabelas e graficos. Recomenda-se a ligacdo a fisica e a problemas de geometria.

Para além do grafico das fung¢des do tipo y = k/x (k > 0 e x > 0), deverd ser abordada a

analise e interpretacdo de outros graficos, que traduzam situacées da vida real.

Para Ponte (2002), os programas de matematica do ensino bdsico de 1991 foram
introduzidos sem grandes sobressaltos, ficando, no entanto, aguém do desejado no
panorama nacional e internacional do movimento de renovag¢ao do curriculo da

matematica, principalmente no que respeita a resolucao de problemas

«Foi reconhecido todavia que, de um modo geral, os programas de 1991, no seu conjunto,
integravam e articulavam com dificuldade algumas dessas novas perspectivas e orientagdes
curriculares, que em certos casos se diluiam e acabavam por ter pouca expressao nos
desenvolvimentos programaticos especificos propostos [...] A resolugdao de problemas, por
exemplo, surgia sobretudo como um momento de aplicagdo de conhecimentos, diluindo-se a
ideia da resolugdo de problemas como, “eixo organizador”, contexto, base ou ponto de partida
privilegiado para a sua aquisi¢cdo ou outras aprendizagens.»

(APM, s.d.)

Com a reforma de 1991 foram também alterados os programas do ensino secundario que
preveem, pela primeira vez, a necessidade de todos os alunos terem formagao matematica
no ensino secundario, independentemente da drea em que se encontram. Neste contexto
sdo duas as disciplinas de matematica do ensino secundario: na formagdao especifica
encontra-se a disciplina de matemadtica, nas areas que a incluem; na formagao técnica surge
a disciplina de métodos quantitativos, obrigatéria para os alunos que ndo frequentam a

disciplina de matematica na sua formacao especifica.

O novo programa de matematica do ensino secunddrio, ao contrdrio do programa do 3.2
ciclo, na perspetiva de Ponte (2002), revestiu-se de varios problemas na sua
implementacao. Imediatamente surgiram grandes constrangimentos pela carga hordria
aplicada. Os autores do programa previram uma carga horaria semanal de cinco horas na
elaboragdo do programa, mas a matriz curricular previa apenas quatro horas por semana.

A aplicacdo de um programa demasiado extenso conduziu a protestos generalizados por
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todo o pais. Para colmatar as questdes de extensdo do programa, foram emitidas
orientagdes pelo Ministério da Educagdo, quer para o ano letivo 1995/96, quer para o ano

letivo seguinte:

«0 processo de ajustamento do programa de Matematica actualmente em vigor transforma os
préximos anos lectivos 1995/96 e 1996/97 num periodo transitério que exige medidas de
adequagdo da gestdo do programa as condicionantes reais do trabalho nas Escolas.»

(DES-ME, 1995: 1).

O documento estava estruturado em duas partes distintas: continha as orientagdes para a
gestdo do programa, “procurando definir com maior clareza os niveis de dificuldade e o
ambito de tratamento de cada tema [e um] nucleo significativo de objetivos/ contetudos

com vista ao exame final nacional de matematica de 1995/96 (DES-ME, 1995: 1).

Nos programas do ensino secundario de 1991 encontram-se explanados alguns objetivos e
finalidades, elencados com base no diagndstico feito ao contexto educativo da época,
“procurando manter a coeréncia do curriculo ao longo de toda a escolaridade” (DGEBS-ME,
1991c: 24). Como eixos orientadores do curriculo mantém-se, tal como no ensino basico, o
desenvolvimento de capacidades/aptiddes e atitudes/valores. No entanto, é referido que
a aquisicao de conhecimentos assume, no ensino secundario, um peso mais relevante. Para
tal, hd que proceder a uma renovagao metodoldgica, tornando o aluno o “agente da sua
aprendizagem” (DGEBS-ME, 1991c: 24). Tal como no 3.2 ciclo, hd uma mudanga
paradigmatica quanto ao foco da aprendizagem. Para alcangar este objetivo, os autores do
programa optam por uma abordagem mais intuitiva e experimental para alguns dos temas

do 10.2 e 11.2 anos.

Na abordagem dos diversos temas é também feito o apelo a ligacdo da matemdtica com a
realidade e com outras ciéncias, procurando “contribuir para o desenvolvimento de uma
cultura cientifica, técnica e humanistica” (DGEBS-ME, 1991c: 24). Para esta etapa ser
alcancada, é necessario entdao responsabilizar o aluno no seu processo de ensino-

aprendizagem, estabelecendo com ele um contrato pedagdgico.
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Os temas selecionados no ensino secundario para alcancar os objetivos e finalidades

propostos sdo os seguintes:

Programa de 1991

Numeros e Calculo

Geometria e Trigonometria

Fungdes e Andlise Infinitesimal

Estatistica e Probabilidades

Tabela 1.9

A abordagem de cada um destes temas é feita “em espiral”, em que cada conteudo vai
sendo retomado e ampliado no ano letivo seguinte em que é introduzido. Desta forma,
nenhum dos temas é totalmente abordado num mesmo ano. Esta estrutura permite, na
perspetiva dos autores do programa, “dar tempo a construcdo e compreensdo dos
conceitos e a consolidacdo de técnicas” (DGEBS-ME, 1991c: 24) promovendo também uma

visdo integrada dos conteudos.

A tabela seguinte apresenta a distribuicdo dos temas pelos trés anos de escolaridade:

Programa de 1991
10%ano 11%no 12%ano

1- Nogles Basicas de | 1- Probabilidades: nogdes |1- Combinatdria e

Estatistica bdsicas Probabilidades
2- O conjunto IR. NogGes de |2- Funcgdesll 2- Geometria Analitica IV

Logica 3- Trigonometria 3- Fungdes IV
3- Geometria Analitica | 4- Geometria Analitica lll 4- FungOes V
4-  Fungoes | 5-  SucessOes 5-  Fungdes VI
5- Geometria Analitica ll 6- Fungdes llI 6- Grupos e Corpos

7- Opgoes
Tabela 1.10
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Verificamos que o estudo de funcdes é repartido pelos trés anos de escolaridade, sendo
gue representa a parte mais significativa do programa no 11.2 ano e no 12.2 ano, sendo ao

todo dividido em seis subtemas, que resumiremos de seguida:

No 10.2 ano, com o subtema Fungdes I, sdo abordadas as generalidades sobre func¢des, bem
como feito o estudo da func¢do quadratica e fungdo mddulo e ainda as fungdes de dominio
N. Mais uma vez é dada énfase a necessidade de utilizar exemplos da vida corrente, da
geometria, da fisica, da geografia, procurando utilizar varidveis que se relacionem em
situacOes concretas. Para o estudo das generalidades sobre func¢des, os graficos poderao
ser obtidos com recurso ao computador ou contruidos pelos alunos e deverdo ser
estudadas as seguintes caracteristicas: dominio, contradominio, zeros, sinal, monotonias,
extremos e taxa de variacao média num intervalo. Como indicacdo metodoldgica, é referido
gue estes conceitos deverdo ser aperfeicoados com cada exemplo que for sendo
apresentado e que as definicGes nunca deverdo ser apresentadas antes desse estudo

concreto.

Com o estudo da fungdo quadratica e funcdo mddulo, sdo abordadas as inequagbes do 2.2

grau bem como as equacodes e inequagdes com maodulos.

E neste capitulo que s3o abordadas as sucessdes, como funcdes de dominio N e estudadas
algumas generalidades e terminologia prépria. Os alunos deverdo ser capazes de construir
o grafico de uma sucessao, bem como de fazer o estudo da monotonia e averiguar se a
sucessao é limitada. Podera ser usada a calculadora para procurar majorantes e minorantes

e prever se hd monotonia, ndo descurando o processo habitual.

O estudo de fungdes tem um peso de 22% no programa previsto para o 10.2 ano, o que

corresponde a 20 aulas, num total previsto para o ano de 92 aulas.

Passando para o0 11.2 ano, com o subtema Fungbes Il, procura-se ampliar os conhecimentos
adquiridos no ano anterior, com o estudo de novas fun¢des polinomiais e também de
func¢des racionais. Antes da introducao de novas fung¢des polinomiais é feito o estudo

algébrico dos polindmios e das fragdes algébricas.
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Continua-se a privilegiar o estudo de funcdes com significado concreto para os alunos. Sao
estudadas as operacdes com fungdes, a composicao e a inversdo de funcdes e a restricao.
A propésito da inversdo, surgem as funcdes com radicais, cujo estudo prevé-se que seja

breve.

Ainda no 11.2 ano, no subtema Funcgdes Il sdo introduzidos alguns conceitos bdsicos de
analise infinitesimal: definicdo de limite segundo Heine, continuidade e derivada de uma
funcdo num ponto e funcdo derivada. Pressupde-se que a introducdo destes conceitos é
feita a partir de exemplos e que as definicdes serdo dadas em linguagem corrente. O ambito
deste estudo incide sobre as func¢des polinomiais e fracionarias. As regras operatédrias de
limites de funcdes sdo apresentadas sem demonstracdao. Apds o estudo da continuidade é
apresentado o teorema de Bolzano. No estudo das derivadas, apds a determinacao de
derivadas a partir da definicdo, é feita a interpretacdo geométrica de derivada e o estudo
das derivadas laterais. As regras de derivacdo abrangem a soma e produto (com
demonstracdo), quociente e poténcia de expoente racional (sem demonstrac3o). E feito o
estudo da 1.2 e 2.2 derivadas, bem como a aplicacdo destas ao estudo de graficos,
nomeadamente a determinacdao de maximos e minimos, o estudo da monotonia e do
sentido das concavidades. Deverdao ser resolvidos, neste contexto, problemas de
otimizacdo usando, para tal, todas as fungOes estudadas. Este capitulo inclui ainda o estudo

das assintotas (verticais e nao verticais) do grafico de uma funcao.

No que respeita ao 11.2 ano, o estudo de fungbes e analise infinitesimal tem um peso de
38%, (36 aulas num total previsto de 94 aulas) no conjunto dos temas e representa, nos

trés anos de escolaridade, o peso maior.

Relativamente ao 12.2 ano, o estudo de fungdes inicia-se com a nogdo de integral definido,
que para os autores do programa, devera figurar no curriculo do ensino secundario “pelo
seu valor formativo e cultural [...] o que se verifica em muitos outros paises da Europa e da
América” (DGEBS-ME, 1991c: 77). A introducdo deste conceito deverd ser feita, em
primeiro lugar, de uma forma informal, partindo do problema da determinac¢ao da area de
uma figura e o grau de profundidade a dar a este tema devera ser o indispensavel para “se

avaliar a potencialidade do método” (DGEBS-ME, 1991c: 77).
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Nos subtemas seguintes sdo estudadas as funcbes trigonométricas em IR, a funcdo
exponencial e a fungdo logaritmica, onde se inclui o estudo das suas derivadas, das
caracteristicas dos seus graficos, bem como a determinacdo das primitivas das funcdes
trigonométricas e a continuacdo do estudo de limites, com o aprofundamento destes no

caso das fungdes exponenciais.

Os subtemas relacionados com o estudo de fungdes e analise infinitesimal representam um

peso de 34% no 12.2 ano, ou seja, 33 aulas num total de 98 aulas previstas.

Da analise feita aos conteudos verifica-se a importancia dada ao estudo de fungdes como
forma de interpretacdo das mais variadas situa¢Ges da vida corrente. O estudo destas é
sempre feito inicialmente de uma forma intuitiva envolvendo variaveis concretas, sejam da
vida real ou de outras dareas da ciéncia, e alguns conceitos sdo introduzidos

experimentalmente, antes da sua formalizac3o.

A andlise infinitesimal é precedida do estudo de sucessGes sendo este, no entanto,

revestido dos conceitos essenciais.

O estudo da primeira e da segunda derivadas de uma fun¢do representa um peso
significativo e a sua abordagem é gradual, envolvendo os varios tipos de fungGes que vao

sendo estudados.

O aluno deverd terminar este ciclo de estudos com a nogao de integral definido, no caso da
determinacgao da area sob o grafico de uma fun¢do e compreender a relagdo desta com a

derivada de uma funcao.

Como caracteristicas fundamentais subjacentes ao programa do ensino secundario
salienta-se a importancia de desenvolver no aluno a capacidade de utilizar a matematica
como forma de interpretacdao de fendmenos do dia a dia, utilizando a resolucdo de
problemas como eixo fundamental para desenvolver o espirito de pesquisa. Apela-se ao
desenvolvimento do raciocinio dedutivo, na medida em que o aluno devera ser solicitado
ajustificar processos de resolucao, a encadear raciocinios e a demonstrar algumas férmulas
e teoremas. A légica desempenha aqui um papel importante pois procura clarificar alguns

processos e raciocinios. E também sublinhado o papel da comunica¢do no processo de
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ensino aprendizagem. O aluno devera ir adquirindo, ao longo do ciclo, a capacidade de
comunicar corretamente as suas ideias e conjeturas, argumentando com légica e
procurando cada vez mais a correcdo da comunicacdo oral e escrita. A perspetiva histérica
e cultural da matemadtica também é enfatizada neste programa pois, na perspetiva dos
autores, “humanizam o estudo da disciplina, mostrando a matematica como uma ciéncia
em construcdo” (DGEBS-ME, 1991c: 33). Por outro lado, poderd proporcionar
oportunidades de pesquisa por parte dos alunos, tornando o estudo de um determinado

conceito mais interessante para estes.

Por ultimo, é importante salientar a introducao, pela primeira vez, do uso obrigatério da
calculadora cientifica ao longo do ciclo, a par da diversificacdo de materiais e
equipamentos, fundamental para um bom desenvolvimento do programa. A calculadora
cientifica devera ser utilizada ndo s6 como ferramenta auxiliar de calculo, mas como meio

para desenvolver aptidGes e incentivar o espirito de pesquisa (DGEBS-ME, 1991c).

Tal como referido anteriormente, os constrangimentos trazidos pela extensdao deste
programa levaram a cortes e ajustamentos nos mesmos durante os anos letivos 1995/96 e
1996/97, ano em que o Ministério da Educagdo da inicio a um novo processo de revisdo do
programa no ensino secundario, denominado de “ajustamento”, que sera analisado em

seguida.

O ajustamento ao programa em 1997

Da andlise dos documentos elaborados para este ajustamento observamos que os autores

definem este, ndo como um novo programa, mas como um documento cuja finalidade é

«[...] estabelecer maior clareza e melhor organizagdo dos conteldos tematicos, explicitar a
articulacdo entre metodologias, objetivos e conteldos, reforcar a articulagdo vertical com o
3%ciclo do ensino basico e harmonizar no tempo, quando possivel, algumas articulagcGes
interdisciplinares.»

(DES-ME, 1997: 1)
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Com a premissa de preservar o objetivo da renovagdo do ensino da matematica, este
ajustamento proposto em 1997 manteve os fundamentos do programa de 1991, no que
respeita as suas finalidades, objetivos gerais e orientacdes metodoldgicas. Relativamente

ao0s recursos a utilizar, procurou-se

«[...] fazer simples adequagdes a evolugdo tecnolégica, particularmente relativas a emergéncia
das calculadoras com capacidades graficas, que mantendo as capacidades das calculadoras
cientificas, bem como a portabilidade e o prego, vém permitir novas e significativas
aprendizagens que, até ha pouco tempo, sé eram possiveis com o uso de computadores.»

(DES-ME, 1997: 1)

Este ajustamento ao programa trouxe uma inovagado que permanece nos curriculos atuais:
a introducdo, pela primeira vez e com cardcter obrigatério, da calculadora gréafica no

curriculo de matematica do ensino secundario.

Para os autores do programa, alguns dos objetivos gerais propostos s6 poderiam ser
plenamente alcancados com o recurso a dimensdo grafica, usada em grande variedade e
guantidade, através da tecnologia das calculadoras graficas ou de softwares especificos.
Entre estes objetivos encontram-se “interpretar fendmenos e resolver problemas
recorrendo a funcgdes e seus graficos, [...] analisar situacGes da vida real identificando
modelos matemdticos que permitam a sua interpretacdao e resolugdo, [...] formular

generalizagOes a partir de experiéncias” (DGEBS-ME, 1997: 10).

Salvaguardando o facto de nao se pretender, com esta introdugdo tecnoldgica, “substituir
o calculo de papel e lapis” (DES-ME, 1997: 10), pretende-se que os alunos saibam tirar

partido da tecnologia, depois de compreendidos os processos de célculo.

Atinge-se entdo aqui um patamar que, cerca de trinta anos antes, Sebastido e Silva ja

preconizava no seu Guia para a utilizagéo do Compéndio de Matemdtica:

«Na verdade, o uso de computadores tem vindo a acentuar a importancia do método
experimental na investigacdo matematica, permitindo aperfeicoar processos ou mesmo abrir
caminhos inteiramente novos.»

(Silva, 1975b: 86)
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«[...] os computadores e as maquinas de calcular tém o seu valor e o seu lugar no ensino da
matematica e de modo algum substituem o ser pensante [...] os célculos exigidos pelos métodos
estatisticos sdo geralmente muito laboriosos. Por esse facto ndo sera facil nem aconselhavel
resolver nas aulas problemas numéricos de estatistica sem o auxilio de maquina de calcular.»

(Silva, 1975b: 109)

Por outro lado, os autores advertem também que o aluno devera ser confrontado, através
de exemplos concretos, com os limites da tecnologia e advertem que a utilizacdo da
calculadora gréfica em contexto de sala de aula deverd ser sempre acompanhada do

respetivo suporte tedrico.

«Os alunos devem ter oportunidade de entender que aquilo que a calculadora apresenta no
seu ecran pode ser uma visdo distorcida da realidade; além do mais, o trabalho feito com a
maquina deve ser sempre confrontado com conhecimentos tedricos, assim como o trabalho
tedrico deve ser finalizado com uma verificagio com a maquina. E importante que os alunos
descrevam os procedimentos utilizados e aquilo que se lhes apresenta. Nao é de admitir o uso
da calculadora desligado de quaisquer consideragdes tedricas.»

(DES-ME, 1997: 11).

As calculadoras graficas constituem-se, a partir deste momento, um recurso de utilizacdo
obrigatdria em contexto de sala de aula, pelo que sdo estabelecidas tarefas concretas que
deverao ser realizadas e que deverdo ser tidas em conta como um referencial para o

trabalho docente:

e «Abordagem numérica de problemas;

e Uso de manipulagdes algébricas para resolver equacdes e inequagdes e posterior confirmacao
usando métodos gréficos;

e Uso de métodos graficos para resolver equagdes e inequacdes e posterior confirmagao usando
métodos algébricos;

e Modelagdo, simulagdo e resolugdo de situagdes problematicas;

e Uso de cenarios visuais gerados pela calculadora para ilustrar conceitos matematicos;

e Uso de métodos visuais para resolver equacdes e inequacgdes que ndo podem ser resolvidas, ou
cuja resolucdo é impraticavel, com métodos algébricos;

e Conducdo de experiéncias matematicas, concepcao e testagem de conjecturas;

e Estudo e classificagdo do comportamento de diferentes classes de fungées;

e Antevisdo de conceitos do calculo diferencial;

e Investigacdo e exploracdo de vdrias ligacdes entre diferentes representacGes para uma situagdo
problematica.»
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(DES-ME, 1997: 11)

Em ultima andlise, e baseados em experiéncias em Portugal e no estrangeiro, os autores
consideram que a introdugdo da calculadora grafica nos curriculos do ensino secundario

constitui mais um passo na melhoria do ensino da matematica no nosso pais.

Este processo de reorganizacdo do curriculo de matematica do ensino secundario,
coordenado por Jaime Carvalho e Silva, foi conduzido de uma forma diferente do habitual
até ao momento, em Portugal. De facto, partindo de uma ampla consulta publica, dividida
em vdrias fases, auscultaram-se professores do ensino secundario e do ensino superior,
ouviram-se relatos de professores e especialistas em matematica e no ensino de
matematica. Foram consultadas escolas publicas e privadas, associacGes de professores,
sociedades cientificas e outras instituicbes. Também os autores dos programas de

matematica e de fisica participaram nesta discussdo publica.

As alteracBes mais significativas prendem-se com a organiza¢do e desenvolvimento dos
temas, bem como com as metodologias utilizadas, uma vez que foram excluidos alguns
conteudos de cada tema, mas sobretudo devido a forma como foram organizados os temas
“no sentido de possibilitar e encorajar a abordagem tematica” (DES-ME, 1997: 1). Dai que
também tenham sido excluidos os capitulos considerados facultativos, sendo que alguns
dos capitulos que se mantém contém itens assinalados com asterisco, o que significa que

poderdo ou nao ser lecionados.

Com este ajustamento, para além da inovacgao da introdugdo das calculadoras graficas no
curriculo, observa-se a importancia dada a andlise infinitesimal, incluindo o calculo

algébrico e a trigonometria, sem esquecer a geometria, estatistica e probabilidades.

Com a implementag¢ao deste programa surgiram diversos mecanismos de apoio,
nomeadamente, uma comissdao de acompanhamento, composta por representantes das
entidades ligadas ao ensino da matematica, um grupo de professores acompanhantes e
um conjunto de materiais de apoio que incluem brochuras didaticas. Foram realizadas pelo
pais variadas a¢des de formacgao, sob a forma quer de cursos, quer de oficinas, que incluiam

aspetos ligados aos conteldos, as metodologias e a avaliacdo. Na perspetiva de Ponte
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(2002), este processo de acompanhamento era em si inovador, pois “nunca houve em
Portugal um processo tdo cuidadoso, a escala nacional, de introducdo de um novo

programa num ciclo de ensino (Ponte, 2002: 10).

De seguida analisaremos a estrutura global deste programa de ajustamento e, em
particular, o estudo das fung¢des, no que respeita as principais alteracdes em relacdo ao

programa de 1991:

Ajustamento ao Programa - 1997
102%ano 11%no 122ano
1. Geometria no Plano e no |[1. Geometria no Plano e no |1. Probabilidades e
Espaco | Espaco I Combinatéria

2. Fungdes e Graficos 2. Introdugdo ao Cdlculo |2. Introdugdo ao Calculo
3. Estatistica Diferencial | Diferencial Il

3. Sucessoes 3. Trigonometria e NUmeros

Complexos
Tabela 1.11

No 10.2 ano de escolaridade, com o tema Fun¢ées e Grdficos constatamos que ndo sao
evidentes grandes alteracgOes relativamente ao programa de 1991, no que respeita aos
conteudos a desenvolver. No entanto, ha mudangas assinaldveis na metodologia a utilizar.
A grande inovacdo diz respeito, como ja foi mencionado anteriormente, a utilizacdo da
calculadora grafica, o que permite uma exploracao deste tema de uma forma mais ativa

por parte dos alunos.

A acompanhar este ajustamento ao programa foram criados, pelos autores, brochuras
didaticas de cada uma das areas tematicas, com o intuito de auxiliar o trabalho dos

professores. No documento relativo ao tema Fung¢des-102ano observamos:

«Ao longo dos ultimos anos a forma de ensinar e aprender a fazer o estudo de uma funcao
mudou consideravelmente. As mudangas introduzidas prendem-se, entre outros factores, com
a introducgdo da tecnologia, nomeadamente a calculadora e o computador.»

(Teixeira et al, 1997: 7)
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No programa iniciado em 1991 ja era solicitado aos alunos o estudo de uma fungao através
da determinacdo dos seus pontos notaveis, mesmo sem conhecimento de limites ou de
derivadas. Para tal, os alunos recorriam ao dominio, a tabelas e a determinagao de alguns
pontos relevantes. Com este ajustamento de 1997 esta ideia surge reforcada e sobretudo

atualizada, com a introducdo da tecnologia grafica em contexto da sala de aula.

Para o estudo de algumas caracteristicas de func¢des e dos seus graficos deve continuar a
privilegiar-se o estudo intuitivo de fungdes que relacionam varidveis da vida corrente ou de
outras ciéncias, como a fisica e a geografia. Para além desta vertente, os autores dao
particular importancia a ligacdo entre as férmulas e as representacdes geométricas,
considerando este estudo muito importante “para todos os que utilizarem matematica”
(DES-ME, 1997: 20) e sugerem que poderdo ser utilizados exemplos do capitulo anterior,
Geometria no Plano e no Espaco I. Desta forma, os alunos desenvolvem a capacidade de as
relacionar, considerada pelos autores “uma capacidade fundamental para o mundo hoje e
do futuro [...] este tema deverda fornecer uma formacdo para toda a vida tdo bdsica como a

tabuada” (DES-ME, 1997: 20).

No que respeita ao 11.2 ano de escolaridade, verificam-se algumas alteragdes quanto aos
temas abordados, sendo que transitam para o 12.2 ano uma parte dos conteddos. Assim,
neste capitulo Introdu¢do ao Cdlculo Diferencial | mantém-se essencialmente o estudo das
fungdes racionais e com radicais, retomando o que havia sido efetuado no 10.2 ano. O
estudo de equagles e inequagbes fraciondrias devera ser feito apenas no ambito de
problemas da vida real. Também s3ao abordadas neste tema as operagdes com fungdes,
bem como as fun¢des compostas e as fungdes inversas. No caso destas, os alunos devem
analisar as situagdes em que é possivel inverter uma fungao e, neste contexto, podera ser
introduzido o conceito de injetividade. Também deverdo conhecer a relagdo entre o grafico
de uma funcdo e da sua inversa. No caso das fun¢des com radicais, devera ser feito primeiro
o estudo algébrico destes e sé depois a no¢ao de fungdo inversa de uma fungdo poténcia,

nao ultrapassando o indice 3.

Ainda no 11.2 ano é introduzida a no¢dao de taxa de variacdo média e taxa de

variacdo/derivada recorrendo a um uso informal da nogdo de limite, incluindo os limites a
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esquerda e a direita. Os alunos tém um primeiro contacto com os simbolos +c0 e —x e
deverdo ter a nocdo clara de que ndo se tratam de numeros reais, mas sim de simbolos

com um significado preciso.

Salientamos aqui a op¢do programatica efetuada, manifestamente diferente de programas
anteriores, que traz implicacGes nas metodologias a adotar que é a da abordagem do
conceito de limite e de derivada, “mais desformalizada e intuitiva” (Teixeira et al, 1998: 7).
A definicdo formal de limite surge apenas no capitulo Sucessées e, mais tarde, no 12.2 ano,
generalizada para qualquer tipo de funcdo, com a definicdo segundo Heine. Para esta opcao
programatica devera ser seguida uma abordagem gréfica e intuitiva, em que as tecnologias
assumem um papel essencial. Ndo devera ser descurada, no entanto, a relacdo entre a

vertente grafica e a analitica.

Os autores advertem que o ndo entendimento desta opcdo podera trazer
constrangimentos ao cumprimento do programa, que os préoprios consideram a partida

extenso.

Relativamente ao 12.2 ano de escolaridade, sdo entdo formalizados os conceitos ja
utilizados anteriormente de forma intuitiva: limite, continuidade e derivada. O estudo de

funcGes é ampliado as fungdes exponencial e logaritmica.

Sugere-se a realizagdo de trabalhos individuais ou de grupo sobre a histdria do cdlculo
diferencial, aprofundando o trabalho realizado por alguns matematicos: Fermat, Newton,
Leibniz, bem como a referéncia ao trabalho de José Anastacio da Cunha e da histéria da

matematica em Portugal.

No que respeita aos problemas de otimiza¢dao, deverao ser escolhidos criteriosamente pelo
professor, de modo a que os alunos trabalhem a modelagdo de uma forma tdo completa
quanto possivel, analisando aqui também a importancia que a modelagdo tem no mundo
atual. Para os autores do programa de ajustamento, a modela¢gdao matematica representa
um item do programa que s6 podera ter um desenvolvimento pleno no 12.2 ano de
escolaridade se os alunos forem tendo algum contacto nos anos anteriores com situacdes

proximas da modelagao matematica, como projetos de investigacgao.

51



Os autores deste programa de ajustamento justificam a exclusdo de alguns temas que
constavam do programa de 1991, com a necessidade de adaptar os conteldos a carga
horaria prevista para a disciplina. Por essa razdo sao excluidos do programa, no que
respeita ao estudo de funcdes: derivadas de fungdes implicitas, calculo integral,

primitivagdo e regras para o levantamento de algumas indeterminagdes

Em suma

«A utiliza¢do da tecnologia e as aplicagdes da Matematica a par de uma visdo do aluno que
pensa, experimenta e investiga em vez de ser um "receptor de conteudos" devem continuar a
ser uma preocupacdo central no processo de ensino. A este respeito recorde-se que o programa
refere na pag. 17: "Podemos mesmo dizer que a forma de aprender a fazer matemdtica é um
conteudo do ensino da Matematica".»

(Teixeira et al., 1998: 8)

Para Ponte (2002), este ajustamento ocorrido a partir de 1997 representa um marco na

matematica do ensino secundario em Portugal:

«[...] teve o mérito de estabilizar a situacdo no ensino secundario. Dado o seu equilibrio e o
modo cuidadoso como foi posto em pratica, trata-se de um dos momentos de desenvolvimento
curricular em Matematica mais conseguidos no nosso pais. Se os resultados dos alunos
(nomeadamente nos exames do 122 ano) ndo sdo melhores, ndo serd provavelmente pelo
programa, mas por outras causas que é preciso identificar — nas praticas de ensino e de
aprendizagem e nas condi¢cGes que rodeiam o ensino desta disciplina no nosso pais.»

(Ponte, 2002: 11)

Simultaneamente neste periodo entre 1996 e 2001 inicia-se um novo processo de
reorganizacdo curricular no ensino basico acompanhado de uma revisao curricular no
ensino secundario, que promoveu no nosso pais uma reflexdo participada sobre os

curriculos. E a anélise deste periodo que faremos de seguida.

52



1.2. Depois do ano 2000

1.2.1 O novo curriculo em 2001

A partir de 1996 inicia-se em Portugal um novo processo de reorganizacdo e revisdo
curricular que contou com uma “reflexdo participada sobre os curriculos”, de ambito

nacional, e em que foi posto em pratica um “projeto de gestao flexivel” (Ponte, 2002:11).

«De todo este processo foi emergindo a necessidade de ultrapassar uma visdo de curriculo
como um conjunto de normas a cumprir de modo supostamente uniforme em todas as salas
de aula e de ser apoiado, no contexto da crescente autonomia das escolas, o desenvolvimento
de novas praticas de gestao curricular. Neste sentido, ensaiando as potencialidades de um novo
desenho curricular, as escolas foram convidadas a apresentar projectos de gestado flexivel do
curriculo. As escolas envolvidas neste projecto tém vindo a construir processos de gestao
curricular no quadro de uma flexibilidade que procura encontrar respostas adequadas aos
alunos e aos contextos concretos em que os professores trabalham diariamente. Tais projectos
tém considerado como pressuposto fundamental a assun¢do pelas escolas de uma maior
capacidade de decisdo relativamente ao desenvolvimento e gestado das diversas componentes
do curriculo e a uma maior articulagdo entre elas, bem como um acréscimo de responsabilidade
na organizagao das ofertas educativas.»

(Decreto-Lei n.2 6/2001, de 18 de janeiro: 258)

Desta reflexdao participada resultou, em 2001, a publicagdo de novos documentos
curriculares para o ensino bdsico e para o ensino secundario, ambos substituindo os
diplomas que vigoravam desde 1991. A nova matriz curricular proposta trouxe algumas
alteragdes significativas nas escolas, das quais destacamos: a duragado das aulas, passando
cada bloco letivo a ter uma duragao de 90 minutos, em vez dos habituais 50 minutos, e a
introducdo de novas areas curriculares nao disciplinares, como a formagao civica, a area de

projeto e o estudo acompanhado, no 3.2 ciclo, e a drea de projeto no ensino secundario.

0O 3.2 ciclo do ensino basico

Em relagdo ao ensino basico, foram estipuladas competéncias essenciais para cada ciclo de

ensino, quer gerais, quer especificas. Esta clarificacdo de competéncias a alcangar no final
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da educacao bdsica tem como referéncia os pressupostos constantes na Lei de Bases do

Sistema Educativo e no conjunto de valores e principios que nesse documento figuram.

«Equacionaram-se a luz destes principios as competéncias, concebidas como saberes em uso,
necessdrias a qualidade da vida pessoal e social de todos os cidaddos, a promover
gradualmente ao longo da educagdo basica.»

(DEB-ME, 2001: 15)

No que respeita a matematica, as competéncias essenciais visam sobretudo “a promocao
de uma educacdo matemadtica”, contrapondo-se “ao ensino de um certo nimero de
conteudos matematicos especificos”, e procuram contribuir para a “formacdo geral do
aluno” (DEB-ME, 2001: 59). Para tal, pressupGem-se quatro grandes areas temadticas:

Numeros e Cdlculo, Geometria, Estatistica e Probabilidades e Algebra e Funcdes.

«Esta organizacdo salienta que a competéncia matemadtica inclui a compreensdo de um
conjunto de nogdes matematicas fundamentais e permite estabelecer uma ligagdo mais facil
aos temas centrais dos programas, em vigor nos 29s e 39 ciclos, sendo ainda compativel com os
blocos tematicos do programa do 19ciclo.»

(DEB-ME, 2001: 59).

Apesar da introdugdao de um novo curriculo no ensino basico, acompanhado de um
conjunto de competéncias essenciais a atingir em cada disciplina, os programas das
disciplinas mantiveram-se inalterados. No entanto, estas alteragbes curriculares

pressupunham mudangas também ao nivel dos contelddos programaticos:

«No entanto, a evolugdo dos programas num futuro préximo e, em particular, a sua
transformacdo em orientagGes curriculares mais globais e menos prescritivas poderao criar
condicdes favordveis a uma posterior reorganizacdao das competéncias especificas em torno
dos processos matematicos ou dos habitos de pensamento matematicos fundamentais.»

(DEB-ME, 2001: 59).

De facto, tal mudanca sé veio a acontecer em 2007, com um novo programa de matematica

para o ensino basico, enquadrado num plano de acdo para a matematica, com vista a
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melhoria das aprendizagens dos alunos. Este novo programa foi elaborado com o

pressuposto de ser

«[...] um reajustamento do Programa de Matematica para o ensino basico, datado do inicio dos
anos noventa (1990 para o 1.2 ciclo e 1991 para o 2.2 e 3.2 ciclos), [que] desde ha muito que
necessitava de ser revisto. A publicagdo, em 2001, do Curriculo Nacional do Ensino Bdsico que
introduziu modificagdes curriculares importantes em relagdo aquele programa - em particular
nas finalidades e objectivos de aprendizagem, valorizando a nog¢do de competéncia
matemadtica, e na forma como apresenta os temas matematicos a abordar - o desenvolvimento
do conhecimento sobre o ensino e a aprendizagem da Matematica nos Gltimos quinze anos, e,
a necessidade de melhorar a articulagdo entre os programas dos trés ciclos sdo algumas das
razoes que justificavam a sua revisdao.»

(Ponte et al., 2007: 1).

Tomando como ponto de partida o programa anterior, que se encontra em vigor desde
1991, procurou-se, com este reajustamento, a corre¢dao de um conjunto de problemas que
subsistiam no sistema educativo e que necessitavam de uma intervencdo urgente. Por
outro lado, o programa em vigor constituia, nos anos 90, um avango no que respeita as
orientacdes para o ensino da matematica em Portugal, pelo que ndo fazia muito sentido,

para os autores, elimina-lo para comecar outro.

O programa teve uma aplicacdo generalizada a todo o pais a partir do ano letivo 2010/2011,

depois da realiza¢cdo de experiéncias piloto em algumas escolas do pais.

O ensino secundario

No que respeita ao ensino secundario, a revisao curricular (publicada em 2001, mas sé
iniciada no ano letivo 2003/2004) e novamente coordenada por Jaime Carvalho e Silva,
trouxe a consideracdo de trés diferentes disciplinas: matematica A, matematica B e
matemadtica aplicada as ciéncias sociais, “na procura de uma maior adequagdo as
necessidades dos alunos dos diferentes percursos”. (Santos, Canavarro & Machado, 2007:

1).

Entre as finalidades para o ensino da matematica presentes nestes programas encontra-se

a visdo da matematica como instrumento de interpretacao e intervencdo na realidade, o
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desenvolvimento de uma cultura positiva face a ciéncia, de promocdo da autonomia e de

atitudes de solidariedade e ainda do fomento de uma cidadania ativa e participativa.

Os programas apresentam também objetivos e competéncias gerais, especificados em
valores/atitudes, capacidades/aptidGes e conhecimentos. Esta segmentacdo é, na
perspetiva dos autores dos programas, “uma caracteristica fundamental do programa de

matematica do ensino secundario” (Silva, 2001: 5). E advertem:

«Para a generalidade dos cidad3os e especialmente para aqueles que vao utilizar
conhecimentos matematicos secundarios, convém esclarecer que o ensino da matematica ndo
deve limitar-se a desenvolver a capacidade de usar as ferramentas do oficio: simbolos, regras
Iégicas e calculos. Se é legitima a preocupagdo em ensinar a manejar as ferramentas, ela ndo
pode prejudicar o essencial da aprendizagem da Matematica que deve ser procurado ao nivel
das ideias.»

(Silva, 2001: 5)
No que respeita aos conteudos a desenvolver, e no caso concreto da disciplina de
matematica A, apresentam-se em quatro grandes temas, cuja escolha “foi feita tendo em
conta os conteldos presentes em anteriores programas e a preocupa¢ao de algum
equilibrio entre as principais areas da matematica” (Silva, 2001: 6). Sdo eles: Cdlculo
Diferencial, Geometria (no plano e no espac¢o), Fungoes e Sucessoes, Probabilidades (com
Andlise Combinatdria) e Estatistica. O programa também contempla diversos temas que
atravessam o programa de uma forma transversal: Comunica¢do Matemdtica (que nao
constava no programa de 1997), Aplicagées e Modelagcdo Matemdtica, Histdria da
Matemdtica, Ldgica e Raciocinio Matemdtico, Resolu¢Go de Problemas e Atividades
Investigativas, Tecnologia e Matemdtica. Pela primeira vez estes conteudos transversais
surgem lado a lado com os conteuldos especificos da disciplina. Na perspetiva dos autores,
estes temas “sendo de dificil quantificacdo, ndo sdao por isso menos importantes que os

temas antes referidos” (Silva, 2001: 6). Por outro lado

«[...] este conjunto se reporta a aspetos muito diversificados como capacidades matematicas,
tarefas, recursos e conteudos, o que podera dificultar a compreensdo do seu lugar e do seu
papel no desenvolvimento curricular.»

(Silva, 2019: 74)
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Destacamos a importancia dada, mais uma vez, a resolucdo de problemas. De facto:

«A criagdo de um ambiente propicio a resolugdo de problemas deve constituir um objectivo
central nas praticas dos professores ja que a resolugdo de problemas é um método
fundamental e é considerada no programa nao sé como indicagdo metodoldgica, mas também
como tema. Contribuigdo fundamental para o desenvolver a capacidade dos alunos de
raciocinar matematicamente e de usar a Matematica em situagGes diversas, a resolugdo de
problemas aparece neste programa também como motivagdo, como sistema de recuperagédo e
como forma privilegiada para suscitar a comunicagdo oral e escrita.»

(Silva, 2001: 6).

Para colmatar os habituais problemas na transicao do 3.2 ciclo para o ensino secundario,
os autores conceberam o 10.2 ano de uma nova forma, principalmente nas primeiras
semanas de aulas, em que deverd ser dado destaque a eventuais estratégias de

acompanhamento e de recuperacdo dos alunos. Desta forma, foi criado um Mddulo Inicial,

«[...] no qual se incluem conceitos prévios considerados verdadeiramente essenciais e
estruturantes que deverdo ser especialmente trabalhados com os estudantes nas primeiras
duas ou trés semanas de aulas do 10.2 ano e sempre que se venha a revelar necessario.»

(Silva, 2001: 2)

Com este mddulo inicial os alunos estdao em contacto com a resolucdo de problemas, que
deverdao ser escolhidos de forma a permitir “despistar dificuldades e deficiéncias na
formacgdo basica e acertar estratégias de remediagao” (Silva, 2001: 2). Por outro lado, a
aplicacdo da estratégia de resolucdo de problemas permite que os estudantes que

apresentam menos dificuldades se mantenham motivados.

Apresentamos de seguida a estrutura global do programa de matematica A no programa

de 2001, cujas componentes sdo equivalentes ao ajustamento feito em 1997:
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Programa de 2001

102ano 112ano 122ano
1. Geometria no Plano e no |1. Geometria no Plano e no |1. Probabilidades e
Espago | Espaco Il Combinatdria

2. Fungdes e Graficos. Fungbes | 2. Fungbes racionais e com |2. FungBes exponenciais e

Polinomiais e Fungao radicais. Taxa de variagao e logaritmicas.  Limites e
Mddulo derivada. continuidade. Conceito de
3. Estatistica 3. Sucessoes reais derivada e aplicagdes

3. Trigonometria e Numeros

Complexos

Tabela 1.12

As sugestGes metodoldgicas presentes neste programa também sdo muito semelhantes as
apresentadas no ajustamento de 1997, nomeadamente no que respeita a capacidade de
utilizar a matematica, ao raciocinio dedutivo, a comunicacdo, a perspetiva histdrico-
cultural que devera estar sempre presente e aos recursos a utilizar, entre os quais continua

a merecer grande destaque a calculadora grafica.

«A dimensdo grafica constitui uma componente incontornavel do trabalho matematico, pelo
que é importante o uso de tecnologia adequada (calculadora grafica ou computador). E preciso
ter presente que a “tecnologia” em si ndo estd em causa como contetddo de ensino, mas que
sdo as aprendizagens que ela pode proporcionar que justificam o seu uso. O recurso a
tecnologia pode auxiliar os estudantes na compreensdo de conceitos matematicos e prepara-
los para usar a matematica num mundo cada vez mais tecnolédgico. Como qualquer ferramenta,
a tecnologia pode ser utilizada de um modo mais ou menos rico. Nunca deve ser utilizada como
simples substituicdo de raciocinios basicos, mas sim de modo a enriquecer a aprendizagem
matematica, tornando-a mais profunda.»

(Silva, 2001: 22)

0O estudo de funcdes nos novos programas

Nao cabendo, no ambito deste estudo, a andlise exaustiva do programa do ensino basico,
analisaremos os conteudos e as orientacdes metodoldgicas relacionados com o estudo de

fun¢des e 0o momento em que vao sendo introduzidos no curriculo.
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Assim, no que respeita ao 3.2 ciclo, no programa implementado em 2007, o estudo de
fungdes estd integrado no tema Algebra, e inclui os seguintes contetdos, divididos pelos

trés anos de escolaridade:

Programa de 2007

3.2 Ciclo - Algebra

e  Conceito de fungdo e de grafico de uma fungdo
e Proporcionalidade direta e inversa como fungdes
e Fungdes linear e afim

e Fungdes do tipoy = ax?
Tabela 1.13

Com o objetivo principal de promover o desenvolvimento do pensamento algébrico dos
alunos, propde-se neste ciclo o estudo de relagdes de diversos tipos, como equacdes e
funcdes, e da variacdo, através de tarefas que envolvam atividades de simbolizacdo e de
modelacdo. No desenvolvimento dos conceitos e procedimentos algébricos devem ser
proporcionadas aos alunos experiéncias informais antes da manipulagao algébrica formal.

(Ponte et al., 2007: 55).

Seguindo esta abordagem metodoldgica, no 7.2 ano de escolaridade é introduzido o
conceito de fungdo, sendo que os alunos deverdao “compreender o conceito de fungao
como relagdao entre varidveis e como correspondéncia entre dois conjuntos, e utilizar as

suas varias notacdes” (Ponte et al., 2007: 57).

Depois de, no seguimento do ponto anterior, os alunos aprenderem a identificar e assinalar
pares ordenados no plano cartesiano, deverao ser capazes de analisar uma funcdo a partir
das suas representagdes: diagrama sagital, tabela, grafico, expressao algébrica, indicando
dominio, contradominio ou imagens de determinados objetos. Ainda no 7.2 ano, os alunos
deverdao tomar um primeiro contacto com o estudo da monotonia de uma funcao, ao
interpretar a variacao de uma funcao representada por um grafico, indicando intervalos
onde a funcdo é crescente, decrescente ou constante. O estudo da proporcionalidade

direta como fun¢dao também faz parte dos conteldos a lecionar no 7.2 ano de escolaridade.
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No 8.2 ano o estudo de funcdes é totalmente dedicado a funcdo linear e afim, em que os
alunos deverdo relaciond-las bem como representa-las algébrica e graficamente. Ainda
neste ambito, verifica-se que este programa aprofunda um pouco mais o estudo de funcées
gue o programa anterior, na medida em que propde mais alguns objetivos que os alunos
deverdo conseguir atingir e que ndo estavam contemplados no programa anterior no 3.2
ciclo, nomeadamente: a partir da representacdo grafica de uma funcdo linear ou afim,
identificar a imagem dado o objeto e o objeto dada a imagem; compreender a influéncia
da variagdo dos parametros a e b (na expressdao y = ax + b) no grafico da fungdo; propor
a representacao algébrica de uma funcdo linear sendo dado um objeto ndo nulo e a sua

imagem e de uma funcdo afim sendo dados dois objetos e as suas imagens.

No 9.2 ano de escolaridade é estudada a proporcionalidade inversa como fungdo e também
funcdes quadraticas do tipo y = ax?, onde os alunos deverdo compreender a influéncia da

variacdo do parametro a no grafico da fungao.

No estudo dos varios tipos de funcBes os alunos deverdo ser capazes de relacionar as
representacoes algébrica e grafica das funcbes estudadas, bem como de resolver e

formular problemas, e modelar situagdes utilizando fungdes.

Verifica-se, na globalidade, um aprofundamento dos conteudos relacionados com o estudo

de fungdes no 3.2 ciclo, quando comparado este programa com o anterior, de 1991.

Relativamente ao ensino secunddrio, o programa apresenta fundamentalmente os
mesmos conteldos e abordagem metodoldgica que o ajustamento realizado em 1997. A

divisdo e o peso dos conteldos a explorar em cada ano de escolaridade é também idéntico:

Programa de 2001
10.2 ano 11.2 ano 12.2 ano
Fungdes e Graficos. Funcgbes | Fungbes racionais e com | Fungbes exponenciais e
Polinomiais e Fungdo Mddulo radicais. Taxa de variacdo e | logaritmicas. Limites e
derivada. continuidade.  Conceito  de
derivada e aplica¢des
Tabela 1.14
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No programa de 2001 continua a privilegiar-se o estudo de fungdes, “indispensaveis para a
compreensao do mundo em que vivemos” (Silva, 2001: 26) numa perspetiva de ligacdo
estreita com a vida quotidiana e com outras ciéncias. Também continua a ser dada grande
énfase a relacdo entre as férmulas matemadticas e as respetivas representacdes

geométricas.

Quanto a modelacdo, consideramos que aqui ha uma explicitacdo e aprofundamento dos
objetivos do estudo de fun¢bes nesta vertente, relativamente ao ajustamento feito em

1997, fruto também da crescente evolucdo das tecnologias ao dispor da educacao:

«Na resolugdo de problemas deve ser dada énfase especial a Modelagdo Matematica (por
exemplo, usando dados concretos recolhidos por calculadoras graficas ou computadores
acoplados a sensores adequados). Deve ser dada énfase especial a resolucdo de problemas
usando métodos numéricos e graficos, nomeadamente quando forem usadas inequagdes. A
resolugao numérica ou grafica deve ser sempre confrontada com conhecimentos tedricos. Deve
ser usada a resolugdo analitica sempre que a natureza do problema o aconselhar, por exemplo
qguando for conveniente decompor um polindmio em factores. O estudo analitico dos
polindmios deve ser suscitado pela resolucdo de problemas e ai integrado. A resolugao analitica
de problemas deve ser sempre acompanhada da verificagdo numérica ou grafica.»

(Ponte et al., 2007: 28)

Em termos gerais, feita uma comparagado entre a estrutura do novo programa de 2001 e o
ajustamento ao programa efetuado em 1997 verificamos que ndo existem diferencas
significativas no que respeita as componentes constantes nos dois programas. O programa
de 2001 surge como resposta a revisdo curricular em curso, que trouxe alteragdes nos
percursos curriculares do ensino secunddrio, mas no essencial mantém os pressupostos em

vigor desde 1997.

De forma a tornar a nossa andlise e reflexdo mais eficaz, optamos por ndo analisar
isoladamente o programa de 2001, mas sim fazer um estudo comparativo entre cada um
dos temas relacionados com o estudo de fung¢des que fazem parte do programa de 2001, e
os temas que estdo incluidos no novo programa, aprovado em 2014. Essa analise é

apresentada no capitulo seguinte.
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O programa de matematica A de 2001 manteve-se em vigor, inalterado, até ao ano letivo
2014/2015. Em termos de duracdo, este foi o periodo de maior estabilidade no curriculo

de matematica do ensino secundario, no p6s-25 de abril de 1974.

1.2.2 As metas curriculares

Os novos programas e as metas curriculares

O Programa de Matemadtica do Ensino Bdsico (PMEB), criado em 2007, surge enquadrado
num plano de ac3o® para a melhoria da matematica, desenvolvido pela tutela a partir de
2006. Com o PMEB surgiram posteriormente outros documentos que o complementam
(Silva, 2019), como os percursos tematicos de aprendizagem, em 2008, com opc¢des
metodolodgicas relativamente a ordem de lecionacdo dos conteddos e as metas de
aprendizagem, que pretendiam “concretizar os desempenhos matemadticos que se
esperava observar nos alunos em cada ano de escolaridade” (Silva, 2019: 41) e deveriam
ser utilizadas voluntariamente pelos professores, ndao constituindo por isso um
instrumento normativo. Este documento, previsto para ser divulgado em 2013, acabou por
nao ser concluido, uma vez que o seu processo de elaboragdo, que incluia diversas fases,
entre elas a consulta publica, foi interrompido com a mudanga do elenco governativo.

De facto, com a entrada em fung¢des do XIX Governo Constitucional, iniciou-se um novo
periodo de revisdo curricular, que abrangeu todos os ciclos de ensino.

Ainda em dezembro de 2011 o Ministro da Educa¢ao Nuno Crato determina, por despacho,
que o Curriculo Nacional do Ensino Bdsico — Competéncias Essenciais, em vigor desde 2001,
“deixasse de se constituir como documento orientador do Ensino Bdsico pelas

insuficiéncias que continha e que se vieram a manifestar como prejudiciais” (Despacho n.2

5 Em junho de 2006, tendo em atenc¢do o diagndstico efetuado pelos professores de matematica, decorrente
da reflexdo sobre os resultados dos exames de matematica do 9.2 ano de escolaridade de 2005, o ME definiu
um plano de ag¢do para a matematica. Este plano tem como principal objetivo melhorar o ensino da
matematica sendo constituido por seis agdes, como o novo programa de matematica, promover a formacgao
continua dos professores, criar um banco de recursos, entre outras medidas.
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5306/2012, de 18 de abril). Como consequéncia desta medida nomeou um grupo de
trabalho, em abril de 2012 (Despacho n.2 10874/2012, de 10 de agosto) que ficou
encarregue de definir as metas curriculares para o ensino bdsico e secundario. Prevé-se

entao

«[...] que o desenvolvimento do ensino sera orientado por Metas Curriculares nas quais sdo
definidos, de forma consistente, os conhecimentos e as capacidades essenciais que os alunos
devem adquirir, nos diferentes anos de escolaridade ou ciclos e nos contelidos dos respetivos

programas curriculares.»
(Despacho n.2 5306/2012, de 18 de abril: 13952)

No despacho de nomeacdo desse grupo de trabalho sdo referidas algumas criticas aos
curriculos em vigor, nomeadamente ao processo de elaboracdo das metas de

aprendizagem, iniciado em 2010:

«A forma como nelas foram compatibilizados os conteddos programaticos com os objetivos do
entdo «Curriculo Nacional» criou obstaculos tanto a autonomia pedagdgica das escolas como
a liberdade dos professores usarem a sua experiéncia e profissionalismo. Ao se confundirem
metas de aprendizagem concretas com objetivos vagos e muito gerais, metas curriculares com
métodos de ensino e metas cognitivas com atitudes, continuou-se a ndo se destacar
devidamente os conhecimentos e capacidades a adquirir pelos alunos em cada disciplina.»

(Despacho n.2 5306/2012, de 18 de abril: 13952)

Simultaneamente sdo definidas as linhas orientadoras que deverao nortear o curriculo

nacional, tendo em conta as prioridades estabelecidas:

«Contenha padrdes de rigor, criando coeréncia no que é ensinado nas escolas; permita que
todos os alunos tenham oportunidade de adquirir um conjunto de conhecimentos e de
desenvolver capacidades fundamentais nas disciplinas essenciais; Garanta aos professores a
liberdade de usar os seus conhecimentos, experiéncia e profissionalismo para ajudar os alunos
a atingirem o seu melhor desempenho.»

(Despacho n.2 5306/2012, de 18 de abril: 13952)

Neste documento ja fica referenciada a possibilidade de se alterarem os programas das
diversas disciplinas, pois a introducdo das metas curriculares “como uma referéncia

fundamental no ensino [...] podera implicar uma revisdao parcial de alguns programas

63



curriculares, devendo apenas alterar-se o que é estritamente necessdrio e justificavel”

(Despacho n.2 5306/2012, de 18 de abril: 13952).

Apesar do mandato deste grupo de trabalho estar previsto terminar a 31 de maio de 2013,
fica definido que as metas curriculares das disciplinas de portugués, matematica e de
tecnologias da informacdo e comunicacdo deverdo estar terminadas um ano antes. Em
consequéncia disto, e no que respeita ao ensino basico, as metas curriculares entraram de
facto em vigor no ano letivo 2012/2013, como recomendacado (Despacho n.2 10874/2012,
de 10 de agosto), antes da divulgacdo e implementacdo do novo programa de matematica

para o ensino basico, momento a partir do qual seriam tornadas vinculativas.

Neste contexto é aprovado, também em 2012, o Decreto-Lei n.2 139/2012, de 5 de julho,
gue estabelece os principios orientadores da organizacao e da gestdo dos curriculos dos
ensinos basico e secunddario, da avaliacdo dos conhecimentos a adquirir e das capacidades
a desenvolver pelos alunos e do processo de desenvolvimento do curriculo dos ensinos

basico e secundario. No predmbulo do referido documento vem

«[...] tendo em vista melhorar a qualidade do que se ensina e do que se aprende, o presente
diploma procede a introdugdo de um conjunto de alteragdes destinadas a criar uma cultura de
rigor e de exceléncia, através da implementa¢dao de medidas no curriculo dos ensinos basico e
secunddrio.»

(Decreto-Lei n.2 139/2012, de 5 de julho: 3476)

Quanto aos programas da disciplina de matematica, o novo programa para o ensino basico
é homologado a 17 de junho de 2013 e integra as metas curriculares aprovadas um ano
antes.

No que respeita ao ensino secunddrio € homologado, em janeiro de 2014, o novo programa
para a disciplina de matematica A (também na mesma data sdao homologados novos
programas para portugués e fisica e quimica A). Também este programa agrega as metas
curriculares para os cursos cientifico-humanisticos de ciéncias e tecnologias e de ciéncias

socioecondmicas, segundo o Despacho n.2 868-B/2014, de 20 de janeiro.

«Os novos Programas de Portugués, de Matematica A e de Fisica e Quimica A para o Ensino
Secundario, que agora se homologam agregam as Metas Curriculares com o objetivo de se
constituirem como documentos Unicos coerentes. Tem-se em conta as finalidades das
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disciplinas, os conteludos e os objetivos a atingir, complementando-se as Metas Curriculares,
que tém como propdsito enunciar de forma organizada e sequencial os conteldos
referenciados aos objetivos das disciplinas.»

(Despacho n.2 868-B/2014, de 20 de janeiro: 2012-(4))

Com os novos programas surge entdo um documento curricular diferente — as metas
curriculares — que pretende ser um complemento ao programa e cabendo nele o espaco
para os objetivos do proprio programa. De facto, estes devem traduzir os desempenhos
fundamentais dos alunos ao longo do ciclo de ensino e, por essa razdo, surgem explicitados
por verbos, que servem de base a leitura das metas curriculares: Identificar/Designar/
Referir, Reconhecer, Saber, Provar/Demonstrar e Justificar, algo que representa uma

novidade em relacdo aos programas anteriores:

«[...] verbos que exigem aos alunos que definam adequadamente os conceitos, que construam
argumentagdes coerentes, que saibam justificar passos e elaborar demonstragées matematicas
0 mais rigorosamente possivel.®
No seu conjunto, e de modo integrado, estes desempenhos devem concorrer para a aquisi¢cdo
de conhecimentos, factos, conceitos e procedimentos, para a construgao e desenvolvimento
do raciocinio matematico, para a resolucdo de problemas em diversos contextos, para uma
comunicagdo (oral e escrita) adequada e para uma visdo da Matematica como um todo
articulado e coerente.»

(Bivar et al., 2014a: 4)

As metas curriculares assentam em dois grandes eixos: estabelecer objetivos concisos,
ensinadveis e avalidveis para cada ano de escolaridade e dar liberdade ao professor na
selecdo das estratégias de ensino adequadas a esses objetivos. A sua organizagao é
estruturada em dominios, subdominios e, dentro destes, os objetivos gerais, explicitados
por sua vez por descritores que, pela forma como foram redigidos, também representam

em si uma novidade:

® In documento apresentado numa formagdo por nés frequentada, por indicacdo do conselho executivo da
nossa escola, no ambito das nossas fun¢des de coordenacdo do departamento de matematica. Intitulada As
Metas curriculares de Matemdtica A do Ensino Secunddrio, tratou-se de uma formacdo cuja entidade
formadora foi a Sociedade Portuguesa da Matematica, que percorreu varias regides do pais e cujo objetivo
era contribuir para preparar as escolas e os docentes para a implementagdo do novo programa e metas
curriculares no ano letivo 2015/2016. A acdo referida foi dada pelas formadoras Patricia Reis e Patricia
Engracia e teve lugar na Escola Secundaria Antero de Quental, em Ponta Delgada, entre os dias 7 e 11 de
setembro de 2015.

65



«Os diferentes descritores estdo redigidos de forma objetiva, numa linguagem rigorosa
destinada ao professor, devendo este selecionar uma estratégia de ensino adequada a
respetiva concretizagdo, incluindo uma adaptagdo da linguagem, sempre que seja necessaria.»

(Bivar et al., 2014a: 4)

Relativamente ao ensino secunddrio, este novo programa acompanhado das metas
curriculares explicita na introducdo o seu objetivo geral, que é o “elevar os padrdes de
desempenho escolar dos alunos portugueses” (Bivar et al., 2014a: 3) e assume claramente

o objetivo de preparacao dos alunos para o prosseguimento de estudos no ensino superior:

«O Programa e as respetivas Metas foram concebidos por forma a fornecer aos alunos
instrumentos que garantam um prosseguimento de estudos com sucesso, tendo em
considerac¢do que é este o ramo da Matematica do Ensino Secundario que da acesso aos cursos
do Ensino Superior de dreas que requerem uma sélida formag¢ao matematica.»

(Bivar et al., 2014a: 3)

Da analise do novo programa para o ensino secundario e dos textos introdutdrios dos seus
autores, bem como da reflexdo feita em formacdo adquirida previamente a experiéncia de
lecionacdo, é evidente a mudanca de paradigma relativamente a visdo do ensino da
matemadtica. E dada énfase ao facto de a matemdtica ser uma ciéncia cumulativa, que se
aprende passo a passo, existindo uma clara hierarquia na aquisi¢cdo de conceitos que deve
ser respeitada. Entendemos esta referéncia como uma possivel critica a anteriores
programas, no que respeita a estruturacao dos contetddos ou a uma eventual falta de rigor
na forma como a ordem dos mesmos é apresentada.

Também fica claro que, para os autores do programa, é fundamental memorizar
procedimentos e rotinas elementares, ndo sendo desejavel opor memorizacdo e

compreensao.

«0 dominio de procedimentos padronizados devera ser objeto de particular atengdo no ensino
desta disciplina. As rotinas e automatismos sdo essenciais a atividade matemadtica, uma vez que
permitem libertar a memdria de trabalho, de modo que esta se possa dedicar, com maior
exclusividade, a tarefas que exigem fungbes cognitivas superiores.»

(Bivar et al., 2014a: 6)

E também reforcada a ideia de que a avaliagdo reforca a aprendizagem e que a mesma

deverd ser estruturada e séria, tendo como base as teorias, linhas de raciocinio e
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procedimentos cldssicos. Estas consideracGes estdo em consonancia com o National
Mathematics Advisory Panel (NMAP) no seu relatério Foundations for Success: the Final
Report of the NMAP, Common Core State Standards, publicado em 2008, que estabeleceu
um conjunto de conclusdes, visiveis na construcdo deste novo programa, como a
importancia da introducdo dos conteudos de forma progressiva, estruturada e coerente, a
necessidade de se indicar claramente os objetivos a atingir pelos alunos em cada ano
curricular; a importancia de se treinar procedimentos rotineiros e conhecer factos e
resultados elementares, por forma a que possam ser facilmente mobilizados quando
necessario; a importancia de se promover a compreensao conceptual dos objetos
matematicos sdo algumas das conclusGes mais importantes. Também é referida a
necessidade de se utilizar a tecnologia de forma cuidadosa e criteriosa e de se sensibilizar
a comunidade educativa para a estreita relacdo que existe entre o esforco desenvolvido
pelo aluno e o sucesso a disciplina.

Destacamos como outra caracteristica desta mudanca de paradigma aquele que é um dos
objetivos centrais em programas anteriores: a resolugdo de problemas. Neste programa de

2014 pode ler-se

«Nos enunciados de exercicios e problemas deve ter-se em conta a conveniéncia de uma
progressiva utilizagdo das técnicas e principios que vao sendo adquiridos, procurando-se um
equilibrio entre a adequagdo das questBes propostas a essa aquisicdo progressiva e uma
ilustragcdo, nem sempre possivel, de situagdes inteiramente inspiradas na vida corrente. Desta
maneira, pode ser conveniente, em diversas situagdes, propor problemas descrevendo
situagBes que ndo traduzam de modo plenamente realista aspetos da experiéncia quotidiana
dos alunos, mas que sejam particularmente adaptados aos objetivos do ensino de
determinadas matérias.»

(Bivar et al., 2014a: 7)

E assumido como objetivo central da resolucdo de problemas a capacidade de selecionar e

aplicar técnicas e estratégias previamente estudadas e ja consolidadas e, como tal,

«[...] aresolucdo de problemas ndo deve confundir-se com atividades vagas de exploracdo e de
descoberta que, podendo constituir estratégias de motivagdo, ndo se revelam adequadas a
concretizacao efetiva de uma finalidade tdo exigente.»

(Bivar et al, 2014a: 7)
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Este parametro em particular tem impacto na lecionacdo dos conteludos respeitantes ao
dominio Fung¢des Reais de Varidvel Real, como veremos mais a frente.

Entre as finalidades e objetivos presentes neste programa ndo consta agora a ideia de
competéncia matematica, presente no programa de 2001.

Se os objetivos do programa sao traduzidos por verbos e elencados nas metas curriculares,
as finalidades para o ensino da matematica sdo apresentadas no inicio do documento. A
primeira finalidade enunciada é a estruturacdo do pensamento e o desenvolvimento do
raciocinio abstrato, defendendo que o “desenvolvimento do raciocinio abstrato deve ser
considerado como uma finalidade em si” (Bivar et al., 2014a: 5), o que é uma distincdo
relativamente ao anterior programa, que estabelece este como um tema transversal e ndo
como uma finalidade. A segunda finalidade do ensino da matematica €, de acordo com este
novo programa, a modelacdo e a aplicacdo da matematica ao mundo real, mantendo a
orientacdo do programa anterior.

Quanto aos conteudos programaticos a incluir no programa, partindo da andlise de
curriculos de outros paises, participantes ou ndao nos estudos mencionados anteriormente,
os autores defendem a inclusdo de “alguns temas fundamentais, atualmente ausentes do
Ensino Secundario em Portugal” (Bivar et al., 2014a: 4). Nele se incluem, a titulo de
exemplo, o dominio Primitivas e Cdlculo Integral, afastado dos programas de matematica
desde os constrangimentos criados no programa de 1991. Para além deste dominio, os
autores destacam também o aprofundamento dos problemas de resolugdo de triangulos
nas aplicagdes da trigonometria, bem como o calculo de alguns limites de fun¢des e de
sucessOes, deixando uma critica clara ao programa até ai em vigor: “quando trabalhados
de forma vaga e exageradamente intuitiva, levam com frequéncia a concec¢ao de nogdes
erradas e dificeis de reverter” (Bivar et al., 2014a: 4).

Apresentamos de seguida os dominios que compdem o programa de 2014, dividido pelos
trés anos do ensino secunddrio. Salienta-se outra diferenca relativamente aos programas
anteriores que é o facto destes dominios incidirem exclusivamente sobre conhecimentos

matematicos:
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Programa de 2014

10%2ano

11%no

122%ano

Légica e Teoria dos
Conjuntos (LTC)

Algebra (ALG)

Geometria Analitica (GA)

Fungbes Reais de Varidvel

Trigonometria e Fungdes
trigonométricas (TRI)
Geometria Analitica (GA)
Sucessodes (SUC)

Fungbes Reais de Variavel

Calculo Combinatério (CC)
Probabilidades (PRB)
FungGes Reais de Variavel
Real (FRVR)

Trigonometria e Fungdes

Real (FRVR) Real (FRVR) trigonométricas (TRI)
e Estatistica (EST) e Estatistica (EST) e Fungbes Exponenciais e
FungGes Logaritmicas (FEL)
e Primitivas e Calculo integral
(PCI)
e Numeros Complexos (NC)
Tabela 1.15

Além das referéncias aos conteldos feitas anteriormente destacamos a inclusdo, como
dominio auténomo, da Ldgica e Teoria dos Conjuntos, tal como ja havia surgido no
programa de 1991 e posteriormente transformada em tema transversal. Uma referéncia
também para o dominio Estatistica que, neste programa, é abordada de forma
substancialmente diferente dos programas anteriores, assumindo uma vertente mais
tecnicista e formal, onde ndo estdo incluidas as aplicagGes ao real nem o uso da calculadora

grafica:

«No dominio Estatistica, comeca-se por introduzir o sinal de somatdrio e algumas das suas
regras operatdrias, que serdo Uteis em diversas ocasides ao longo do Ensino Secundario. Em
particular poderdo ser utilizadas neste mesmo dominio, nomeadamente aquando da
manipulacdo de médias e desvios-padrdo de amostras, ou de percentis, no¢des tratadas no 10.2
ano. Para além das defini¢Ges de varidvel estatistica, amostra, média, variancia, desvio-padrao
e percentil, analisam-se as propriedades basicas destes conceitos e as respetivas interpretagoes
em exemplos concretos.»

(Bivar et al., 2014a: 10).

E importante referir que temas transversais que se constituiam no programa de 2001, e
que diziam respeito aos trés anos de escolaridade (comunicacdo matematica, aplicaces
de modelagdo matematica, histéria da matematica, légica e raciocinio matematico,

resolucdo de problemas, atividades investigativas e uso da tecnologia) ndo sdo tidos em
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conta no programa de 2014 com esta designacdo. De facto, esta formulacdo curricular ndo
salienta quaisquer temas transversais, apesar de fazer referéncia ao facto de, como outros,
a ldgica e a teoria dos conjuntos poderem ser abordados ao longo de todo o ensino
secundadrio.

Outra diferenca a assinalar relativamente ao programa anterior, e que nunca havia sido
incluida em curriculos nacionais, é a definicdo de niveis de desempenho. E assumido
claramente pelos autores do programa que ha conteludos propostos que ndo sdo acessiveis
atodos os alunos e, através de simbologia prépria, cabe ao professor decidir que exercicios
de desempenho mais elevado poderd propor a alguns dos seus alunos. Para tal, sdo
elaborados cadernos de apoio, que acompanham o programa e as metas curriculares,
contendo algum suporte tedrico e exemplos de exercicios com diversos niveis de
desempenho, cabendo ao professor a gestdo desses mesmos niveis de desempenho,
adaptando-os aos seus alunos.

Também nas orientacdes metodoldgicas encontramos outra visdo do ensino da
matemadtica, uma que vez que, ao contrario do programa anterior em que o modo de
aprender matematica tinha um papel de destaque no curriculo, agora cabe aos professores
e as escolas a decisdo em exclusivo sobre a forma de abordar cada conteudo e sobre as
opc¢Ges metodoldgicas a tomar.

Com o Despacho n.2 15971/2012, de 14 de dezembro, é estabelecido um calendario
faseado para implementagao das metas curriculares em todos os ciclos de ensino. Foi
também esse o calendario adotado aquando da publicagdao dos novos programas, quer no
ensino basico, quer no ensino secunddrio. Deste modo, os novos documentos curriculares
foram implementados no ano letivo 2013/2014 no 7.2 ano de escolaridade, em 2014/2015
no 8.2 ano e no ano letivo 2015/2016 simultaneamente no 9.2 e 10.2 ano de escolaridade.
De seguida faremos a analise dos conteudos relacionados com o estudo de fungdes, quer
no 3.2 ciclo do ensino basico, quer no ensino secundario. Como forma de facilitar a leitura
e analise, optdmos por estabelecer compara¢des ano a ano. No 3.2 ciclo do ensino basico
comparamos o programa de 2007 com o programa e metas curriculares do ensino basico
aprovadas em 2013 e 2012, respetivamente e, relativamente ao ensino secundario, a

comparacao feita incidiu sobre o programa de 2001, ano da ultima alteracdao programatica
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feita no ensino secundario, e o programa e metas curriculares aprovados em 2014. Trata-
se, portanto, de uma comparacao que estabelece um “antes e depois” da implementacao

das metas curriculares, quer no ensino basico, quer no ensino secundario.

Comparacao dos conteudos relacionados com o estudo de funcdes: ensino basico

7.2 ano

Programa de 2007 Programa e metas curriculares 2012 e 2013

e Conceito de fungdo e de grifico de uma |e Definigdo de fungdo
funcao e  Operacbes com fungdes numéricas

e Sequéncias e sucessées

Tabela 1.16

No programa de 2007 destaca-se o objetivo principal de desenvolver nos alunos a
linguagem e o pensamento algébricos, bem como a capacidade de interpretar, representar
e resolver problemas usando procedimentos algébricos e de utilizar estes conhecimentos
e capacidades na exploracdo e modelacdo de situacGes em contextos diversos (Ponte et al.,
2007). E neste contexto que é abordado o conceito de funcdo, as suas propriedades e a
exploracdo do grafico de uma funcao.

No programa e metas curriculares de 2012 e 2013 verifica-se um aprofundamento do
denominado dominio Fung¢bes, sequéncias e sucessdes, sendo este um dos cinco dominios
previstos para o 32 ciclo. A abordagem aos conceitos de fun¢do e sucessao é feita,
contrariamente ao programa anterior, a partir da definicio formal e é proposta a
familiarizacdo com este conceito através de manipulagdes formais e algébricas dos
conceitos: “é feita uma introducdo ao conceito de funcdo e de sucessdo e de algumas
operagOes entre elas” (Bivar et al., 2013: 19). Os conteudos previstos para o 7.2 ano
incluem, na definicdo de funcdo: dominio e contradominio; igualdade de func¢Ges; pares
ordenados; grafico de uma func¢ao; variavel independente e variavel dependente; fungdes
numéricas; graficos cartesianos de fungdes numéricas de varidvel numérica; equagao de
um grafico cartesiano. A formalizagao dos conceitos é dominante na apresentac¢ao de cada

um destes tépicos, havendo menos lugar para a integragdao de contextos mais familiares
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para os alunos na abordagem dos temas. O estudo de fung¢des no 7.2 ano abrange ainda
uma parte significativa dedicada as opera¢des com fungdes, nomeadamente: operacdes
com funcgbes numéricas (adicdo, subtracdo e multiplicacdo de funcdes numéricas e com o
mesmo dominio); exponenciacdo de expoente natural de funcdes numéricas; operacdes
com fungdes numéricas de dominio finito dadas por tabelas, diagramas de setas ou graficos
cartesianos; funcdes constantes, lineares e afins (formas candnicas, coeficientes e termos
independentes; propriedades algébricas e reducdo a forma canodnica); funcbes de
proporcionalidade direta; problemas envolvendo funcdes de proporcionalidade direta.

As sequéncias e sucessoes sao parte integrante deste dominio, uma vez que é definido o
conceito de sucessdo como funcdo, havendo aqui também aprofundamento destes
conteudos, uma vez que o programa anterior abordava apenas as sequéncias e

regularidades.

8.2 ano

Programa de 2007 Programa e metas curriculares 2012 e 2103

e  Proporcionalidade direta como fungao e  Graficos de fungdes afins

e  Fungdes linear e afim

Tabela 1.17

Relativamente ao programa de 2007 procura-se, neste ano de escolaridade, que o recurso
as varias representacoes (algébrica, grafica e tabular) de uma fungao sirva essencialmente
para a interpretacao e resolugao de problemas e para a modelagao de situagées. As fungdes
cujo estudo se propde no 8.2 ano devem ser exploradas como ferramentas de modelagao
em situagles diversas, assumindo particular importancia as fun¢ées de proporcionalidade
direta.

Quanto ao programa e metas curriculares, 0 8.2 ano é essencialmente dedicado ao estudo
do grafico de fungdes afins, incluindo os seguintes conteludos: equacao de reta nao vertical
e grafico de funcao linear ou afim; declive e ordenada na origem de uma reta nao vertical;
relacdo entre declive e paralelismo; determina¢ao do declive de uma reta determinada por
dois pontos com abcissas distintas; equacao de reta vertical; problemas envolvendo

equacodes de retas. Em termos de conteldos, a inclusdo do estudo da reta vertical é uma
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novidade, pois era um conceito apenas abordado no contexto da geometria analitica, no
10.2 ano de escolaridade. Quanto a funcao afim, muitos dos conteldos descritos também
constam do programa de 2007, sendo que a principal diferenca residird no grau de

aprofundamento destes conceitos.

9.2 ano
Programa de 2007 Programa e metas curriculares 2012 e 2013
¢ Proporcionalidade inversa como fungdes e FungBes de proporcionalidade inversa;
e Fungdes do tipo y=ax? referéncia a hipérbole;

e Problemas envolvendo fungdes de
proporcionalidade inversa;

e Fun¢Besdafamilia f(x) =ax? coma#
0

e Conjunto-solucdo da equagdo de segundo
grau ax?® + bx + ¢ =0 como intersec3o da
pardbola de equacdoy = ax® com aretade

equagdoy = —bx — ¢

Tabela 1.18

No que respeita ao 9.2 ano de escolaridade a principal diferenca entre os programas
encontra-se no estudo da interse¢ao do grafico de uma fungao quadratica com uma fungao
afim e a determinagdo, gréfica e algebricamente, do conjunto solu¢dao da equagao dai
resultante. A resolu¢ao de problemas, objetivo essencial no programa de 2007, apenas é
mencionada no novo programa no estudo da fungdo de proporcionalidade direta e inversa.
Em geral, e no que respeita ao 3.2 ciclo, hd uma complexificacgdo dos conteldos
relacionados com o estudo de fun¢des, em que o formalismo e a abordagem algébrica dos
conteudos se sobrepdem a abordagem anterior, cujo foco se situava na aplica¢do ao real,

na resolugao de problemas e na modelagao.

Comparacao dos conteudos relacionados com o estudo de funcdes: ensino secundario

Relativamente ao ensino secunddrio, com a entrada em vigor do programa e metas
curriculares de 2014, os dominios relacionados com o estudo de fun¢des, nomeadamente

Func¢ébes Reais de Varidvel Real nos trés anos do ensino secundario e Fungbes Exponenciais
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e Logaritmicas no 12.2 ano, mantém um peso consideravel, semelhante ao do programa
de 2001. Analisaremos de seguida os conteudos relacionados com o estudo de func¢des, em
cada um dos anos do ensino secunddrio, com especial incidéncia para o 10.2 ano, e

salientando no 11.2 e 12.2 anos apenas as diferengas mais relevantes.

10.2 ano
Programa de 2001 Programa e metas curriculares 2014
Fungdes e Graficos. Fungdes polinomiais. e Generalidades acerca de fungdes
Fungdao modulo e Generalidades acerca de fungdes reais de
e Fungdo, graficos e representacgdo grafica. variavel real

e  Estudo intuitivo de propriedades da: —fungdo |e  Monotonia, extremos e concavidade

quadratica; e Estudo elementar das fung¢bes quadraticas,
—fungdo maddulo. raiz quadrada, raiz cubica e mddulo e de
e Fungdes polinomiais (graus 3 e 4) fungdes definidas por ramos
e Decomposicdo de polindmios em factores. e Resolugdo de problemas
Tabela 1.19

Verificamos que, com a nova proposta curricular, desaparece o madulo inicial que fazia
parte do curriculo no programa de 2001. Esta estratégia tinha como objetivo principal
consolidar conhecimentos adquiridos no ensino basico, bem como detetar dificuldades e
resolver lacunas que pudessem subsistir.

Relativamente ao estudo de fungdes no 10.2 ano, verifica-se que este abrange um maior
nimero de conteldos. O dominio Fun¢bes Reais de Varidvel Real inicia-se com o
subdominio Generalidades acerca de fung¢des, onde sdao abordados os seguintes temas:
produtos cartesianos de conjuntos, graficos de fungdes; restricdes de uma fungdo; imagem
de um conjunto por uma fungao; fungdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas; composicao de
fungdes; fungao inversa de uma funcgao bijetiva.

III

Trata-se, pois, de um outro tipo de “maddulo inicial” para o estudo de fungdes, em que ha
a introducdo rigorosa de alguns conceitos novos, como o estudo de fungdes sobrejetivas e
bijetivas (no programa anterior, o estudo de fungdes injetivas era apenas sugerido no 11.2
ano, aquando do estudo da fungdo inversa) e a antecipa¢do de outros, como a nogao de

restricdo de uma func¢do, a composicao de fungdes e a fungdo inversa. Salienta-se, no
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entanto, que, apesar destes conteltdos serem introduzidos partindo da definicdo formal e,
por essa razdo, bastante rigorosa, aparecem com uma perspetiva diferente relativamente
ao programa anterior, sendo abordados a partir da exploracdo das representacoes graficas
de funcbes. No programa anterior o estudo da composicao de funcdes e da funcdo inversa
assumia uma vertente predominantemente algébrica.

No segundo subdominio do 10.2 ano sdo abordadas generalidades acerca de fungdes reais
de variavel real, com as definicOes de funcdes reais de variavel real, de funcdes definidas
por expressdes analiticas e de seguida a referéncia a algumas propriedades geométricas
dos gréficos de funcbes, como a paridade e simetrias dos graficos das funcdes pares e das
funcgdes impares. E abordado o conceito de relacdo geométrica entre o grafico de uma
funcdo e o da respetiva inversa bem como as transformacfes dos graficos de funcdes.
Relativamente a estes conteudos, verificamos que as diferencas relativamente ao
programa de 2001 n3o se prendem com os conteudos em si, mas com a forma como sdo
abordados. Na definicdo de funcdo real de varidvel real apresenta-se primeiramente uma
definicdo formal e rigorosa, acontecendo o mesmo no estudo das propriedades. Estas
devem ser compreendidas e justificadas com o rigor da linguagem e recorrendo a
simbologia propria. A resolucdo de problemas ou apresentacdo de exemplos proximos do
dia a dia dos alunos ndo sdo incentivados.

Passando para o terceiro subdominio Monotonia, extremos e concavidade, é iniciado o
estudo dos intervalos de monotonia de uma fungao real de varidvel real, com a inclusao
dos casos particulares das fun¢des afins e das fun¢des quadraticas. E introduzido aqui o
conceito de vizinhanga de um ponto da reta numérica e o estudo dos extremos relativos e
absolutos, sendo que a noc¢do de fungao limitada, majorante, minorante, supremo e infimo
antecede a nog¢do de extremos absolutos de uma fungao e o conceito de vizinhanga de um
ponto na reta numérica precede o conceito de extremo relativo. Neste dominio é incluida
uma propriedade que permite caracterizar o sentido da concavidade do grafico de uma
funcdo real de variavel real, que ndo era abordada em programas anteriores.

De seguida é proposto o estudo elementar das fun¢des quadraticas, raiz quadrada, raiz

cubica, mddulo e de fung¢des definidas por ramos, assim como a resolugdao de equacgdes e
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inequacdes envolvendo fung¢des polinomiais, raiz quadrada e raiz cubica, e a composicao
da funcao médulo com fungdes afins e quadraticas.

A estrutura programadtica termina com um moddulo de resolucdo de problemas, que se
pretendem ser mobilizadores de todos os conceitos adquiridos ao longo do dominio:
envolvendo as propriedades geométricas dos graficos de funcdes reais de varidvel real e
envolvendo as fungdes afins, quadraticas, raiz quadrada, raiz cubica, mdédulo, funcdes
definidas por ramos. Por fim hda a mencdo a resolucdo de problemas de modelacdo de

fendmenos reais.

11.2 ano
Programa de 2001 Programa e metas curriculares 2014
Fungdes racionais e com radicais. Taxa de e Limites segundo Heine de fungdes reais de

variagdo e derivada. variavel real
e  Problemas envolvendo fun¢Ges ou taxa de e Continuidade de fungdes

variagdo e Assintotas ao grafico de uma fungao
e Propriedades das fungdes do tipo f(x) = e Derivadas de fungdes reais de variavel real e

a+ b/(cx+ d) aplicacGes

e  Aproximacgdo experimental da nogao de
limite.

e Taxa de variacdo e derivadas em casos
simples.

e Operagdes com fungdes. Composicdo e

inversdo de funcgdes.

Tabela 1.20

Relativamente ao 11.2 ano, sdo evidentes as op¢ées metodoldgicas seguidas no ano de
escolaridade anterior, isto é, a introducdo dos conceitos tendo como ponto de partida a
definicao formal de cada conceito, ndo havendo lugar para a experimentag¢do ou raciocinio
intuitivo por parte dos alunos. Ha antecipacao de alguns dos conteldos que, no programa
de 2001, eram abordados apenas no 12.2 ano, como a definicao de limite, a determinacao
de limites com o levantamento de indeterminagdes e o estudo da continuidade de uma

funcdo. Relativamente as derivadas de func¢bes reais de variavel real ha também a
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transferéncia de alguns conteddos que antes eram abordados apenas no 12.2 ano,
nomeadamente as regras de derivagdo e a inclusao do Teorema de Lagrange.

O estudo de limites de funcdes reais de varidvel real é precedido do estudo de sucessdes
de numeros reais, contrariamente ao que sucedia no anterior programa. Neste sentido, os
alunos tém primeiramente contacto com as operacdes com limites e levantamento de
indeterminacdes relativas a sucessdes reais e sO posteriormente este estudo é
generalizado as funcGes reais de varidvel real. No que respeita a defini¢cdo de limite de uma
funcdo num ponto, a sua abordagem no 11.2 ano é merecedora de uma mencao particular
pelo facto de, pela primeira e Unica vez em todo o programa do ensino secundario, se
apresentar uma definicdo diferente relativa a um conceito matematico e essa mesma
definicdo ser contraditéria com a anterior. No caderno de apoio ao programa relativo ao

11.2 ano essa opcao é justificada:

«A opcgao privilegiada desde ha bastante tempo no ensino secunddrio em Portugal tem sido a
gue consiste em considerar, de entre as sequéncias no dominio da fungao, apenas aquelas que
nunca tomam o valor a. Ou seja, tem-se optado pelo que vulgarmente se designa por “limite
por valores diferentes de a”. No presente programa optou-se pela versdo alternativa que
consiste em admitir, com o mesmo objetivo, sucessdes podendo tomar o valor a.»

(Bivar et al., 2014b: 32)

As razdes para esta opcao sao apresentadas no mesmo texto:

«Em primeiro lugar por ser mais simples de formular e permitir também uma formulagdo mais
simples da no¢do de continuidade e em segundo porque a propria nogao de “limite por valores
diferentes” (como outras afins como a de “limite a esquerda” e “a direita”) passa a poder ser
encarada como limite da restricdo da funcgdo inicial a determinado conjunto».

(Bivar et al., 2014b: 32)

Os autores do programa salientam ainda que esta defini¢cdo de limite é a usada em grande
numero de cursos e manuais universitarios.
Quanto as aplicagdes das derivadas, é proposta especificamente a aplicacdo da nogao de

derivada a cinematica do ponto.
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12.2 ano

Programa de 2001 Programa e metas curriculares 2014

FungBes exponenciais e logaritmicas. Limites e e Limites e Continuidade

Continuidade. Conceito de Derivada e Aplicagdes. e Derivada de segunda ordem, extemos,
sentido das concavidades e pontos de

e Teoria de limites . ~
inflexdo

e  (Cdlculo diferencial
. e Aplicacdo do célculo diferencial a resolugdo
e  Problemas de optimizacdo

de problemas
e  Fungdes exponenciais
e  Fungdes logaritmicas
e Limites notaveis envolvendo fungbes

exponenciais e logaritmicas

e Modelos exponenciais

Tabela 1.21

No 12.2 ano de escolaridade o dominio Fungées reais de varidvel real inclui o teorema das
funcOes enquadradas, uma novidade relativamente ao programa de 2001. O estudo das
derivadas é retomado e ampliado, incluindo-se também o teorema de Weierstrass. Quanto
aos exercicios de modelacdo, aparecem associados aos modelos exponenciais com estudo
de certas equacgdes diferenciais lineares de primeira ordem como forma de justificar a
utilizacdo de fungdes exponenciais na modelag¢do de alguns fendmenos, como a evolucao
de algumas populag¢des, da temperatura de determinados sistemas ou o decaimento de
uma substancia radioativa.

Apenas no 12.2 ano de escolaridade é mencionado no programa o uso obrigatério da

calculadora grafica:

«Aborda-se a questdo da utilizagao das calculadoras graficas, em particular para a obtengdo de
valores aproximados de solu¢des de equacdes envolvendo funcGes reais de variavel real,
aproveitando-se os conhecimentos adquiridos acerca do estudo analitico de funcGes para
justificar a validade de determinados procedimentos e analisar criticamente os diversos usos
gue podem ser feitos deste tipo de tecnologias neste contexto.»

(Bivar et al., 2014a: 21)

Pela relevancia que tem e pelas modificagdes introduzidas com o programa de 2014, a
guestdo do uso das tecnologias a luz deste programa serd abordada num ponto mais a

frente.
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O ano letivo 2015-2016: 1.2 ano de implementacdo

Procuraremos, de seguida, complementar a descricdo e andlise feitas anteriormente com
a nossa experiéncia de lecionacdo deste novo programa e metas curriculares.

A entrada em vigor, no ano letivo 2015-2016, do novo programa de matematica A, para os
alunos dos cursos cientifico-humanisticos de ciéncias e tecnologias e ciéncias
socioecondmicas no 10.2 ano de escolaridade criou alguns constrangimentos a lecionacao,
isto porque os alunos que nesse ano letivo iriam frequentar o 10.2 ano pela primeira vez
terminaram o 3.2 ciclo ainda abrangidos pelo programa de 2007. Em termos gerais, para
estes alunos, o 10.2 ano iniciou-se com uma mudanga grande em termos de linguagem e
em termos de apresentacdo dos conceitos. Além deste fator, havia contelddos que, a luz
dos novos programas e metas curriculares, fariam ja parte do programa do 3.2 ciclo, o que
ndo aconteceu com este grupo de alunos. A titulo de exemplo, o dominio Ldgica e Teoria
dos Conjuntos foi definido para o 10.2 ano partindo do pressuposto que os alunos tivessem
tido algum contacto inicial com a Ldgica no 9.2 ano, como estava previsto no novo
programa e metas para o 3.2 ciclo, aprovados em 2013 e 2012, respetivamente.

O primeiro ano de lecionacdo trouxe dificuldades de implementacdo, quer em termos de
gestdo de tempo, quer dos conteudos a abordar, o que motivou, mais uma vez,
ajustamentos ao programa, como veremos mais a frente.

A anteceder a implementag¢ao do programa, o Ministério da Educagdao promoveu a¢des de
formacgdo para os docentes do ensino secundario, que também frequentdamos, tal como
referido anteriormente, em setembro de 2015, e que posteriormente replicamos na nossa
escola (sem caracter obrigatério).

A planificacdo adotada foi baseada na planificacao proposta pelo préprio programa e metas
curriculares relativamente a ordem dos conteldos a apresentar e nao foi totalmente
cumprida neste ano letivo. O dominio Estatistica ndo foi lecionado na integra e nao foi
possivel terminar o dominio Fungdbes Reais de Varidvel Real.

Em termos gerais podemos referir que a diferenca no ritmo de leciona¢ao é uma marca
deste programa. Devido a sua extensdo, o ritmo impresso as aulas aumentou
substancialmente, quando comparado com o programa anterior.

A planificagdo elaborada foi a seguinte:
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N2 de AULAS

Dominios Lecionagdo Testes, corregéo e Calendarizagdo
de contetidos auto-avaliagdo
Légica e teoria de conjuntos 18 11
Ngebra 30 ® Apresentagdo—1 De 14 de
* Testes de avaliagdo — 6 setembro
¢ Correcdes dos testes — 3 a 16 de dezembro
Geometria Analitica 19 ® Auto e heteroavaliagdo - 1

N2 aulas previstas 78
7
* Testes de avaliagdo — 4
* Corregdes dos testes — 2
24 * Auto e heteroavaliagio - 1

Geometria Analitica 33
De 4 de janeiro

FungBes Reais de Varidvel Real a 18 de margo

N2 aulas previstas 64

Funcgdes Reais de Varidvel Real 32 7
o ¢ Testes de avaliagdo — 4 De 4 de abril
Estatistica 17 * Corregdes dos testes — 2 a9 de junho

® Auto e heteroavaliagdo - 1
N2 aulas previstas 56
Total (Ano) 198

Figura 1.2

A descricdo da nossa experiéncia de lecionacdo centrar-se-a nos capitulos relacionados
com o estudo de fungbes. Deste modo, com o inicio do dominio Fung¢des Reais de Varidvel
Real, a planificacdo inicialmente prevista contava ja com cerca de 20 aulas de atraso,
causados sobretudo pelas dificuldades apresentadas pelos alunos nos dominios anteriores.
Na tabela seguinte apresentamos a planificacdo prevista para a lecionagdo do dominio
Fungdes reais de varidvel real bem como o numero de aulas efetivamente dadas
(contabilizando também as aulas de preparagao para os momentos de avaliagdo, os
momentos de avaliacdo e a respetiva corre¢do). A diferenga substancial prende-se com os
atrasos verificados nos dominios anteriores, motivados pelas dificuldades apresentadas

pelos alunos.

Fungdes reais de variavel real

Planificacao inicial Numero de aulas dadas

62 segmentos de 45 minutos 46 segmentos de 45 minutos

Tabela 1.22
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Feita uma andlise dos conteldos abordados ao longo do 10.2 ano de escolaridade e feita
uma reflexdo com base na nossa experiéncia pessoal de lecionag¢do, podemos concluir que
o inicio do estudo de fung¢des no ensino secunddrio é agora bastante diferente, quando
comparado com o programa anterior. A abordagem inicial é feita sob uma perspetiva
diferente, com a introducdo do primeiro capitulo: as generalidades sobre funcdées.

Apesar de estar prevista a introducdo de cada conceito com a sua definicdo formal,
optdmos por iniciar o tema com uma breve revisdo de conceitos relacionados com o estudo
de funcgdes no 3.2 ciclo.

A definicdo de funcdo é depois apresentada:

Definigdo 17: Dados dois conjuntos A e B, da-se o nome de fungdo f (ou aplicagdo) de A
em B a uma correspondéncia que a cada elemento x de A associa um uUnico elemento de

B, representado por f(x).

Para a definicdo de grafico de uma funcdo, também ja apresentada no 3.2 ciclo, é definido
o conceito de produto cartesiano, ndo totalmente compreendido pelos alunos, uma vez
qgue difere daquilo que recordavam do 3.2 ciclo, principalmente no que respeita a

linguagem utilizada:

Defini¢do 28: Dados conjuntos A e B, o produto cartesiano de A por B, representado por
A X B, é o conjunto dos pares ordenados (a, b), tais que a pertence a A e b pertence a B.

Simbolicamente, A X B = {(a,b):a € AAb € B}.

O grafico de uma fungdo f: A — B é o conjunto dos pares ordenados (x,y)com x € A e

y=f).

7 Defini¢do retirada do Manual “Novo Ypsilon — 102ano, volume 3”, de Carlos Andrade, Paula Pinto Pereira e
Pedro Pimenta. 2015. Raiz Editora, pagina 6.
8 |dem, pagina 10.
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Defini¢do 3% Um conjunto G € A X B é o grafico de A em B quando, e apenas quando,

para todo o x € A existir um, e somente um, elemento de y € B tal que (x,y) € G.

Relativamente aos conceitos seguintes: igualdade de fungdes, restricdes de uma funcao,
imagem de um conjunto por uma funcdo, a nossa percecao é que foram compreendidos
pelos alunos de uma forma geral, verificando-se, no entanto, dificuldades com a escrita,
nomeadamente na justificacdo das respostas dadas, devido a dificuldade em utilizar
corretamente a linguagem simbadlica matematica.

Relativamente aos conceitos de fungdo injetiva, sobrejetiva e bijetiva, consideramos que o
objetivo de identificar cada uma destas caracteristicas foi facilmente atingido pelos alunos.
No que respeita aos conceitos composicdo de funcdes e funcao inversa, ha duas vertentes
gue se distinguem: a compreensdo destes conceitos do ponto de vista da representacao
grafica o que, na nossa perspetiva, permitiu dar aos alunos uma outra visdo sobre estas
funcdes, mais global e abrangente, e o estudo algébrico para o qual, do nosso ponto de
vista, os alunos ndo estdo preparados, nesta fase inicial.

Consideramos que o estudo destas generalidades sobre fungdes, incidindo sobretudo em
formas ndo algébricas de representacdo de fun¢bes (diagrama sagital, tabelas ou graficos)

teve reflexos positivos na aprendizagem dos alunos.

«As representagdes sao a chave para a aprendizagem conceptual e determinam muitas vezes
o que é aprendido. A capacidade de representar e identificar o mesmo conceito em diferentes
representacdes permite aos alunos observar relagdes importantes e desenvolver uma
compreensdo profunda do conceito.»

(Saraiva, 2010: 3)

O exercicio!® que se apresenta na figura 1.3 ilustra o tipo de raciocinio que, na nossa
perspetiva, pode ser explorado neste subdominio. Por um lado, integra uma forma de
representar uma fungdo que é acessivel para o aluno e, por outro lado, inclui a no¢do de

funcdo inversa e de composta de uma fungao, ou seja, mobiliza mais que um conteudo.

°Defini¢do retirada do Manual “Novo Ypsilon — 102ano, volume 3”, de Carlos Andrade, Paula Pinto Pereira e
Pedro Pimenta. 2015. Raiz Editora, pagina 12.
10 Exercicio retirado do 62 teste de avaliagdo do 102ano, do ano letivo 2015/2016, da nossa autoria.
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Considere as fungBes f e g representadas pelos diagramas de setas:

Qual das seguintes igualdades é falsa?

(A) f (@) =c (€ (f°9)a)=c
(B) (gef)(b) =a (D) f7(c) =b

Figura 1.3

Relativamente ao segundo subdominio Fun¢des Reais de Varidvel Real; fungbes definidas
por expressées analiticas, o mesmo inicia-se com um contacto mais aprofundado com a
manipulacdo algébrica das expressdes analiticas de funcdes reais de variavel real, em que
se introduz a determinacdo algébrica do dominio de alguns tipos de funcbes: polinomiais,
racionais e com radicais. Na nossa perspetiva, apesar de os alunos ndo revelarem muitas

dificuldades nos exercicios deste tipo, ndo tém ainda a predisposicdo para distinguir cada

Q-

um dos tipos de fungdes, o que leva a alguma mecanizagdo na prdtica, em oposi¢cao

-

compreensdo. Com a introdugao, mais a frente, das fungdes racionais e com radicais,
retomado o conceito de dominio de uma funcao real de varidvel real.

Seguidamente sao estudadas propriedades geométricas dos graficos de fungbes, como a
paridade, as simetrias, a relacdo entre o grafico de uma func¢do e o da respetiva inversa e
as transformacdes dos graficos de func¢des reais de variavel real. Por forma a otimizar o
tempo e reforcar as aprendizagens, consideramos que este conjunto de conteldos podera
ser introduzido apds um estudo mais aprofundado das caracteristicas graficas de uma
funcdo: dominio, contradominio, zeros, pontos de interse¢do com os eixos, o que nao é
explicitamente mencionado nas metas curriculares, mas que foi a abordagem por nés

adotada. Consideramos que esta op¢dao metodoldgica permitiu, por um lado, consolidar
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estes conceitos e, por outro, compreender melhor as transformacdes ocorridas nos
graficos com a introducdo de variados parametros nas respetivas expressoes algébricas.

O toépico seguinte diz respeito a Monotonia, extremos e concavidade de fungdes reais de
variavel real. No estudo dos intervalos de monotonia de uma funcdo, para além desse
estudo ser feito por observacdao das representacdes graficas de fungdes, é solicitada aos
alunos a demonstracao da monotonia de uma funcdo afim e de uma funcao quadratica, tal

como descrito nas metas curriculares:

«Demonstrar que uma fungdo afim definida por f(x) = ax + b é estritamente crescente
(respetivamente decrescente) em IR se e somente se a > 0 (respetivamente a < 0).
Demonstrar que, dada uma fungdo quadratica da forma f(x) = ax?, se a > 0 entdo f é
decrescente em ] — o0, 0] e crescente em [0, +oo[ e que, se a < 0, entdo f é crescente em | —
, 0] e decrescente em [0, +oo[.»

(Bivar et al., 2014a: 52)

Identificamos aqui bastantes dificuldades por parte dos alunos relativamente as
demonstracgdes que, tal como preconizado no programa e metas, corresponde a um dos
objetivos gerais: «Provar/Demonstrar: O aluno deve apresentar uma demonstracdo
matematica tdo rigorosa quanto possivel” (Bivar et al., 2014a: 37).

A anteceder a introducdo do conceito de extremos relativos vém as nogdes de fungao
limitada, supremo e maximo absoluto e infimo e minimo absoluto que, apesar de nao
terem suscitado muitas dificuldades na sua compreensao, provocaram alguma confusao
dada a variedade de conceitos. Na defini¢ao de vizinhanga de um ponto na reta numérica,
a opcao metodoldgica seguida foi a de introduzir informalmente este conceito, com
exemplos do quotidiano dos alunos, antes do contacto com a definicdo formal. O mesmo
foi feito em relagdo ao conceito de extremo relativo e consideramos que tiveram um efeito
positivo na aprendizagem dos alunos.

O estudo da propriedade que permite demonstrar o sentido da concavidade do grafico de
uma funcdo real de varidvel real ndao trouxe, do nosso ponto de vista, ganhos para a
aprendizagem dos alunos, sobretudo em virtude da falta de tempo para o processamento

da informacao, para a consolida¢ao das aprendizagens.
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Ainda relativamente aos conteudos constantes no programa para o 10.2 ano de
escolaridade, destacamos a dificuldade de se fazer o estudo elementar de tdo variado tipo
de fungdes: fungbes quadraticas, raiz quadrada, raiz cubica e mdodulo e ainda de fungdes
definidas por ramos. Revelou-se uma tarefa complicada, devido a extensdo e variedade dos
conteudos e ao encadeamento dos mesmos, que suscitaram algumas dificuldades nos
alunos.

Ao longo da lecionagao do dominio Fungdes reais de varidvel real fomos adaptando a
planificacdo inicial em funcdo das dificuldades apresentadas e introduzindo algumas
estratégias de recuperacao dos alunos, o que levou a atrasos sucessivos na lecionacdo.

O ultimo conteudo do dominio Fung¢des reais de varidvel real, operacées com fungdes, ndo
foi de todo lecionado.

Perante as criticas e preocupacdes dos docentes no final do primeiro ano de
implementacdo do programa e metas curriculares de 2014, o Ministério da Educacao
emitiu orientagbes curriculares que iriam vigorar nos dois anos letivos seguintes,
elaboradas por um grupo de trabalho!? criado para o efeito. As orienta¢des dizem respeito
aos trés anos de escolaridade e estdo presentes no documento Orientagées de gestdo
curricular para o programa e Metas Curriculares de Matemdtica A, da Direcao Geral de

Educacao.

«A adogdo do Programa e Metas Curriculares de Matematica A do Ensino Secundario suscitou
um conjunto de questdes e a sinalizacdo de varios problemas por parte das Escolas e dos
Professores, pondo em causa a exequibilidade destes documentos.
Os principais problemas sinalizados prendiam-se com a extensdo do Programa (que ndo
potenciavam a consolidagdo das aprendizagens pelos alunos), com a antecipagdo de contelidos
e com a inadequacdo de alguns conteldos as faixas etdrias.»

(DGE-ME, 2016: 1)

Em relagdo ao programa e metas curriculares em vigor, este documento elenca, em
primeiro lugar, os descritores cuja abordagem pode ser transversal ao longo dos trés anos
do ensino secundario. Também sdo sinalizados os descritores que podem ser

eventualmente abordados em ano diferente daquele proposto inicialmente, e por fim os

11 0 Grupo de Trabalho era constituido por elementos da Sociedade Portuguesa de Matematica e da
Associacdo de Professores de Matematica, coordenado pela Direcdao-Geral da Educacao.
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dominios que poderdo ser considerados facultativos, caso se verifique a necessidade de se
proceder a ajustamentos pela aplicacdo do programa.

Relativamente aos conteldos constantes no dominio Funcgbes reais de varidvel real,
esclarece-se que alguns dos conteudos, por serem de facto mais complexos, poderdo
transitar para o 11.2 ano, caso se verifiguem dificuldades no cumprimento das

planificacdes:

«[...] os professores poderdo fazer transitar para o 11.2 ano alguns descritores do Dominio
FRVR10, nomeadamente, fungdo inversa de uma fungao bijetiva, relagao entre o grafico de uma
fungdo f e o grafico da fungdo definida por f(ax), operacdo com a fungdo quociente e fungdes
irracionais.»

(DGE-ME, 2016: 9)

Com estas alteracdes, e no que respeita apenas ao dominio Fungdes reais de varidvel real,
constatamos a assuncdo de que alguns dos conteudos que transitaram para o 10.2 ano
poderdo ser de facto, demasiado complexos para os alunos, permitindo assim ao docente
fazer transitar os mesmos para o 11.2 ano, tal como estava no programa anterior.

Partindo mais uma vez da nossa experiéncia pessoal, verificamos que este documento
procurou dar resposta a algumas das criticas feitas pelos docentes ao programa em vigor,
tentando fazer os ajustes necessarios para a sua exequibilidade, sem nunca se perder a sua
matriz inicial. Revelou-se, por um lado, proveitoso para o trabalho docente, permitindo
“algum folego” no ritmo de lecionag¢dao, ndo deixando de provocar no trabalho escolar

algum fator de instabilidade pelas constantes mudangas efetuadas.

0 ano letivo 2016/2017: 2.2 ano de implementacio

No segundo ano de implementag¢ao do programa e metas curriculares, no que respeita ao
11.2 ano de escolaridade, foram tidas em conta as orientagdes emitidas pelo Ministério de
Educacdo e respeitada a planificacdo inicial do programa. A planificacao elaborada por nés

consta na figura 1.4:
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N2 de AULAS

Dominios Lecionagdo Testes, corregdo e Calendarizagdo
de contetdos auto-avaliagdo
TRI11 - Trigonometria 38 11
® Apresentacdo— 1 De 14 de
GA11 - Geometria Analitica 21  Testes de avaliacio — 6 setembro
* Corregdes dos testes — 3 a 16 de dezembro
SUC11 - SucessGes 8 ® Auto e heteroavaliagiio - 1

N2 aulas previstas 78
7
* Testes de avaliacio — 4
» Corregdes dos testes — 2
43 * Auto e heteroavaliacdo - 1

SUC11 - Sucessdes (cont.) 24
De 3 de janeiro

FRVR11 - Fun¢Bes Reais de Varidvel Real a 31 de margo

N¢ aulas previstas 74

FRVR11 - Fung¢Bes Reais de Varidvel Real 20 7
(cont.) » Testes de avaliagdio — 4 De 18 de abril
14 * Corregdes dos testes — 2 a2 dejunho

EST11 - Estatistica (EST10)

* Auto e heteroavaliagdo - 1
N2 aulas previstas 40
Total (Ano) 192

Figura 1.4

Em relacdo ao estudo de fungdes, no 11.2 ano de escolaridade mantiveram-se os problemas
relacionados com a gestdo do programa, principalmente a extensdo deste e o facto de ser
necessario integrar na planificacdo os conteldos ndo lecionados no ano letivo anterior.
Relativamente ao programa de 2001, destacamos como positivo o facto de o dominio
Sucessdes anteceder o dominio Fungdes reais de varidvel real, o que permite que o estudo
de algebra de limites feito para as sucessdes seja aproveitado no estudo de limites de
fungdes e assim seja mais consolidado por parte dos alunos.

Relativamente a definicao de limite de uma fungao num ponto, a alteragdao na defini¢do
suscitou alguns constrangimentos na lecionagao, nao propriamente aos alunos, mas sim do
ponto de vista do professor.

Apresentamos na figura 1.5 um exemplo de como as duas defini¢des de limite poderado

suscitar respostas contraditdrias:

" —t v "
7 - U 1 2 3 4

Figura 1.5
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Com base na definicdo do programa de 2001 (e anteriores) podemos considerar que existe
limite no ponto 2 e que o valor desse limite é 3; pela definicdo que consta no programa e
metas curriculares de 2014, uma vez que 2 pertence ao dominio da fun¢do, mas os limites
laterais ndo sdo iguais a imagem de 2, entdo considera-se que ndo existe limite quando x

tende para 2.

O uso das tecnologias

Uma das marcas do programa e metas curriculares de 2014 é o uso muito moderado das
novas tecnologias, em oposicdo ao programa de 2001, alids uma questdo que desde cedo

ficou clara para os autores do programa:

«A utilizagdo da tecnologia ndo pode, pois, substituir a compreensado conceptual, a proficiéncia
no calculo e a capacidade de resolver problemas. Assim, os alunos devem dominar
procedimentos como operar com polindmios, efetuar representagdes de graficos de fungdes,
resolver equagles, calcular limites e derivadas sem necessitarem de utilizar recursos
tecnoldgicos (calculadoras, computadores, etc.) que substituam algumas das capacidades
matematicas inerentes a esses procedimentos. Apenas a memoriza¢do e a compreensdo
cumulativa de conceitos, técnicas e relagbes matematicas permitem alcangar conhecimentos
progressivamente mais complexos e resolver problemas progressivamente mais exigentes.»
(Bivar et al., 2014a: 28)

O professor assume aqui um papel decisivo, cabendo-lhe a tarefa de gerir o uso da
tecnologia criteriosamente. Na nossa perspetiva, trata-se de uma questao delicada, pois
nao é de todo clarificado no programa a forma como isso devera ser feito. Essa indefinicao
provoca visdes muitos distintas nas escolas quanto ao uso das tecnologias. Na nossa
experiéncia pessoal, destacamos a utilizacdo quase inexistente da calculadora grafica na
lecionagdo dos conteldos do 10.2 ano de escolaridade, fruto dessa mesma indefinicao.
Constatamos que esta situagdo provocou momentos de frustragdo nos alunos, ansiosos por
ter contacto com as novas tecnologias e alguma inseguranc¢a da nossa parte, por ndo saber
exatamente qual o melhor caminho a adotar.

Com a divulgacdo do documento Orientagbes de gestdo curricular para o programa e metas
curriculares de matemdtica A, em 2016, é também prestado um esclarecimento relativo ao

uso das tecnologias na sala de aula
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«[...] a calculadora grafica deve ser utilizada, por exemplo, para ilustrar propriedades de graficos
de fungOes adequadamente escolhidas (ou para que o aluno teste o resultado de variages de
parametros em classes de fungGes de que ja tenha algum conhecimento tedrico) e, de maneira
mais geral, para uma abordagem mais experimental do estudo de fungdes, desde que
devidamente enquadrada e acompanhada de uma andlise critica da validade de conjeturas que
essas experiéncias possam induzir.»

(DGE-ME, 2016: 5)

Ainda no documento é lembrado aos docentes que o incorreto uso da tecnologia pode
levar de facto a conjeturas erradas, quando ndo é ancorada em conhecimento conceptual.

No préprio programa este cuidado é mencionado:

«Em particular o professor deve alertar os alunos para as limitacdes das calculadoras e
computadores, sublinhando sempre a importancia de relacionar quer as representagdes
graficas observadas, quer os valores encontrados, com o conhecimento tedrico que permite
atribuir o devido significado a essas representacdes e valores. E um erro grave, por exemplo,
pensar que a simples consideragao de resultados obtidos através de uma calculadora permite
verificar se um numero é irracional (ja que esta apenas apresenta uma aproximag¢do de um
dado nimero como dizima finita até determinada ordem), concluir que uma fung¢do definida
numa infinidade de pontos é mondtona (teria de calcular-se o valor da fungdo em cada ponto
do respetivo dominio, e ndo apenas num subconjunto finito do mesmo, que é o que na
realidade qualquer calculadora faz, alidas em geral apenas com determinado grau de
aproximacgdo), se uma sucessdo é convergente, ou, de maneira geral, deduzir qualquer
propriedade do grafico de uma fung¢do que necessite do conhecimento dos valores da fungdo
numa infinidade de pontos do dominio (continuidade, diferenciabilidade, limites, assintotas,
resultados positivos de concavidade e monotonia, extremos, etc.).»

(Bivar et al., 2014a: 28).

1.2.3 As aprendizagens essenciais

Com a mudanca do elenco governativo, a questdao dos programas é novamente colocada
na ordem do dia. Paralelamente, ha também a aposta em uma nova reorganizagao
curricular, para responder a um problema de fundo: o facto de muitos dos alunos ainda
nao verem garantido o direito a aprendizagem e ao sucesso educativo, situacao
reconhecida no texto do Decreto-Lei n.2 55/2018, de 6 de julho, que estabelece o novo
curriculo dos ensinos basico e secundario. Por outro lado, hd o argumento da necessidade

da escola se adaptar ao futuro:
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«[...] a sociedade enfrenta atualmente novos desafios, decorrentes de uma globalizagdo e
desenvolvimento tecnoldgico em aceleragdo, tendo a escola de preparar os alunos, que serdo
jovens e adultos em 2030, para empregos ainda ndo criados, para tecnologias ainda nao
inventadas, para a resolugdo de problemas que ainda se desconhecem.»

(Decreto-Lei n.2 55/2018, de 6 de julho: 2928).

Com base nestes pressupostos é elaborado, ainda antes do novo curriculo dos ensinos
basico e secundario, o documento Perfil dos alunos a saida da escolaridade obrigatdria,
coordenado por Guilherme d’Oliveira Martins e que contou com um amplo debate
nacional, envolvendo professores, académicos, encarregados de educacdo, parceiros
sociais e alunos, e que estabelece a matriz de principios, visdo, valores e dareas de
competéncias a que deve obedecer o desenvolvimento do curriculo. Trata-se, pois, do

documento base ao desenvolvimento da mais recente reorganizacdo curricular.

«O Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria afirma-se [...] como documento de

referéncia para a organizagao de todo o sistema educativo, contribuindo para a convergéncia

e a articulagdo das decisOes inerentes as varias dimensdes do desenvolvimento curricular.»
(Martins et al., 2017: 4)

Trata-se de um documento que congrega aquilo que se pretende que os jovens alcancem
no fim da escolaridade obrigatdria. Para o conseguir sera determinante “o compromisso da
escola e de todos os que la trabalham, a acdo dos professores e o empenho das familias e
encarregados de educagao” (Martins et al., 2017: 5).

Da sua elaboragdo sdao deixadas recomendacgdes para as escolas, para os professores e para
a pratica docente, presentes nas conclusées do documento. Destacamos primeiramente a
recomendacdo para que os conteludos sejam lecionados com associa¢cdes ao quotidiano
dos alunos, ao meio onde estdo inseridos e recorrendo a materiais diversificados. E
também dada énfase a necessidade de promover situa¢des, dentro da sala de aula e fora
dela, de observagdo, de experimentagdo e de integragao de saberes. Os projetos dentro e
fora da escola também deverao ser estimulados, garantindo troca de saberes e consciéncia
do meio. Nas conclusdes presentes no documento pode também constatar-se a
importancia dada as novas tecnologias e como elas devem estar presentes no ensino,
contribuindo assim para a diversificacao das fontes de informagao, mantendo sempre uma

utilizacdo critica. E pedido também a escola que construa momentos e circunstancias que
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permitam ao aluno “fazer escolhas, confrontar pontos de vista, resolver problemas e tomar
decisGes com base em valores” (Martins et al., 2017: 25) e espagos onde possam intervir
livremente e de forma responsdvel. Cabera também a escola e aos seus intervenientes

valorizar no aluno o espirito de iniciativa, no meio escolar e na comunidade educativa.

«A acdo educativa é, pois, compreendida como uma agdo formativa especializada, fundada no
ensino, que implica a adogdo de principios e estratégias pedagdgicas e didaticas que visam a
concretizagao das aprendizagens. Trata-se de encontrar a melhor forma e os recursos mais
eficazes para todos os alunos aprenderem, isto é, para que se produza uma apropriagao efetiva
dos conhecimentos, capacidades e atitudes que se trabalharam, em conjunto e
individualmente, e que permitem desenvolver as competéncias previstas no perfil ao longo da
escolaridade obrigatoria.»

(Martins et al., 2017: 25)

Surge, pois, neste contexto, a necessidade de uma reorganizacdo curricular, para ir de
encontro as recomendacdes formuladas. Trata-se, na nossa perspetiva, de um ponto de
viragem, quer da visdo da escola e do trabalho docente, quer da visdo do aluno enquanto
elemento chave e ativo no processo de ensino aprendizagem. Do ponto de vista do trabalho
docente, verifica-se claramente outro nivel de exigéncia, muito mais abrangente que o
mero ensino tradicional de transmissdo de conhecimentos. Consideramos que o Perfil dos
alunos a saida da escolaridade obrigatoria vem clarificar aquilo que ja era evidente no
espaco escolar: o papel da escola é hoje diferente do que era ha trinta anos e esta tem que
saber adaptar-se.

No que respeita a reorganizagao curricular emanada a luz deste documento e que vigora
atualmente nas escolas, podemos destacar um conjunto de principios presentes: a primazia
a uma maior flexibilidade na gestdo curricular, com o objetivo de aumentar o trabalho
interdisciplinar e assim enriquecer os préprios curriculos; o refor¢co da importancia dada a
componente da Cidadania e Desenvolvimento, espaco em falta no ensino secunddrio; a
criacdo de condigBes para os alunos desenvolverem competéncias de pesquisa, avaliacao,
reflexdo, mobilizagdo critica e auténoma de informacdo (Decreto-Lei n.2 55/2018 de 6 de
julho). Destacamos também a referéncia a adogdo de novas formas de organizagdo do
trabalho na escola, a aposta no trabalho de projeto, reforcando as formas e capacidades
de comunicagao e expressao. Quanto a avaliacdao das aprendizagens, pretende-se reforgar

as suas dinamicas sobretudo com a diversificacdao de instrumentos, visando um maior
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conhecimento do trabalho realizado e assim permitir atuar desde o primeiro sinal de
dificuldade na aquisicdo das aprendizagens por parte dos alunos. Por ultimo, surge pela
primeira vez a oportunidade para os alunos do ensino secundario “[..] de adogao de um
percurso formativo proprio através de permuta e substituicdo de disciplinas, no respeito
pelas componentes especifica e cientifica de cada curso” (Decreto-Lei n.2 55/2018 de 6 de
julho: 2929).

Neste contexto surge entdo a necessidade de explicitacdo das aprendizagens essenciais
para cada uma das dreas de conhecimento. Relativamente ao ensino basico, foram
homologadas as aprendizagens essenciais das diversas componentes do curriculo a 18 de
julho de 2018, pelo Despacho n.2 6944-A/2018. No que respeita ao ensino secundario, as
aprendizagens essenciais foram homologadas a 31 de agosto do mesmo ano, pelo
Despacho n.2 8476-A/2018.

A andlise a efetuar de seguida incidird sobre as alteracGes a pratica letiva fruto da
introducdo das aprendizagens essenciais da disciplina de matematica A, no ano letivo

2018/2019.

A implementacdo das aprendizagens essenciais

No caso da Matematica A, e apesar dos ajustamentos resultantes das orientagGes
verificadas em 2016, muitas criticas ao programa mantinham-se quanto a sua extensao e
grau de complexificacdo. Esse facto é também mencionado na legislacdo relativa as

aprendizagens essenciais:

«A concretizacdo destes objetivos partiu do reconhecimento da extensdo dos documentos
curriculares (programas e metas), questao sinalizada por diversos intervenientes educativos,
designadamente professores, alunos e pais e encarregados de educagdo. A extensdo
identificada, sobretudo pelos professores, revelava—se inibidora de consolidacdo de
aprendizagens, do aprofundamento do conhecimento essencial de cada disciplina, do
desenvolvimento de competéncias de nivel mais elevado, bem como um obstaculo a inclusdo
de alunos com necessidades especificas, dificultando praticas de diferenciacdo pedagdgica.»
(Despacho n.2 8476-A/2018, de 31 de agosto: 24652-(14))

Outro argumento que sustenta a necessidade de explicitagdo das aprendizagens essenciais

é o de falta de atualizagdao dos documentos curriculares:
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«Acresce que os documentos curriculares para o ensino bdsico e para o ensino secundario,
aplicados ao longo das ultimas trés décadas, careciam de articulagdo entre si, tanto numa
abordagem vertical como horizontal, bem como de uma atualizagdo, j& que, dada a sua
dispersdo temporal, resultaram de visGes do curriculo distintas e, em muitas situagdes,
contraditérias.»

(Despacho n.2 8476-A/2018 de 31 de agosto: 24652-(14))

Ouvidas associacdes de professores e sociedades cientificas, procurou elaborar-se um
documento que respondesse aos problemas colocados e, sobretudo fosse de encontro ao

Perfil do aluno a saida da escolaridade obrigatoria.

«Estas aprendizagens essenciais correspondem a um conjunto comum de conhecimentos a
adquirir, identificados como os conteddos de conhecimento disciplinar estruturado,
indispensaveis, articulados conceptualmente, relevantes e significativos, bem como de
capacidades e atitudes a desenvolver obrigatoriamente por todos os alunos em cada drea
disciplinar ou disciplina, tendo, em regra, por referéncia o ano de escolaridade ou de formacao.
Os documentos designados por Aprendizagens Essenciais apresentam, ainda, o racional
especifico de cada disciplina, bem como as a¢des estratégicas de ensino orientadas para o Perfil
dos Alunos, visando o desenvolvimento das areas de competéncias nele inscritas.»

(Despacho n.2 8476-A/2018, de 31 de agosto: 24652-(14))

Por outro lado, o documento agora elaborado pretende ser também um referencial a
avaliacdo externa dos alunos, que, aquando da implementacdo do programa e metas
curriculares de 2014, havia sido alvo de alguma contestacdo. Pode ler-se na legislacdo “As
Aprendizagens Essenciais afirmam-se como referencial de base as varias dimensdes do
desenvolvimento curricular, incluindo a avaliagdo externa” (Despacho n.2 8476-A/2018, de
31 de agosto: 24652-(14)).

Nao se tratando, portanto, de uma mudanga curricular, a introducdo das aprendizagens
essenciais merece a maior atengdo dos docentes na planificacdo e na gestdo dos
conteudos. Paralelamente, a introducdo de uma reorganizagdo curricular que vem mudar
muitas das rotinas e concegdes presentes no dia a dia das escolas vem trazer desafios

acrescidos para o trabalho docente.

Quanto a disciplina de matematica A, fica claro da andlise do documento de apresentacao
das aprendizagens essenciais (AE) que as mesmas tém que ser tidas em conta a partir do
programa e metas curriculares da disciplina homologados em 2014, sem esquecer o
documento referido anteriormente, que define o Perfil dos alunos a saida da escolaridade

obrigatdria. Da introducdo feita na pagina da Direcdo Geral de Educacdo (DGE) pode ler-se
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«As Aprendizagens Essenciais sdo documentos de orientagdo curricular base na planificagdo,
realizagdo e avaliagdo do ensino e da aprendizagem, e visam promover o desenvolvimento das
areas de competéncias inscritas no Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatéria.»

(DGE, 2018a: 1)

E salientado o facto de, como foram elaboradas a partir dos documentos curriculares
existentes, as AE assumirem-se como o documento de referéncia para a aprendizagem de

todos os alunos, ndo sendo, no entanto, limitador daquilo que o aluno pode aprender.

Pretende-se com as aprendizagens essenciais a expressao de trés elementos fundamentais
do processo de ensino aprendizagem. S3o eles: conhecimentos, capacidades e atitudes.
Assim, podemos encontrar nas AE a explicitacdo dos conteldos indispensdveis, estando
estes articulados conceptualmente; as acbes que deverdo ser desenvolvidas para a
aquisicdo desses conhecimentos, através da explicitacdo dos processos cognitivos
necessarios. Em suma, as AE aprofundam as questdes emanadas das Orientag¢ées de Gestdo
curricular para o Programa e Metas Curriculares de Matemdtica A, procurando ser
compativeis e articuladas com a orientacdo do Perfil dos alunos a saida da escolaridade
obrigatoria, e tém em conta a experiéncia de leciona¢do de trés anos letivos do programa

e metas curriculares do ensino secundario, homologadas em 2014.

Na tabela 1.23 apresentamos os tépicos do programa e metas curriculares de 2014 e logo

de seguida os topicos referentes as aprendizagens essenciais, para efeitos de comparacgao.

Seguidamente iremos destacar as principais diferencas que podemos encontrar:
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Programa e metas curriculares de 2014

10%2ano

11%ano

122%ano

e Lbgica e Teoria dos
Conjuntos (LTC)

« Algebra (ALG)

* Geometria Analitica (GA)

* FungGes Reais de Variavel
Real (FRVR)

e Estatistica (EST)

e Trigonometria e Fungdes
trigonométricas (TRI)

e Geometria Analitica (GA)

e Sucessoes (SUC)

e  Fungles Reais de

Variavel Real (FRVR)

e  Estatistica (EST)

e Fungdes

e Primitivas e

e Calculo Combinatério (CC)
e Probabilidades (PRB)

e Fungdes Reais de Variavel

Real (FRVR)

e Trigonometria e Fungdes

trigonométricas (TRI)

Exponenciais e
FungGes Logaritmicas (FEL)
Calculo

integral (PCl)

e Numeros Complexos (NC)

Aprendizagens essenciais de 201

102ano 11%no 12%ano
Fungdes Fungdes Fungdes
Geometria Geometria Probabilidades
Estatistica Numeros Complexos
Tabela 1.23

Com a introducdo das aprendizagens essenciais, alguns dos temas previstos no programa
e metas curriculares ndo aparecem explicitados. Desta forma, cabera ao docente a decisao
de os incluir na planificagdo, a luz do projeto educativo de cada escola: “Os temas
curriculares nao identificados nas AE podem ser abordados pelos docentes no exercicio da
sua autonomia em consonancia com o projeto educativo de cada Unidade Organica” (DGE-

ME, 2018b: 1).

Por outro lado, verificam-se mudangas nos contetddos programaticos em alguns dominios,
como é o caso da Estatistica, que vé retomada a linha orientadora dos programas
anteriores a 2014, de ligagdo ao real, ao mesmo tempo que os seus conteudos transitam
para o 11.2 ano, decisdao justificada pela extensdao do programa para o 10.2 ano de

escolaridade.
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«Em termos gerais, na definicdo das AE, foi feita a opgdo de sugerir o estudo de alguns temas
em anos posteriores ao previsto no programa, mas nunca em anos anteriores, com o objetivo
de facilitar a utilizagdo do manual por parte de professores e alunos.»

(DGE-ME, 2018b: 2)

Outra alteracdo com impacto significativo na lecionacdo é o facto do dominio Ldgica e
Teoria de Conjuntos ter passado novamente a ser considerado um tema transversal, tal

como preconizado nos programas a partir de 1991.

No que respeita aos conteudos relacionados com o dominio das funcdes, na tabela seguinte
encontram-se os tdpicos correspondentes ao programa e metas curriculares de 2014 e de

seguida os topicos constantes das aprendizagens essenciais:

Programa e metas curriculares de 2014

102ano

11%ano

12%ano

Fungdes Reais de Variavel
Real (FRVR):

Generalidades acerca de
funcoes

Generalidades acerca de
fungdes reais de varidvel
real
Monotonia, extremos e
concavidade

Estudo

fungdes quadraticas, raiz

elementar  das
quadrada, raiz cubica e
moédulo e de fungdes
definidas por ramos

Resolugdo de problemas

Trigonometria e
trigonométricas (TRI)
Fungdes Reais de Variavel
Real (FRVR):

e Limites segundo Heine de

Fungdes

funcgdes reais de variadvel
real

e Continuidade de fungdes

e Assintotas ao grafico de
uma fungao

e Derivadas de funcdes reais
de  variavel real e

aplicacoes

Fungdes Reais de Varidvel

Real (FRVR):

e Limites e Continuidade

e Derivada de segunda
ordem, extemos, sentido
das concavidades e
pontos de inflexdao

e Aplicagdo do cdlculo
diferencial a resolugdo de
problemas

Trigonometria e FungOes
trigonométricas (TRI):

o Diferenciacdo de fungdes
trigonométricas

e AplicacGes aos osciladores
harmonicos

Fungbes Exponenciais e

Fungdes Logaritmicas
(FEL):
e Juros compostos e

Numero de Neper

e Fungdbes exponenciais

e FuncGes logaritmicas

e Limites notdveis
envolvendo funcgGes
exponenciais e logaritmicas

e Modelos exponenciais
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Aprendizagens essenciais de 2018
102ano 11%ano 12%ano

Funcgdes: Funcgdes: Funcgodes:

o Generalidades acerca de e Sucessoes e Continuidade e assintotas
fungBes reais de variavel e Fungdes Reais de variavel e Derivadas, monotonia e
real real concavidades

e Fungdes quadraticas, e Limites e derivadas de e Fungdes exponenciais e
madulo e fungdes definidas fungdes  polinomiais e logaritmicas
por ramos racionais e Fungdes trigonométricas

e Polindmios

Tabela 1.24

Em termos gerais, ha conteudos que transitam para o ano de escolaridade seguinte, como
€ o caso das funcdes irracionais e da funcdo inversa, que transitam para o 11.2 ano, e a
composicao de fungdes, que se propde nas aprendizagens essenciais relativas ao 12.2 ano.
Quanto aos conteldos que ndo constam das aprendizagens essenciais cabera ao professor,
como foi referido anteriormente, a decisdo quanto a sua lecionacdo. Neste grupo de temas

estdo, por exemplo, o Teorema de Lagrange ou os modelos exponenciais.

Mais adiante faremos uma comparac¢do mais detalhada dos conteudos relacionados com o
estudo de fungBes, no que respeita ao 10.2 ano de escolaridade, integrado na andlise da

nossa propria experiéncia de lecionagao.

Relativamente aos temas transversais, além do ja mencionado Ldgica e teoria de conjuntos,
as aprendizagens essenciais colocam no mesmo patamar de relevancia a resolugao de
problemas, a histéria e a modelagdo matemadticas. Para cada um dos dominios, as
aprendizagens essenciais formam um todo constituido por conteudos, objetivos e praticas

interrelacionados.

«Os objetivos concretizam essas aprendizagens relativas a cada conteudo, incidindo sobre
conhecimentos, capacidades e atitudes a adquirir e a desenvolver, e as praticas estabelecem
condicbes que apoiam e favorecem a consecucdo desses objetivos. A aquisicdo e o
desenvolvimento de conhecimentos, capacidades e atitudes, e a sua mobilizagdo em contextos
matematicos e ndo matematicos sdo objetivos essenciais associados aos conteudos de
aprendizagem de cada tema matematico.»

(DGE-ME, 2018b: 2)
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Ha claramente uma valorizagdo destes objetivos essenciais, colocando a sua importancia
ao nivel dos conteldos e contribuindo para favorecer uma aproximacdao aos conceitos
matematicos. Estas aprendizagens essenciais sdo enquadradas e articuladas no e com o

Perfil dos alunos a saida da escolaridade obrigatdria, tendo em vista a sua consecucao.

Com as aprendizagens essenciais pressupde-se agora que o trabalho em sala de aula ndo
pode ser isolado. Deve sim estar em ligacdo com outras disciplinas, deve contemplar o
ensino experimental e a realizacdo de projetos, de forma a manter a consonancia com o

perfil do aluno.

Ao contrdrio das metas curriculares, que ndo apontavam estratégias de lecionacao,
cabendo ao professor a escolha dos métodos a aplicar em sala de aula, as AE apontam
caminhos ao trabalho docente, incitando a que estes diversifiguem as metodologias de

ensino. E citam Sebastido e Silva para fundamentar esta proposta:

«[...] o professor de matematica deve ser, primeiro que tudo, um professor de matematizagao,
isto é, deve habituar o aluno a reduzir situa¢cdes concretas a modelos matematicos e, vice-
versa, aplicar os esquemas logicos da matematica a problemas concretos.»

(Silva, 1975a: 9)

Outro dos argumentos apresentados para a necessidade da diversificagcdao de estratégias
tem a haver com a heterogeneidade que existe dentro de uma sala de aula, que responde

melhor a estimulos e estratégias diferentes.

Por ultimo, pretende-se com as aprendizagens essenciais que os alunos atinjam patamares
de conhecimento que vao para além das competéncias basicas, dando-lhes a oportunidade
de descobrir, raciocinar, provar e comunicar matematica (DGE-ME, 2018b: 1). Na nossa
perspetiva, estas orientagdes poderdao colidir com os pressupostos subjacentes aos

programas e metas curriculares de 2014.

No que respeita a tecnologia na sala de aula, sugere-se uma utilizagdo menos limitativa que
a que esta subjacente ao programa homologado em 2014 sem, no entanto, se perder o

sentido critico aquando da sua utilizacao
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«Desde o inicio do ensino secunddrio, a tecnologia deve ser usada de forma critica e inteligente
contribuindo para o desenvolvimento de novas competéncias associadas a drea da programagdo que,
nalguns paises, estdo ja integradas nos programas de Matematica. A tecnologia é uma ferramenta
cada vez mais presente na sociedade e no mercado de trabalho e também um recurso essencial no
ensino, ajudando os alunos a perceber as ideias matematicas, a raciocinar, a resolver problemas e a
comunicar. Assim, a tecnologia grafica deve estar presente, quer em contexto de sala de aula, quer
em contexto de avaliagdo externa.»

(DGE-ME, 2018b: 3).

O ano letivo 2018/2019: 1.2 ano de implementacio

Partindo deste enquadramento tedrico para a pratica letiva, o que constatdmos foi que a
introducdo das aprendizagens essenciais foi feita de uma forma bastante abrupta, se
tivermos em conta todas as mudancas a que a sua implementacdo estd associada. De facto,
delinear estratégias, formas de atuacdo, criar momentos de interdisciplinaridade, ao
mesmo tempo que se estudam os programas, que se fazem balancos dos trés anos letivos
de implementacdo do programa e das metas curriculares de 2014, se tem em conta uma
diversidade de documentos curriculares, tudo isto sem acompanhamento nas escolas,

constituiu-se uma tarefa bastante complicada para os docentes.

Termindmos, no ano letivo 2018/19, o primeiro ano de aplicacdo das aprendizagens
essenciais em todas as escolas do ensino secundario. Isto depois de uma experiéncia piloto

que abrangeu um numero limitado de escolas e cujos resultados nao foram divulgados.

Fazemos de seguida um balango de aplicagdao das aprendizagens essenciais ao 10.2 ano de
escolaridade no ano letivo transato, o primeiro ano de generalizagdo das mesmas nas

escolas de todo o pais.

No inicio do ano letivo foi feito um balan¢o do que havia sido a pratica letiva no primeiro
ano de implementac¢ao do programa e metas curriculares de 2014, conjuntamente com as
orientacdes para a gestao do mesmo, langadas no ano seguinte. Paralelamente, foi feita a
analise e reflexdao do documento Perfil do aluno a saida da escolaridade obrigatdria, em

formacado docente em contexto escolar.
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Tendo por base o exposto nos documentos referidos, foi feita a analise e reflexdo sobre as
aprendizagens essenciais e elaborada uma planificacdo para o ano letivo, tendo também

em conta o contexto escolar e os alunos que iriam frequentar o 10.2 ano de escolaridade.

Verificamos que o facto do dominio Ldgica e Teoria de Conjuntos poder ser agora
“introduzida a medida que vai sendo precisa e em ligagdo com outros temas matematicos
promovendo uma abordagem integrada no tratamento de conteldos pertencentes a
outros dominios” (DGE-ME, 2018b: 5) permite outra gestdo do tempo e isso ficou refletido
na planificacdo elaborada. Para além da Ldgica e Teoria dos Conjuntos, as aprendizagens
essenciais consideram como temas transversais a resolucdo de problemas, a histdria da
matematica e a modelacdo matemadtica, dando aos conhecimentos matematicos e as

capacidades matematicas o mesmo estatuto (DGE-ME, 2018b).

Na pratica, o que verificamos quanto a Ldgica e Teoria dos Conjuntos, é que apenas foram
sendo referidos alguns conceitos que se revelaram necessarios a medida que o programa
foi sendo desenvolvido: a conjuncdo e disjun¢do foi abordada no dominio Geometria e
posteriormente na determinac¢do de dominios de funcgGes reais de variavel real, juntamente
com os simbolos de reunido e intersecdo de conjuntos; o quantificador universal foi
introduzido aquando da definicdo de funcdo injetiva e o quantificador existencial foi

explicitado para a definigdo de fungao.

Seguidamente apresentamos uma planificagdao anual para o 10.2 ano de escolaridade de

acordo com as aprendizagens essenciais:

Planificacao a luz das Aprendizagens Essenciais de 2018
12 Periodo 22Periodo 32Periodo
Algebra — 10 aulas Geometria- 10 aulas Fungdes — 44 aulas
Geometria — 56 aulas Fungdes — 64 aulas
Tabela 1.25
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Feita a planificacdo, verificdmos a necessidade de proceder, ao longo do ano letivo, a
ajustes pontuais e, tendo em conta o ritmo imprimido, foi possivel terminar o ano letivo
com aintegracdo na planificacdo do tema Estatistica, tal como o programa prevé, alias, mas

com os conteldos constantes nas aprendizagens essenciais:

«Reconhecer o papel relevante desempenhado pela Estatistica em todos os campos do
conhecimento abordando nomeadamente os conceitos de Recenseamento e Sondagem
(populagdo e amostra); organizar e interpretar dados de natureza quantitativa e qualitativa,
varidveis discretas e continuas; interpretar medidas de localizagdo de uma amostra: moda,
média, mediana, quartis e percentis; medidas de dispersdo: amplitude interquartil, variancia,
desvio padrdo; Abordar grafica e intuitivamente distribuicdes bidimensionais, nomeadamente
o diagrama de dispersao, o coeficiente de correlagdo e reta de regressao. »

(DGE-ME, 2018c: 9).

Apds analise dos conteudos previstos para o 11.2 ano de escolaridade, concluimos que ha
vantagens em abordar o topico Estatistica ainda no 10.2 ano, pelas seguintes razfes: a
planificacdo inicialmente prevista para o 10.2 ano é cumprida com mais facilidade, face aos
conteudos lecionados; a maioria dos conteldos do topico Estatistica é de revisdo para os
alunos, uma vez que ja foram lecionados ao longo do 3.2 ciclo; os restantes conteudos
previstos nas aprendizagens essenciais e no programa e metas curriculares para o 11.2 ano
sdo mais complexos e em maior quantidade, o que sera mais facil de cumprir se a

planificagcdo para o 11.2 ano se libertar da Estatistica.

O estudo de funcdes nas aprendizagens essenciais — a pratica neste ano letivo

Comegamos por afirmar que a introducao das aprendizagens essenciais teve o efeito
imediato de permitir dedicar mais tempo com cada um dos conteldos a lecionar, tratando-
-se assim de uma vantagem em rela¢do a planificacdo elaborada a luz do programa e metas
curriculares de 2014. O ritmo de lecionacao foi de facto diferente. Esta constatacdo
permitiu assim estudar novas abordagens aos conteudos, preconizando assim o exposto
nas aprendizagens essenciais e no Perfil dos alunos. Por outro lado, alguns dos conteludos

previstos no programa e metas curriculares de 2014 que ndo constavam agora nas
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aprendizagens essenciais foram considerados por nds como sendo importante manter,

tentando aproveitar a experiéncia adquirida e todo o trabalho realizado.

De seguida apresentamos a planificacdo elaborada para o dominio Funcgdes, a luz das

aprendizagens essenciais e procuraremos fazer um balanco da nossa experiéncia.

1. Generalidades acerca de fungdes

Programa e Metas curriculares de 2014 Programa e metas curriculares de 2014 com as

Aprendizagens essenciais — Pratica Letiva

e Produtos cartesianos de conjuntos;

e Gréaficos de fungdes; e Gréficos de fungGes;

e Restri¢cdes de uma fungao; e Fungdes injetivas, sobrejetivas e bijetiva.

e Imagem de um conjunto por uma fungao;

e Fungoes injetivas, sobrejetivas e bijetivas;

o Composicdo de funcgdes;

e Funcdo inversa de uma fungao bijetiva.
12 aulas 6 aulas

Tabela 1.26

De referir que as aprendizagens essenciais ndo referem especificamente os temas
presentes neste subdominio. No entanto, da reflexdo feita e da pratica letiva, constatamos
gue seria importante manter alguns dos temas que serviriam de introdu¢ao ao dominio das

Fungées.

Assim, comegamos por rever os conteldos adquiridos no 3.2 ciclo do ensino basico e assim
procurar criar a ideia de continuidade na aquisicdo de conteudos. Foram abordadas as
diferentes formas de representar uma funcdo, procurando aqui aprofundar um pouco os
conteudos ja adquiridos. Foram revistos e alargados conceitos como: definicdo de funcgao,
dominio, contradominio, conjunto de chegada, objetos, imagens, variavel independente,

varidvel dependente.

Como novos conceitos para os alunos mantivemos as definicdes de fungdo injetiva,

sobrejetiva e bijetiva.
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Foram também realizadas algumas experiéncias de contacto com a calculadora gréfica,
partindo de problemas concretos do dia a dia, a partir de fungdes ja conhecidas dos alunos,
como a funcdo afim. Consideramos que teve um efeito positivo nos alunos, no sentido em

gue permitiu constatar o potencial daquele instrumento de trabalho.

2. Generalidades acerca de fungGes reais de variavel real

Programa e Metas curriculares de 2014 Programa e metas curriculares de 2014 com as

Aprendizagens essenciais — Pratica Letiva

e Generalidades acerca de fungdes reais de e Fungdes reais de variavel real; fungdes
variavel real; definidas por expressdes analiticas;

e Funcdes reais de variavel real; fungdes e Propriedades geométricas dos graficos de
definidas por expressdes analiticas; fungdes;

e Propriedades geométricas dos graficos de e Paridade; simetrias dos graficos das fungdes
funcgoes; pares e das fung¢des impares;

o Paridade; simetrias dos graficos das fungdes
pares e das fung¢des impares;

o Relagdao geométrica entre o grafico de uma e Relagdo entre o grafico de uma fungdo f e os
fungdo e o da respetiva inversa; graficos das fungbes af(x), f(bx),f(x +c) e
e Relagdo entre o grafico de uma funcdo f e os f(x) +d, a,b,c,d nimeros reais, e a e b ndo
gréficos das fungdes af(x), f(bx),f(x +c) e f(x) nulos.
+d, a,b,c,d nimeros reais, e a e b ndo nulos.
8 aulas 16 aulas
Tabela 1.27

Com este subdominio, iniciamos o estudo “mais tradicional” das fun¢des, comegando pela
determinag¢dao do dominio a partir da expressdao analitica. Também do ponto de vista
analitico, é feito o estudo da paridade de uma funcgao, paralelamente a observacao grafica,

com a andlise das simetrias dos graficos das funcdes.

Nem o programa e metas curriculares de 2014 nem as aprendizagens essenciais sao muito
claros quanto as generalidades de uma funcdo real de varidvel real que deverdo ser
abordadas. Com base na nossa experiéncia pessoal, procuramos aqui desenvolver as
principais caracteristicas que consideramos essencial ter presente, sem prejuizo de
voltarem a ser abordadas nos temas seguintes e até fazendo aqui uma altera¢ao na ordem

de lecionag¢dao dos conteldos. Pensamos que esta abordagem é mais benéfica para os
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alunos, pois permite obter uma visdao generalizada das principais caracteristicas de uma

funcdo, uma visao mais global e ndo segmentada.

As caracteristicas das funcbes reais de varidvel real abordadas neste subdominio,
estudadas a partir das representacoes graficas das fun¢des foram as seguintes: dominio,
contradominio, zeros, pontos de intersecdo com os eixos coordenados, injetividade,

sobrejetividade, sinal da funcdo, paridade, monotonia e extremos relativos.

O conteudo monotonia da uma funcdo e extremos relativos encontram-se elencados no
terceiro subdominio. No entanto, encontramos muitas vantagens em antecipa-lo

relativamente ao tema transformacdes do grafico de uma funcdo.

Feito este estudo de caracter mais globalizante, considerdmos de extrema importancia a
realizacdo de atividades praticas que mobilizassem varios conceitos, e procurdmos seguir

esta estratégia sempre que possivel.

O exemplo que consta na figura 1.6 ilustra essa estratégia:

R No teu caderno, representa graficamente uma funcdo f que satisfaca, simultanea-
mente, as seguintes condicoes:

¢ dominio R;

e contradominio ]- oo, 6];

« fl0)=6;

e tenha um minimo relativo 0 com minimizante 3;

e sejadecrescenteem [5, 8[.

Figura 1.6'2

Ainda neste subdominio, foram abordadas as transformacgdes dos gréficos das fungdes,
sem alteragdes relativamente ao programa e metas curriculares de 2014, mas com uma
diferenca que consideramos fundamental: o tempo para dedicar a este estudo. Recorrendo

ao software de geometria dindmica Geogebra, a abordagem experimental a estes

12 Exercicio do manual Novo Ypsilon — 102ano, volume 3”, de Carlos Andrade, Paula Pinto Pereira e Pedro
Pimenta. 2015. Raiz Editora, pagina 103.
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conteudos foi feita com acompanhamento por parte do professor, construindo o
conhecimento passo a passo. Mais do que constatar e descrever as consequéncias visiveis
nos graficos das funcdes transformadas, procurou-se neste tema (também a luz do
proposto no programa e nas metas curriculares de 2014) estudar os efeitos que essas

mesmas transformacdes tiveram nas caracteristicas estudadas pelos alunos.

Consideramos que este trabalho, feito com tempo para a experimentacdo e para a

sistematizacdo, teve um efeito positivo nas aprendizagens dos alunos.

3. Monotonia, extremos e concavidade

Programa e Metas curriculares de 2014 Programa e metas curriculares de 2014 com as

Aprendizagens essenciais — Pratica Letiva

e Intervalos de monotonia de uma fungao real e Intervalos de monotonia de uma fungdo
de variavel real; caso das fung¢Ges afins e caso real de varidvel real; caso das fungdes afins
das fung¢Bes quadraticas; e caso das fungbes quadraticas;

e Vizinhanga de um ponto da reta numérica;
extremos relativos e absolutos; e Vizinhanga de um ponto da reta numérica;

e Sentido da concavidade do grafico de uma extremos relativos e absolutos.

funcdo real de varidvel real.

8 aulas 8 aulas

Tabela 1.28

Como foi referido anteriormente, efetudmos uma alteragdo na organizagao dos conteudos,
por forma a estudar as caracteristicas das fun¢Ges reais de varidvel real de uma forma
continuada. Feito este estudo, particularizou-se para o caso da fungao afim e quadratica
sem, no entanto, aprofundar muito esta ultima, uma vez que o seu estudo elementar seria

feito no subdominio seguinte.

Consideramos importante aqui a abordagem do conceito de vizinhanga de um ponto da
reta numérica, ainda que feito a partir de uma abordagem intuitiva. Com a compreensao

deste conceito revelou-se mais facil a introducao da nogcao de extremo relativo.

No que respeita ao sentido da concavidade do grafico de uma funcgao real de variavel real,

seguimos o proposto nas aprendizagens essenciais, passando este conteludo para o estudo
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elementar da funcdo quadratica, no subdominio seguinte, deixando de fora os conteldos

apresentados nos descritores FRVR 10 4.6 e 4.7 das metas curriculares relativos a este tema

«6 - Identificar, dada uma fungdo real de varidvel real f, o grafico de f como «tendo a

concavidade (estritamente) voltada para cima» (respetivamente como «tendo a concavidade
(estritamente) voltada para baixo») num dado intervalo I © Dy se dados quaisquer trés pontos

P,Q e R do gréfico, de abcissas em [ tais que x,, < x; < x,, o declive da reta PQ ¢ inferior

(respetivamente superior) ao da reta QR.

7. Saber que uma funcgdo real de varidvel real tem a concavidade (estritamente) voltada para
cima (respetivamente para baixo) num dado intervalo I c Dy se e somente se dados quaisquer

dois pontos P e @ do grafico, de abcissas em I, a parte do gréfico de f de abcissas estritamente
situadas entre as abcissas de P e Q ficar “abaixo” (respetivamente “acima”) do segmento de

reta [PQ].»

(Bivar et al., 2014a: 53)

por considerarmos que ndo se traduz efetivamente por uma mais valia para

aprendizagem dos alunos.

definidas por ramos

4. Estudo elementar das fungbes quadraticas, raiz quadrada, raiz clbica e médulo e de fung¢des

Programa e Metas curriculares de 2014

Programa e metas curriculares de 2014 com as

Aprendizagens essenciais — Pratica Letiva

e Extremos, sentido das concavidades, raizes e
representacao grafica de fungdes
guadraticas;

e Funcgdes definidas por ramos;

e Estudo dafungdox <> a|x-b|+c,az0;

e Asfungdes x - Vx e x - Vx 3 enquanto
funcdes inversas;

e Extremos, sentido das concavidades, raizes e
representacao grafica de fungGes
quadraticas;

e Funcodes definidas por ramos;

e Estudo dafungdox 2 al|x -b|+c,a #0;

e Estudo de fungdes definidas por ramos
envolvendo fungGes polinomiais, mddulos e

e Dominio e representacdo grafica das fungGes radicais
definidas analiticamente por f(x) = avx -b
+c,a#20e f(x)=avx-b3+c,az0;

e Estudo de fungdes definidas por ramos
envolvendo fung¢Ges polinomiais, mdédulos e
radicais.

24 aulas 36 aulas
Tabela 1.29
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Do quarto subdominio destacamos a passagem do estudo das fungdes irracionais para o
11.2 ano, alids em consonancia com o estudo da funcdo inversa de uma funcdo injetiva e
com a composicao de funcgdes. Consideramos esta uma sugestdao programatica positiva,
devido ao grau de complexificacdo destes conteludos para alunos do 10.2 ano de

escolaridade.

O ultimo subdominio foi, tal como no programa e metas curriculares de 2014, incluido na
lecionacdo do subdominio anterior, permitindo uma melhor gestdo dos conteudos e a

consolidacdo dos conceitos a medida que foram sendo adquiridos.

5. Resolugao de Problemas

Programa e Metas curriculares de 2014 Programa e metas curriculares de 2014 com as

Aprendizagens essenciais — Pratica Letiva

e Equacgdes e inequacdes envolvendo as e Equagdes e inequagdes envolvendo as
fungdes polinomiais, raiz quadrada e raiz fungdes polinomiais, e a composicdo da
cubica, e a composi¢ao da fungdo mddulo fungdo mddulo com fungdes afins e com
com fungdes afins e com fungdes fungdes quadraticas;
guadraticas;

e  Resolugdo de problemas envolvendo as e Resolugdo de problemas envolvendo as
propriedades geométricas dos graficos de propriedades geométricas dos graficos de
fungdes reais de variavel real; fungOes reais de variavel real;

e Resolugdo de problemas envolvendo as
funcdes afins, quadraticas, raiz quadrada, raiz | ¢  Resolugdo de problemas envolvendo as
cubica, mddulo, fungdes definidas por ramos fungdes afins, quadraticas, mddulo, fungdes
e a modelagdo de fendmenos reais. definidas por ramos e a modelagdo de

fendmenos reais.

Tabela 1.30

Destacamos aqui apenas a adaptacdo dos conteldos aos temas que foram abordados

nos subdominios anteriores.

Da nossa pratica letiva podemos concluir que as alteragdes verificadas com a passagem

das fun¢des com radicais para o 11.2 ano permitem um trabalho mais aprofundado no
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estudo das caracteristicas da funcdo quadratica, da funcdo médulo e de outras fungdes

polinomiais.

Na nossa perspetiva, com as aprendizagens essenciais, mais que alteracdes ao nivel dos
conteudos, sdo visiveis alteracdes nos ritmos e formas de aprendizagem, nos tempos
para dedicar a cada uma das matérias. Constatamos também que se verificaram
diferencas nas opc¢Ges metodoldgicas adotadas, com o recurso a situacbes mais
familiares para os alunos aquando da introducdo dos conteldos e a utilizacdo frequente

de exemplos do dia a dia, procurando cultivar a curiosidade e o gosto pela disciplina.

Sobre as aprendizagens essenciais apenas mais uma referéncia, desta feita para a
utilizacdo da calculadora grafica e das tecnologias em geral. Tal como mencionado
anteriormente, com os ajustamentos feitos a partir da andlise feita as aprendizagens
essenciais e ao Perfil dos alunos a saida da escolaridade obrigatéria, a exploragdo destas
ferramentas adquire novamente uma maior importancia em contexto de sala de aula.
Neste aspeto, ha sem duvida uma reaproximacao ao defendido no programa de 2001.
Ao longo do ano letivo, esta orientacdo foi sendo seguida e verificou-se uma maior
aplicacdo deste recurso em sala de aula, nomeadamente no dominio Fun¢des e

Estatistica.

Nos dois ultimos subdominios s3ao exploradas, a par do estudo tedrico, estas
ferramentas, aquando do estudo da fungdo quadratica e da fungdao médulo. A prépria
avaliagdo da disciplina contemplou esse parametro, nos momentos formais de

avaliagao.

Consideramos que as mudangas implementadas com as aprendizagens essenciais no
10.2 ano de escolaridade resultaram numa melhoria do trabalho com os alunos e
podemos mesmo afirmar pela nossa experiéncia letiva que as modificacdes operadas
foram um fator essencial para o sucesso dos alunos. No entanto manifestamos alguma
apreensdo pelo facto de os conteudos previstos para o 11.2 ano explicitados nas
aprendizagens essenciais ndo diferirem muito dos constantes no programa e metas
curriculares de 2014, com a agravante de alguns conteldos do 10.2 ano terem transitado

para o 11.2 ano.

108



Consideramos também que o trabalho do professor se reveste agora de uma
importancia acrescida e exige um elevado grau de reflexdo no que respeita a
planificacdo dos conteudos a lecionar. Poderdo surgir duvidas quanto a lecionacdo de
conteudos ndo explicitados nas aprendizagens essenciais, quanto a gestdo do programa
no que respeita ao tempo a dedicar a cada conteddo, e mesmo quanto a forma de
lecionacdo, em que a abordagem do programa de metas curriculares de 2014 podera
colidir com as orientacdes emanadas das aprendizagens essenciais e do Perfil dos alunos

a saida da escolaridade obrigatodria
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2.3. A no¢ao de fungao ao longo dos tempos

Feita a andlise dos diversos periodos pelos quais o sistema educativo portugués passou e as mudancgas programaticas a ele associadas,

apresentamos de seguida, de uma forma sintetizada, a forma como, em cada época, o conceito de funcdo foi sendo apresentado nos

programas curriculares. A definicdo apresentada corresponde ao ano de escolaridade onde o atual ensino secunddrio se inicia.

Simultaneamente apresentamos as principais indicagdes metodoldgicas subjacentes a pratica letiva e importantes para a definicdo do

trabalho de planificacdo do professor.

Periodo

Definigao de fungao

Indicag6es metodoldgicas

Matematica
moderna
(Ensino liceal)

Conceito geral de aplica¢do (ou fungdo de uma variavel)*?

Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, chama-se aplicagdo de Aem B a
toda a correspondéncia univoca entre A e B. Em vez de “aplicagdo de A
em B” também se pode dizer “funcdo definida em A com valores em B”.
Assim, definir uma fungdo f em A com valores em B (ou uma aplicagdo
de A em B) é dar um processo qualquer pelo qual, a cada elemento x de
A, fique a corresponder um e um sé elemento y de B. Este é chamado
valor da fungdo f em x ou ainda imagem (ou transformado) de x por f, e
pode ser designado por qualquer dos simbolos fx ou f(x):

Y=fx ouy=f(x)

Também se diz neste caso que f aplica (ou transforma) x em y. O
conjunto A é chamado dominio de f.

“Muito raramente se deve definir um conceito sem ter partido de exemplos
concretos e, tanto quanto possivel, sugestivos. Se a preparacgdo psicoldgica tiver
sido bem conduzida, sera muitas vezes o aluno quem acabard por definir
espontaneamente o conceito, com ou sem ajuda do professor. Em qualquer caso,

este devera encaminhar o aluno para o rigor de linguagem, que equivale a dizer, de

pensamento.” (Silva, 1975a: 11)

Pds 25 de Abril

Defini¢do:1*

13 |n “Compéndio de Matematica — 1.2 volume, 1.2 tomo”, de José Sebastido e Silva. 1975a. GEP.
4 |n “Eu e a Matematica — Volume 2. Livro de Consulta 4” de M. Engracia Domingos, M. Cerqueira Correia e Télio T. Fernandes. 1981. EdicBes Asa.
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(Ensino
unificado)

Dados dois conjuntos A e B, chama-se aplica¢do ou fungdo de A em B a
toda a correspondéncia que associa a cada elemento de A um e um sé
elemento de B. A chama-se conjunto de partida. B chama-se conjunto

de chegada.
Para designar a aplicagdo (ou fungdo) usa-se a notagao
A—-B
f

Para indicar que um elemento x € A tem como imagem um elemento
Yy € B, escreve-se:
xX—-y

f

ou

y=f)*

*a imagem dum elemento é um elemento, a imagem dum conjunto é um
conjunto.
Para caracterizar a aplicagdo f de A em B (ou a fungdo f definidaem A
com valores em B), pode escrever-se:
Vear 3}163: y=f(x)
Isto é, para todo o elemento x € 4, existe um Unico elemento y € B, tal
que (x,y) € f.

Apesar de, em teoria, continuarem a aplicar-se os fundamentos da matematica
moderna, diversos autores apontam para um declinio destes na pratica letiva
durante este periodo, fruto das rdpidas mudangas no sistema educativo no periodo
apds a revolugdo de abril de 1974. Entre as razles apontadas encontram-se a
elaboragdo de novos programas e sucessivas alteragdes, cortes e corregdes, a
deficiente formagdo e colocagdo de professores e as criticas apontadas aos poucos
manuais existentes neste periodo, que ndo complementavam o trabalho do
professor (Matos, 2010).

Desta forma, concluimos que muitos dos pressupostos subjacentes a metodologia
a aplicar na sala de aula que eram defendidos por Sebastido e Silva ja nao

constituiam pratica corrente neste periodo.

A reforma de
1991

Defini¢do:*°

Todo o processo que faz corresponder a cada valor x dum conjunto A um
e um sé valor y do conjunto B é uma correspondéncia univoca que se
chama aplica¢do ou fung¢do de A em B.

No programa de matematica de 1991, para o 10.2 ano, sdo dadas as seguintes
indicacGes metodoldgicas:

“Os conhecimentos sobre fungdes, indispensaveis para a compreensao do mundo
em que vivemos, vao ser ampliados com base no estudo numérico e grafico

15 |n “XeqMat — Matematica 10.2 ano” de Yolanda Lima e Francelino Gomes. 1994. Editorial O Livro.
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Conjunto de parti- Az —=X —B Conjunto de chega-
da=A=dominio. / SRS A y da = B. )
/ o« | [ Te . O contradominio
\ (imagem) |\ estd contido em B.

(objecto) |

O Conjunto A — conjunto de partida — é o dominio de existéncia, ou
apenas dominio da fungdo. O conjunto B — conjunto de chegada —
contém o contradominio de f.

Diz-se que a variavel y é fungdo da variavel x.

privilegiando fung¢des que relacionam varidveis da vida corrente, da Geometria, da
Fisica, da Geografia ou de outras disciplinas [...].

Tendo como pressuposto ser o aluno o agente da sua prépria aprendizagem,
propde-se uma metodologia em que:

e Os conceitos sdo construidos a partir da experiéncia de cada um e de
situagOes concretas;

e  Os conceitos sdo abordados sob diferentes pontos de vista e progressivos
niveis de rigor e formalizagdo;

e Se estabelece maior ligagdo da matematica com a vida real, com a
tecnologia e com as questdes abordadas noutras disciplinas e que
enquadra o conhecimento numa perspetiva histérico-cultural.

Cabe ao professor, de acordo com a realidade da turma, encontrar o equilibrio
entre o numero de trabalhos individuais e de grupo, assim como o espaco para a
sua interveng¢do: dinamizando, questionando, fazendo sinteses, facultando

informacdo...[...]"
(DGEBS-ME, 1991c: 32)

O novo programa
de 2001'°

Defini¢do: ¥/

Uma funcgdo f de A com valores em B (f: A = B) consiste em dois
conjuntos, o dominio 4, o conjunto de chegada B, e uma regra que
associa a cada elemento x (objeto) de A um e um sé elemento y = f(x)

(imagem) de B.

Simbolicamente

No programa de matematica A de 2001, para o 10.2 ano, sdo dadas as seguintes

indicagGes metodoldgicas:

“e 0s conceitos sdo construidos a partir da experiéncia de cada um e de situagGes

concretas;
® 0s conceitos sdo abordados sob diferentes pontos de vista e progressivos niveis

de rigor e formalizagdo;

16 Este programa é relativo a disciplina de matematica A que, conjuntamente com as disciplinas de matematica B e matematica aplicada as ciéncias sociais, s3o

introduzidas na revisdo curricular do ensino secundario, implementada em 2001.
17 |n “Fungdes I: Matemdtica A — 10.2 ano” de M2 Augusta Ferreira Neves e Luis Guerreiro. 2003. Porto Editora.
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f:A->B
x—y=f@)

Se x é um elemento do dominio da fungdo, o valor da imagem que
corresponde a x é representado por f(x) (ler: f de x).

A regra que associa a cada objeto a respetiva imagem chama-se
expressdo analitica da fungdo.

¢ estabelece-se maior ligagdo da Matematica com a vida real, com a tecnologia e
com as questdes abordadas noutras disciplinas, ajudando a enquadrar o
conhecimento numa perspetiva histérico-cultural.[...]

Os conhecimentos sobre fungdes, indispensaveis para a compreensdo do mundo
em que vivemos, vao ser ampliados com base no estudo analitico, numérico e
grafico devendo privilegiar o trabalho intuitivo com fung¢des que relacionam
variaveis da vida corrente, da Geometria, da Fisica, da Economia ou de outras
disciplinas
Na concretizagao da metodologia proposta cabe ao professor ser
simultaneamente dinamizador e regulador do processo de ensino-aprendizagem,
criando situagdes motivadoras e adoptando uma estratégia que implique o
estudante na sua aprendizagem e desenvolva a sua iniciativa
Na resolugdo de problemas deve ser dada énfase especial a Modelagao
Matematica (por exemplo, usando dados concretos recolhidos por calculadoras
graficas ou computadores acoplados a sensores adequados). Deve ser dada énfase
especial a resolugdo de problemas usando métodos numéricos e graficos,
nomeadamente quando forem usadas inequagées. A resolugdo numeérica ou
grafica deve ser sempre confrontada com conhecimentos tedricos. Deve ser usada
a resolugdo analitica sempre que a natureza do problema o aconselhar [...] . A
resolugdo analitica de problemas deve ser sempre acompanhada da verificagdo
numeérica ou grafica.”

(Silva, 2001: 10)

O programa e
metas curriculares
2014

Definigdo: ®

Dados dois conjuntos A e B, da-se o nome de fun¢do f (ou aplicagdo) de
A em B a uma correspondéncia que a cada elemento x de A associa um
Unico elemento de B, representado por f(x).

Na introducdo do programa de metas curriculares encontram-se as seguintes
indicacGes metodoldgicas:

“Tendo em consideracdo, tal como para os niveis de desempenho, as circunstancias
de ensino (e, de modo muito particular, as caracteristicas das turmas e dos alunos),
as escolas e os professores devem decidir quais as metodologias e os recursos mais

18 |n “Novo Ypsilon — 102ano, volume 3”, de Carlos Andrade, Paula Pinto Pereira e Pedro Pimenta. 2015. Raiz Editora.
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Uma fungdo f de A em B representa-se, simbolicamente, por f: A —» B
ou apenas por f.

Dada uma fungdo f: A — B, o conjunto A é o dominio de f, e pode
escrever-se Dy = A, e o conjunto B € o conjunto de chegada de f.

Cada elemento x de A designa-se por objeto e o correspondente
elemento de B, y = f(x), designa-se por imagem desse objeto. O
conjunto das imagens da fungdo é o contradominio de f e escreve-se D]’c
(ou €Dy ou f(A)).

adequados para auxiliar os seus alunos a alcangar os desempenhos definidos nas
Metas Curriculares. [...]
Sem constituir ingeréncia no seu trabalho, nota-se, contudo, que a aprendizagem
matemadtica é estruturada em patamares de crescente complexidade, pelo que na
pratica letiva deverd ter-se em atengdo a progressdo dos alunos, sendo muito
importante proceder-se a revises frequentes de contetdos ja lecionados com vista
a sua consolidagdo, incluindo alguns ja conhecidos do Ensino Basico.”

(Bivar et al., 2014a: 28)

Apesar de, na analise feita ao longo deste capitulo, ndo nos termos debrucado especificamente no periodo pés 25 de abril, optdmos por

incluir esse periodo neste resumo, tornando o mesmo mais completo e globalizante.

Podemos verificar que a definicdo de funcdo, por si s6, ndo sofreu alteracdes significativas ao longo dos tempos. Podemos apenas referir-

nos a diferencas de linguagem, nuns casos mais subtis que outros. As mudancas mais significativas estdo relacionadas com as indicacdes

metodoldgicas que acompanham os temas a abordar e que sdo essenciais para a estratégia a implementar em sala de aula e, em ultima

anadlise, decisivas para o sucesso educativo.

114




115



2. Fungoes e a Teoria de Conjuntos

2.1. Nogao de conjunto

A nocgdo de conjunto é considerada um dos conceitos mais primitivos da matematica. No
entanto, o seu estudo mais aprofundado desenvolveu-se apenas a partir do final do século
XIX, por Georg Cantor'®, matematico alem3o. A teoria por ele desenvolvida abriu caminho
a um novo ramo da matematica, o da teoria de conjuntos.

No inicio do século XX, e apds o entusiasmo inicial a volta da teoria de Cantor, foi o trabalho
de Ernst Zermelo e Abraham Fraenkel que conduziu a axiomatiza¢do da teoria de conjuntos,
acabando assim com os paradoxos?® encontrados na teoria defendida por Cantor.

De entre os axiomas da teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel encontramos o axioma de
extensdo, o axioma do vazio, o axioma esquema de separa¢dao, o axioma do par nao

ordenado, o axioma da unido, o axioma do conjunto das partes e o axioma do infinito.

De seguida faremos uma breve apresentacdo da lista ndo exaustiva de axiomas acima

referidos, com a formulagdo dos mesmos também em linguagem formal. Um estudo mais

1% Georg Cantor: Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (S3o Petersburgo, 3 de margo de 1845 — Halle, 6 de
janeiro de 1918) foi um matematico alemao, reconhecido pelo trabalho na Teoria de Conjuntos, cujo inicio
como um ramo da Matemadtica é frequentemente marcado pela publicacdo do trabalho de Cantor de 1874,
"Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen algebraischen Zahlen" ("Sobre uma Propriedade da
Colecdo de Todos os Numeros Algébricos Reais").

20 A teoria de conjuntos de Cantor deu origem a vérias contradi¢cdes ou paradoxos. Bertrand Russell e Ernst
Zermelo encontraram o paradoxo mais simples, hoje chamado paradoxo de Russell, relacionado com o
conjunto de todos os conjuntos que ndo sdo elementos de si préprios. Isto leva a uma contradicdo, uma vez
gue ele deve ser e ndo ser um elemento de si mesmo.
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aprofundado podera ser encontrado na dissertacdo da colega Carla Ambrdsio, intitulada
Em torno da nog¢do de conjunto (Ambrdsio, 2019) ou na vasta literatura na area, da qual
destacamos: Enderton (1977), Hrbacek & Jech (1999), Moschovakis (2006), O’Leary (2016),
Oliveira (1980)

A linguagem de teoria de conjuntos é uma linguagem de primeira ordem com igualdade,
em que as varidveis denotam conjuntos, -, A, V, = e © sdo respetivamente a negacao,
conjungao, disjungdo, implicagdo e equivaléncia, Ve 3 s3ao respetivamente o
guantificadores universal que exprime “para todo” e o quantificador existencial que
exprime “existe”, @ é um simbolo de constante para o conjunto vazio, € é um simbolo

relacional binario que serd interpretado como “pertence”.

Alguns Axiomas de Zermelo-Fraenkel

Axioma de extensao: dois conjuntos sdo iguais se e so se tiverem os mesmos elementos.

VxVy(Vz(zEx <= zEy)=x=1y)

Axioma do vazio?!: existe um conjunto sem elementos.
AyVx —(x € y)

Axioma esquema de separagdo: para cada conjunto x, existe um conjunto y talque z € y

se, e sO se z € x e se verifique @(2).

Vg, Xy, o, X, VxAYVz(z €y & 2 € x A@(2,%0, %1, ..., X))

Axioma do par nao ordenado: Para todos os conjuntos x e y existe um conjunto cujos

Unicos elementos sdo x e y.

VxVyadwVz(zeEw e z=xVz=y)

21 Este axioma também é designado por axioma da existéncia.

117



Axioma da unido: para todo o conjunto x existe um conjunto que tem por elementos

precisamente todos os elementos dos elementos de x.

VxdyVz(z€y e Iv(vExAzED))

Axioma do conjunto das partes: para cada conjunto x existe um conjunto y tal que para

todo o z, z é elemento de y se e somente se z é subconjunto de x.

22

VxdyVz(z€Ey < z S x)

Axioma do infinito: existe um conjunto x que tem o @ como elemento e para cada

elemento seu y entdo y U {y } também |he pertence.

EIx((Z)Ex/\(Vy(yEx=>yU{y}Ex)))

E bem conhecido o facto de que grande parte da matematica (e certamente toda a que é
habitual ser trabalhada ao nivel do ensino pré-universitario) se pode formalizar em teoria
de conjuntos. Esse estudo sai fora do ambito desta dissertacdo, mas ao analisarmos de
seguida a forma como habitualmente o estudo das fungdes é introduzido ao nivel do ensino
basico e secundario, iremos fazer algumas referéncias a sua formalizagdo em teoria de

conjuntos ou indicar referéncia onde tal formalizacdo pode ser encontrada.

A nocgdo de conjunto é fundamental para a compreensdao de muitos outros conceitos
matematicos e, por essa razdo, é também o ponto de partida (Ferreira, 2001) para outras
definicdes. Ao mesmo tempo “[...] the concept of set is fundamental and cannot be reduced

to other, simpler concepts?*” (Moschovakis, 2006: 1).

22 Ainclusdo z C x é definida explicitamente na linguagem de teoria de conjuntos por Vw (w € z = w € x).

23 “[...] o conceito de conjunto é fundamental e ndo pode ser reduzido a outros conceitos mais simples”.
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Intuitivamente, um conjunto é uma cole¢do de objetos, designados elementos ou membros
do conjunto. A pertenca ao conjunto constitui, portanto, uma relacao bindria, aquela que

existe entre um objeto e o seu conjunto.

Enquanto em teoria de conjuntos, “tudo é conjunto”, isto é as varidveis (que denotam
conjuntos) sdo usualmente representadas por letras minusculas quer estejam a esquerda
ou a direita do simbolo de pertence, isto é, quer estejam a ser consideradas como elemento
de um conjunto ou como o conjunto que contém dado elemento, na matematica usual
(ndo formalizada em teoria de conjuntos), e também nos manuais escolares,
habitualmente os conjuntos sdo representados por letras maiusculas (podendo conter
indices), e os elementos de um conjunto sdo normalmente representados por letras
minusculas (também podendo conter indices).

De seguida iremos relembrar a forma como as nog¢des de conjunto e funcdo sdo

apresentadas nos ensinos basico e secundario:

Definicdo 1. Sejam A um conjunto e x um objeto. Dizemos que x pertence a 4, e
escrevemos x €4, se x € um dos objetos de A. Caso x ndo seja um dos objetos de 4,

dizemos que x nao pertence a A e escrevemos x & A.

Existem diversas formas para descrever um conjunto. Escrever um conjunto em extensao
significa enumerar explicitamente os seus elementos, colocando-os entre chavetas e
separados por virgulas. Um conjunto também pode ser descrito a partir de um predicado
p(x), com um dominio de variagao U para a variavel x, tal que os valores possiveis a em U
para os quais p(a) é verdadeira sdo exatamente os elementos do conjunto. Dizemos que,

desta forma, o conjunto estd descrito em compreensao.

Definigdao 2. Ao Unico conjunto que nao tem qualquer elemento chamamos conjunto vazio,

e representamo-lo por @ ou por {}.
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Em teoria dos conjuntos, o axioma do vazio garante a existéncia de tal conjunto. A sua

unicidade é assegurada pelo axioma da extensao.

O conjunto vazio pode ser descrito por compreensao, recorrendo a um predicado que nao

possa ser satisfeito. Por exemplo A = {x € IN: x? = 5}.

Defini¢dao 3. Dois conjuntos A e B dizem-se iguais, e escreve-se A = B, se tém 0s mesmos

elementos, ou seja, se Vx (x € A © x € B).

Se existir um elemento num dos conjuntos que nao pertence ao outro, entdo A e B dizem-

se diferentes.

Em teoria de conjuntos tal corresponde ao axioma da extensdo.

Defini¢cdo 4. Sendo A e B dois conjuntos, diz-se que A esta contido em B (A € B) ou que
A é uma parte ou um subconjunto de B se e sO se todos os elementos de A pertencem

também a B, isto é
Vx (xeA = xeB)

Se A n3o esta contido em Bentdo A ¢ B.

Em teoria de conjuntos, contido ndo é um simbolo primitivo.

Definigcdao 5. Sejam A e B conjuntos. Designa-se reunidao ou unidao de A com B, e representa-

se por A U B, o conjunto cujos elementos sdao os elementos de A e os elementos de B:

AUB ={x:x € AV x € B}.
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Dado x,temosque x E AUBseesdésex EAVx €E Betemosquex & AU B seesobse

x&ANXx &B.

Em teoria de conjuntos sdo os axiomas do par ndo ordenado e da unido que asseguram a
possibilidade de se formar o conjunto que corresponde a unido de dois conjuntos. A
unicidade é garantida pelo axioma da extensdo. Veja detalhes em Ambrésio (2019), paginas

88 e 91.

Definicdo 6. Sejam A e B conjuntos. Designa-se intersecdo de A com B, e representa-se

por A N B, o conjunto cujos elementos pertencem a ambos os conjuntos A e B:
ANB={x:x € AANx € B}.

Dado x,temosque x EANBseesdosex EAAXx EBetemosque x € AN B seesose

x¢&€AVx¢&B.

Em teoria de conjuntos o conjunto que resulta de A e B por intersecdo é assegurado pelo
axioma da separagdo. Note que ANB se pode escrever na forma {x € A:x €

B}. Relativamente a unicidade, esta deve-se ao axioma de extensdo.

Defini¢dao 7. Sejam A e B conjuntos. Designa-se complementar de B em A, e representa-se

por A\B, o conjunto cujos elementos pertencem a A mas ndo pertencem a B:

A\B ={x:x € ANx & B}

A existéncia deste conjunto é assegurada em teoria de conjuntos pelo axioma de

separagdo. Repare que A\B se pode escrever na forma {x € A: x € B}
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O complementar de B em A também se designa por diferenca de A com B e representa-se

por A — B.

Dado x, temos que x € A\Bseesésex E AANx & Betemosque x € A\Bseesdsex &

AV x €EB.

Definicdo 8. Seja A um conjunto. Chamamos conjunto das partes de A ou conjunto
poténcia de A, que representamos por P (A), ao conjunto de todos os subconjuntos de A,

ou seja,

P(A)={x:x S A}

Em teoria de conjuntos a existéncia deste conjunto é assegurada pelo axioma do conjunto

das partes.

Seja A = {1,2,3}. O conjunto das partes de 4, P (A) é dado por

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

Dados dois objetos a e b, os conjuntos {a, b} e {b,a}sdo iguais, uma vez que tém
exatamente os mesmos elementos. A ordem pela qual sdo listados os elementos nao os

torna conjuntos diferentes, pela definicao 3.

Em teoria de conjuntos é o axioma do par ndo ordenado que garante, dados conjuntos a e
b, a existéncia do conjunto cujos Unicos elementos sdo a e b. A unicidade é assegurada
pelo axioma da extensdo, isto é, o facto de {a, b} e {b,a} serem o mesmo conjunto é

consequéncia imediata do axioma de extensao.
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Existem situacdes em que é importante considerar objetos por uma determinada ordem.

Para tal, recorremos ao conceito de par ordenado.

Definicdo 9. Dados dois objetos a e b, o par ordenado de a e de b escreve-se (a, b). Dois
pares ordenados (a, b) e (¢, d) dizem-se iguais, escrevendo-se (a, b) = (c,d),quando a =

ceb=d.

Note-se que, dados dois objetos a e b, se a # b, entdo (a,b) # (b, a).

Em teoria de conjuntos é usual definir o par ordenado (x,y) como sendo o conjunto

{{x}, {x, ¥}}. Para mais informagdo consulte Ambrésio (2019), pagina 96.

Num par ordenado (a, b), o objeto a é designado por primeira coordenada (ou primeira
componente) e o objeto b é designado por segunda coordenada (ou segunda

componente).

Os pares ordenados permitem-nos formar novos conjuntos a partir de conjuntos dados.

Definigdo 10. Sejam A e B conjuntos. O conjunto de todos os pares ordenados (a, b) tais

que a € Ae b € B diz-se o produto cartesiano de A por B e representa-se por A X B:

AXB={(a,b):a€ANDbE€E B}

Se, em particular, se tem A = B, o produto cartesiano A X B (ou A X A) é designado por

quadrado cartesiano de A e designa-se usualmente por A2.

Consideremos os conjuntos A = {1,2,3} e B = {4,5}. O produto cartesiano de A por B é

dado por

Ax B =1{(14),(1,5),(2,4),(2,5),(3,4), (3,5}
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Por sua vez, o produto cartesiano de B por A é representado por

BxA={41),(04.2),43),5,1),(05,2),(53)}

Encontramos exemplos do produto cartesiano na geometria analitica plana. De facto, se
considerarmos o conjunto R?, formado por todos os pares ordenados (x,y) para os quais
setemx € Rey € R, cada um destes pares ordenados representa um ponto de um plano,

definido um referencial.

A nogao de produto cartesiano de dois conjuntos generaliza-se de forma natural:

Definicdo 11. Sejam Ay, A,,...,A, conjuntos (n = 2). O produto cartesiano de
A4, Ay, ..., A, , notado por A; X A, X ... X A, , é o conjunto dos n-Uplos ordenados

(ay,ay, ... ,a,) emque a; € A4,a, € Ay, ...,a, € A, ,0Useja,

Al X AZ X .. XAn = {(al,az, ,an): a, € Al FAN a, € AZ A .../\an € An}

SeA; = A, = ... = A, escrevemos A™ em alternativaa A X A X ... X A.

De seguida indicamos algumas propriedades relacionadas com o produto cartesiano:
Sejam 4, B, C e D conjuntos. Entdo,

(A)AXD=0=0XA4;

(B) Sendo os conjuntos ndo vazios, (A X B) € (C X D)sees6seAS CeB C D;
() CXx(AUB)=(CxA)U(CXB)e(AUB)XC=(AXC)U(BXO0()

D CX(ANB)=(CxAN(CXxB)e(ANB)XxC=(AXC)Nn(BXxC)

(E) CX(A\B)=(CxA\(CxB)e(A\B)xC=(AxC)\(BxC)
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2.2.Relagoes

As relacoes entre objetos estdo presentes em toda a matematica. De uma forma intuitiva
podemos considerar que uma relacdo estabelece uma comparacdo entre objetos. Ao

escrever 2 < 7 estamos a estabelecer uma relacdo entre os objetos 2 e 7.

No que respeita aos conjuntos, podemos definir relacdo bindria da seguinte forma:

Defini¢do 12.1. Chama-se relacdo bindria a qualquer conjunto de pares ordenados. Diz-se
gue um conjunto R é uma relacdo binaria se e s6 se cada um dos elementos que o
constituem é um par ordenado, isto &, se e so se:

VzeR3Ax,y z=(x,Y).

Seja (x,y) um par ordenado pertencente a R. Dizemos que x esta relacionado com y por

R e escrevemos xRy.

Desta forma, uma relacdo entre conjuntos pode ser definida a partir do seu produto

cartesiano:

Definicao 12.2. Sejam A e B dois conjuntos. Chamamos relagdo bindria de A em B a
qualquer subconjunto R do produto cartesiano A X B.

Quando A = B, dizemos que R é uma relagao bindria em A.

Sejam A = {1,2,3} e B = {4,5}. Os seguintes conjuntos sdo exemplos de rela¢cdes binérias
de Aem B:

a) R=1{(14),(25)}

b) §=1{(2,4),(2,5)}

c) T=0

d V=AXB
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O conjunto W = {(1,3), (2,4)} ndo representa uma relagdo bindria uma vez que W & A X

B.

Designando por R uma relagao, chama-se dominio de R ao conjunto de todos os elementos
X para os quais existe pelo menos um elemento y tal que xRy e contradominio de R ao
conjunto dos y para os quais existe pelo menos um x tal que xRy.

O dominio e o contradominio de R podem designar-se, respetivamente, por Dy e Cy e ficam
definidos, respetivamente:

Dp ={x:3y xRy} e Cgr={y:3xxRy}.

Sejam A = {1,2,3} e B = {4,5} e a relacdo R de A em B definida por (a, b) € R sse a é um
numero impar. Temos entdo:

a) R={(14),(15),(34),(3,5)}

b) Dr ={1,3}

c) Cp=1{45}

Como, formalmente, uma relacdo é um conjunto, todas as operagdes sobre conjuntos
aplicam-se as relagdes.
Além destas operagles, existem processos especificos sobre relagdes. Um deles é

designado relagdo inversa (ou reciproca):
Defini¢ao 13. Sejam A, B conjuntos e R uma relagao bindria de A em B. Chama-se relagao
inversa de R, e representa-se por R™1, a relagdo de B em A definida por

Rl ={(y,x) € B xA|(x,y) € R}.

Tem-se, portanto

y R™'x © xRy.

E também, para qualquer relagcdo R

Dgp-1 = Cg Cr-1 = Dp e ainda (RH =R
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Em seguida referiremos de uma forma sucinta algumas propriedades que permitem

caracterizar algumas classes especiais de relacdes binarias.

Definigao 14. Sejam A um conjunto e R uma relagdo binaria em A. Dizemos que
(A) R é reflexiva quando Vx € A (x,x) ER;
(B) R é simétrica quando Vx,y € A ((x,y) ER = (y,x) € R);
(C) R é antissimétrica quando Vx,y € A (((x,y) ERA(y,x) ER) > x =Y);
(D) R é transitiva quando Vx,y,z € A (((x,y) ERA(y,z) ER) = (x,z) ER).

Note-se que uma relagao bindria R em A é antissimétrica se e so se

Vx,y€A(((x,y) ERAx #y)=> (y,x) € R);

2.2.1. Fungodes: um caso particular de relagoes

De uma forma intuitiva, o conceito de funcdo pode ser introduzido como sendo um certo

tipo de maquina numa fabrica:

«Intuitivamente, uma fungdo pode ser encarada como uma maquina. Introduz-se um ndmero
na maquina, aperta-se um botdo e sai uma resposta. Uma propriedade-chave do fato de ser
uma funcgado é a consisténcia. Toda vez que introduzimos um nimero especifico — digamos 4 —
na maquina, aparece sempre a mesma resposta.»

(Scheinerman, 2011: 221).
No ambito da teoria de conjuntos, o conceito de fun¢do ndao é um conceito primitivo, uma

vez que surge do conceito de relagdao. Para mais detalhes veja Ambrésio (2019), paginas 99

e 100.
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Definigao 15. Uma relagao F diz-se uma fungao se e s6 se nao contém dois pares distintos
com igual primeira coordenada. Deste modo, dizer que F é uma fungdo equivale a dizer

que, quaisquer que sejam x,y e z

(x,yY)EFA(x,z) EF=>y =z

Sejam F e G duas relacdes:
F={(12),(23),31,#%7N}e ¢ ={(1,2),(13),(47)}

Arelagdo F é uma fungdo mas a relagdo G ndo, uma vez que se tem (1,2),(1,3) € G mas

2+ 3.

Em relacdo a notacdo e linguagem a utilizar, diz-se que uma funcdo F é definida em A
qguando A é o dominio de F. Se x é um elemento qualquer do dominio de F, chama-se valor
de F em x (ou valor de F no ponto x) ao elemento y tal que (x,y) € F.O valor de F no
ponto x é designado por F(x), podendo entdo escrever-se y = F(x) em lugar de (x,y) €

F.

Para definir uma fungdo, nem sempre é possivel explicitar todos os pares ordenados que a
constituem. Deste modo, é preferivel explicita-la indicando o seu dominio e o tipo de
relagdo entre os valores que constituem o par ordenado ou seja, a regra que permite, dado

o valor de x, obter o valor da fungao.

Utilizando a notagdo de conjuntos temos, por exemplo:
F={(xy):x,yeER Ay =x?}
De uma forma geral, é mais habitual escrever-se da seguinte forma:

Seja f a funcdo definida em R tal que, para cada nimero real x se tem f(x) = x2.
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Sendo uma func¢do um caso particular de uma relacdo entre conjuntos, mantém-se para as

funcdes as definicdes de dominio e de contradominio:

Definicdo 16. Seja f uma fung¢do. O conjunto de todos os primeiros elementos possiveis
dos pares ordenados de f é designado dominio de f (Dy). O conjunto de todos os segundos

elementos possiveis dos pares ordenados de f € designdado por contradominio de f (Cr).

A seguinte definicdo contém uma notacdo especial para funcgdes:

Defini¢do 17. Sendo A e B dois conjuntos quaisquer, designa-se por aplicacdo de A em B

gualquer funcdo cujo dominio seja A e cujo contradominio seja uma parte de B.

Para indicar que f é uma aplicacdo de A em B pode utilizar-se a seguinte notagdo
f+A - B.2%

Deste modo, por definicdo tem-se:

Df=A e Cch.

De seguida iremos rever os conceitos de fungao injetiva, sobrejetiva e bijetiva:

Defini¢do 18. Uma fungdo f: A — B diz-se injetiva (ou uma inje¢do)® se e so se, para cada

Yy € B, existe no maximo um x € A talque y = f(x).

Formalmente vem

Vi x,ea X1 # X2 = f(x1) # f(x2)

24 pode ler-se “seja f a fungdo definida em A e com valores em B” ou “seja f a funcdo de A para B”.
25 Uma funcgdo injetiva, de A em B, também pode ser designada por injec3o de A em B.
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Também é usual definir da seguinte forma:

Vi, x,€4 fx) =f(xz) = x; = x,

Desta forma, a funcdo f: R — R definida por f(x) = x? é um exemplo de uma func¢do ndo

injetiva pois

f=1lef(-1)=1

Defini¢do 19. Uma aplicac3o f € sobrejetiva (ou f é uma sobreje¢do)?® de A em B quando

se tem Cf = B.

Por outras palavras, para todo o elemento y pertencente a B, existe um elemento x

pertencente a A tal que y = f(x).

Deste modo, tem-se formalmente que

VyEBaxeA y = f(x)

Sejam A = {1,2,3} e B = {4,5} e sejam f e g as fungdes de A em B definidas da seguinte

forma:
f={(1,4),(2,5),(3,5)}

g ={(14),(24),(34)}

A fungao f é sobrejetiva uma vez que o seu contradomino coincide com o conjunto B. A

fungdo g ndo é sobrejetiva.

26 Uma funcdo sobrejetiva de A em B também se pode designar por sobrejecdo de Aem B
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Definicdo 20. Uma fungdo f: A — B diz-se bijetiva se e sd se for simultaneamente injetiva

e sobrejetiva.

As aplicacOes bijetivas de A em B sdao também designadas correspondéncias biunivocas

entre A e B.

A titulo de exemplo, a funcdo g: R — R dada por g(x) = x3 é uma funcio bijetiva.

Qualquer fungdo afim, definida por f(x) = ax+ b com a,b € Re a # 0, é uma fungdo

bijetiva.

De seguida abordaremos o conceito de grafico de uma funcao:

Definicdo 21. O grafico de uma fun¢do f:A = B é o conjunto dos pares ordenados

(x,y)comx € Aey = f(x).

Um conjunto G € A X B é o grafico de uma funcdo A em B quando, e apenas quando, para

todo o x € A existir um, e apenas um, elemento y € B tal que (x,y) € G.

O gréfico de uma fungao é, portanto, um conjunto. Habitualmente, e quando tal é possivel,
sdo apresentadas representagdes geométricas do grafico de fungbes para representar as
préprias fungbes. Uma representacdo destas é usualmente designada por representacao
grafica da funcdo ou esboc¢o do grafico da funcdo (ou, simplesmente grafico, quando

subentendido).

A representacdo grafica mais usual é a representacdao geométrica em referencial cartesiano
do plano (ortonormado). No caso de fun¢des definidas em R, este é um instrumento que

permite a caracterizacao de um grande numero de propriedades relativas as fungdes.

No caso de fung¢des definidas em e para conjuntos finitos as formas de representar uma

funcdo diversificam-se. A representacdo geométrica em referencial cartesiano pode nao
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ser util ou até ndo fazer muito sentido. O diagrama sagital e a tabela sdo duas formas

habituais de representar uma funcdo neste caso.

Por exemplo, sejam A = {1,2,3,4,5,6} e B = {1,2,3,4,5} e consideremos a fungdo f: A —» B
definida por f = {(1,2), (2,1),(3,2), (4,4), (5,5),(6,2)}:

Podemos obter facilmente uma representagdo de f recorrendo a qualquer uma das duas

formas mencionadas:

|| h|lw|n| =] x
Njo | s =N =

Figura 1.7: Diagrama Sagital Figura 1.8: Tabela

Uma funcdo pode ser encarada como um processo de transformacdo de elementos de um
conjunto em elementos de outro conjunto. Neste contexto, estes processos de
transformagdao podem ser aplicados de uma forma sequencial. Quando isto acontece

estamos perante a composi¢ao de fungdes.

Defini¢cdo 22. Dadas fungbes f: Dy - A e g: Dy — B, a fungdo composta de g com f, que

se designa por g apds 7, é a fungdo g o f: Dy.r — B, tal que:

Dgor = {x € Dy: f(x) € Dg} e Vx€Dgy(ge ) =g(f(x)

27 A fung3o composta de g com f, para além da designacdo g apds f, também admite as designacdes
f seguida de g e g composta com f.
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Consideremos os conjuntos A = {1,2,3}, B ={3,6,9}, C ={6,9,12} e D = {5,7,9} e as
fungdes assim definidas: f:A - Be g:C — D:

f=1(13),(26),39}e g = {(6,5),(9,7),(12,9)}

Afungdo go f,Dg o f — D, fica definida pelo seguinte conjunto

(g°f) =1{(25),37)}

De facto, pela definicdo 22 constatamos que:

(ge N2 =g(f(2))=gE)=5e(geoHB) =g(f(3) =g(9 =7

Note-se que temos f(1) = 3 mas 3 ndo pertence ao dominio de g. Na definicdo do
dominio da fungdo composta g o f é necessario excluir os pontos do dominio da fungdo f
cujas imagens através de f ndo pertengcam ao dominio da fungdo g. Neste sentido, verifica-
se que apenas f(2) e f(3) pertencem ao dominio da fungdo g, pelo que sé os pontos 2 e

3 do conjunto A poderdo ter correspondéncia no conjunto D através da fungdo g o f.

A composicdo de funcdes ndao goza da propriedade comutativa. De facto, pelo exemplo
anterior, verificamos que (f o g) ndo pode ser definida, uma vez que nenhum dos

elementos do dominio de g tem imagens que pertengam ao dominio da fungdo f.

Se, dadas duas fungbes f e g, se tem fo g = go f, entdo dizemos que as fungdes sdo

permutdveis.

Vimos anteriormente (definicdo 13) que, dados dois conjuntos A e B, além de relagbes de
A para B, também podemos definir relagdes inversas, isto é, de B para A, fazendo a

inversao de todos os pares ordenados.

No caso particular das fun¢des, essa inversao nem sempre é possivel, ou seja, nem sempre
obtemos uma func¢do ao inverter o sentido da correspondéncia. Quando ao inverter a

funcdo se obtém uma funcgao, dizemos que a fung¢do admite inversa.
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Definicdo 23. Dados os conjuntos A e B e uma funcdo bijetiva f: A — B, designa-se por
fungdo inversa® de f a fungdo f~':B — A4, tal que Vy € B, f~*(y) = x, sendo x, o

elemento de 4 tal que f(x,) = .

Consideremos os conjuntos A = {1,2,3}e B = {3,6,9}, e a fungdo f assim definida: f: 4 —
B:

f=1{(13),(2,6),(3,9)}
A fungdo 1, inversa de f, fica entdo caracterizada da seguinte forma:

f1:B - A:
f1=1{(31),(06,2),(93)}

Note-se que, quando se trata de uma func¢do bijetiva, podemos garantir que o dominio de
f corresponde ao contradominio da sua inversa e o dominio da inversa corresponde ao

contradominio de f:
Se f: A - B é uma funcdo bijetiva, entdo Dy = Cp-1 e Cf = Dp-1.

Podemos também definir uma relagdo entre uma funcao bijetiva e a inversa da sua fungdo

inversa:

Definigao 24. A inversa da func¢do inversa de uma funcdo bijetiva é a prépria fungao, isto é,

sendo f uma funcio bijetiva, tem-se (f 1)1 = f.

As propriedades seguintes estabelecem uma equivaléncia entre o facto de uma funcgao ser

bijetiva e a existéncia da sua inversa. Trata-se de uma ideia intuitiva, uma vez que, se uma

28 A fungdo inversa de f pode também ser designada por bije¢do reciproca de f.
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funcao é bijetiva, hd uma relacdo de um para um entre dois conjuntos, o que permite o

estabelecimento da sua inversa e vice-versa.

Definicdo 25. Uma fungdo f: A — B é bijetiva se e so6 se existir uma fung¢do g: B — A4, tal

que

V(x,y) EAXB,y =f(x) ®x=g()

Definimos de seguida a funcdo identidade:

Definigao 26. Seja A um conjunto. Designamos aplicagdo idénticaem A a aplicagdao I, : A =

A definida por I,(x) = x (Vx € A).

A funcdo identidade num conjunto faz corresponder cada um dos elementos desse

conjunto a si proprio. Trata-se, pois, de uma funcao bijetiva.

Com base nas definicdes anteriores, de inversa, de composta e de identidade, podemos

definir ainda a seguinte propriedade:

Definicdo 27. Uma fungao f: A — B é bijetiva se e so se existir uma fungao g: B — A tal

que
gef=lLefoeg=Ig

Neste caso temos g = f~ 1.
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A explanagao neste capitulo teve em vista cobrir os conceitos introdutdrios relacionados
com o estudo de fungdo ao nivel pré-universitario, enriquecida por breves vislumbres da
sua possivel formalizacdo em teoria de conjuntos. Teve ainda como objetivo clarificar

alguns conceitos e dar ao tema central deste trabalho uma outra perspetiva.

O conceito matematico de funcgdo, inicialmente formulado no contexto do célculo, no
século XVII, ficou completamente definido apds desenvolvimentos da analise infinitesimal,
da reformulacdo da geometria analitica e da criacdo da teoria de conjuntos por Cantor,
chegando-se assim ao conceito moderno e geral de uma fungcdo como uma relagdo univoca

entre dois conjuntos.
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Conclusao

Ao longo deste trabalho, cujo objetivo inicial visava a abordagem e analise dos contetdos
relacionados com o estudo de fungdes nos curriculos portugueses, depardmo-nos a levar a
investigagdo um pouco mais além e sentimos necessidade de fazer constantes
contextualizacbes no que respeita ao estado do sistema educativo em cada momento
analisado. Consideramos que tal opcdo ndo sd enriquece o trabalho, como proporciona
uma visdo mais realista, mais clara e mais globalizante do prdprio sistema, permitindo-nos
uma melhor compreensdao das mudancas que foram ocorrendo ao longo do periodo

estudado.

Tendo como ambito inicial apenas a analise dos documentos relativos ao ensino secundario
revelou-se, no entanto, necessario em alguns momentos fazer uma abordagem, ainda que
breve, dos diversos documentos relativos ao ensino basico, por forma a permitir uma
melhor compreensdo da construgao dos préprios programas e das decisGes tomadas no

contexto educativo de cada época retratada.

Feita uma retrospetiva e analise dos diversos momentos que constituem o ensino da
matemadtica em Portugal, tivemos a oportunidade de questionar, de relacionar e de refletir

sobre o que teve um melhor ou pior resultado em cada momento.

Durante a vigéncia do estado novo, a escola era reduzida a uma elite e aprender
matemadtica ndo estava ao alcance de muitos. Ainda assim, os programas da época foram

reduzidos, seguindo a doutrina vigente.

Aproveitando uma brecha de inovagao no seio do Ministério da Instrucao, Sebastido e Silva
é o rosto de um novo movimento para o ensino da matematica: o movimento da

matematica moderna. Depois de alguns anos de experiéncias pedagdgicas que resultaram
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em conjuntos de textos e manuais de referéncia, a generalizacdo do movimento nao
resultou em pleno. Com o movimento da matematica moderna a cruzar-se com a
matematica cldssica, com a falta de formacdo ou até alguma resisténcia dos professores,
com a revolucdo do 25 de abril e a consequente massificacdo do ensino, foram surgindo ao
longo da década de 70 cada vez mais criticas ao movimento da matematica moderna e aos

curriculos em vigor.

Em 1986, com a Lei de Bases do Sistema Educativo e reformas generalizadas em diversos
setores da educacdo da-se um novo ponto de viragem. No caso dos programas de
matematica, foi o momento ideal para ouvir as criticas de grupos alargados de professores
e especialistas em educacdo matematica. Da-se entdo a implementacdo da reforma de
1991, no ensino basico e no ensino secundario, com experiéncias pedagdgicas em algumas
escolas do pais e depois generalizada. Se, no ensino basico, os reflexos da reforma sdo
considerados positivos, 0 mesmo ndo se pode dizer do ensino secunddrio. Diversos
problemas, quer de conteddo, quer de organizacdo curricular, levaram a protestos
generalizados nas escolas, forcando o Ministério da Educacdo a emitir orientacGes para a
gestdo dos programas, ao mesmo tempo que era delineado um “ajustamento”,

implementado a partir de 1997.

Apds o ano 2000 ha novamente um movimento de reorganizagao e revisdo curricular,
discutido nas escolas durante um longo periodo e posteriormente implementado a partir
de 2001. Esta organizagdo traz uma carga horaria diferente para os alunos, com a alteragcao
da duragao de um tempo letivo de 50 para 90 minutos, traz novas disciplinas e motiva cada
uma das disciplinas a alterar os seus programas, adaptando-se a essa reorganizacdo. No
caso da matemadtica do ensino secunddrio, as mudanc¢as programaticas nao foram
significativas, uma vez que o ajustamento realizado em 1997 serviu de base ao programa

de 2001.

Durante o periodo seguinte, no que respeita ao ensino secundario, viveu-se o periodo de
maior estabilidade na lecionagao da disciplina de matematica. Os programas mantiveram-

-se inalterados até ao ano letivo 2015/2016.
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E a partir de 2011, primeiramente no ensino basico e depois no ensino secundario, que
ocorre uma nova reforma curricular, trazendo com ela um novo documento: as metas
curriculares. Estas correspondem a um conjunto de objetivos a atingir pelos alunos,
precisos e bem definidos, divididos por sua vez em niveis de desempenho. Para se
conseguir implementar as metas curriculares foi necessario introduzir novos programas,
gue trouxeram uma outra visdo para o ensino da matematica, diferentes objetivos e
estratégias de atuacdo. De dificil implementacdo, cedo suscitou protestos de professores e
outros membros da comunidade educativa, pela sua ndo exequibilidade. A semelhanca do
gue havia acontecido no passado, procederam-se a orientacdes para a gestdo do programa,

de forma a ultrapassar os constrangimentos sentidos nas escolas.

Chegando a fase atual, com a publicacdo, em 2016, do Perfil dos Alunos a saida da
escolaridade obrigatoria, e mais uma alteracdo legislativa no que respeita ao curriculo do
ensino secundario, encontramo-nos numa fase em que as escolas tém varios desafios pela
frente. Procurando encontrar um equilibrio para a instabilidade vivida nos anos anteriores,
causada pelas constantes mudancas e ajustes programaticos, foram definidas
aprendizagens essenciais para as diversas disciplinas, documentos de orientacdo curricular
base para a planificacdo, realizacdo e avaliacdo do ensino e da aprendizagem, que visam
promover o desenvolvimento das areas de competéncias inscritas no Perfil dos alunos a

saida da escolaridade obrigatdria.

O professor assume, nesta fase, um papel determinante, pois a ele cabe a tarefa de
planificar a luz de documentos variados, que poderao nao ser totalmente concilidveis, pois
nele convergem vdrias visdes para o ensino da matemadtica, plasmadas em diversos
documentos. Em ultima andlise cabe aos professores, no seio das suas escolas e dos seus
préprios contextos educativos, a dificil missdo de os por em pratica, no seu dia a dia. O
atual programa e metas curriculares, as aprendizagens essenciais e o Perfil dos alunos a
saida da escolaridade obrigatdria sao a base da preparacao do trabalho de planificacao do
professor. No entanto, na tentativa de os conciliar, dividas poderdao surgir quanto a
convergéncia dos mesmos, pois estes mesmos documentos tiveram origem em momentos

politicos diferentes e traduzem visdes diferentes para o ensino da matematica.
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Recentemente, o grupo de trabalho de matematica criado pelo Ministério da Educacao
com missao de elaborar um conjunto de recomendagdes sobre o ensino, a aprendizagem
e a avaliacdo na disciplina de matematica, apresentou as conclusdes da primeira fase do
trabalho desenvolvido e as mesmas apontam para a necessidade de construcdo de um
novo curriculo para a matematica, em linha com as orienta¢des internacionais, que
substitua a disparidade de documentos atualmente em vigor e que dé resposta plena aos

pressupostos do Perfil dos alunos a saida da escolaridade obrigatéria.

s

E seguro afirmar que as mudancas programadticas implementadas ao longo dos anos
aparecem associadas a reorganizacfes ou revisGes curriculares do préprio sistema de
ensino e estas tém por base opcgbes politicas tomadas pelos governantes em cada
momento. E, pois, possivel associar o tipo de programas em vigor, as op¢cdes metodoldgicas
tomadas e a estratégia de ensino adotada as diversas visdoes que o poder politico tem para

a educacdo, o que se tornou mais evidente neste inicio de século.

A nossa experiéncia pessoal permite constatar que todas as alterac¢des legislativas tiveram
um tempo diferente do tempo das escolas, ndo permitindo em muitos casos, a tomada de
consciéncia quanto aos principios subjacentes nem quanto a forma de atuacgdo. Trata-se de

um processo que ainda continua a decorrer nas escolas.

Ao longo das fases anteriormente descritas pudemos analisar a abordagem dos diversos
programas ao estudo de func¢des e verificamos que, embora se verifiqguem alteragdes
relativamente aos conteldos, a definicido do ano de lecionagdo de determinados
conteudos, a ordem dos mesmos e ao grau de profundidade a considerar em cada
momento, as verdadeiras diferencas entre os diversos momentos analisados encontram-

se nas op¢des metodoldgicas a adotar para a abordagem dos contetdos.

Consideramos que nos encontramos num momento em que, aprendendo com as
experiéncias realizadas, com as diversas abordagens, com as diferentes visGes, possamos
construir uma matriz para o estudo de funcgdes, alicercada nos conteudos tradicionais,
retomando contelddos que haviam sido abandonados e que recentemente regressaram aos
programas, adaptando a mesma ao nivel etdrio dos alunos e, consequentemente,

redimensionando-a por forma a permitir que se realizem abordagens significativas. Esta
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dissertacdo, descrevendo as varias alteracdes (quer avancgos quer recuos) curriculares, as
reacdes que despoletou e a experiéncia em sala de aula, podera ser encarada como uma

das ferramentas para a construcdo da referida matriz.

Desempenhando um papel indissocidvel das componentes anteriormente descritas
encontra-se a utilizacdo das novas tecnologias em contexto de sala de aula, em coeréncia
com o preconizado no Perfil dos alunos a saida da escolaridade obrigatdria e que vai de

encontro as aspiracoes e habitos dos alunos.

Sobre o estudo relativo ao conceito de funcdo na perspetiva da teoria de conjuntos,
consideramos que, ainda que de forma breve, a andlise feita permitiu dar uma outra
contextualizacdo ao tema das funcGes e mostrar, de uma forma sintética, mas encadeada,
qgue os conceitos relacionados com a introducdo ao estudo das fung¢des podem ser
formalizados na axiomatica de Zermelo-Frankael. Cremos que esta pequena amostra deixa
antever todo um “mundo matematico” formalizavel em tais axiomas. Constamos que o

estudo de fungbes também fica mais enriquecido com esta abordagem.
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