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Resumo

No estudo de séries temporais, 0s processos estocasticos usuais assumem que as
distribuicbes marginais sao continuas e, em geral, ndo sao adequados para modelar
séries de contagem, pois as suas caracteristicas nao lineares colocam alguns proble-
mas estatisticos, principalmente na estimacédo dos parametros. Assim, investigou-se
metodologias apropriadas de andlise e modelacdo de séries com distribuicbes mar-
ginais discretas. Neste contexto, Al-Osh and Alzaid (1987) e McKenzie (1988) intro-
duziram na literatura a classe dos modelos autorregressivos com valores inteiros ndo
negativos, os processos INAR. Estes modelos tém sido frequentemente tratados em
artigos cientificos ao longo das ultimas décadas, pois a sua importancia nas aplica-
cbes em diversas areas do conhecimento tem despertado um grande interesse no
seu estudo.

Neste trabalho, apds uma breve revisao sobre séries temporais € os métodos classi-
cos para a sua andlise, apresentamos os modelos autorregressivos de valores inteiros
nao negativos de primeira ordem INAR (1) e a sua extensdo para uma ordem p, as
suas propriedades e alguns métodos de estimagcao dos parametros nomeadamente,
o método de Yule-Walker, o método de Minimos Quadrados Condicionais (MQC), o
método de Maxima Verosimilhanca Condicional (MVC) e o método de Quase Maxima
Verosimilhangca (QMV). Apresentamos também um critério automético de selegéo de
ordem para modelos INAR, baseado no Critério de Informacédo de Akaike Corrigido,
AICC, um dos critérios usados para determinar a ordem em modelos autorregressi-
vos, AR. Finalmente, apresenta-se uma aplicagdo da metodologia dos modelos INAR
em dados reais de contagem relativos aos setores dos transportes maritimos e ativi-
dades de seguros de Cabo Verde.

Palavras-chave: Séries temporais de contagem, modelo INAR, métodos de estima-
cao, séries econdmicas.






Abstract

In time series analysis, is usually assumed that the stochastic processes have conti-
nuos marginal distributions and generally, that is not suitable for modeling count series
since its characteristics pose some statistical problems, mainly in the estimation of pa-
rameters. Thus, it was investigated appropriate methods of analysis and modeling time
series with discrete marginal distributions. In this context, AI-OSH and Alzaid (1987)
and McKenzie (1988) introduced in the literature the class of non-negative integer
values autoregressive models, INAR processes. It has often been treated in many sci-
entific articles over the past decades since, its importance in the application in different
areas of knowledge has aroused a great interest in their study.

In this work, after a brief review of the classic time series models, we present the non-
negative integer values autoregressive models of first order, INAR(1), and its extension
to order p, INAR(p), their properties and some methods of estimation of parameters
namely, the Yule-Walker method, the Conditional Least Squares method (MQC), the
Conditional Maximum Likelihood method (MVC) and finally, the Quasi Maximum Li-
kelihood. We also present an automatic criterion for order selection for INAR models,
based on the Akaike Information Criterion Corrected, AICC, one of the criteria used
to determine the order in autoregressive models, AR. Finally, real count data on the
sectors of maritime transport and insurance activities in Cape Verde are analyzed con-
sidering the methodology of INAR models.

Keywords: Count time series, INAR model, estimation methods, economic time se-
ries.
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Capitulo 1

Introducao

Grande parte da literatura sobre séries temporais apresentam modelos do tipo ARMA,
assumindo uma distribuicdo normal ou, pelo menos, uma distribuicdo continua dos
dados. No entanto, séries de valores discretos inteiros, como as séries de contagem,
cujos valores pertencem a conjuntos finitos ou infinitos numeraveis, aparecem fre-
quentemente na pratica. Quando os valores destas séries temporais sdo elevados,
podem ser analisados utilizando métodos tradicionais para variaveis aleatérias de va-
lores continuos. Todavia, quando estes valores sao relativamente baixos, ndo se pode
utilizar os métodos usuais pois, a simples multiplicacdo de uma variavel aleatéria in-
teira por um constante real (parametro) pode resultar numa variavel aleatéria nao

inteira.

Esta situacao pode ser ultrapassada substituindo a multiplicacdo escalar por uma ope-
racao aleatéria, operacéao thinning, (Steutel e Van Harn, 1979), o correspondente da
multiplicag@o para o contexto de valores inteiros. Varios processos analogos dos mo-
delos tradicionais de anadlise de séries temporais lineares, para séries de contagem e

com base na operacao thinning, tem sido propostos.

Em particular, os modelos autorregressivos com valores inteiros Nao Negativos (INAR)
e os processos AR lineares apresentam estruturas de correlagcédo similares e as con-
digcdes de estacionaridade sdo também as mesmas. Os processos INAR constituem
uma classe interessante de processos permitindo especificar a estrutura de depen-
déncia e escolher a distribuicao marginal dentre um conjunto de distribuicdes discre-

tas. Devido a importancia da sua aplicagao em diversas areas de conhecimento, o
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interesse no estudo e modelacao de séries temporais de valores discretos vem cres-

cendo nas ultimas décadas.

Este trabalho tem como objetivo estudar os processos autorregressivos com valores
inteiros nao negativos, entender o seu comportamento, caracteristicas e como utiliza-
los para a modelacao de séries de dados reais. O capitulo 2 apresenta uma revisao
sobre as séries temporais e alguns métodos tradicionais utilizados na sua analise,
estimacao dos parametros e previsao. As séries de contagem, o conceito de modelo
autorregressivo com valores inteiros ndo negativos (INAR) e os métodos de estima-
céo dos parametros sdo apresentados no capitulo 3. No capitulo 4 € apresentado um
método de escolha de ordem nos processos INAR e finalmente, no capitulo 5, a apli-
cacao dos processos INAR em séries temporais do setor dos transportes maritimos e

atividades de seguros de Cabo Verde.



Capitulo 2

Séries Temporais

2.1 Definicao

Uma série temporal ou cronolégica € uma sequéncia de observacdes ordenadas ao
longo do tempo. Assume-se ainda a existéncia de dependéncia entre instantes. A
definicdo mateméatica adequada para o estudo e a previsdo de tais sequéncias con-
siste em considera-las como uma realizacao particular de um Processo Estocas-
tico, um conjunto de variaveis aleatérias {X;, t € I}, definidas sobre um espaco de
probabilidade, onde [ é um intervalo de tempo que pode ser discreto, (neste caso,
I={1,2,---,T} e T € o numero de observacdes) ou continuo (e neste caso nota-se
(X, t €I}).

A analise de séries temporais consiste inicialmente na especificagdo do modelo, com
um numero finito de parametros em que se deve ter em consideracao a delimitacao
do fendémeno de estudo, a identificacdo das variaveis, o estudo das correlacdes entre
estas e a definigdo da finalidade do modelo, a fim de orientar a especificacdo da forma

matematica, a selecdo de variaveis e o numero de equacdes.

A seguir, deve-se estimar os parametros do modelo, de modo que os desvios entre os
valores observados e estimados sejam minimos, e realizar os testes de ajustamento
adequados que permitem verificar a compatibilidade do conjunto de valores observa-

dos com uma distribuicio especifica.

Um dos principais objetivos do estudo de uma série temporal consiste na previsdo dos

valores futuros Xr.,(h = 1,2,---) da série a partir de seus valores observados até ao
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instante T : X3, ---, Xr. Esta predicéao XT(h) € geralmente diferente do valor real Xt
no periodo T + h. Esta diferenca mede-se definindo o erro de predicao Xr(h) — Xt
com a ideia de que quanto maior for &, maior sera o erro. O intervalo de predicao

£ o X

Ton +., © suscetivel de conter o valor desconhecido de Xr,;. Para tal analise,

deve ser eliminada a tendéncia da série que representa a evolugado a médio e longo
prazo do fendmeno estudado e age como uma forte correlagédo entre as variaveis X;,
mas nao exprime nenhuma ligacdo de carater explicativo. Corrige-se também a série

observada de eventuais variagées sazonais resultantes de um comportamento ciclico.

Pode-se também desejar estudar a influéncia que exerce uma série sobre outra. Se-
jam (X;) e (Y;) duas séries temporais, examina-se por exemplo, se existem entre elas
relagdes do tipo:

Y = a1 X1 + a3X;_3.

A seguir, pode-se interessar em saber qual série influencia a outra (casualidade) e

conhecer o periodo e a duracao de tal influéncia (desfasamento temporal).

2.2 Tendéncia e sazonalidade

Nas representagdes graficas de séries temporais, pode-se observar em certos casos,
um componente deterministico que se apresenta como uma tendéncia ou ciclo sazo-

nal. Uma série pode também apresentar estes dois componentes ao mesmo tempo.

Uma série temporal X; pode ser decomposta em
Xt =m; + St + Yt

onde,

m; é atendéncia, e pode ser uma fungao descrita por um numero finito de parametros,
por exemplo, uma funcéo linear a + bt ou um polinémio em ¢;

S; é a sazonalidade e € uma fungao periodica. Seja d o periodo de S;, entdo S;.4 = S;

para todo t. Supde-se também que S; ndo contém tendéncia e escreve-se

d
Z St+j =0;
=1
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m; + S; € 0 componente deterministico do modelo;
Y; € o componente aleatério do modelo, de média nula mas possuindo geralmente
uma estrutura de correlacdo nao nula. E sem dlvida a parte a qual se interessa para

a modelagéo.

2.3 Eliminacao de tendéncia na auséncia de sazonali-

dade

A parte deterministica do modelo € unicamente composta por uma tendéncia m;, ou
seja,

Xt = mt+Yt.

2.3.1 Estimacao paramétrica da tendéncia

Este método consiste em estimar a tendéncia através do método de minimos qua-
drados ordinarios. Supde-se que o componente pode ser estimado por uma funcéo
linear

ﬁ1t=ﬁ+bt.

Para encontrar os estimadores, minimiza-se o erro quadratico cometido quando se

substitui m; por 71, Observando a série Xy, --- , X, deve-se encontrar os coeficientes

T
Z(Xt—a—bt)z.
t=1

A solucao deste problema de minimizagéo € entao

4 e b que minimizam

T
A ATV 6
a=5X= 7 t—z1 EX

T
P _ 6 2 B
b= T(T-1) (T(T+1) t:Zl X — X)

Demonstracao:

Derivando em relacéo a a e b, apds algumas simplificacdes e igualando a zero, resulta

o sistema:
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T T
(i) Y Xi—aT-b) t=0;
t=1 t=1
T T T
(i) YtX;—aY t—-bY > =0.
t=1 t=1 t=1
Utilizando as formulas usuais:
1 i ;= T(T+1)
t=1 2
T
> T(T+1)(2T+1)
2. Z t _ T

t=1
e dividindo (i) e (ii) por T, tem-se:

2 Y (T+Db _
(i) X-a-—5==0

T
(”:) % Z tXt _ (T-;l)a _ (T+1)(62T+1)b =0
t=1

onde,
X é a média empirica de {Xt}thl. Pode-se verificar que de fato, a e b sdo minimos da
funcao.

Todavia, a modelizacao linear da tendéncia pode ser muito simplificadora. Em certos

casos, pode-se estimar a tendéncia quadratica pelo mesmo método: i = 4 + bt + ét2.

2.3.2 Estimacao nao paramétrica da tendéncia

Em certas ocasides, o polinémio utilizado para estimar m; pode nao ser nem linear
nem quadratico, o que dificulta encontrar o grau do polindmio de ajustamento para
a tendéncia m;, tornando assim impossivel a utilizacdo do método dos minimos qua-
drados. Todavia, pode-se utilizar um polinémio de grau elevado o que torna o calculo
fastidioso. Neste caso, recorre-se a teoria de estimacao nao paramétrica da tendéncia
que nao supde que esta seja polinomial a priori, mas que m; seja linear num intervalo

[t —g,t+g]. Um bom estimador da tendéncia seria dado por

1 q
= Xi_k.
m; 2q+1];1 t—k

Assim, pode-se calcular 1, para cada valor de t calculando esta média sobre as 2g

observacdes a volta de t. Para evitar problemas nos extremos da série (quando t < g
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out> T - g), considera-se:
X;=X;, set<l1
X, =Xy, set>T

2.3.3 Método das diferencas iteradas

Pode-se também eliminar a tendéncia sem ter de estima-la. Definimos o operador de
retardo como sendo a fungéo linear B que, a todo X; faz corresponder a observagao
precedente X;_1, tal que

B(X;) = Xi-1.

Este operador pode ser utilizado recursivamente, para obter a penultima observagéao

antes de t,

Bz(Xt) = B(B(Xy)
= B(Xi-1)
= X
e pode-se escrever, por inducéo, que
Bn(Xt) = Xt—n-

Introduzimos também o operador de diferenga V cuja aplicacdo a X; fornece a dife-

renca entre X; e o valor precedente X;_; da série,

VXt = Xt - Xt—l-

Em virtude da definicdo precedente, temos diretamente:

VX, X; — BX;

(1 - B)X..
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Assim como o operador B, pode-se iterar V para obter

V2X, VVX,

(1-B)[(1-B)Xi]

(1-2B + B*)X,

Xy —2X;1 + Xin.

De um modo geral, o operador de diferenca de ordem d resulta, do valor X; da série

observada, na diferenca de X; com o valor da série no periodo t —d,
ViXi = Xy — Xia

e demostra-se que
VX, = (1 -BY)X,.

Supde-se que a tendéncia seja da forma de um polinémio de ordem k, descrevendo-se

como

Vmy = my—myu
k k
= Za]t] - Zaj(t -1y
j=0 j=0
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Para os coeficiente b;_;, Vm, torna-se

1~

th = bj_ltj_l

|
RGN

= bt comi=j-1,
=0

e vé-se que o operador V diminuiu a ordem do polinémio m;: m; € de ordem k enquanto
que Vm; é de ordem k — 1. Assim, se se aplica o operador V k vezes ao polindbmio m;,
obtém-se

V¥m, = kla, = constante independente de f,

e assim aplicado a X; = m; + Y;, 0 operador V resulta
VKX, = constante + V¥Y;.

Na pratica, ignora-se o grau do polinédmio de m; e por isso, aplica-se o operador V o
nimero de vezes suficiente para obter uma série VFX, cuja média seja nula (e entéo

tem-se apenas o componente aleatério).

2.4 Eliminacao da tendéncia e da sazonalidade

2.4.1 Método paramétrico

Seja uma série, que além da tendéncia m;, apresenta um componente sazonal s;,
thmt+5t+Yt.

Supde-se que se observa uma série de dados mensais com o periodo d = 12. Neste

caso, {Xiy .7 = {Xjk},j =1,---,nanosek=1,---,12 meses, com a relacao

Xix = Xy12(j-1)-
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Um estimador natural da tendéncia para o ano j é entao

1 12
m]':Ekz:;X]‘k, ]:1,"',1’1.

Os residuos X, —1; incluem o componente sazonal. Um estimador deste componente

S é dado pela média empirica sobre o0 mesmo més de cada ano dos residuos,

Sk =

S|

k
Z(Xjk — 1), n=anos, k=1,---,12.
=1

Obtém-se assim, apds a eliminacao da tendéncia e da sazonalidade, a série
ou seja, 0 componente aleatério da série que se utiliza para a analise.

2.4.2 0O método das diferencas

O método das diferencas é utilizado para eliminar a tendéncia e a sazonalidade.
Aplica-se o operador de diferenca de ordem d, V,; onde d é o periodo de s; na sé-

rie X;,

ViXy = Xi— X

mp+Si+ Yy —mig—S4—Yia

(my —my—g) + (S¢ — Si=a) + (Y = Yi—a)

onde, por definicdo, S; — S;_; é nulo. V;X; € assim uma série temporal dessazonali-
zada, mas apresenta uma tendéncia V,m;. Os métodos de eliminagcdo da tendéncia

na auséncia de sazonalidade se aplicam.

2.5 Processos Estacionarios

Seja uma série de variaveis aleatorias {X;},-;, ... Diz-se que esta série é estaciona-

ria em média quando ela se desenvolve no tempo, aleatoriamente, ao redor de uma
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média constante ou seja, a média ndo muda no decorrer do tempo.
EX; = EX, vVt=0,1,2,---
Esta série € também estacionaria em variancia quando
Var(X;) = Var(Xy), Yt=0,1,2,---

Definicao. {X;};-01,.. € uma série estacionaria em sentido lato ou de segunda ordem
quando se verifica simultaneamente as trés condi¢cdes seguintes:

o EX; = < oo, ¥ t € N - Estacionaridade em média

e EX? < oo, VY t € N - Variancia finita

o Cou(Xs, Xsyt) = Cov(Xsq, Xs_141) = -+ = Cov(Xo, X}) ¥'s, t € N - Invariancia da

estrutura de covariancia.

A partir desta propriedade, pode-se introduzir a sequéncia
X _
= COU(XS/ Xs+h)/

que é independente de s. E a sequéncia das autocovariancias de {X;} e é bem definida
apenas se {X;} é estacionaria de segunda ordem ou seja, respeita a terceira condicao.
Pode-se normalisar esta série e definir a sequéncia das autocorrelacdes por

x_"n
ph_ X’
0

<

com as seguintes propriedades, validas por toda série de variaveis aleatérias estaci-

onarias de segunda ordem :
e 1o = Var(X;) = Constante
e Simetria: r, = r_, Yh
o || <1 Yh

e, para a série das autocorrelacoes,
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[ ) pozl
e Simetria: p, = p_y Yh
o o<1 Y h.

Pode-se também definir um conceito de estacionaridade a partir das leis de probabili-

dade conjunta das varidveis aleatérias da sequéncia X;.

Definicao. A série {X;} é estacionaria no sentido estrito se
L(Xt+h1/ Xt+h2/ Tty Xf+hk) = L(Xhll Xhz/ Tty th) v t/ v(hll Tty hk)/ v k

Este conceito de estacionaridade € mais exigente do que a estacionaridade no sen-

tido lato, como indica o lema seguinte.

Lema 1: Se {X;} é estacionaria em sentido estrito, e EX? < oo, entdo (X;) é estacio-
naria em sentido lato. O reciproco geralmente é falso. Todavia, se (X;) & gaussiano,
entdo L(Xy, -+, X:,) = Nu(un, Y.,) € 0s conceitos de estacionaridade em sentido es-

trito e lato se coincidem.
Ruido branco, o exemplo mais simples de processo estacionario

A série de variaveis aleatérias {¢;} € um ruido branco em sentido lato (e respetiva-

mente estrito) se:
° Eft = 0, YteZ
e E¢? = ¢* é constante e estritamente positiva.

e cou(es, €;) = 0 se t # s (respetivamente os ¢, sdo independentes e identicamente
distribuidos (i.i.d.))

2.6 Processos lineares

2.6.1 Processos lineares e processos lineares gerais

Um processo linear é um processo estocastico X; formado por uma combinacéo li-

near de ruidos brancos em sentido estrito. A classe de processos lineares gerais sao
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constituidos de combinacdes lineares de ruidos brancos em sentido lato.

Definicao. {X;},.;, € um processo linear (respetivamente um processo linear geral) de

média p se pode ser escrito da forma

Xi=pu+ Z bk,

k=—c0

onde {¢};c; € um ruido branco em sentido estrito (respetivamente lato) com variancia

o2, e onde a série dos coeficientes b é suposta tal que

ibi<oo.

k=—o0

Consideramos uma série de numeros m, — oo e formemos o processo truncado

My

u+ Z bk,

k=-m,

que € bem definido pois 0 numero dos termos da soma é finito. A convergéncia signi-

fica que a média quadratica

E [[Ll + Z bk(c,‘t_k — Xt

k=—my,

2
< Z VE (ef_k) =0’ Z v

kl|=my, [k|=my,

tende para 0 quando n — oo (e entdo quando m, — o).
Proposigao. Se {X;} € um processo linear geral, como & ~ WN(0,0?), entdo {X;} é

estacionario e temos: N
ro =Var X, =0 Y, b7

k=—c0

7’5263 Z bkbk+s YseZ

k=—c0

Demonstracao

Sabe-se que para todo t € Z, E X; = u. Para a verificag&o das outras duas condigdes,
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calcula-se a covariancia entre X; e X,,,

COU(Xt/XHs) = E(Xt/Xt+s)_E(Xt)E(Xt+s)

Elu* +u Z bigrps—1 + U Z beer—i + Z bibiesieres | — 12

|=—c0 k=—00 k]=—c0

i) BEus) +p ) BiE(end) + ) BibiE(er-ieri)
|=—00 k=—c0

kl=—c0

onde a passagem da média (esperanca) na soma finita é justificada pelo teorema
de convergéncia mondtona e o facto de que E X; = u < oo para todo t. Como ¢ ~
WN(0, 02), temos:

Cov(Xy, Xiys) = Z bibCov(et—k, €r4s-1)
k,]=—c0

Portanto Cov(X;, X;.s) ndo depende de t e temos os resultados anunciados.

2.6.2 Estimacao da média e autocovariancia

Sejam Xj,---, X; uma série de T observacdes produzidas por um processo estacio-
nario X; de média p e de fungéo de autocovariancia rf. Nesta secgcao estimamos as
duas quantidades desconhecidas u e ).

2.6.2.1 Estimacao da média

Para estimar a média (tedrica) u, um estimador natural & a média empirica é

Proposicdo. Se X, é um processo estacionario e que X, designa a média para as T

observacoes da série, entao:
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[ E(XT) =u
e Var (XT> = %lh|<ZT—1 (1 - @) r

e Se 0s X; sao i.i.d., entdo Var (YT) — 0quando T — oo.

Por exemplo, se se sabe que o processo linear {Xr} € um processo gaussiano, entao
VT(Xy - ) IN (O, T x Var (XT)).
Supde-se que se quer efetuar um teste bilateral sobre a média

Ho: p = pho
Hli[.l?&‘U()

a um nivel «a fixo. Rejeita-se H, se a estatistica

X —
\/Var(XT)
X —
T H <—Z%

\ Var(Xy)

onde Z. € o quantil de uma variavel aleatéria normal centrada reduzida.

O intervalo de confianca ao nivel 1 — a é

IXT - Z% \, V[ll’(iT); YT + Z% \, VﬂT(XT)] .

Quando se desconhece a lei de X7, utiliza-se a distribuicdo assintética VT(Xr — 1)
dada por
ﬁ(iT - H) i) N(OI Z r;f)l

heZ
quando T — oo.
2.6.2.2 Estimacao da funcao de autocovariancia

Para construir um estimador da funcao de autocovariancia teérica r,’f, sabe-se que, se

(X1, Y1), -+, (X, YT) sdo observacgdes bivariadas i.i.d. de variancia finita, o estimador
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de covariancia entre X e Y é dado por

1 v -

- Z - Xn)(Y; = Yr).
Entdo estima-se r,’f pela funcao de autocovariancia empirica

T — —_—
Y (X = Xn) (Ko - X),

t=1

HI*—‘

~X
r, =

definida para 0 < h < T — 1. Para os valores negativos de h, utiliza-se a simetria da
autocovariancia teorica r)\, e define-se #*(h) = #*(—h) para h < 0. Este estimador tem
a vantagem de ser um estimador sem viés da autocovariancia r* teérica, ou seja, a
sua média (esperanca) € exatamente igual a r . Todavia, tem a inconveniéncia de nao
verificar a propriedade da série das autocovariancias teéricas {r;};>o ser ndo negativa
0 que é embaracoso, por exemplo, quando se quer utilizar este estimador nas equa-

cOes de Yule-Walker.

Se Xr é um processo linear e sob certas condigdes, as propriedades de ?f sao do
mesmo tipo que para o estimador da média: 7X é um estimador consistente e assinto-

ticamente nao enviesado. Portanto,
E#f—r quando T — oo.

O mesmo tipo de estimador pode ser utilizado para estimar a fungéo de autocorrela-

cao. Neste caso utilizamos

X

o

ph_i,}X
0

4

que se chama funcéo de autocorrelagdo empirica.

A proposigdo seguinte apresenta o teorema de limite central para p.X que sera muito

util para construir testes sobre a série das autocorrelagcdes empiricas.

Proposigao. Se {X;} € um processo linear com ¢; ~ i.i.d.(0, 02) e cujas duas condigdes

seguintes sao respeitadas:

e ) |bjl<eo

JEZ
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° Ee? < 00

entdo, para todo & > 1 fixo, tem-se, quando T — oo;
VT (pf - p¥) 5 N(©O,3)

onde X é a matriz de covariancia assintotica, cujo elemento (i, j) € dado pela formula

de Bartlett

2
Y (piiipiij + et + 2050 (0F) - 20805, - 2p§‘pffpiii)

keZ

= Y (pXipk - 2020%) (o 0% — 2070Y)
k>1

2.7 Processos ARMA

Os processos ARMA séo lineares e sob certas condi¢des, estacionarios. A sua linea-

ridade fornecera uma teoria simples de previsao.

Definicao. Um processo linear estacionario {X;} chama-se ARMA(p,q), p >0, ¢4 >0
se existem constantes ay,--- ,a, (a, # 0) € 04,---,0, (6, # 0) € um processo {e;} ~
WN(0, 02) tais que

P q
X — X = € + Z Gjé‘t_]'.
k=1 j=1

O processo {¢;} chama-se processo das inovacdes ou processo de rudo branco (WN-

white noise).

Proposicao. Para uma determinada sequéncia de autocovariancias {r;} e para cada
namero inteiro K > 0, existe um processo ARMA({X;} tal que as suas K primeiras

autocovariancias rf coincidem com ry, : rf =rm,parah=0,---,K.

Exemplos

Se p =g =0, 0 processo torna-se
Xf =&~ WN(O, Uz),

e portanto, um processo ARMA(0,0) € um ruido branco no sentido lato.
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As duas grandes categorias de processos ARMA que estudaremos sao aquelas em

que um dos dois parametros p ou g é nulo e o outro n&o nulo.

e Casoemquep =0eq >0, os processos ARMA(0, q) escritos MA(q), da forma
q
X =&+ Z 0;erj, {e;} ~ WN(0,0?)
j=1

e chamam-se processos de média moével de ordem 4.

e Casoemque p > 0 e g = 0, os processos ARMA(p, 0), escritos simplesmente
AR(p), da forma

p
Xy =¢&+ ZﬂkXt—k/ {er} ~ WN(O, 05)
k=1

e chamam-se autorregressivos de ordem p.

Na definicao dos processos ARMA, indicamos que estes processos sao estacionarios.
Esta precisdo € necessaria porque um processo definido tal como acima pode néao
ser estacionario. A seguir, examinamos as condi¢des sobre os coeficientes ay,--- ,a,

e 0,,---,0, para que o processo definido seja estacionario.

2.7.1 Processos MA(q)

Estes processos aparecem naturalmente como casos particulares de um processo
linear geral no qual, o nUmero de coeficientes nao nulos é finito, e entdo a série infinita

torna-se finita. Seja um processo da forma
Xi =&+ 616+ + 0461y, fer} ~ WN(O,0?),

para g > 0 fixo e por todo t € Z. A primeira pergunta que fazemos é se este processo
€ estacionario. Sabe-se que EX; = 0 e, em termos de estrutura de segunda ordem,

obtemos:

q—h
a?ZGkQ;ﬁh SGOShSq
T’h = k=0

0 seh>q
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com 6, = 1. Consequentemente todo processo de média moével é automaticamente

um processo estacionario.

A fungéao de autocorrelagdo de um processo MA(q) resulta automaticamente:

0,,+010,41 +'“+6,7_;,9q

pX _ 1+6%+9§+...+9§ sel < h < q
h - 7 .
0 caso contrario
. . o
e em particular, p; = 7 anula apenas se 6, = 0, o que significa que o processo

ndo é de ordem 4. Se I > ¢, a funcdo de autocorrelagdo de um processo MA(q) se
anula. Esta observacao € util para a modelagao se, a partir dos dados X;,---, Xr, a
funcéo de autocorrelagdo empirica ndo é significativamente diferente de zero além de
um certo numero gy, deve-se entdo escolher ajustar um modelo MA(q,) aos dados

observados.

2.7.2 Processos AR(p) - Estacionaridade e casualidade

Esses processos formam uma classe flexivel de modelos para muitos fenémenos es-

tudados. Definem-se implicitamente pela relacao

p
X, = & + ZakXt_k, {e)} ~ WN(O, 62). (2.1)
k=1

Este processo é estaciondrio? Qual € sua forma explicita?

Consideremos o processo AR(1). Temos:
Xi=¢&+aXiq

e em iterando esta equacéao recursiva, temos para todo K € N

K
_ K k-1
Xi=a X g+ E a " Epk+1-
k=1
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Suponhamos primeiramente que | a | < 1. Neste caso temos:

_ 2
ale t—k+1 = a*E [Xi-k]
1

K
E|X; -
k=

= constante .a*K

se X; é estacionario, portanto, de variancia constante. Como supomos que | a |< 1,

temos a* — 0 quando K — oo e portanto

X, = Z A e g = Z aepj. (2.2)

Pelo teorema de convergéncia monétona, vemos que EX; = 0. Para a funcao de auto-

covariancia, 0 mesmo argumento permite escrever:

K K
: k-1 k-1
lim E a 5t—k+l/§ A Ephk+1
K—oo

k=1 k:l

K
= lim Gz,alh|Za2k
K—>o0 €
k=1
(o]

Il 2 % _ o @
= a GEZQ 2061_—{22
k=0

COU(Xt/ Xt+h)

pela formula de uma série geométrica que converge porque |a | < 1.Se|a|> 1, a
série nao converge. Pode-se todavia ultrapassar esta dificuldade em reescrevendo o

processo AR(1) como:

Pelos mesmos argumentos relativos ao caso | a | < 1, pode-se mostrar que

o0
-k
X = —Zﬂ Etrk

k=1

€ solucao da equacgao implicita e que a série converge. Todavia, esta solucao liga
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{X;} com os valores futuros das inovacoes {¢;,;}. Esta solugcdo nao é natural pois o
processo esta correlacionado com realizacdes ainda ndo observadas dos processos

¢;. Diz-se entdo que esta solugédo nao é casual.

Definicao. Um processo AR(p) é casual quando existe uma série de numeros {«y} tal

que ) |ax|<ocoe
keZ

o0
Xt = Z ArEr—k.
k=0

Portanto, todo processo MA é por definicao casual.

Nota-se que uma condigdo necessaria e suficiente para que um processo AR(1) seja
estacionario e casual é:

la| <1

e neste caso, os coeficientes a; de sua representacdo casual MA(co) sao dados por

ay = ak.

Observamos igualmente que a situagéo | a2 | = 1 nao fornece solucao estacionaria o

que se explica pela forma da autocovariancia.

A generalizagdo deste resultado em casos onde o modelo autorregressivo € de ordem
p > 1 ndo é direta. Consideremos o modelo 2.1 no qual a introdug&o do operador de

retardo B permite reescreé-lo sob a forma:

p
Xt =&+ Z ﬂk.(BkXt)
k=1

ou ainda:

1-Y a.B|X; =&,

4

k=1
P

ou seja, forma-se o operador A(B) =1 - Y a;B* que é aplicado a X;. Temos entdo

k=1
A(B)Xt = &;. (23)
O resultado seguinte fornece as condigdes necessarias e suficientes de estaciona-

ridade e de casualidade dos modelos autorregressivos sobre o comportamento do

operador A.
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Proposicao. O processo autorregressivo 2.3 € casual e estacionario se e apenas se
p

o polindbmio em z: A(z) = 1 - Y, a4z~ é tal que:
k=1

A(z) # 0paratodoze Ctalque |z|<1. (2.4)

Os coeficientes a; aparecem na representacado casual MA(c) ou seja, sao determi-

nados por:

se|z|<1.

Por motivacado destas condi¢des, vejamos ainda o exemplo de um processo AR(1).
Neste caso, o0 estudo da raiz do polindbmio € particularmente simples: A(z) = 1 —az
tem como raiz z = % Entdo, a condi¢do | a | < 1 para a estacionaridade e casualidade
de um processo AR(1) coincide com a condigéo | z | > 1 enunciada acima: A(z) =
1—az # Oparatodoz € Ctalque |z | < 1. Para os processos AR(p) com p > 1, as

consideragdes seguintes permitem estabelecer a condigdo 2.4. Seja o caso p = 2.

As raizes z;, z, # 0 do polinémio de um AR(2) A(z) = 1-a1z—a,z> = ay(z—z1)(z—2,), S0
funcdes dos coeficientes a;, a;. E mais facil fornecer a condicao de estacionaridade
em funcao destas raizes z;, z,, pois a equacédo de um AR(2) A(B)X; = ¢; se transforma
como segue,

B B
A(B)Xt = Z1Z2p (1 - —)(1 - —)Xt = &
Z1 Zn

0 que resulta

B B Et 2
1-—11-—|X, = — =1 ~ WN(, 0%).
( Z1 ) ( Zz) ! Z1Z2» G ( On)

Portanto, o processo definido por Y; := (1 — g) X; € um processo AR(1) com o para-

metro z; !,
B
(1 - Z)Yt =M
que € estacionario e casual se | z;l | <1 |z | > 1. De seguida, o processo X;
definido por
(1 - :%)Xt - Y,

é um AR(1) com parametro z,'; existe uma solugédo estacionaria e casual para X; se
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| z;l | <1e|z|> 1. Entdo, um AR(2) é estacionario e casual se as raizes z;, z, de

seu polinémio A(z) verificam: z;, z € {z:| z | > 1}.
O mesmo raciocinio se aplica aos processos AR(p), p > 2.

Nota-se que a proximidade das raizes a regido limite de ndo estacionaridade {z :| z | <

1} influencia como simular uma realizagdo de um processo AR(p) estacionario.

Entdo examina-se a existéncia de uma solucdo estacionaria da equacao AR(1) pelas
equacodes diferenciais: uma solu¢do X; = &; + n; se escreve como uma soma de &;
sendo solucdo da equagéo homogénea &; — &1 = 0 e uma solugdo especial n; da

equacgao heterogénea n; —ani_1 = &;.

A solucdo da equacdo homogénea &, — &1 = 0 é &, = a'&, (onde & é um valor inicial
qualquer) o que nao é estacionario, mas tende para zero, §; — 0,|t|—> cose |a| < 1.

Para encontrar a solugéo da equagao especial, seja n; = Y a“e;_, um processo linear
k=0
(comby=a"= Y | b | <ocopois|a|<1é estacionario). Temos
k=0
k. k+1 . .
N —an— = Za €k — Za ek = €
k=0 k=0

entdo n; é efetivamente solugéo da equacao especial.

Portanto, a soma de &; e 1y, isto é, X, = & + 1y = a'&y + 1 = 14, Se t € suficientemente
grande. Entao, a partir de um valor ¢,, para t > t,, X; se comporta como como um

processo estacionario.

2.7.3 Invertibilidade

Consideremos o processo MA(1)
Xy =¢& +0¢, {er} ~ WN(O, Gi)

que se assemelha formalmente ao processo AR(1) trocando os ¢; por X;. Se apli-

carmos as mesmas técnicas que na secgéo precedente, mas mudando os ¢; por X;,
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entao a relagao acima implica, sob as condi¢des sobre 0 discutidas a seguir, que:

o0
—k
& = — Z 07" X
k=1

Pelas mesmas razdes que na secgao precedente, esta expressao nao apresenta ne-
nhuma interpretagéo fisica razoavel pois significa que as inovagdes ¢; no tempo ¢
dependem dos valores futuros da série {X;.}x-1. Diz-se neste caso que o processo
nao é invertivel: a partir do processo MA(1) apresentado anteriormente, as inovagdes

ndo podem ser representadas em funcao dos valores passados do processo.

A invertibilidade do processo MA(1) depende do valor de 6. Pelos mesmos calculos
que na secgao precedente, mas trocando as inovagdes ¢; com os valores X; do pro-
cesso, vemos que o processo MA(1) é invertivel se e apenas se | 6 |< 1, relembrando

que um processo de médias moveis € sempre um processo estacionario.

Defini¢ao. Se X; é um processo MA(q) como definido acima, diz-se que X; é invertivel

quando existe uma sequéncia ¢; com }_; | ¢; |< oo tal que

& = Z ¢]Xt_]
j=0

Por definigdo, vemos diretamente que todo processo autorregressivo é automatica-
mente invertivel. A equacao precedente é por vezes qualificada de "representacao
AR(c0)" do processo e constitui uma das principais motivagdes para o seu estudo: um
processo linear que é invertivel permite uma tal representacdo AR(c0) com os coefi-
cientes ¢; rapidamente crescentes. Entdo existe uma boa aproximagao por um pro-
cesso AR(p), com uma ordem p relativamente pequena. Isto permite tratar o processo
linear no quadro simples e eficaz de estimacéo e predicao dos processos autorre-
gressivos de ordem p. O resultado seguinte apresenta as condigbes necessarias e

suficientes de invertibilidade dos modelos de médias moveis.

Proposicao. O processo de médias moveis € invertivel se e apenas se o polindmio

q ‘
emz:0(z) = ), 0z étal que:
=0

O(z) # O paratodoz € Ctalque |z |<1
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Os coeficientes 0; aparecendo na definicdo do processo MA(q) s&o determinados por:

se|z|< 1.

De um modo mais geral, temos 0 mesmo resultado para a classe dos processos

lineares.

Proposicao. Seja X; = ) bye;r um processo linear (geral) casual onde Z | by |<
k>0

oo se B(z) = Y. bizk # 0V | z |[< 1. Entdo existe uma representagido AR(co)
k

(o]

VYt Xt = Z akXt—k + &,
k=1

|z |< 1.

onde A(z) =1- Y aiz* = ﬁ,
k=1

2.7.4 Autocovariancia dos processos ARMA

Os resultados propostos pelos processos AR(p) ou MA(g) podem ser resumidos con-

siderando um processo geral ARMA(p,q).

Proposicéao. Seja X; um processo ARMA(p,q). Suponhamos que os polindmios A(Z) =

l-mZ---a,2/ eO(Z) =1+ 0,Z+---+ 0,27 nao tem raiz comum.

1. X; é estacionério e casual se e apenas se A(Z) # O paratodo Z € Ctalque | Z |< 1.

Os coeficientes a; séo determinados por:

- .0z
Zaﬂf:ﬁ se|Z|<1.

2. X; é invertivel se e apenas se ©(Z) # O paratodo Z € Ctalque| Z | < 1. Os

coeficientes ¢; sdo determinados por:

Zq>]‘ @(Z) se|Z|<1.

Calculamos igualmente a fungdo de autocorrelagédo de um processo MA(q). Se X; é
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da forma MA(q), entao:

0y +610p41++60,_1,0,
X 1+62+63+-+62

Py =

sel<h<g

0 caso contrario

Esta férmula nos permite encontrar a fungcao de autocovariancia de todo processo

ARMA casual, pois estes processos podem ser postos sob a forma AR(p), e temos:

o0
X _ 2
T, =0 Z XXt
k=0

Para encontrar os coeficientes ay, utiliza-se a ultima proposicao que liga estes coefi-

cientes aos polinémios A(z) e O(z):
. 0O(z
Zac]-z]:%) para |z |<1.
Pode-se reescrever esta equacgao sob a forma
A(2) Z a]-zj = O(2)
j
e em identificando os coeficientes dos polindmios tendo o0 mesmo grau, obtém-se:

o - Z axaj g = 0; para 0 < j < max(p,q + 1)
0<k<j

aj— Z ik =0 para j > max(p,q + 1).
0<k<p
Estas equacgbes podem ser recursivamente resolvidas para ap, aq, az, - - :
® (Xp = 60 =1

o a1 =064 +6110(0:61 + a;

° a2=62+(x0a2+a1a1=82+a2+81a1+a%---
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2.8 Teoria preditiva de processos lineares

Nesta seccao, supomos que a ordem do modelo foi escolhida. Sabemos que os dados
provém, digamos, de um processo ARMA(p,q) e perguntamos como estimar os p +
q parametros, ai,--- ,a,,01,---,0,, € como construir uma teoria preditiva para este

modelo.

2.8.1 Estimacao dos parametros ARMA

2.8.1.1 Estimacao dos parametros autorregressivos: as equacoes de Yule-Walker

Consideremos um processo autorregressivo de ordem p, casual e de média nula:

Xy = X + &, {er} ~ WN(O, 05)-

P
k=1
Multiplicando cada membro desta equacgao por X;_,(h = 0,---,p) e tomando a espe-
ranca de cada lado, obtém-se, para o primeiro membro, a fungdo de autocovariancia

E(X:X;n) = 7’;}1(

e para o segundo membro

p
p Lo, seh=1.-,p
Z ME(XixXin) + E(e:Xin) =1 =
k=1 Lar, +o;  seh=0
k=1

pois, pela hipdtese de casualidade do processo, mostra-se que E(&;X;—;) se anula
exceto quando i = 0. lgualando as duas ultimas expressoes, temos, para h > 0 a

seguinte relagéo:

Yl seh=1,---,p
g =
I P )
k;l 0kt 0% seh=0

Este sistema pode-se escrever sob a forma matricial: seja rff o vetor coluna de com-

primento p formado por (rf,---, 7)), seja a, o vetor coluna (a,--- ,a,)" e formando a
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matriz p X p cujo elemento (i, j) vale ri’f]., ou seja

X X X
s " r P
X :
,
1
R} =

P . X
1
X X X
rp [E A

entdo o sistema pode se reescrever matricialmente e temos as equacdes

X _ pX
rp—Rpap
X — 7 ,.X 2
ry =@yt + 0%

denominadas de equagdes de Yule-Walker. Ligam os parédmetros a, do processo au-

torregressivo a fungédo de autocovariancia teérica que define rff e Rff.

Para estimar os parametros a,,--- ,a,, pode-se servir das equagdes de Yule-Walker
utilizando a func¢ao de autocovariancia empirica ?ff como um estimador de r). As re-
lagbes entre a,, rff e R, permitem encontrar o estimador 4, de a4, € um estimador 6, de

o, através do sistema de Yule-Walker seguinte, a resolver em 4, e 6.

A

;4

_ PXa
—Rpap

~X Y
7’0 P

=

D>

?§+6—€

Para estimar a,, resolve-se o sistema anterior, invertendo a matriz R}
A _ (PX\-15X
a, = (R,))™'7,

e depois calculando 6, = 7y — ;7.

9.4
pp

Propriedades

O processo AR(p) definido por:
Yi—aYiq - —d,Yr, =€, & ~WN(Q,0?)

é estacionario e casual. E o modelo ajustado as observagdes Xi,---, Xr. A funcéo

de autocovariancia do modelo ajustado nota-se r;f e obedece as equacdes de Yule-
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Walker:
Y _ pY4s —
Ty —Rpap, h=1,---,p
Y _ pYs A —
ry = Rydy, + 6, h=0
E, nota-se que
Y =_ AX e .o
r, =1y, h=0,---,p

e portanto a funcao de autocovariancia do modelo ajustado coincide com a funcao de

autocovariancia empirica.

Proposicao. Se X; é um processo estacionario e casual com ¢; ~ i.i.d.(0,02) e se 4,
€ o estimador de Yule-Walker de a,, obtido a partir de T observagdes do processo

autorregressivo, entédo, quando T — oo:
VT(a, - a,) = N,(0,0?R;Y)

onde R, é a matriz p x p de covaridncia dada pela matriz R). Esta matriz é invertivel

sery > 0. Ainda, para T — oo:

2.8.1.2 Estimacao pela maxima verosimilhanca

O método de Yule-Walker ndo permite estimar de forma eficaz os parametros de um
modelo com uma parte MA porque conduz a um sistema de equacdes nao lineares.
Nesta secgéo aplicamos como método alternativo, o0 método geral de maxima verosi-

milhancga para estimar os parametros de um modelo ARMA.

Seja o processo casual ARMA(p,q) de média nula
Xt = 611Xt_1 + -+ apXt—p + 90€t + -+ qut—qr {€t} ~ WN(O, Gz)
onde 6; = 1 no qual supde-se que

l-mz—--a,2" #0 para |z|<1

1+61z+---+0,21T#0 para |z| < 1.
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O objetivo € estimar os vetores coluna a, e 6,. Suponhamos que conhecemos a dis-
tribuicdo de {X;} e que é gaussiano ou seja, que todas as fungdes de distribuicdo de
{X;} sdo multivariadas normais. Esta hipétese nos permite escrever a fungédo de ve-
rosimilhanga do modelo que é a probabilidade de observar Xr = (Xi,--- ,Xr)’ sob a

hipétese gaussiana:
-1
L(RY) = @n)"? |det RY |2 e 2 X7 (R) X7

onde RX é a matriz de covariancia cujo elemento (i, j) é dado por E(X;X;) = rff_ﬂ. Esta

matriz é constituida pela fungéo de autocovariancia .

Esta fungdo de autocovariancia pode ser exprimida em fungéo dos parametros a,, 6, o2.
Entao:
X _ pX 2
R = R¥ (a,, 0,,0%)

e a funcao de verosimilhanga do processo gaussiano se escreve:
2\ _ X 2
L (ap, 0., 05) =L (RT (a,,, 0., ae)) )

Se X; ndo € um processo gaussiano, ndo se conhece as fungdes de distribuicdo de
X; e a fungao de verosimilhanca ndo se encontra disponivel. Todavia, mesmo nestes
casos, utiliza-se a funcao de verosimilhanca acima como uma medida de qualidade
do ajustamento da matriz de covariancia aos dados e considera-se esta fungéo para

encontrar os estimadores de a,, 6, e 0.

Estes estimadores sdo dados pela maximizagcao de L(ap, Qq,aﬁ). Pode-se mostrar
que, se o processo ARMA(p,q) é casual, invertivel e com ¢, ~ i.i.d.(0,02), entdo o

processo

p q
Yo=Y aXii+e+ Z; bier;, e} ~iid(0,02)
]:

i=1

é também estacionario, casual e invertivel.

- ~ 7 . Ve o . 2 _
Proposicao. Se X; € um processo casual e invertivel, com & ~ i.i.d.(0,02) e se B =

(a,, 0,), 0 estimador de méaxima verosimilhanga p= (@, éq) € assintoticamente normal

VT - B) — N(O, V(B))
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onde a matriz variancia-covariancia V() € uma funcéo do parametro  que coincide,
no caso de um processo AR de ordem p, com a matriz da variancia assintética dos

estimadores de Yule-Walker o7R,".

2.9 Predicao

Para tratar o problema de predicdo de valores futuros Xr;q, Xr40,--- de uma série
temporal observada até o tempo T, supde-se que as observagdes provém de um pro-
cesso estacionario ARMA(p,q) casual, de média nula e cuja ordem (p, q) € conhecida

bem como o0s seus coeficientes.

2.9.1 A previsao linear dos processos ARMA(p,q)

Se se observa as realizacdes X, --- , Xt da série {X;}, procura-se prever o valor Xr,;
(h € um numero fixo) a partir de uma combinacgéao linear das observagdes. Notando
Xr. 0 valor previsto em ¢+ de {X,}, estudaremos as previsdes que se escrevem sob
a forma:

Xran = ko + ka Xp + - + kr Xy

Os coeficientes ko, - - - , kr desta expressao sao escolhidos de tal forma que a predicao
X+ Seja 0 mais proximo possivel da real realizagéo X1, do processo em T + L.

O erro de predicao a minimizar é dado pelo erro quadratico médio
S(K) = E (Xran — ko — kn Xp — - -+ = ky X1)?

Os coeficientes K formam a solugcao de um sistema de T equacgdes correspondentes

a cada derivada parcial de S(K). Este sistema pode-se escrever da forma seguinte:

E =0

T
XT+h - ko - Z kiXT+1—i
i=1

T
E||Xron—ko = Y kiXpoi|Xra[=0,  j=1,,T
i=1

Da primeira equacgao resulta que ko = 0, 0 que corresponde a hipotese de que o

processo apresenta média nula. Quanto as T — 1 equacgdes seguintes, elas podem se
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reescrever (com ky = 0):
T
X X P
rh—1+j_Zkir|i—j|_O’ j=1,---,T
i+1
ou ainda em notagdo matricial:
R¥Kr =r3(h)

onde Kr = (ky,--- , k), rx(h) = (rff, e, rff”_l) e R é amatriz Tx T de covariancia cujo

elemento (i, j) é:
X _ X .
(RT>ij = i-j Lj=1--,T.
Conhecendo a funcdo de autocovariancia do processo, a predicdo Xr., é dada pela

relagdo acima, com os coeficientes Kr tais que:
Kr = (RY) A
r=(RY)
onde este inverso da matriz RY existe se 7\ >0 er, — O para|h|— co.

Propriedades de Xt

e O erro de predicao é igual a:

E(X14n — XT+h)2 = 7’())( - K%”%(h)
o E(Xrin — XT+h) =0

o L [(XT+h - XT+h)Xj] =0, j=1---,T

2.9.2 Algoritmo de Durbin-Levinson

A ideia do algoritmo de Durbin-Levinson é que, para prever o valor da série no periodo
T + h, pode-se utilizar a previsdo da série para T + h — 1. No intervalo de predicéo,
este algoritmo propde o esquema de predicdo seguinte: a partir das T observacgoes,
avalia-se Xr.,. A partir das T observacdes as quais juntamos Xr.;, avalia-se Xr.»
e assim sucessivamente até Xr., para o h desejado. Para a primeira etapa deste

procedimento, encontra-se, notando @y, = K;

XT+1 = O X7+ -+ OrrXj.
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O erro quadratico médio de predicao é igual a:

vr = E(XT+1_)A(T+1)2

_ X X
= 1y —Dpry

onde @7 = (Pry, -+, Drr)’.

O algoritmo de Durbin-Levinson permite exprimir os coeficientes ®r em fungéo dos
coeficientes @r_;. Assim, para predizer X141, utiliza-se os coeficientes @ encontrados
por este algoritmo e para encontrar Xr,», utiliza-se os coeficientes ®r,; calculados a

partir de ®r e assim sucessivamente.

Proposicao. Se X; é um processo estacionario, de média zero e de fungédo de auto-
covariancia r tal que rj > 0 e rX — 0 quando & — oo, entdo os coeficientes @r; e 0s

erros quadraticos médios de predicao hr satisfazem o algoritmo seguinte:

1]
=%

X

Etapa 1. Oy :: p Vo = 7"())(

Etapa T:

T-1

— |.X X -1

) (I)TT = l?’T - Z (DT_L]'T'T_].l l)T_1
Jj=1

(DTl c:[)T—l,l CI)T—l,T—l

D71 Dr_1,7-1 Dr_1,1
® Ur = Ur1 (1 - q)%"T)
Substituindo as autocovariancias ;' pelas fungdes de autocorrelagdo empiricas 77\,

encontra-se a realizacao, o algoritmo de Durbin-Levinson empirico com os coeficien-

tes "empiricos" &r = (Or, -, Prr) € um estimador do erro de predicéo Or.
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Capitulo 3

Modelos INAR

3.1 Introducao

Os modelos para dados de contagem tem vindo a conquistar, ao logo das ultimas
décadas, grande espaco na literatura e o interesse na modelacao de processos esta-
cionarios discretos com distribuicbes marginais discretas tem crescido de forma sig-
nificativa, tendo em conta a sua importancia em aplicagdes em diversas areas de
conhecimento. Os dados de contagem do numero de ocorréncias de um evento, num

determinado periodo de tempo, sdo inteiros ndo negativos, tais como:
e NUmero de transagbes num intervalo de tempo;
e Numero mensal de ocorréncia de um determinado acidente;
e Numero mensal de crimes cometidos num determinado meio.

No desenvolvimento de tais modelos, deu-se uma atengéo especial aos processos au-
torregressivos com valores inteiros nao negativos, introduzidos por McKenzie (1985)
e Al-Osh e Alzaid (1987).

O modelo INAR (INteger Valued AutoRegressive process) € um processo de conta-
gem que considera variaveis inteiras ndo negativas e especialmente, as séries tem-
porais constituidas por dados de contagens. O primeiro modelo INAR proposto por
Al-Osh e Alzaid (1987) [3], no ambito do estudo de tais séries, considera apenas a
observacao do periodo imediatamente anterior, a semelhanca dos modelos autorre-

gressivos de ordem 1. Tendo em conta que apenas a ultima observagao pode nao

35
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apreender toda informacao de uma série temporal e, com a necessidade de modelos
mais robustos quanto a estrutura do historico, Alzaid e Al-Osh (1990) [4] e Jin-Guan
e Li-Yuan (1991) [10] investigaram modelos com maior complexidade, analogamente

aos modelos AR(p), definindo o modelo genérico INAR(p) de ordem p.

A popularidade desta classe de modelos resulta, principalmente, da possibilidade de
interpretacdes praticas variadas (sao inspirados do conceito de populagao dinamica,
processo de branching, ...) e do fato da sua estrutura de correlacdo ser idéntica a
de um processo AR estacionario (com coeficientes de regresséo positivos). Todavia,
apresenta algumas limitacdes: por definicdo, os coeficientes de regressao sao positi-
vos, 0 que exclui a modelagem de séries com autocorrelacées negativas; por constru-

¢céo, ndo permite a analise de séries temporais discretas com valores negativos.

O modelo INAR se escreve como segue [16]:
X =Ci1 + &

em que:

Ci1 = a o X;_1 € 0 componente que apreende toda informacéo contida no historico,
sendo uma func¢do da soma de operadores thinning binomial, calculados com fontes
em diferentes pontos no tempo até f-1, inclusive. Cada operador thinning binomial

possui uma probabilidade associada, que € um parametro a ser estimado;

¢; € uma variavel aleatéria discreta ndo negativa com média p. e variancia o?, inde-
pendente de C;_;. Representa a inovagdo em t, uma parte ndo correlacionada com
o passado. Mckenzie (1988) e Al-Osh e Alzaid(1987) [3] propuseram modelos com a
inovacao seguindo a distribuicdo de Poisson mas as distribuicbes geométrica ou bino-
mial negativa também podem ser consideradas como sugerido por Mckenzie (1986).
Este modelo INAR pode ser diferenciado pela distribuicdo marginal ou pela meméria

temporal considerada.

3.2 Operador Thinning Binomial

Tendo em conta que, quando os valores da série de contagem em analise sao baixos,

a multiplicacdo de uma variavel aleatéria por um constante real (parametro) pode
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resultar numa variavel aleatéria nao inteira, precisamos definir o operador aleatério

thinning binomial, que substitui a multiplicagcao escalar, no contexto de valores inteiros.

Seja X uma variavel aleatéria de valor inteiro ndo negativo e p um numero real tal que
p € [0,1]. O operador thinning binomial, denotado por "o", & definido por Steutel e Van
Harn (1979) [28] como .

poX= Z Zj,
i=1

]

X

em que {z]-} € uma sequéncia de variaveis aleatérias de Bernouilli, independentes

j=1
e identicamente distribuidas (i.i.d.), independentes de X, tal que P(zj =1) =1 - P(z; =

0) =p.
Propriedades: Sejam X e Y variaveis aleatorias de valores inteiros ndo negativos, e p
e g numeros reais tais que p € [0,1] e g € [0, 1]. O operador thinning binomial definido

apresenta as seguintes propriedades:
e 00X=0

e lo X=X

e po(qoX)=(pg)oX

po(X+Y)=poX+poY

E(poX|X)=pX

E(p o X) = pE(X)

Var(po X | X) = p(1 - p)X

Var(p o X) = p*Var(X) + p(1 — p)E(X)

Cov(po X,q0Y) =pqCov(X,Y), se as variaveis z; incluidas em p o X sdo indepen-

dentes das variaveis z; incluidas em go Y.
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3.3 Processos INAR(1)

Diz-se processo INAR(1) um processo estocastico discreto, de valor inteiro ndo nega-

tivo, {X;}, t € Z que satisfaz a seguinte equacao,
XtZCYOXt_l'Fé't

em que «a € [0,1], {&}e, € uma sequéncia de variaveis i.i.d. com valores inteiros nao
negativos e, E(¢;) = u e Var(e;) = 0> Se @ = 1, o processo é um passeio aleatério e

se a = 0, 0 processo sera a sequéncia {&;},cy, €

X1

aoX; g = Z Y;
i=1

onde os Y; sdo variaveis aleatorias de Bernoulli, com P(Y; =1)=1-P(Y;=0)=a e

independentes de X;.

Segundo Alzaid e Al-Osh (1988), um processo de ramificagdo Galton-Watson com imi-
gracao pode ser representado pelo processo INAR(1) definido pela equacéo acima.
Nota-se que a realizacao de {X;},t € Z tem dois componentes aleatérios: o total de
elementos sobreviventes no periodo t — 1, a o X;_1, cada um com probabilidade de
sobrevivéncia «a, representando o operador thinning binomial de ordem um (1) a de-
pendéncia da variavel no ultimo instante, e ¢; € uma variavel aleatéria discreta i.i.d.
com distribuicdo de Poisson (1), que representa a inovagao ou 0s elementos que en-

tram no processo no intervalo (t — 1, t), chamados de elementos de entrada.

A série em analise é caraterizada, em relacao ao tipo de estrutura de dependéncia
que ela possui, pela autocorrelacao e correlagédo parcial. Cada processo possui um
comportamento idiossincratico da autocorrelacao parcial, e essas caracteristicas sao
identificadas através da comparagao das autocorrelagdes tedricas e amostrais. A au-

tocorrelagdo de ordem k de um processo INAR(1) é dada por p(k) = o,
A distribuicdo marginal do processo INAR(1) se escreve:
k-1

d .
X = ko X+ Za] &
j=0
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Usando a definicdo de um modelo INAR(1) e substituindo recursivamente em X;_;, com i =

1,2,3,---, temos:

X1 = aoXig+ &

kgl
|
I

aoX;3+éE

Usando a propriedade 3 do operador thinning binomial, temos:

X

ao(aoXip+ &)+ &

1=

>oXistaoe 1 +é&

=

a’ o (o Xj 3+ p)+aoe 1 +¢

=

P oXis+a’oe +a0eq+ e

=

Po(@oX, g+ e g3)+a’oe+aoeq+e

=

adtoXi 4 +aPoes+a’ oy +aoe g+ €

=

k-1

ak o Xt—k + Z C(j o Et_]‘
=0

=

3.3.1 Propriedades gerais do modelos INAR(1)

Para a modelagao de séries temporais, estabelece-se geralmente hipéteses sobre a
estrutura de correlagao do processo estocastico em estudo. A principal delas, a da es-
tacionariedade em sentido lato, estabelece que os momentos de primeira e segunda
ordens do processo nao variam sob translacées do tempo. Seja X;, t € Z, um pro-
cesso estocastico com esperanga u; = E(X;) e autocovariancia y'(k) = Cov(X;, Xi—x)
para a desfasagem k. O processo X; € dito estacionario se y; = p e y'(k) = y(k) séo
constantes com respeito at, VK € Z. Du & Li (1991) [10] e Latour (1998) [14] mostra-

ram que, se p < 1, o processo INAR(1) definido é estacionario.

Na figura seguinte é apresentada a funcao de autocorrelacdo amostral, de um pro-
cesso INAR(1) simulado, com parametros &« = 0.9e A = 1, que como nos mode-

los AR(1) decai exponencialmente com o desfasamento k. Todavia, ao contrario dos
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modelos AR(1), assume somente valores positivos. Nos modelos de Box e Jenkins,

ACF
08 08 10
! !

04

02

00

2
|

T T T T T
o 5 10 ias 20

Desfasagem

Figura 3.1: Fungéo de autocorrelagdo amostral do processo INAR(1), coma =09e A =1

quando satisfeitas as condi¢ces de estacionaridade e invertibilidade, podemos repre-
sentar o modelo AR(1) através de um modelo MA(c). De modo analogo, a distribuicao
marginal de X; pode ser escrita em funcédo da distribuicao das inovacoes {¢;};;, € €
dada por Al-Osh e Alzaid (1987) [3].

X, 4 Z ol o Ej, para a € [0,1]
=0

Como observado acima, a dependéncia de X; na sequéncia das inovagdes decai ex-
ponencialmente com a desfasagem de tempo. Supondo que E(¢;) = . < oo, Var(e;) =

02, entéo o valor esperado de X; é dado por:

E(Xt) = ao E(Xt—l) + Ue

-1
a'E(Xo) + pe Z ol

j=0

Por sua vez, a variancia é dada por:

Var(X;) a?Var(X,1) + a(1 — @)E(X,_q) + 02

t t
P Var(Xo) + (1 - @) Y @ VE(X, ) + 0 ) a0
= =

A estacionaridade de segunda ordem é obtida a partir do valor inicial com:
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e E(Xo) = 1=
o Var(Xy) = =5 +o?

1-a?

Neste caso, para k inteiro ndo negativo, temos as fun¢des de autocovariancia e auto-

correlagcao fornecidas respetivamente por:

y(k)

Cov (Xy, Xi-k)

= Cov(Xt L of X, k +Cov

k-1
Xt kr Oéjgtj]
j=0

k-1
= dVar Xi) + Z a/Cov (Xt_k, et_j)

=0

= afy(0)

rio
7(0)
= a5 p(k) € [0,1]

p(k)

Pode-se ver que, se {&},c, ~ P(A), a média e a variancia do processo sdo dadas,

respetivamente por

E(X) = o=

a
Var(X;) = %

Para a identificacéo e a estimagao, no contexto de processos estacionarios, destacam-
se como principais ferramentas as fungées de autocorrelacdo e de autocorrelagcao

parcial.

3.3.2 Estimacao dos parametros

Os estimadores discutidos nesta seccao tém sido, em geral, propostos no contexto do

processo INAR(1) com distribuicao marginal de Poisson.

O problema relacionado a estimacao de parametros no processo INAR(1) € mais com-

plicado do que para o AR(1), devido ao fato de que a distribuicdo condicional de X;
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dado X;_; no processo INAR(1) € a convolugao da distribuicdo de {¢;},;, € de uma

binomial de parametros X;_; e p.

3.3.2.1 Estimador de Yule-Walker

Seja uma amostra Xi,---, X; de um processo estacionario {X;},.. A sua funcao de

autocorrelagdo amostral é dada por

n—k — —
gty BB

p(k) 50)

Y -Xp

t=1

_ n
em que (k) representa a fungdo de autocovariancia amostral e X = 1 ¥ X;, a média
t=1

aritmética da série.

O estimador de Yule-Walker para o parametro « € dado por

n-1 — —
) S Da-X)

-~ P0)

a = a(l)

Y (X~ X)?
t=1
uma vez que p(k) = a*.

Com efeito:

g=Xi—aoX;,
E(ey) = E(Xy) — aE(Xi—1)

Entdo, um estimador para A é:

gl

ks
5

|7

E(&) =

-~
I

[l
|-
—_—
2
ke
|
joN
2
ke
AR
N—

Il
—_
-

Il
—_

t
(X¢ —aX;q)
=1

Q=

pois ¢; possui uma distribuicao de Poisson de parametro A.
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3.3.2.2 Estimador de Minimos Quadrados Condicionais

Um método de minimos quadrados condicionais para processos estocasticos foi de-
senvolvido por Klimko e Nelson (1978) [11], e aplicaram-no a um processo ramificado
com imigracao. Este método consiste em minimizar a soma dos quadrados das dis-
tancias de cada observacao, X;, em relacdo ao valor esperado condicional dadas as
observacoes anteriores. Seja X; um processo estocastico cuja distribuicdo depende
do parametro 0 = (04,---, 0,), e seja F, = o(Xo, -+, X,). Entéo, se {X,},cz € um pro-
cesso INAR(1) com {¢,} ~ P.(A), a esperanga condicional de X, dado F,_; € dada
por
E[Xi | Xi1] = aXoq + A = g(60, Xi_1)

em que 0 = (a,A)T representa o vetor de parametros a ser estimado. Dada uma
amostra de tamanho n e, seja E(X,, | F,._1) = Q,.(6), o estimador de minimos quadrados

condicionais de 6, 0, é
Qu(6) = min{Q,(0)} = min {;(Xt —aXpq - /\)} :
Derivando Q,(0) em relagdo a a e a A e, igualando as duas equagodes a zero, obtemos:

Y XX = 5 L X ¥ X
t=2 t=2 t=2

&=

‘e ~ ) ) 2 . ¢~
Pode-se verificar que as fungoes g, ﬁ, ﬁ e ﬁ satisfazem todas as condi¢des de

regularidade do teorema de Klimko e Nelson (1978) [11], que sdo dadas por:

° limsup(m)<oo, 1<2,]<2,

no
n—oo o o

Qa0 92Qu(0
em que T, (0) = (252 - v,) e v, = ( agQiaE,],)),

920.(6)

e (2n) v, — S0

—19Qx(0) -0 i<?2

® 1D,
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e conseguentemente, estes estimadores sdo consistentes. Se E(| ¢ |°) < o, que é 0
caso de uma distribuicdo de Poisson, pelo teorema de Klimko e Nelson, (&, A)T pos-

suem assintoticamente distribuicdo normal.

Teorema. Se {¢;}icz, ~ Po(A) € 0 processo {X;},c,, € estacionario, a distribuicdo assin-

totica do estimador de minimos quadrados condicional de 6 € dada por
Vi - 0)5SN(©, vVIwv,

em que 6 = (4, A)T e V é uma matriz 2 x 2 com elementos

ag(G/ xt—l) ag(er xt—l) ..
VZ']'—E( (961 . 89] ), z,]—1,2,
e os elementos da matriz W sao da forma
8 (0/ xt—l) 8 (9/ xt—l)
L 2 8 8 L
Wi =E (yt (6) 90, 89j ), i,j=1,2

com u(0) = x; — g(0, x,-1) e a notagao <, indica convergéncia em distribuicao.

Na sua forma matricial escreve-se,

A a(l-a)?
N ?c—a A 0 ’ 1T+(1_0‘)2 -1 -a)A |
A=A 0 -1+ a)A A+ 1222
Observa-se, para n grande, que o estimador de MQC de 0 = (a, A)" e o estimador de

Yule Walker para 0 = (a, A)T sdo equivalentes.

3.3.2.3 Estimador de Maxima Verosimilhanca Condicional

Duas alternativas para a obtengéo das estimativas dos parametros do modelo INAR(1),
através da maximizag&o da fungédo de verosimilhanca, foras propostos por Al-Osh e

Alzaid (1987) [3]: estimadores condicionais e ndo condicionais.

Para o processo INAR(1) com {&;},.;, — P.(A), a distribuicdo condicional de X; dado
X;_1, denotada por f(X; | X;_1), € a convolugao de uma distribuicdo binomial resultante
do operador thinning binomial, a o X;_; e de uma distribuicao de Poisson resultante do

processo de chegada, {¢;},cy.
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Assim, se * denota a convolucéao e

) X1 . » . i
f@) = ( t. ]oc’(l — )X (i) = ¢ A
i :
entao
(o] min(Xt,Xt_l) .
A(Xl)_l Xt—l . .
_ — ; _ A - i1 _ \Xeo1)—i

Sendo X = (X, -+, X,) uma amostra de n + 1 observagdes, a funcado de verosimi-

Ilhanca € dada por

A ]XO n

-y A
L(a, A; X) = 1Xo' 8Xp(1 — a) f (X | Xi-1),

t=1

e a funcao de verosimilhanca condicional do processo INAR(1), dado X, é definida

como .
L, A X1 Xo) = | | £ 1 X00)
t=1

A funcao log-verosimilhanga condicional é da forma

a, A; X | Xo) = log(l"[ fXi XH)) = Y log(f(X: | X,1)).
t=1

t=1

A funcao escore condicional € dada por:

Ma, ;X1 X)) v Koo [fKia | X = 1) = f(X | Xi9)]
o il F(Xi | Xim1)

e, A; X | Xo) _ Z [F(Xi =11 Xi0) = (X | Xi1)]

A — F(X | Xim1)
O estimador de maxima verosimilhanca condicional de 6 = (o, A)" é o valor 6 =
(@,A)T que maximiza a funcdo de verosimilhanga L(a, A; X | X,). O valor de 6 que
maximiza a funcao de verosimilhanca condicional L(a, A; X | X,) também maximiza
I(a, A; X | Xo). Assim os estimadores de maxima verosimilhanga condicional de a e A

sdo obtidos através da maximizagdo do logaritmo da funcao de verosimilhanga con-
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dicional recorrendo em geral a métodos numéricos, uma vez que as equacgdes de

log-verosimilhanga conduzem-nos a um sistema de equagdes nao lineares.

A distribuicao assintética do estimador de Maxima Verosimilhanca Condicional para

os parametros do modelo INAR(1) é estabelecida no seguinte teorema.

Teorema: A distribuigdo assintética dos estimadores de maxima verosimilhanga con-

dicional de a e A é dada por

A

ax—a

N ( LN, K™Y
A

em que K é a matriz de informacao de Fisher , isto é, —K é a esperanca das segundas

derivadas do logaritmo da fung¢ao de verosimilhanca condicional.

3.4 Processos INAR(p)

3.4.1 Introducao

As realizacbes {X;} de alguns processos de contagem nao dependem apenas do seu
valor anterior imediato X;_; mas também de realizacbes prévias do processo {Xt-i}f;z,
para algum constante p. Tendo em consideragéo estas realiza¢des prévias, define-se
assim, a classe dos modelos INAR(p) que considera os p ultimos valores como fatores
que permitem determinar o valor da série no periodo t. E a extensdo do processo

INAR(1) a um processo autorregressivo com valores inteiros de ordem p, INAR(p).

De uma forma direta pode-se estender o processo INAR(1) considerando a forma do
processo usual AR(p), com substituicdo da multiplicagcéo escalar, a;X;_;, pela operacao
‘ajoX; i parai=1,2,---,p. Todavia, com cada substituicdo, s&o necessarias algumas
hipéteses suplementares sobre o modelo, permitindo assim guardar a estrutura de
depedéncia do processo e consequentemente, a boa definicdo do modelo. O processo

{X:} é considerado um modelo INAR(p) se admite a representacdo seguinte:

Xt=ZajoXt_i+et parat=0,+1,---, (3.1)

4
i=1
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onde {¢;}, designado processo de inovacao, € uma sequéncia de variaveis aleatérias
i.i.d. de valores inteiros ndo negativos, com distribuicdo de Poisson (1) e com média

Lte € de variancia finita o?;

P
Y. a; o X;_; € uma combinacgao linear de operadores thinning binomial em distintas
i=1
ordens de desfasagens. Cada ordem de desfasagem k possui uma probabilidade ay

associada, k=1,---,p,
t—1
aiOXt—i:ZYi,]’/ i=1,"',P,
j:l

onde {Y; j}, a série de contagem, € um conjunto de variaveis aleatorias i.i.d com valores
inteiros nao negativos tal que E[Y;;] = a;, Var[Y;;] = a7, E[Y;.”].] =y e E[Yf].] = k.
Todas as séries de contagem sdo consideradas independentes de {¢;} e 0 < a; <

1,i=1,---,p-1,e0<a, <L

Alternativamente, um processo INAR(p) pode ser representado como um processo
AR(1) p-dimensional. Assim, usando o vetor do operador thinning, definido como um

vetor aleatério cujo o i-ésimo elemento é dado por

p
[AOX]i:ZaijOle Z':1/"'119/
j=1

onde X = [Xl,--- ,XP]T, é um vetor aleatorio, A € uma matriz p X p com entradas a;;
satisfazendo 0 < a;; < 1parai,j = 1,---,p, e as séries de contagem de todo a;; o
X, i,j =1,---,p, s@o independentes. O processo INAR(p) definido acima pode ser
escrito como

Xi=AoXi1+ W,

Xt = HXt (32)

ondeH=1[10 --- 0,Xi =1[X, X;\qy -+~ Xt—p+l]Tl Wi=1[e 0 --- 0, paraie]

uma sequéncia de varidveis aleatérias ii.d, com E[e;] = u., Var[e]] = o2, E[e]] =
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veeElefl=k. <€

a1 Oy - Oép_1 Oép
1 0 0O O
A=10 1 0 O
0 O 1 0

Além disso, o modelo 3.1 pode se apresentar como
k-1

XtiAk ©) Xt—k + Z A] 9 Wt_]‘,
j=0

onde £ significa igualdade na distribuicdo. Entdo as equagdes 3.2 podem se escrever

como:
Xti ZAj © Wt—j/
j=0
XZHX,,
onde H = [1 0o --- 0], desde que o raio espectral da matriz € menos do que um,

isto €, p(A) < 1.

Na literatura foram propostos muitos métodos de estimagédo do modelo INAR(p), no-
meadamente, os estimadores de Yule-Walker, Minimos Quadrados Condicionais, o
método Generalizado dos Momentos, o de Maxima Verosimilhanga Condicional e, no
dominio de frequéncia, o Critério de Whittle. Métodos baseados em estatisticas de or-
dem superior (momentos e cumulantes) também foram considerados (l. Silva, 2005) e
as propriedades amostrais destes estimadores foram estudadas empiricamente pelos
métodos de Monte Carlo (I. Silva, 2005), enquanto pouco se sabe sobre as proprie-
dades assintéticas pois que estas dependem dos momentos e cumulantes de ordem

superior que sao dificeis de obter.

A distribuicdo assintotica de autocovariancia da amostra dos processos INAR(p) é
obtida e € demonstrado que o estimador de Yule-Walker é assintoticamente normal-
mente distribuido, ndo enviesado e consistente. Este resultado generaliza o trabalho

de Park e Oh (1997), que derivaram a distribuicdo assintética do estimador de Yule-
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Walker para uma parametrizacao alternativa do processo INAR(1) de Poisson com

operagao thinning binomial. [23]

O processo INAR(p) pode ser visto como uma extensao (ou tipo especial) de um pro-
cesso de "ramificacdo" com a imigrac¢do. Para isto, considera uma populagédo humana
ou biolégica na qual a fémea pode reproduzir no maximo uma prole feminina durante

0 seu periodo reprodutivo, que é dividido em p periodos n&o sobrepostos.

A probabilidade que cada fémea tenha sua prole durante o seu i-ésimo periodo de
reproducao é a;. Agora isto é claro que o tamanho da n-ésima geracao {X,} € apenas
o total das proles das ultimas p gera¢cdes somando o processo de imigrantes {¢,} que
entraram no sistema durante o periodo de intervalo (n — 1, n). Isto pode ser observado
que para f a; 2 1, o tamanho da geracao {X,} ira crescer monotonicamente e temos
um procels:éo explosivo. A interpretacao prévia € merecidamente uma extensdo do

processo de ramificagdo INAR(1) no qual apenas a ultima geragéo pode reproduzir.

Pode-se notar que a forma do processo INAR(p) aparenta ser um processo autor-
regressivo com valores de ordem p, contudo a dependéncia ao longo do tempo da
operacao 'o’ faz este processo ser diferente do processo AR(p). Para explicar este

ponto, consideremos o caso p = 2, por simplicidade, isto é:
Xi=aoXigtaoXio+ég

No processo AR(2), X; € obtido por uma multiplicacao direta dos constantes a; e a,
a X;_1 e X;_,, respetivamente, no periodo ¢ e independente de toda estrutura estocas-
tica prévia. Isso ndo € o caso para o modelo INAR(2). Para este processo, as variaveis
aleatérias a; o X; , € a o X;_, que sdo elementos de X; ; e X; respetivamente, sdo
intimamente ligados de uma forma muito mais poderosa do que no caso do processo
AR(2) onde apenas a presenca de X;_, pode os ligar. Aqui as operacoes "ai0" e "a,0"
sobre X; , sdo dependentes mas parecem ser realizadas em periodos diferentes. A
estrutura é talvez clara quando se estima o processo. No periodo ¢, X; é observado
e temos disponiveis X; 1 e V.1 = a; o X;_1, tendo usado a; o X;_; para calcular X;. O
primeiro passo é formar U; = a0 X; e V, = a0 X; eentdo Xy = Uy + Vi1 + €141, €V

fica disponivel para ser utilizado no calculo de X;,,.
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A estrutura de dependéncia muatua entre os componentes de X; i.e. a; 0 X;, i =
1,2,---,p aparecendo em diferentes periodos induzem uma estrutura de média moével
no processo. Portanto, o comportamento da fungdo de autocorrelagédo do processo
INAR(p) imita o processo ARMA(p,p-1).

3.4.2 Métodos de estimacao

A estimacado dos parametros do modelo INAR possui maior complexidade compa-
rada a estimacao dos parametros do modelo autorregressivo AR. Isto se da porque
a distribuicao de X;, condicionada a informacdo observada até ao instante anterior
t—1(X;1 = x21, Xi2 = X4-2,---) € a convolucao da distribuicdo da inovagao ¢; e das

somas das binomiais como parametros (x;_;, o;), i =1,2,---.

Seguindo o que foi desenvolvido por Al-Osh e Alzaid (1987), foram propostos por
Al-Osh e Alzaid (1990) e Jin-Guan e Li-Yuan (1991), os estimadores para 0 modelo
INAR(p); esta seccao apresenta os métodos de estimacao dos processos INAR com

distribuicao marginal dada por Poisson. Sdo apresentados quatro estimadores.

3.4.2.1 Estimador de Yule-Walker

Os estimadores de Yule-Walker de a;, i = 1,2,--- ,p e A de um modelo INAR(p) s&o
obtidos de modo equivalente aos estimadores do modelo AR(p). E possivel obter uma
expressao analitica para cada a; em fungéo das autocorrelacées. Tomando p e usando
a autocorrelagcdo amostral chega-se a um estimador para «.

p)

p(0)

n—1 _ —

21 (Xi = X)(Xp1 — X)

t=

>
Il

n —
L (X = X)?
t=0
em que X é a média amostral da série X,. E razoavel pensar que o estimador de

A, média de distribuicdo de Poisson, é dado como a média da sequéncia I;, onde
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I, =X,-aX,_,,parat=2,3,---N,

Generalizando o modelo INAR e considerando o referido modelo, pode-se estimar
os parametros «; (i = 1,---,p) através da estrutura de autocorrelacdo, da mesma
forma que para o modelo INAR(1), utilizando as autocorrelacbes amostrais. A estru-
tura recursiva das autocorrelacées pode ser expressa em forma de matriz, tendo a

expressao
min(p k)

Pk = Z Qi Pk—i

i=1

apresentada como I'a = p em que

1 0 0 - 0] A 0]

01 1 0 - : @ P2

I'=sl pp pp 1 0 : a=|:ife p=|:
| Pp-1 Pp—2 Pp-3 o 1] | O | [ Pp |

Novamente, substituindo p; por p; temos os estimadores de Yule-Walker dados por:

. p - N
considerando agora I; = X; — }, &;X;_; el = N—l_p Y. L.
j=1 t=p+1

Do mesmo modo, o estimador de Yule-Walker & de a para a realizagdo Xi,---, Xy

de um processo INAR(p), pode ser obtido pela resolugdo do sistema de equacoes
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lineares seguinte

RO) RM)  R@ - Rp-D|fa] [#Q)
Ry RO RD - Re-2)| ] 7@
Raa=#e| R R1) RO - Rp-3)||:]|=]/3
Rp-1) Rp-2) Rp-3) -~ RO J\&) |ip)

. N—k — _ —
comR(k) =1 ¥ (Xi - X)Xk —X), keZ, eX=1Y X,
t=1

Os estimadores para . e 02 sdo respetivamente,

onde

e 67 é um estimador da variancia das séries de contagens para o i-ésimo operador
thinning, a; 0 X;—;, i =1,---,p. A estimagéo de 6? depende da distribuicao das séries
de contagens. Por exemplo, no caso da operacao thinning binomial (quando as séries

de contagem tem distribuicdo de Bernoulli), 67 = &; (1 — &;), parai=1,---,p.

Para obter a distribuicdo assintotica do estimador de Yule-Walker, as propriedades

assintéticas da matriz de covariancia € necessaria.

3.4.2.2 Distribuicao assintotica da funcao de autocovariancia

No teorema seguinte, a normalidade assintética multivariada da média amostral, X e

da fungéo de autocovariancia amostral, R(k) é estabelecida.

Consideremos a fungao auxiliar
R'(k) = — (Xt = ux)Xesk — Ux), k € Ny

obtendo suas propriedades assintéticas e provando que R(.) tem as mesmas proprie-

dades assintoticas que a fungao auxiliar R*(.).
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Teorema: Se {X;} € um processo INAR com representacao como a definida acima,

onde Y | A/ |[< oo, e se R*(.) é a funcdo de autocovariancia de {X;}, entdo para qual-
j=0

quer numero inteiro ndo negativo #,

X
R(0)
R(n)
é um
Ux
R(O
(‘ ) /N_lvR
R(h)
onde

[Vir]ixa [Vi2lix@+1)
VR =
[Vzl]lTX(Hh) [V22lgeenyxguen

€ uma matriz (h + 1) x (h + 2) para qualquer numero inteiro ndo negativo h, tal que

Vi

I}]im NVar(X)

Y Rih,

h=—0c0

[Vialea = Jim NCoo(X, R'(K)
- Z Cx(hk+h), k=0,1,--,h
h=—00
[Vl = g[i_r)r(}oNCov(R*(k),R*(j))

= Y RODR(h+j =K+ R(h + R(k = )
h=—00

+ CY(h/k1j+h)/ k/jzolll"'/h
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onde Cx(.,.) € o cumulante de terceira ordem de X; e Cy(.,.,.) € o cumulante de quarta

ordem do processo Y; = X; — ux.

3.4.2.3 Distribuicao assintética do estimador de Yule-Walker

Nesta seccao, as propriedades assintéticas da matriz de covariancia amostral séo
usadas para obter a distribuicdo assintética do estimador de Yule-Walker. Dai, consi-
derar a matriz de autocovariancia amostral p x p de Toeplitz, R,_;, e 0 vetor da fungéo

de autocovariéncia amostral com p elementos, 7,. Seja

. vec(Ry-1)

VRV = .
Tp

um vetor com p(p + 1) elementos, onde o operador vec € o operador coluna de empi-

Ihamento de uma matriz, isto é,

vec(A) =

€ um vetor pg X 1 onde A; é a i-ésima coluna da matriz A de tamanho p X 4. Nota-se
que parap =1,
T
Vm%mmﬁm)

e para p > 1, o i-6simo elemento de V, pode se escrever como

R( (i-1)mod p~1[(i-1)/pl), sei<p?

R(l7 mod p|), sei>p’,

onde [a] representa a parte inteira de a € R.

Entdo usando o resultado precedente, encontra-se que

éAN[ '%EZRJ'

vec(R,-1) vec(Ry-1)

A,

Rr —

Ty Tp
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onde Y R, é a matriz de covariancia p(p + 1) x p(p + 1) de Vx,,

Y Ro(i, ) = Coo(V, (@), Vie()), (3-3)
parai, j=1,2,--- ,p(p +1).
Seja,
DT = _ [R(l)lp . R(p)[p] ((R;}l)T ® R;L) [Ipz OPZXP]
# ome & (3.4)

onde I, é uma matriz identidade n x n, 0,,, uma matriz de zeros e ® o produto de
Kronecker definido como segue. Sejam A e B matrizes p X g € m X n respetivamente.

Entdo A ® B € uma matriz pm x gn dada por

—ﬂllB alzB ce ﬂmB—
A®B = [121B QQZB ce aqu
_aplB apB - aqu_

A distribuicao assintotica do estimador de Yule-Walker € um processo INAR(p) dado

no teorema seguinte:

Teorema: Seja {X;} um processo INAR(p), satisfazendo as suas condi¢des exigidas,

e & o estimador Yule-Walker de a. Entao
N'2(a@ — a) é um (0, D" Z D)
Rr

onde 0, € um vetor de n zeros, Y, € dado em 3.3 e DT é definido por 3.4.

3.4.2.4 Minimos Quadrados Condicionais (MQC)

O estimador de minimos quadrados condicionais busca estimadores de «; através da

minimizacao da soma do quadrado dos erros. Seja 0 modelo 3.1 e F; representando
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toda a informacgao até ao momento ¢, temos:

Ft = F(X1/X21"' lXt)

0 = (Alall... Iap)

g(QIPt—l) = E(X;|Fi)

A+ 1 Xig + o Xe o+ + apXt_p.

A soma do quadrado dos erros, denotada por Q,,(6), pode se escrever como:

n

Qu(O) = ), (Xi - g(6,F)F.

t=p+1

O estimador de minimos quadrados condicionais, 6, obtido minimizando a quantidade
dada (acima), &,

Qu(0) = ming {Qu(O)} .

Através das derivadas parciais em relacao a cada componente de 6 igualada a zero

€ obtido o estimador. A sua forma explicita é dada por:

4
x50 Z ~ <
A = Xn - OKJXn]

=1

em que

=p+1
1 . —(j —(k
Pk-j = (Xt—J ij)) (Xt—l - XI(/l))
= p t=p+1
. Vk-j
Pk—] = ’
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e
1 0 0 0
P1 1
=] po p 1
_ﬁp—l Ppa v 14

Pode-se notar que a medida que o tamanho da série n aumenta, os estimadores de

minimos quadrados condicionais e de Yule-Walker tornam-se equivalentes.

3.4.2.5 Estimadores de Maxima verosimilhanca Condicional

Nesta sec¢ao se apresentam os resultados de Al-Osh e Alzaid (1987) para o processo
INAR(1) com distribuicdo marginal de Poisson e logo se obtém os estimadores dos

parametros para o processo INAR(2) definido por Du e Li (1991).

Supde-se que X, € observada, neste caso a funcao de verosimilhanga condicionada

a que X, é da forma:
L(X,a, A1Xo) = | | P, (X0) (3.5)
t=1

onde X = (Xo,X1,"' ,Xn) e

t_l] a'(1 — )X

1

e—A AXt—i

X, — i)

min(X;_1,Xt) X
Px,x, (X)) =

i=0

Tomando os logaritmos de ambos os lados da equacéo 3.5 e derivando em relacéo a

a e A, tem-se:

n

1 Px,yx, (Xt — 1))
= — E Xi—aXi 1 —A
Y a(l-a) =1 ( t - Px,/x,_,(Xt)

‘ PXt/Xt—l(Xt - 1))
Sy = -n
! Z ( Px,x, (Xy)

t=1

Realizando simples operacdes algébricas no sistema de equacdes de verosimilhanca

condicional S, =0 e S, = 0, temos que:

Zn: Xi=a Zn: Xi_1 + nA. (3.6)
=1 =1
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A equagéo 3.6 pode ser utilizada para eliminar um dos parametros, digamos «, entao
S, pode se escrever como uma fungdo unicamente de A e o estimador de maxima

verosimilhanca de A se obtém utilizando os métodos numéricos para resolver S,.

A seguir se aplica o método de maxima verosimilhanga condicional ao processo INAR(2)
definido por Du e Li (1991). A probabilidade condicional de X; dados X; 1, X;_, apre-
senta a seguinte estrutura:
min(Xi-1,Xr) min(Xi—2,Xi-1)
Pxxoxa(X) = Y. Y. P(Zi=0P(Zo= j)P(e; = X, —i— )
i=0 i=0
onde as variaveis Z, e Z, tem distribuicdo binomial com parametros (X;_1, a1) € (X;—2, as)

respetivamente e ¢, tem distribuicado de Poisson com parametro A.

A funcao de verosimilhancga condicional de (a1, ap, A) dado X, e X, pode escrever-se
como: )
L(ay, az, A; X/ Xo, X4) = H Px,/x, %, (Xt) (3.7)

t=2
Tomando os logaritmos em ambos os lados da equacao 3.7 e diferenciando em rela-

cao a aj, a; € A, obtém-se:

Px,/x, 0%, (Xp)i )
Sa = — a1 X
] 0(1(1 0(1) Z ( PXt/Xt 2,X¢- 1(Xt) e

1 = Py xi (X4)] )
S, - - ’ — ar X;_
2 0(2(1 - 0(2) ; ( PXt/Xf—Z,Xt—l (Xf) e

G = 1 va‘ (PX,/Xt—Z,XH(Xt)(Xt —i—}) 3 /\)
T = Px,/xt-2,x, ,(X¢)

Realizando simples operagdes algébricas em S,, e S,,, obtém-se:

PXt/Xt 2,Xi- 1(Xt)(1 + ])
X X
Z { Px,/x, 5% (Xt) Z -1+ an Z o

t=2

Agora, utilizando a ultima equacao e S, = 0, se obtém A em termos de a; € a5, isto é:

n
ZZ(Xt - Xiq — Oézxt—z)
t=

A=

n-1
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Portanto, as equagbes S,, e S,, podem escrever-se como fungbes unicamente de
ay € ap. Os estimadores de maxima verosimilhanca condicional se obtém utilizando

métodos numéricos para resolver S,, € S,,.

A estimagéo da matriz de covariancia assintotica para os estimadores dos parametros
pode ser obtida calculando a segunda derivada da funcéo de verosimilhanga. Os esti-
madores de maxima verosimilhanca condicional do processo INAR(2) tem distribuicao
assintotica normal. Por outro lado, o0 método de maxima verosimilhang¢a condicional
se pode generalizar para obter estimadores de parametros do processo INAR(p) de-
finido por Du e Li (1991). Para este processo, tem que ter em conta que a probabili-
dade condicional de X; dado X;_i, X;—, -+, X;—», no processo INAR(p) é a convolugao
da distribuicio de ¢; e as binomiais com parametros (X;_1, a1), (Xi—2, 2), - , (Xi—p, ap),

respetivamente.

Considera-se a probabilidade conjunta, condicionada aos p primeiros valores como:

N
L(all Ao, , Qp, /\) = H P(Xt | Xt—ll T /Xt—p)(Xt—l; o /Xt—p)

t=p+1

em que

min(Xe-1,X) | X1 | ‘
P(Xt | Xt—lr Tt /Xt—p) = Z 0(111(1 — al)(xt—l—ll) X

W= | i

min(X_p,X¢—11) Xt—z ; i
a; (1 — ap)X-272)

=0 i

X

min(Xt_p,X[—(i1+~-~+ip_1)) X _ . )
‘ o ) (1 — a,) &) x
ip=0 1y

e~ A Xt lip+-+ip)

A estimativa de Maxima Verosimilhanca Condicional para o vetor dos parametros
(1, a2,--- ,ap, A)" € Obtida através da maximizagdo de L com a probabilidade apre-

sentada acima.
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3.4.3 Método de quase-verosimilhanca utilizando a abordagem

de modelos lineares generalizados

Seja {Y; : t € N} uma série de contagem e seja {X; : t € N} um vetor de covariavel de
dimensao r, variavel no tempo, i.e, X, = (X;1,---, X;,)’. Utiliza-se uma média latente
do processo, {A; : t € N} para modelar a média condicional da série de contagem, tal
que E(Y; | F;-1) = A;. Sendo F; o histérico do processo conjunto {Y;, A;, X;41,t € N} no

periodo t, interessa-se em modelos apresentando a seguinte forma geral

p q
g = o+ Y Br&(Yii) + ) cug(hij) + 1" Xs, (3.8)
k=1 I=1

onde g, ¢ : R — R sé&o fungbes de ligagao e transformacdo respetivamente e =
(m,---, )" corresponde o efeito das covaridveis. Se considerarmos a situagdo em

que g(x) = §(x) = x e n = 0, obtemos do modelo precedente

p q
Ay = Po + Z BeYik + Z Ay
pa =1

Assumindo que Y; dado o passado, tem distribuicdo de Poisson, obtém-se um modelo
INteger Ordinary Generalized AutoRegressive Conditional Heteroscedasticity de or-
dem p e g (INGARCH(p, q)). O modelo 3.8, sob a hipotese E(Y; | F;_1) ~ Poisson(A;),

implica que
A exp(=Ay)

y!
Assim, VAR(Y; | F,-1) = E(Y; | Fi-1) = A; e ajusta-se o modelo da forma 3.8 pela

P(Yt:ylFt—l): y:()/l/"'l

quase Maxima Verosimilhanca Condicional, tendo como vetor dos parametros da re-
gressdo 6 = (Bo,P1, - B a1, &g, M, ,1,)'. O espago dos parametros para o
modelo INGARCH é dado por

P 9
O = {6 eRp+q+r+1 :50 > Orﬁl/”' /,Bp/all"' /aq/nll'“ M > OIZﬁl+Za] < 1}
i=1 j=1

Neste caso, f, deve ser positivo e todos 0s outros parametros ndo negativos de modo
que a média latente do processo seja positivo. As outras solugées garantem que o

modelo ajustado tenha solugéo estacionaria. Para um conjunto de observacoes y =
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(y1,-++, ya)T, fungéo de quase verosimilhanga condicional é dada por

10) = ) Togpu(ys; 6) = Y (i In(A(6)) = A(6)),
t=1 t=1

onde, p(y;0) = P(Y: = y|Fi-1) é a fungéo de densidade de probabilidade de uma

distribuicdo de Poisson. O estimador de quase méaxima verosimilhanca 8, de 0 é

0, = arg max [(6).

3.4.4 Propriedades de correlacao

Para o estudo das propriedades de correlagao dos processos INAR(p) faz-se o uso do
pressuposto que dado X; = x;, a variavel aleatéria «; o x; é independente do passado
histérico do processo {X; } ede ajo X,y parai, j=1,2,---,p e k 2 1. Agora, pode-se

ver de 3.1 que

|4
E(X,) = ), aE(X,o) + (3.9)
i=1
onde i, = E(¢,). Sob o pressuposto de estacionaridade fraca temos

_ K

px = E(X,) = —
(1- ;1 ;)

Por derivacdo da autocovariancia na desfasagem k, y(k), temos

7/(k) COU(Xn—k/ Xn)

p
Z Cov(Xy—t, @i © X—i) + 6¢(0)0>

i=1

|4
Yy~ i, @) + 5(0)0? (3.10)
i=1

onde (I, a;) = Cov(X,—;, a; 0 X;,) € 6x(0) = 1 se k = 0 e zero, caso contrario.

E 6bvio, da definigao de (I, a;) que

Y(l/ 0() = 0(]/(1) para l > 0. (31 1)



62 MODELOS INAR 3.4

Agora, usando um argumento condicional e o pressuposto de que X = x, 0 vetor (a; o

X,a20x,+ -+ ,a,0x) tem uma distribuigdo multinomial com parametros (a1, ay, - , a,, x)

temos
ayk -1 ) sek<l
Cov(aj 0 Xk, @; © Xn—l) = OC]'OCi(S(O) + a]((‘i(z) — Oti)[.lx sek=1 (31 2)
aiy(l =k, ) sek>0

Agora y(-I,a) pode ser determinado recursivamente usando (3.4). Comegando com

=1, temos

P
a107(0) + ar (5:(1) - )y + s Y y(etj, j—1)

=

a;iy(=1) + a1(6:(1) — a;)ux (3.13)

V(_lz ai)

Agora, seja u(l, a;) = y(I, a;) — a;y(l); segundo a equagéo (3.11), u(l,a;) =0 paral =2 0,

e pela equacéo (3.13) temos (-1, a;) = a1(6i(1) — a;)ux. Do mesmo modo,

4
Z Cov(aj o X,—j, & 0 Xy 2) — aiy(=2)

=1

(=2, a;)

p
a1y(=1, a;) + ara;y(0) + a»(6:(2) — ai)px + a;i Z Cov(ajo Xy, Xyo2) — aiy(=2)
=3

aru(=1, a;) + ar(yi(2) — i) pix

Usando este procedimento de iteracao, obtemos

-1
u(=L ;) = Z a;u(j =1 a) + i (3.14)
j=1
onde u;; = a;(6:(I) — ay)ux. Isto significa que u(-I, a;) € uma funcdo linear da média do
processo ux. Utilizando a definigdo de u(l, a;), pode-se ver que y(k — i, ;) em (3.10)
satisfaz

vk —i,a;) = ajy(k — i) + ptk — 1, ;) (3.15)

onde u(k — i, a;) & determinado por 3.14 para k < i e u(k —i,a;) = 0 para k = i como
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demonstrado na discussao a seguir a equacao 3.13. Agora, Usando (3.14), temos

p
ik — i) + Z u(k — i, o) + 64(0)0> (3.16)

i=k+1

y(k) =

4
i=1
Pode-se ver de 3.16 que a autocovariancia do processo INAR(p) € da mesma forma
que o processo Gaussiano ARMA(p,p — 1). Este comportamento de y(k) deve-se a
estrutura de dependéncia muatua entre os componentes de X,,, i.e. a; 0 X,,_; para i =

1,2,---,p, aparecendo em diferentes periodos como descutido na sec¢éo precedente.
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Capitulo 4

Selecao de ordem nos modelos INAR

4.1 Introducao

Apesar da maioria dos métodos de estimacao descritos na literatura suporem o conhe-
cimento prévio da ordem do modelo, na pratica, a escolha de uma ordem do modelo
€ uma etapa importante na modelacao estatistica, uma vez que desta depende uma
descricao apropriada dos dados. Assim, este é um problema tratado por diversos au-
tores e varias técnicas para o efeito foram desenvolvidas e propostas, dependendo do
tipo e tamanho da série em estudo, nomeadamente, 0 método grafico, procedimento

de testes de hipétese e critérios automaticos.

Verifica-se que, se a ordem escolhida for inferior da verdadeira, a estimagéo dos para-
metros é inconsistente e por outro lado, se esta for superior, regista-se o aumento da
variancia dos estimadores. Entdo, o objetivo do estudo de selecao de ordem consiste
na andlise do risco que se assume devido a inconsisténcia dos estimadores e ao au-
mento das variancias destes estimadores. A formulacao destes critérios se baseia na
atribuicdo de um custo ou penalizacao através da introducao de variaveis adicionais,

de modo que o equilibrio possa ser garantido.

65
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4.2 Selecao de ordem autorregressiva

Seja o processo discreto estacionario AR(p),
Xt = 0(1Xt_1 + e+ OépXt_p (41)

onde {¢;} € uma sequéncia de variaveis aleatérias ndo correlacionadas, e todas as
raizes do polindmio autorregressivo estao fora do circulo unitario, isto €, A(z) = 1 —

mz—---—ayz’ paratodo z € Ctalque |z [< 1.

O critério automatico de sele¢ao de ordem Erro de Predigéo Final, FPE, proposto por
Akaike (1969, 1970), se define como um estimador da predicdo a 1-passo a frente
do erro médio quadratico na realizacao de um processo Y;, independente daquele

observado e utilizado na estimagédo dos parametros.

. T A . y . . n
Sejaa = [071, e ,&p] e 6% os estimadores de maxima verosimilhanga dos parametros

do processo Y;. O preditor linear 1-passo a frente de Xy, € dado por
Xnnt = G Xn + -+ + & Xns1-p
Entédo o erro médio quadratico da predicao é
E|(Xna1 = Kya)?| = 02 + E[(@ - ) Ry(@ - )],

onde

[Rp]i,j =E [XiXJ'] ’ Lj=1,-,p,

T
€ a matriz de covariancia do processo AR(p) e a = (al ap) é o vetor dos co-
eficientes. Recorrendo a distribuicdo normal assintética dos estimadores de maxima
verosimilhanga, vn(a —a) ~ N(0,07R,"), segue-se que (N/o?)(@ — @)"R,(a — @) ~ x;.

Ainda N&7/07 ~ X3,

Entao a predicédo do erro médio quadratico pode ser estimado por

N+p
_ A2
FPE(p) = GE(N_p),
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que define o critério proposto por Akaike. Assim, para implementar este método,
calcula-se o FPE para cada modelo candidato e se seleciona o modelo cujo este

valor € minimo.

Outro critério de selecado de ordem é o Critério de Informagédo de Akaike, AIC, tam-
bém porposto por Akaike (1973, 1974)[11], que se vé€ como uma aproximag¢ao nao
enviesada da informacao esperada de Kullback-Leibler (Kullback & Leibler, 1951) de

um modelo ajustado relativa ao verdadeiro modelo.

Nota-se que se X é um conjunto de n observagoes, gerado por um determinado mo-
delo, com funcéo de distribuigéo & e cujo vetor dos parametros é 60, e se g é a dis-
tribuicdo do modelo candidato a representar este conjunto de dados, com vetor dos
parametros 0, a informacao de Kullback-Leibler entre estes dois modelos se define

por

+00

f W6, | X) 1og(h(6° | X))dX (4.2)

1. h) 201X

—00

+00 +00

| 1601 X108 160 1 300X - [ (60 0 1ogz(@ 1 30X (43

Eo [log(h(6o | X))] — Eo [log(h(0 | X))] (4.4)

onde E, representa a esperanca sob o verdadeiro modelo.

A informacao de Kullback-Leibler pode ser aproximada pela discrepancia de Kullback-
Leibler, isto &,
d(h, g) = Eo[-210g(g(0 | X))] (4.5)

pois a primeira esperanga em 4.4 tem um valor constante independentemente da

forma da distribui¢do candidata g(6 | X).

Se Y é uma realizacdo independente do verdadeiro processo e X, um conjunto de
N observacgoes de um processo Gaussiano AR de média nula, com o vetor dos pa-
rametros 0y = (a1, ,ap, 0?) e estimador de maxima verosimilhanga Ox, a funcado

log-verosimilhanca associada a X €

log(L(6; X)) = 1(6; X) = —% log(2mto?) — %log(detRp) — ZLGZSX(Q)'
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onde R, € uma matriz de covariancia do processo AR(p) e

N (X.— X\
sx0)= Y, =
-

j=1
€ a soma ponderada do quadrado dos erros de predicao a 1-passo a frente.

Segundo Akaike (1973, 1974), —21og(L(6; X)) pode ser considerado como um estima-

dor enviesado da discrepancia de Kullback-Leibler, 4.5, e pode escrever-se que
~21og(L(6; Y)) = —21log(L(6; X)) + % (Sy(0) — Sx(0))
Como E[Sx(0x)] = E[Sy(8y)], entdo
E[Sy(0x)] — E[Sx(6x)] = E[Sy(Ox)] — E[Sy(O)].

Considerando a expansao em série de Taylor de Sy(éx) e tendo em contaque X e Y

sao mutuamente independentes, vé-se que

E[Sy(0x)] — E[Sx(0x)] 0ZE[Ox — 6o]"J(60)E[Ox — Oo]

Q

+ 02E[Oy — 6o]"J(00)E[Oy — 6o]

20%k,

onde | € uma matriz de informacé&o de Fisher e k € o nUmero de parametros do vetor
dos estimadores, ou seja, k = p + 1 no caso autorregressivo com variancia de ruido

desconhecido.

Assim, seleciona-se a ordem p que minimiza o seguinte critério
AIC(p) = Nlog(6%) +2(p + 1)

que é uma estimativa ndo enviesada da discrepancia esperada de Kullback-Leibler,
quando o tamanho da amostra € relativamente grande e a ordem p € comparativa-
mente pequena. Define-se ainda uma verséo corrigida deste critério, denotado AICC,

que pode ser escrito como a soma do AIC e um termo nao estocastico e toma em



4.3 SELECAO DE ORDEM AUTORREGRESSIVA 69

consideracao o tamanho da amostra, essencialmente, através do aumento da pena-
lidade relativa para modelos de amostras pequenas. Utilizou-se o critério de Whittle
[22] para aproximar a verosimilhanca através da funcédo de densidade espectral do

modelo e viu-se que

+7

Nlog(Zn)+%flog(g9(cu))

Tt

E[-210g(L(0))] ~ d(f, &)

fQO(w)d
go(w

w

onde d(.,.) é discrepancia de Kullback-Leibler utilizado como aproximagéao da infor-
macao de Kullback-Leibler, fy,(w) e go(w) sdo densidades dos modelos verdadeiro e

candidato, com parametros 0, e 6, respetivamente.

Se se assume que as aproximagdes incluem o verdadeiro modelo e, como os es-
timadores de Yule-Walker sdo normais, Hurvich e Tsai (1989) [9] mostraram que a
esperanga da discrepancia de Kullback-Leibler entre a densidade especitral, f, e a
estimativa de um candidato f é dada por

2 A AT A
ELA(f, f)/N] = Ellog(e?)] + E| L@ - R(@ =)

52

onde 67 é um estimador de o2, & é o estimador dos parametros de Yule-Walker e R,
€ a matriz de covaridncia do modelo candidato. Utilizando a distribuicdo assintética
normal dos estimadores de Yule-Walker, VN(@ — ) ~ N(0,0%R;") e N&?/o? ~ Xy

para N grande, a esperanca da discrepancia de Kullback-Leibler pode ser escrito por

R 1+p/N
_ ~2
E[d(f, f)/N1 = Ellog(@)] + T—- -5
Assim o critério AICC é dado por
AICC(p) = N log(52 +Nﬂ

e o valor de p que minimiza o critério é escolhido.
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4.3 Selecao de ordem nos modelos INAR

Suponhamos que se pretende ajustar uma série temporal de valores inteiros ndo ne-
gativos, através de um modelo INAR e que a melhor ordem p deve ser selecionada.
A interpretacdo de > como variancia do erro de predi¢édo a 1-passo ou, ainda, como
variancia dos residuos para os modelos AR n&do tem analogia com o caso de mode-
los INAR, pelo que nao se pode selecionar a ordem verdadeira de um modelo INAR

recorrendo ao uso dos critérios expostos anteriormente.

Assim, em caso de utilizacdo do modelo INAR, a solugao [22] consiste em deduzir um
critério do tipo AICC em que, através da funcédo de densidade espectral, considera-se
uma aproximacao da funcao de verosimilhanca proposta por Whittle (1953) e usual-

mente designada por critério de Whittle.

Se Xi,---, X, sao observacdes de um processo estacionario, cujas funcoes de au-
tocovariancia é de densidade espectral sdo R(k) e f(w), respetivamente, e seja g(w)
uma funcao par, ndo negativa e integravel em [—m, 7t], uma aproximacao para a log-
verosimilhanga, I(g), é tal que (Hurvich & Tsai (1989)), conforme consultado em Silva
e Silva [21],

Tt

—-2I(g) ~ nlog(2m) + % flog(g(w)) +

-7

Ly(w)

g(w) dw

2ntn

n .

onde I,(w) é o periodograma definido por I,(w) = 5= | Y. X! |*>. Como o periodo-
t=1

grama € um estimador assimptoticamente céntrico da funcdo de densidade espectral,

f(w), tem-se que

Tt

E[-219) = d(f,9) = nlog2m) + 3+ [ (1og(g(w)) + fg%)dw,

€ uma aproximagao do indice de Kullback-Leibler.

Suponha-se que o0 modelo aproximante é da forma INAR(p), cujo vetor de parametros

& =[-1,a, - ,4,]", . e 62 é estimado, por exemplo, através do método de minimos
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quadrados condicionais. O espectro estimado por

fA(cu):i Vy P, comV,=62+X Zp:ﬁk
27—( | 1 - Zz:l &ke_iwk ’ P ¢ k=1 ’

onde B(k) é o estimador da variancia de série de contagem envolvida no k-ésimo

operador thinning, a(k) o X, «, k=1,--- ,p € X é a média amostral.

Admitindo que a familia de modelos aproximante inclui o modelo verdadeiro, que é do
tipo INAR(p) com coeficientes a = [-1, a1, -+, a,]", endo as equagdes do tipo de Yule-
Walker sao satisfeitas, R,a = [-V, 0 --- 0]", escrevendo R, na sua forma escalar

como

+ Xp:‘ a;R(i)

R(O) =V,
i=1
p
Rk) = aR(k—1),k>1
i=1
e na vetorial por
R(O) R(@) -+ R(p) -1 =V
R1) R@O) -+ R(p-1) ay 0
Rpa=1| ) ) X N
R(p) Rp—-1) --- R(0) @ 0

P
eV, =02+, Y, Pr
k=1
Entdo, utilizando a formula de Kolmogorov adaptada aos processos INAR(p), V, =

2mexp l f log(f (w))da)] [22] para os modelos AR, e as propriedades das equacgdes de
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Yule-Walker, tem-se que

Efllog(2m)] + LE f(logf(a)) + ;E ;)

n

E[d(ﬁf)]

— - p .
= E log(Vp) +E f(a) |1 - Z &' ? dew
) ’ k=1
= E[log(V,)] +E Lar R,a
) ’ | Vp
[V, + (@ —a)"Ry(@ — )
VP

= E _log(Vp): +E

Tentou-se determinar, ou pelo menos aproximar, o valor esperado de

V, + (@ — a)TR,(& — a)]
VP

através do método Delta ou do desenvolvimento em série de Taylor dessa expressao,

utilizando a distribuicdo normal assimptética dos estimadores dos minimos quadrados

condicionais dos parametros de um modelo INAR(p) [22]. No entanto, como a matriz

de covariancia € bastante complexa, nao foi possivel obter um termo de penalizagcédo

satisfatério no sentido de que as aproximagdes obtidas dependem dos parametros

(ai, e, 0%), da ordem do modelo a ajustar e do nimero de observagdes disponiveis.

Assim, considera-se 0 seguinte critério

+p/n

AICCipar(p) = nlog(V,) + T+ 2)/m

(4.6)

cujo termo de penalizacao seja correspondente ao critério existente para os modelos
AR.



Capitulo 5

Aplicacao a dados reais

Neste capitulo aplicamos os métodos e técnicas dos modelos INAR, apresentados no
capitulo precedente, a dois conjuntos de dados reais sobre os setores dos transportes

maritimos e a atividade dos seguros de Cabo Verde, utilizando o software R.

5.1 Transporte maritimo em Cabo Verde

Sendo a Republica de Cabo Verde um pais insular, o transporte maritimo sempre teve
um papel importante no seu desenvolvimento econémico e social, contribuindo para
a minimizagao da descontinuidade territorial e facilitando assim, a movimentagéo de
pessoas e produtos a um menor custo. No que diz respeito ao comércio exterior, 0
transporte maritimo tem sido o principal meio de aprovisionamento do mercado naci-
onal, de produtos cuja producao nacional é insuficiente, bem como na exportacao da

producéo local.

Nesta secgéo consideramos 0 numero mensal de navios estrangeiros de longo curso
e 0 numero mensal de navios nacionais de cabotagem fundeados nos portos de Cabo
Verde cujos dados sao recolhidos e compilados pela Empresa Nacional de Adminis-
tracdo dos Portos, e disponiveis a partir de Janeiro de 2007 até Dezembro de 2014. A
figura 5.1 apresenta o numero de navios de longo curso estrangeiros fundeados nos

portos.
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Figura 5.1: Numero de navios estrangeiros de longo curso fundeados

As funcdes de autocorrelacdo amostral e autocorrelacdo amostral sdo apresentados
na figura 5.2 e a sua analise sugere que o modelo possivel para esta série pode se

definir como um ruido aleatorio, apresentado da seguinte forma:

Xi=pu+eg com u =22 (5.1)
NLCFE Series NLCFE
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Figura 5.2: Fungbes de autocorrelagdo e autocorrelagdo parcial do numero de navios estran-
geiros de longo curso fundeados nos portos de Cabo Verde
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A funcao de autocorrelagao dos erros para o modelo ajustado do niumero de navios
de longo curso fundeados nos portos de Cabo Verde mostra o comportamento tipico

de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas.
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|

Figura 5.3: Funcdo de autocorrelagdo dos erros do modelo 5.1

Uma vez que estes erro tem distribuicdo de Poisson, o modelo ajustado é

Xt:22+€t

e 0s erros ¢; apresentam distribuicdo de Poisson com média A = 5.094.

Analisamos também a série do niumero mensal de navios nacionais de cabotagem
fundeados nos portos de Cabo Verde, durante este periodo, apresentada no gréafico

seguinte.

As funcbes de autocorrelagdo e autocorrelagao parcial dos dados sobre o numero
de navios nacionais de cabotagem fundeados nos portos nacionais, apresentados na
figura 5.5, e o critério AICC;,,, apontam para uma relagdo de ordem 2 para o ajusta-

mento do modelo INAR.

As estimativas dos parametros do modelo INAR(2), relativas ao niumero de navios de
cabotagem fundeados, sdo apresentados na tabela a seguir. Nota-se que os métodos
de Yule-Walker e de Minimos Quadrados Condicionais fornecem resultados similares,
apresentando principalmente estimativas de « com valores superiores aos correspon-

dentes obtidos através dos outros métodos. Inversamente, a estimativa de Maxima
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Figura 5.4: Numero de navios nacionais de cabotagem fundeados nos portos de Cabo Verde

NCFHFN Series NCFN

Figura 5.5: Fungbes de autocorrelagcdo e autocorrelagdo parcial do numero de navios nacio-
nais de cabotagem fundeados nos portos de Cabo Verde

~

Método & & A fle s

&

YW 0.19944 0.21737 8.39542 3.58490 7.66890
MQC 0.21725 0.21651 8.03722 3.57656 7.76762
MVC 0.13319 0.15789 10.18069 3.62130 7.72587
Qmv 0.15500 0.21300 9.09100 3.59213 7,64992

Tabela 5.1: Estimativa dos coeficientes do modelo INAR(2) ajustado sobre o numero mensal
de navios de cabotagem nacionais fundeados

Verosimilhanga Condicional de f1, apresenta valor superior aos outros enquanto a di-

ferenca entre &, e &, obtidos pelo método de Quase Maxima Verosimilhanga é maior.

A bondade de ajuste dos modelos é avaliada pelos residuos, através do critério defi-
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nido por

M A (M ~A(M A (M
7’5 )=Xt—01(1 )Xt—l —0((2 )Xt_Q—‘Lli. )

onde t = 3,---,96, e M representa o método utilizado. Os resultados do modelo
INAR(2) permitem concluir que, neste caso particularmente, a estimacéao pelo método
de Minimos Quadrados Condicionais € o mais apropriado para o ajuste do numero

mensal de navios de cabotagem fundeados nos portos de Cabo Verde.

5.2 Atividades de seguros

Propomos também aplicar a metodologia dos modelos INAR aos dados do setor de
seguros nomeadamente, o numero de sinistros comunicados no més, nos ramos de
acidentes e doenca e automdveis, disponiveis no Banco de Cabo Verde (BCV), de
Janeiro de 2005 a Dezembro de 2015.

A andlise da autocorrelagdo e autocorrelacdo parcial do numero de sinistros comu-
nicados mensalmente no ramo de acidentes e doengas sugerem o ajustamento da

série por um modelo INAR(5).
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Figura 5.6: Numero de sinistros comunicados no més no ramo de acidentes e doenca

Nota-se, da tabela 5.2 a similaridade dos estimadores dos métodos de Yule-Walker
e de Minimos Quadrados Ordindrios enquanto o método de Maxima verosimilhanca
Condicional apresenta estimativas maiores para . e 62. Analisando o critério de verifi-

cacao, concluimos que o método de Quase Maxima verosimilhanca € mais adequado
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AD Series AD

Figura 5.7: Funcdes de autocorrelacdo e autocorrelagdo parcial do numero de sinistros co-
municados no més - ramo de acidentes e doenca

para o ajustamento do modelo INAR(5).

Parametros YW MQC QMV
143} 0.39504 0.39678 0.22020
Qs 0.20548 0.21203 0.12980
Qas 0.13040 0.12612 0.14800
Qy 0.03476 0.03125 0.06950
Qs 0.10878 0.11214 0.16370
A 2.98070 2.58912 6.45640
fle 6.03253 6.05785 5.76581
62 27.70951 27.65054 27.75941

Tabela 5.2: Estimativa dos coeficientes do modelo INAR(5) ajustado sobre o nimero mensal
de sinistros comunicados no ramo acidentes e doengas

Apresentamos, na figura seguinte, o numero mensal de sinistros comunicados refe-

rente ao ramo transportes automoveis.
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Figura 5.8: Numero de sinistros comunicados no més - ramo transportes automoveis

A analise do critério de selecado de ordem AICC;,,, (4.6) e das fungdes de autocorre-
lacédo e autocorrelagéo parcial permite ajustar os dados por um modelo INAR(5). Na

tabela 5.3 apresentamos as estimativas dos parametros.

Auto Series AUTO

Figura 5.9: Fungées de autocorrelacdo e autocorrelagdo parcial do numero de sinistros co-
municados no més no ramo de transportes automaveis
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Parametros YW MQC QmvV
a 0.29822 0.29686 0.00301
Qs 0.09837 0.09321 0.00000
as 0.20226 0.21034 0.00313
Qy 0.00875 0.00897 0.00002
Qs 0.14581 0.15124 0.00276

A 67.90337 62.31874 275.0000
fie 36.18693 36.10169 39.21758
2 842.8730 867.1602 1026.208

Tabela 5.3: Estimativa dos coeficientes do modelo INAR(5) ajustado sobre o numero mensal
de sinistros comunicados no ramo transportes automaoveis

As estimativas de a pelo método de Quase Maxima Verosimilhanga sdo muito infe-
riores as resultantes dos outros métodos e e inversamente, para os parametros (i,
e 62, apresenta estimativas superiores. Pela andlise dos residuos conclui-se de que
o método de Quase Maxima Verosimilhanga é mais robusto para a realizacdo deste

ajustamento.



Conclusoes

Tendo esta dissertagcdo como objetivo a andlise de séries temporais discretas, estu-
damos um tipo particular de processo para séries de contagem nomeadamente, os
modelos autorregressivos com valores inteiros ndo negativos (INAR). Apresentamos,
no capitulo introdutério, e de forma descritiva, o &mbito geral de modelacdo das séries
temporais. Definimos o conceito de estacionaridade e apresentamos alguns métodos
de modelacao e estimacao dos componentes "nao estacionarios" de um modelo clas-
sico de decomposicdo de uma série. Vimos igualmente alguns métodos usuais de
analise e modelacao de séries temporais com variaveis continuas como 0s processos

autorregressivos ou Média Mével (Moving Average) e de previséao.

ApGs estabelecermos a base de andlise de séries temporais, apresentamos 0s mo-
delos autorregressivos com valores inteiros ndo negativos (INAR) com distribuicao
marginal de Poisson, os métodos de estimacao dos parametros, as suas proprieda-
des assintéticas e a sua aplicacao a dados reais. A fungcao de autocorrelagcdao de um
processo INAR é idéntica a do modelo AR apesar de terem uma média e variancia
com distribuigdo discreta. Os modelos INAR devem também satisfazer as condigdes

de estacionaridade e invertibilidade.

Da aplicacdo da metodologia dos modelos INAR em séries econdmicas de Cabo
Verde, verificamos que, a estimacao de parametros de um processo INAR, usando
os métodos de Yule-Walker e Minimos Quadrados Condicionais, apresenta resul-
tados similares. Dentre os métodos de estimacédo estudados, o de Quase Maxima
Verosimilhanga demonstra ser geralmente o mais eficiente pois, 0os estimadores de
Yule-Walker e Minimos Quadrados Condicionais parecem enviesados, enquanto as
estimativas dadas pela Quase Maxima Verosimilhanca, mais préximos do verdadeiro

valor do parametro.
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A andlise do caso pratico pode ser mais desenvolvida, estudando outras componen-
tes das séries, como por exemplo, a sazonalidade. Seria interessante comparar estes
resultados com os modelos classicos ARMA, para o caso continuo e estudar meto-
dologias de modelacao de dados de contagem do tipo INARMA, isto é, que permitem

estimar, além dos coeficientes autorregressivos, os coeficientes de média movel.
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