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Resumo

Uma companhia de seguros baseia o seu modelo de producdo no valor de uma
matéria-prima cujo custo é desconhecido no momento de producdo. De uma
forma mais directa: uma companhia “compra” sinistros e “vende” seguranga — se
uma companhia compra os sinistros a um baixo preco entdo ganha dinheiro; se
compra “caro” entdo perde dinheiro. Na cadeia de valor, uma companhia pode
contar com a lei dos grandes niumeros que mitiga a volatilidade e a incerteza de
mercado — confere seguranca na media.

Pretende-se, com este projecto, fornecer uma base de trabalho geral para
desenhar os precos de seguros néo-vida que leve em linha de conta: o risco; o
comportamento da concorréncia; e a elasticidade do clientes.

Os objectivos do projecto foram conseguidos. Assim, € apresentada uma
abordagem de analise de risco com Modelos Lineares Generalizados — tendo sido
dado especial destaque as regressdes Poisson, gama e Tweedie, sendo nesta
ltima estudada a definicdo do parametro p através da maximizacdo da evolucao
da fungao verosimilhanga. Seguidamente, estuda-se o apuramento das tarifas da
concorréncia com recurso a desenho ortogonal, Regressées Aparentemente Nao
Relacionadas com correc¢édo de ponto de massa. A avaliacdo da elasticidade dos
clientes através de Analise Conjunta € estudada em seguida tendo em conta a
oferta da concorréncia. Por fim, e através de uma abordagem de optimizacéo
tendo em conta os principios de Stackelberg é efectuada usando todos os
resultados anteriores. No final, para cada micro mercado (célula tarifaria) é
apresentado o preco 6ptimo (i.e. maximizador de receita ou de lucro) a definir por
uma seguradora, tendo em conta os custos, a oferta das congéneres e a
elasticidade dos consumidores.

S&o apresentados casos praticos reais com bases de contexto segurador.

Palavras-chave: Determinacdo de precos (seguros ndo vida), Modelos lineares
generalizados; Regressdo Box-Cox; Regressdes aparentemente nédo relacionadas;

Analise conjunta




Abstract

An insurance company bases its production model in a raw material whose cost is
unknown at the time of production. In a more direct way: a company "buys" claims
and "sell" security - if a company buys claims at low price then the insurer makes
money; buying "expensive" then loses money. In the value chain, a company can
rely on the law of large numbers that mitigates volatility and market uncertainty -
provides security on average.

It is intended with this project to provide a general approach to draw the prices of
non-life insurance that takes into account: risk/cost; competitive performance; and
the elasticity of the customers.

The project objectives were achieved. So, a risk analysis approach with
Generalized Linear Models is presented — we give special emphasis to Poisson,
gamma and Tweedie regressions, where in this last the definition of the parameter
p was study and a solution is given by maximizing the evolution of the likelihood
function. Next, we study the competition clearance problem using the orthogonal
design, Seemingly Unrelated Regressions with mass point correction. An
evaluation approach to customer elasticity subject to market environment through
Conjoint Analysis is also presented. Finally, and through Stackelberg principals, an
optimizing approach was conducted using all the outputs of the previous analysis.
At the end, for each micro market (tariff cell) an optimal price (i.e. revenue and
profit maximizing prices) is presented subjected to cost, competitive set and client
elasticity behaviour.

There are actual case studies with insurance context data bases.

Key Words: Pricing (insurance non-life), Generalized linear models; Box-Cox regression;

Seemingly unrelated regression, Conjoint analysis
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Introducéo e objectivos

1. Introducédo e objectivos

1.1. Descricdo da problematica

“Cecil Graham: What is a cynic?

Lord Darlington: A man who knows the price of everything,
and the value of nothing.

Cecil Graham: And a sentimentalist, my dear Darlington,

IS a man who sees an absurd value in everything and

i

doesn’t know the market price of any single thing.’

— Oscar Wilde, Lady Windermere's Fan

Uma companhia de seguros baseia o seu modelo de producdo no valor de uma
matéria-prima cujo custo é desconhecido no momento de producdo. De uma
forma mais directa: uma companhia “compra” sinistros e “vende” seguranga — se
uma companhia compra os sinistros a um baixo pre¢o entdo ganha dinheiro; se
compra “caro” entdo perde dinheiro. Na cadeia de valor, uma companhia pode
contar com a lei dos grandes nameros que mitiga a volatilidade e a incerteza de
mercado — confere seguranca na media.

Assim, a principal questdo de uma companhia é como avaliar o preco da compra
de sinistro*: Qual o custo de um risco? Habitualmente uma seguradora conta com
seu histdrico para estimar esse valor: analisa para o comportamento dos seus
clientes e propde um prémio que € idéntico as responsabilidades assumidas ao
qual acrescenta uma parcela para pagar os custos administrativos, de aquisicéo e
de remuneracédo accionista. Devera ainda afectar uma parcela de contingéncia, ja
gue a média garante estabilidade — mas ha surpresas.

E necesséario determinar o custo desses sinistros sendo que as companhias

habitualmente o fazem com modelos GLM — Generalized Linear Model. A margem

o problema pode ser visto ex-post: depois de ter subscrito um risco, qual o valor que uma
seguradora deve provisionar para fazer face as responsabilidades assumidas. De uma maneira
geral o problema ex-post pertence a categoria de reserving actuary e também um desafio
contabilistico e de transparéncia de mercado; o problema exposto, ex-ant, pertence a categoria de
pricing actuary e é de natureza operacional.
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é definida pela concorréncia do mercado (tendencialmente) e pelo apetite pelo
risco dos accionistas; 0os custos administrativos e de distribuicdo sdo dados do
problema afectos por economias de escala — e ndo um desafio na determinacao

do prémio.

Figura 1.1 - Modelo de determinacgéo do pre¢o normalmente aplicado pelas seguradoras

Prémio de Risco (Frequéncia * Custo Médio)

Contingency Loading (Resseguro)

Custo Administrativo e de Aquisicéo

Margem Accionista

Fonte: autor

Mas sera essa a melhor forma de definir um preco de um produto? De outra
forma, o célculo actuarial® apenas permite determinar os custos de producdo, mas
nao o preco. Um qualquer manual de marketing indica que a definicdo pelos
custos ndo permite saber as tendéncias futuras e obrigam as organizagbes a
abdicar, a prazo, do seu factor de receita. De facto Mercator, j& na ed 1992,
afirmava que: “O preco é uma variavel estratégica no marketing-mix, mas € pouco

aproveitada.”

1.2. Objectivo

Pretende-se, com este projecto, fornecer uma base de trabalho geral para
desenhar os precos de seguros nao-vida que leve em linha de conta:

e 0 riSco;

2 O célculo actuarial é a disciplina que se aplica métodos de calculo financeiro e estatistica de
forma a determinar o risco e retorno em seguros.
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e 0 comportamento da concorréncia;

e a elasticidade dos clientes.

Figura 1.2 - Modelo de determinac¢éo do precgo eficiente

Prémio de Risco (Frequéncia * Custo Médio)

Contingency Loading (Resseguro) <

Disponibilidade a
pagar pelos clientes,
Tendo em atencéo a

oferta qualidade-
preco da
concorréncia

Custo Administrativo e de Aquisicéo

L Margem Accionista = Prémio - Custo

Fonte: autor

Habitualmente, na literatura os problemas s&o estudados autonomamente (sendo
que o desafio de risco é 0 mais estudado). No mundo real dos seguros, e de
acordo com a experiéncia detida pelo autor, a avaliacdo do risco pode ser mais ou
menos profunda, e o pricing final (i.e. a tarifa) apenas incorpora a concorréncia e
a elasticidade dos clientes de forma empirica. Sendo ainda mais directo, no
trabalho de divulgagdo sobre Value Based Pricing, Mohamed (2010), afirma
“[c]ritical pricing decisions are often made using arbitrary ‘this is the way we've
always done it’ methods. Companies are shortchanging themselves every day”.

Assim, e de forma sintética, 0 macro objectivo deste projecto € o de fornecer uma
metodologia de analise que permita as companhas de seguro dos ramos reais
(seguros nao vida) incorporar a elasticidade preco dos seus clientes bem como
das estratégias de pricing existentes no mercado, afastando-se assim de uma

formulacéo arcaica de definicdo de pre¢os: custo mais margem.
Os objectivos especificos deste projecto sdo, para um ramo néo vida:
a) Compreender e explicitar, de forma breve, os principais mecanismos de

formulacdo dos custos de seguro (com especial destaque para os modelos
GLM).
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b) Observar e encontrar formas incluir os precos das companhias congéneres
no modelo tarifario de uma companhia.

c) Observar e encontrar formas incluir a reaccédo dos clientes (elasticidade e
funcado reaccao/optimizacao de resultados) face as melhores ofertas.

d) Encontrar formas possiveis de optimizar (de forma muito linear/simples) os

resultados técnicos da companhia no ramo em estudo.

Para concretizar a analise o projecto sera baseado no ramo automovel.

1.3. Apresentacdo das principais ferramentas estatisticas e abordagem

metodoldgica

Esta dissertacdo, como se detalhara, baseia-se em quatro grandes ferramentas
de estatistica que cumpre destacar ainda em contexto de introdugéo. Assim tem-

-se:
e Modelos Lineares Generalizados (GLM — Generalized Linear Models);
e Desenho experimental e planos ortogonais;
o Conjoint analysis;
e Regressao de Box Cox;

e SUR — Seemingly Unrelated Regression.

Nas seccOes seguintes sera feito um breve resumo destas ferramentas, o0s
desafios metedoldgicos, sendo igualmente indicado onde nesta dissertacao pode

ser encontrado o detalhe e a respectiva fundamentacéao.

1.3.1. Modelos Lineares Generalizados

De forma a compreender/caracterizar uma variavel escalar é possivel utilizar uma
média. De forma explicita ou implicita, transforma-se uma variavel numa

constante — e esta € pela sua natureza muito mais facil de compreender: é

apenas um numero. Esta transformacao tem um custo: a perda de variabilidade é
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por vezes excessiva. Assim, além da média, um modesto analista apresenta
igualmente uma medida de dispersdo, como a variancia ou o desvio-padrdo, que
traduz o quanto se perdeu no processo de transformar uma varidvel numa

constante.

No entanto, a quantificacdo do quanto se perdeu nédo resolve o problema: estes
dois conceitos fazem terraplanagem da informacéo, limitando por vezes a
compreensao dos fendbmenos que se pretende estudar. Ha por vezes uma
heterogeneidade nos dados que tem de ser explicitada se se quiser compreender

com rigor um determinado fenémeno.

O conceito de regressao resolve este problema. O modelo de regresséo o que faz
€ avaliar a média em cada situacdo, apresentando igualmente uma medida de
dispersdo como o custo dessa regressao. Repare-se, num modelo de regressao

h& duas componentes:

I Um vector aleatério Y = (Y3,...,Y,) com uma distribuicdo que
envolve um vector de parametros desconhecidos u = (uyq, ..., Un)’-
il. Uma relacdo entre u e um vector de parametros g = (8, ..., Bx)’, da

forma u = f(B), onde f(.) é funcdo uma continua e univoca.

Seguindo a terminologia de Jgrgensen (1989), estas duas componentes s&o
designadas, respectivamente, como a componente aleatéria e a componente
sistematica do modelo. Enquanto a componente aleatéria do modelo é
compreendida num dado contexto, o ingrediente (ii) € designado como modelo. O
vector aleatdrio Y € designado como a resposta e a distribuicdo de Y ou de Y; é
designada a distribuicdo do erro. A componente aleatéria pode traduzir qualquer
processo estocastico, incluindo os erros de medida. A funcdo f(.) € designada
como a funcdo de regressdo e os parametros B sdo designados como 0s
parametros de regressao. Todo este sistema de vectores e distribuicdes permite
definir a média para cada Y; sobre as condi¢des de u; isto é: E(Y;|u). A disperséo
associada a E (Y;|u) indicard uma medida de qualidade de ajustamento.

Uma classe importante dos modelos de regressao da-se quando:
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gu) =n;,comi=1,..,n

k .
N = Xj1 % Bjpcomi=1,..,n.

A funcéo g(.) continua e univoca é chamada de func¢éo ligacdo (ou link function).
Os x;; sdo constantes designadas por covariaveis ou variaveis explicativas. A
matriz X = {x;;} é designada como matriz desenho (design matrix) do modelo. Um
modelo desta forma diz-se linear. Quando g(.) € uma func¢éo identidade e a
distribuicdo de Y é homocedastica ou mesmo normal esta-se perante o modelo de
regressdo linear (simples). Habitualmente este caso simples € estimado pela
minimizacdo dos minimos quadrados dos residuos ou por maxima
verosimilhanca.

Porém, como sera visto no capitulo 3 é possivel questionar a tipologia da funcéo
g(.) e a distribuicdo associada a Y. Em relagdo a este ultimo, uma forma muito
conveniente de apurar a heterogeneidade dos dados é assumir que a distribuicao

Y é definida por uma funcéo de probabilidade da seguinte férmula:

p(¥,6,4) = a(d,y) exp[A{yf — k(6)}], comy € R

Sendo que «(.) e k(.) designam funcbes, A >0 e 6 variam num determinado
dominio real, a definir. Assim, diz-se que Y~ED (u, o), onde ED designa o modelo
exponencial (exponential distribution, na designacdo em inglés), u = k'(6) é o
valor esperado de Y e g% =1/ 1 é o parametro de dispersdo. Note-se que este
modelo ED retrata o modelo de familias de distribuicdo exponenciais, onde a
distribuicdo normal, Poisson, gama e outras distribuicbes comuns fazem parte.

Ao longo do capitulo 3 alguns casos especiais destes modelos serdo estudados
com detalhe de forma a explicar os custos da actividade seguradora (0 contexto
de aplicacdo destes conceitos na tese). Como afirma Jgrgensen (1989), o
objectivo de uma analise estatistica € encontrar o modelo estatistico adequado,
avaliar a qualidade do ajustamento, estimar os parametros desconhecidos do
modelo e testar a hipétese nula associada a relevancia dos parametros. Neste
projecto, o processo de estimacdo dos parametros para cada um dos casos

estudados (Poisson, gama e Tweedie) sera distinto de forma a trabalhar a
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interpretacdo, fazer pequenos ajustes ao processo de estimagao de forma garantir
uma melhor capacidade de previsdo e de compreensdo dos fenomenos e de
ajusta-lo a pratica seguradora.

O caso geral ndo deixara de ser estudado (ainda que de forma mais breve) ja que
a regressao Tweedie é um processo gerador de dados que engloba a distribuicao
de Poisson e gama. No entanto, € necessario apurar o parametro p caracterizador
desta distribuicdo (parametro que esta ligado a variancia como se vera adiante).
De facto tem-se que um ED pode (Jgrgensen (1989)) ser caracterizado pela sua

funcao de variancia:

V(Y)=0?=¢V(w.

Sendo que 0s casos especiais de

V (Y) = 0? = ¢puP, para p distintos

assumem uma classe muito importante. Esta classe de modelos de dispersao

assume formas muito conhecidas:

e Comp = 0,tem-se um processo gerador de dados normal;
e Comp = 1, tem-se um processo gerador de dados de Poisson;
e Comp = 2,tem-se um processo gerador de dados de gama; e

e Comp = 3, tem-se um processo gerador de dados de Gaussiano inverso.

Para outros valores de p é possivel ter outras distribuicdes:
e Comp > 2, tem-se um processo gerador de dados de positivo e estavel; e

e Comp = oo, tem-se um processo gerador de dados extremamente estavel.
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Para0 < p < 1 nado ha nenhum modelo Tweedie.

H&, no entanto, uma forte desvantagem num modelo de dispersdo exponencial:
aparte dos modelos mais conhecidos, com p =1,2 e 3, a distribuicdo Tweedie
nao tem uma funcdo densidade que possa ser escrita de uma forma fechada.
Este parametro p é assim definido exogenamente antes do processo de
estimacdo. Nesta dissertacdo serd dada uma indicagdo computacional de como
se pode obter o pardmetro p através da maximizacdo da evolugdo da funcéo

verosimilhanca.

Os modelos lineares generalizados sao analisados com cuidado ao longo do
capitulo 3, e em parte ao longo do capitulo 4, no que diz respeito a sua aplicacédo
ao desenho experimental das companhias congéneres.

Fica por estudar o que acontece se aplicarmos um modelo Tweedie num contexto

de suposto de processos geradores de Poisson e Gama.

1.3.2. Desenho experimental e planos ortogonais

Experiéncias sdo estudos em condigcbes controladas em que uma ou mais
variaveis podem ser manipuladas para testar uma hipotese associada a uma
variavel dependente. As experiéncias sao assim investigacdes no qual é exigido o
envolvimento activo do analista.

O principio chave do desenho experimental é a manipulacdo de uma variavel de
tratamento (habitualmente designada por x), seguida da varidvel de resposta
(habitualmente designada por y). Se uma alteracdo de x € acompanhada por uma
alteracdo de y; é tentador afirmar que x provoca y. Porém, esta inferéncia de
causalidade é infirmada. A estatistica pode afirmar que duas varidveis estédo
associadas (medidas de correlacdo, medida de associacdo, qui-quadrado, etc.),
mas ndo consegue afirmar se duas variaveis estdo ligadas com uma relacéo
causal. E uma condicdo prévia (isto é necessaria), mas ndo suficiente para
garantir a causalidade. Além da correlacdo ou associacdo, ha ainda que
considerar a sequéncia temporal (a causa precede o efeito), a teoria e, sobretudo,

ndo haver outra explicacéo plausivel.




Introducéo e objectivos

Evidentemente que o que se pretende no desenho experimental é concluir, em
ambiente controlado e com o minimo esforco possivel, as relacdes entre as
variaveis de forma a verificar as condi¢cdes indicadas acima: associacao,
causalidade temporal, hipéteses que sustentam a teoria. Igualmente tem-se que a
experiéncia maior sera a realidade, mas esta poderd ndo dar todas as relacdes
possiveis e por vezes contem demasiado ruido para uma conclusédo
fundamentada. Em qualquer caso, quando os dados parecem mostrar que ha
uma relacdo linear € possivel tentar obter um modelo de regressdo que se
aproxime da relagdo apurada. Se ao analisar os dados for evidente que ha uma
relacdo ‘semelhante’ a apresentada abaixo:

Y = BX + erro.
o estimador dos minimos quadrados (B) é habitualmente obtido através:

Minu'u=(y-9'(y-¥)
B

onde a notacdo é a habitual: u os residuos, y a variavel objectivo e § o0 modelo
estimado, X as variaveis explicativas e B o vector dos coeficientes a estimar. Para
resolver este problema é preciso assumir as condi¢des 1 a 4:

e Condicéo 1: Linearidade nos parametros: O modelo tem de ser linear nos
parametros.

e Condicao 2: Valores de X sao fixados numa amostragem repetida. (Mais
tecnicamente, X é assumido como sendo nao estocastico)

e Condicdo 3: Erro ndo esta correlacionado com as variaveis explicativas:
E(uilX) =0. A esta hipotese também se designa por exogenidade
condicionada.

e Condicédo 4: Auséncia de perfeita multicolinearidade, isto € que a matriz X'X

é invertivel.

Assim, tem-se:
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Min u'u = (y — XB) (y — XB) = y'y — XBy' — B'X'y + B'X'XB.
B!

Nestas condic¢des, tem-se as habituais condi¢cdes de primeira ordem:
a.

5 =0~ 2X'y +2X'XB=0

que permitem derivar o estimador dos minimos quadrados:
B=XX)"XYy

Este resultado ndo obriga a nenhuma condicdo sobre os erros ou residuos. A
Unica condicao sobre o comportamento dos residuos (exogenidade E(u|X) = 0) é

apenas necessaria para garantir a centragem. Repare-se que:

B=XxX)"Xy

= X'’X)"IX'(XB + u)
= X'X)"I(X'X)B+u
=B+ X'X)"lu

Aplicando o operador valor esperado, tem-se:
E(BIX) = E(B+ X'X)"ulX)
=B + E(X'X)"1u|X)
=B+ X'X)"1E(u|X).
Sob a hipotese classica de exogenidade condicionada, tem-se que E(u|X) = 0:
E@IX) =B
Em desenho experimental é possivel levar ao extremo a condicdo de

exogeneidade condicionada. Tal como ja indicado, num desenho experimental

pretende-se maximizar a poténcia dos testes amostrais de forma a concluir com o

10
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maximo de seguranca possivel e com o menor esforgo possivel - leia-se a menor
amostra. Para tal € necesséario garantir que o processo € eficiente, isto é que o

desvio padréo associado a cada uma das estimativas dos betas € minimo:

Minvar(g) = o(X’X)7?
X

Ou seja, se se quiser ter uma estimativa eficiente é possivel apostar em ter o
namero de casos suficiente para estimar a regressdo e que cada um dos
elementos da diagonal da matriz (X’X)~! seja minimo (assumimos que ndo ha
qualquer efeito de interaccao).

A melhor forma de o fazer é garantir que a matriz (X'’X)~! seja apenas preenchida
na diagonal — que ndo haja qualquer correlagcéo entre os diferentes elementos de
X. Nesse caso, diz-se que a matriz (X’X)~! é ortogonal. Ou seja, ao invés de se

apostar em ter um estimador:
B=XX"Xy
com base em X aleatérios, € possivel ter:

B=1Xy

onde X foi desenhado com cuidado de forma a ter (X'X)™! = (X'X) = 1. Desta
forma, os valores de B sdo muito faceis de estimar e com a variancia minima.
Nesta tese o desenho ortogonal € aplicado em diferentes contextos:
e Pretende-se recolher o processo gerador de tarifas de véarias seguradoras.
O numero de combinacbes € demasiado extenso e ha demasiadas
idiossincrasias para deixar que a compreensao deste processo seja com
base a recolhas de precos aleatorios.
e O mesmo principio de desenho é aplicado para compreender e prever as
preferéncias dos consumidores numa aplicagdo pratica do teorema da

preferéncia revelada desenvolvido por Samuelson em 1938 e que nho

11
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marketing research pode ser quantificado por conjoint analysis
desenvolvido por Green & Wind (1975).

1.3.2.1 Conjoint analysis

Por forma a descrever as escolhas dos consumidores quando estes se deparam
com diferentes possibilidades de consumo, os economistas desenvolveram o
conceito de utilidade. A utilidade significa o proveito/prazer que uma pessoa
obtém do consumo de um bem/servigco. Como tal, a utilidade ndo se trata de um
conceito preciso, observavel e mensuravel, mas sim de uma abstrac¢cao tedrica
que permite explicar a forma como os consumidores racionais tomam as suas
decisBes. Os economistas e marketeers assumem ainda que cada produto ou
bem pode ser ainda decomposto em dimensdes, cada uma com 0 seu impacto na
utilidade, dependendo do consumidor. Assim sendo, e assumindo que 0s
individuos s&o racionais, estes deverdo efectuar as suas escolhas de modo a
obter a maior utilidade possivel.

A abordagem metodologica de conjoint analysis €, na prética, idéntica a
abordagem de desenho experimental vista na seccdo anterior e materializa o
conceito de utilidade na escolha dos consumidores: Os inquiridos serdo
confrontados com um leque de possiveis conceitos. Cada um destes sera
suficientemente semelhante para ser considerado como um substituto, mas
suficientemente distinto, para que os inquiridos possam claramente revelar uma
preferéncia. Este leque de possiveis conceitos é definido com base em desenhos
ortogonais.

As respostas dos individuos (y) irdo permitir através de uma regressao entender a
importancia de cada dimensdo em analise e desenhar a solucdo (x) que melhor
satisfaz as suas preferéncias.

Para efeitos de modelacao, considera-se que a utilidade (dada por y) associada a
cada produto segue uma distribuicdo logistica (semelhante a normal) e que a
percentagem normalizada desse valor indica a quota de preferéncia do mesmo
produto. No final é possivel determinar uma curva de procura, tendo em conta a
oferta da concorréncia e a elasticidade dos clientes aos diferentes atributos que
compdem o produto.

12
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O estudo desta ferramenta é efectuado com detalhe no capitulo 5.

1.3.3. Regressao de Box Cox

A regressdo Box Cox ocupa um especial destaque nesta dissertacdo. De forma a
apurar o processo gerador de tarifas das companhias ndo basta ter um desenho
experimental eficiente. A compreensdo da forma funcional € fundamental para o
sucesso deste designio.

Como sera estudado no capitulo 3, o processo gerador de tarifas de uma
seguradora combina a distribuicdo de Poisson e gama, e que estes dois ‘efeitos’
se traduzem numa distribuicdo Tweedie. E esta distribuicdo depende de um
parametro caracterizador p que é dificil de apurar. Esta dificuldade advém do
facto de que a distribuicdo Tweedie ndo tem uma solucdo fechada para p.
Estando num contexto de desenho experimental, é dificil sustentar que a evolugéo
da verosimilhanca ou da soma dos quadrados dos residuos, possa dar uma
indicacdo deste parametro.

Neste projecto optou-se assim para a captura do processo gerador de tarifas das
companhias seguradoras congéneres pela regressdo de Box-Cox. Este
expediente estatistico baseia-se na ideia de que a varidvel dependente pode ser

transformada, de y para y®:

A
) — yTlparaA 0
log(y) parad =0

de forma a assumir diferentes formulagbes e nesse sentido acompanhar
distribuices menos ortodoxas da varidvel dependente. Box & Cox (1964) referem
gue por vezes é preferivel ter simplicidade na compreensao de alguns fenémenos
a conta de algum possivel enviesamento.

Ao longo do capitulo 4 esta solucdo pragmatica € estudada sendo indicado como
se pode identificar qual a transformacédo mais adequada dentro da familia Box-

-Cox.

13
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Uma melhoria a esta transformacéo € igualmente estudada (Wooldridge (2003)) ja
que com esta transformacdo o ponto de massa da distribuicdo € alterado,
podendo causar pequenos enviesamentos na estimativa.

Por fim, € ainda de salientar que um caso pratico, com uma base de dados real é

apresentada no final do capitulo 4.

1.3.4. SUR — Seemingly Unrelated Regression

E razoavel assumir que cada companhia de Seguros apresenta o seu modelo
gerador de tarifas autbnomo — cada uma terd o seu modelo. Mas sera que essa
autonomia significa de facto independéncia? Estando a aplicar os seus modelos a
uma realidade semelhante é natural que as companhias cheguem a modelos
proximos, mas ndo necessariamente iguais. Da mesma forma, os erros das
diferentes companhias deverao estar correlacionados.

O modelo SUR - Seemingly Unrelated Regression tenta aproveitar esta
informacdo. Se se considerar apenas duas companhias, 0 que se esta a dizer é

gue o modelo em causa em vez de ser descrito como:

] [0 XZ] ]J’[:ﬂ

ou ainda como: Y = X + e, onde:
1
]_e N[ (01 r 0 >=W]=e~ED(O,W)
oyl

pode ser escrito como:

=5 e[+ e

onde

o] = e |(9). (S ) = w| = e~Ep 0. W),

14
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Seguindo Griffiths, Hill & Judge (1993) e Zellner (1962) tem-se por maxima

verosimilhanca que:

B = (XWX)"1X'y

- [Xl 0] [0111T 0121T] [ ] 'X1 0]’ }’1]
0 Xz 0'2111' 0'2211' 0 X2 0 XZ Y2
1-1
] [31'6111' ez 3111'] X, 0 ]’ }’1]
O X2l |ey'e, 1y ez ‘el 0 XZ 0 X110y

Cov(B) = (X'W~1x)!

Uma apresentacdo mais tranquila deste estimador é feita no capitulo 4, sendo um

caso pratico, com uma base de dados real é apresentada no final deste capitulo.

1.3.5. Organizacdo do documento

A abordagem metodoldgica seguida sera a seguinte:

Determinacdo dos prémios puros por Segmento de risco/Tariff cell
(Capitulos 2 e 3), sendo que no capitulo sera dado especial destaque aos
modelos GLM;

Determinacdo dos prémios das congéneres (Capitulo 4), sendo dado
especial destaque ao desenho experimental, a regressdo Box-Cox, e ao
modelo SUR;

Apuramento das elasticidades (Capitulo 5) com o estudo da metodologia
de conjoint analysis;

Optimizacdo e definicdo da estratégia de pricing (Capitulo 6) com estudo
das curvas de procura e do modelo de consolidacédo de todos estes temas;

Conclusbes (Capitulo 7).

A imagem seguinte traduz a abordagem realizada, sendo que 0s termos técnicos

ai referidos serao definidos nos capitulos relevantes.
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Figura 1.3 - Abordagem proposta

Determinacio dos prémios puros Determinacio dos prémios das
(por Segmento de risco/Tariff cell) congéneres
(por Segmento de risco/Tariff cell)

Generalized Linear Model

e e ou Box-Cox+ SUR+Ponto de Massa

Optimizacao de preco
(por Segmento Estratégico)

Determinaciao de elasticidade

Conjoint Analysis

Optimizacao e definicio da
estratégia de pricing

Maximizacao do lucro
Maximizacio da receita

Fonte: autor

Note-se que a estrutura de trabalho onde se combinam as ferramentas
estatisticas e se define o preco baseado no valor a cliente € uma grelha/tabela
baseada no conceito de tariff cell (combinacdo das caracteristicas de seguros,
objectos seguros e especificidades regionais), conforme pode ser visto na tabela
abaixo.

O processo de optimizacao/definicdo do pregco a cobrar é feito por linha levando
em linha de conta a procura, que € definida pela metodologia de conjoint analysis
e condicionada a oferta das companhas congéneres, apuradas com a
metodologia SUR, e tendo em causa os prémios de risco e custos definidos pelos

modelos GLM.
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Tabela 1.1 - Tabela sintese das condi¢des de mercado

Segmento | Prémio de o e Quota | Quota | Quota | Profit | Revenu
) ) Prémio Prémio

de risco/ risco ] ] pref.— | pref.— | pref. - max. e max.
) Cia A Ciaz ) )

Tariff cell (custos) Phigh Pwm PLow price price

1

2

m-ésimo

Fonte: autor

1.4. Softwares utilizados

Sempre que foi necesséario concretizar alguns aspectos praticos desta tese
recorreu-se ao R (R x64 3.1.3) e ao R Studio (vs 0.98.1103). Os pacotes utlizados

foram:
1. DoE.base (vs 0.27): para o calculo do desenho ortogonal;
2. dummies (vs 1.5.6): para a criagdo automatica de varidveis dummies;
3. MASS (vs 7.3-39): para a regressao Box-Cox;
4. Rcmdr (vs 2.1-7): para geragcdo das distribuicbes Poisson, gama e

respectivas regressoes;
5. statmod (vs 1.4.21): para a distribuicdo e regressédo Tweedie;

6. systemfit (vs 1.1-16): para aplicacdo do modelo SUR.

Para verificar os calculos do modelo SUR recorreu-se pontualmente ao STATA
11.

Em termos de conjoint analysis utilizou-se 0 SPSS vs 20. Infelizmente ndo ha a
data uma aplicacdo no R cran com esta metodologia.

Para a determinacéo da curva de procura e do preco Optimo recorreu-se a folha
de célculo (MS EXCEL), ja que uma visualizagcdo grafica é fundamental para a
operacionaliza¢dao da metodologia apresentada.

As bases de dados e a programacédo em R séo disponibilizadas em anexo.
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2. Breve indicacdo de mecanismos de constru¢do dos modelos tarifarios

De acordo com o Guia de Seguros (2013), do ISP — Instituto de Seguros de
Portugal, a entidade reguladora dos seguros em Portugal, actualmente com a
designacdo ASF — Autoridade de Supervisdo de Seguros e Fundos de Pensdes —
“[o] contrato de seguro € um acordo através do qual o segurador assume a
cobertura de determinados riscos, comprometendo-se a satisfazer as
indemnizacdes ou a pagar o capital seguro em caso de ocorréncia de sinistro, nos
termos acordados. Em contrapartida, a pessoa ou entidade que celebra o seguro
(o tomador do seguro) fica obrigada a pagar ao segurador o prémio
correspondente, ou seja, o custo do seguro”.

O conceito de prémio que o regulador apresenta, e tal como ja referido, ndo é
mais do que custo do seguro e deve corresponder, grosso modo, ao valor
esperado das indemnizacBes. A diferenca entre o custo e o prémio reside
fundamentalmente na necessidade da seguradora fazer reflectir, no prémio, os
custos de gestdo e a margem exigida/desejada pelo accionista. Estes loadings
(custos de gestdo e margem) ndo serdo analisados nesta tese, serdo apenas
parcelas a ser acrescentadas a tarifa final comercial.

Neste capitulo, s6 serd analisado o prémio puro, aguele que representa o0 custo
da indemnizagdo associado ao risco subscrito. Desta forma, ao olhar para o
mercado uma companhia tem de assumir a responsabilidade por um risco pelo
qual ndo sabe se o seu verdadeiro custo. Para estimar esse custo, a Companhia
segue as seguintes etapas: (i) analisa os factores de risco, (i) define uma
variavel-chave que traduz o risco envolvido e (iii) desenvolve uma metodologia de

calculo que associa os factores de risco a variavel-chave.

2.1. Factores de risco

Em cada apdlice — contrato que formaliza a aceitacdo do risco sob determinadas
condicdes — o prémio é determinado pelo valor de determinadas varidveis que se
designam: factores de risco ou rating factors. Para estimar a relacdo entre estes
factores de risco e o prémio, os factores de risco sdo habitualmente classificados
em trés categoriais:

e Caracteristicas dos segurados;
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e Caracteristicas dos riscos seguros;

 Especificidades regionais® ou de contexto genérico.

Uma analise elementar poderia sugerir que estas caracteristicas e especificidades
entrassem no modelo de acordo com a sua natureza — sendo mais especifico, se
fossem variaveis continuas deveriam entrar como variaveis continuas; se forem
binarias, ou ordinais, deveriam entrar com essa natureza.

Porém, de uma maneira geral, todas as variaveis entram de forma categorica.
Ohlsson & Johansson (2010) defendem que esta metodologia de traduzir os
factores de risco reside no facto de nos “old days the tariff was a price list on
paper”’; onde a cada combinacao de factor-nivel estavam associados uns pontos
cuja soma total se traduzia num preco.

Mas ha outras vantagens na discretizacdo dos factores, por exemplo € mais facil
compreender/retractar formas nao lineares e sobretudo, compreender o problema
de seleccédo adversa. Como exemplifica Siddigi (2005), no contexto de modelos
de scoring para a actividade bancaria, com a categorizagdo € possivel
compreender por que motivo um segmento de risco ou tariff cell (combinagao das
caracteristicas de seguros, objectos seguros e especificidades regionais) nao
pode suportar 0s riscos de outro segmento. Ou seja, em mercados liberalizados,
como sdo, de uma maneira geral, 0s seguros, nao é possivel ter um prémio puro
médio idéntico para varios segmentos; ja que podendo discriminar bem o0s
clientes por segmento de risco, uma outra seguradora poderia oferecer uma tarifa
mais adequada para um segmento especifico e ter lucro, ao mesmo tempo que
deixava os clientes com risco acima da média na companhia inicial. Este conceito
€ muito importante e explica por que motivo ndo € possivel ter um prémio médio
em Varios segmentos ou permitir subsidiacdo cruzada entre segmentos em
mercados competitivos (i.e. onde ha liberdade comercial de atrair e apostar em

diferentes segmentos). Assim, as companhias de seguro tentam ajustar os

® Este projecto centra-se sobretudo em ramos particulares ndo-vida, e sempre que necessario no
ramo automével. Para ramos empresariais deverdo considerar-se 0s ramos regionais.
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segmentos de risco a planos de segmentacdo/marketing e a diferentes planos
tarifarios.

Sistematizando, por haver alguma racionalidade e alguma tradicdo de mercado os
factores de risco de uma maneira geral sdo categorizados ou alvo de uma

discretizagéo.

Tabela 2.1 - Exemplo de construcédo de tariff cell

Covariates
Segmento de Zona Duracéo
~ Frequéncia
risco/Tariff cell Relagdo peso Idade (Exposicéo) a
poténcia
N1/N2/N3
1 Nivel 11 Nivel 21 Nivel 31 A definir A definir
2 Nivel 12 Nivel 22 Nivel 32 A definir A definir
3 Nivel 13 Nivel 23 Nivel 33 A definir A definir

Fonte: autor

2.2. Variavel chave

Ja foi analisado, ainda de que de forma ndo exaustiva, quais as variaveis que
poderiam traduzir o risco de uma apodlice de seguro. Mas nao foi, porém,
explicitada qual a variavel objectivo que traduzira o risco.

Assim, é necessario definir alguns conceitos basicos (Ohlsson & Johansson
(2010)):

e Duracdo da apdlice (duration of a policy): é o tempo que uma apdlice esta

em vigor, sendo habitualmente contabilizada em anos. A duracéo total de
um grupo de apdlices é conseguida somando as duracdes das apdlices
individuais;

e Sinistro (claim): De acordo com o Glossario do ISP (consultado em

Setembro de 2014) “trata-se de um evento ou série de eventos resultantes
de uma mesma causa susceptivel de fazer funcionar as garantias de um ou

mais contractos de seguro”;
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e Freqguéncia de sinistros (claim frequency): € o nUmero de sinistros sobre

duracdo de um conjunto de apdlices. De uma maneira geral este numero é
dado em percentagem ou permilagem e em termos médios: média de
namero de sinistros num dado ano;

e Severidade de sinistros (claim severity): Trata-se do montante despendido

sobre o nimero de sinistros — i.e. trata-se de um custo médio. De uma
maneira geral este numero estqd expurgado dos sinistros que nao
apresentam qualquer custo;

e Prémio puro (pure premium): Traduz o valor médio do sinistro sobre a

duracéo, i.e., o custo médio anual (habitualmente é esta a medida de
tempo). Consequentemente, o prémio puro é o produto da frequéncia e da
severidade de sinistros;

e Prémios recebidos (earned premium): Trata-se do valor recebido por

unidade de tempo; ou seja, é a duracdo (medido em anos) multiplicado
pelo prémio anual;

e RAacio de sinistralidade (claims ratio): Trata-se do valor total de sinistros

sobre o total dos prémios recebidos.

Frequéncia de sinistros (claim frequency), severidade de sinistros (claim severity),
prémio puro (pure premium) e racio de sinistralidade (claims ratio) sdo designados

por racios chave (key ratios).

Tabela 2.2 - Racios chave (key ratios)

Exposicéo (w) Resposta (X) Racio chave (Y = X/w)

Duracéo NUmero de sinistros Frequéncia de sinistros

Duracéo Custo de sinistros Prémio Puro

Numero de sinistros Custo de sinistros Severidade (média) de sinistros
Prémios recebidos Custo de sinistros Racio de sinistralidade (Claims ratio)

Fonte: autor
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2.3 Métodos de apuramento de risco

Ha agora que perceber como relacionar estes factores categorizados e o risco
subjacente, traduzido no prémio puro (ou em qualquer um dos racios chave). Ha

duas grandes alternativas:

e Tabelas de duas entradas: um método em desuso;

e Modelos GLM: o método mais robusto;

gue serdo, nas secc¢des seguintes, explicitadas.

2.3.1. Tabelas de duas entradas — um método em desuso

Os métodos mais tradicionais, nos idos anos 60, funcionavam como tabelas de
duas entradas, testes e muitas iteragfes. Uma andlise preliminar pode ser
encontrada logo nas primeiras paginas de Feldblum & Brosius (2002).
A ideia era fazer tabelas de duplas entradas e “apanhar” as relagdes relativas dos
factores. Essas relagbes relativas podem ser escritas em forma de equacéo,
assumindo um caso base. O objectivo deste método é de forma iterativa resolver
todas as equacdes subjacentes a cada um dos factores. Este método tem varios
problemas (ver Donlan & Turnacioglu (2006) e Anderson, Modlin, Schirmacher,
Schirmacher, Thandi (2007)):
e Nao havera uma solucdo Unica, mas apenas aproximada de resolver a
guestéo;
e Assume-se que os efeitos entre os factores sédo independentes e nao se
considera a correlacdo ou interac¢ao entre variaveis;
e A forma funcional da equacdo que gera a tarifa depende dos dados
disponiveis (o habitual); mas sobretudo da experiéncia dos analistas;

¢ Nao h& uma forma objectiva de validar os resultados.

De uma forma simples, ndo se trata de um processo preciso de desenhar os

precos, mas de um ajustamento numerico.
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Ainda hoje esta técnica € usada, mas com relativa penetracdo no mercado. Uma
analise one-way, como este método € também designado, centra a analise nos

racios chave de frequéncia ou de racios de sinistralidade (claims ratio).

2.3.2. Modelos GLM: o método mais robusto

Tal como indicado acima, a analise e construcdo da tarifa por tariff cell € uma
Opg¢ao muito comum em seguros e que representa uma forma de combater a
selecgcdo adversa. Assim, uma forma expedita de estimar o modelo seria a de
olhar para as despesas técnicas (ou outro key ratio) associado a cada uma das
tariff cells (tendo o cuidado de ajustar os efeitos de inflagdo).

Contudo, na vida real facilmente ha tariff cells ndo preenchidas com o volume de
dados necessarios. A titulo ilustrativo repare-se que se se tiver trés factores
tarifarios, cada um dos quais com trés niveis, havera 27 combinag¢6es/tariff cells.
Cada um destes devera ter no minimo 30 casos para se estimar uma média
relevante o que significa que sdo necessarios 810 casos, distribuidos
uniformemente, para conseguir retirar qualquer conclusdo. Porém, basta que um
dos niveis, de um dos factores tarifarios, tenha uma taxa de penetracdo de 5%,
para que a amostra global necessaria para preencher essa tariff cell seja de
5.045. Tal acontece pois, com 5% de penetracdo, havera nove tariff cells com
0,58% de possibilidade de preenchimento. Sabendo que 5% de penetracdo é
apesar de tudo um aspecto optimista, que ha mais factores e niveis a considerar,
que ha outliers e que ha efeitos cruzados, facilmente se compreende que este
efeito a amostra necessaria tomara uma dimensdo muito pouco razoavel. E ainda
de referir que no exemplo dado por Smyth (2014) baseado em Hallin & Ingenbleek
(1983) foram analisados 2.383.170 apdlices automéveis na Suécia em 1977 e
nem todas as 2205 tariff cells estdo preenchidas. Assim, ndo se pode apenas
construir tabelas com tariff cells e observar o custo técnico — este pode néo existir
em todas as tariff cells.

Tendo em conta a dificuldade amostral, o desafio serA& como apurar o custo
técnico para as tariff cells com poucos ou nenhuns casos preenchidos, garantindo
porém a estabilidade de estimacgédo. Sera necessario usar um modelo que estime

os resultados numas classes e se obtenha outras.
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Mesmo supondo que é possivel ter uma amostra razoavel em cada uma das tariff
cells, e observar directamente a frequéncia e os custos directos, ha vantagens em
usar um modelo de estimacédo. Uma companhia de seguros deve compreender a
‘forca’ que cada factor tarifario tem na frequéncia e no custo médio do seu
processo de estimagao.

A andlise que a seguir se apresenta, responde as necessidades acima expressas,
e centra-se apenas na estimacdo da frequéncia de um sinistro e 0 seu custo
médio. Serdo excluidos da analise os outros key ratios. Esta opcao prende-se
apenas com o objectivo da tese e estd alinhada com a pratica de mercado —
porém, é de salientar que, como ja visto, o racional de apuramento dos key ratios
€ 0 mesmo, e 0 processo de estimacdo, apresentado de seguida, pode ser
generalizado.

A equacdo (1) indica como habitualmente se estima o prémio puro:

Prémio puro; = constante + frequéncia sinistro ; X custo médio ; + erro; (2)

comi correspondendo a uma tariff cell.

Para apurar os termos da equacao (1), o mecanismo mais tradicional é
através de modelos GLM compositos, i.e. misturando a frequéncia de sinistro
(geralmente assumindo um modelo de contagem/Poisson) com o custo médio
assente na distribuicdo gama (ver Anderson, Modlin, Schirmacher, Schirmacher,
Thandi (2007) e Maccullagh & Nelder (1989)). Os dados sao ponderados por
forma a dar mais peso aos sinistros ja tratados (onde o custo médio esta todo

apurado) ou todos os sinistros foram comunicados®. A

Figura 2.1 indica a forma como a equacao (1) pode ser desdobrada nos dois

modelos mais simples mencionados:

* A questdo da ponderacdo dos dados, que garante uma maior eficiéncia no processo de
estimacao GLM, sera analisado nas sec¢des seguintes.
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Frequéncia sinistro ; = constante + fj;,,.,, (variaveis explicativas) + erro; (2)

comi correspondendo a uma tariff cell.

Custo médio ; = constante + fj;,.4 (Varidveis explicativas) + erro; 3)
comi correspondendo a uma tariff cell.

Sendo que fjneqr () € uma funcdo diferente em cada uma das equacles

apresentadas.

Evidentemente que se poderia estudar a equagdo (1) directamente. Porém nem
sempre é facil. Meyers (2009) explica porqué: os modelos tradicionais de
regressao nao lidam bem com a mistura de perdas nulas (discretas) com perdas

continuas positivas e ndo simétricas.

Smyth & Jgrgensen forneceram em 2002 uma solugdo. Estes autores
argumentam que o desafio esta em estimar a dispersdo associada dos custos que
tem de ser efectuada simultaneamente e que tal é possivel na designada
regressao Tweedie. A Figura 2.1 retracta esta abordagem. Note-se que por vezes
na literatura a regressédo de Tweedie também € designada por compound Poisson

e compound gamma.

Figura 2.1 - Esquema de aplicacdo do modelo GLM a tarifagcéo

)
T

L J L
T

Regressio de Poisson Regressio de Gama

L ]
T

Regressio de Tweedie

Fonte: autor

Porém, subsiste ainda um outro problema: quando se combina os dois fendmenos
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(de frequéncia e custo médio) implicitamente esta-se a assumir que os factores
que afectam os fendmenos de frequéncia e custo médio sdo 0s mesmos e que
tém o mesmo modelo de impacto. Em qualquer caso, voltaremos a estimacgéo

destes efeitos conjuntos mais adiante.

Habitualmente o processo de estimagdo das equacfes (2) e (3), acima
mencionadas, tém por base o modelo GLM. De uma forma breve, estes modelos
(GLM) generalizam a regressao habitual (OLS) para distribuicbes associadas ao
erros ndo normais. As distribuicdes tém de ser da familia exponencial: normal,
Bernoulli, binomial, Poisson, gama, etc. Ou seja, a formulagdo de um modelo

GLM inclui trés componentes:

e Componente aleatéria — identificacao da distribuicdo associada a Y.

e Componente sistematica — forma de traduzir a heterogeneidade dos dados
como preditores lineares: (Xf).

e Link function — funcéo invertivel (g(.)) que liga a média da resposta
(Ely;] = ;) a componente sistematica (habitualmente através dos

parametros da componente aleatoria).

Note-se que estes métodos sdo de facto standard no mercado, quando se
pretende a tarifacdo. Anderson, Modlin, Schirmacher, Schirmacher, Thandi (2007)
referem mesmo que “os modelos GLM sao largamente reconhecidos na industria
como o método standard para tarifar automdéveis ligeiros de passageiros e outras
linhas de pequenos ramos comerciais”. Estes autores indicam ainda que tém
evidéncias de que estes modelos sdo usados por companhias no RU, Irlanda,
Franca, ltalia, Holanda, paises da Escandinavia, Espanha, Portugal, Bélgica,
Suica, Africa do Sul, Israel, Australia. O documento refere ainda que este modelo
tem ganho popularidade no Canada, Japéo, Coreia, Brasil, Singapura, Malasia e

paises do leste europeu.

E ainda de referir que para estes processos de estimagédo, Anderson; Feldblum;
Modlin; Schirmacher; Schirmacher; & Thandi (2007) afirmam que dependendo da

frequéncia e do numero de factores analisados pode ser necessario 100 mil
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exposi¢cbes. Ou seja, ha uma desvantagem na aplicacdo destes métodos GLM:

um elevado volume de informacéo.
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3. Estudo dos Modelos GLM

O objectivo deste capitulo é o de indicar uma abordagem que permita apurar os
custos de risco (o0 prémio puro) de um determinado ramo de uma companhia de

seguros.

Nas seccOes seguintes serdo explicados os casos das regressdes de Poisson,
gama e Tweedie. Para cada uma destas regressdes, sera estudado (de forma
sintética) o (i) comportamento da funcdo distribuicdo; (i) as razbes de
heterogeneidade subjacente; (iii) modelo de estimacao; (iv) aplicacdo para o tema
em estudo (frequéncia, custo médio e efeito combinado). A demonstracao destes
modelos de regressdo serd adiante formalizada, mas dando um cariz
interpretativo aos objectivos da tese e a industria seguradora em geral.

E de salientar que a escolha de cada um destes métodos de estimacéo esta
associado a um dos racios chave, apresentados na Tabela 2.2.

Em anexo séo apresentados alguns casos praticos para cada uma das técnicas

apresentadas com recurso a uma base de dados classica.

3.1. Regresséao de Poisson

Para estimar a frequéncia de uma apdlice habitualmente exige-se o cumprimento

dos seguintes pressupostos (Ohlsson & Johansson (2010)):

a) Independéncia das apdlices: a resposta das apodlices deverdo ser

independentes — é facil imaginar algumas situacdes em que tal néo
acontece — por exemplo, catastrofes naturais, ou acidentes em veiculos

de frotas.

b) Independéncia temporal: A probabilidade de frequéncia de um sinistro é

constante ao longo do tempo — € facil imaginar algumas situacées em
gue tal ndo acontece: depois de uma casa roubada, colocam-se trancas
a porta; um individuo com um sinistro adopta um comportamento mais

prudente.

c) Homogeneidade: As apdlices que constam da mesma tariff cell deverao

apresentar o0 mesmo comportamento. Mas como se define 0 mesmo
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comportamento? Qual o grau de homogeneidade desejada? Ha por
vezes um reduzido acesso ao conhecimento, pelo que os subscritores
optam por agravar o modelo de risco estimado e adoptam politicas de
Bonus-Malus que tentam incluir experiéncia mais recente no risco

estimado.

Com base nestas condi¢cdes € possivel concluir que o modelo de frequéncia é
independente. E acima de tudo que se esta nas condicfes de uma distribuicdo de
Poisson: contagens independentes. Note-se que para obter uma frequéncia, como
anteriormente definida, é necessario dividir o modelo estimado pelas apélices

presentes”.

3.1.1.Poisson: Distribuicdo

Diz-se que y tem uma distribuicdo de Poisson com parametro p > 0 se:
_ exp(=puY _
POIW) = =~ paray=0,12... (4)

Esta distribuicdo traduz a probabilidade (P(y|w)) de uma série de eventos
independentes (y) ocorrerem num dado periodo de tempo. O parametro p ira
traduzir o nimero esperado de ocorréncias que ocorrem num dado intervalo de

tempo. Assim, por exemplo:

exp(—p)u°

—— = exp(—p);

e Sey=0, temos P(0| n) = .

e Sey=1,temos P(1| y) = exp(;—'”)”l = exp(— K

®> Note-se poderia ser usado uma regressao logistica. Porém, além de esta nao verificar em pleno
as condicdes acima enunciadas, o resultado da regressao logistica serd a probabilidade de
apenas um sinistro por apdlice.
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exp(—pu’

e Sey=3,temos P(3| u) = ———— = exp(—p)u> /6.

¢ ()

3!

Vale a pena estudar um pouco esta distribuicdo. Algumas consideracoes:

1. Pode-se definir u como a taxa de ocorréncia de um dado acontecimento

num dado periodo de tempo. Trata-se de uma média;

2. A variancia, numa distribuicdo de Poisson, é igual a média;

3. A medida que pn aumenta, a probabilidade de ter contagens proximas de

zero sao reduzidas (ver como ilustracdo: Figura 3.1);

4. A medida que paumenta, a distribuicdo “chega-se para a direita”. Abaixo

segue uma ilustragao no “R’.

A medida que p aumenta a distribuicio de probabilidade aproxima-se de uma

normal (ver Figura 3.1).

Figura 3.1 - Namero esperado de ocorréncias que ocorrem num dado intervalo de tempo
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Fonte: autor
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3.1.2. Poisson: Heterogeneidade

Imagine-se (ver Hassett & Stewart (2006)) que se tem uma companhia de seguros
onde os seus clientes apresentam um sinistro a uma taxa média de u = 0,45 ao
ano e que tem 500 clientes por ano. Qual a probabilidade de um cliente

apresentar exactamente um sinistro?

Se se considerar que Y representa o niumero de sinistros, entao:

exp(-0,45)0,451
1!

P(y = 1|u = 0,45) = ~ 0.2869.

A questdo que se coloca, com o modelo simples de Poisson, é a seguinte: sera
que a média de contagem representa completamente o modelo em causa? Ou
melhor ainda, sera que a taxa de apresentacao de sinistros € idéntica entre todos

os individuos?

Por exemplo, e adaptando o caso de Long (1997) na apresentacdo da equacao
de Poisson, considere-se que a taxa de sinistros (média e variancia) dos homens
é de u+9; e que a das mulheres é de p-9; e que o processo gerador de sinistros
segue uma Poisson. A taxa de sinistralidade conjunta sera a média de homens e

mulheres: p = [(p+d) + (u—06)]/2; mas a variancia, evidentemente, ir4 exceder p.

Uma solucdo possivel seria a de calcular um modelo tarifario de seguros para
homens e outro para mulheres; ou, generalizando, um modelo para cada tariff
cell, onde esta era apenas explicada pelo sexo. Porém, tal exigiria um ainda maior
volume de casos para cada célula em estudo, ou uma reduzida estabilidade do
modelo e resultados que nd&o contemplam a totalidade do modelo estimado.
Adicionalmente, é de referir que a possibilidade de unir tariff cells (por questbes
de insuficiéncia de dados, ou por sensibilidade comercial, por exemplo) seria
fortemente desaconselhada, ja que o modelo agregado poderia ndo ser a soma

dos restantes.

Este exemplo e estas consideracdes permitem chegar a regressdo de Poisson.

Esta introduz a heterogeneidade dos individuos, através das caracteristicas
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observadas e estabelece condigcbes de suficiéncia para a centragem e para a
eficiéncia (modelo linear nos parametros, amostra aleat6ria, erros néo
correlacionados com as variaveis explicativas, auséncia de multocolinearidade
perfeita) do modelo ao usar todos os dados disponiveis. Infelizmente, mostra que

dificilmente a média seré idéntica & variancia® em modelos de contagem.

Ou seja, pretende-se, de alguma forma, que a média u, do nimero de eventos Y,
que tem uma distribuicdo de Poisson, dependa das caracteristicas do individuo e
que a transigao entre as caracteristicas dos produtos seja “suave” e estavel ao

longo das tariff cells. Assim tem-se:

ti = E(yilx;) = exp(x;B), )

Ou seja, a equacéo (5) indica que:

e H& uma relacdo entre as variaveis observadas e a taxa de apresentacao de

sinistros;

e A relacdo funcional entre a taxa de apresentacao de sinistros e as variaveis

observadas € exponencial.

Note-se que a forma exponencial forca y; a ser positivo; o que é exigido pela
distribuicdo de Poisson. Outras relacdes sdo possiveis entre u; e xf (como
E(y|x) = xB); mas na verdade estas opc¢Oes raramente sdo usadas. A forma

funcional tem de ser tal, que (i) minimize a eventual heterocedasticidade dos

dados (“nice to have”), (ii) obrigue a um comportamento de estritamente

Wi
positivo, e (iii) que y; tenha um comportamento pouco sensivel a outliers. Mas,

acima de tudo, a forma funcional tem de ser tal (iv) que faca sentido quando

® Felizmente (ver Wooldridge (2003)) prova-se que o estimador de Poisson é consistente, mesmo
guando a varidncia ndo é idéntica a média prevista. Ainda assim se se quisesse corrigir esta
situacdo poder-se-ia utilizar a distribuicdo binomial negativa — Wooldridge (2003) e Long (1997). A
demonstracao destes resultados ou andlise destas alternativas nédo sera efectuada.
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analisada.

Juntando estas quatro condi¢des, com especial énfase a condigdo (iv), € habitual
optar pelo modelo exponencial (log-lin) tanto mais que os coeficientes tém uma
leitura quase imediata: traduzem o incremento ou a elasticidade. A tabela abaixo

ilustra esta questao.

Tabela 3.1 - Algumas formas funcionais da funcéo link no contexto da regressao de Poisson

Formas Funcdo | Forma nao | Imagem gréfica Modelo Declive
funcionais | base linear estatistico
Modelo y=a+bx | ---- Yi=Pi+ Bxitei | B2
. 2 5 = Y
linear . Ve RN
i e &of i3 \
N L
=l 2
S A \ A Q.\”‘T
00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
Modelo y=exp( | y=exp(B,+ In(y)=pB+ B2y
Exponen- | a+bx) +BaXi+e;) . | L +BoXite;
cial : e
T comy >0
(Iog'lln) 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

Fonte: autor

Com a equacdo (5) tenta-se que a variancia dependa da caracteristica do
individuo. Ha agora que ligar (link) esse comportamento com a distribuicdo de

Poisson.

3.1.3. Poisson: Processo de estimacéo’

A distribuicdo da contagem de sinistralidade sera dada por:

" Para resolver este processo de estimacdo sera seguido de muito perto a analise apresentada por
Maddala (1983), pp52 e seguintes. Wooldridge (2003) apresenta também um processo de
estimacao, mas minimizando a soma dos quadrados dos residuos.
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P(yil x;) = W paray = 0,12 .. (6)

Tendo em conta a equacéo (3) ja apresentada:

wi = EQilx;) = exp(x;B), )
tem-se,
exp(—uu?i _ exp(—exp(x;B))exp(x;B)”i
P(yil %) = Wi T (7)

Esta formula (7) € a base do modelo de regresséo linear de Poisson. Tendo
obtido os B, bastaria colocar os valores na férmula para se obter a média ou a

distribuicdo estimada. A seccao seguinte indica como se obtém uma estimativa
para f3.
Com base na equacao (6) é possivel construir a funcdo de verosimilhanca da

seguinte forma:

— s Vi
L(uily, X) = TTiy POil x) = [Tis, 22RO (8)

Esta forma pode ser simplificada aplicando o operador logaritmo e a fungao link:

eXp(— Tini+2i_, B Eixini) N
[y

= log(L(Bly, X)) = —Xim + Z?zl B; Xixij¥; — Xilog(V;!)

L(Bly, X) =

= log(L(Bly, X)) = —Xipi + Bo XiYi + X_, B X xijY; — X log(V;h) )

Este modelo de estimagcdo é o primeiro passo para os dados de contagem. As

equacdes de primeira ordem séo:

2. _
3, = 0 <=> XiYi= il
0
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aié_ =0<=> Bi = Zixijui, comi=1,2, w, D

Onde, i, = exp(Bo + 25;15;] XiXij)

Maddala (1983) afirma que estas equacbes podem ser resolvidas de forma
numérica pelo método Newton-Rapshon. A matriz das segundas derivadas € dada

por:

= _Zi XijXikti com ],k =0,1,2, P e Xi= 1.

3.1.4. Poisson: Offset e ponderacao

Se houver poucos casos observados em cada umas das tariff cells o modelo de
contagem estimara, evidentemente, também poucos sinistros. Se houver mais
casos observados, haver4d também mais sinistros. Assim, independente dos
factores tarifarios que compdem a tariff cell, a sinistralidade estimada dependera

do nimero de casos presentes.

Ha duas solu¢bes habituais para este tipo de problema:
1. Ponderar os dados;
2. Incluir um offset.

De acordo com Siddiqgi (2005) a ponderacao é muito Util para gerar resultados
baseados em scorecards. Mais, defende este autor, este ajustamento da uma

melhor interpretacdo nas variaveis explicativas categoéricas, como €, em certa

medida, o caso.

Para obter o ponderador para cada tariff cell i basta aplicar a formula abaixo:

N

W) /(ntmero de casos presentes na tariff cells;)

Ponderador; = (

Onde, como habitualmente, N = Numero de observacgoes total.
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Uma outra solucdo seria somar um offset na equacéo a estimar. Ou seja, se se
considerar (ver Ooi (2013)) o offset como log ¢, sendo que ¢ € exposi¢ao, tem-se

que o modelo a estimar é dado por:

logE(Y) =B'X +loge

que pode ser simplificado em:

logE(Y/e) = B'X.

A variavel a estimar continua a ser Y, mas ao dividir por sestad-se a estimar uma
equacao por racio de sinistros por unidade de risco. Esta divisdo altera a variancia
da resposta; pelo que a inclusdo de uma offset obriga a uma ponderagdo dos
dados, por €. Para complicar, note-se que neste caso 0 algoritmo de estimacéo
ndo pode ser o de Poisson, jA que ndo se esta a falar de contagens, mas da
estimativa de um racio. Neste casos, habitualmente usa-se 0 método

guasipoisson (ver Zeileis, Kleiber e Jackman (2008)).

Ha contudo uma dificuldade neste método: como transpor as regras de
classificacdo de dados para o modelo final, quando temos tariff cells sem ser
observadas. A solucao mais expedita é construir uma tabela com todas as tariff

cells (serd sempre uma tabela finita) e aplicar o modelo de previséo.

3.1.5. Poisson: Interpretacao

Ha varias formas de interpretar os resultados um modelo de contagem,
dependendo se o que interessa € o valor esperado da contagem ou a distribuicao

associada a mesma. Estas formas de interpretacdo sdo agora apresentadas:

e Para o valor esperado E(y;| x;), para um dado x;, tem-se:

OE(yil x;) _ Oexp(x;iB) 9xip
et = TS T = exp(xi) fi = E(il X)) i (10)
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Uma vez que o modelo é ndo linear, o efeito do valor marginal depende do

coeficiente associado a x; e do valor esperado de y para um dado x;. Ou

seja, o efeito marginal sobre E(y;| x;) depende do nivel de todas as restantes

variavies. Habitualmente, para efeitos de compreensdo € habitual colocar o

vector x;, excepto x;, idéntico a média (ou a moda no caso de variaveis

categaricas).

Para o valor esperado E(y;| x;), para uma variacdo de x,, € necessario

compreender que:

E(yil xi) =exp (B + P1x1 + -+ Brxy + -+ Prxg)

= exp (Bo) exp (B1x1) -..exp(Brxy) .. exp(Bxxy)

Entao:

EQyilxi, xii +6) = exp (Bo) exp (B1x1) ... exp(Brxi)exp(Bi6) ... exp(Bxxy)

O que significa que a variacdo de x;, pode ser definida como:

E(ilxixg+8)

R = exp(Bud) (12)

Mais uma vez, o efeito do valor marginal depende do coeficiente associado
a x;, e do valor esperado de y para um dado x;. Ou seja, o efeito marginal
sobre E(y;| x;) depende do nivel de todas as restantes variaveis.

Habitualmente, para efeitos de compreenséo é habitual colocar o vector x;,
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excepto xi;, idéntico a meédia (ou a moda no caso de variaveis

categaricas).

e Para o valor esperado E(y;| x;), para uma variacdo discreta de x;, ou

assumindo que x; € uma variavel categorica tem-se:

AE(yilx;)

I E(y;|xi, x; = nivel j) — E(y;|x;, x; = nivel i) (12)
k

Mais uma vez, o efeito do valor marginal depende do coeficiente associado
a x;, e do valor esperado de y para um dado x;. Ou seja, o efeito marginal
sobre E(y;| x;) depende do nivel de todas as restantes variaveis.
Habitualmente, para efeitos de compreenséao é habitual colocar o vector x;,
excepto xi;, idéntico a média (ou a moda no caso de variaveis

categoricas).

e Para compreender a distribuicdo de y;, para uma dada contagem
especifica (m) considerando que o vector x; € conhecido, tem-se:
_ exp(-ma™
P(yil x;) = (13)

onde fi = exp(x;B). Assim, para apurar a distribuicdo para um dado

i = exp(x;B) bastara ir escolhendo valores especificos de m distintos.

Este aspecto, de compreender a distribuicdo de y;, é especialmente
relevante no contexto de regresséo de Poisson. A distribuicdo subjacente
nao é simétrica e a sua “cauda” tem um espacamento que é dificil de

compreender. A média subjacente de y; sera obtida pela seguinte formula:
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exp(_ﬁi)ﬁ{n (14)

m!

—_— 1 1
P(y,=m) =X Py =m|x;) =X,

Partial Residual Plots: Efeito de distribuicdo de uma variavel, mantendo

todos os restantes constantes.

O Partial Residual Plots € uma forma grafica e eficiente de avaliar o efeito
de uma variavel no modelo, mantendo as restantes constantes. Do ponto
de vista teorico o algoritmo € bastante simples e pode ser executado da

seguinte forma:

XjEI(,i = ,BJXjEK,i + erro; .

3.2. Regressédo gama

Da analise de uma qualquer curva de custos médios de sinistros é evidente a

observacédo dos seguintes factos comportamentais:

a)

b)

Custos ndo negativos: Os custos de um sinistro sdo sempre positivos. Um

sinistro de valor nulo ou negativo deve ser considerado como pouco
comum, sendo mesmo impossivel, caso contrario ndo daria aso a

participacéo de sinistro;

Dados assimétricos a direita: A curva de distribuicdo de probabilidade dos

custos é assimétrica a direita, ou seja, a maior parte da area limitada pela
funcdo densidade localiza-se nas proximidades da origem. A direita a
mesma curva de probabilidade decresce gradualmente, conforme os

custos crescem,;

Variancia esta positivamente correlacionada média: Quanto maior a média,

maior a variancia — sendo ainda mais preciso o coeficiente de variagao €

constante: a variancia € proporcional a média ao quadrado.

Com base nestas observacdes é possivel concluir que o modelo de custos tem
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uma “bossa” que nasce na origem e se vai prolongando. Ha varias distribui¢coes
que se assemelham a este comportamento sendo as distribui¢cdes a log-normal e
a gama as mais conhecidas. A distribuicio gama € a mais usada, por uma
questao de flexibilidade de forma funcional (pertence a familia exponencial), pelo
facto de os erros estarem numa escala razoavel (por oposi¢cdo a logaritimizada)
(McCullagh & Nelderm (1989)) e também por tradicdo (Ohlsson & Johansson
(2010)). McCullagh & Nelderm (1989), no seu trabalho seminal, indicam que a
distribuicdo gama é também mais estatisticamente eficiente para um processo de

variancia constante®.

Note-se que o custo de uma apdlice devera cumprir 0s pressupostos, ja discutidos
no contexto da regressdo de Poisson, de independéncia das apodlices,
independéncia temporal e homogeneidade. Também nao é dificil, tal como no
caso da Poisson, de encontrar casos na industria seguradora em que estes

pressupostos possam ser questionados.

3.2.1. Gama: Distribuicdo

Diz-se que y tem uma distribuicio gama se a sua funcdo densidade de

probabilidade for da forma:

0; y<0

P(ylp, A1) = %y'p‘l exp(—Ay); y>0;p,A>0

(15)

Onde I'(p) = f0+°°yp‘1 exp(—y) dy

O integral converge para p > 0 e define a funcdo conhecida por funcdo gama.

Note-se que para esta funcéo se tem:

® Para tal este autores referem que a transformacéo log(y) tem aproximadamente os seguintes
momentos:

E(log(Y)) = log(w) — 072 e Var(log(Y)) =~ ¢2, 0 que permite uma aproximagao eficiente apenas para
desvios-padrdes pequenos.
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+o0 +o

xP exp(=y) dy = (—yPexp(—y)1§” + f yP~lexp(=y)dy = pT(p)

0

F(p+1)=f

0

O integral é uniformemente convergente relativamente a p e, consequentemente,

I'(p) € uma funcéo continua. De facto:

e I(1)=[""17"exp(-1)dx = (—exp(—D]§* =1 =0},
e T(2)=TA+1)=1xT(1)=1x0!=1!

e T3)=T(2+1)=2xT(2)=2x1!=2!

e T(4)=T(B+1)=3xTI(3)=3x2=3l

e T(5)=T(4+1)=4xT(4)=4x3=4

o ()

e Tm+1)=nT(n)=nxm—-1!=nl!

A funcao distribuicdo de uma variavel aleatoria G (p, 1) é dada por:

0; y<0
GWylp,A) = %yp—l foy tP~lexp(—t) dt; y > 0;p,A >0

(16)

Onde I'(p) = f0+°°yp"1 exp(—y) dy

Vale a pena estudar um pouco esta distribuicdo. Algumas consideracoes:

1. Sendo Y uma variavel aleatéria com distribuicdo G (y|p, 1) tem se:

EY)=% ;v =5

2. p é um parametro de forma da funcdo de probabilidade. Com p > 1 as
distribuicdes gama sao unimodais; sendo que com p < 1 a curva apresenta
um «J» deitado, ver figura abaixo. E, com p = 1, esta distribuicdo atinge o

seu maximo comY = 0.

3. 1 €& um parametro de escala da funcéo de probabilidade.
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4. A distribuicdo gama tem um dominio ndo-negativo.
5. Alguns membros especiais desta familia obtém-se:

a. Com p =1, trata-se de uma distribuicdo exponencial com parametro
A

b. Com p =

NI:

e 1= % trata-se de uma distribuicdo do qui-quadrado

com n graus de liberdade.
c. Se p for suficientemente grande, entdo Y ~N(§; %) .

A figura abaixo retracta alguns membros da familia gama. Face ao indicado até
agora, € de supor que numa distribuicdo de custos p > 1. Ja o coeficiente de

escala, "1”, podera assumir qualquer valor.

Figura 3.2 - Alguns membros da familia gama

Histogram of rgamma(n = 1e+05, shape = 0.1, rate = 0.1) Histogram of rgamma(n = 1e+05, shape = 0.1, rate = 1) Histogram of rgamma(n = 1e+05, shape = 0.1, rate = 10)
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Fonte: autor

3.2.2. Gama: Heterogeneidade

Imagine-se que se tem uma companhia de seguros onde 0s seus clientes

apresentam um custo médio de 1.000 unidades monetarias (u.m.), € que o
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desvio-padrdo associado ao custo € de 316 u.m.. Qual a probabilidade de um

cliente apresentar um sinistro com um custo inferior a 800 u.m.?

Se se considerar que Y representa o custo associado a um sinistro, entdo, usando

as equacoes caracterizadoras dos parametros da distribuicdo gama:

EY) = g =1.000

V(Y) = % =100.000

Tem-se:

0 011000

80010001 700 £1000-1 ey (1) dt ~ 28%.

A questdo que se coloca com o modelo de impacto, € a seguinte: sera que o
custo médio representa completamente o modelo em causa? Ou melhor ainda,
sera que o custo médio é idéntico entre todos os individuos? Trata-se da mesma
guestdo de heterogeneidade apresentada em secc¢des anteriores e que motiva o

conceito de regressao.

Seguindo o racional visto anteriormente, considere-se, por exemplo, que o0s
custos médios associados aos sinistros dos homens séo de p+8, com variancia ¢*;
que o custo dos sinistros associado ao das mulheres é de u—3, com variancia ¢*; e
que o processo gerador de sinistros segue uma gama. Os custos médios
conjuntos serdo a meédia de homens e mulheres: p=[(u+d) + (u—06)]/2. Mas,
evidentemente, o modelo ndo terd um coeficiente de variacdo constante para

cada segmento/tariff cell.

3.2.3. Gama: Processo de estimacao

Para explicitar o modelo de estimacdo gama sera utilizado uma reducédo do
processo gerador de custos com sinistros ao caso classico de estimacdo por
minimos quadrados (OLS — Ordinary Least Square), de forma a obter um
estimador centrado. De forma a garantir um estimador estatisticamente eficiente,

sera feito um paralelismo as condi¢cbes do teorema Gauss—Markov, de forma a
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garantir que se est4 em presenca de o melhor estimador linear ndo enviesado.’

O estimador dos minimos quadrados () é habitualmente obtido através:

Minu'u=(y-9)'(y - 9)
B

onde a notagdo é a habitual: a negrito 0s vectores e as matrizes, u os residuos, y

a variavel objectivo e § o modelo estimado, X as variaveis explicativas e B o

vector dos coeficientes a estimatr.

Para resolver este problema algébrico é preciso assumir as condicdes 1 a 3

abaixo indicadas:

e Condicéo 1: Linearidade nos parametros: O modelo tem de ser linear nos
parametros®.

e Condicdo 2: Valores de X sdo fixados numa amostragem repetida. (Mais
tecnicamente, X é assumido como sendo ndo estocastico)

e Condigcdo 3: Erro ndo esta correlacionado com as variaveis explicativas:
E(u;|X)=0." A esta hipotese também se designa por exogenidade
condicionada.

Assim, tem-se:

Min u'u = (y — XE),(Y —_ XB) = y'y — X’ﬁy’ _ lely + B/X/XB‘
’[;a

° Esta seccao € baseada McCullagh & Nelderm (1989) pp 285 e seguintes, embora o detalhe aqui
aopresentado seja bem mais extenso do que o seguido por estes autores.
1% Sera esta condigdo draméatica? Qualquer funcéo pode ser aproximada por uma recta num ponto;
ou por um polindmio (uma fungdo linear nos parametros), sendo por isso possivel calibrar as
variaveis de forma a ter formas funcionais mais ajustadas. Ou seja, se 0 modelo nao for linear, é
Plossivel ter uma forma aproximz;da. _ _ _
Outra forma de ver esta condi¢do é a de avaliar se ndo se exclui do modelo qualquer variavel
relevante que porventura esteja relacionada com as variaveis presentes. Alids, quanto maior for a
relagéo de X excluido com o erro, maior o enviesamento no estimador de B
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Nestas condic¢des, tem-se as habituais condi¢cdes de primeira ordem:

a. ~
—=0—-2X'y+2X'XB=0
aBI y B

Para resolver este sistema de equacdes é necessaria aplicar mais uma condicao:

e Condicdo 4: Auséncia de perfeita multicolinearidade, isto é que a matriz

X'X é invertivel*?.

Posto isto, e para o problema em concreto, tem-se que:
B=XX)"Xy 17)

Este resultado advém da minimizacdo dos residuos e apenas exige que a (X'X)
tenha inversa (auséncia de multicolinearidade), e que o modelo seja linear nos
pardmetros. Nao se obriga a nenhuma condi¢cdo sobre os erros ou residuos. A
Unica hipétese sobre o comportamento dos residuos (exogenidade E(u|X) = 0) é

apenas necessdria para garantir a centragem. Repare-se que:

B=XX)"Xy
= X'X)"IX'(XB + u)
= X'X)"1X'X)B+u

=B+ X'X) lu
Aplicando o operador valor esperado, tem-se:

E(BIX) = E(B + XX "ulX)

2 Ou seja, (X'X) ndo se pode ter informacao redundante.
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=B+ E(X'X)"ulX)

=B+ X'’X)"1E(u|X) (18)

Sob a hipotese classica de exogenidade condicionada, tem-se que E(u|X) = 0:

EBIX) =8

Ou seja, o estimador € centrado em presenca de heterocedasticidade ou de
homocedasticidade.

A importancia da dispersédo dos residuos advém do facto de que se os residuos
apresentarem um comportamento homocedastico é possivel concluir sobre a sua
eficiéncia e, assumindo a normalidade é possivel fazer inferéncia sobre os

parametros.

Mais do que isso, um modelo ndo homocedastico ndo é estatisticamente eficiente.
Interessa, para o objecto da tese, demonstrar a eficiéncia do estimador dos

minimos quadrados.

Eficiéncia do estimador dos minimos quadrados

Com base na equacéo 17 sabe-se que:

B=XX)"Xy.
E que:
E(BIX) =B

Imagine-se agora que ha outro estimador B* linear nos parametros que
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pode ser definido com a inclusdo de mais variaveis, pelo que o estimador

B* pode ser escrito da seguinte forma:

B =(X'X)"IX' + Q) y.

Entdo, sabendo que a definicdo do modelo de y = (X + u), tem-se:

B* = (X'’X)71X' + C) (XB + u).

O que simplificando, tem-se:

(X'X)"1X'XB + CXB + (X'X)"1X'u + Cu)

’ﬁ*
B =B+ CXB+ X'X)"X'u+Cu

Ora, se B* é ndo enviesado, tem-se que CX = 0, 0 que significa:

B*—B = XX)"X'u + Cu.

Aplicando a definicdo da matriz variancia e covariancia ao estimador B*

tem-se:

Var (B*) = E(B* — B)(B* — B)' = E[(X'X)"'X"u + Cu][(X'X)"1X"u + Cu]’

= E[(X'X) " IX uu’X(X'X) "1 + (X'X)"1X'uu’C’ + Cuu'X(X'X)"!" + Cuu'C’] (19)

Usando o conceito de homocedasticidade (E(uu’) = o%I) tem-se:
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Var (B*) = 6?(X'X)"! + 6CC’ (20)

Esta equacdo permite concluir que a matriz variancia e covariancia de um
gualquer outro estimador ndo enviesado é idéntica a matriz de variancia e

covariancia do estimador OLS (o?(X'X)™1), acrescido da parcela: ¢?CC’

—~

que é semi-definida positiva (por construgdo). Assim, B tem a menor

variancia na classe dos estimadores lineares, ja que Var(B*) é sempre

=)

maior que Var(B), a ndo ser que C = 0, o que tornara g* =

Assim, é possivel concluir o estimador linear nos parametros é
estatisticamente eficiente, se e sO0 se tiver em presenca de

homocedasticidade.

Vale a pena recordar que para esta demonstracdo foi necessario apenas
garantir a homocedasticidade, além das condic6es dos minimos quadrados
— nao tendo sido necesséario impor qualguer condicdo em relacdo a

normalidade dos residuos.

No caso em apreco, i.e. quando o processo gerador de custos de sinistros segue
uma distribuicdo gama, 0s erros apresentam um padrdo de dispersdo nao
constante (quadratico) — ndo se estd em presenca de homocedasticidade. Assim,
o modelo de regressao classico aplicado a uma estimativa de custos sera

centrado, mas ndo sera estatisticamente eficiente. De uma forma mais
matematizada e continuando o racional visto & pouco, a variancia do estimador g*

centrado, mas agora nao homocedastico, sera:

var (B*) = E(B" - B)(B" - )’
= E[(X'X) "X u][(X'X) "X u]’
= E[(X'X) " X'uu’'X(X'X)1]

= [(X'X)"IX' WX(X'X) 1] (21)
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onde W = E (uu’).

No caso em concreto, num processo gerador de dados assente numa distribuicéo
gama, a hipétese de homocedasticidade dificilmente se mantem: o coeficiente de
variacao é constante, logo a variancia das estimativas cresce com a média. Logo,
ndo se esta nas condi¢cdes do teorema do limite central, logo ndo se tem um

estimador de variancia minima.

Intuitivamente, é facil de compreender a razdo desta nao eficiéncia: se houver um
padrdo evidente para a heterocedasticidade (W), o modelo OLS nédo a usa. De
facto o modelo OLS trata cada unidade de analise de igual forma, néo
incorporando qualquer padrédo de heterocedasticidade. Sendo ainda mais
concreto, e relembrando mais uma vez que se estd com um padrédo de dispersao
gama: se se souber que a heterocedasticidade aumenta com X — isto €, se ha
mais incerteza a medida X aumenta — deveriamos ser capazes de incluir essa
informacdo no modelo e tratar cada unidade de analise de forma diferente e ter

um desvio padrdo associado a estimativa de f.

No processo gerador de custos de sinistros o padrao de dispersao é conhecido (0
coeficiente de variacdo € constante), pelo que é possivel forcar o modelo de
estimacdo OLS a reconhecer o padrdo de heterocedasticidade. A titulo ilustrativo,
note-se 0 caso com apenas duas varaveis (sendo que a primeira, como
habitualmente, € uma constante), onde se sabe o padrao de heterocedasticidade

(coeficiente de variacdo constante):

¥i = B1+ B2Xzi +u;

Como se sabe qual o padrao de variabilidade dos dados, é possivel fazer:

Qs
I
o)
=
N
_|_
e~
N
>
a3
_|_
Qs
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desta forma, a variancia associada ao residuo (u—;> sera constante.

1

Quando o padrdo de o/ é conhecido, ou facilmente identificado/estimado, é
possivel garantir a variancia minima dos estimadores. A solu¢cdo mais habitual é
(como visto anteriormente) que numa distribuicdo de custos o coeficiente de
variacdo seja constante, i.e., a variancia é proporcional & média ao quadrado,

que: E(u?) = o?[E(y;)]?, o0 que faz com que o modelo a estimar seja:

Vi _[3 1 uj
E(yi) LE@yy)

X2
+ B2 Eyp | B

Contudo, E(y;) ndo é conhecido pelo que este ajustamento € inoperacional. Mas

se nos recordarmos que a estimativa §; por OLS é centrada para y;,tem-se:

Assim, foi possivel reduzir o modelo com heterocedasticidade a um modelo
classico de regressdo que ird produzir estimativas centradas e eficientes. Assim,
no caso de heterocedasticidade ha que estimar o modelo em duas etapas,
ponderado as observacbes pelo padrdao de heterocedasticidade — tal
procedimento € habitualmente designado por Minimos Quadrados Ponderados
(WLS — Weight Least Squares).

Contudo, este método de estimacdo gera um efeito de escala que é evidente no
coeficiente associado a ordenada na origem. Este coeficiente tera um

enviesamento aproximado de ¢?2/2.

Assim, tendo em conta que se pretende manter o efeito de escala e néo
transformar a resposta prevista, € habitual antes estimar o modelo com a seguinte

forma:

Vi :B 1 B X2i uj
exp(9i) Lexp@i) ' "Zexp@) | exp@p)
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Ou seja, assume-se que ha uma funcéo link entre o valor esperado e as variaveis

explicativas:

E(Y) = exp(X'B).

Esta transformac&o mantem a escala e a relacdo quadratica entre a variancia e o
valor esperado. De um ponto de vista pratico o modelo pode ser estimado com
recurso as condi¢cbes de minimos quadrados vistas acima, percebendo que as
variaveis explicativas padecem de uma simples mudanca de variavel. A este
processo designa-se como regressao gama com uma fungao link exponencial.
Como indicado no inicio desta secc¢do, 0 processo de estimacdo de uma
regressdo gama pode ser explicado através de uma generalizagdo do modelo de

minimos quadrados classico.

Note-se que a modelacdo dos custos de sinistros como um modelo de correccéo
de heterocedasticidade associado ao modelo de Minimos Quadrados permite
formulagbes mais vastas e, caso se revele apropriado, assumir outros padrbes
‘fechados’ entre a média e a variancia. Harrison & McCabe (1979) indicam um
conjunto de testes para avaliar o padrdo de heterocedasticidade que poderao

complementar o desenho de expanséao dos residuos.

Alias, e assumindo que a regressdo gama € uma solucdo para um problema de
heterocedasticidade em que ha um relacéo entre a média e a variancia, uma outra
alternativa a estudar seria aplicar um estimador linear robusto, que levasse em
conta um qualquer padrdo de dispersdo dos residuos, e ndo apenas o de
coeficiente de variagdo constante. Hayashi (2001) ou Wooldridge (2003) oferecem

uma visdo genérica sobre o problema e respectiva solugao.

3.2.4. Gama: Offset e ponderacao

Se houver poucos sinistros em cada umas das tariff cells, o modelo de custos
meédios estimara, evidentemente, também pouca despesa. Se houver mais casos
observados, havera também uma maior despesa. Assim, independente dos

factores tarifarios que compdem a tariff cell, a despesa estimada dependera do
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namero de sinistros presentes.

Tal como visto no caso de Poisson h& duas solucfes habituais para este tipo de

problema:
1. Ponderar os dados;

2. Incluir um offset.

Sendo que o offset a solu¢cdo mais usada com recurso ao numero de sinistros.

3.2.5. Gama: Interpretacao

A interpretacdo dos coeficientes de uma regressdo gama, ou de uma regressao
robusta, € idéntica a uma regressdo classica e sai pela simplicidade fora do
ambito desta tese. Para uma apreciacao inicial dos métodos de interpretacdo
consultar Griffiths, Hill, & Judge (1993), Guijarati (1995) ou Wooldridge (2003) e

confrontar com a secc¢ao “3.1.5. Poisson: Interpretacéo”.

3.3. Regresséo Tweedie

Muitas vezes a Unica alternativa viavel para compreender os custos técnicos,
como veremos adiante na seccdo 4.3, € ter uma modelizagdo combinada da
frequéncia e dos custos médios. Assim, de um ponto de vista pratico, ha que
garantir que se conhece uma distribuicdo que combine a frequéncia e os custos

médios.

Alias, esta poderia ser o ponto de partida de um processo de tarifacdo. Porém
nem sempre € facil. Meyers (2009) explica porqué: os modelos tradicionais de
regressao nado lidam bem com a mistura de perdas nulas (discretas) com perdas

continuas positivas e nao simétricas.

A distribuicdo Tweedie permite combinar os modelos de frequéncia de Poisson e
de severidade de gama (ver Anderson, Modlin, Schirmacher, Schirmacher, Thandi
(2007), Maccullagh, Nelder & Ashworth (1989) Meyers (2009) e Ohlsson,

Johansson (2010)), dando origem a um modelo de dispersdo exponencial
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(Exponential Dispersion Model — EDM).

3.3.1. Tweedie: Distribuicao

Nesta seccdo serd estudado, em primeiro lugar, o0 modelo de dispersao
exponencial em sentido lato, sendo que apenas no final serd feita uma

concretizacdo para a distribuicdo Tweedie e respectivo modelo de regressao.

Um modelo de dispersédo exponencial (EDM) é importante em si mesmo, ja que
traduz uma generalizacdo dos modelos lineares (GLM) acima estudados: normal,
Poisson, gama etc. De facto, o que se pretende com um EDM (Dunn & Smyth
(2005) e Jagrgensen (1989)) é obter uma funcéo de probabilidade baseada numa

formulacéo da variancia baseada numa relagdo média-variancia.

Assim tem-se que um EDM pode ser caracterizado pela sua funcéo de variancia:

V(Y) = ¢V (w.

Sendo que 0s casos especiais de

V (Y) = ¢uP, para p distintos (22)

assumem uma classe muito importante.

Recorde-se que o0 que se procura é ter uma funcao distribuicdo de probabilidade
que apresente uma relagdo EDM. Jgrgensen (1992) chama a esta classe modelos
de Poisson compostos ou de Tweedie, salientando o trabalho pioneiro de Tweedie
produzido na década de 1980. Esta classe de modelos de dispersdo assume

formas muito conhecidas®®:

¥ Sendo gue para uma questédo de simplicidade se vai assumir que ¢ = 1.
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e Comp = 0,tem-se um processo gerador de dados normal;
e Comp = 1, tem-se um processo gerador de dados de Poisson;
e Comp = 2,tem-se um processo gerador de dados de gama; e

e Comp = 3, tem-se um processo gerador de dados de Gaussiano inverso.

Para outros valores de p é possivel ter outras distribuicdes:
e Comp > 2, tem-se um processo gerador de dados de positivo e estavel; e

e Comp = oo, tem-se um processo gerador de dados extremamente estavel.

Para0 < p < 1 ndo hanenhum modelo Tweedie.

Ha, no entanto, uma forte desvantagem num modelo de dispersdo exponencial:
aparte dos modelos mais conhecidos, com p = 1,2 e 3, a distribuicdo Tweedie

nao tem uma funcdo densidade que possa ser escrita de uma forma fechada.

Com base na variacdo dos parametros, conclui-se que a distribuicdo Tweedie tem
a capacidade de explicitar a distribuicdo de perdas acumuladas (aggregate loss
distribution): j& que tem um ponto de massa em zero que € acompanhado por
uma distribuicdo positiva e continua, assumindo formas muito diversas conforme

0S seus parémetros.

Vale a pena estudar os casos em que 1 < p <2 e compreender a sua funcéo de
distribuicdo. Uma vez que néo se trata de uma distribuicdo muito conhecida e
muito complexa vale a pena confrontar Jgrgensen (1989) ou Jgrgensen e de
Souza (1994). Em qualquer caso, a funcdo de distribuicdo para 1 <p <2 é

definida como:

(= )"

P(y, Y > 0]6,21, a) = Z;.lo=1 r'(-na)n'y

cexp{Aw[0yy — ko,(6)]1},

comy >0
(23)
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e P(Y =0) =exp{— Aw k,(6,)}

Onde
a—-1 0 \¢%
ke(0) = 2 (5)
6y = 6 AY/1

w € 0 peso correspondente a exposicao (de custos) em causa.

Pode ser demonstrado que a variancia da distribuicdo acima é dada por:

V() =z, (24)

ou
V (Y) = ¢uP, com ¢ = % em linha com a formulagdo dos modelos da
familia exponencial.

A figura abaixo retracta alguns membros da familia Tweedie. Face ao indicado até
agora, € de supor que numa distribuicdo de custos técnicos 1<p<2 ja o

coeficiente de escala, ¢, podera assumir qualquer valor. Note-se que:

e A distribuicdo para scales elevados, a distribuicdo parece acompanhar uma

distribuicdo log-normal ou gama.

e Para frequéncias de sinistro elevadas a distribuicdo parece acompanhar

uma distribuicdo normal.
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Figura 3.3 - Alguns membros da familia Tweedie
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Fonte: autor

3.3.2. Tweedie: Heterogeneidade

A ideia de heterogeneidade € semelhante aos modelos gama e Poisson acima
descritos: Sera que em cada classe de risco ou tariff cell ttm o mesmo
mecanismo gerador de dados? Esta ideia faz com que ndo seja necessario
apenas compreender a distribuicdo, mas compreender as variaveis que podem

gerar diferentes comportamentos. Tal como anteriormente, ndo fosse a regressao
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de Poisson e gama um caso especial da Tweedie, a heterogeneidade dos dados
entra na distribuicdo Tweedie através da funcéo link designada, habitualmente,

canonical link. O que esta funcao tem de assumir € a seguinte:

6=0)"g ') =n,

ou seja, implica que o inverso da funcgdo link, g71(.), é o inverso de b’. Se, no
caso da regressao de Poisson e de gama, ha um racional (ja discutido) para a
escolha do link candnico, na regressdo Tweedie ndo ha qualquer imperativo para
a escolha de uma funcdo (Anderson, Feldblum, Modlin, Schirmacher,
Schirmacher, & Thandi (2004)). No entanto, e ainda, de acordo com 0S mesmos
autores, para os diferentes tipos de distribuicdo sdo usados os links candnicos

como apresentado abaixo.

Tabela 3.2 - Tweedie — links candnicos

Distribuicao Link Candnico
Normal U
Poisson log (1)
Gama 1/u
Binomial log (u/(1 —pw))
Gausssiano Inverso 1/u?

Fonte: adaptado de Anderson, Feldblum, Modlin, Schirmacher, Schirmacher, & Thandi
(2004)

3.3.3. Tweedie: Processo de estimacao

7

Por forma a estimar este modelo, € necessario construir a distribuicdo log-
verosimilhanca. Uma vez que nao se trata de uma tarefa imediata, a construcéo
‘passo a passo”’ pode ser vista de perto em Peters; Shevchenko & Withrich
(2009) ou Anderson, Feldblum, Modlin, Schirmacher, Schirmacher, & Thandi
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(2004).

No caso de distribuicbes da familia exponencial, como € o caso, a funcéo log de

verosimilhanca pode assumir a seguinte forma simplificada:

i0;—b(0;
| =y, 2000 (;’)( tc(y,9) (25)

Neste modelo de maxima verosimilhancga a calculatéria € dificil e a precisdo muito
discutivel. Dunn & Smyth (2005) explicam porqué: as familias Tweedie sé&o
agueles EDM onde ha uma relacdo entre a média e a variancia. A distribuicdo
normal, Poisson, gama e inversa guassiana séo distribuicdes da familia Tweedie.
Aparte destes casos especiais as distribuicdes Tweedie ndo tém uma funcao
densidade que possa ser escrita da forma fechada. Podem ser no entanto escritas
como um conjunto de somas infinitas. Sendo ainda mais directo afirmam estes
autores, para p # 0,1, 2,3 “there are generally no closed forms for the Tweedie

densities, full likelihood analysis is very difficult.”

Veja-se essa afirmacédo na prética. As condi¢Bes de primeira ordem da funcéo de

verosimilhanga acima descrita sdo:

al
o5 0 com j=1,.

Usando a fungéo candnica, descrita acima, que estabelece uma relacéo entre g e
0; e aplicando a regra da derivacdo em cadeia trés vezes (€ mais facil do que

derivar directamente na funcéo objectivo), tem-se:

26; u; a;
op; dn; 9B;

Zl%( )

Sabendo que:
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1

b(@)ﬁa“lzb"(ﬁ):)—

bri(6;) '’
mi=g(u) =3t =g'u) == —
! ! YoTom g
an;
M= PrXi + o+ fmXim = 55 = Xij
]

tem-se:
al i—u) 1 1
—_— = ). . . . X
oB; Li a(@) "br(8y) gr(u) Y
wi(Vi—H)Xij
Zld)V(m)g'(ul) '

Apesar da resposta tedrica ser facil de obter, a resposta préatica € mais dificil de

obter. E é facil de compreender porqué:

e Temos trés parametros a estimar: ¢;0; e... p. As condicbes de primeira

ordem apenas permitem apurar 6; = 1.

e E preciso definir a funcdo canédnica, de forma a conhecer: g’. Como visto
acima, ha algumas fun¢des habituais que se usam conforme a distribuicdo

conhecida.

e V(u;) depende de p; logo a determinacéo de p € fundamental. Jargensen &
De Souza (1994) resolvem esta questdo apurando o custo de sinistro por
unidade segurada (y;), colocando o problema no contexto dos modelos
lineares generalizados. Smyth & Jgrgensen (2002) constatam que é

necessario também estimar a disperséo, além da média. Para tal usam um

59



Estudo dos Modelos GLM

método de “double generalized linear models”.**

e Porém, de uma maneira geral, na pratica, assume-se que p é conhecido e
fixado pelo analista com base numa boa teoria. Uma outra alternativa,
testada pelo autor, podera ser o uso de um método de tentativa e erro de
forma a descobrir o melhor p. Para tal, sera necessario definir uma fungéo
objectivo (funcdo verosimilhancga), sendo que o ambiente de regressoes

lineares convida ao uso do minimo da soma dos quadrados dos residuos.

Resultados 3.1 - Tweedie — Programacdo em R para achar o p associado a funcao Tweedie

n= 8000 #podemos por n até m-1; mas por vezes o modelo ndo converge quando se estd tdo prdximo
do limite

#pelo que por vezes é dificil obter o minimo
m=10000

yy=rep (NA, n)

for (i in 1:n) {

xx=1+1/m

link, which is l-var.power.

GLM.aux <- glm(y ~ x1 +x2+ x3 + x4, family=tweedie (var.power=xx,link.power=0), data=ADefinir

aux<- (exp (predict (GLM.aux)-AdefinirS$y)"2)

yyl[i]l<-sum(aux,na.rm = any(!is.na(x)))

cat ("Descoberta da posigdo do p.")

which (yy ==min(yy))

cat ("Definicdo do p =")
p=1l+which (yy ==min(yy))/m
P

plot (yy) # para ver se a funcdo é bem comportada

3.3.4. Tweedie: Offset e ponderacio

Se houver poucos sinistros em cada umas das tariff cells, o0 modelo de custos
totais estimar4 também pouca despesa. Se houver mais casos observados,

havera também uma maior despesa. Assim, independente dos factores tarifarios

* De uma forma intuitiva, o que aqui se afirma é que o padrdo de heterogeneidade é necessario
para obter estimativas mais precisas, em linha com o que foi afirmado no contexto da regresséo
Gama com correccao da heterogeneidade (regressao robusta).
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que compdem a tariff cell, a despesa estimada dependera do nimero de casos

(apdlises e sinistros) presentes.

Tal como visto no caso de Poisson e gama ha duas solucdes habituais para este

tipo de problema:
1. Ponderar os dados;

2. Incluir um offset.

Sendo que o offset a solu¢gdo mais usada com recurso aos sinistros.

3.3.5. Tweedie: Interpretacdo

A interpretacdo dos coeficientes de uma regressdo Tweedie ndo é complexa ja
que acompanha a de um a modelo linear classico. Em qualquer caso, como a
funcdo ndo é fechada, o ideal sera analisar o impacto das respostas finais por
tariff cell e desconstruir o efeito candnico para melhor compreender a forca de

cada variavel.
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4. Apuramento dos prémios das seguradoras congéneres

4.1. Introducao

O objectivo deste capitulo é o de indicar uma abordagem que permita
compreender e prever o modelo tarifario das companhias congéneres. De forma
muito concreta, o resultado final deste capitulo sera a construcdo de conjunto de
equacOes (o processo gerador de tarifas) que permita determinar o preco

apresentado por cada seguradora congénere em cada uma das tariff cells.

Ao contrario do que se passa com outros bens de consumo, 0s precos (mais
formalmente, prémios) de seguros ndo sao faceis de apurar ja que, como Vvisto
anteriormente, os valores a cobrar dependem do segmento de risco (tariff cell).
Mais, ao contrario de outros produtos de retalho, ndo ha claramente um marca de
‘primeiro prego’, e muito menos em todos os segmentos de risco o diferencial de
preco entre as seguradoras se mantem: isto €, uma seguradora ndo é sempre x%

mais barata face a empresa lider.

Habitualmente, e como visto nos capitulos anteriores, as seguradoras contam
com seu historico para estimar o prémio: analisam para o comportamento dos
seus clientes e propéem um prémio que é idéntico as responsabilidades
assumidas (ao qual acrescenta uma parcela para pagar os custos administrativos,

de distribuicdo e de remuneragao accionista).

Assim, quando o objectivo € estimar o prémio das seguradoras congéneres em
cada uma das tariff cells, ha que obter um método exequivel e eficiente (em
termos de trabalho de campo) para apurar os prémios das diferentes companhias
de forma a integra-los no modelo global de optimizac&o de prego — objectivo final
desta tese.

Neste designio, as palavras-chave sao ‘exequivel’ e ‘eficiente’. Em teoria, uma
seguradora poderia recolher todas as cotacBes possiveis de todas as
seguradoras no mercado e assim compreender, sem erro amostral, 0 modelo de
precos existente no mercado. Porém esta recolha total seria extremamente

onerosa e por vezes nao exequivel.

A abordagem metodolbgica para responder a este desafio de determinar qual o
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processo gerador de tarifas de cada uma das seguradoras congéneres segue a
abordagem associada a um desenho experimental classico:

e Fase 1: Identificar os factores e niveis que definem o pregco em cada uma

das tariff cells;
e Fase 2: Desenho 6ptimo;
e Fase 3: Recolha de informacéo;

e Fase 4: Andlise.

Neste capitulo seréa indicado:

e 0 que se entende por desenho éptimo (a Fase 2 corresponde a seccao 2,

deste capitulo);

e qual o mecanismo de analise (Fase 4 corresponde as seccdes 4 e 5, deste

capitulo);

e (uais as variaveis, factores e niveis (ver seccdes 4.3 e 4.4) relevantes para

0 objectivo geral do estudo (Fase 1).

E de notar que a Fase 3 do processo classico de desenho experimental néo tera
grande destaque, ja que sai fora do ambito desta tese. Em qualquer caso, vale a
pena mencionar que a recolha de informacdo pode ser feita com recurso a
Mediadores com acesso aos sistemas tarifarios das companhias ou, em casos
extremos, a Cliente Mistério.

4.2. Fundamentos do Delineamento Experimental e a generalidade das suas

técnicas

Uma experiéncia € um teste (alids € um conjunto de testes) onde variacdes sao
impostas as variaveis de input, de um processo ou sistema, de forma a que se
possa observar e identificar as razbes da mudanga no output. Nesta seccdo 2
serdo apresentados os fundamentos do delineamento experimental de forma

genérica. Na secc¢ao 2 sera dado o detalhe ao desenho experimental no contexto
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de modelo gerador de dados Tweedie. Na seccdo 2 serd apresentada uma
solucdo pragmatica para o desenho experimental (transformacdo Box-Cox com
Seemingly Unrelated Regression).

Ha diferentes tipos de desenho experimental:

e Desenho classico: considera apenas uma mudanca de estado na variavel

de tratamento.

e Desenho estatistico: permite o exame de diferentes variaveis de tratamento

e da sua alteracé@o dos niveis no tratamento numa dada variavel objectivo.

O esqguema abaixo apresenta os diferentes tipos de desenho experimental.

Figura 4.1 - Tipos de desenho experimental

Pre experimental Designs

+ One-group, After-Only Design
—> « One group, Before-After Design

« Nonmatched Control Group Design

Desenho + Matched Control Group Design

classico True Experimental Designs

« Two-group, Before-After Design

% » Two group, After-Only Design

+ Solomon Four Group Design
Quasi-Experimental Designs

Desenho

experimental | | — « Time Series Design

« Continuous Panel Design

Completely Randomized Design

Randomized-Block Design ANOVA
estatistico Latin Square Design Regressdo

Desenho >

Factorial Design

Fonte: adaptado de Aaker; Kumar; Day (1998).
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Desenho classico: Pre experimental Designs

O desenho pré-experimental é um estudo exploratério onde ndo ha um controlo
forte de todos os factores que influenciam os resultados. Tem a vantagem de

estabelecer desenhos experimentais simples e explorar a intuicao.

Desenho classico: Quasi-Experimental Designs

Estas técnicas fornecem algum controlo ao analista, mas ainda de forma limitada.
Tipicamente dao ao analista mais informacéao e mais métricas que o desenho preé-

experimental.

Desenho classico: True Experimental Designs

A maior parte dos problemas do desenho experimental podem ser controlados ao
adoptar um procedimento amostral aleatério, onde todos os individuos tém a
mesma probabilidade de ser escolhidos. A vantagem deste método é ‘espalhar’ as
caracteristicas que podem influenciar os resultados pelos diferentes individuos de

forma a minimizar os efeitos exdgenos.

Este tipo de desenhos tem duas vantagens adicionais:
e Habitualmente permitem a existéncia de grupo(s) de controlo;
e A colocacdo de unidades amostrais de forma aleatd6ria no(s) grupo(s)

experimental(ais) e de controlo.

Porém, este tipo de desenhos ndo é uma panaceia: € apenas um procedimento
de minimizar os efeitos adversos no inicio de uma experiéncia, sabendo que,
guanto maior a amostra, maior a capacidade de estabelecer uma teia de causa
consequéncia. Além disso, ha também algumas desvantagens evidentes: ndo é

pratico garantir a colocacédo aleatéria de unidades nos diferentes grupos.

Desenho classico: Quasi experimental design

Trata-se de analisar para a evolugdo de uma determinada variavel objectivo ao
longo do tempo e ver quais os factores temporais (ou ndo) que melhor justifiguem

0 seu resultado.
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Desenho estatistico:

O desenho estatistico distingue-se do desenho experimental ja que permite
avaliar o efeito de variaveis e de diferentes niveis. De uma maneira geral, 0s
desenhos estatisticos s&o (usando a designagao das secgdes anteriores) “after-
only” que requerem uma analise computacional um pouco mais complexa.

Tal como visto na figura anterior ha vérios tipos de desenho estatistico:
Completely Randomized Design, Randomized-Block Design, Latin Square Design
e Factorial Design.

Todos estes tipos de desenho séo apresentados de seguida com algum detalhe.
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One-group, After-Only Design
(Pre experimental Designs)

Desenho classico

A forma mais simples de
experimentagdo € simples: aplicar o
tratamento experimental a um grupo

e medir os resultados.

De forma infografica:
Grupo Ex: X->0

(“O” Significa outcome)

Fé&cil de aplicar

Cria intuicdo (leia-se hip6teses)

Os resultados podem estar
influenciados a outros factores
(normalmente a questédo da
histéria e da maturacao).

Erro de seleccéo.

N&o permite o teste de
hipoteses.

N&o permite a antecipacéo
sustentada de comportamentos.
N&o permite a avaliagéo de
termos de interaccéo entre
variaveis de causa.

N&o permite a elaboracéo de
multitratamentos.

Efeito do instrumento: A forma
de colocacao do instrumento
pode condicionar a forma como

se observa os dados.

Nonmatched Control Group
(Pre experimental Designs)

Desenho classico

Uma forma de controlar a histéria e a
maturacdo é introduzir o grupo de
controlo. Muitas vezes esse grupo de
controlo é separado com uma linha

temporal.

Facil de aplicar.

Permite controlar a histéria e a
maturacao.

Barato (sao registos historicos,

habitualmente)

Erro de seleccéo (sobretudo
selecgdo adversa ou auto
seleccé@o no G. Experimental).
Dificuldade de encontrar um

grupo de controlo apropriado.
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De forma infografica:
G. Experimental: X >0,
G. Controlo: ->0,

N&o permite o teste de
hipoteses.

N&o permite a antecipacao
sustentada de comportamentos.
N&o permite a avaliagéo de
termos de interaccéo entre
variaveis de causa.

N&o permite a elaboracéo de
multitratamentos.

Efeito do instrumento: A forma
de colocacao do instrumento
pode condicionar a forma como

se observa os dados.

Matched Control Group
(Pre experimental Designs)

Desenho classico

Uma forma de controlar o erro de
seleccdo é fazer um “casamento”
entre grupos de controlo e
experimental para uma (ou Varias)

chave.

De forma infografica:
G. Experimental: M->X ->0;
G. Controlo: M->X ->0,

Facil de aplicar.

Permite controlar a historia,
maturacdo e o erro de selecgéo.
Barato (muito adequado quando
hé pouco dinheiro e
impossibilidade de fazer

grandes amostras).

Dificuldade de encontrar um
grupo de controlo apropriado
(cf. amostragem por quotas).
Permeavel ao julgamento do
analista na constituicdo das
variaveis-chave e de controlo.
N&o permite o teste de
hipéteses.

N&o permite a antecipacao
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(“M” quer dizer que os grupos sao
escolhidos de forma a fazer um
casamento  (match) com  as

variaveis-chave.)

sustentada de comportamentos.
N&o permite a avaliagéo de
termos de interaccao entre
variaveis de causa.

N&o permite a elaboracéo de

multitratamentos.

One Group, Before-After Design
(Pre experimental Designs)

Desenho classico

A forma mais simples de
experimentagcdo é usar o proprio
grupo de tratamento como grupo de
controlo. Ou seja, avaliar antes quais
0s comportamentos e avaliar depois
quais 0s comportamentos
justificados.

De forma infogréfica:

G Experimental: O ->X->02

Relativamente facil de aplicar.
Permite controlar a histéria,

maturacao.

Possibilidade de colocar os
respondentes sob alerta.
Mortalidade das unidades de
andlise.

Efeito do instrumento: A forma

de colocacao do instrumento
pode condicionar a forma como
se observa os dados.
Dificuldade de encontrar um
grupo de controlo apropriado
(cf. amostragem por quotas).
Permeavel ao julgamento do
analista na constituicdo das
variaveis-chave e de controlo.
N&o permite o teste de
hipéteses.

N&o permite a antecipacao
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sustentada de comportamentos.
N&o permite a avaliagéo de
termos de interaccao entre
variaveis de causa.

N&o permite a elaboracéo de

multitratamentos.

Two group, After-Only Design
(True Experimental Designs)

Desenho classico

Uma forma de controlar o erro de
seleccdo é fazer um “casamento”
entre grupos de controlo e
experimental para uma (ou varias)

chave.

Adicionalmente: Os membros do
grupo experimental e de controlo séo
escolhidos em (i) largo numero e (ii)
de forma aleatéria. Com estes casos
consegue-se controlar mais efeitos

do grupo de controlo.

De forma infogréfica:
G. Experimental: R->X ->0;
G. Controlo: R->X ->0,

(“R” quer dizer que as unidades de

N&o ha medidas de pré-teste
para apurar as variaveis chave.

Permite conclusdes sélidas.

Tamanho amostral largo.

N&o permite o teste de
hipéteses.

N&o permite a antecipacao
sustentada de comportamentos.
N&o permite a avaliagéo de
termos de interaccao entre
variaveis de causa.

N&o permite a elaboracéo de
multitratamentos.
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teste sdo aleatoriamente (random)

escolhidas.)

Two-group, Before-After Design
(True Experimental Designs)

Desenho classico

Escolher os elementos de dois
grupos aleatoriamente, sendo que ao
primeiro é controlado antes e depois
do tratamento.

O segundo é também alvo de duas
avaliagbes; embora n&o sofra

gualquer intervencgéo.

A vantagem é controlar o efeito
temporal e as externalidades das

experiéncias.

De forma infogréfica:

G. Experimental:

R 0O;> X -> 0O,
G. Controlo:
R O3> -> O,

Evita erros de histéria e de

maturacao.

Permite conclusdes sélidas.

Obriga a medidas de pré-teste
para apurar as variaveis chave.
Possibilidade de colocar os
respondentes sob alerta.
Mortalidade das unidades de
andlise.

Possibilidade de colocar os
respondentes sob alerta.

N&o permite o teste de
hipoteses.

N&o permite a antecipacao
sustentada de comportamentos.
N&o permite a avaliagédo de
termos de interaccéo entre
variaveis de causa.

N&o permite a elaboracéo de

multitratamentos.
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Solomon Four Group Design
(True Experimental Designs)

Desenho classico

Uma possivel solugéo para combater
a possibilidade de colocar os
respondentes sob alerta e juntar os

tipos de teste anteriores.

Assim, e de forma infogréfica, temos:
G. Experimental:

R 0O;> X -> 0O,
G. Controlo:
R O3> -> O,

G. Experimental:

e Permite controlar efeitos de

instrumentalizacéo e de alerta.
Os efeitos de
instrumentalizacdo podem ser
controlados da seguinte forma:

(02- 04)

(O2- 01)- (04- 03)

(O6- 05)

Obriga a medidas de pré-teste
para apurar as variaveis chave.
Mortalidade das unidades de
andlise.

Possibilidade de colocar os
respondentes sob alerta.
Possibilidade de colocar os

respondentes sob alerta.

N&o permite o teste de
hipoteses.
N&o permite a antecipacao

sustentada de comportamentos.

R - X-> O, N&o permite a avaliagéo de
termos de interaccéo entre
G. Controlo: variaveis de causa.
R - X-> O, N&o permite a elaboracéo de
multitratamentos.
Time Series Design Uma forma simples de | e Facil de aplicar Os resultados podem estar

(Quasi-Experimental Designs)

Desenho classico

experimentagdo simples: apurar a
tendéncia de resultados para

sucessivos tratamentos.

influenciados a outros factores
(normalmente a questédo da
histéria e da maturacao).

Erro de seleccgéo.
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Possibilidade de colocar os
respondentes sob alerta.
Mortalidade das unidades de

andlise.

N&o permite a avaliagéo de
termos de interaccéo entre

variaveis de causa.

Continuous Panel Design
(Quasi-Experimental Designs)

Desenho classico

Permite  controlar a dimenséo
pessoal  (cross-sections) e a

dimensé&o temporal.

Permite apurar a tendéncia ao
mesmo tempo gue as caracteristicas

chave da populagéo.

Evita erros de histéria e de

maturacao.

Permite conclusdes sélidas.

Tamanho amostral largo.
Mortalidade das unidades de
andlise.

Desenho relativamente caro.
Erro de seleccgéo.
Possibilidade de colocar os
respondentes sob alerta.
Mortalidade das unidades de
andlise.

N&o permite a avaliagéo de
termos de interaccéo entre

variaveis de causa.
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Completely Randomized Design

Desenho estatistico

E a forma mais simples de desenho
experimental estatistico.

Os tratamentos a aplicar séo
atribuidos aleatoriamente as
analises. Muito usado para prever
scorings de default de crédito, e em
guase todos os estudos de natureza
cross-section.

As formas mais comuns de analise
nestes casos sdo a ANOVA e o

modelo de regressao.

De forma infografica, temos:

Experiéncia 1:

R -> X1 -> (o)
Experiéncia 2:
R -> X2 -> 0,
Experiéncia 3:
R -> X3 -> O3

N&o héa grande erro de
seleccéo.
Permite o teste de hip6teses.

Permite a antecipagéo

sustentada de comportamentos.

Pode permitir a avaliacdo de
termos de interaccao entre
varidveis de causa.

Permite a elaboracéo de
multitratamentos.

N&o permite avaliar com
grande rigor o impacto das
variaveis de controlo: todos os
comportamentos séo

admissiveis.

Mede apenas o0 impacto huma

variavel de output (ndo mais).
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Quadrado Latino

Desenho estatistico

E um método que reduz os grupos
envolvidos quando as interacgdes
entre os niveis das variaveis e o
controlo das variaveis ndo ¢é

importante (ver desenho ortogonal)

Permite avaliar com maior rigor
0 impacto das variaveis de
controlo.

Os resultados nédo podem estar
influenciados a outros factores
se o analista tiver cuidado.

N&o ha grande erro de
seleccéo.

Permite o teste de hip6teses.
Permite a antecipagéo
sustentada de comportamentos.

Permite a avaliagc&o de termos
de interaccdo entre variaveis de
causa.

Permite a elaboracao de
multitratamentos.

Permite o controlo de duas
varidveis independentes sem

expandir a amostra.

Obriga a que todas as variaveis
de controlo tenham 0 mesmo

ndmero de niveis.

N&o permite apurar os temos de

interaccao.

N&o permite a avaliagéo de
termos de interaccéo entre

variaveis de causa.

Mede apenas o impacto huma

variavel de output (ndo mais)
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Factorial Design

Desenho estatistico

Quando se deseja medir o impacto

de medidas de interacgéo.

No desenho estatistico podera
desejar-se avaliar o impacto em teias
de causalidade de duas variaveis de

output.

N&o héa grande erro de
seleccéo.
Permite o teste de hip6teses.

Permite a antecipagéo

sustentada de comportamentos.

Permite a avaliagc&o de termos
de interaccao entre variaveis de
causa.

Permite a elaboracéo de
multitratamentos.

Permite avaliar com grande
rigor o impacto das variaveis de
controlo: todos os
comportamentos séo
admissiveis — desde que

antecipados

Dificuldade algébrica
Eventualmente maior dimenséo

amostral.

Fonte: adaptado de Aaker; Kumar; Day (1998)
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Para a construcdo do processo gerador de tarifas vai-se optar pelo Completely

Randomized Design), ja que permite testar em simultaneo multitratamentos.

Note-se que quando no modelo estatistico desenhado (e posteriormente estimado
por maxima verossimilhanca) ha um vector de parametros da distribuicdo e uma
matriz variancia-covariancia associado aos parametros estimados. O inverso
dessa matriz é designada por matriz de informacdo de Fisher. O objectivo desta
matriz de informacdo é prever como é que uma experiéncia irA conter 0s
parametros do modelo, antes de executar a experiéncia ou fazer qualquer
simulacdo. E possivel assim prever sobre a variabilidade dos resultados de
experiéncias e fazer uma escolha entre a precisdo e o custo de recolha de

informac&o.

A estimativa de verosimilhanca fornece uma estimativa do grau de incerteza, ja
que o préprio método e apuramento dos parametros baseia-se na minimizacéo
dessa incerteza. De uma forma mais formal: A Matriz de Informacédo de Fisher é
uma forma de medir a quantidade de informacdo que uma variavel aleatoria
possui sobre um parametro 6, parametro esse que caracteriza a sua distribuigao
de probabilidade™.

15 Construcéo da matriz de Fisher

1. Construir a funcdo verosimilhanca:
L®) =L(61w)=f(wy 10). fy(w; 10)..f(wy|6)

Onde 6 s&o os parametros a obter e w as observacdes recolhidas. Nota: E importante observar que os

valores de y sdo conhecidos por meio da amostra aleatéria, de modo que L(B|w) é fungdo apenas de 6.
Por uma questao e facilidade no processo de derivagdo usa-se antes esta féormula:
log L(0) = log(L(6 | w))

Note-se que como o logaritmo natural de L é uma fungéo crescente, entdo LnL=In(L(8)) tem o mesmo

maximo de L(0))
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Porém, quando o modelo estatistico tem varios para@metros a minimizagcédo da sua
varidncia é complicada. E assim habitual usar critérios mais simples de
optimizacdo, mas relacionados com a minimizacéo da variancia dos parametros a

estimar. Abaixo seguem as diferentes estratégias utilizadas:

e A-optimality ("average" ou traco): Este critério pretende minimizar o
traco (soma dos elementos da diagonal da matriz) da matriz de informacéo
inversa. Este critério resulta numa minimizacdo da variancia meédia (A-

Average) dos seus parametros.

2. Maximizar a fungdo verosimilhanca:
Max L(6) = Max log(L(8 | w))
] 0

3. Usar as derivadas como um indicador da variabilidade.
Note-se que se o que se deseja encontrar € um indicador de variabilidade (ou precisdo) do estimador, nada
melhor do que as derivadas primeira ordem do processo de estimagdo. Num processo de otimizagdo, estas

condicdes devem ser idénticas a zero se se desejar identificar um possivel do maximo/minimo.

Ou seja:

Se |(6)=Informacao de Fisher € uma forma de medir a quantidade de informacdo que uma variavel aleatéria

possui sobre um parametro 6, que caracteriza a sua distribuigdo de probabilidade; entdo um sério candidato é

L))

a variabilidade do score:( %

Ou seja:

anL(®)\*
05 (2 )

ja que a média do score (por definicdo do processo de verosimilhanca) tem de ser zero.

Sob as condi¢Bes de regularidade e se a verossimilhanga é duas vezes diferenciavel entdo a informacao de

Fisher também pode ser obtida como:

o).

= b((52Jo) = (55)
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e C-optimality: Este critério pretende minimizar a variancia de um modelo
linear.

e D-optimality (determinant): Um critério popular é o da optimalidade-D que
procura minimizar apenas |(X'’X)™"|, ou de forma equivalente, maximizar o
determinante da matriz informacéo X'X.

e E-optimality (eigenvalue): Este critério pretende maximizar o minimo valor
préprio da matriz de informacéo.

e T-optimality: Este critério pretende maximizar o traco da matriz
informacé&o.

e G-optimality (para previsdo): Este critério (também muito popular)
pretende maximizar o traco da matriz (X'X)™'X'". Este critério minimizara

assim a variancia maxima dos valores previstos.

No contexto dos modelos GLM, habitualmente opta-se pelo critério D-optimality
por uma questdo de facilidade algébrica — segue-se assim a opc¢do indicada por
Dror & Steinberg (2006) e Dror & Steinberg (2008). Nos modelos OLS ou de MV o
critério de D-optimality também é muito usado, sobretudo quando ha efeitos de
heterocedasticidade, ou quando o desenho experimental assume factores/niveis
categorizados.

4.2.1. Desenho experimental: GLM com Tweedie

Foi visto nos capitulos anteriores que as companhias de seguro apostam,
habitualmente, numa forma de tarifacdo por GLM onde combinam um modelo de
Poisson+gama; ou num modelo compdésito de Tweedie. Pretende-se com uma

amostra recolhida no mercado, apurar o modelo Poisson+gama.

Porém, a questdo que fica € assim de escolher qual a melhor ferramenta de

7

observacdo do modelo j& que ndo é possivel fazer um ajustamento de
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Poisson+gama'®, pois ndo é observada separadamente a frequéncia e o custo

médio.

Ha vérias alternativas. Alguns autores, em diferentes contextos da industria

seguradora, tém-se focado no apuramento de modelos GLM com Tweedie no

contexto de Desenho experimental (uma resposta possivel ao problema aqui

analisado). Como visto anteriormente, a Tweedie acompanha os modelos de

frequéncia e custo médio. Da bibliografia analisada para o desenho amostral na

regressao Tweedie é de referir as seguintes abordagens:

Desenho _sequencial: O desenho sequencial para respostas binarias tem

uma historia rica, que vem desde 1948 e na tentativa de encontrar

desenhos cujos resultados apresentassem propriedades assimptoticas.

Tem havido outros trabalhos um pouco mais recentes nesta area,
desenvolvidos por Haines, Perevozskaya, & Rosenberger (2003), Ivanova,
Wang (2004); Karvanen, Vartiainen, Timofeev, & Pekola (2007). Sendo
trabalhos relevantes, ndo cabe porém neste trabalho o estudo aprofundado
destes documentos basilares, tanto mais que estes autores concentram o

trabalho em desenhos unifatoriais; e o desafio aqui € multifactorial.

Woods, Lewis, Eccleston, Russell, (2006) e Dror & Steinberg (2008)
apresentam  algumas  solucbes para esta problematica de
multifactorialidade; mas computacionalmente complexas, e cuja
metodologia se baseia em “avangos e recuos” e tentativa e erro tornando o

processo complexo e muito pouco intuitivo.

Desenho baseado em clusters: Note-se o desafio da regressédo de Tweedie

prende-se em estimar trés vectores de parametros: ¢;p e 8; sendo que 0 p
condiciona a calculatéria dos restantes. No desenho por clusters procura-
se encontrar grupos homogéneos de observacfes de forma a apurar p. Ou

seja, p € de alguma forma estimado exogenamente. Esta ideia é

'8 adicionalmente, é de referir que se observa apenas o prémio comercial final, que inclui, como ja
indicado, a frequéncia, o custo médio, as cargas administrativas e a carga para desvios de
sinistralidade (além do lucro).
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conceptualmente interessante, e computacionalmente é facil de executar.

Dror & Steinberg (2006) sugerem uma abordagem baseada
essencialmente no cluster K-means ja que este processo, afirmam os seus
autores, permite uma exploragédo rapida dos varios desenhos “outperform
the existing alternatives.” Assim, continuam estes autores, “[g]iven a set of
local D-optimal designs, the core of the method proposed is to combine
them into a set of location vectors and use K-means clustering to derive a

robust design”.

A possibilidade de encontrar um 6ptimo local com este método tem, no
entanto, um sério problema no que diz respeito aos restantes coeficientes
do modelo: como avaliar a estimativa do seu grau de precisdo? Ja que os
clusters foram definidos de forma exdgena e num desenho experimental a
amostra € sempre reduzida para fazer grandes experiéncias. Uma
alternativa a estudar oportunamente, em outro trabalho, sera o uso de
‘forca bruta’ computacional de forma a garantir o melhor modelo assente
em diferentes niveis de p. Algoritmos baseados na ideia de random forest

poderdo ser uma pista relevante a estudar num outro trabalho.

4.2.2. Desenho experimental: Uma solucdo pragmaéatica em populacdes Tweedie —

Box-Cox
De acordo com a reviséo vista acima, os modelos GLM com Tweedie ndo séo
facilmente aplicAveis no contexto experimental. Ha que encontrar uma solucdo

pragmatica

Note-se que o maior problema é ter um modelo de andlise experimental em
condi¢cbes de heterocedasticidade, ou em modelos de dispersdo, onde a Tweedie

se adapta bem.

Box & Cox (1964) afirmam que para a estabilizar a varidncia o método habitual é
determinar empiricamente ou teoricamente a relacéo entre a variancia e a média.
Sendo que a relacdo empirica pode ser encontrada pelo grafico do logaritimo com

a média. Adicionalmente, referem estes autores, um outro método podera ser a
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escolha de uma transformacdo. E neste contexto de regressdo que se centra o

pragmatismo anunciado.

Transformacbes de dados sempre foram usadas nos modelos de
regressdo/ANOVA de forma a conseguir essencialmente (Box & Cox (1964)): (i)
simplicidade na estrutura de E(y); (i) homocedasticidade, (iii) normalidade, (iv)
independéncia das observacbes e (Gujarati (1995)) (iv) linearidade dos

parametros, (v) uma melhor interpretacdo da forma funcional adequada a teoria.

Para valores esperados positivos'’, a transformacéo de Box—Cox:

A

yr-1
y(;L) — Tparal =0 (26)
log(y) parad =0

€ muito usada, ja que: “is continuous as A tends to zero and monotone increasing
with respect to x for any A”. Ha alguns valores de A faceis de interpretar, conforme

indicado na tabela abaixo.

Tabela 4.1 - Interpretacéo para possiveis formulacdes de Box-Cox

A Interpretacéo

1,00 N&o € necesséria qualquer transformacao; os resultados produzidos sdo

idénticos aos dados originais

0,50 Transformacéo de raiz quadrada
0,33 Transformacdao de raiz cubica
0,25 Transformacdao de raiz a quarta
0,00 Log natural

Fonte: autor

A escolha de A no entanto € habitualmente feita de forma automatica. Osborne

" Note-se que aqui se esta a estimar o prémio comercial, e ndo o prémio puro, pelo que o valor
esperado sera sempre positivo.
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(2010) propde o seguinte algoritmo:
1. Dividir a variavel chave em 10 (ou mais) intervalos;
2. Calcular a média e o desvio-padréo para cada intervalo;
3. Fazer um gréafico com log(o) vs log(u) para cada uma das regides;
4. Estimar o declive médio do gréfico, e usar o 1 — A como valor inicial de A.

Apesar deste autor ndo mencionar, na pratica trata-se do classico método (ja
referido) por Box & Cox (1964): “An adequate empirical relation may often be
found by plotting log of the within-cell variance against log of the cell mean” e que

pode ainda ser mais estudado em Harrison & McCabe (1979).

Note-se que este algoritmo ndo € unanime. Charpentier (2010), Ripley, Venables,
Bates, Hornik, Gebhardt & Firth (2015) assumem que a melhor forma de estimar 4
sera aquele que garante a maior verosimilhanca. Desenhar a evolucdo da funcéo
maéaxima verosimilhanca pode ser util neste caso. Contudo este método ndo é
prudente, ja que qualquer || elevado ira reduzir excessivamente a variabilidade
da variavel objectivo. E quando se re-construir a variavel objectivo de y» para y
o resultado podera ser, no limite, uma varidvel estimada “tendencialmente
horizontal” — isto € sem qualquer variabilidade. Alguns softwares e pacotes
estatisticos (MASS no R, STATA) mantém esta abordagem, mas impdem limites a
|4], habitualmente em || < 1, || < 2.

83



Apuramento dos prémios das seguradoras congéneres

Figura 4.2 - Exemplos das distribuicdes associadas a transformacéo Box-Cox
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Fonte: autor

Por fim, uma outra alternativa, é optar por um valor de A que faca sentido para o
analista. Uma leitura cuidada de Box&Cox (1964) aponta nesse sentido. Assim é
de salientar que a forma loglin <=> 1 =0 teoricamente € a faz mais sentido

usar no modelo de prémios, e € mais facil de interpretar:

1. A distribuicdo de custos totais/prémios puros (isto € a Tweedie com
parametros crediveis) é, visualmente, proxima de uma log normal ou

gama (ver figura 14).

2. O modelo log-lin tem a vantagem dos coeficientes representarem

elasticidades; um conceito com muito significado em termos de prémios.

Gujarati (1995)*® apresenta uma forma muito simples de encontrar e testar a

® Na verdade trata-se de um teste desenvolvido por: MacKinnon, H. White, and R. Davidson,
“Tests for Model Specification in the Presence of Alternative Hypothesis; Some Further Results.”
Journal of Econometrics, vol. 21, 1983, pp. 53—70. Gujarati refere ainda que este teste é similar ao
proposto em A. K. Bera and C. M. Jarque, “Model Specification Tests: A Simultaneous Approach,”

Journal of Econometrics, vol. 20, 1982, pp. 59-82.
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transformacdo dos dados — pelo menos entre a forma linear e log. Embora o
processo de estimacgdo pareca um pouco complexo; a verdade € que a ldgica do

teste € muito simples: se o modelo linear € de facto o correto, a formula

exp(108(Yeom base no modelo 10g) €Stard relacionada com o modelo em estudo
(bastara fazer uma regressao e aplicar um teste-t). Da mesma forma, que se o

modelo for logaritmico, 10g(Y.om base no modeto un) NAO €stiver relacionado com o log
da variavel objectivo entdo esta férmula funcional ndo sera a mais ajustada. Neste
altimo caso, se o teste der negativo para a forma log-linear, a questdo centra-se

em estimar A.

Resumindo, para apurar o modelo tarifario da concorréncia em contexto de
desenho experimental, a opcdo Box-Cox sera a opcéo seguida em detrimento da

regresséo Tweedie,

Além disso, ap0s a analise da melhor forma funcional, numa segunda fase podera
ser aplicada uma regressao de Tweedie; obtendo com Box-Cox uma indicacéo
grosseira do que poderd ser p (isto é a forma da Tweedie), fugindo das
dificuldades apontadas na seccéo 2.1, deste capitulo. Tal como mencionado, a

opcéo de ‘forca bruta’ podera ser uma alternativa a estudar.

4.2.2.1. Desenho experimental: Correcao a regressao de Box-Cox

A variavel chave a estimar é y = prémio comercial e ndo y™®. Apds o processo de
estimacdo sera necessario decompor a formulacdo de Box-Cox na sua

formulacéo correcta:

(27)

{y/a)l + 1 quando A # 0
exp(y/a)) quando A =0

7

Mas esta formulagdo ndo é a mais estatisticamente eficiente... De facto, a
aplicacéo da formula Box-Cox subestima sistematicamente o valor esperado de y.

De uma forma intuitiva, o ponto de massa da reta de regressdo Box-Cox (ha

média de x e na média de y) néo é idéntico nas duas equacdes em ordem a y@® e
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em ordem a j.

Uma solucéo expedita (Wooldridge (2003), para quando A1 = 0, mas que pode ser
generalizado para a qualquer variante da regressdo Box-Cox) é possivel de obter
regredindo y em 9, sem constante. O coeficiente associado a y dara o factor de

correccao dos pontos de massa. Assim a previsao final de y sera a de:

57\ = § X coeficiente de corregao.

4.3. Identificar os factores que definem o produto

Em relacdo ao apuramento dos factores, o trabalho experimental esta facilitado:
Cada cliente tem de preencher uma folha de simulacéo (ou sédo-lhe pedidos dados
para o mesmo efeito) para que uma cotacao lhe seja entrega. Habitualmente, ndo
h& mais dados a trabalhar além dos solicitados (embora seja conhecido que
algumas seguradoras em regime de bancassurance usem os dados de
comportamento bancério; e afirma-se que noutros paises o perfil nas redes
sociais possa ser utilizado). Ou seja, o trabalho de validacdo dos factores em
sessOes de brainstorming e com entrevistas em profundidade com diferentes
especialistas (ver Barker (1994)'°) é grosso modo dispensado, j& que as

companhias indicam na simulac&o quais os factores recolher.
No caso de ramo automoével, os factores habitualmente considerados séo:

1. Caracteristicas dos segurados

e Geénero: O racional desta variavel esta associado essencialmente a
uma diferente frequéncia de sinistralidade de acordo com os
géneros.

E de salientar, porém, que a 1 Marco de 2011 o Tribunal Europeu de

19 Este autor refere que é necessario falar com:
1. The experts
2. The peripheral experts
3. The operators or technicians
4. The customers [neste caso ndo aplicavel],
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Justica decidiu que as companhias de seguros que usassem O
género como um factor de risco estavam a desrespeitar as leis de
igualdade da UE. E que em Fevereiro de 2015, (Lei n.° 9/2015)
passaram a ser “admitidas diferenciacdes nos prémios e prestacdes
individuais desde que proporcionadas e decorrentes de uma
avaliacdo do risco baseada em dados actuariais e estatisticos
relevantes e rigorosos”. A possibilidade de utilizacdo desta variavel a

partir de 2015 passou assim a ser uma realidade.

e I|dade: O racional desta variavel € medir a inexperiéncia e o apetite
ao risco dos segurados. Trata-se de uma variavel com impacto na
frequéncia de sinistro e, dependendo das coberturas, no custo
médio.

e Historico de sinistralidade: Para a inadaptacdo do condutor usa-se
cada vez mais e de forma automatica o histérico de sinistralidade
gue pode ser consultado pela seguradoras portuguesas na SegurNet
(uma plataforma gerida pela associacdo do sector com o histérico de

sinistralidade).

e |dade do condutor quando tirou a carta: Quando combinado com a
idade, obtém-se uma variavel instrumental da experiéncia do

condutor.

e Estado civil: Pouco usado em Portugal, embora haja alguma
sensibilidade que aponte para o facto de que condutores casados

terem menos acidentes que o resto da populacéao.

e Percurso habitual: Variavel que indica a frequéncia de sinistro —
guanto maior a distancia casa-trabalho, maior a probabilidade de

acidente.

e Forma de pagamento: A forma de pagamento revela a pressao
financeira que o condutor esta sujeito, factor que esta correlacionado
com o perfil de conducédo — frequéncia. Além disso, a forma de

pagamento esta correlacionada com o consumo de capital da
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seguradora e, por isso, com efeito no prémio comercial via cargas

administrativas e coeficiente de lucro.

2. Caracteristicas dos riscos sequros

Classificacdo do veiculo: A relacdo peso poténcia aumenta a
frequéncia de sinistro. Se um carro for leve para a cilindrada que
tem, havera uma frequéncia elevada de sinistro e provavelmente um

maior custo médio.

Marca e classificacdo do veiculo: HA marcas cujas pecas custam
mais, do que outras, pelo que esta variavel tem um impacto no custo
médio. O tipo de construcdo, os dispositivos de seguranca também

tem a sua influéncia no custo médio.

Uso do objecto seguro: Se o objecto é fundamental para o dia-a-dia,
ou para uso profissional, a frequéncia de sinistro aumenta — (mas a
frequéncia por unidade de exposicdo (medida em km conducéo)
diminui. Assim, ter a profissdo e qualquer variavel instrumental do

uso do objecto seguro é relevante.

3. Especificidades regionais ou de contexto genérico

Meteorologia: O contexto de sinistralidade tem sido dos temas
menos considerados na construcdo de uma tarifa. Por exemplo, se
chove mais, ha mais acidentes, mas as companhias fazem as tarifas
para um dado pais e onde implicitamente as taxas de pluviosidade
nao variam). Se ha uma crise, as pessoas andam menos de
automovel, logo h4 menos acidentes. Estas variaveis de contexto

sdo ligadas a evolucdo do tempo; e deveriam ser analisadas.

Regido: Ha muitas vezes variaveis regionais que sao muitas vezes
descuradas, ja que tudo é colocado em grandes regides comerciais
e ndo com a granularidade suficiente. Tipicamente o poder de
compra concelhio (por exemplo) esta relacionado com variaveis de

custo meédio e apetite pelo risco dos condutores.
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Sectoriais: Se a utilizacdo for profissional e em determinados
sectores, por exemplo transportes e distribuicdo, ha uma maior

exposicao, logo, uma maior probabilidade de maior frequéncia.

4. Companhia

Aos factores apresentados deve ser considerado um factor extra: a
companhia. E de supor que este factor altere a relagdo entre todos
0S outros — € se se quiser um elemento chave de interaccdo com
todos os factores: cada companhia tera o seu modelo de tarifacéo.
Essa informacdo deve ser aproveitada para apurar o verdadeiro
risco de mercado, ja que em teoria todas as companhias estdo a
medir o0 mesmo risco: frequéncia e custo médio. De outra forma,
uma vez que (e é razoavel que assim seja) ndo ha troca de modelos
tarifarios entre entidades seguradoras, havera tantos modelos
qguanto o numero de companhias existentes — ndo se esta a dizer
gue o efeito das companhias é um efeito de ruido ou causador de
nuances nos dados; esta-se antes a afirmar que o modelo é
estatisticamente distinto de companhia para companhia e que tal
nao se controla com uma simples aleatorizac&o. (A inclusdo desta
informacdo no processo de estimacdo sera detalhada na seccédo
seguinte). De uma forma matematizada, e considerando que x tem a
leitura de variavel exdgena habitual, tem-se que o modelo tera a

seguinte forma:

Vi = fcompanhiaj(xi) (28)

e nao:

y; = f (Companhia;, x;) (29)
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onde x; designa o conjunto de variaveis acima identificados.

4.4. |dentificar os niveis que definem os factores

Em relacdo aos niveis a questdo € distinta, jA que a recolha é feita de forma
continua em algumas variaveis chave; mas o tratamento pode ser discreto. Mais,
pode haver alguns racios e valores derivados (o apuramento do peso poténcia &

talvez o caso mais evidente).

E de notar, no entanto, que a opcéo pela escolha dos niveis tem de ser de tal
forma que se minimize o volume de informacao a recolher e torne o projecto de
campo eficiente e exequivel. Aqui neste ponto tera de se assumir que com
recurso a um painel de especialistas (ver Barker (1994)) €& possivel
minimizar/agregar o ndmero de niveis. Este especialista, Barker, revela, com
especial énfase, a forma de organizar a informacao neste sentido: “It is best to
organize an experiment as a team effort and use the brainstorming technique to

scope the entire problem.”

4.5. Desenho 6ptimo

Quando os dados parecem mostrar que had uma relacdo linear é possivel tentar
obter um modelo de regressdo que se aproxime da relacdo apurada — esta-se no

contexto de Completely Randomized Design.

Para que esse modelo seja verdadeiro centrado € necessario verificar um
conjunto de hip6teses, muitas vezes chamadas hipdteses classicas, e estimar o
processo gerador de tarifas por maxima verosimilhanca. Com condi¢des classicas
(linearidade nos parametros, amostra aleatoria, auséncia de perfeita
multicolinearidade) & possivel garantir a centragem dos estimadores de maxima

verosimilhanca.

Na andlise na analise do potencial viés ndo foi necessario assumir qualquer
distribuicdo. Para tal basta recordar a equagao 18, que por uma questdao de

conveniéncia aqui se repete:
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E(BIX) =E(B + X'X) 'u|X)
=B+ E(X'X) 'ulX)

=B+ X'’X)"E(u|X) (18)

com u sendo o vetor de erros, e o0 modelo a estimar ser da forma:

y=XB +u.

O que esta equacdo permite concluir é: se porventura os dados recolhidos
estiverem correlacionados com alguma variavel presente no residuo (i.e.
E(u|X) # 0) este podera perder precisdo. Esta perca de precisdo sera tanto maior
guanto maior for a correlacdo entre as variaveis explicativas (i.e. quanto maior for
X'X)™).

Assim, numa amostra aleatéria, como € habitual trabalhar num contexto de
regressao, ha um mecanismo aleatoério que “escolhe” a amostra dentro de todas

as amostras possiveis.

No contexto de desenho experimental é possivel ver o problema de outra forma.
Se houver um processo gerador de dados (e ndo um mecanismo aleatério de
seleccdo das amostras), a estrutura de dados mantem-se e a formula do
estimador ser4 a mesma e a centragem esta garantida (condicdo essencial). E
assim possivel recolher quaisquer dados para garantir a centragem do estimador
B. Mas é possivel ir mais longe, a centragem ndo é a Unica condicdo essencial.
Com este pressuposto do mecanismo gerador de dados €, também, possivel ir

mais além em termos de variancia dos testes.

A segunda condicdo para um bom desenho amostral € maximizar a poténcia dos
testes. Para garantir que o processo € eficiente, isto € que o desvio padréo
associado a cada uma das estimativas das betas € minimo, a que analisar a

formulacdo do estimador de beta:

B=XX)"'Xy (30)
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E o desvio padréo de B sera dado por:

var(B) = o(X'’X)™! (31).

Assim, se se quiser ter uma estimativa eficiente, pode-se apostar em ter o nimero
de casos suficiente para estimar a regressao e que cada um dos elementos da
diagonal da matriz (X’X)~! seja minimo (assume-se que ndo ha qualquer efeito de

interaccao).

A melhor forma de o fazer (cf. Cramer-Rao) € garantir que a matriz (X’X)! seja
apenas preenchida na diagonal — que nao haja qualquer correlacdo entre os

diferentes x. Nesse caso, diz-se que a matriz (X'’X)~! é ortogonal.

Ou seja,
B=XX"Xy
B=1XYy (32).

Com recurso a B =IX'y os valores do estimador sdo muito faceis de estimar e
terdo sempre a varidncia minima. Note-se que se (X'X)"'#1 haverd um
fenémeno de confusdo (confounding) ndo sendo possivel estimar sem um erro
elevado associado os coeficientes estimados. A questdo € que a variancia é
reduzida apenas se se estiver a analisar o verdadeiro mecanismo gerador de

dados — o que implica uma boa dose de presuncéao.

O desenho ortogonal tem ainda uma vantagem adicional em termos de
centragem. Se de facto tiver sido esquecida uma variavel relevante, (i.e. E(u|X) #

0) o seu impacto ser4 minimo, ja que (X'X)~! =1 (ver equacgéo 18).
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4.5.1. Desenho 6ptimo — ajustes funcionais

Apébs o desenho amostral e analise de dados, é possivel fazer um simples modelo
de regresséo linear para apurar a importancia dos factores (através de um teste t)
e o0 grau de criticidade dos seus niveis (hovamente com o teste t, e assumindo os
niveis como variaveis dummy), ajustando eventualmente, a melhor forma

funcional.

Vale porém a pena explorar o que significa a equacdo (28) e a necessidade de
dizer que se tem de ter uma funcdo por companhia vista na seccao anterior. A
equacao (28) foi vista na seccao anterior, mas por uma questdo de conveniéncia

agui se repete:

Vi = fcompanhiaj(xi) (28).

Esta equacéo indica que se opta por recolher e modelar os dados para uma Unica
companhia, assumindo que cada uma das companhias devera ter os modelos de
tarifacdo autbnomos. Se se considerar apenas duas companhias, 0 que se esta a

dizer € que o modelo em causa pode ser descrito como:

w=le xllal+le

Ouainda:y=XB + e (33)

onde:

[2] = e~N [(8) , (UIOIT UZOIT> = w] = e ~N(0,W)

Mas uma questdo surge ao analisar para estes dados: “As companhias estéo a
operar no mesmo mercado, sera que se esta a usar toda a informacéo disponivel
para capturar o modelo tarifario no mercado?”. Ou de forma ainda mais directa:

“Os modelos tarifarios sao auténomos, mas sera que sado independentes?” De
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uma forma mais matematizada (aplicando o mesmo racional de Griffiths, Hill &
Judge, (1993)): “E se os erros das diferentes equacgbes, e; e e,, estiverem

correlacionados?” De tal forma que (33) possa ser escrito da seguinte forma:

w=o wllg]+ e (34)

com

e =en[Q). (e 2ir) = w] = e-vow)

A ideia é que podemos estimar a equacao (32) por blocos, de forma a assumir
diferentes formas funcionais, e quem sabe diferentes variaveis explicativas; mas
com (33) podemos ter maior precisdo na previsao e maior poténcia nos testes. A
demonstracado destas afirmacdes, segue abaixo, apenas para o caso de duas
companhias, embora a generalizacdo seja directa (e pode ser confirmada no
Anexo do cap. 17 de Griffiths, Hill & Judge, (1993) e junto de Zellner (1962)). Por

maxima verosimilhanca, tem-se que:

B=xwWlx)Xy

{CO [ W e [

E(ee) # ol, 0 caso habitual ndo se

aplica, pelo que: E(ee’) =W

—~—

Cov(B) = (X'W~1x)1

Porém, este estimador ndo passivel de ser calculado, ja que a matriz W néo é

conhecida; entdo tem de ser estimada. Ou seja, € necessario apurar a seguinte

relagcdo: 6 = ée'.
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Entdo tem-se:
B=XW1x)X'y (35)

0 Xz][

I r —~

:[X1 0] 11l 0/\121T] [ ]
0 X,l looily Glr 0 X,

_ -1
"= T~ -1 !

_|[X2 0] e, eil; e, ellTl X, 0] X, 0] [yl]

0 Xl |efel, e)ely 0 X, 0 X,| lyz

Cov(B) = X'W-1X)"1

Uma vez que o modelo sem inclusdo das restantes seguradoras ndo é

homocedastico (ou seja, tem-se E(ee') # ol), os diferentes estimadores B ja ndo

P
=

sdo centrados e de eficiéncia minima. Porém, B é, em caso de boa
parametrizacao, (tendencialmente) homocedastico, pois esta-se a incluir o padrao
de dispersao dos erros, e por isso mais eficiente®®. A andlise dos testes t e F sera
assim mais precisa e o desenho experimental ganha mais consisténcia. E desta
forma consegue-se capturar quais 0s mecanismos geradores de dados/prémios

puros das diferentes companhias.

Evidentemente que o ajustamento SUR deve ser aplicado antes da desconstrucao
da variavel objectiva e nesse sentido da correccdo do ponto de massa apurado
em b2.i).

4.6. Caso pratico

Para melhor compreender a aplicacdo deste conceito € usada uma Base de

% vale a pena referir que qualquer um dos estimadores (8 ou ﬁ) apresentados, desde que bem
especificado, é assintoticamente eficiente (Griffiths, Hill & Judge, (1993)).
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Dados que retracta as condi¢cbes de mercado segurador em 2011 do automovel
portugués para as coberturas de responsabilidade civil e assisténcia em viagem

de forma agregada.

Os dados apresentados foram ligeiramente retocados de forma a garantir o
anonimato das companhias sob analise. A variavel ‘forma de pagamento’ foi
excluida da andlise de forma a criar mais um elemento de ndo-identificacdo das

seguradoras.

A recolha de informacao foi com recurso a Mediadores Mistério cuja ficha técnica

sai fora do ambito desta tese (além de permitir a identificacdo das seguradoras).

As subseccdes seguintes acompanham as fases classicas de desenho

experimental, ja referidas na seccdo a deste capitulo.

Fase 1: Identificar os factores e niveis que definem o produto;

As variaveis consideradas ndo foram definidas no ambito desta tese, nem pelo
seu autor. A discussdo das variaveis presentes é indicada na tabela abaixo. A
simulacdo deve corresponder a um seguro com capital minimo obrigatério de
Responsabilidade Civil (RC), mais uma cobertura minima de Assisténcia em

Viagem.

Tabela 4.2 - Discussao de factores e niveis

Variaveis NUmero de niveis | ldentificacdo dos niveis
Género 2 | Homem

Mulher
Idade 7 | 19 anos

23 anos
28 anos
35 anos
45 anos
57 anos
67 anos
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Variaveis

NUmero de niveis

Identificacdo dos niveis

Histérico de sinistralidade

21

0 sin. /10 anos / 15 anos
0sin. /15 anos / 15 anos
0sin. /2 anos/ 2 anos
0sin. /4 anos / 4 anos
0 sin. /5 anos / 10 anos
0sin. /5 anos/ 12 anos
0sin. /5 anos /5 anos
0sin. /5 anos / 6 anos
0sin./5anos/ 7 anos
0sin. /5 anos / 8 anos
0sin. /7 anos / 9 anos
1sin./0anos/ 1 anos
1sin./0anos/ 2 anos
1sin./0anos/ 3 anos
1sin. /0 anos /4 anos
1sin./0anos /5 anos
1sin./1anos/5 anos
1sin. /2 anos /9 anos
1sin. /3 anos /9 anos
1sin. /4 anos/ 10 anos
sem experiéncia

Idade do condutor quando tirou a carta

Excluido

Estado civil

Excluido

Percurso habitual

Excluido

Classificagdo do veiculo

6

Caminheta
Ligeiro Particular
Misto
Monovolume
Pickup

Todo o Terreno

Idade do veiculo

13

© 00O N O OB~ W N Pk O

N e
o oo

Marca do veiculo

Excluido
(associado ao tipo de veiculo e
idade do veiculo)

Uso do objecto seguro Excluido
Metereologia Excluido
Regiéo 58 | Agores - ANGRA DO HEROISMO

Acores - PONTA DELGADA
Agores - VILA DO PORTO

Aveiro - AVEIRO

Aveiro - OLIVEIRA DE AZEMEIS
Aveiro - VALE DE CAMBRA
Beja - BEJA

Beja - MERTOLA

Beja - ODEMIRA

Braga - BARCELOS

Braga - BRAGA
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Variaveis Numero de niveis | ldentificacdo dos niveis

Braga - CELORICO DE BASTO
Braga - GUIMARAES

Braganga - BRAGANCA
Braganca - MONCORVO
Castelo Branco - BELMONTE
Castelo Branco - COVILHA
Castelo Branco - SERTA
Coimbra - COIMBRA

Coimbra - OLIVEIRA DO HOSPITAL
Evora - ESTREMOZ

Evora - EVORA

Faro - CASTRO MARIM

Faro - LOULE

Faro - SILVES

Funchal - FUNCHAL

Funchal - PORTO SANTO
Funchal - SANTANA

Guarda - GUARDA

Guarda - TRANCOSO

Guarda - VILA NOVA FOZ COA
Leiria - LEIRIA

Leiria - PENICHE

Lisboa - CADAVAL

Lisboa - LISBOA

Lisboa - LOURES

Lisboa - SINTRA

Lisboa - TORRES VEDRAS
Portalegre - AVIS

Portalegre - ELVAS

Portalegre - PORTALEGRE
Porto - AMARANTE

Porto - PAREDES

Porto - PORTO

Santarém - ABRANTES
Santarém - OUREM

Santarém - SANTAREM
Setlbal - MONTIJO

Setubal - SANTIAGO CACEM
Setlibal - SEIXAL

Settibal - SETUBAL

Viana do Castelo - MELGAGCO
Viana do Castelo - VIANA DO CASTELO
Vila Real - SABROSA

Vila Real - VILA REAL

Viseu - OLIVEIRA DE FRADES
Viseu - SAO PEDRO DO SUL
Viseu — VISEU

Companhias 7 | Confidenciais

Fonte: autor

Fase 2: Desenho 6ptimo

A amostra a recolher foi desenhada por variavel, mantendo o numero de
observacdes minimas. A ortogonalidade nao foi garantida. O modelo estimado &

assim centrado, embora n&o seja necessariamente estatisticamente eficiente.

Assim, definiu-se um caso padréo e por variavel foram alterados os niveis, sendo

desenhadas 5 subamostras.
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Apesar da construcdo da amostra total ser ortogonal, se o modelo gerador de
dados seguir uma distribuicdo cujo resultado final dependa do nivel em que se

esta podera ser perdido alguma capacidade de previsdo do modelo.

O caso padrédo ndo pode ser revelado por questdes de confidencialidade do

projecto.

Fase 3: Recolha de informacao

Esta base de dados foi recolhida pelo autor no inicio da década para um projecto
especifico de consultoria. Uma ficha técnica detalhada poderia permitir a
identificacdo do cliente, dos objectivos do projecto e das condi¢cdes de mercado.
Assim, todos os dados foram cuidadosamente calibrados de forma a ndo permitir

determinar as companhias alvo, nem os resultados operacionais.

No entanto, é de referir que para a realizacao da recolha de informacéo recorreu-
se a mediadores ndo exclusivos. Esta ndo exclusividade € uma garantia para
avaliar, de forma imparcial e objetiva, a estrutura de custos dos servicos
prestados. Estes mediadores recolheram simulacdes, de acordo com um
cenario/perfil previamente estruturado para ser simulado e com posterior registo

de informacao em guides de observacgao.

Houve o cuidado de garantir que os mediadores faziam a recolha em concelhos

pertencentes as regides de trabalho.

Fase 4: Andlise

Antes de mais, é de salientar que o modelo a estimar sera executado com 0s

seguintes passos:
1. Construcdo de um modelo por seguradora e apuramento do A;
2. Estimacdo do modelo por SUR,;
3. Correcao do ponto de massa,;

4. Apuramento do melhor estimador de g;
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5. Analise critica de resultados e, eventualmente, repeticédo do ciclo.

F4.1. Construcdo de um modelo por seguradora e apuramento do A.

Conforme discutido, o0 modelo deverd incluir todas as variaveis recolhidas para

cada seguradora.

Para a escolha de A optou-se inicialmente por fazer um grafico com a evolucéo da
funcao verosimilhanca entre -10 e 1, sendo os limites definidos em torno de zero e
de forma a incluirem os maximos de cada uma das fun¢des. Os resultados podem
ser vistos na figura abaixo e indicam que os A que maximizam as funcdes
objectivo séo: -3,504; -1,723; -4,055; -3,469; -1.380; -3,276; e -3,024.

Todos os pontos 6ptimos se afastam dos intervalos faceis de interpretar, e
indicados na tabela 9. E ainda de salientar que aparentemente as companhias
usam de facto diferentes modelos tarifarios reforcando a ideia de estimar cada
modelo separadamente, de acordo com a equacéao 28.

Figura 4.3 - Evolucéo das fungdes verosimilhanca para cada uma das companhias e apuramento do A

Tog-Likelhood
0

log-Likelihoad
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T T T
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0 B0 40 220 0 20 40

50 100

200
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Tog-Likelihood
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log-Likelihood

0
L
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100 -50

Fonte: autor

Quando se usam estes valores de lambda, e se estima o processo gerador de
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dados por OLS e se reconstréi a variavel objectivo final, o resultado € desolador.
A escolha tdo rigorosa de lambda acaba por eliminar toda a variabilidade do
modelo. A figura abaixo salienta os resultados, com A<~ —3,2 a variavel
objectivo final fica uma recta paralela ao eixo das abcessias. Se se alargar a
precisdo do software, de forma a que este trabalhe com mais casas decimais, 0

resultado melhora um pouco, mas nao de forma significativa.

Figura 4.4 - funcé@o de y com transformac¢do de Box Cox que maximiza a funcéo verosimilhanca
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Fonte: autor

O modelo sera assim estimado com recurso a A = 0.

F4.3 Estimacdo com modelo SUR

O modelo estimado por SUR, ainda com a transformacdo Box Cox, apresenta
uma matriz de correlacdo® forte (apreciacéo qualitativa) entre os modelos das

diferentes seguradoras. De facto, a correlagdo entre as tarifas estimadas varia

2L A matriz de correlagdo (W’) € mais facil de interpretar que a matriz de covariancia (W).
Evidentemente que W foi a usada no processo de estimacao.
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entre 49% e o0s 93%.

Tabela 4.3 - Matriz de correlagdo dos residuos dos modelos estimados por companhia

The correlations of the residuals
eql eq2 eq3 eq4d eqb eqgb eq?

.00 .28 .40 .53 .64 .51
.28 .00 .60 .52 .40 .32
.40 .60 .00 .56 .48 .54
.53 .52 .56 .00 .52 .29
.64 .40 .48 .52 .00 .49
.51 .32 .54 .29 .49 .00
.34 .56 .38 .58 .24 .01

eql
eq2
eq3
eq4
egb
egb

©O ©o o o o ofE
o O O O ol B o
o o o ol o o
ol ol o o o
© o ©o o o o
o H O o o o o

eq’7

Fonte: autor

F4.3 Correccdo do ponto de massa

A correccdo do ponto de massa tem impacto variado: numas € quase
insignificante, noutras pode implicar uma correccdo de >4%. De facto, por
companhia é possivel encontrar os seguintes factores de correccédo: 1,0016,
1,0101, 1,0034, 1,0059, 1,0100, 1,0022 e 1,0015.

F4.4. Analise critica de resultados e, eventualmente, repeticdo do ciclo.

Para o desenvolvimento desta tese apenas sera analisado o R2 entre a variavel
final estimada e a variavel objectivo — de facto para o objectivo geral deste
projecto interessa sobretudo avaliar a capacidade de previsdo dos modelos.
Assim tem-se 0s seguintes coeficientes R2: 0,98069; 0,86545; 0,92327; 0,93014;
0,93484; 0,9941; e 0,96843 — valores muito elevados e que indicam uma

excelente capacidade de ajustamento.

Os restantes indicadores de qualidade habitualmente calculados numa anélise de
regressao poderao ser aplicados, mas estdo fora de ambito. Em qualquer caso é

interessante comparar o modelo estimado com o modelo observado.
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Figura 4.5 - Comparacédo do modelo SUR com os dados originais
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Fonte: autor

O apuramento do modelo final sera efectuado com recurso a matriz W apurada

em F4.3 e a equacéo 35, que por uma questdo de conveniéncia abaixo se repete:

-~
=

B=XW1lx)" X'y (35)
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5. Apuramento das preferéncias dos clientes a diferentes ofertas

5.1. Introducao

O objectivo deste capitulo € o de desenvolver uma abordagem que indique a
elasticidade-preco dos clientes a diferentes conceitos de seguro, de forma a
observar e encontrar formas de incluir a reaccdo dos clientes (elasticidade e

funcdo reaccéo/optimizacéo de resultados) face as melhores ofertas.

Subjacente a este estudo de elasticidade esta uma estratégia de auscultacdo
directa ao consumidor, através da aplicacdo de um questionario. Neste capitulo
sera apenas tratado a metodologia estatistica de analise de informacéo, deixando
para tras questdes de amostragem e de organizacdo de questionarios. A parte

estatistica onde se modeliza a elasticidade tera por base conjoint analysis.

Uma outra possibilidade de estudo das elasticidades poderia ser analisada com
recurso a metodologia de Guven & McPhail (2013). Porém, a estratégia destes
autores implica um custo excessivo de recolha de informacédo — de “pagar para

ver’ e apenas modeliza o factor preco, considerando tudo o resto um bem

indiferenciado apenas corrigido com um ou dos parametros.

5.1.1. Apuramento das preferéncias: visdo da microeconomia

Em economia, de forma a compreender as escolhas dos consumidores, é usado o
conceito de ‘utilidade’. Este conceito traduz assim uma representacdo de
preferéncias de bens e servicos e que traduz de que forma o cliente racional faz
as suas escolhas®’. Da-se assim um pendor racional & decisdo do cliente, ja que
este escolhe sempre a opcao que lhe traz maior ‘utilidade’. Neste paradigma de
racionalidade perfeita, se porventura o cliente ndo opta pelo produto que lhe
confere maior utilidade ou bem-estar, assume-se que ndo esta na posse de toda a

informacéo. E ainda habitual assumir ainda que a utilidade pode ser decomposta

22 Com algum abuso de linguagem, neste documento usar-se-30 os termos ‘preferéncia’ ou
‘utilidade’ de forma indiferente.
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em pequenos atributos (ver Neumann e Morgenstern®®) que compdem o préprio

produto.

Uma forma eficiente de apurar quais as utilidades dos clientes € aplicar o principio
da preferéncia revelada. Este método, desenvolvido por Paul Samuelson em
1938, assume que as preferéncias dos consumidores podem ser reveladas pelos
seus habitos. Samuelson num dos seus muitos trabalhos seminais enunciou o
Weak Axiom of Revealed Preference ao dizer: “if an individual selects batch one
over batch two, he does not at the same time select two over one.” Ou seja, 0
produto ‘um’ é preferido ao produto ‘dois’; ou no minimo ‘um’ € tdo bom quanto o
produto ‘dois’. Este teorema revolucionou a forma de analisar o comportamento
do consumidor: deixou-se de estudar apenas qual a escolha de produtos a um
dado orcamento. Porém, e s6 em 1967, Sydney Afriat com um conjunto finito de
precos e de escolhas de consumidores tentou construir uma fungéo de utilidade
gue fosse consistente com as escolhas observadas. O processo de investigacao
foi algo heterodoxo, contra-intuitivo, afirma Varian (2006) e por isso a maior parte
dos analistas ndo reconheceu o seu valor. Além disso, continua este autor:
“Afriat’s exposition was not entirely transparent.” Ainda assim, alguns dos mais
importantes microeconomistas da segunda metade do século XX foram-se
dedicando a este tema (p.ex: Sydney Afriat, Andreu Mas-Colell, Walter Diewert,

Paul Samuelson (Prémio Nobel)) com o objectivo de responder a (Varian 2006):

e Consisténcia: Quando € que o comportamento observado € consistente

com a maximizacao de utilidade?

e Forma: Quando é que o comportamento observado é consistente com uma

forma particular de utilidade?

e Recuperacdo: Como recuperar um conjunto de funcbes de utilidade que

sao consistentes com um conjunto dado de escolhas?

e Previsdo: Como prever qual a procura face um novo orgcamento?

2 Neumann, John von e Morgenstern, Oskar Theory of Games and Economic Behavior. Princeton,
NJ. Princeton University Press. 1944, sec.ed. 1947, th.ed. 1953.
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5.1.2. Apuramento das preferéncias: visdo do marketing

Do lado dos marketeers um desafio semelhante surgiu, mas seguindo uma linha
diferente de anélise. Neste campo de saber, ndo se pretendia saber qual o cabaz
escolhido de um determinado consumidor face a um determinado orcamento, nem
determinar a utilidade subjacente a um produto. Tratava-se de apurar as
preferéncias de um produto com base na decomposicdo dos seus atributos

(preco, marca, forma, por exemplo).

Dificilmente se consegue perguntar e ter uma resposta valida sobre quais as
preferéncias de um cliente alvo, tendo em conta a avaliagdo individual dos
atributos que compdem o produto. Sem um sistema de penalizagcdo entre
atributos, sem uma analise conjunta de atributos, inevitavelmente, os clientes irdo

indicar os melhores niveis — o ‘nirvana’.

Hauser & Rao (2003) indicam que “h]e [Paul Green] sought a means to
decompose consumer preferences into the partial contribution (partworth) of
product features. In this manner, researchers could not only explain the
preferences of existing products, but could simulate preferences for entirely new

products that were defined by feature combinations”.

Apesar de ser um caminho alternativo & microeconomia, ha aqui um principio de
preferéncia revelada, mais uma vez. “Conjoint measurement has psychometric
origins as a theory to decompose an ordinal scale of holistic judgment into interval
scales for each component attributes. The theory details how the transformation
depends on the satisfaction of various axioms such as additivity and
independence”. Apesar de seguir uma corrente autbnoma, Green seguiu uma

abordagem semelhante ao da microeconomia explicada no inicio deste capitulo.

Em qualquer caso, no marketing e na microeconomia, o principio de preferéncia
revelada € uma forma pratica de suportar o conceito de utilidade, que € uma

assuncao extraordinariamente forte e dificil de justificar.

Assim, e de uma forma simples, a analise conjunta (conjoint analysis), baseia-se
nos pressupostos de utilidade, escolhas racionais, utilidade por atributos e
preferéncias reveladas. De facto, Green & Wind (1975) no seu trabalho seminal,
baseado em Carpet Cleaners (!), assumem que a preferéncia (y) € modelada em
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funcéo dos atributos (x) que o definem, dando origem a uma relagdo geral do tipo:
y = f(x).

Recorde-se que a conjoint analysis € um sistema € muito Gtil por forma a avaliar a
sensibilidade ao preco e a diferentes caracteristicas do produto. A ideia € obrigar
os individuos a fazerem escolhas entre diferentes produtos criteriosamente
escolhidos, numa situacdo em tudo semelhante a existente na vida real. A
imagem seguinte apresenta uma possivel formulacdo dos produtos que os
clientes tém de avaliar, atribuindo uma classificagcdo (score) ou ordenando os

possiveis produtos (rank).

Figura 5.1 - Possivel questionario de conjoint analysis aplicado ao contexto segurador (auto)

Mostre quanto gosta destes produtos, hierarquizando as suas preferéncias. Use a

escala de 1 (ndo gosta nada) a 9 (gosto muito).

Resp Civil+Ass. Viagem

e Resp Civil+Ass. Viagem Resp Civil
+ Danos proprios
300€ 300€ 200€
Marca_2 Marca_3 Marca_3
Netk (« preesellen) Neta (4 preemchen) Neta (4 pareenetlen)

Resp Civil4+Ass. Viagem

Resp Civil+Ass. Viagem
+ Danos proprios

Resp Civil+Ass. Viagem
+ Danos proprios

100€ 200€ 100€
Marca_1 Marca_1 Marca_3
Nots (4 paeenchien) Nots (4 patenchien) Nets (4 paeemchen)
Resp Civil Resp Civil+Ass. Viagem Resp Civil
100€ 200€ 300€
Marca_2 Marca_2 Marca_1
Net (4 pacenchen) Neta (4 pacenchien) Neta (« paeemchen)

Fonte: autor

Com isto, e de uma forma simples, os individuos revelam as suas preferéncias e

as caracteristicas do produto que mais valorizam.
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5.2. Necessidade de aplicar desenhos experimentais

A forma mais acessivel de recolha de dados no contexto de andlise conjunta,
processa-se usando o método de full profile — ou seja, combinando todos os
factores-niveis possiveis. No trabalho pioneiro, Green & Wind (1975), um Carpet
Cleaner, o produto pelo qual se queria apurar as elasticidades, foi decomposto em
Package design, Brand name, Price, Good house keeping seal e Money-back
guarantee, sendo que foi possivel construir 18 produtos distintos, que o0s

consumidores tiveram de valorizar.

No caso de seguros, se se tiver 4 factores, cada um deles com 4 niveis € possivel
ter 256 (4 x4 * 4«4 = 256) produtos que os clientes tém de avaliar. Porém, é
dificil acreditar que qualquer entrevistado (i.e. potencial consumidor), consiga
classificar ou ordenar 256 produtos, sobretudo num questionario onde nao ha

contrapartida ou verdadeira venda.

Contudo, é necessario ver que esta comparacdo completa, de 256 produtos, s6
tem interesse quando se acredita que além dos efeitos aditivos na construcdo da
utilidade, h& igualmente efeitos interactivos de impacto significativo. De outra
forma, e seguindo Goncalves e Reis (2000), ha que avaliar se a utilidade global
resulta da adicdo da utilidade dos atributos (efeitos principais); ou se a utilidade

global pode ser superior (ou inferior) a soma da utilidade dos atributos.

Em conjoint analysis assume-se, sem grandes dificuldades, que apenas os efeitos
principais sdo significativos e que nao havera efeitos de interaccdo, que a
utilidade global resulta da adi¢do da utilidade dos atributos. O modelo de utilidade

a estimar sera assim descrito pela equacao abaixo:

y=fx) = filx)+f2(x)+f3(x3) + falxs) (36)

onde y indica a classificacdo que o publico-alvo deu aos produtos analisados

(scores ou rankings), e f;(x;) pode assumir qualquer formulacao.

Habitualmente f;(x;) assume uma forma linear, ou de ponto ideal ou de utilidades
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parciais separadas (Green & Srinivasan (1990)). Estes conceitos podem ser

caracterizados com as seguintes defini¢des:

a) Linear: Os scores ou rankings y deverdo estar linearmente relacionados com

os factores;

b) Ideal: Relacdo quadratica; onde as preferéncias apresentam rendimentos
crescentes ou decrescentes a escala conforme os niveis utilizados. Havera assim
um ponto ideal a partir do qual oferecer mais (ou menos) aos clientes podera ser

prejudicial.

c) Utilidades parciais discretas: Onde cada nivel de um determinado factor

apresenta uma relacédo discreta, ordenada ou nédo, com 0s scores ou rankings

obtidos.

No desenho dos produtos ha que que responder as seguintes perguntas:

e Qual o numero de produtos (combinacdo de factores e niveis) a

guestionar?
e Quais os produtos (combinacédo de factores e niveis) a questionar?

Estas serdo respondidas nas secc¢des seguintes.

5.2.1. Conjoint analysis: nUmero de produtos a guestionar

Seguindo o mesmo exemplo ilustrativo, visto na seccdo anterior, quando se tém
quatro factores, com quatro niveis cada um, tem-se 4 * 4 « 4 « 4 = 256 produtos a
avaliar — se se optar por uma combinacao full profile e com utilidades parciais

discretas.

Porém, o que se pretende é estimar a equacdo 36. Esta apenas exige 16
observacbes — 16 comparacdes/classificacbes de produtos, jA& que numa
regressdo, o numero minimo de produtos classificar (nUmero de observacdes)

devera ser idéntico a soma dos niveis (k) menos 1.

Esta regra origina um desenho experimental bastante parcimonioso e passivel de
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ser aplicado. A questédo que fica é de saber se este nimero garante eficiéncia nos
estimadores do modelo tanto mais que néo trard nenhum grau de liberdade, pelo
gue nao havera os habituais indicadores de qualidade do modelo ou possibilidade

de questionar a qualidade das estimativas.

Note-se que o modelo a estimar sera individuo a individuo, jA que ndo ha
comparacdes individuais de utilidade. O modelo agregado que dara a elasticidade
total serd a soma das decisfes que cada individuo elaborou. Este detalhe é muito
relevante ja que se poderia empilhar os resultados e fazer apenas uma estimativa
para o individuo médio, e assim, conseguir os graus de liberdade necessario para

fazer as avaliacOes de qualidade.

A tabela seguinte sistematiza as diferentes opc¢des, bem como 0s custos a pagar

em cada uma das opcdes e as principais vantagens.

Tabela 5.1 - Vantagens e desvantagens entre um desenho minimo ou full profile

Designacéo Descricédo do limite e observag6es
Limite minimo Vantagens: Modelo parcimonioso relativamente facil de aplicar
n=k—-1 através de uma técnica presencial de recolha de informacéo

(PAPI — Paper And Pencil Interview ou CAPI — Computer
Assisted Personal Interview) ou mesmo com a ajuda de uma
plataforma informatica (CAWI — Computer Assisted Web

Interview).

Desvantagens: sera que o minimo de observagdes garante uma
estimativa eficiente do modelo? N&o ha possibilidade de avaliar
as estimativas do modelo. Nem possibilidade de estimar

elementos de interaccao entre os diferentes factores.

Limite maximo Este modelo compara todos os possiveis produtos combinando
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Designacao Descricado do limite e observacdes

n = (k; — 1)*factores | todos os niveis e atributos.

Vantagens: Neste modelo é possivel aplicar efeitos de
interaccao. Os estimadores serdo, por definicdo, os mais

eficientes, e apenas sujeitos ao erro amostral.

Desvantagens: O volume de informacéo a recolher torna este

modelo impossivel de recolher.

Fonte: autor

5.2.2. Conjoint analysis: quais os produtos a questionar

Apesar de se puder escolher qualquer numero de produtos a avaliar entre minimo

e full profile, opta-se habitualmente por um desenho ortogonal minimo.

Por ortogonal, como visto no capitulo anterior, entende-se que ndo ha correlacao
entre os factores. Do ponto de vista estatistico, a grande vantagem deste desenho
experimental é que implica geralmente estimadores centrados e eficientes

(variancia minima se o modelo estiver bem desenhado).

5.2.3. Abordagem metodoldgica: Escolha dos atributos e niveis

A abordagem metodologica de conjoint analysis €, na pratica, idéntica a
abordagem de desenho experimental visto no capitulo anterior. H4 apenas uma
diferenga, é que na conjoint analysis a anadlise é ‘esticada’ de forma a fazer

simulagéo.

Assim € possivel seguir a abordagem associada a um desenho experimental

classico:
e Fase 1: Identificar os factores e niveis que definem o produto seguro;
e Fase 2: Desenho 6ptimo;
e Fase 3: Recolha de informacao;

e Fase 4: Analise.
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A identificacdo dos factores e niveis € habitualmente conseguida com focus

groups junto dos clientes e demais stakeholders, ver novamente Barker (1994).

5.3. Conjoint analysis: Estimacao

O objectivo no processo de estimacdo € conseguir apurar o modelo de utilidade
descrito pela Equacéo 36; onde como variavel explicada tem-se a ordenacao (ou
classificacdo) dos produtos-cartdo e, como variaveis explicativas, os diferentes

factores e niveis que caracterizam o produto.

O primeiro desafio esta em especificar a formulacdo linear que explica a
ordenacgéo (ou classificagdo) dos produtos, ja que, como ja afirmado, f;(x;) pode

assumir uma forma linear, ou de ponto ideal ou de utilidades parciais separadas.

Esta equacéo pode ser estimada por minimos quadrados, sendo que, como Visto
anteriormente, B = (X'X)"1X'y. Onde ‘X’ representa a matriz pelas “n”
observacdes pelas “k” variaveis do modelo; ‘y’ € um vector que representa as ‘n’
hierarquizacdes feitas pelos individuos e € um vetor com os “k” coeficientes a

estimar do modelo.

E de notar que ‘y’ é, na maioria dos casos, uma variavel ordinal ja que traduz uma
hierarquizacdo dos diferentes produtos criados. Ainda assim, o processo de
estimacdo mais utilizado acaba por ser a regresséao linear. Nesse caso, sendo ‘X’

uma matriz ortogonal, tem-se que:

B=(XX)'Xy

—~

B=IXy (37).

Ou seja, com recurso & Equacéo 37, os valores de B sdo muito faceis de apurar.

Note-se que os valores a estimar podem ser calculados através de outros
mecanismos além da regressao linear, mais ajustados a natureza da variavel
dependente, como o logit ordenado, ou max diff. Gongalves e Reis (2000) indicam

ainda regressdo monotona MONANOVA e método de Johnson e técnicas de
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programacao linear — modelo LINMAP.

De facto é dificil sustentar que ndo sendo a varidvel dependente contunua (os
dados sédo continuos) que o modelo seja estimado por Minimos Quadrados
ordinarios. E de notar que do ponto de vista formal, o modelo regresséo linear
pode ser utilizado para uma variavel dependente ordinal. O estimador continuara
a ser centrado, se o0 modelo for bem especificado. O estimador de minimos
quadrados ordinais no caso de conjoint continuara a apresentar uma variancia
minima, ja que se esta em presenca de variaveis independentes ortogonais. Mas
apenas com uma dose extra de certeza se pode concluir que o estimador é
centrado e de eficiéncia minima, j& que a forma funcional e o modelo estimado é
sempre incompleto. Adicionalmente € ainda de referir que apesar de tudo, o0s
métodos de regressao linear sdo os mais usados (Goncalves e Reis (2000),
Aaker, Kumar Day (1998) e Hollensen, Schmidt (2006)) e os disponiveis
automaticamente e na maioria dos pacotes de andlise estatistica de marketing

research.

Por forma a aferir a qualidade dos resultados estimados o habitual € verificar a
correlacdo de Spearman ou tau-b entre o modelo estimado e as hierarquiza¢des
estimadas para cada uma das observagdes. Eventualmente, colocam-se mais
alguns casos em holdout que sdo usados para estimar a sua utilidade e aferir a

capacidade de previsao.

5.4. Conjoint analysis: Interpretacao

Tal como ja referido, os resultados deveréo ser estimados individuo a individuo.
Ha razdes tedricas e matematicas para esta préatica. De um ponto de vista tedrico,
0s economistas defendem que ndo ha comparacgfes interpessoais de utilidade. A

escala de utilidade ndo tem de ser a mesma entre todos os individuos®*. De um

** Num conexto totalmente diferente, de estudo de desigualdades e liberdade, Amartya Sen
(Prémio Nobel) d& a seguinte pardbola (Sen, Amartya (1999) Development as Freedom) para
explicar as diferentes motivacdes por detras de um bem publico, e consequentemente caracterizar
a utilidade: Dinu, Bishanno e Roginipall querem um emprego de jardineiro disponibilizado por
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ponto de vista matematico, o que estd em causa € a aplicagcdo de médias no
contexto de votacdes ou, mais formalmente, do paradoxo de Condorcet”™. Mais
formalmente, o produto A, pode ser em média preferido ao Produto B e ao
Produto C, mas se os trés estiverem em concurso simultaneamente, este fica em

altimo lugar em termos de ordenacgéo.

Habitualmente sdo produzidos os seguintes resultados por individuo, ou por uma
questdo de simplicidade os mesmos resultados sao transformados/aplicados ao

individuo médio, ou de individuo médio por cluster:
e Importancia de cada factor;
e Gréficos de utilidade parciais;
e Simulador.

Alguns exemplos destes resultados sdo apresentados na figura seguinte.

Seguidamente é apresentado o detalhe de cada um destes indicadores.

Annapurna e todos tém a mesma produtividade. A quem deve ser dado o emprego: ao que é
doente? Ao mais pobre? Ou ao mais infeliz? “Annapurna wonders what she really should do.”

%> Marie Jean Antoine Nicolas Caritat, Marqués de Condorcet foi um matematico e filésofo francés
do século XVIII. O paradoxo de Condorcet explica-se com o facto de muitas vezes as preferéncias
serem ciculares, pelo que a melhor solucdo ndo se consegue da agregacdo (média) das
respostas. A sua obra basilar para este contexto € de 1785, e chama-se: Essai sur I'application de
I'analyse a la probabilité des décisions rendues a la pluralité des voix.
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Figura 5.2 - Resultados de conjoint analysis (exemplo)

Importancia dos atributos

Cobertura;

37%

Frémio; 26%

(part-worth utilities)

53

3,7

Marca_1 Marca_2 Marca_3

{part-worth utilities)

53

(part-worth utilities)

Responsabilidade Responsabilidade Responsabilidacde

100 ' 200 ' =00 Civel + panos Civel + A_ssisténcia Civil
proprios em viagem
Produto A Produto B
Cobertura Responsabilidade Civil Responsabilidade Civil
Prémio 200 300
Marca Marca 3 Marca 1
Utilidade 13,0 14,0
Quotas das preferencias
Regra da Max. Utilidade 0% 100%
Regra logit - 27% " 73%

Maxima Utilidade

Produto A;
0%

Produto B;
100%

Logit

Produto A;
27%

Produto B;
73%

Fonte: autor
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5.4.1. Conjoint analysis: Interpretacdo — Importancia

Para o céalculo da importancia é utilizada a seguinte formula:

max(Bix)—min(Bjx)
K (max(Bix)-min(Bix)) (38).

onde i = corresponde ao i-ésimo individuo

k = corresponde ao k-ésimo atributo.

A soma das importancias relativas somara sempre 100%, o que facilita a
interpretacdo da importancia de cada atributo em relacdo a importancia conjunta
de todos os atributos. Contudo, € de notar que esta importancia estd muito
dependente da amplitude dos atributos. Se um atributo tiver um nivel com um
muito baixo (ou alto) valor de utilidade associado, devido a um desenho

experimental desequilibrado, a importancia de um nivel fica inflacionada.

Este calculo é feito por individuo. Para a totalidade do mercado, habitualmente
faz-se a média dos coeficientes obtidos.

5.4.2. Conjoint analysis: Interpretacdo — Utilidades parciais

As utilidades parciais sdo facilmente calculadas pelos valores dos coeficientes
associados a cada um dos factores-niveis estimados da forma descrita. Este
calculo, nunca é demais salientar, € feito por individuo. Sdo calculados tantas

utilidades parciais como o numero de inquiridos.

Note-se que estes coeficientes individuais podem ser usados para formar clusters
hierarquicos e desta forma segmentar o mercado pela forma como os clientes se
associam ao produto. Ou seja, é possivel ter os clientes sensiveis ao preco, a

marca, eftc.

O cluster pode ser definido com base nos coeficientes da conjoint analysis. Ou
seja, tentar-se agregar os individuos que valorizam os atributos de forma idéntica.
Nesse sentido faz sentido normalizar os coeficientes das variaveis discretas para

gue todos os numeros esteiam na mesma escala. A analise de um cluster
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analysis sei fora do ambito desta tese.

Guven & McPhail (2013), na sua abordagem de avaliagdo da elasticidade
sugerem que os clusters sejam feitos com base em andlise empirica ou com
recurso a arvores de decisdo, sendo no entanto dificil argumentar qual devera ser

a variavel objectivo.

5.4.3. Conjoint analysis: Interpretacdo — Simulador

Uma grande vantagem deste modelo é que as utilidades parciais podem ser
combinadas com os diferentes atributos podendo ser gerado um simulador de
utilidade. Na préatica trata-se de aplicar a equacédo estimada, assumindo que y € o

indicador de utilidade, ou seja:

yproduto especifico = .BXproduto especifico-

A aplicacdo desta formula esta na Figura 5.2, na seccdo de Simulador onde a

cada produto é calculada a utilidade.

A questéo seguinte € a de encontrar um algoritmo que explique como € que um
individuo escolhe entre dois (ou mais) produtos concorrenciais. Escolhera o

cliente sempre o produto com maior utilidade? Sera o cliente assim tao racional?

A forma mais habitual de calcular a procura de um produto é assumir que 0s
clientes optam sempre pelo produto com maior utilidade (D Max). Para cada
individuo havera assim um concurso entre os diferentes produtos possiveis, onde
havera apenas um produto vencedor. De um ponto de vista matematizado e com

dois produtos a concurso, um individuo teré as utilidades y, e y5:

Pa = Xy
95 = fXp
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sendo que X, e Xz sdo as caracteristicas chave dos produtos A e B. Se, por
hipotese, y, > 9 entdo, para este individuo 100% das preferéncias irdo para o
produto A. A quota de preferéncia sera calculada quando se fizer o saldo para

todos os individuos analisados numa amostra representativa.

E se os clientes ndo forem racionais? A atribuicAo de quotas estd muito
dependente deste critério e produz resultados muito extremos (Orme & Baker
(2000)). A gquestdo intensifica-se, jA que serd necessério encontrar uma
distribuicdo paramétrica para definir a irracionalidade.

Uma das solucdes populares é trabalhar com a distribuicdo logistica, assumindo
implicitamente que a irracionalidade segue uma distribuicdo proxima da
normalidade. A probabilidade de escolha serd conseguida através do valor da
utilidade de um produto, na distribuicdo logit, sobre a soma do logit de todas as
utiidades de todos os outros produtos disponiveis. De um ponto de vista
matematizado e usando a formulacdo de utilidade definida acima calcula-se a

quota:

exp(Pa)
exp(J4) + exp(¥5)

Quota de preferéncia do produto A =

exp(Vg)
exp(P4) + exp(Pp)

Quota de preferéncia do produto B =

Se se desejar, estas quotas de preferéncias podem ser calibradas de forma a que
0 racio maximo/minimo atinja um determinado valor. Tal consegue-se
multiplicando as utilidades parciais por uma constante positiva. Uma ‘grande’
constante tornara as previsdbes mais extremadas; uma ‘pequena’ constante

tornara as previsfes das quotas quase iguais.

Contudo, apesar deste modelo parecer mais interessante, apresenta também

forte debilidades. Algo que Orme & Baker (2000) designam como “lIA problems”,
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isto é: independence from irrelevante alternatives. Tal pode ser visto com duas

situacdes concretas:

1. Qualquer produto, mesmo que seja completamente deslocado das
preferéncias consumidores tera sempre uma utilidade e nesse sentido

uma quota de preferéncia.

2. Quando dois produtos estdo muito préximos, a preferéncia de um desses
produtos fica valorizada. Orme & Baker (2000) apresentam 0 seguinte

exemplo:

o Imagine-se que se tem dois produtos com as caracteristicas

apresentadas na tabela seguinte:

Tabela 5.2 - Calculo de preferéncia para o produto A e B

Produtos | Utilidade | Exp (Utl) | Quota de preferéncia
A 0 1,00 27%
B 1 2,72 73%

Fonte: adaptado de Orme & Baker (2000).

tabela seguinte

Se se criar um produto (A’) idéntico a A, tem-se os resultados apresentados na

Tabela 5.3 - Calculo de preferéncia para o produto A, A’ e B

Produtos Utilidade | Exp (Utl) | Quota de preferéncia
A 0 1,00 21%
A’ 0 1,00 21%
B 1 2,72 58%

Fonte: adaptado de Orme & Baker (2000).
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Ou seja, duplicou-se, sem justificacdo, a quota associada ao produto A; quando
se estava a espera era de ter 50%-50% para A e A’, de 27%.

Apesar de tudo, ha um efeito de apoio quando dois produtos muito semelhantes
sdo apresentados no mercado — estes ajudam-se a vender a si proprios. Mas é

dificil de justificar estes valores quando se tratam de dois produtos iguais.

Um terceiro método pode ser empregue para calcular as quotas de preferéncia e
simultaneamente combater a irracionalidade dos potenciais clientes, e IIA. Com a
Randomized First Choice, proposta pelos Orme & Baker (2000), pretende-se
calibrar as quotas propostas associando as utilidades estimadas um coeficiente
de perturbacdo. Recuperando o caso a formulacdo matematica anterior para o

apuramento das utilidades, tem-se para cada produto i:

9; = BX; + perturbacéo aleatéria de produto.

Mais, estes especialistas de conjoint analysis sugerem igualmente a inclusédo de

um elemento de perturbacao por atributo, definindo um novo vector de partworth

utilities £ como:

. pertubacgdo de atributo
B =B+

pertubacgdo de atributo

As quotas podem ser quantificadas com a média das diferentes simulacdes. Este
altimo método pode também ser calibrado de forma a conseguir-se resultados

entre as quotas maximos e minimas.

E de referir que o simulador de quotas (seja qual for o método usado) tem de
assumir que as restantes variaveis do marketing-mix e que compdem a proposta
de valor do produto, como a distribuicdo, a publicidade, o acesso, etc. séo
idénticos para todos os produtos em analise. Assim, para retractar esta limitacao,
diz-se que as quotas estimadas retractam antes quotas de preferéncias, por

oposicdo a quotas de venda ou de mercado como até aqui tém vindo a ser
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designadas.

Por fim, para determinar a curva de procura (relacdo entre preco e quotas de
preferéncia) é necessario determinar varios as caracteristicas que compdem 0s
produtos das congéneres. Seguidamente, para o nosso produto alvo, devera fixar-
se um preco (dentro do intervalo estudado) e obter as quotas de preferéncia
individuais. Fazendo uma média das quotas preferenciais € possivel determinar a
quota agregada para um determinado preco. Repete-se o exercicio para mais
precos. Desta forma, para cada individuo sera possivel calcular uma switch rate

entre produtos; de forma agregada € possivel obter uma curva de procura.

5.5. Caso pratico

A analise de conjoint analysis ndo € mais do que um desenho experimental, onde
a uma variacdo controlada dos inputs (produtos seguros, neste caso) se mede a
reactividade do cliente (neste caso pela ordenacéo de cartbes). Assim, tal como
visto no capitulo anterior, a abordagem metodolégica para responder a este
desafio devera seguir a abordagem classica de desenhos experimental.

e Fase 1: Identificar os factores e niveis que definem o produto a avaliar;
e Fase 2: Desenho 6ptimo;
e Fase 3: Recolha de informacéo;

e Fase 4: Andlise.

A figura seguinte ilustra a abordagem efectuada neste exercicio. E de notar que
este é um exercicio de simulacdo, assumindo varios cenarios para a quota de
preferéncia (D Max: clientes racionais e regra logit); sendo que a curva de procura

foi estimada apenas com base na regra D Max (clientes racionais).
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Figura 5.3 - Apresentacédo de um simulador de curva de procura agregado

Grafico Dmax

Rz =0.9378

0 T T T T T

y =-0.9621x + 81.041

0 10 20 30 40 50

Quantidade

60 70

Produto A Produto B Produto C Produto D Produto E
Atributo_1
Atributo 2 Os atributos dos produsos A a E tém de ser definidos com base nas caracteristicas do
At ributo:3 mercado. O produto A € o nosso produto alvo cuja avariagéo de preco pode ser
Atributo_4 estudada.
Atributo_5
Regra da maxima utilidade Regra Logit
Quotas de mercado # % %
Produto A 232 55.5 45.8
Produto B 53 12.7 18.5
Produto C 10 2.4 7.9
Produto C 42 10.0 11.8
Produto E 81 19.4 16.1
Total 418 100.0 100.0
Curva da procura do produto A*
€| Dmax Dlog|

Prego maximo 75 14 44

66 16 34

50 21 40

33 56 60

15 71 73
Preco minimo 5 74 75
* mantendo tudo o resto igual

Fonte: autor
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6. Optimizagéo

A mensagem chave deste capitulo € demonstrar que custo, valor e preco sao algo
distintos e que essas diferencas podem ser maximizadas no interesse das

companhias.

Assim, tem-se que o ‘custo’ é o limite minimo que o cliente tem de pagar, o ‘valor’
€ o limite méximo que o cliente pode pagar, 0 preco é o valor que o cliente vai
pagar. Evidentemente, que o desejavel, do ponto de vista da companhia, é
estabelecer um preco “proximo” ao valor que o cliente pode pagar, por oposicao a
um prego “proximo” dos custos. O preco final dependera da decisdo estratégica
da companhia:

e Maximizagéo da utilidade;

e Maximizacao da receita;

e Maximizagé&o dos lucros;

e Maximizacao da quota de preferéncia;

sendo certo que neste projecto s6 sera estudada a maximizacao dos lucros e de

receita.

E de notar que estes desafios de maximizacdo podem ser complexificados uma
companhia pode ter (e habitualmente tem) varios produtos para cada tariff cell.

6.1. Maximizacao dos lucros e de receita com um produto por tariff cell

A forma mais simples de compreender o processo de optimizacdo resume-se a
compreensao da tabela abaixo. Esta tabela indica por segmento, qual o prémio
técnico (que devera coincidir com 0s custos que a companhia incorre); 0S prémios
praticados pelo mercado; as quotas de preferéncia para trés cenarios de preco e
por fim duas soluc¢des de pricing vistas no capitulo anterior (pre¢co que maximiza a

receita e 0 preco que maximiza o lucro).

A segmentacdo de mercado assume que um cliente ndo pode cruzar tariff cells —

por definicao.
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De facto, a tariff cell € definida pelas caracteristicas do bem seguro, do segurado
e de contexto. Por absurdo, ndo é plausivel que para reduzir o prémio de seguro,
um cliente altere a cilindrada de um carro, mude de sexo ou altere as condi¢des

socioeconoémicas do local onde mora.

Do lado da seguradora, também ndo h& muita possibilidade em ter subsidiacéo
cruzada entre tariff cells. Se uma seguradora agregar linhas de segmentacao,
outra companhia podera discriminar o mercado e focar-se apenas nos clientes
que convivem abaixo da média. Tal politica tera dois efeitos, a primeira
companhia tera os clientes com maior risco face ao desejado (seleccéo adversa),
incorrendo porventura em prejuizo, e a segunda companhia terd uma posi¢ao

mais firme no mercado.

Assim, pelas suas condi¢cdes de sociodemograficas, contexto, e caracteristicas do
bem seguro um cliente estd catalogado e a oferta que tem disponivel resume-

-se a oferta que as outras companhias também oferecem para a mesma tariff cell.

Os prémios praticados pelo mercado sdo conhecidos e foram conhecidos com

base na metodologia apresentada no capitulo 4.

Tabela 6.1 - Tabela sintese das condi¢des de mercado

Segment | Prémio Prémio Prémio | Quota | Quota | Quota Profit | Revenu
o de derisco Cia A Ciaz pref.— | pref.— | pref. - max. e max.
risco/ (custos) Phigh Pwm PlLew price price
Tariff cell

1

2

m-ésimo

Fonte: autor

Por fim, para explicar completamente esta tabela, vale a pena definir alguns

valores ‘precos-0ptimos’ da curva de procura e que definem as ultimas colunas da
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tabela sintese.

Como ja visto, a companhia esta disposta a vender seguros a diferentes pessoas,
mas o0 preco de cada apdlice vendida dentro de cada tariff cells € o mesmo.
Adicionalmente, considera-se que cada cliente que compra um seguro nao pode
revendé-lo a outros clientes®. Estd-se assim nas condicdes em que os

economistas designam por descriminagao de terceiro grau.

Nestas condicdes, considere-se:
D% pi(q)

a funcdo procura inversa associada a tariff cell i considerada, onde p indica o
preco e q a quota de preferéncia. Como habitualmente, assume-se que a fungao
procura inversa tem declive negativo: quanto maior o preco menor a quantidade
(quota de preferéncia) consumida. Neste caso o problema de maximizacdo de
lucro, para todas as tariff cells de uma companhia, pode ser definido da seguinte

forma:

max Lucro = ¥i21{pi(q)-q; — ci(q))} (39).
qi

A solucdo 6ptima sera, evidentemente, onde a receita marginal é igual ao custo
marginal em cada tariff cell. De facto, se se notar nas Condicbes de Primeira
Ordem (C.P.O.) tem-se:

aCi

op;
se-@it pila) = 3.

Vale a pena analisar o que aconteceria se:

%6 Um cliente ndo pode revender um seguro, mas pode fazer o seguro em nome de um familiar...
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Ci = Cj,Vi,j.

Se o0 custo marginal fosse o mesmo em cada tariff cell, uma companhia seria
indiferente em vender em qualquer uma das tariff cells, ja que a receita marginal
teria de ser a mesma. Mais, se p; > p;, entdo a semi-elasticidade do produto j

op; , . . .. . .
(a%;. q;) devera ser maior do que a semi-elasticidade do produto i. Assim, o preco

sera mais elevado nos produtos onde a procura € mais rigida.

Em qualquer caso, se se definir um custo marginal constante em cada tariff cell,
mas distinto entre tariff cells, e se se assumir que uma determinada formulacao
para a curva de procura é entdo possivel definir o preco maximizador de lucro.
Concretizando, sem perda de generalidade, que a procura linear: p;(q;) = p, —

B.q;), tem-se duas equagodes:

Jf D' pi(q;) = po — B-4;
| 301'1
LC.P.O: —B.q; + pi(q;) = 2a;

. O
notando evidentemente que O—Z‘ =p.
i

Entdo tem-se que os valores de equilibrio para cada tariff cell seréo:

6 i *
( L _w?
qi = -2
(40).
ac;
075,
pi* = Profit max. pT'iCe = po + ﬁaql

Estas equacgfes de equilibrio assumem que uma seguradora ndo tem problemas

de oferta, que tem capacidade de abastecer todo o mercado aquele custo
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marginal — pode ndo ser assim, jA que 0 resseguro ou o apetite pelo risco da
seguradora pode bloquear algumas estratégias comerciais mais agressivas.

Usando todo o mesmo racional, podemos dizer que o0 pre¢co que maximiza a

receita é dado quando o custo marginal € zero, ou seja:

w _ Po
( ql - ZB
(41)
ok L. . dc; Do
pi = Revenue — maximizing price = a - ?
L

Note-se que se estd a partir do principio que uma seguradora € tomadora de
preco em relacdo ao mercado, que a sua estratégia de preco nao influéncia a
estratégia de preco das restantes companhias. Se a variacdo de preco da
seguradora lider ou do restante mercado for racional é possivel calcular as
fungdes reaccéo e as curvas de iso-lucro que maximizam os resultados da ‘nossa’
companhia. O modelo de Stakelberg?’ e a sua abordagem é especialmente
relevante neste caso. Contudo, no caso em apreco, a funcéo reaccdo pode ser
calculada fazendo variar na tabela sintese o preco da companhia lider (ou das

restantes), calculando o preco 6ptimo em conformidade.

6.2. Maximizacdo dos lucros e de receita com dois (ou mais) produtos por tariff

cell

As seguradoras apresentam muitas vezes Vvarios produtos para a mesma tariff
cell. No caso automovel tem-se um produto de responsabilidade civel e
assisténcia em viagem como o produto basico, e um produto de danos préprios
qgue além das coberturas indicadas, protege igualmente o automoével préprio e

eventualmente os passageiros e condutor. A tabela sintese duplicar4 assim de

" Heinrich Freiherr von Stackelberg (1905 — 1946) foi um economista alemdo que estudou os
movimentos de preco entre empresas lideres e seguidoras, dando um contributo para a Teoria dos
Jogos, economia industrial e a microeconomia em particular. O modelo de Stackelberg que aqui se
fala pode ser encontrado num qualquer manual de microeconomia de nivel intermédio.
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tamanho ja que haverd mais colunas analisadas. Mas fora isso, a sua estrutura e

racional de analise ndo serao alterados.

No concreto, a determinacéo dos precos 6ptimos no entanto sera alterada, ja que
a definicdo de preco de um produto ira canibalizar a oferta do outro produto.
Assim, as fungBes procura inversa deverdo ser definida atendendo também ao
preco do outro(s) produtos. Se se assumir que a procura € linear e apenas para

uma tariff cell tem-se:

Dlow_l: pi1(q1, qn) = Poy — Bi91 — a1qp

Dhigh_l: Pr(qu, An) = Pon — Brdn — @nq:

Assim, o desafio de definicdo de preco, para 2 produtos, pode ser dado:

max Lucro = Y -1 p X% 1{piz(qiz)- 9iz — €iz(qiz)} (42).
qiz)9nz

O resultado deste problema néo € tdo elegante, mas a interpretacdo € a mesma:
a receita marginal, agora ponderada pelas elasticidades cruzadas, tem de ser
igual aos custos marginais. Assim para 0 caso das procuras lineares e apenas
para uma tariff cell:

a
qr = Doy — 261 — (a; + ap)qn — a—;ll
aCh
qn = Pon — 2Pn — (a; + ap)q; — 2an

O que simplificado, se tem:
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dc;  Odc dc
(al + ap)po,; + 231( Lt aqh> — (a; + ah)a_qll

*

= Z+ 4(“1%) 46nP; + ap?
d ) d
(a; + ap)pon + 2B ( oy ach> (a; + ap) —ach
< ql* — q qh

2 + 4(“1“;0 — 4By + ap?

pi(q1, qn) = Do — Bi1q1 — a1qn

Pr(q1,9n) = Pon — Brndn — nqu

6.3. Caso pratico

Para melhor compreender a aplicacao deste conceito é usada a mesma Base de
Dados que serviu de suporte ao capitulo 4. Note-se que com o trabalho efectuado
nesse capitulo é possivel determinar o preco de todas as congéneres em todas as
tariff cells, quer o preco tenha sido inquirido ou ndo. Os valores apresentados
para a companhia 1, descontados de 30%, serdo usados como 0s associados aos

custos totais da “nossa” companhia.

Ha no entanto uma decisdo a fazer, devera ser usado o preco estimado ou, se
existir, 0 preco observado, para o preenchimento dos prémios das congéneres?
Tendo em conta que o modelo estimado elimina o efeito de outliers, e ‘espalha’ o
erro de observacao ao longo de todas as tariff cells optou-se por usar o modelo
estimado.

A elasticidade de cada uma das tariff cells foi obtida com recurso as técnicas do
capitulo 5, mas aplicadas a um contexto de retalho alimentar. Mais uma vez o
detalhe de recolha ndo sera dado. Como ambos 0s exercicios exigiam marca,
houve um emparelhamento das mesmas, sem grande critério. Houve necessidade
de abdicar de uma das companhias do capitulo 4, j& que no contexto de retalho

alimentar foram consideradas apenas 5 insignias. As restantes caracteristicas de
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retalno alimentar foram consideradas idénticas para todos os produtos a

concurso.

Pretende-se com este caso pratico construir da tabela sintese e determinar o
preco Optimo e da quota de preferéncia associada apenas a uma das tariff cells
(#1). Alguns indicadores de rendibilidade serdo construidos, bem como a
aplicacado da regra de que os custos terdo de ser sempre menores do que 0s

precos a cobrar.

Assim, os dados que se tem sao dados pela tabela abaixo.

Tabela 6.2 - Condi¢gdes de mercado para a Tariff cell 1

Segmento de | Custos técnicos | Companhia 2 Companhia 3 Companhia 4 Companhia 5 Companhia 6
risco/  Tariff

cell

ID=1 48 515 56 260 55331 75220 61882 114736

Fonte: autor

O simulador para a Tariff cell 1 pode ser visto na tabela abaixo. Note-se que aqui,
havendo apenas um produto, assumiu-se a regra Logit para a definicdo de
quotas. A curva de procura inversa foi assumida com base nos 5 pontos
calculados. Neste caso, a intercepc¢ao (p,) assume o valor de 64354 e o declive é

de —253, fazendo com que a procura inversa possa ser escrita como:

DL pl(ql) = 64354 — 253(’11

O calculo do Profit-maximizing price e do Revenue-maximizing price foi elaborado
com base nas equacdes 40 e 41. Porém, o Revenue-maximzing price implica uma
quota de 127%... para um preco de 48769. Trata-se de um valor evidentemente
nao credivel. Assume-se entdo que Revenue-maximzing price devera ser entre 0s

valores testados 0 que maximiza a receita. Ou seja, 50634.
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Os resultados para uma unica tariff cell pode ser visto na tabela abaixo. O

resultado para a seguradora deveria ser replicado para todas as tariff cells.

Tabela 6.3 - Condi¢des de mercado para a Tariff cell 1

Cenarios de Preco Regra Logit Elasticidade 20000
preco # %o Logit
B. elevado 57 512 2.4 9.4 60000 "\'\'
P. medio alto 61 886 4.3 -37.1| o 40000
P. médio 56 260 19.0 -25.3| g 30000
P. medio baixo 50 634 67. 0.0
P. baixo 45 008 67.0 MND 04 T T T 1
.. Profit-max price 64 417 0 20 40 &0 80
Custo minimo | 48 515 fEarmre price 50 634 Quota de preferéncia

Fonte: autor
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Pretendia-se, com este projecto, fornecer uma base de trabalho geral para

desenhar os precos de seguros nao-vida que levasse em linha de conta:
® 0 [iSCo;
e 0 comportamento da concorréncia;

e a elasticidade do clientes.

Os objectivos gerais do projecto foram assim conseguidos. Através de uma
abordagem sistematica foi apresentada uma abordagem de andlise de risco com
modelos GLM, de apuramento das tarifas da concorréncia com modelo SUR com
correccdo de ponto de massa, de avaliacdo da elasticidade dos clientes através

de conjoint analysis e de optimizacdo cruzando todas estas analises.

Os objectivos especificos deste projecto para um ramo ndo vida foram também
atingidos. Vale no entanto a pena analisar este cumprimento com detalhe.

7.1. Compreender e explicitar, de forma breve, 0s principais mecanismos de

formulacado dos custos de sequro (com especial destague para os modelos GLM)

No capitulo 3 houve um estudo aprofundado das principais técnicas de
apuramento tarifario. Outras técnicas poderiam ser estudadas. Por exemplo, no
calculo da frequéncia a regressao logistica € muito usada — sobretudo no sector
bancario. A regressdo exponencial negativa também tem igualmente os seus

adeptos.

Para de alguma forma incluir o contigency loading um modelo tarifario com uma

componente de bootstrap poderia ser igualmente usado.

No estudo dos diferentes tipos de regressdo pretendeu-se trabalhar de forma
muito cuidada a intuicdo sO introduzindo no fim o estudo dos modelos de
dispersédo. A regressao Tweedie que de alguma forma agrega todas as equacgdes
mencionadas continua a ser alvo de estudo por parte da academia. A

determinacao do p em contexto de regressao linear (e posteriormente de desenho

132



Conclusdes

experimental) precisa ainda de ser calibrada. A brevissima programacé&o proposta
nesta tese € uma forma expedita de resolver a questdo e um contributo para o

estudo desta regressao.

7.2. Observar e encontrar formas incluir os precos das companhias congéneres

no modelo tarifario de uma companhia

O objectivo principal do capitulo 4 era o de apresentar um método de recolha e
captura do modelo tarifario de uma seguradora congénere, pelo que o objectivo

foi cumprido. Assim foi:

e apresentada uma abordagem para o desenho amostral, baseada nos
principios de ortogonalidade - esse modelo € potencialmente mais eficiente
em termos de custos do que uma recolha full profile (alids, esta € na pratica

impossivel de realizar);

e apresentado um modelo linear para fazer uma primeira analise (modelo de
regressao linear com transformacdo Box-Cox com correc¢do de ponto de
massa). Modelo este que deverd acompanhar razoavelmente o modelo de

distribuicdo Tweedie de atribuicdo dos prémios;

e apresentado como integrar a informacao de mais do que uma congénere,

aumentando a eficiéncia dos estimadores através de um modelo SUR;

e ainda deixada a possibilidade de desenhar um modelo mais complexo por
GLM — Tweedie, potencialmente com ainda maior aderéncia aos dados,
indiciando como é que se podera obter uma estimativa grosseira para o

factor de dispersdo p melhorando o processo de estimacéo.

Do ponto de vista académico sera interessante avaliar oportunamente a
generalizagdo da abordagem SUR no caso de GLM; bem como é que o modelo
Box-Cox pode contribuir para uma estimacdo eficiente da Tweedie -

determinacao de p.

Na sua forma actual, e do ponto de vista académico este documento sistematiza
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algumas técnicas de pricing de seguros nao vida.

7.3. Observar e encontrar formas incluir a reaccao dos clientes (elasticidade e

funcao reaccao/optimizacao de resultados) face as melhores ofertas.

Os pontos seguintes, sistematizam as vantagens, desvantagens, hipéteses e

limitacbes do método de conjoint analysis:

a) Vantagens

e Obriga as pessoas a fazerem escolhas em tudo semelhantes ao que

acontece na vida real;

e E possivel construir um simulador de forma a testar produtos inovadores ou

da concorréncia.

b) Resultados:

e Célculo das quotas de preferéncias;
e Analise de sensibilidade ao preco, marca, etc.;

e Prever a elasticidade num ponto (switch rates) do “nosso” produto actual

para novos produtos (canibalismo), ou para produtos da concorréncia,

e Possibilidade de criar novos produtos (combinacdo de atributos) e

obtencéo da fungéo reaccdo dos consumidores e da concorréncia.

c) Hipdteses e limitaces

e Parte do principio que o que ndo € questionado ndo tem relevancia

(nomeadamente a distribuicdo e a promoc¢ao);
e E necesséario decompor o produto em poucos atributos e niveis;

e Muito sensivel ao desenho dos analistas;
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e A resposta do publico-alvo € por questionario e por isso ndo comprometida,

isto é pode ser tendencialmente enviesada.

Oportunamente podera ser estudado outros mecanismos de avaliacdo da
elasticidade. Ainda no contexto de conjoint analysis o processo de estimacao por
choice-based (Logit) parece ser o mais eficiente (Orme & Baker (2000)). Contudo,
0 acesso a dados de compradores de seguros online poderé alterar o processo de

recolha de informacéo e criar outros mecanismos de analise de elasticidade.

O processo de simulacdo de quotas de preferéncia por perturbacdo merecia um
estudo mais aprofundado de forma a compreender, sobretudo, a magnitude

desses choques e a sua real capacidade de previsao.

7.4. Encontrar formas possiveis de optimizar (de forma muito linear/simples) os

resultados técnicos da companhia no ramo em estudo.

O objectivo principal do capitulo 6 era o de apresentar um método de optimizacao
do produto seguro tendo em conta o risco, 0 comportamento da restante oferta a
elasticidade dos clientes. O facto de o cliente ndo puder cruzar tariff cells facilitou
em muito a andlise ja que tornou cada tariff cell num mercado Unico e com

nenhuma influéncia dos restantes.

No entanto, a determinacdo dos precos finais deve ser feita com cautela. Apesar
dos clientes ndo puderem cruzar tariff cells, a verdade é que mais tarde podem
trocar de objecto seguro, ficardo mais velhos, etc.. Assim, uma harmonia entre as

tariff cells podera garantir uma maior sustentabilidade a prazo.

Também é de salientar que as equipas comerciais muitas vezes nao conseguem
vender as tariff cells mais adequadas. Para fins ilustrativos considere-se o caso
em que ha uma enorme margem de crescimento junto do mercado masculino ja
que publico tem um risco menor que a média homem/mulher mas a equipa

comercial apenas consegue vender junto do publico feminino.

Além disso, por vezes nao ha dimenséo nas tariff cells. Considere-se a seguinte

ilustracdo: onde ha para um preco baixo em Portalegre e um preco alto em Lisboa
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— contudo ndo ha clientes suficientes que no interior do pais para compensar
agravamento da tarifa na malha urbana. Estes dois casos, poderao obrigar a uma
unido de duas tariff cells, provocando uma subsidiacdo cruzada de risco.

Por fim, ha ainda que salientar que o processo de value based pricing ndo se
resume ao calculo de elasticidades. Outras estratégias podem ser seguidas,
conforme retratado na figura abaixo. Este projecto apenas retractou as de
versionaning- premium e sobretudo de diferenciacdo de preco pelas
caracteristicas do cliente (customer characteristics). Outras estratégias de value
based pricing poderdo ser seguidas e eventualmente com mais sucesso. Ainda
num contexto matematizado e de seguros, o bundling, e a distribuicdo poderdo
trazer resultados muito positivos e que deveréo ser estudados, sobretudo na area

seguradora.

Figura 7.1 - Estratégias de value based pricing

Fonte: Baseado em Mohamed (2010)
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Anexo A — Casos préticos associados ao estudo dos modelos GLM
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Poisson: aplicacdo para o tema em estudo

Para a construcdo desta tese serdo usadas varias Bases de Dados reais, mas de
origem e contexto distinto. De um ponto de vista largo e tendo em conta que o
objectivo ultimo deste projecto é o de construir uma abordagem de analise de

Value Based Pricing, ndo ha problema.

Note-se ainda que para a andlise de risco, o objectivo final é compreender e
explicitar, de forma breve, os principais mecanismos de formulacdo dos custos de

seguro (com especial destaque aos modelos GLM).

Assim, é usada uma Base de Dados de tarifacdo automével de 1977, aplicada ao
contexto sueco — Smyth (2014) baseado em Hallin & Ingenbleek (1983). A data,
todas as companhias de seguro suecas usavam 0s mesmos factores de tarifacéo,
pelo que as suas carteiras podiam ser comparadas e agregadas. Nessa altura, o
Comité para a Analise de Risco no Seguro Automovel sueco foi convidado a
analisar se a estrutura presente se ajustava a realidade. E neste contexto que a

esta Base de Dados foi construida.

O resultado, pelo autor, do processo de estimacdo de Poisson pode ser

encontrado abaixo®®. Assim, pode-se entender que:

1. “Kilometres: Kilometres travelled per vyear”: tem um impacto
(tendencialmente) decrescente no numero de sinistros. Ou seja, quanto
mais forem os quilémetros percorridos, menor o numero de participacdes

de sinistros — eventualmente um resultado contra intuitivo.

2. “Bonus: No claims bonus. Equal to the number of years, plus one, since last
claim”: tem um impacto parabdlico, dando ideia de que os sinistros séo

uma (quase) inevitabilidade ao fim de quatro anos.

3. “Car”: Cada tipo de carros tem um impacto distinto, indiciando que mais do

gue os modelos isolados seja talvez mais relevante trabalhar com outras

? Note-se, os resultados obtidos com a regressao de Poisson estdo logaritmizados. Para obter a

contagem dos sinistros € necessario somar o0s coeficientes e exponencializalos. Assim, a
interpretacdo dos coeficientes ndo € directa: depende da posicdo de cada uma das posicdes de

[T}

X .
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variaveis caracterizadoras do perfil automovel, como a relagdo peso

poténcia.

associar variaveis a zona

caracteristica ordenada.

“Zone”: tem um impacto dificil de interpretar, sendo talvez mais relevante

indicadores de urbanidade com uma

Em relacdo a distribuicdo associada a cada coeficiente, no caso sem ponderacao

e sem offset, € notdrio a existéncia de

escolhida é assim por offset.

alguns outliers. A solucdo de estimacao

A qualidade do ajustamento, R2, é de 0.9956136. Outras medidas de qualidade

de ajustamento podem ser encontradas na abaixo Error! Reference source not

ound., onde é visivel que o modelo ndo sofre de heterocedasticidade, e tem uma

boa capacidade de previsdo nos casos mais regulares.

Figura A.1. - Avaliacdo grafica dos resultados
automobile portfélio in 1977
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Figura A.2. - Avaliacdo grafica da qualidade de ajustamento do modelo de frequéncia para o swedish

automobile portfolio in 1977
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Tabela A.1. - Resultados para o modelo de contagem baseado no swedish automobile portfolio in 1977

> Call:

glm(formula =

family = poisson(link = log), data = DB _ClaimsR)
Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-6.9854 -0.8626 -0.1718 0.5997 6.4005
Coefficients:
(Intercept)

Kilometres|[T
Kilometres [T
Kilometres|[T

Kilometres [T

.2.1000-15000]
.3.15000-20000]
.4 20000-25000]
.5_> 250001

Bonus [T.Bonus2]

Bonus [T.Bonus3]

Bonus|[T.
Bonus|[T.
Bonus|[T.
Bonus|[T.
Make[T.
Make [T.
Make [T.
Make[T.
Make [T.
Make[T.

Make [T.

Bonus4]
Bonus5]
Bonus6]

Bonus7]

Car2]
Car3]
Card]
Car5]
Car6]
Car7]
Car8]

Estimate Std.

-1.
0.
0.
0.
0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-0.

-1
0.

-0.

-0.
0.

-0.

-0.

-0.

812840
212586
320226
404657
575954
478993
693172
827397
925632
993457

.327406

076245
247413
653524
154924
335581
055940
043933

Claims ~ Kilometres + Bonus + Make + Zone + offset(log(Insured))

Error =z value Pr(>|z])
0.013757 -131.775 < 2e-16 ***
0.007524 28.255 < 2e-16 **x*
0.008661 36.974 < 2e-16 ***
0.012054 33.571 < 2e-16 ***
0.012830 44.892 < 2e-16 ***
0.012094 =-39.607 < 2e-16 ***
0.013508 =-51.316 < 2e-16 ***
0.014584 -56.735 < 2e-16 ***
0.013968 =-66.269 < 2e-16 ***
0.011629 =-85.429 < 2e-16 ***
0.008685 -152.845 < 2e-16 ***
0.021239 3.590 0.000331 ***
0.025094 -9.859 < 2e-16 **x
0.024185 =-27.022 < 2e-16 **x*
0.020235 7.656 1.91e-14 ***
0.017375 =-19.314 < 2e-16 **x*
0.023343 -2.396 0.016554 *
0.031604 -1.390 0.164493
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Make [T
Zone [T
Zone [T
Zone [T
Zone [T
Zone [T

Zone [T

Signif.

.Car9] -0.
.2_Other large cities with surroundings] -0.
.3_Smaller cities with surroundings in southern Sweden] -0.
.4_Rural areas in southern Sweden] -0.
.5 Smaller cities with surroundings in northern Sweden] -0.
.6_Rural areas in northern Sweden] -0.
.7_Gotland] -0.
codes: 0 '***' 0,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 " ' 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 34070.6 on 2181 degrees of freedom

Residual deviance: 2966.1 on 2157 degrees of freedom
AIC: 10654
Number of Fisher Scoring iterations: 4

068054
238168
386395
581902
326128
526234
730999

o O o o o o o

.009956
.009496
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Gama: aplicacdo para o tema em estudo

Para melhor compreender a distribuicdo de custos, e como indicado na regresséao
de Poisson, é usada uma Base de Dados de tarifacdo automovel de 1977,
aplicada ao contexto sueco. A data todas as companhias de seguro suecas
usavam 0s mesmos factores de tarifagéo, pelo que as suas carteiras podiam ser
comparadas e agregadas. Nessa altura, o Comité para a Analise de Risco no
Seguro Automovel sueco foi convidado a analisar se a estrutura presente se

ajustava a realidade. E neste contexto que a esta Base de Dados foi construida.

O resultado, pelo autor, do processo de estimacao de gama pode ser encontrado
abaixo. No entanto para melhor compreender é mais facil analisar a Figura A.4. -
Avaliacdo grafica dos resultados para a evolucdo dos custos meédios para o

swedish automobile portfolio in 1977
que retrata os “partial regression coefficients”. Assim, pode-se entender que:

1. “Kilometres: Kilometres travelled per vyear”. tem um impacto
(tendencialmente) decrescente no custo de sinistros. Ou seja, quanto mais
forem os quildmetros percorridos, maior 0 custo com sinistro -
eventualmente um resultado contra intuitivo, indiciando a possibilidade de

efeitos cruzados.

2. “Bonus: No claims bonus. Equal to the number of years, plus one, since last
claim”: tem um impacto oscilante, dando ideia de que os custos de sinistros

sdo uma (quase) inevitabilidade ao fim de quatro anos.

3. “Car”: Cada tipo de carros tem um impacto distinto, indiciando que mais do
gue os modelos isolados seja talvez mais relevante trabalhar com outras
variaveis caracterizadoras do perfil automovel, como a relacdo peso

poténcia.

4. “Zone”: tem um impacto dificil de interpretar, sendo talvez mais relevante
associar variaveis a zona indicadores de urbanidade com uma

caracteristica ordenada.

Em relagéo a distribuicdo associada a cada coeficiente, € notério a existéncia de

alguns outliers e de heterocedasticidade mesmo com o padréo de coeficiente de
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variacdo constante. Apesar da correccdo por ponderacdo ou offset o modelo
simples parece ser o mais adequado. Valeria a pena estudar uma estimacao
robusta com um padrdo de heterocedasticidade desconhecida, aqui

desconsiderada.

Se acreditar que o modelo de custos pode ser apresentado com uma Tweedie 0 p
optimo é de 0,4. O modelo de custos esta entre a normal e a Poisson; e ndo uma
gama. Ainda assim, os dados parecem mostrar um limite nas coberturas de

capital. Se assim for, esta conclusao deve ser repensada com mais detalhe.

Figura A.3. - Avaliagdo grafica da qualidade de ajustamento do modelo de custos médios para o

swedish automobile portfolio in 1977

glm(Cost_Average ~ Kilometres + Bonus + Make + Zone + offset(log(Payment)))

Residuals vs Fitted Normal Q-Q

- o BonusT|Cardl4_Rural aress in souther Sweden|S_> 250000

urroundings|4_20000-25000

Residuals
Std. deviance resid.

Predicted values Theoretical Quantiles

Scale-Location - Residuals vs Leverage
o 2
_ Bonusloa BonusT|Card|4_Rural areas in southem Sweden|5_> 250000
® -
E =@ 3
e < 2 o -
3 c
g 2 g«
g T §
2 & e
z @ =
o 7 o
o o8 e | “7° Cooks distance >
o T T T T ' T T T T T
[ 3 10 12 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
Predicted values Leverage

Fonte: autor
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Figura A.4. - Avaliacdo grafica dos resultados para a evolugdo dos custos médios para o swedish

automobile portfolio in 1977
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Tabela A.2. - Resultados para o modelo de contagem baseado no swedish automobile portfolio in 1977

Call:

glm(formula = Cost_Average ~ Kilometres + Bonus + Make + Zone +

offset (log (Payment)), family = Gamma(link = log), data = DB Claims custosR)
Deviance Residuals:

Min 10 Median 30 Max
-2.2014 -0.5361 -0.2008 0.1886 3.0635
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

(Intercept) -3.67947 0.08703 -42.280 < 2e-16 **x
Kilometres[T.2 1000-15000] -0.42528 0.05501 =-7.731 1.78e-14 **x*
Kilometres[T.3_15000-20000] 0.08502 0.05578 1.524 0.1276
Kilometres[T.4 20000-25000] 0.98815 0.05813 16.999 < 2e-16 ***
Kilometres[T.5 > 25000] 1.25784 0.05912 21.274 < 2e-16 **x*
Bonus [T.Bonus2] 0.19894 0.06883 2.890 0.0039 **
Bonus [T.Bonus3] 0.33958 0.06884 4.933 8.86e-07 ***
Bonus [T.Bonus4] 0.45129 0.06926 6.516 9.40e-11 ***
Bonus [T.Bonus5] 0.31460 0.06876 4.575 5.09e-06 ***
Bonus [T.Bonus6] -0.33270 0.06731 -4.943 8.42e-07 **x
Bonus [T.Bonus7] -1.53958 0.06597 -23.338 < 2e-16 ***
Make [T.Car2] 1.47532 0.07404 19.926 < 2e-16 **x
Make [T.Car3] 1.98480 0.07716 25.722 < 2e-16 **x
Make [T.Car4] 2.24841 0.08055 27.913 < 2e-16 ***
Make [T.Car5] 1.27976 0.07397 17.300 < 2e-16 **x
Make [T.Car6] 0.89798 0.07335 12.242 < 2e-16 **x
Make [T.Car7] 1.62493 0.07488 21.701 < 2e-16 **x
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Make[T.Car8]

Make[T.Car9]

Zone[T.2_Other large cities with surroundings]
Zone[T.3_Smaller cities with surroundings in southern Sweden]
Zone[T.4 Rural areas in southern Sweden]

Zone[T.5 Smaller cities with surroundings in northern Sweden]
Zone[T.6_Rural areas in northern Sweden]

Zone[T.7_Gotland]

Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 " '

(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.5889822)
Null deviance: 3556.08 on 1796 degrees of freedom

Residual deviance: 848.95 on 1772 degrees of freedom

AIC: 33801

Number of Fisher Scoring iterations: 11

1
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Tweedie: aplicacdo para o tema em estudo

Para melhor compreender a distribuicdo de custos, e como indicado
anteriormente, é usada novamente a Base de Dados de tarifacdo automével de
1977, aplicada ao contexto sueco. Mais uma vez é de salientar que o0 objectivo
desta sec¢c@o mais préatica € o de demonstrar a aplicabilidade destas técnicas em

contextos reais.

A data, todas as companhias de seguro suecas usavam os mesmos factores de
tarifacdo, pelo que as suas carteiras podiam ser comparadas e agregadas. Nessa
altura, o Comité para a Andlise de Risco no Seguro Automoével sueco foi
convidado a analisar se a estrutura presente se ajustava a realidade. E neste

contexto que a esta Base de Dados foi construida.

O resultado, pelo autor, do processo de estimacdo de gama pode ser encontrado
na abaixo. No entanto para melhor compreender é mais facil analisar a Figura
A.4. - Avaliacdo gréafica dos resultados para a evolucéo dos custos médios para o

swedish automobile portfolio in 1977
que retrata os “partial regression coefficients”. Assim, pode-se entender que:

1. “Kilometres: Kilometres travelled per vyear”. tem um impacto
(tendencialmente) decrescente no custo total de sinistros. Ou seja, quanto
mais forem o0s quilémetros percorridos, maior o custo com sinistro —
eventualmente um resultado contra intuitivo, indiciando a possibilidade de

efeitos cruzados.

2. “Bonus: No claims bonus. Equal to the number of years, plus one, since last
claim”: tem um impacto oscilante, dando ideia de que os custos de sinistros

sdo uma (quase) inevitabilidade ao fim de quatro anos.

3. “Car”: Cada tipo de carros tem um impacto distinto, indiciando que mais do
que os modelos isolados seja talvez mais relevante trabalhar com outras
variaveis caracterizadoras do perfil automovel, como a relacdo peso

poténcia.

4. “Zone”: tem um impacto dificil de interpretar, sendo talvez mais relevante

associar variaveis a zona indicadores de urbanidade com uma
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caracteristica ordenada.

Em relacéo a distribuicdo associada a cada coeficiente, é notério a existéncia de
alguns outliers. Mais relevante, é de salientar a existéncia de alguma
heterocedasticidade empurrando o modelo para uma estimagdo robusta, aqui

desconsiderada.

Os resultados estdo em linha com os resultados anteriormente apresentados.

Figura A.5. - Avaliagdo grafica da qualidade de ajustamento do modelo de custos médios para o

swedish automobile portfolio in 1977
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Figura A.6. - Avaliacdo grafica dos resultados para a evolugédo dos custos médios para o swedish

automobile portfolio in 1977
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Tabela A.3. - Resultados para o modelo de contagem baseado no swedish automobile portfolio in 1977
Call:
glm(formula = Payment ~ Kilometres + Bonus + Make + Zone, family = tweedie (var.power = p,

link.power = 0), data = DB_Claims_custos)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 3Q Max
-9.5433 -3.7851 -1.1537 0.6189 17.7317

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 12.76942 0.13229 96.529 < 2e-16 ***
Kilometres[T.2_1000-15000] 0.24214 0.08356 2.898 0.00380 **
Kilometres[T.3 15000-20000] -0.21278 0.08548 -2.489 0.01288 *
Kilometres[T.4_20000-25000] -1.23640 0.09030 -13.692 < 2e-16 ***
Kilometres[T.5 > 25000] -1.31131 0.09068 -14.460 < 2e-16 **x*
Bonus [T.Bonus2] -0.28548 0.10607 -2.691 0.00717 **
Bonus [T.Bonus3] -0.66930 0.10822 -6.184 7.42e-10 ***
Bonus [T.Bonus4] -0.73599 0.10861 =-6.776 1.58e-11 **x*
Bonus [T.Bonus5] -0.57618 0.10769 -5.350 9.70e-08 ***
Bonus [T.Bonus6] 0.15219 0.10376 1.467 0.14259
Bonus [T.Bonus7] 1.54442 0.09735 15.864 < 2e-16 ***
Make[T.Car2] -1.35259 0.11777 -11.485 < 2e-16 ***
Make [T.Car3] -1.71888 0.12028 -14.290 < 2e-16 ***
Make[T.Card] -1.79209 0.12080 -14.835 < 2e-16 ***
Make [T.Car5] -1.30422 0.11745 -11.104 < 2e-16 ***
Make [T.Car6] -0.86090 0.11460 -7.512 8.44e-14 ***
Make [T.Car7] -1.72909 0.12036 -14.366 < 2e-16 ***
Make [T.Car8] -1.98153 0.12217 -16.220 < 2e-16 ***
Make [T.Car9] 1.98943 0.10018 19.859 < 2e-16 ***
Zone[T.2 Other large cities with surroundings] -0.16496 0.09890 =-1.668 0.09546
Zone[T.3 Smaller cities with surroundings in southern Sweden] -0.16650 0.09891 -1.683 0.09243
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Zone[T.4_Rural areas in southern Sweden]

Zone[T.5 Smaller cities with surroundings in northern Sweden]
Zone[T.6_Rural areas in northern Sweden]

Zone[T.7_Gotland]

Signif. codes: 0 '***' 0,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 " ' 1

(Dispersion parameter for Tweedie family taken to be 15.02572)
Null deviance: 126353 on 2204 degrees of freedom

Residual deviance: 33584 on 2180 degrees of freedom

AIC: NA

Number of Fisher Scoring iterations: 11

0.41900
-1.31945
-0.67773
-3.79935

o o o o

.09609
.10522
.10158
.12285

4.361 1.36e-05

-12.540

< 2e-16

-6.672 3.19%e-11

-30.926

< 2e-16
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Anexo B — Programacéao utlizada para o estudo dos modelos GLM
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MotorSwedenl977 <- read.table("http://www.statsci.org/data/general/motorins.txt",
na.strings="NA", dec=".", strip.white=TRUE)

FHEEF AR AR R R R R R R R
#Dicionéario

FHEEF AR AR R R R R R R
#Kilometres Kilometres travelled per year

##1: < 1000

##2: 1000-15000

##3: 15000-20000

##4: 20000-25000

##5: > 25000

#Zone Geographical zone

##1: Stockholm, Géteborg, Malmé with surroundings

##2: Other large cities with surroundings

##3: Smaller cities with surroundings in southern Sweden
##4: Rural areas in southern Sweden

##5: Smaller cities with surroundings in northern Sweden
##6: Rural areas in northern Sweden

##7: Gotland

#Bonus No claims bonus. Equal to the number of years, plus one, since last claim

header=TRUE,

sep="\t",

# Make 1-8 represent eight different common car models. All other models are combined in class 9

##The other makes could not be identified because of the potential for the data to impact on

those cars

##1: Car 1
##2: Car 2
##3: Car 3
##4: Car 4 #4 is the Volkswagen 1200, which was discontinued shortly after 1977
##5: Car 5
##6: Car 6
##7: Car 7
##8: Car 8
##9: Car 9

# Insured Number of insured in policy-years
# Claims Number of claims

# Payment Total value of payments in Skr

ldddsssddssdddssaddddstddddssddiasdsdiistdddistddaaaddddaddddidsdd
#Factores

iiiddasssssasatdsssasidaasiidasssisiasatsdiasatisssasiiasatisssti

MotorSwedenl977$k<- factor (MotorSwedenl977$Kilometres,
levels = c(1:5),
labels = c("1_< 1000",
"2 1000-15000",
"3 15000-20000",
"4 20000-25000",

sales of

"5 > 25000"),ordered = is.ordered(MotorSwedenl977$Kilometres)

MotorSwedenl977$z<- factor (MotorSwedenl977$Zone,

levels = c(1:7),

labels = c("1_Stockholm, Goteborg, Malmdé with surroundings",
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"2_Other large cities with surroundings",

"3 Smaller cities with surroundings in southern Sweden",
"4 Rural areas in southern Sweden",

"5 Smaller cities with surroundings in northern Sweden",
"6_Rural areas in northern Sweden",

"7 _Gotland") )

MotorSwedenl977$m<- factor (MotorSwedenl977S$Make,

level

label

s = c(1:9),

s = c("Carl",
"Car2",
"Car3",
"Car4d",
"Carb",
"Careé",
"Car7",
"Car8",

"Car9"))

MotorSwedenl977$b<- factor (MotorSwedenl977$Bonus,

level

label

#Gerar as tariff cells

FHEHEF AR R R
#Gerar as tariff cells

##através da geracdo de todas as
FHEFSEHHEH SRR R
tariff cells = expand.grid (k=c(

m=c (

s =c(1:7),

s = c("Bonusl",
"Bonus2",
"Bonus3",
"Bonus4",
"Bonusb5",
"Bonus6",

"Bonus7"),ordered = is.ordered (MotorSwedenl977S$Bonus))

FhEFHEFHEH AR

combinacdes

lidddddddddddddddddddddddddddii

"1 < 1000",

"2 1000-15000",

"3_15000-20000",

"4 20000-25000",

"5 > 25000"),

"1 Stockholm, G&éteborg, Malmd with surroundings",
"2_Other large cities with surroundings",

"3 Smaller cities with surroundings in southern Sweden",
"4 _Rural areas in southern Sweden",

"5 Smaller cities with surroundings in northern Sweden",
"6_Rural areas in northern Sweden",

"7_Gotland")

"Carl",

"Car2",

"Car3",

"Card",

"Car5",
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"Caré6",
"Car7",
"Car8",
"Car9"),
b=c ("Bonusl",
"Bonus2",
"Bonus3",
"Bonus4",
"Bonus5",
"Bonusb6",

"Bonus7"))

lddddddiddididididddiddiddiddidididididdiddiddiddiddiddiddidididididiiddiddddiditidtidddddiai
##todas as combinacdes dar&o 2205 casos: dim(tariff cells
FHEEH AR AR R R R R R R
Insured=rep (0, dim(tariff cells) [1])

Claims=rep (0, dim(tariff cells) [1])

Payment=rep (0, dim(tariff cells) [1])

tariff cells<- data.frame(Insured,Claims,Payment,tariff cells)

lidddddiddiddddddddddddiddiddiddddddddddddddddddddiddidddddtdtdddddidai

##empilhar os ficheiros de forma a garantir que tenho a combinagdo de todas as tariff cells
lidddddiddddddddddddiddiddiddiddddiddiddddidddddddddididdidddddtdtddddddai

library ("Rcmdr", lib.loc="C:/Program Files/R/R-3.1.0/library") #para empilhar os dados, este pacote deve

estar instalado.

MotorSweden1977_aux<f mergeRows (MotorSwedenl977, tariff_cells, common .only=FALSE)

FHEEF AR AR R R R R R R R
###Criar um index

FHEFEHFH AR R R R R R R R R R
MotorSwedenl977_aux$index<-—

paste (MotorSwedenl977 aux$b,MotorSwedenl977 aux$m,MotorSwedenl977 aux$z,MotorSwedenl977 aux$k,sep="|" )

FHEFEFFH AR R R R R R R R R

###Criar a BD contagens e Custos por tariff cells

FHEFEFFH AR R R R R R R R R R

DB Claims<-data.frame (
Insured=tapply (MotorSwedenl977_ aux$Insured, MotorSwedenl977 aux$index ,sum ) ,
Claims=tapply (MotorSwedenl977 aux$Claims, MotorSwedenl977 aux$index ,sum ) ,
Payment=tapply (MotorSwedenl977_auxS$Payment, MotorSwedenl977_ auxS$index ,sum ) ,
Kilometres=tariff cells$k,
Zone=tariff cellss$z,
Make=tariff cells$m,

Bonus=tariff cells$b)

DB Claims$Cost Average=DB Claims$Payment/DB Claims$Claims

iidasaaaisassasaai sttt it ias s niasisaisasiatiasistsi

###Modelo de freg
lddddsadasdsadadiassasisdiasiazissiasisadasiiassssissiasistsi
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#Modelo sem ponderador
DB_Claims_freg<-DB_Claims [! DB_Claims$Insured %in% 0,] #tirar os casos que n&o podem ser ponderados por

falta de varidveis

GLM.2 <- glm(Claims ~ Kilometres +Bonus + Make + Zone, family=poisson(link=log), data=DB Claims_freq)

summary (GLM. 2)

#Modelo com ponderador
## Criar ponderador
DB _ClaimsR<-DB_Claims [! DB _Claims$Insured %in% 0,] #tirar os casos que ndo podem ser ponderados por

falta de varidveis

DB_ClaimsR$Ponderador<- (sum(DB_ClaimsR$Insured) /nrow(DB_ClaimsR))/DB_ClaimsR$Insured

DB_ClaimsR$teste<-DB_ClaimsR$Ponderador*DB_ClaimsR$Insured # garantir que o Ponderador foi bem calculado

## Fim do ponderador

GLM.3 <- glm(Claims ~ Kilometres +Bonus + Make + Zone, family=poisson(link=log), weights=Ponderador,
data=DB_ClaimsR)

summary (GLM. 3)

#Modelo com offset

GLM.4 <- glm(Claims ~ Kilometres +Bonus + Make + Zone +offset(log(Insured)), family=poisson(link=log),
data=DB_ClaimsR)

summary (GLM. 4)

Poisson<-

data.frame (DB ClaimsR$Claims, round (predict (GLM.2, type="response")), round (predict (GLM. 3, type="response"))
,round (predict (GLM. 4, type="response")))

R2 poisson<-array (cor (Poisson)"2)

cat ("Apuramento do R"2 GLM2=")

R2 poisson([2]

cat ("Apuramento do R"2 GLM3 (ponderador=")

R2 poisson([3]

cat ("Apuramento do R"2 GLM4 (ponderador=")

R2 poisson([4]

oldpar <- par(oma=c(0,0,3,0), mfrow=c(l,3)

plot (DB_ClaimsR$Claims, predict (GLM.2, type="response"), main="poisson"

plot (DB_ClaimsR$Claims, predict (GLM. 3, type="response"), main="poisson com ponderador (o modelo mais
fraquito, reparar escala de yy")

plot (DB_ClaimsR$Claims,predict (GLM. 4, type="response"), main="poisson com offset")

par (oldpar)

##Para compreender a distribuicdo de y i , para uma dada contagem especifica (m) considerando que o
vector x_i é conhecido

crPlots (GLM.4)

##Qualidade do modelo de fregq
oldpar <- par(oma=c(0,0,3,0), mfrow=c(2,2)
plot (GLM. 4)
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par (oldpar)

ldddddddddddddddddddddddtsdsdddtdstsddtststttsdsdsdatadadadadai
###Modelo de custo médio
liddddddddddddddddddtdddtsdsdddtdstdtdtstsdttstsdsdadatadadadai

DB _Claims_custos<-DB_Claims[! DB_Claims$Cost_Average == 0, ] #o ! faz a condigdo negativa
hist (DB_Claims_custos$Cost_Average,breaks = "Scot") #para confirmar se ficou tudo bem
GLM. 5 <= glm(Cost_Average ~ Kilometres +Bonus + Make + Zone, family=Gamma (link=1log),

data=DB_Claims_custos)

#Modelo com ponderador
## Criar ponderador
DB_Claims_custosR<-DB_Claims_custos [! DB_Claims_custos$Payment %$in% c(NA),] #tirar os casos que néo

podem ser ponderados por falta de varidveis

DB Claims custosR$Ponderador<-

(sum(DB_Claims_custosRSPayment)/nrow(DB_Claims_custosR))/DB_Claims_custosRSCost_Average

DB _Claims_custosRS$teste<-DB_Claims_custosR$Ponderador*DB_Claims_ custosR$Payment # garantir que o

Ponderador foi bem calculado

## Fim do ponderador

GLM. 5 <- glm(Cost_Average ~ Kilometres +Bonus + Make + Zone, family=Gamma (link=log),

data=DB Claims custosR ) #novo modelo GLM5 para granatir a comparabilidade

GLM.6 <- glm(Cost Average ~ Kilometres +Bonus + Make + Zone, family=Gamma (link=log), weight=Ponderador,

data=DB_Claims_ custosR )

GLM.7 <- glm(Cost_Average ~ Kilometres +Bonus + Make + Zone + offset (log (Payment)),

family=Gamma (link=1log), data=DB_Claims_custosR )

Gama<-

data.frame (DB_Claims_custosR$Cost_Average,predict (GLM.5, type="response"),predict (GLM. 6, type="response"),
predict (GLM.7, type="response"))

R2_Gama<-array (cor (Gama) "“2)

cat ("Apuramento do R"2 GLM5=")

R2 Gama[2]

cat ("Apuramento do R"2 GLM6 (ponderador=")

R2 Gama[3]

cat ("Apuramento do R"2 GLM7 (ponderador=")

R2 Gama[4]

oldpar <- par(oma=c(0,0,3,0), mfrow=c(1l,3))

plot (DB_Claims_custosR$Cost Average,predict (GLM.5, type="response"), main="Gama"

plot (DB_Claims custosR$Cost Average,predict (GLM. 6, type="response"), main="Gama com ponderador (o modelo
mais fraquito, reparar escala de yy"

plot (DB_Claims custosR$Cost Average,predict (GLM.7,type="response"), main="Gama com offset")

par (oldpar)
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##Para compreender a distribuicdo de y_ i , para um dado impacto especifico (m) considerando que o
vector x_1i é conhecido

library ("Remdr", lib.loc="C:/Program Files/R/R-3.1.0/library")

crPlots (GLM.7)

##Qualidade do modelo de impacto

oldpar <- par(oma=c(0,0,3,0), mfrow=c(2,2))
plot (GLM.7)

par (oldpar)

FHEEFF AR AR R R R R R

###Modelo de custo totais

FHEEH AR AR R R R R R R

#Instalar o pacore com Tweedie

library ("statmod", lib.loc="C:/Program Files/R/R-3.1.0/library")
DB_Claims_custos<-DB_Claims[! DB_Claims$Payment == 0, ] #o ! faz a condicdo negativa

hist (DB_Claims_custos$Payment,breaks = "Scot") #para confirmar se ficou tudo bem

#vamos definir p por tentativa e erro.

n= 9999 #podemos por n até m-1; mas por vezes o modelo ndo converge quando se estd tdo proéximo do limite
#pelo que por vezes é dificil obter o minimo

m=10000

yy=rep (NA, n)

for (i in 1l:n) {

xx=1+1i/m

# var.power index of power variance function NO NOSSO CASO TEM DE SER UM NUMERO ENTRE (1,2)

# link.power index of power 1link function. link.power=0 produces a log-link. Defaults to the
canonical link, which is l-var.power.

GLM.aux <- glm(Payment ~ Kilometres +Bonus + Make + Zone, family=tweedie (var.power=xx,link.power=0),
data=DB_Claims_custos

aux<- (exp (predict (GLM.aux)-DB Claims custos$Payment) "2)

yy[il<-sum(aux,na.rm = any(!is.na(x))
#http://www.r-bloggers.com/perculiar-behaviour-of-the-sum-function/

}

cat ("Descoberta da iteracé&o do p.")

which (yy ==min(yy))

cat ("Definicdo do p =")
p=1l+which (yy ==min(yy))/m
P

plot (yy)

GLM. tweedie <- glm(Payment ~ Kilometres +Bonus + Make + Zone, family=tweedie (var.power=p,link.power=0),
data=DB_Claims_custos

summary (GLM. tweedie)

tweedie<-data.frame (DB_Claims_custos$Payment,predict (GLM.tweedie))

R2_Gama<-array (cor (tweedie) *2)
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cat ("Apuramento do R"2 GLM.tweedie=")
R2 _Gama[2]

##Para compreender a distribuicdo de y i , para um dado impacto especifico (m) considerando que o
vector x_1 é conhecido
library ("Remdr", lib.loc="C:/Program Files/R/R-3.1.0/library")

crPlots (tweedie)

##Qualidade do modelo de impacto

oldpar <- par(oma=c(0,0,3,0), mfrow=c(2,2))
plot (tweedie)

par (oldpar)
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Anexo C — Programacdo utlizada para o apuramento do modelo tarifario das

companhias congéneres: Box-Cox, SUR e correc¢cdo do ponto de massa
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rm(list=1s (all=TRUE) )

#dados de 2010 da companhia F

#dados confidenciais e ligeiramente ajustados

BDExp<- read.csv("file:///C:/BD companhias.csv", sep=";", na.strings=c(".", "NA", "", "2"),

strip.white=TRUE, encoding="UTF-8")

library (MASS)

library(Rcmdr) # sendo o comando predict n&do funciona...
library ("dummies"

library (systemfit)

library ("Matrix")

#apagar as varidveis colunas que ndo me interessam
keep<-c ("Categoria", "Idveiculo",
"IdCondutor","IdCarta","Sexo","Sinistros","Dist Concelho","yl","y2","y3", "y4", "y5", "y6", "y7"

BDExp_aux<-BDExp [keep]

#varidveis a dummificar. Vou esquecer a varidvel pagamento para colocar maior heterogeneidade nos dados
#"Idveiculo", "IdCondutor", "IdCarta" n&o vamos dummificar, j& que sdo varidveis continuas

var=c ("Categoria", "Sexo", "Sinistros", "Dist Concelho"

#BD de trabalho

BDExp r<-dummy.data.frame (BDExp aux, names = var, omit.constants=TRUE)

step<-0.001
min lambda<- -5 # s6 pode ir até -2

max_lambda<- 1 # s6 pode ir até +2

companhia<-

c("Companhia 1", "Companhia 2", "Companhia_ 3", "Companhia 4", "Companhia 5", "Companhia 6", "Companhia_ 7")

oldpar <- par(oma=c(0,0,4,0), mfrow=c(2,4))
n<-length (companhia)

lambda<-rep (NA,n)

lambda_mvl <- boxcox(yl ~ . -y2 -y3 -y4 -y5 -y6 -y7 ,
data=BDExp r,lambda=seq(min_lambda,max lambda,by=step),plotit = TRUE)
lambdal<-min lambda+step*which (lambda mvlSy == max (lambda mvlSy))-step

lambda mv2 <- boxcox(y2 ~ . -yl -y3 -y4 -y5 -y6 -y7 ,
data=BDExp_r, lambda=seq(min_lambda,max_lambda,by=step),plotit = TRUE)
lambda2<-min lambda+step*which (lambda mv2Sy == max (lambda mv2Sy))-step

lambda mv3 <- boxcox(y3 ~ . -yl -y2 -y4 -y5 -y6 -y7 ,
data=BDExp_r,lambda=seq(min_lambda,max_lambda,by=step),plotit = TRUE)
lambda3<-min_lambda+step*which (lambda mv3$Sy == max (lambda mv3Sy))-step

lambda_mv4 <- boxcox(y4 ~ . -yl -y2 -y3 -y5 -y6 -y7 ,
data=BDExp r, lambda=seq(min_ lambda,max lambda,by=step),plotit = TRUE)
lambda4<-min_lambda+step*which (lambda mv4Sy == max (lambda mv4Sy))-step

lambda_mv5 <- boxcox(y5 ~ . -yl -y2 -y3 -y4 -y6 -y7 ,
data=BDExp r, lambda=seq(min_ lambda,max lambda,by=step),plotit = TRUE)
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lambda5<-min_lambda+step*which (lambda_mv5$ == max (lambda_mv5$y))—step

lambda_mv6 <- boxcox(y6 ~ . -yl -y2 -y3 -y4 -y5 -y7 ,
data=BDExp_ r, lambda=seq(min_lambda,max lambda,by=step),plotit = TRUE)
lambda6<-min_lambda+step*which (lambda_mv6$y == max (lambda_mv6$y))—step

lambda mv7 <- boxcox(y7 ~ . -yl -y2 -y3 -y4 -y5 -y6 ,
data=BDExp_r,lambda=seq(min_lambda,max_lambda,by=step),plotit = TRUE)
lambda7<-min lambda+step*which (lambda mv7Sy == max (lambda mv7Sy))-step
par (oldpar)

lambda<-c (lambdal, lambda2, lambda3, lambda4, lambda5, lambda6, lambda7)
lambda

#[1] -3.504 -1.723 -4.055 -3.469 -1.380 -3.276 -3.024

BDExp_rSyboxcoxl<-log (BDExp_ r$yl)
BDExp r$yboxcox2<-log(BDExp r$y2)
BDExp_r$yboxcox3<-log (BDExp r$y3)
BDExp r$yboxcox4<-log(BDExp r$y4)
BDExp_r$yboxcox5<-log (BDExp_ r$y5)
BDExp r$yboxcox6<-log (BDExp r$y6)
BDExp_r$yboxcox7<-log (BDExp r$y7)

#BDExp_rSyboxcoxl<7((BDExp_rSylAlambda[l])71)/lambda[1]
#BDExp rSyboxcox2<-((BDExp rS$y2”lambda[2])-1)/lambdal2]
#BDExp_rSyboxcox3<7((BDExp_rSyBAlambda[3])71)/lambda[3]
#BDExp rSyboxcox4<-((BDExp rS$y4”lambdal4])-1)/lambdal4]
#BDExp_rSyboxcox5<7((BDExp_rSySAlambda[Sj)71)/lambda[5]
#BDExp rSyboxcox6<-((BDExp rS$y6~lambdal[6])-1)/lambdal6]
#BDExp rSyboxcox7<-((BDExp rS$y7”lambdal[7])-1)/lambdal7]

1ml<-BDExp rSyboxcoxl~
BDExp_r$CategoriaCaminheta+
BDExp r$CategorialigeiroParticular+
BDExp_r$CategoriaMisto+
BDExp r$CategoriaMonovolume+
BDExp r$CategoriaPickup+
BDExp_r$Idveiculo+
BDExp r$IdCondutor+
BDExp_r$IdCarta+
BDExp r$SexoFeminino+
BDExp_r$SinistrosOsin_l0anos_l5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 15anos_1l5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_2anos_2anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_4anos_4anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos_10anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_1l2anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos_5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_6anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos_7anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_8anos+

BDExp r$SinistrosOsin_ 7anos_ 9anos+
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BDExp_rS$Sinistroslsin_Oanos_lanos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos_2anos+
BDExp_rS$Sinistroslsin_Oanos_3anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos_4anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_5anos+
BDExp r$Sinistroslsin lanos_5anos+
BDExp_rS$Sinistroslsin_2anos_9anos+
BDExp_rS$Sinistroslsin_4anos_10anos+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_137+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 141+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_137+
BDExp_r$Dist Concelhodc 141+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_168+
BDExp_r$Dist Concelhodc 17+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_194+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_241+
BDExp_r$Dist Concelhodc 25+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 259+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 262+

BDExp r$Dist Concelhodc 305+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 319+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 322+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 344+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 345+

BDExp r$Dist Concelhodc 357+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 359+

BDExp r$Dist Concelhodc 376+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_40+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 421+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 425+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 427+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 437+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_470+

BDExp r$Dist Concelhodc 483+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 491+

BDExp r$Dist Concelhodc 493+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 530+

BDExp r$Dist Concelhodc 538+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 557+

BDExp r$Dist Concelhodc 565+

BDExp r$Dist Concelhodc 585+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 631+

BDExp r$Dist Concelhodc 641+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 650+

BDExp r$Dist Concelhodc 651+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 654+

BDExp r$Dist Concelhodc 656+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 672+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 710+

BDExp r$Dist Concelhodc 737+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 771+

BDExp r$Dist Concelhodc 789+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 796+

BDExp r$Dist Concelhodc 807+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 858+

BDExp r$Dist Concelhodc 861+
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BDExp_rS$Dist_Concelhodc_ 869+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_886+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 896+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_910+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 933+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_943+
BDExp_r$Dist Concelhodc 950+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 971+
BDExp r$Dist Concelhodc 982+
BDExp_r$Dist Concelhodc 984

1m2<-BDExp rS$yboxcox2~
BDExp_rS$CategoriaCaminheta+
BDExp r$CategorialigeiroParticular+
BDExp r$CategoriaMisto+
BDExp_r$CategoriaMonovolume+
BDExp r$CategoriaPickup+
BDExp_r$Idveiculo+
BDExp r$IdCondutor+
BDExp_r$IdCarta+
BDExp r$SexoFeminino+
BDExp_r$SinistrosOsin_l0anos_l5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_l5anos_l5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 2anos 2anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_4anos_4anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos_10anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_l2anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos 5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_6anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos 7anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos 8anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_7anos_9anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos lanos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_2anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos 3anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_4anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos 5anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_lanos_5anos+
BDExp r$Sinistroslsin 2anos 9anos+
BDExp r$Sinistroslsin 4anos_1l0anos+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 137+
BDExp r$Dist Concelhodc 141+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 137+
BDExp r$Dist Concelhodc 141+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 168+
BDExp r$Dist Concelhodc 17+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 194+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 241+
BDExp r$Dist Concelhodc 25+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 259+
BDExp r$Dist Concelhodc 262+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 305+
BDExp r$Dist Concelhodc 319+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 322+
BDExp r$Dist Concelhodc 344+
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BDExp_rS$Dist_Concelhodc_ 345+
BDExp r$Dist Concelhodc 357+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 359+
BDExp r$Dist Concelhodc 376+
BDExp_r$Dist Concelhodc 40+

BDExp_r$Dist_Concelhodc_421+
BDExp_r$Dist Concelhodc 425+
BDExp_r$Dist Concelhodc 427+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_437+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 470+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_483+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 491+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_493+
BDExp_r$Dist Concelhodc 530+
BDExp r$Dist Concelhodc 538+
BDExp r$Dist Concelhodc 557+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 565+
BDExp r$Dist Concelhodc 585+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 631+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 641+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 650+
BDExp r$Dist Concelhodc 651+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 654+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 656+
BDExp r$Dist Concelhodc 672+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 710+
BDExp r$Dist Concelhodc 737+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 771+
BDExp r$Dist Concelhodc 789+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 796+
BDExp r$Dist Concelhodc 807+
BDExp r$Dist Concelhodc 858+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 861+
BDExp r$Dist Concelhodc 869+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 886+
BDExp r$Dist Concelhodc 896+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 910+
BDExp r$Dist Concelhodc 933+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 943+
BDExp r$Dist Concelhodc 950+
BDExp r$Dist Concelhodc 971+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 982+
BDExp r$Dist Concelhodc 984

1m3<-BDExp_rSyboxcox3~
BDExp r$CategoriaCaminheta+
BDExp_r$CategorialigeiroParticular+
BDExp_r$CategoriaMisto+
BDExp r$CategoriaMonovolume+
BDExp_r$CategoriaPickup+
BDExp r$Idveiculo+
BDExp_r$IdCondutor+
BDExp r$IdCarta+
BDExp_r$SexoFeminino+

BDExp r$SinistrosOsin 10anos_l5anos+
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BDExp_r$SinistrosOsin_l15anos_l5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 2anos_2anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_4anos_4anos+
BDExp r$SinistrosOsin_5anos_1l0anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_12anos+
BDExp r$SinistrosOsin_ 5anos_5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_6anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_7anos+
BDExp r$SinistrosOsin_ 5anos_8anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_7anos_9anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos_lanos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_2anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos_3anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_4anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos_5anos+
BDExp r$Sinistroslsin lanos_ 5anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_2anos_9anos+
BDExp r$Sinistroslsin 4anos_ 1l0anos+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 137+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_141+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 137+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_141+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 168+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_17+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_194+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 241+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_25+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 259+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 262+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 305+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_319+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_322+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 344+

BDExp r$Dist Concelhodc 345+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 357+

BDExp r$Dist Concelhodc 359+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 376+

BDExp r$Dist Concelhodc 40+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 421+

BDExp r$Dist Concelhodc 425+

BDExp r$Dist Concelhodc 427+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 437+

BDExp r$Dist Concelhodc 470+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 483+

BDExp r$Dist Concelhodc 491+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 493+

BDExp r$Dist Concelhodc 530+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 538+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 557+

BDExp r$Dist Concelhodc 565+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 585+

BDExp r$Dist Concelhodc 631+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 641+

BDExp r$Dist Concelhodc 650+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 651+

BDExp r$Dist Concelhodc 654+
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BDExp_rS$Dist_Concelhodc 656+
BDExp r$Dist Concelhodc 672+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 710+
BDExp r$Dist Concelhodc 737+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 771+
BDExp r$Dist Concelhodc 789+
BDExp_r$Dist Concelhodc 796+
BDExp_r$Dist Concelhodc 807+
BDExp r$Dist Concelhodc 858+
BDExp_r$Dist Concelhodc 861+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_869+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 886+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_896+
BDExp_r$Dist Concelhodc 910+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_933+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_943+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 950+
BDExp r$Dist Concelhodc 971+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 982+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_984

1m4<-BDExp_rSyboxcox4~
BDExp_r$CategoriaCaminheta+
BDExp r$CategorialigeiroParticular+
BDExp_r$CategoriaMisto+
BDExp r$CategoriaMonovolume+
BDExp_r$CategoriaPickup+
BDExp_rS$Idveiculo+
BDExp_r$IdCondutor+
BDExp r$IdCarta+
BDExp r$SexoFeminino+
BDExp_r$SinistrosOsin_l0anos_l5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 15anos_l5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_2anos_2anos+
BDExp r$SinistrosOsin 4anos 4anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_l0anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos_12anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos 6anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos_ 7anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_8anos+
BDExp r$SinistrosOsin 7anos 9anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_lanos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos 2anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_3anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos 4anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_5anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_lanos_5anos+
BDExp r$Sinistroslsin 2anos 9anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_4anos_l0anos+
BDExp r$Dist Concelhodc 137+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 141+
BDExp r$Dist Concelhodc 137+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 141+
BDExp r$Dist Concelhodc 168+
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BDExp_r$Dist_Concelhodc 17+

BDExp_r$Dist_Concelhodc_194+
BDExp_r$Dist Concelhodc 241+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_25+

BDExp_rS$Dist Concelhodc 259+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_262+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 305+
BDExp_r$Dist Concelhodc 319+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_322+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 344+
BDExp r$Dist Concelhodc 345+
BDExp_r$Dist Concelhodc 357+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_359+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 376+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_40+

BDExp_r$Dist_Concelhodc_421+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 425+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 427+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 437+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_470+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 483+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 491+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 493+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 530+
BDExp r$Dist Concelhodc 538+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 557+
BDExp r$Dist Concelhodc 565+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 585+
BDExp r$Dist Concelhodc 631+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 641+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_650+
BDExp r$Dist Concelhodc 651+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 654+
BDExp r$Dist Concelhodc 656+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 672+
BDExp r$Dist Concelhodc 710+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 737+
BDExp r$Dist Concelhodc 771+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 789+
BDExp r$Dist Concelhodc 796+
BDExp r$Dist Concelhodc 807+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 858+
BDExp r$Dist Concelhodc 861+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 869+
BDExp r$Dist Concelhodc 886+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 896+
BDExp r$Dist Concelhodc 910+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 933+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 943+
BDExp r$Dist Concelhodc 950+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 971+
BDExp r$Dist Concelhodc 982+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_984
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Im5<-BDExp_rSyboxcox5~
BDExp r$CategoriaCaminheta+
BDExp_rS$CategorialigeiroParticular+
BDExp r$CategoriaMisto+
BDExp_r$CategoriaMonovolume+
BDExp r$CategoriaPickup+
BDExp_rS$Idveiculo+
BDExp_r$IdCondutor+
BDExp r$IdCarta+
BDExp_rS$SexoFeminino+
BDExp r$SinistrosOsin 10anos_l5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_l15anos_l5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 2anos_2anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_4anos_4anos+
BDExp r$SinistrosOsin_5anos_1l0anos+
BDExp r$SinistrosOsin_5anos_1l2anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos 6anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_7anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos 8anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_7anos_9anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos lanos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_2anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_3anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos 4anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_5anos+
BDExp r$Sinistroslsin lanos 5anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_2anos_9anos+
BDExp r$Sinistroslsin 4anos 1l0anos+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 137+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_141+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_137+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 141+
BDExp r$Dist Concelhodc 168+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_17+
BDExp r$Dist Concelhodc 194+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 241+
BDExp r$Dist Concelhodc 25+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 259+
BDExp r$Dist Concelhodc 262+
BDExp r$Dist Concelhodc 305+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 319+
BDExp r$Dist Concelhodc 322+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 344+
BDExp r$Dist Concelhodc 345+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 357+
BDExp r$Dist Concelhodc 359+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 376+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_40+
BDExp r$Dist Concelhodc 421+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 425+
BDExp r$Dist Concelhodc 427+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 437+
BDExp r$Dist Concelhodc 470+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 483+
BDExp r$Dist Concelhodc 491+
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BDExp_r$Dist_Concelhodc 493+
BDExp r$Dist Concelhodc 530+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 538+
BDExp r$Dist Concelhodc 557+
BDExp_r$Dist Concelhodc 565+
BDExp r$Dist Concelhodc 585+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 631+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 641+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_650+
BDExp_r$Dist Concelhodc 651+
BDExp r$Dist Concelhodc 654+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 656+
BDExp r$Dist Concelhodc 672+
BDExp_r$Dist Concelhodc 710+
BDExp r$Dist Concelhodc 737+
BDExp r$Dist Concelhodc 771+
BDExp_r$Dist Concelhodc 789+
BDExp r$Dist Concelhodc 796+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 807+
BDExp r$Dist Concelhodc 858+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 861+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_869+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 886+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 896+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_910+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 933+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 943+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 950+
BDExp r$Dist Concelhodc 971+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 982+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_984

1m6<-BDExp rSyboxcox6~
BDExp_r$CategoriaCaminheta+
BDExp r$CategorialigeiroParticular+
BDExp_r$CategoriaMisto+
BDExp r$CategoriaMonovolume+
BDExp_r$CategoriaPickup+
BDExp r$Idveiculo+
BDExp r$IdCondutor+
BDExp_r$IdCarta+
BDExp r$SexoFeminino+
BDExp_r$SinistrosOsin_l0anos_l5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 15anos_l5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_2anos_2anos+
BDExp r$SinistrosOsin 4anos 4anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_l0anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_1l2anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos_5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_6anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos_7anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_8anos+
BDExp r$SinistrosOsin_ 7anos_ 9anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_lanos+

BDExp r$Sinistroslsin Oanos_ 2anos+
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BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_3anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos_4anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_5anos+
BDExp r$Sinistroslsin lanos_5anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_2anos_9anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_4anos_l0anos+BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 137+
BDExp_r$Dist Concelhodc 141+
BDExp_r$Dist Concelhodc 137+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_141+
BDExp_r$Dist Concelhodc 168+

BDExp r$Dist Concelhodc 17+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 194+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_241+
BDExp_r$Dist Concelhodc 25+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_259+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_262+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 305+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_319+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 322+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 344+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 345+

BDExp r$Dist Concelhodc 357+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 359+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 376+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_40+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 421+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 425+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 427+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 437+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 470+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 483+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 491+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 493+

BDExp r$Dist Concelhodc 530+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 538+

BDExp r$Dist Concelhodc 557+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 565+

BDExp r$Dist Concelhodc 585+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 631+

BDExp r$Dist Concelhodc 641+

BDExp r$Dist Concelhodc 650+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 651+

BDExp r$Dist Concelhodc 654+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 656+

BDExp r$Dist Concelhodc 672+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 710+

BDExp r$Dist Concelhodc 737+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 771+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 789+

BDExp r$Dist Concelhodc 796+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 807+

BDExp r$Dist Concelhodc 858+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 861+

BDExp r$Dist Concelhodc 869+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 886+

BDExp r$Dist Concelhodc 896+
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BDExp_r$Dist_Concelhodc 910+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_933+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 943+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_950+
BDExp_r$Dist Concelhodc 971+
BDExp r$Dist Concelhodc 982+
BDExp_r$Dist Concelhodc 984

1m7<-BDExp_ r$yboxcox7~
BDExp r$CategoriaCaminheta+
BDExp_rS$CategorialigeiroParticular+
BDExp r$CategoriaMisto+
BDExp_r$CategoriaMonovolume+
BDExp r$CategoriaPickup+
BDExp_rS$Idveiculo+
BDExp_r$IdCondutor+
BDExp r$IdCartat+
BDExp_r$SexoFeminino+
BDExp r$SinistrosOsin 10anos l5anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_l5anos_l5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 2anos 2anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_4anos_4anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_l0anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos_12anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_5anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos 6anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_5anos_7anos+
BDExp r$SinistrosOsin 5anos 8anos+
BDExp_r$SinistrosOsin_7anos_9anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos lanos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos 2anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_3anos+
BDExp r$Sinistroslsin Oanos 4anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_Oanos_5anos+
BDExp r$Sinistroslsin lanos 5anos+
BDExp_r$Sinistroslsin_2anos_9anos+
BDExp r$Sinistroslsin 4anos_1l0anos+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 137+
BDExp r$Dist Concelhodc 141+
BDExp r$Dist Concelhodc 137+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 141+
BDExp r$Dist Concelhodc 168+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_17+
BDExp r$Dist Concelhodc 194+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 241+
BDExp r$Dist Concelhodc 25+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 259+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 262+
BDExp r$Dist Concelhodc 305+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 319+
BDExp r$Dist Concelhodc 322+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 344+
BDExp r$Dist Concelhodc 345+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 357+
BDExp r$Dist Concelhodc 359+
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BDExp_rS$Dist_Concelhodc 376+

BDExp_r$Dist_Concelhodc_40+

BDExp_rS$Dist Concelhodc 421+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_425+
BDExp_r$Dist Concelhodc 427+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_437+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 470+
BDExp_r$Dist Concelhodc 483+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_491+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 493+
BDExp r$Dist Concelhodc 530+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 538+
BDExp r$Dist Concelhodc 557+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 565+
BDExp r$Dist Concelhodc 585+
BDExp r$Dist Concelhodc 631+
BDExp_rS$Dist Concelhodc 641+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_650+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 651+
BDExp r$Dist Concelhodc 654+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 656+
BDExp r$Dist Concelhodc 672+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 710+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 737+
BDExp r$Dist Concelhodc 771+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 789+
BDExp r$Dist Concelhodc 796+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 807+
BDExp r$Dist Concelhodc 858+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 861+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_869+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_886+
BDExp_r$Dist_Concelhodc 896+
BDExp r$Dist Concelhodc 910+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 933+
BDExp r$Dist Concelhodc 943+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 950+
BDExp r$Dist Concelhodc 971+
BDExp_r$Dist_Concelhodc_ 982+

BDExp r$Dist Concelhodc 984

#equacdes com OLS
regl<-1m(lml)
reg2<-1lm(lm2)
reg3<-1m(1lm3)
reg4<-1m(lm4)
reg5<-1m(1m5)
reg6<-1m(1lm6)
reg7<-1m(1lm7)

summary (regl)
summary (reg2)
summary (reg3)
summary (reg4)
summary (reg5h)

summary (reg6)
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summary (reg7)

#equagdes com SUR
fitsur <- systemfit (list(lml,1lm2,1m3,1m4,1lm5,1m6,1m7),"SUR" )
summary (fitsur)

surboxcox<-predict (fitsur)

#previsdo SUR (sem ponto de massa)

BDExp_rSychapeul<-exp (surboxcox$eql.pred)
BDExp r$ychapeu2<-exp (surboxcox$eq2.pred)
BDExp_rSychapeu3<-exp (surboxcox$eq3.pred)
BDExp r$ychapeud<-exp (surboxcox$eqg4d.pred)
BDExp_rSychapeu5<-exp (surboxcox$eqg5.pred)
BDExp r$ychapeu6<-exp (surboxcox$eqgb.pred)
BDExp r$ychapeu7<-exp (surboxcox$eq7.pred)

#previsdo SUR (com ponto de massa)

##apuramento do ponto de massa

options (digits=5)

massal<-lm(yl ~ ychapeul-1, data=BDExp_r)
massa2<-1lm(y2 ~ ychapeu2-1, data=BDExp_r)
massa3<-1lm(y3 ~ ychapeu3-1, data=BDExp_ r)
massad<-lm(y4 ~ ychapeu4-1, data=BDExp_r)
massa5<-1m(y5 ~ ychapeu5-1, data=BDExp_ r)
massa6<-1lm(y6 ~ ychapeu6-1, data=BDExp_r)
massa7<-1lm(y7 ~ ychapeu7-1, data=BDExp_r)

massa<-
c(massal$coefficient[1l],massa2$coefficient[1l],massa3$coefficient[1l],massad4$coefficient[1l],massa5%coeffic
ient[1],massa6Scoefficient[1],massa7Scoefficient[1])

massa

##medir o impacto de nao fazer com SUR
lixol<-exp (predict (regl))
lixo2<-exp (predict (reg2))
lixo3<-exp (predict (reg3))
lixo4<-exp (predict (reg4))
lixo5<-exp (predict (regh))
lixo6<-exp (predict (regb))
lixo7<-exp (predict (reg7))

lixo S1<-1m(BDExp rSyl ~ lixol-1)

lixo_S2<-1m(BDExp_rSy2 ~ lixo2-1

lixo S3<-1m(BDExp rSy3 ~ lixo3-1)

lixo_S4<-1m(BDExp_rSy4 ~ lixo4-1

lixo_S5<-1m(BDExp_rSy5 ~ lixo5-1)

lixo S6<-1m(BDExp rSy6 ~ lixo6-1

lixo_S7<-1m(BDExp_rSy7 ~ lixo7-1)

lixo_S<-

c(lixo_SlScoefficient[1],1lixo S2Scoefficient[1],1lixo_S3Scoefficient[1],1lixo S4Scoefficient[1],1lixo_S5Sco

efficient[1],lixo S6$coefficient[1l],lixo S7$coefficient[1])

##previsdo SUR (com ponto de massa)
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BDExp_rSychapeuchapeul<-BDExp_rSychapeul*massal[l]
BDExp r$ychapeuchapeu2<-BDExp r$ychapeu2*massal[2]
BDExp_rSychapeuchapeu3<-BDExp_ rSychapeu3*massa[3]
BDExp r$ychapeuchapeud4<-BDExp r$ychapeud*massal[4]
BDExp_rSychapeuchapeu5<-BDExp_rSychapeu5*massa[5]
BDExp r$ychapeuchapeu6<-BDExp r$ychapeu6*massal6
BDExp_rS$ychapeuchapeu7<-BDExp_rSychapeu7*massa[7]

##avaliacdo da qualidade do modelo com previsdo SUR & com ponto de massa
cor (BDExp_rSychapeuchapeul, BDExp_ r$yl) *2
cor (BDExp rS$ychapeuchapeu2,BDExp rS$y2) "2
cor (BDExp_rSychapeuchapeu3, BDExp_r$y3) "2
cor (BDExp rS$Sychapeuchapeu4,BDExp rS$y4) "2
cor (BDExp_rSychapeuchapeu5,BDExp_r$y5) *2
cor (BDExp rS$ychapeuchapeu6,BDExp r$y6) "2
cor (BDExp rS$ychapeuchapeu7,BDExp r$y7) "2

##avaliacdo da qualidade do modelo com previsdo SUR & com ponto de massa
cor (1ixol,BDExp_rS$yl) "2
cor (1ixo2,BDExp r$y2) "2
cor (1ixo3,BDExp_rSy3) "2
cor (1ixo4,BDExp rS$y4) "2
cor (1ixo5,BDExp_rS$y5) "2
cor (1ixo6,BDExp_rSy6) "2
cor (1ixo7,BDExp r$y7) "2

oldpar <- par(oma=c(0,0,4,0), mfrow=c(2,4))
plot (BDExp r$ychapeuchapeul,BDExp r$yl)
abline (0, 1)

plot (BDExp r$ychapeuchapeu2,BDExp r$y2)
abline (0, 1)

plot(BDExp_r$ychapeuchapeu3,BDExp_r$y3)
abline (0, 1)

plot (BDExp r$ychapeuchapeu4,BDExp r$yé)
abline (0, 1)

plot (BDExp r$ychapeuchapeu5,BDExp r$y5)
abline (0, 1)

plot(BDExp_rSychapeuchapeu6,BDExp_r$y6
abline (0, 1)

plot (BDExp r$ychapeuchapeu7,BDExp r$y7)
abline (0, 1)

par (oldpar)
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