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PROBLEMAS E COMPLEXIDADE

Este recurso é um complemento ao manual da unidade curricular de Introdugao a Inteligéncia
Artificial, de modo a permitir um maior formalismo no tratamento da teoria de conjuntos por
um lado, e na teoria da complexidade dos problemas por outro. O texto tem por base em duas
referéncias: ]. Ferreira, “Elementos de Logica Matematica e Teoria dos Conjuntos”, reedicao
dos capitulos iniciais de “Licoes de Analise Real”, Departamento de Matematica / Instituto
Superior Técnico, 2001; e M. Garey; D. Johnson, “Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness”, W.H. Freeman, San Francisco, 1979.
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Problemas e Complexidade

Teoria dos Conjuntos

Este texto baseia-se em J. Ferreira, “Elementos de Logica Matematica e Teoria dos
Conjuntos”, reedicdo dos capitulos iniciais de “Licdes de Analise Real”, Departamento de
Matematica / Instituto Superior Técnico, 2001, muito embora existam pequenas diferencas de

notacao.

Chama-se a designacdo a uma identificacdo de um objecto matematico, seja nimero,
conjunto, funcdo, etc. Uma proposicao é uma afirmagédo que pode ser verdadeira ou falsa,
mas nunca uma coisa e outra, sendo duas proposicoes (p e q) equivalentes se tiverem o
mesmo valor l6gico ( p # g). A conjuncdo de duas proposicdes p e g, designa-se por pag, é
uma proposicdo que é verdadeira se e s6 se ambas as proposic¢des forem verdadeiras, sendo
a disjuncdo pvq também uma proposicdo que é verdadeira se e sO se alguma das
proposicdes for verdadeira. Dada uma proposi¢do p, a sua negacdo e designada por -p,
sendo uma proposicdo verdadeira se e s6 se p for falsa, pelo que verifica-se -(-p)= p.
Qualquer que sejam as proposicdes p e g, verificam-se as primeiras leis De Morgan:
~(pAg)=-pv-q; -(pva)e-par-g. Uma implicacdo entre duas proposicdes p € g, representa-
se por p =g sendo uma proposicdo verdadeira se e SO se, caso p seja verdadeira, entdo q
também é verdadeira.

Sobre designac@es e proposicoes, podem existir variaveis, sendo as quais normalmente
representadas por letras mindsculas. As variaveis tém de ser substituidas por objectos do
respectivo dominio (por exemplo um numero real, ou conjunto) de forma a obter
designac@es ou proposicdes. Uma designacdo ou proposicéo gue tenha variaveis, chama-
se expressao designatdria ou expressao proposicional respectivamente. Com expressdes
proposicionais, pode-se obter proposi¢es utilizando o quantificador universal ou
existencial: v.p. significa que para qualquer que seja o valor da variavel x, a proposicao p;
é verdadeira; 3.p. significa que existe um valor da variavel x, para a qual a proposicao p. €
verdadeira, referindo-se para valores no dominio de x naturalmente. As segundas leis De
Morgan permitem-nos efectuar a negacgéo de proposi¢ées com quantificadores: - V.pxs 3ps

; ﬂ3)([:)><‘¢=>V><_‘px.
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Os conjuntos sdo uma coleccdo de elementos distintos, sendo por exemplo N={1,23,...} 0

conjunto de nimeros naturais. Representa-se por xex e x¢x as proposic¢oes de x pertence a
X e x ndo pertence a X respectivamente. Normalmente os conjuntos s&o definidos por

expressdes proposicionais, sendo os elementos do conjunto os que satisfazem a expressao
proposicional: X ={x: p;}. O nimero de elementos de um conjunto A, designa-se por #4 =

Y., 1.Um conjunto que A esta contido em B, ou A € subconjunto de B, se e SO se: Ve A=
xeB , escrevendo-se abreviadamente Ac B sendo a negacdo de A ¢ B. Naturalmente que A c

B A Bc A=A =B. Um conjunto sem elemento nenhum € um conjunto vazio e representa-se

por: @={ }. Dados dois conjuntos A e B, pode-se definir a intersec¢do e unido dos
conjuntos: AnB={x : xeAaxeB}, AuB={x : xeAvxeB}. Caso AnB = & diz-se que A e B sdo

conjuntos disjuntos. A diferenca de conjuntos é definida por A\ B={x : xeAaxeB}, sendo

formada pelos elementos de A que ndo pertencem a B.

Um par ordenado (a,b) sdo duas designacdes ordenadas, sendo (a,b,c) um terno ordenado,
e (asaz,...an) Uma sequéncia. Duas sequéncias sao iguais se e s6 se: (aaz,....an)= (bu,bz,....bn)=
Viea..mai = bi. Um produto cartesiano de n conjuntos, € definido por: A: x...x Ay= {(x1,..., Xn): xa

€ ALA...A X € A}, Quando se tem A; = A.=... = A, = A, chama-se de n? poténcia de A e simplifica-

se para: A x...x Ar= A". Um subconjunto R de A: x...x A,, € chamado uma relagéo sobre A.,...,

A., sendo no caso de n=2 chamada de relacdo binaria. Se R é uma relacdo binaria, muitas
vezes pode-se abreviar (ab)eR = aRb, COMO é 0 caso, por exemplo, da desigualdade, que é
uma relacdo binarias em %2: <= {(x, y)e®2: x < y}. Dada uma relaco binéria R tem-se que
Rt = {(x, y):(yx)eR} é a relacdo inversa de R, sendo R chamada de simétrica se e s6 se
V.(xy)eR=yx)eR , anti-simétrica, se e sO se V. (x, y)eR=yx)¢R, de reflexiva se e s6 se
Vea(x.x)eR, de irreflexiva se e s6 se V..a(x,x)¢R, € transitiva se e SO Se Vyy. (x, y)eR A(y,z)eR

= (x,z)€R.
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Uma relagdo F c AxB é uma funcdo se e s se (x, y)eFa(x, z)eF = y = z. Para funcg0es,

utiliza-se a seguinte abreviatura: (x, y)eF = F.= y. Uma funcdo diz-se sobrejectiva se e s6

S€ VyedweFr = y, € injectiva se e sO se Vg x # y 2F 2 F,, Sendo bijectiva se for

simultaneamente sobrejectiva e injectiva.

Problemas e Complexidade

A teoria da complexidade dos problemas, estuda problemas de optimizacgéo, oferecendo
uma classificacdo dos problemas relativamente a sua complexidade. O conhecimento da
classe a que pertence um problema, € muito importante pois permite saber se valera a pena
procurar um algoritmo eficiente para obter a solugdo dptima, ou se por outro lado, mais
vale investir numa heuristica e ficarmo-nos por uma solugdo sub 6ptima. Esta sec¢do é
baseada no livro de M. Garey; D. Johnson, “Computers and Intractability: A Guide to the
Theory of NP-Completeness”, W.H. Freeman, San Francisco, 1979.

NocOes Basicas

De forma informal, pode dizer-se que um problema fica definido com a caracterizagdo
de uma instancia do problema, e uma pergunta sobre a instancia, ou seja, o que se pretende
saber. Um problema diz-se de decisdo se a pergunta é do tipo sim ou ndo, de procura se
for pedida uma solugéo caso exista, e de optimizacdo se for pedida a melhor solugéo
segundo uma func¢éo de avaliacdo, sendo de minimizagcdo ou maximizagdo de acordo com
0 objectivo pedido de minimizar ou maximizar a funcdo. Um problema de decisdo pode
ser facilmente modelado como um problema de procura, basta que no caso do valor a
retornar ser sim, devolver uma solug@o optima “sim”, devolvendo 0 conjunto vazio no caso
do ndo, tal como um problema de optimizacdo fazendo o conjunto de solugfes igual as

solugdes que minimizam ou maximizam o valor da funcao.

Para analisar a complexidade dos problemas, estuda-se a relacdo do tempo que um
algoritmo leva a resolver uma instancia do problema, com a dimensdo da instancia.
Basicamente ha dois tipos de algoritmos, os que tém o tempo de execucgédo limitavel por

um polinémio dependente do tamanho da instancia, e dos que ndo sdo limitaveis por um
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polindmio. Ao primeiro tipo de algoritmos chamam-se eficientes, e aos segundo tipo de
algoritmos nao eficientes. Tal distinc¢do é justificada porque um algoritmo néo limitado por
um polinébmio tem normalmente uma evolucdo exponencial, pelo que acaba em instancias
de dimensdes reais por disparar em termos de tempo, e ser sempre inferior a um algoritmo

limitado por um polinémio.

Duas questdes se levantam, como medir a dimenséo de uma instancia e como medir o
tempo de processamento de um algoritmo. Estas questfes justificam-se uma vez que ao
implementar um algoritmo pode-se utilizar codificagdes de uma instancia mais ou menos
eficientes, bem como implementar um algoritmo numa linguagem mais répida, ou correr o
mesmo cddigo num computador mais rapido. Assim sendo, poder-se-& pensar que o estudo
da relacdo entre o tamanho da instancia e o tempo de processamento esta dependente de
muitas condicdes especificas e ndo pode ser geral. Tal no entanto nao verdade, uma vez
que as diferencas referidas nunca podem ser exponenciais, quanto muito uma determinada
linguagem (ou um computador mais rapido) multiplica por um factor o tempo de
processamento, tal como o tamanho de uma instancia apenas pode variar por um factor,

devido & diferenca entre uma boa e uma ma codificacéo.

Para poder saber se um algoritmo € eficiente ou ndo, e poder distinguir entre dois
algoritmos eficientes de forma a escolher o mais rapido, podia-se pensar num esquema de
testar os diversos algoritmos num conjunto de instancias do problema e analisar os tempos
de resolucdo dos diversos algoritmos. Os gue tivessem um comportamento exponencial,
seriam ndo eficientes, e os eficientes seriam classificados de acordo com o tempo de
processamento. Tal operacdo é no entanto muito custosa e fica dependente do conjunto de
instancias escolhidas. A solucdo acaba por ser simples como veremos de seguida, dado ndo
interessar o calculo de tempos exactos uma vez que tais tempos estdo dependentes da
méaquina e compilador, basta contabilizar o nimero maximo de comandos basicos que um

algoritmo necessita, dependendo do tamanho da instancia.

Complexidade temporal de um algoritmo
Sendo py uma expressao designatoria com uma variavel N, o tamanho da instancia, que

€ um maximo do numero de operagdes basicas necessarias a um determinado algoritmo,
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O(pn) € a complexidade temporal desse algoritmo. Dadas duas expressdes designatdrias p

e g, diz-se que o(pn )< O(gn )= limy_.. 22 = 0, pelo que pode-se concluir diversas regras de

qN

simplificacdo, sendo g e k reais positivos quaisquer: O(px)+O(qn)= O(px + qu) =

max{0(pv),0(gn)}; Ok - pn)= 0(pn); (N #) < o(No%); o(N )< o((1+ K)*); O(log N)<O(N). Pode-
se agora definir mais rigorosamente, que um algoritmo € eficiente se existir um g positivo
tal que a complexidade temporal do algoritmo seja inferior a o(N¢), sendo ndo eficiente

caso contrario.
Por exemplo, caso de existam dois ciclos, um dentro do outro, em que séo percorridos

todos os elementos da instancia com N elementos, e dentro do ciclo sdo executadas duas

operagdes, 0 niimero de passos serd 2- N - N, sendo a complexidade temporal o(N 2). Notar
que neste exemplo, se pretendermos percorrer todos os pares de elementos mas nao
interessar a ordem, a variavel do ciclo interior basta comecar no elemento seguinte ao da
variavel anterior, reduzindo o nimero de passos para 2(N(N -1)/2)= N(N -1), mas a

complexidade temporal permanece igual. Suponha-mos que temos disponivel outro
algoritmo para 0 mesmo problema que necessita de dois ciclos separados, com 4 operac6es

em cada ciclo e 10 operac@es fora de ambos os ciclos. O nimero de passos serd 10 + 4-N +
4N =10 + 8-N, sendo a complexidade temporal de O(N), e portanto melhor que o primeiro

algoritmo. Vejamos um ultimo caso, em que para cada elemento o algoritmo considera
marca-lo com uma de 3 cores, repetindo 0 processo para os restantes elementos, apos o
qual troca a cor e repete 0 processo para o0s restantes elementos, e finalmente experimenta
a Ultima cor repetindo o processo novamente. Este tipo de algoritmo, normalmente

implementado de forma recursiva, requer um namero de passos da ordem de k -3¥, 0 que
dara uma complexidade temporal de o(3"), sendo ndo s6 pior que os restantes algoritmos,

como também ndo é eficiente dado nédo estar limitado por um polinémio.
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Teoria da complexidade

Um problema de decisd@o 1 € definido por um par (Dn,Yn) COM 0 conjunto de instancias e

as instancias com a resposta sim respectivamente, em que Yn c Dn. Um algoritmo M, diz-se
que resolve o problema n se para cada instancia | eDn retornar sim se I eYn € N0 €aso

contrario. Um exemplo de um problema, é o PARTITION, que pode ser definido como:

MearTiTION = (Dn,Yn)

Dn={(A={1..,n}, f:A-Z")}

Yo={ (A f)eDn: 3nand £(i) =5 (i) }

ieA’ ieA/A

N&o ha no entanto necessidade de todo este formalismo, basta definir a instancia e a
pergunta. Neste caso a instancia € um conjunto A de elementos e uma funcao f: A-Zz+, sendo
a pergunta se existe uma divisdo dos elementos de A para a qual a soma dos valores da

funcéo f sejam iguais.

Consideramos dois tipos de maqguinas, as deterministicas e as ndo deterministicas. A
primeira executa um conjunto de instrugdes sequencialmente e deterministicamente,
enquanto que a segunda tem um moddulo “adivinhador” que coloca um palpite para a
solucdo e pode realizar um nimero ndo limitado de sequencias de instru¢cdes em paralelo.
N&o existem naturalmente maquinas ndo deterministicas, o seu interesse &€ como veremos

tedrico.

Caso exista um algoritmo M que resolva o problema n numa méaquina deterministica em
tempo polinomial, entdo nep . Caso exista um algoritmo M que resolva o problema rn numa
méaquina ndo deterministica em tempo polinomial, entdo nenp. Como o algoritmo de uma
méaquina deterministica pode ser utilizado numa maquina ndo deterministica ignorando a
adivinhacéo, resulta que PcNP. O tamanho da instancia pode ser medido por uma qualquer
regra razoavel, uma vez que a diferenca para outra medida pode ser limitada por um

polindbmio, sendo insignificante para efeitos de determinar se o tempo é polinomial ou néo.
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Facilmente se pode provar que um dado problema pertence a P, basta para tal que se
apresente um algoritmo polinomial, muito embora por vezes esse algoritmo possa ser
complicado. Para provar que um problema pertence a NP € preciso fornecer apenas um
algoritmo que utilize a adivinhacdo (a solucao) e a verifique em tempo polinomial. O mais
dificil sera provar que um dado problema ndo pertence a P, ou seja, que ndo existe um
algoritmo que resolva o problema em tempo polinomial. A dificuldade é de tal ordem que

até hoje ninguém o fez para qualquer problema em NP.

Uma transformacdo de um problema n = (Dn,Yn) para um problema m'= (Dn,Yn ), € uma
fungdo polinomial f: Dn - D, €M QUE Viconl €Yn e £ (1)eYr, representando-se M o .
Naturalmente que se M'eP = NMeP, e 0 mesmo para NP, pelo que pode-se provar que um

problema pertence a P ou NP desta forma.

Um problema n é NP-completo se existir uma transformacéo de qualquer problema de
NP para n, ou seja: Ne NP —completo < Vrenel'ec 1. Esta defini¢do significa que ndo existem
problemas mais complexos em NP que os que pertencerem a NP-completo. Dada a
dificuldade de provar que (ndo) existe um algoritmo polinomial para certos problemas em
NP, esta definicdo permite agrupar um bom conjunto de problemas que apenas pertencera
a P caso P=NP. O primeiro problema a provar-se pertencer a esta classe foi o SAT, que é
estudado neste texto no capitulo 4. Naturalmente que (Me NP -completo ATl o ') = M'e NP
~completo , sendo esta a técnica de prova utilizada, transformar um problema NP-completo
para o problema em causa de forma a provar que é NP-completo.

Um problema n é numérico se o valor do maior nimero na instancia ndo poder ser

limitado por um polindbmio no tamanho da instancia. Sobre um problema n = (Dn,Yn)

numérico pode-se definir um sub problema i, - (an={l eDn: Max[I]< p(Tam[I1])}, anﬁYn),
sendo p um polindmio, Max[l] o maior nimero na instancia e Tam[I] o tamanho da
instancia. n , esta limitado pelos valores numéricos, ndo sendo portanto um problema
numérico. Se Me NP -completo AT , ep, entdo existe um algoritmo pseudo polinomial para

n, dado que pode ser resolvido em tempo polinomial caso sejam restringidos os valores
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numeéricos. Nesse caso diz-se que pertence a NP-completo no sentido normal, sendo no
sentido forte se 1M, e NP —completo . Naturalmente os problemas ndo numéricos pertencem a

NP-completo no sentido forte dado que pode-se limitar os valores numéricos que o
problema fica igual e portanto NP-completo. O problema PARTITION referido
anteriormente é NP-completo no sentido normal, enquanto que o SAT € NP-completo no

sentido forte.

Um problema de procura n é definido por um par (Dn{Sn[I]: I €Dn}) com o conjunto de
instancias e para cada instancia um conjunto de solugdes. Um algoritmo M, diz-se que
resolve o problema n se para cada instancia | eDn retornar uma solucao sesq[1], ou retornar

ndo caso 0 conjunto seja vazio. Um exemplo de um problema, é o TSP, que pode ser

definido como:

[ [ =@ smresy
TSP

Dy ={(C=11,..,n},d:C* - Z*)}

n
s,[1] = {(cl, ..., Cn) € Permutagdes(C): _'3<c’1,...,c'n>epermumg6es(0)dc},c'l + L_Zl dC;’C;H <deye, + 1—21 dci'ci+1}

Naturalmente, um problema de decisdo n = (Dn,Yn) pode ser formulado como um

problema de procura n = (Dn,{Sn[I]= {"sim": 1 €Yn}: I eDn}). Diz-se que um problema ' é Turing
reduzivel a n , escrevendo-se M« M , se existir um algoritmo M’ numa maquina
deterministica, para resolver o problema ', que faz uso de um algoritmo M para resolver
0 problema n, em que M’ é polinomial se M for polinomial. Naturalmente que se n'«n
entdo N'«-n dado que uma transformacéo € um caso particular em que em que o algoritmo

M é chamado apenas uma vez.

Seja um problema n qualquer, pertenca ou ndo a NP, diz-se que é NP-dificil se existir
uma reducéo de Turing de um problema NP-completo: Ne NP -dificil & Jrenp-compewl1'o<r I,
sendo estes problemas naturalmente pelo menos tdo complicados como um problema NP-

completo. Um problema é NP-simples se existir uma reducéo de Turing para um problema

NP: Me NP - simples & Inenel or M', Sendo estes problemas ndo mais complicados que um
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problema NP-completo. A um problema simultaneamente NP-dificil e NP-simples, chama-
se NP-equivalente, dado que ndo € mais simples nem mais complicado que um problema

NP-completo.

Um  problema de optimizagdo n é definido por um triplo

(Dn,{sn[1]: I €Dn}, mn: Dn xSa[I]— R) com o conjunto de instancias, para cada instancia um

conjunto de solugdes, e uma fungdo valor. Ao menor valor de todas as solugdes de uma

instdncia — assumindo-se um problema de minimizagdo — chama-se de valor dptimo:

oPTx(1). Diz-se que um algoritmo M €é de aproximacéao, se para cada instancia | eDn devolver

uma solucao sesn[1], sendo o valor da solugdo mn(l, s) abreviado para M(l). Caso se garanta
que para todas as instancias M(I)=0OPT(l), entdo o algoritmo é de optimizacao.

Ainda ndo foi encontrado nenhum problema que pertenca simultaneamente a P e NP-
completo, pelo que caso saiba que o problema é NP-completo, deixa de ter sentido a procura
de um algoritmo eficiente, a ndo ser que se esteja a tentar resolver um problema em aberto
com ja largas décadas. Aconselha-se neste caso sera a construcdo de heuristicas, largando
a questdo da optimalidade, alargando o conjunto de solugdes de interesse as solucdes quase

Optimas.
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