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RESUMO

A presente dissertacdo aborda o tema sobre as equacdes diferenciais estocasticas e suas
aplicacGes em R, com recurso as técnicas computacionais. A abordagem tedrica baseia-se nas
equacdes diferenciais estocasticas derivadas dos processos estocasticos. Neste, apresenta-se,
também, o teorema de Itd, que se revela fundamental para o alcance dos objectivos
pretendidos. Importa, portanto, realcar que o teorema de 1td facilitou a implementacao pratica
dos modelos usados para aplicacdo das equacgdes diferenciais tomadas como exemplo em
financas, através de algoritmos computacionalmente escritos no software R. O trabalho baseia-
se, ainda, no processo de Wiener, em que foi abordado o conteddo sobre as equacdes
diferenciais estocasticas que serviram de suporte para a abordagem do célculo de It6.
Outrossim, houve a aplicagcdo computacional do software R, nos packages “sde” e
“mixedsde”. E, entre varios, o0 modelo de Black-Scholes foi usado como um dos exemplos a
considerar na aplicacdo das equacdes diferenciais estocasticas em financas, em que foram
feitos calculos manuais e computacionais. Nesta ordem de ideia, sobre aplicacdo das equacgdes
diferenciais estocasticas em R, o package “sde” foi explorado a partir de uma das suas funcdes
- 0 “sde.sim” - baseado na simulacdo de equacOes diferenciais estocasticas, com um interface
de aplicacdo de diferentes métodos e modelos de simulacdo, e o package “mixedsde’foi
explorado através de uma das suas varias funcdes - o “mixedsde.sim” - baseado na geracdo de

trajectdrias de processos estocasticas, usando alguns dos seus modelos.

Palavras — Chave: Equacdo diferencial estocastica, Teorema de It6, Software R, Packages

“sde”,“sde.sim” e “mixedsde”.
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ABSTRACT

This dissertation work addresses the topic of stochastic differential equations, and their
applications in R, using computational techniques. The theoretical approach based on
stochastic differential equations, derived from stochastic processes. In this one, it is also
presented the theorem of I1t6, which is essential to achieve the objectives of the work. It is
noteworthy that the theorem of 1t0, facilitated the practical implementation of the models used
for the application of differential equations, taking as an example in finance through
algorithms computationally written in R software. The work is also based on the Wiener
process, in which the content about the stochastic differential equations was approached, that
served for the support of the Itd calculus approach, and to finish, the computational application
of the R software, in the packages “sde” and “mixedsde”, in which the Black-Scholes model
was used as one of the examples, in several models for considering, in the application of the
stochastic differential equations in finances, in which manual and computational calculations
were made. Thus, regarding the application of stochastic differential equations in R, the
package “sde” was explored, through one of its functions, sde.sim, based on the simulation of
stochastic differential equations, with an interface of application of different methods, and
simulation models, and the package “mixedsde” was explored through one of its several
functions, “mixedsde.sim”, based on the generation of stochastic process trajectories, using

some of its models.

Key words: Stochastic differential equation, Itd's theorem, Software R, Packages “sde”,

“sde.sim” and “mixedsde”.
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CAPITULO I
Neste capitulo, apresenta-se a visdo geral do trabalho e a respectiva estrutura.

Introducéo

O trabalho visa estudar equacgdes diferenciais estocasticas e suas aplicacfes no software R
através da implementacéo das técnicas computacionais dos packages “sde” e “mixedsde” nos

seus varios modelos.

O movimento Browniano geométrico, descrito pela equacgéo
dX(t) = uX(t)dt + aX(t)dW (¢t) (1.1)

é um dos processos usados com bastante frequéncia na aplicacdo das equagfes diferenciais

estocésticas em financas, para modelar a dindmica do mercado de activos financeiros.

O Teorema de Itd é uma aplicacdo directa das equacdes diferenciais estocasticas usada na
determinacdo do preco de tais activos. Esta aplicacdo estd baseada na equacdo de Black-
Scholes. O Teorema de It6 é tido como um dos importantes resultados do célculo de It6, pois,
representa uma extensao da regra de cadeia no integral de It6,

19%h

dh doh
ay(t) = Fr (t, X(©))dt + o (t, X(£)dXx (1) + 5302 (t, X(£))G?dt (1.2)

Asequacdes diferenciais estocasticas,que dizem respeito a um grupo de modelos ditos modelos
estocasticos em ambiente aleatorio, sdo obtidas a partir de uma equacdo diferencial

ordinéria,ao adicionar um termo de ruido, tipicamente um ruido branco padrdo, ver [1] e [2].

O integral estocastico definido neste trabalho baseia-se no processo de Wiener, e trata-se de

um integral com funcéo integrando estocastica.

O ambiente R, que pode ser encontrado de forma gratuita em http://cran.r-project.org, foi

instalado em sistema operativo Windows e a sua escolha e a sua escolha é fundamentada pelo
facto de ser uma linguagem de codigo aberto, em actualizacdo permitindo a contribuicdo de
qualquer individuo no desenvolvimento da linguagem, por meio de novos pacotes e
funcionalidades. por outro lado, a integragdo do R com outras linguagens de programacao,

com o Java, Python, é facilmente realizada, sendo possivel utilizar o Latex e 0 Markdown para
1
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a criacdo de relatérios no R. além, é também adequada para importar e exportar dados no
Excel.

Quanto ao desenvolvimento, o trabalho obedece as seguintes etapas:
v" Inicialmente, analisa-seo problema para uma abordagem estatistica.
v' De seguida, discutir-sealguns conceitos julgados pressupostos basicos para a
abordagem tedrico-préatica do problema.
v Ja no fim do trabalho, discute-se a aplicacdo das equacGes diferenciais estocasticas e a
implementacdo de algoritmos computacionais dos packages “sde” e “mixedsde”, no
software R, para os varios modelos e métodos propostos nos respectivospackages.

Do ponto de vista da estrutura, a dissertacdo apresenta 6 capitulos descritos da seguinte
maneira: no capitulo 1, faz-se apresentacdo da visdo geral do trabalho, incluindo a
estrutura do mesmo; No capitulo 2, dividido em tdpicos, apresenta-se uma teoria sobre
processos estocasticos e suas propriedades; O capitulo 3 reserva-se ao estudo das equacdes
diferenciais estocasticas, onde sdo apresentados os topicos sobre o integral estocastico de
It e o respectivo célculo. No capitulo 4, descreve-se a aplicacdo das equagdes diferenciais
estocasticas; o capitulo 5 é reservado a descricdo do uso do software R baseado na
implementacdo de técnicas computacionais de alguns modelos apresentados pelos

packages “sde” e “mixedsde”; e no sexto capitulo, € apresentada a concluséo do trabalho.
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CAPITULO 2

Neste capitulo, sdo abordados 0s processos estocasticos - apresentando o conceito, 0s tipos e
alguns exemplos de processos estocasticos, bem como as suas propriedades - julgados
relevantes para o presente trabalho, como é o caso do processo de Markov, o processo Wiener,

0 processo Martingala e o processo de difuséo.
2.1 Processos Estocésticos

Os Processos Estocasticos, cujo inicio dos seus estudos mais destacados e datado do século
XIX, destacando-se a figura do matematico francés Louis Bachelier, e a descri¢do detalhada,
na época do movimento browniano, por Einstein em 1905. Estes sdo processos continuos, no
tempo, e estdo intimamente ligados a0 movimento browniano, em memaria as observacoes do
movimento de particulas de polen que colidiam umas com outras na agua, tendo sido

observados pelo botanico britanico Robert Brown, em 1828, ver [2].

De maneira simples, 0s Processos Estocasticos sdo processos ndao previsiveis no tempo, isto é,

a aparicao é aleatoria.

Definicdo 2.1.1 No espaco de probabilidade (Q,F, P), Processo Estocastico é definido como
uma familia de variaveis aleatdrias que evoluem com o tempo, onde Q representa 0 espaco
amostral, F a o -algebra sobre 0 Q (uma familia F de subconjuntos do espaco amostral) e, P €

a medida de probabilidade definida na mesma o— algebraF.
O processo estocastico é descrito pela expresséo,

X={X;:teT}
OndeX; € uma variavel aleatoria indexada por t, e T é o conjunto de indices ou intervalo de
tempo que controla a varidvel aleatéria.O tempo, t, pode ser discreto, n € N, ou continuo, t €
R.

O processo estocastico deriva do conceito de variavel aleatoria v.a. X, quando esta & uma
funcdo do tempo, ou seja, a v.a. Xassume diferentes valoresdurante um determinado periodo
de tempo, (X;). Para elucidar melhor o conceito acima, entendamos como exemplo, uma v.a. X

como a temperatura registada durante um dia, numa certa cidade. Os valores da temperatura
3
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podem variar de tempo em tempo, durante o dia, e com esta variagdo, a variavel aleatoria X

passa a depender do tempo, ou seja, X € fungdo de tempo e denota-se por X;.

Definigdo 2.1.2 Seja uma variavel Y, definida num espaco de probabilidade (Q,F, P). Diz-se

que Yé uma varidvel aleatdria definida nesse espaco se
{Y<yl={peQY(p)<y}EF, Vy €R.

A variavel Y diz-se aleatdria discreta, se esta assumir valores num conjunto finito ou infinito
numeravel. Uma variavel aleatoria diz-se continua quando esta assume valores num intervalo
infinito.

Os processos estocasticos sdo considerados eventos aleatérios decorrentes no mesmo espaco
amostral, Q, e sdo fungdes que evoluem de forma intuitiva com o tempo, ou, simplesmente,
sdo fungdes do tempo. Mesmo quando conhecida a condicdo inicial, 0 processo estocastico
continua a apresentar varias, sendo infinitas direcgfes nas quais este pode evoluir, o que o faz

diferente do processo deterministico.

Como foi referido no paragrafo anterior, um processo estocastico difere do deterministico, em
parte, pelo facto de o estocéastico, aliado a sua aleatoriedade, apresentar inimeros resultados
(Sk),{Sk: S = 1, 2, 3, ey k}

Assumindo a aleatoriedade de um processo estocastico, este pode ser considerando funcéo de
duas variaveis {X; = X;(w):t € T,w € Q}, que pela simplificacdo escreve-se,X; ou X(t),
onde t, representa o tempo e w, o “acaso”. Na fun¢do X;(w), mantendo fixo o “acaso”w,
obtemos uma funcdo apenas dependente do tempo, denominada Trajectéria ou Trajectorias,
guando o processo estocastico representar uma coleccdo de estados do acaso, sendo um para
cada trajectoria [1], [2] e [7].

Um exemplo ilustrativo da trajectdria de um processo estocastico é apresentado nas figuras
1.1a e 1.1b, que interpretam os precgos diérios de uma accdo no indice Ivobespa no periodo de
Janeiro a Dezembro de 2023 e o nivel de venda de um produto bancério durante um ano,

respectivamente.



DocuSign Envelope ID: 3E32058B-0D42-4907-984B-71A8DB7A3483

40 -

Preco da accao (3)

4]

2

Jdan 20

23

Seéerie de pregos da |lbovespa

Apr 2023 dul 2023 Oct 2023 Jan 2024

Data da execucao da accao

Figura 1l.1a: Evolucdo do preco didrio de acco no indice lvobespa de Janeiro a Dezembro de 2023.
Fonte:YahooFinance pelo site: https://finance.yahoo.com/

O gréfico da figura 1.1a gerado no software R através dos packages “quantmod” (modelagdo

quantitativa de dados) e “ggplot2” (visualizagcdo de dados), ilustra a variacdo do preco da

accaolntel Corporation - INTC no indice Ivobespa - ibov no mercado financeiro. Os dados

foram extraidos da fonte de dados “Yahoo Finance”

pIesy

24 26 28

20 22

simulacao da venda do produto bancario
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tempo
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Figura 1.1b: Exemplo da trajectoria de um processo estocastico. Dados hipotéticos

Definicdo 2.1.3Uma Filtragdo, definida num espago de probabilidade(Q,F,P), € uma
sequéncia crescente de o — algebra,F, no espaco amostralQ, que evolui no tempo,t, {F;, t €
T} tal que paras,t €T coms <t,F, c F, € F, ou seja, uma Filtracdo, € uma sequéncia ou

familia crescente de o — algebra, F;: { t € T}, definida num espaco de probabilidade.

Numa filtracdo, ac —algebra, F,, imediatamente posterior, contém a informacéo da posterior

dado que cadac — algebra, F,, conserva a informag&o/conteido da anterior, [1] e [7].

Se considerarmos F,,, como de o — algebra, F,, da definicdo anterior, as o — algebra,
Fn: (F, = F1,F,, Fs, ...), de partes do espagco amostral,,diz-se que formam uma filtracdo

sseF; € Fy € F,y ...

Um processo estocastico,X;, diz-se adaptado a filtracdo, F;, sse 0 processoX;:0 <Vt €T ¢
F, — mensuravel. Ou seja, considera-se um processo estocastico, X,, adaptado a filtracdo, F;,

caso a sigma algebra gerada pelo processo,X; esteja contida na filtracdo,F;, isto é, a[X;] € F;.

Todo o processo estocastico,X = {X;: t € T}, é sempre adaptado em funcdo da sua filtracdo
natural, F; = a(X,).

Seja,X = {X;: t € T}, um processo estocastico, define-se filtracdo natural paraX,, a sequéncia
de todos os valores de X, gerados no instante s =0 até s =t, assim descrito, F; =
o{(Xgy, ., X5),s =0,1,...,t}

Os processos estocasticos sao classificados de acordo com a natureza do espaco de estadosE,
que representa “os valores numéricos que X; pode assumir”, e do conjunto de indiceT. Quanto
aos valores numeéricos, se X.assumir valores finitos (ou infinitos numeraveis), o processo
estocastico diz-se discreto e, no caso de assumir valores infinitos continuos, o processo diz-se
processo estocastico continuo. De forma analoga, quanto ao tempo, quandoTassume um
conjunto numérico finito (ou infinito numeravel ou contavel) o processo diz-se processo
estocastico discreto no tempo, e quando Tassume um conjunto infinito continuo (t >

0, (—o0, +) ou [a, b]),diz-se processo estocastico continuo no tempo.
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2.2 Tipos de Processos Estocéasticos

Definicéo 2.2.2 Um processo estocéstico X,, diz-se processo com incrementos independentes,

sse, para todo instante t,
tg<t; <<ty <t,e X(t)—X(ty),.., X(t,) —X(t,_1),
sdo variaveis aleatorias independentes.

As variaveis aleatorias Xg; X(t;) — Xo; X(t,) — X(ty); ...; X(t,) — X(t,,—;) sdo ditas

incrementos do processo estocastico, X;.

Dadas X;, X, ..., X,, diz-se que elas sdo variaveis aleatdrias independentes correlacionadas,

quando a interdependéncia numérica entre elas é nula, isto é, a Cov(X;, X;) = 0, para Vi # j.

Definigcdo 2.2.3 Um processo estocastico X,, diz-se processo com incrementos independentes
e estacionarios ou simplesmente incrementos estacionarios se para todo instante dos
indicess,t € T e s < t adistribuicdo de X; — X é a mesma que dos incrementos

X(t+ At) — X(s + At).

Entdo, assumindo s e t como variagdes t;(s,t = t; € T), podemos assim representar que, para
todo t; €T, com i =0,1,2,...n €, por conseguinte, t, <t; <t; < - < t,, a distribuicdo

X¢, — Xt,€ amesma que dos incrementos, X (¢, + At) — X(t, + At).

E, ainda, como t+ Ates+ At € T,com At > 0, as variaveis aleatorias X(t + At) —

X(s + At) e X; — X, tém uma distribuigdo idéntica.

Os processos estocasticos X;, e Y;,, para todoX,Y: Vt € T, sdo considerados processos de

distribuicdo idéntica sse pertencerem a mesma familia de funcBes de probabilidade conjunta,

isto é, a familia Fx,,.x., = Fy,

. .v,.» definidos num conjunto finito de indices tal
1’ n

que,v(ty,....,t,) ET;n=12,..€N.

A abordagem da definicdo 2.2.2 e 2.2.3 € mais detalhada na bibliografia [1] que consta das

referéncias deste trabalho.
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2.3 Alguns Exemplos de Processos Estocasticos

Apresenta-se, a seguir, alguns exemplos de processos estocésticos julgados relevantes para o
desenvolvimento desta pesquisa, nomeadamente: 0 processo de Markov, o processo de Wiener
e 0 processo de It e cujo cuja informacdo mais detalhada pode ser consultada em varias

bibliografias com principal destaque em [1] e [7].
2.3.1 Processo de Markov

O processo de Markov é considerado uma particularidade do processo estocastico em tempo
discreto e o seu célculo de probabilidade de acontecimentos futuros ndo depende do
conhecimento ou da evolucdo do processo em acontecimentos passados, ou seja, N0 Processo
de Markov, o passado e o futuro sdo independentes, entdo, a probabilidade do processo

depende exclusivamente do estagio actual do processo.

Definigdo 2.3.2 Seja {X;,t € T; t = [0,n]} um processo estocastico, definido num espago de
probabilidade (Q, F, P), segundo [1] e [7], diz-se que X, é um processo de Markov se verificar

a propriedade:
Para,t €Tty <t; < <ty <tp,,VneN,

P(X¢,,, = x1Xey = X0, Xe; = %1, .0, X¢, = %n) = P(X,,, = x|X,, =x,), para  todo

X, Xy Xy weey Xppe1 -

O processo estocasticoX, independente do valor a tomar, partindo dos valores dadosX;,, X;,,
., X¢, dependem somente deX, :t, < t; < - < t,_, representam o passado,t,representa o

presente e t o futuro, ou seja, a variavel aleatéria X, depende apenas do presentet,,.

SejaX.um processo de Markov e B um conjunto de Borel. A funcdo de probabilidade de
transicdo do processo de MarkovX,, é dada por:P(s,x,t,K) = P(X; € K|X; = x), para 0 <
s<t,x€ReK € B(R).

A funcdo acima representada indica a probabilidade da localizagao actual do processo, que € 0
conjunto K no instante de tempo t, depois de ter se encontrado no estado x, no instante de

tempo anteriors.
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Defini¢do 2.3.3 Um processo de Markov diz-se Processo de Markov homogéneo (em relagéo

ao tempo t) se suas probabilidades de transicdoP(t, K|s, x) sdo estacionarias, isto €,
P(t+1,K|s+1,x)=P(tK|s, x) (2.1)

Conforme as defini¢cdes acima, o processo de Markov pode ser estacionario quando as funcdes
de distribuicdo de probabilidade sdo finitas estacionérias, enquanto o processo de Markov
homogéneo apenas apresenta as probabilidades de transicdo estacionérias, esta é a principal

diferenca entre os dois processos.

2.3.2 Processo de Wiener

O processo de Wiener ou processo de Wiener padrdo ou movimento Browniano padréo,
denotado por W,, é de extrema importancia no estudo de equac6es diferenciais estocasticas e,
ainda, € um dos processos estocasticos mais importantes na matematica, em parte pela sua
contribuicdo no estudo de martingalas e, também por ser martingala e markoviano, em
simultaneo. O processo de Wiener foi usado em 1900 por Bachelier para modelar a cotagéo de
uma accdo na bolsa de valores, e por Einstein em 1905, através do processo que modela o
movimento browniano de uma particula suspensa num fluido, em estudos iniciados por Robert
Brown. Em 1920, o processo ganha mais dinamica pelos estudos de Wiener e de Lévy. O
movimento, como um processo estocastico, foi designado de Wiener ou Browniano, em
homenagem a Norbert Wiener que, em 1931, apresentou fundamentos matematicos que
pudesse interpretar o fendmeno do movimento da particula de pélen suspensa em um fluido
gue se movia aleatoriamente, segundo Robert Brown, em 1928, como um processo estocastico

continuo tendo formalizado a respectiva teoria matematica.

O processo de Wiener ou movimento Browniano W, é um processo de uma v.a., que
decorre no tempo e cujo incremento de tempos, negativo ou positivo, é independente de t, ou
seja, Wy = X(¢4+5) — X¢. Por esta propriedade, o processo de Wiener passa a chamar-se,

também, de passeio aleatorio unidimensional.

Definicdo 2.4.1 Seja {X;:t € T} um processo estocastico, definido no espago de probabilidade
(Q,F,P). X, = W,, é chamado processo de Wiener (W,) ou processo de Wiener padrdo ou

movimento Browniano padrdo em T, se satisfaz as propriedades seguintes:
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) O processo inicia em zeroW (0) = 0, (quase certamente - q. c).

i) Os incrementos W, — W; tém distribuicdo normal com média O (zero) e variancia

t —s,ouseja, { W, —W,~N(0,t —5),V0 < s < t}.

iii) W, tem incrementos independentes, isto é, para mudanca no processo sobre
qualquer intervalo de tempo, a distribuicdo de probabilidade é independente de
qualquer outro intervalo de tempo,E [W W] = 0, Vt # s.

Iv) O processo de WieneriW,, é uma martingala®.

V) O processo de WienerWW,é um processo de Markov. O valor do estado actual é
suficiente para prever o estado futuro.

vi) As trajectorias do processo de Wiener sdo g.c. ndo diferencidveis em nenhum

ponto, isto é, 0 processo ndo existe como uma funcédo de t, no sentido usual.

A propriedade iv) remete-nos a ideia de quedW ¢é normalmente distribuida, pois, é dado pela
constantedt, e uma variavel aleatoria W,, normalmente distribuida conforme o descrito em ii),

logo,dW, também, seguird a mesma distribuicdo cuja média e variancia sdo respectivamente,

E[dW] = E[WVdt] = 0:dW = w,Vdt; W,~(0,1),
Var[dW] = Var[W,Vdt| = dt
Logo,
dW~N(0,dt).
Num movimento BrownianoW,, se p = 0, 0% = 1, diz-se que 0 movimento é normalizado.

A figura 1.2,a sequir, ilustra o processo de Wiener, simulado em uma trajectoria no intervalo

T € [0,1], para 1000 observacgdes hipotéticas com desvio padrdo 0.1.

! Ver definic3o 2.4.2
10
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simulacédo do processo de Wiener

05
|

Valor
00
|

05

Tempo das observacoes

Figura 1.2: Exemplo de simulagdo do processo de Wiener no R

Definicdo 2.4.2 Processo Martingala

Martingala € uma propriedade que esta relacionada com jogos justos no processo estocastico,
cuja estratégia martingala € tal que a ocorréncia de eventos no presente ndo € influenciada

pelos eventos do passado, isto €, baseia-se em eventos independentes.

Um exemplo pratico de aplicacdo do processo martingala € em jogos justos, onde a
probabilidade de ganhar € igual a de perder, assumindo-se assim que tanto a derrota como a
vitéria ndo sdo permanentes, e no caso em que ocorre a derrota deve-se duplicar sempre a
aposta seguinte até que venha a ganhar, em seguida, deve-se retornar a aposta inicial e repetir

0 Processo.

No processo martingala, a melhor previsdo do valor de uma varidvel que pode ser feita é o

valor presente dessa variavel, isto é,E[X;1|F:] = X;.

Entdo, por definicdo um processo estocastico {X;:t = 0,t € T}e uma filtracdoF,:t > 0,t € T,
definidos no espaco de probabilidade (Q,F,?), diz-se que X, é processo martingala em

relacdo a F;, se:

1) O processo estocasticoX; estiver adaptado a filtragdo F;;
i) O processo estocasticoX, for integravel, isto é, E[|X;|] < +o parat = 0;

i) E[X¢44|Fe] = X, (a.C.)

11
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Na condigdo iii), se assumirmos a desigualdade E[X;.,|F:] = X;, V(t+1) >t, entdo, 0

processo X;é designado sub-martingala.

Definicéo 2.4.3 Processo de Difuséo

Um processo de difusdo € uma particularidade do processo estocastico na medida em que pode

ser compreendido apenas como um processo aleatorio que evolui no tempo.

Por definicdo, dado um espaco de probabilidade (Q,F,P) e um processo estocasticoX;,
definido nesse espaco, diz-se que X;é um Processo de Difusdo, se for um processo de Markov,
com trajectorias g.c. continuas, em que a sua probabilidade de transi¢do P(s, x,t,K) satisfaz
paratodo s € [ty, T],x € Re & > 0, as seguintes propriedades [1]:

i lim Ps,x(|xs+§—xs|>s) —o:

i) Existe uma funcéoa(s, x),tal que: AlingEs,x [%] = a(s, x);
_ 2
i) Existe uma funéob (s, x), tal que: lim E, , [Het=X ] = (s, ).

As propriedades ii) e iii), acima apresentadas, demonstram a existéncia, no processo, uma
média a(s, x), chamada coeficiente de tendéncia ou Drift ou, ainda, momento infinitesimal de
primeira ordem, que traduz a medida da velocidade média do movimento representado por
"X", no instante "s", quando X = x, € uma variancia b(s, x), chamada coeficiente de difuséo
ou momento infinitesimal de segunda ordem que mede a magnitude das flutuacdes do

processo X, no instante s, dado porXg = x.

12
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CAPITULO 3

No presente capitulo, aborda-se as equagfes diferenciais estocésticas, definimos o integral
estocastico e apresentamos as suas propriedades. A defini¢do do integral estocastico baseia-se
no integral de I1t6. A demonstracdo dos teorema desenvolvidos neste capitulo, pode ser

consultada em [1] e [7].
3.1 Equac0es Diferenciais Estocasticas

As equacdes diferenciais estocasticas, tem suas primeiras apari¢cdes acadéemicas em Bachelier
(1900) e um pouco depois, quase que simultaneamente nos trabalhos de Einstein e
Smoluchowski, ambos em 1905.A fim de resolver os Movimentos Brownianos, It0 e

Stratonovich deram uma base matematica mais solida.

Em geral, uma equacao diferencial estocéstica é obtida a partir de uma equacao diferencial
determinista a que se adiciona um termo de ruido com objectivo de descrever as flutuacdes
aleatorias que afectam o fendmeno em estudo. Em outras palavras, as equagdes diferenciais
estocasticas surgem quando um ruido aleatério € introduzido nas equacbes diferenciais

ordindrias.

VVamos considerar uma equacéo diferencial ordinaria— EDO, descrita em (3.1):

ax(e)
= FX®) G.1)
X(0) = X,

Nesta equacdo (3.1), a funcdof, que depende de X(t), é diferenciavel, tal que, (f: R = R).

Como uma EDE resulta da adicdo de perturbacGes aleatdrias que perturbam o fenémeno,

aw (t)
dt

designadas de ruido branco (denotado por &; = ). Assim, adicionando este ruido na

equacao (3.1), ela toma a seguinte forma:

{dX(t) =fOX@®dt +g(xO)aw® (3:2)

X(0) =X,
Onde f(-) é uma funcdo conhecida que depende de t, g(-) é uma funcdo que depende de X (t),
ou seja,f e g sdo funcbes diferenciaveis, e Wé o movimento Browniano. A equagdo (3.2)
13
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representa uma equacdo diferencial estocéastica (EDE), com condigdo inicial X(0) = X,, que

se supde ser uma v.a. independente de W (t).
A EDE definida em (3.2) pode ser reescrita como:

ax(t)
dt

flex®) + gt x@OW®,  f(LX®O)€ER, g(tX(®)€ER (3.3)
onde W (¢t) representa o ruido aleatorio, f(t, X(t)) e g(t, X(t))sdo processos adaptados e que
sdo funcdes do tempo e da variavel aleatoria X (t).

A solucéo da EDE, definida em (3.2), € dada na forma de equacdo integral, por:

t t
X(t) =X, +j f(X(s))ds +j 9(X(s))aw(s) ,t>0 (3.4)
0 0

Ou na forma diferencial, por:

dx(t) = f(X(s))dt + g(X(s))aw (s) (3.5)

Na expressdo (3.4), X, € uma varidvel aleatoria e representa a condicdo inicial, e X(t)

representa o processo estocastico.

O integral fotf(X(s))ds, na equacdo (3.4), pode considerar-se um integral de Riemann,

enquanto o integral fot g(X (s))dW(s), descrito na mesma equacéo, ndo pode ser de definido

como integral de Riemann, pois, diferentes somas de Riemann convergem para limites
diferentes, isto é, as trajectérias do movimento Browniano sdo quase que certamente de

variacdo ilimitada nos limites [0,t].

O termo g(X(s))dW (s),em (3.4) ou (3.5), modela as perturbacdes do ruido que afectam o
sistema da EDO, representada em (3.1) como dX(t) = f(X(s))dt).

14
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3.2 Integral de 1t
O integral de Itd é um processo estocastico, e tem como integrando processo estocastico.

A abordagem do integral de It6 passa em analisar o segundo integral na expresséao (3.4), onde
X(s) € um processo estocastico e W(s) representa 0 movimento browniano unidimensional,
ambos processos decorrentes do tempo. Como se disse na sec¢do anterior, que o0 segundo
integral de (3.4)

[ g(xesnawcs)
0

ndo pode ser definido como integral de Riemann. Assim, para demonstrar esta inconveniéncia,

vamos considerar g(X(s)) = G(s), logo, o integral anterior fica definida como
fOtG(t)dW(t). Assumindo como caso particular de G(s) = W(s) e recorrendo a regras
usuais, vamos dar solucdo ao integral resultantefotW(s)dW(s), no intervalo de

integracéo|O0, t].

t 1 1 1
f W)W (s) = 5 W25 = 5 (WD) = 0) = - WA 3.6)
0

A solucéo (3.6) foi mediante o uso de regras gerais de integracdo. A seguir, vamos aplicar as

propriedades do integral de Riemann-Stieltjes para comprovar a solu¢cdo do mesmo integral

;W (s)dw(s).

Como pretendemos definir o integral estocastico de Itd em relacdo ao movimento browniano,
consideremos, segundo [2], o processo X(t), um processo estocastico simples definido no

dominio [0,t] - R™.

Definicdo 3.1.1 SejaX,:[0,t] = R* um processo estocastico, diz-se X; simples se as suas

particGes na variavel t forem constantes, isto &, se existir uma decomposi¢édo
0=ty <t; <ty..<t,_1<t,=t, neNdointervalo [0, t], tal que,

X=X, se t;<t<ty,, ti=0,comaforma

15
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n—1
X(®) = ) X6 Wy 3.7

A equacdo (3.7) pode ser definida, na forma integral, como descrito na equacao (3.8), a seguir:

| x@aw® = 3" @ W~ We) (38)
0 i=0

Na equagdo (3.8), W, r,,,)(t) tem a funcao indicadora do intervalo[ti, ti+1), t; € uma

sequéncia estritamente crescente, comt, =0et, =t.

Nota: Estas abordagens tém o fundamento teodrico da referéncia bibliografica [2]. Nelas, é
notoria a utilizagdo das notagdes X, X, X(t) e X(t;). Assim considera-se valida a relagdo

X, =X e X, = X(t).

Sejay,, ;uma sequéncia de valores, tal quev i € N(yn,ie[tn,i: tn,m]), definido como um ponto
intermedio para cada sub-intervalo [t ; t,;+1], as somas de Riemann-Stieltjes para a

aproximacao do integral estocastico

t
J W(s)dW(s)
0

tomam a forma,

[ WEaw e =3 W) Wy = Weeno) (3.9)
0 i=0

A expressdo (3.9) é uma variavel aleatdria definida em um espaco de probabilidade (Q,F,P).
Em particular, se W (y,,;) € uma funcéo deterministica, o integral € chamado de Integral de

Wiener.

Considerando a amplitude (diametro) das parti¢des definidas por

R, = maxien(tnisr — tni) -0, n - +o (3.10)

16
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Onde n representa 0 nimero de sub-intervalos ou divisOes e a sequénciay,,;, em que Vi €

N(Vni€[tni tnis1]),  estayn,€ definida por
Yni = thi t A(tn,i+1 - tn,i) ; n,ieN, A€][0,1].

Para o diametro R,,, definido na equacéo (3.10), e os pontos iniciais de cada sub-intervalot,, ; a
representar o ponto intermédio y,,;, definido para cada intervalo, as somasS, de Riemann —

Stieltjes, que dependem de W (t) e de 4, se resumem em:

n-1

SW@L,D = D> W) Wy = Weenn) (3.11)

i=0
onde:

= W é o integrando (a funcdo que se deseja integrar) da variavel aleatoria;
= O indice t é usado na distribuicdo de probabilidade para informar o tempo da
ocorréncia do evento e nao influencia no resultado, isto €, é independente de t et €

[0, T], t; éi-ésimo valor dessa sequéncia.

A variavel A, descrita na equacdo (3.11), representa um valor real no intervalo [0,1] e as somas

S(W(t), A), descritas na mesma equacao, podem se reescrever como

n-1 1 ,
D W) Wi = Weeno) = (32 -6)+ 6] (312)
i=0

Nos limites em média quadratica, o integral ndo — antecipativo, chamado integral de Itd,

define-se por

t
J W (t)dw (t) (3.12).
0

O integral estocastico de Itd, descrito na equacdo (3.12), pode ser escrito nos limites de

integracéo [0,t], e fica

ftW(t)dW(t) = %(Wt2 —t)+ At (3.13)
0

17
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Como nos referimos anteriormente, que A é variavel no intervalo dado de [0,1], entdo, na
expressao (3.13), fixandoAno valor extremo minimo (4 = 0), resulta o integral de It,
dado por

f w@®)dw (t) = %(Wt2 —t) (3.14)
0

E fazendoA assumir valor intermédio (1 = 1/2), para os mesmos limites de integracdo na

equacdo (3.14), resulta o integral de Stratonovich, dado por
t 1
f W (@®)dw (t) = EWtZ (3.15)
0

Assim, a solucdo do integral (3.13) é dependente da escolha do valor de A, sendo que paral =
1/2 resulta o integral de Stratonovich descrita, em (3.15), e se A = 0 tem-se o integral de It0,
representada em (3.14).

O integral de I1td possui as seguintes propriedades, [1]:

Definicdo 3.1.2 Consideremos duas fungGesF (t) tefo,q] € G(t) tefor), dUE representam

processos estocasticos elementares. Sdo propriedades do Integral de It6, para processos

elementares as seguintes:
) [[(@F®)+BCD)AW (L) = [, aF()dW (L) + [, BG()AW (D), a,B;
i) E (fOtG(t)dW(t)> = 0;

2
iii) O Integral de It6 é Isométrico, isto é,E [(fOtG(t)dW(t)) ] =F (fot Gz(t)dt).

Para além das propriedades apresentadas em i), ii) e iii), referentes aos processos simples, o

integral de 1t6 satisfaz as propriedades gerais dadas na defini¢éo a seguir.

Definicdo 3.1.3 SejaG (t) tepo,r) € F(t) tefo,, Processos estocasticos em L?[0,t]. Entdo, o

integral de 1td, para processos gerais, satisfaz as propriedades:
i) [@F(®) +BC)AW (D) = [ aF (AW (t) + [, BG()AW (), a,f ER;
i) E (fOtG(t)dW(t)) = 0;

18
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iii) Num processo qualquer, ondeG € L? [0, t], tem-se a igualdade chamada isometria de

It6, denotada por
e[y 6aw®) | = £ (fy@@)*de) = [y EIG(©)?Nae

iv) E ([ F@)aw(t) f, 6()aw (b)) = f, F(OG(e)d.

Definicdo 3.1.4 Seja um processo estocastico definido em (Q, F, P), X; é dito processo ndo —
antecipativo (processo adaptado) em relagdo a filtracdo F,, se X, é adaptado & filtracdo F;, ou

seja, X; € F, — mensuravelvt > 0.

Um processoX; ndo — antecipativo, € independente dos incrementos futuros X,  — X,

2

assumindo t; ser uma sequéncia estritamente crescente, t;,; > t;.

O processo de It6 é continuo e, como vimos, nao ¢ diferenciavel aplicando as regras usuais do
calculo. Assim, introduzimos, a seguir, o calculo estocastico de Itd, onde de forma particular,

iremos abordar o teorema fundamental do calculo estocéastico, ou seja, o Lema de It6.

3.3 Célculo de It

Nesta seccdo, faz-se a abordagem de forma genérica sobre 0 processo estocastico de Itd, que,
segundo [1], trata-se de uma das formas de extensdo do integral de It6, definido na forma de

equacao integral como

t t
X(t) =X, +j F(X(s))ds +j G(X(s))dw(s) ,0<t<T, te[0,T] (3.16)
0 0

e satisfaz as seguintes condigdes:
X, € uma v.a - Mensuravel,

F, é independente do movimento browniano;

F é uma funcdo adaptada a filtracdo F;, tal que f;lF(s)lds <o q.c.

19
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G é uma funcdo gerada no espaco L?, ou seja, G € L?[a, b] .

A equacdo integral (3.16),X(t), diz-se que tem diferencial estocastica e pode ser reescrita

como
dX(t) = F(t)dt + G(t)dW (t) , 0<t<T (3.17)

A equacdo (3.17) representa a forma diferencial estocastica da equacdo (3.16) anteriormente

representada.

Teorema3.2.1 (Teorema de It0) Seja X = {X(t,w),t [0, T]} um processo estocastico de Itd

definido em (3.17), na forma simplificada, de ndo apresentar a dependéncia de w, segundo [1],
dX(t) = F(t)dt + G(t)dW (t)

e, seja¥ (t)iefor =h(t,X(t))um processo estocastico definido onde a funcdo hé tal

queh: R X [0,0) — R, e que as derivadas de h(t,x): 3—? Z—h e a—h existem e sdo continuas.
Entdo,Y (t) satisfaz as seguintes condi¢oes:
i) Y(t) =Y(t,w) € um processo de Itd cuja condicdo inicial é representada por

Y(0) = h(0,X(0));

i) A forma diferencial de Y (t) é dada pela regra de cadeia de It6, definida por

ay(t) = —(t X(t))de + —(t X(©)dx () + 23 = (6, X(©))G?dt (3.18)

Na expressdo (3.18), substituindo dX(t) por (3.17), obtém-se uma equagdo equivalente a
(3.18), com a seguinte forma,

ay(t) = ( (t,X(®) + —(t X(©))F () + > a — (t X(t))Gz(t)>
oh
+5- (t, X ()G ()dW (¢)
(3.19)

iii) A expressao integral de Y (t) é dada por
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b
oh oh 192k
ar(e) = f <§ (t,X(®) + g(t,x(t))p(t) toag

a

(t,X(t))Gz(t)> dt

b
oh
+ f — (6 X®)6(OAW ()

(3.20)
Para quaisquer tempos,a, b é tal que,vVa,b € [0,T],0<a < b <T.

Observacdo: A demonstracdo deste teorema reserva-se a consulta em [1].

3.4 Teorema da Existéncia e Unicidade

Consideremos a EDE, definida na expresséo (3.2), ondel/ representa 0 movimento
Browniano, eX(0) = X, representa a condicdo inicial da EDE e, assumindof: R x [0,T] —
Re g:R x[0,T] - R, duas funcdes continuas, vamos definir, a seguir, a solucdo de uma
EDE.

Definicdo 3.4.1 Define-se X(t),t € [0,T] — R um processo estocastico solucdo da EDE

(3.2), se satisfazer as condig0es:

) X (t) é adaptada a filtracdo F;;

i) Um processo estocastico F, tal que,F = f(t)X(t) € L'[0,1];

iii)  Um processo estocastico G, tal que,G = g(t)X(t) € L*[0,1];

V) X(O) =Xo+ [, fFX(s)ds + [ g(X())dW(s) ,VO<t<T.

Na condig&o iv), o segundo integral é interpretado como integral de 1t0, fot g(X(s))dW(s).

A definicdo 3.4.2 que segue admite a existéncia da solucdo de uma EDE sob determinadas
condigdes.

Teorema3d.4.2 (Teorema de Existéncia e Unicidade) Consideremos duas funcfes continuas,

f:Rx[0,T] > Reg:Rx[0,T] - R, e que satisfazem as condi¢des:
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) A condicdo de LipschitzzvV0 <t <T,a,f EReL >0
If(a,t) = f(B, O] < Lla - Bl elg(a,t) — g(B, )| < Lla - B|
i) A condicéo de Crescimento: V0 <t < T,a € Re L, Vx constante
If (@, )] < L(1 + |alelg(a, )| < L(1 + |al)

De acordo com a EDE, definida na equacdo (3.2), onde se assume a condigdo inicial
X(0) = X,e ainda a suposicdo de ser uma v.a. independente do movimento

brownianoW (t), a esperanca definida em X,é
E(|Xo?|) < oo

Assim, garante-se a existéncia de uma Unica solucéo X, € L? [0, T] para a EDE de Itd

{dX(t) = F(OX(t)dt + g(X(£))dW (t) 0<t<T (3.21).

A unicidade de solucdo, ou seja, a existéncia de solucdo Unica acima referida significa que, se
X, eY, € L?[0,T] sdo ambas solucdes da EDE de Itd, definida em (3.16), com derivadas

continuas, entdo
P(Xt: Yt):]‘F VOStST.
A definicdo 3.4.1 sobre o teorema de Existéncia e Unicidade de solucdo de uma EDE é

demonstrada em [1, pag.86-88] e [7, pag. 68], com a aplicacdo do Lema de Bellman —

Gronwall (ou simplesmente lema de Gronwall), cujo enunciado fazemos referéncia a seguir.

Lema 3.4.3 (Lema de Bellman — Gronwall)O lema de Gronwall considera que dadas as
fungdes continuasf ndo — negativa (f = 0) e h,definidas num intervalo [a, f]e uma constante

C, = 0f(t)é uma fungéo continua que satisfaz
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f(t) <¢ +ftf(s)h(s)ds, Vt=>0

parat € [a, B]. Entdo,

t t
f)<c +f f(s) h(s)efo h(rar g¢
0

(3.22)

(3.2.3)
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CAPITULO 4

Neste capitulo, discutimos as aplicacBes das equacdes diferenciais estocasticas, tomando como
exemplo a aplicacdo do lema de It6, em financas, usado na definicdo da equacdo de Black-

Scholes, como um exemplo préatico nesta aplicacéo.
4.Aplicacdo das Equac0es Diferenciais Estocasticas
4.1Aplicagdo em Finangas

Em geral, as equac@es diferenciais tém uma vasta aplicabilidade para a modelagem de alguns
fendmenos reais, onde tais modelagens ndo sdo satisfeitas por uma solucdo deterministica.
Para obter resultados satisfatérios, em alguns fendmenos, requer-se incluir um ruido em um
certo modelo, supondo ter origem do processo aleatdrio, por exemplo, erros de precisdo dos
instrumentos de medida utilizados, assim como resultante do proprio fendmeno em

observacao.

O movimento Browniano geométrico, descrito pela equacdo dX(t) = uX(t)dt +
oX(t)dW (t),também denominada de processo de Wiener, € um dos processos usados com
bastante frequéncia na aplicacdo das equacdes diferenciais estocasticas em financas para

modelar a dindmica do mercado de activos.

O integral estocéastico de 1td, através do seu teorema, é discutido nesta seccao pelo facto deste
ser usado na precificacdo de derivados com base no modelo estocéastico de Black-Scholes. Este

modelo segue 0 movimento Browniano geométrico [1] [2].
4.1.1Derivados

O conceito de derivados é discutido em mercado financeiro como um dos mais antigos na

analise econdémica do mercado.

Os Derivados podem ser entendidos como activos vinculados a outros activos, ou seja, sao
instrumentos do tipo contrato financeiro entre os investidores (o comprador e o vendedor), em

que estes acordam determinadas condic¢Ges das quais, 0 custo/preco das accOes e a respectiva
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quantidade, assim como 0s prazos para oS quais as acgdes sejam vendidas/compradas, séo

indispensaveis.

Os derivados no mercado financeiros podem ter classificacGes diversificadas, como mercado
futuro, mercado a tempo, swaps e opg¢des, porém, para o presente trabalho importa analisar os

derivados do tipo opgdes.

Uma Opcdo € um contrato ou um derivado financeiro que atribui direito ao investidor de

comprar ou vender um ou mais activos pelo valor pré-acordado no mesmo contrato.

As opcoes podem ser do tipo compra (Call) ou venda (Put), sendo que o Call é o instrumento
que ao investidor titular do derivado da o direito de comprar as ac¢fes por um preco julgado
justo na data do vencimento do contrato. O Call podera variar de acordo com a expectativa do
mercado na data do vencimento. J& o Put da ao investidor o direito de vender. Em nenhuma
das situacdes, quer de compra ou de venda, o titular do derivado, na data do vencimento, tem a
obrigatoriedade de exercer o direito de vencimento. A compreensdo deste conteldo pode ser
mais detalhada em [16]. O preco pré-estabelecido na adesdo do derivado, sujeito a negociacao
na data do vencimento, denomina-se strik ou preco de exercicio e 0 activo ou objecto

negociado na opcdo é chamado de activo subjacente.

A precificacdo ou estimacdo do preco da opgdo Call ou Put de accdes a ser exercido pelo
investidor na data do vencimento, acordado no contrato, pode ser determinado através da

equacao de Black-Scholes, a ser discutida na seccdo 4.1.2.

4.1.2Modelo de Black-Scholes

O modelo matematico de Black-Scholes foi assim nomeado em homenagem aos precursores
matematicos Fisher Black e Myron Scholes e € considerado, na actualidade, como um dos
pilares na teoria financeira moderna. Este modelo é uma equacdo diferencial e largamente
usado no célculo financeiro, por exemplo, para a determinacéo de pregos de compra “call” e
de venda “put” de accbes. Este € um modelo matematico baseado, amplamente, na teoria de

processos estocasticos e modela as variagOes de custo de acgdes como um processo de Wiener.
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O modelo de Black-Scholes, que se baseia na determinacdo do preco, quer de compra “call””

quer de venda “put” de opg¢0Oes, obedece alguns pressupostos, como:

v O tempo de duracdo da compra ou venda da accdo T.

v O preco de exercicio da acc¢do (strikeprice).

v A volatilidade dos retornos da accdo o € constante.

v A taxa de juros r é constante e de igual probabilidade para todos investidores, isto &,
igual para quaisquer vencimentos.

v O preco da accdo subjacente.

v A probabilidade dos retornos obedece a distribuicdo normal padrdo acumulada, isto &,
u=0eoc =1, W(t)~N(0,1).

A taxa de juros refere-se ao retorno total do investimento em que a estratégia usada nao

ofereceu possibilidades de risco algum, o contréario requer arbitragem.

A Arbitragem é uma das opera¢des mais usadas no mercado financeiro com a finalidade de

obter lucros sem envolver riscos de perda.

O modelo de Black — Scholes defende que os precos dos activos subjacentes (suporte de uma
opcao, ou seja, 0 bem que se pretende vender no mercado de opcdes financeiro) baseiam-se no

Movimento Browniano Geométrico, isto &, os retornos tem uma distribuicdo normal.

Consideremos, por hipétese, o custo de uma accdo representado pela equacdo diferencial
estocasticaX(t), num certo periodo de tempoT. O modelo do custo da tal accdoX (t)pode ser
descrito, na forma diferencial, pela EDE (4.1) ou (4.2), denominada Movimento Browniano
Geomeétrico que segue uma distribuicdo normal, conforme o apresentado na definicdo 2.4.1.
Este movimento é um processo de Wiener de extrema importancia em financas, tecnicamente

definida como solucdo da equacéo diferencial estocastica na sua forma diferencial (4.1) como

dX(t) = uX@®)dt + oX()dw(t)
{X (to) = X0 = xy > 0, condigao inicial’ #,0 (constantes) > 0 (41)
Ou simplesmente como,
dX(t) . .
X0 = udt + adW (t); u,0 > 0; W(t)é processo de Wiener; (4.2)
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A equacéo 4.1 ou 4.2 define a dinamica do pre¢o da accdo, a mesma, segundo [1] e [16], pode

ser representada na forma integral como,

t t

uX(s)ds + f oX(s)dW(s) ,Vty <t <T,u= constante (4.3)

to

X(t)=x0+f

to
Comou > 0 uma constante que representa a taxa de rendimento médio (tendéncia ou drift),
entédo, o integral (4.3) pode tomar a forma

t

X(t) =xy + ,uf X(s)ds +f oX(s)dW(s) (4.4)

to to

Onde o representa a volatilidade? x, corresponde ao valor inicial da cotacdo, ou seja, € 0

valor do activo no instante inicial  t, =0, X(t) = x,.

Fazendo da equacdo (4.1)(t = At), ou seja, assumindo intervalos de tempo muito pequenos,

entdo, a equacdo reescrita toma a forma

dX = X(uAt + o&VAt), (4.1.9)

De onde resulta a equacéo do retorno (diferenca de pregos) descrita como,
dX = X(t + At) — X(¢), (4.1.b)

~ d . .
Na equacdo (4.1.a), escrevendo;xcomo retornos incrementais, esta apresenta duas partes,
sendo a parte deterministicauAt (com u, uma medida da taxa média de crescimento do preco

do activo em intervalos pequenos At) e a parte estocésticac&év/At (sendoo- a volatilidade que

mede os desvio padréo “raiz da variancia” de retornos).

Como a equacdo (3.19) é a diferencial estocéstica da integral (3.18), entdo considerando o
teorema de It6, expresso em (3.2.1), e determinando a solugdo da EDE (4.1) que representa o

modelo de Black-Scholes, na condicéo inicial t, = 0, segue que:

Ao multiplicar a expresséo (4.1) por % tem-se

2A volatilidade é um parametro inobservavel.
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——dX(t) = |uX(t)d X(t)dw 4.4
7 X (O = X ©de + oX AW ) 3 (4:40)
Evidenciando X (t) no segundo membro e efectuar as possiveis simplificacdes, tem-se
dX(t)
X0 udt + adW (t) (4.4b)
Fazendo —— dX( ) = In(X(t)), entdo, tomando o teorema de 1t6 expresso na forma diferencial em

(321)e con3|derar,h(t,X(t)) = In(X(t)), temos
d (In(x(v))) = ( (In(x(0)) + —(ln(X(t)))F(t) + Ea—(ln(X(t))) G (t))
0
+5s (In(x(®))6®)dw (t)
1 11
= <0+ZF—EFG )dt+XtGth (4.4¢0)

Como F = uX; e G = ogX;, substituindo, tem-se

11, 1
1
d(In(x)) = (u - 502) dt + odW, (4.5)

Integrando (4.5) nos limites de integragdo [0, t], tem-se

jo td(ln(Xt)) = Ot (u — %02> dt + JO tath (4.6)

t

Qs = [(k = 50%)] -+ ot

1
In(X,) — In(x,) = (u - 5&) t+ oW, (4.7

Pela aplicacdo da propriedade e pela defini¢cdo do logaritmo de um numero, resulta de forma

directa o preco da acgéo dada por,
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152 152
X, = x ettt 20 W = xoe(” 27 )HGWt, t=>0,u€R,0>0 (4.8)

A expressdo (4.8) € a Unica solugdo demonstrada pela formula de 1t6 para a EDE com o precgo
inicial x,,0u seja, € a solucédo de (4.1) ou (4.2),conforme o pretendido e apresenta o drift u e o
coeficiente de volatilidade o. Oh(t,X(t)),denotado nas expressdes acima por

h(t,X(®)) = In(X(t)),representa o preco da acgéo, que varia no mercado financeiro
com o tempo, e do custo justo da ac¢doX (t), num dado instantet # 0, ex, representa o custo

da accdo, no instante inicial t = 0 da respectiva compra.

O valor esperado (u = E[X(t)]) do custo da tal accdoX(t), na condicdo inicial t, = 0, pode

ser determinado escrevendo a equacao integral (4.4), como a seguinte:

t

t
X(t) =xy+ ,uj X(s)ds + af X(s)dW (s)
0 0

E, considerando a propriedade da nulidade do valor esperado da integral de 1t6, definida em

(3.12e3.13), E (a fOtX(s)dW(s)) = 0, o valor esperado (u = E[X(t)]) é
k= EIXO] = %0+ k| EIX()]ds (4.9)

to

(ver [18]), de onde resulta, por analogia, a demonstracdo da solucao (4.8), e apds eliminar o
ruido,c = 0da equacdo diferencial estocastica, conforme o visto no paragrafo anterior, que o

valor esperado é

u=E[X(t)] = xoe"t, t=0 (4.10)

4.1.3F6rmula de Black-Scholes

A férmula de Black-Scholes é usada na defini¢do das equacbes de compra e venda de opgdes.
A definicdo do preco da opcdode compra“Call” relaciona o preco da opgdo hoje X, (no

instante inicial t = 0) ao preco em exercicio da opcao X, e o valor presente para a posterior
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comparé-los considerando apenas as probabilidades de exercicio da considerada opcéo,

N(d,)e N(d,), e matematicamente, denota-se por

onde,

Call ou X(t) = Preco da op¢do de compra de ac¢cdes com base nos parametros de Black-

Scholes

X, = Preco do activo subjacente ou activo hoje (no instante t = 0)
X = Preco de exercicio ou strik

o = Volatilidade do activo subjacente

T = Data de vencimento expresso em anos.

N(d) = Probabilidade acumulada, ou funcéo distribuicdo acumulada de uma normal padrdo
que mede as possibilidades da opcao ficar dentro dos parametros do prego com o decorrer do

tempo.
r = Taxa de juros.

O valor da opc¢éo de compra de acgdes no mercado depende do preco da opcéo hoje (X,), no
decorrer do tempo, ou seja, 0 custo da opcao é funcdo do preco (X(t) = X,) no decorrer do

tempo.

De forma anéloga, o preco da opcdo de venda “put”, pode ser determinado com base na

expressao,
Put == Xe_rTN(_dz) - X()N(_dl) (412)

Tanto na equacdo 4.11 como 4.12, que definem, respectivamente, os precos de compra Call e
venda Put de opgdes, foi tomado o processo no instante inicial t = 0, dai a razdo de as
expressdes ganharem aquela forma, pois, se assumir t#0, a 411 e 4.12 ficam,

respectivamente, na forma 4.11a) e 4.12a),

Call = X(t) = X,N(d;) — Xe "T-DN(d,) (4.11a)
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Put = Xe "T-ON(—d,) — X,N(—d,) (4.12a)

As variaveisd, e d,, sao calculadas com base nas formulas tradicionalmente conhecidas, tais

como,
0 1
g (%) +0(;T+ J0%)T (4.13)
ou
In (ﬁ) + (r + 102) (T—1t)
d; = —X Uﬁ (4.13a)
€
Xo 1
dy=d;,— o T=l (?>+<\:T ZUZ)T (4.14)
o
ou

n
dy=d; — oNT —t = —% (4.14a)

ondet representa o tempo actual, [1] e [18].

Para melhor elucidar as equacoes acima apresentadas, vamos considerar um exemplo
simples,para 0 calculo manual da opcdo de compra calle de venda put, a partir das
probabilidades acumuladas (N(d1)) e (N(d2)).
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Exemplol: Uma ac¢do custa 53 Euros, apos 6 meses do vencimento de uma op¢éo, o preco de
exercicio da opgdo é de 50 Euros. Considere a taxa de juros anual de 10% e a volatilidade de

20% por ano. Analise o custo das opc¢des de compra call e venda put.

X, =53 euros
X =50 euros
r=20.1
g=0.2
T = 6 meses = 0.5 anos
to =0

Primeiramente, calculamos os valores respectivos dos parametros d,ed, a partir das equacdes
4.13 e 4.14, de onde resulta que,
Xo 1 5 53 1,42
In(%2)+(r+269)7 m(Z)+(0.0+30.2%)05

d. = = = (0.8369
! oT 0.27/05

d, = dy —oVT = 0.8363 — 0.2 x V0.5 = 0.6949

Substituindo d,e d,, nas equacdes 4.11 de compra de opcOes calle4.12 de venda de opcdes

put, tem-se

Call = X(t) = XoN(dl) — Xe_rTN(dz)

Put = Xe_rTN(_dz) - XON(_dl)

Fazendo Xe ™" =50 x e701%05 = 50 x ¢7095 = 47,5618 e calculando as probabilidades

acumuladas N(d) parad = 0 e d < 0, com base nas tabelas em Anexos, tem-se:

Para d, = 0: N(d,) = N(0.8363) = N(0.83) + 0.63[N(0.84) — N(0.83)] = 0.7967 +
0.63[0.7995 — 0.7967] = 0.7984;

Parad, = 0: N(d,) = N(0.6949) = N(0.69) + 0.49[N(0.70) — N(0.69)] = 0.7549 +
0.49[0.7580 — 0.7549] = 0.7564;
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Parad, < 0:N(—d;) = N(—0.8363) = N(—0.83) — 0.63[N(—0.83) — N(—0.84)] =
0.2033 — 0.63[0.2033 — 0.2005] = 0.2015;

Parad, < 0: N(—d,) = N(—0.6949) = N(—0.69) — 0.49[N(—0.69) — N(—0.70)] =
0.2451 — 0.49[0.2451 — 0.2420] = 0.2436;

Entdo, substituindo nas formulas call e put, tem-se que,
Call = X(t) = XoN(d;) — Xe ""N(d,) = 53 x 0.7984 — 47.5618 x 0.7564 = 6.34 euros
e

Put = Xe ""N(—d,) — X,N(—d;) = 47.5618 x 0.2436 — 53 x 0.2015 = 0.91 euros.

Os célculos acima sdo uma demonstracdo dos procedimentos de célculo das probabilidades
acumuladas, assim como do uso directo das férmulas para o estudo dos precos de compra e
venda de opcBes europeias. Esta resolucdo manual é demonstrada no ambiente computacional

em 5.3.3, pelo uso do software R.

No modelo de Black-Scholes, o processo de evolugdo dos precos das opcdes é considerado

COMO um pProcesso estocastico.

Neste trabalho, dispensamos a demonstracdo da formula de Black-Scholes, pois, esta podeser
encontrada, de forma detalhada, em algumas bibliografias usadas como o caso de [1], paginas
160 — 163.
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CAPITULO 5

Este capitulo, reserva-se a implementacdo pratica de técnicas computacionais, através dos

packages “sde” e “mixedsde”, nos diversos modelos propostos.
5. Implementacéo do Software R

Neste capitulo, é descrito o ambiente computacional do software livre R, na configuracdo e
execucao dos Packages “sde” ¢ “mixedsde”, conforme os topicos 5.1 e 5.2, respectivamente, a
seguir demonstrados. O ambiente R, cujo software pode ser encontrado de forma gratuita, em

http://cran.r-project.org, foi instalado em sistema operativo Windows, e a sua escolha é

fundamentada pelo facto de ser uma linguagem de c6digo aberto, em actualizagdo permitindo
a contribuigcdo de qualquer individuo no desenvolvimento da linguagem, por meio de novos
pacotes e funcionalidades. Por outro lado, a integracdo do R com outras linguagens de
programacdo, com o Java, Python e C é facilmente realizada, sendo possivel utilizar o Latex e
0 Markdown para a criacdo de relatérios no R. além, é também adequada para importar e
exportar dados no Excel.

5.1 Ambiente computacional dos packages “sde” e “mixedsde” do software R
5.1.1 “sde” Package

O package “sde”, explorado no link https://cran.r-project.org/package=sde ou

sde: Simulationandinference for StochasticDifferentialEquations (r-project.org), segundo [9],

é um package, com visualizacdo normal no software R, que fornece func¢des para simulacéo e

estudo ou inferéncia de equac@es diferenciais estocasticas.

Das varias funcdes que 0 “sde” package apresenta na sua composic¢ao, no presente trabalho
trazemos uma abordagem do “sde.sim”, baseada na simulacdo de equagdes diferenciais
estocésticas,com um interface de aplicagdo de diferentes métodos de simulagdo como, “Euler”,
“KPS”, “milsteinl”, “milstein2”, “cdist”, “EA”, “ozaki” e “shoji”assim como, modelos como
“OU” (Ornstein-Uhlenbeck),“CIR” (Cox-Ingersoll-Ross), “VAS” (Vasicek) e “BS” (Black-
Scholes).
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Nesta dissertacdo, ¢ demonstrada uma aplicagdo das EDE’s em finangas, pelo uso da equagio
de “BS” (Black-Scholes) aplicada a um dos métodos acima referidos para a estimacdo de

preco de activos (ac¢des) nas opg¢des de Call e Put, no software R.

5.1.2 “mixedsde” Package

O “mixedsde” package é um pacote do software R que permite gerar uma lista de trajectorias
num certo intervalo [0,T] de n pontos. O “mixedsde” package desenvolvido para, através dos
seus métodos e modelos, estimar a densidade dos efeitos aleatdrios através das observacdes
discretas, na sua funcionalidade de produzir estimativas dos efeitos aleatdrios, apoia-se no

“sde” packagepara simular as equacdes diferenciais estocasticas.

O “mixedsde”package pode ser explorado no interface da pagina, pelo link https://cran.r-
project.org/package=mixedsde, ou directamente pelo link https://cran.r-

project.org/web/packages/mixedsde/mixedsde.pdf, (ver [8]).

No presente trabalho procuramos demonstrar as funcionalidades do “mixedsde” package no

estudo de equac0es diferenciais estocasticas com efeitos aleatérios.

5.2 Algoritmos no Software R
5.2.1 Trajectdria de processo estocastico

Roteiro do exemplo de trajectéria de um processo estocastico dado na figura 1.1a e 1.1b para

dados reais e hipotéticos, respectivamente, no software R —Studio.
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B Rstuc

Q-- 5B S |8 - Addins -

k sholes 2] simulacao do sde packages no Rstud... @7 Untitled7* % | @7 Untitled2* % | @] Untitled1* = @7 dis 3 =]
& 1| @ OsourceonSave | Q A~ i] - [=#Run | 2% | [ HSource -+ =
i, Breakpoints cannot be set until the file is saved. *

1 #ambiente R e instalacao de packages

2 install.packages("quantmod")

2 install.packages("ggplot2™)

4 Tibrary(quantmod)

5 Tlibrary(ggplot2)

6 #baixar a serie de precos da acao

7 ibov<-getsymbols("InTC",src="yahoo",from="2023-01-01",t0="2023-12-31", auto.assign=ra

B

9 #simulacao de dados pelo ggplot

10 ggplot(ibov,aes(x=index(ibov), y=ibov[,1])) + geom_line(color="darkred”) +

11 ggtitle("série de precos da Ibovespa") +

12 xlab("pata da execucao da accao") + ylab("Preco da accao (§)") + theme(plot.title =
13 scale_x_date(date_labels = "%b %y", date_breaks = "1 months")

< >

1364 (Top Level) R Script *
Console - =0

+  gguiTie( serie ge precos da lpovespa ) +
+ xlab("pata da execucao da accao") + ylab("preco da accao ($)") + theme(plot.title =
element_text(hjust = 0.5))
pon't know how to automatically pick scale for object of type <xts/zoo-. pefaulting to
continuous.
> scale_x_date(date_labels = "%b %y", date_breaks =
<scaleContinuousDate>

Range:

Limits: 0 -- 1
> install. packages("quantmod™)
warning in install.packages :

package ‘quantmod’ is in use and will not be installed
> install. packages("ggplot2™)
error in install.packages : updating loaded packages
> install. packages("ggplor2™)
warning in install.packages :

package ‘ggplot2’ is in use and will not be installed

>
v

"1 months")

- x

E| project: (None) ~

Environment  History =
&% [ | % Import Dataset - | § Lst ~ | @&
) Global Environment =
Data -~
i dat 200 obs. of 3 variables i
Dfigl 10000 obs. of 2 variables i |
@ ibov An xts object on 2023-01-03 / 2023-12-29 contain.. [ |
B R Graphics: Device 2 (ACTIVE) - [m] X
File History Resize
Série de pre¢os da Ibovespa hv
50 B
&
~
45-
2
o
T 40-
o
@
@
=
8
8 35-
o
30-
25-
Jan 2023 Apr 2023 Jul 2023 Oct2023 Jan 2024
Data da execucao da accao A

Figura 1.3a:Simulagfo da trajectoria do processo Estocéstico no R, Dados reais da acgdo Intel Corporation -

INTC

>dist<-rnorm(100,0,1)
> u<-0.22

>sd<-0.15

> p<-10

>preco<-c (p)

>aux<-2
>periodo<-1:101
>for (i in dist)

+

+ P=p+p* (u/100+sd/sqrt (100) *1i)

+ precolaux]<-P

+ p=P

+ aux=aux+l1l

+ 3

>plot (periodo,preco,main = "simulacao da venda do

produto",xlab = "tempo",ylab = "preco",

"l" , colzlvredlv)

type

36



DocuSign Envelope ID: 3E32058B-0D42-4907-984B-71A8DB7A3483

El B R Graphics: Device 2 (ACTIVE) - O X
File History Resize
@l-lc2- B B 52+ Addins ~
| exemplo de processo estocasticoR % (@] Untitled1* » @ simulacao do sde packages no R§ simulacao da venda do produto
1| | [Qsourceonsave | Q # ~| 1| ~ -
1
2 dist<-rnorm(100,0,1)
3 u<-0.22
4 sd<-0.15 )
5 p<-10 27
6 preco<-c(p)
7 aux<-2 o
8 periodo<-1:101 3 5 4
g for(i in dist) L -
16 - [
11 P=p+p* (u/100+sd/sqrt(100)*i) o
12 preco[aux]<-P >
13 p=P
14 aux=aux+l
15 1} o
16 plot(periodo,preco,main = "simulacao da venda do produto”, @
17 xlab = "tempo”,ylab = "preco”,type = "1",col="red") T T T T T T
18
19 0 20 40 60 80 100
20 #dx=rxdt+'sigmaxdw
T<-1  #remnn final
a4 tempo

Figura 1.3b. Simulagdo da trajectériade um simples processo Estocastico no R, exemplificado na venda de
activos

5.2.2 Utilizagéo do “sde” Package no Software R

As funcionalidades do “sde”Package sdo exploradas a partir de uma das suas funcgdes, o
“sde.sim”, baseado na simulacdo de equacbes diferenciais estocasticas com um interface de
aplicacdo de diferentes métodos de simulacdo. Nesta funcdo (sde.sim), dos varios modelos
abordados em 5.1, para esta pesquisa, centra-se no modelo “BS” (Black-Scholes) aplicado a

um dos métodos da funcéo.

O modelo “BS” Black- Scholes calcula os parametros d1 e d2, julgados imprescindiveis para o
modelo e, posteriormente, usa os comandos “pnorm ()”’de R para simular a distribuicdo normal

cumulativa.

5.2.2.1 Implementacio do “sde.sim” no R

llustramos a seguir, em figura 1.4,0 interface de implementacdo do roteiro geral do
“sde.sim”(simulation of stochastic differntial equations)na janela de comandos do R, para 0s
diferentes métodos e modelos. Os restantes parametros foram detalhadamente descritos em

5.1, cabendo ao usuario escolher o método e modelo em uso para a sua investigacao.
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) Rstudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
-l B B 22| - addins -
30 do sde packages no Rstud...* 7 Untitled2* 7 Untitled1* 127 Untitled3* @1 Untitleds* 27 Untitled =
21 [l [J5ource on Save Q A~ - B - ~= Run b | | ¥ Source -
1 #Roteiro geral de implementacac do sde.sim{sde} para varios metodos e modelos.
2
3 sde.sim(t0 =0, T =1, X0 =1, N = 100, delta, drift, sigma,
4 drift.x, sigma.x, drift.xx, sigma.xx, drift.t,
5 method = c("euler”, "milstein”, "kPs", "milsteinz”,
6 "cdist", "ozaki", "shoji","EA"),
7 alpha .5, eta = 0.5, pred.corr = T, rcdist = NULL,
B theta =/nuLL, model = ¢("cIr", "vas", "ou", "BS"),
9 ki, k24 phi, max.psi ="™Q00, rh, A, m=1)]|
S:49 [Top Level) R Script

Figura 1.4: Roteiro ?fl do “sde.sim” do package {“sde”’} hqscript do R.

Métodos discutidos em 5.1 Modelos discutidos em 5.1

Definido o modelo e os parametros basicos a usar para o processo‘sde.sim”, como o valor
maximo que X pode alcangar (definido como Xo), 0 tempo do processo (este caso ndo seja
definido, o sistema padroniza em T=1), o coeficiente drift e de difusdo (este, caso ndo seja
definido o processo assume o padrdo 1), o nimero de simulacfes N e de trajectérias M, no
script, inicia o processo para a simulagdo, como no exemplo da figura 1.5. Dependendo do
método e modelo a usar, 0s pardmetros podem ser acrescidos para atender a especificidade do

método e/ou modelo.

Comando (pode ser visualizado no script do R):

# Modelo Ornstein-Uhlenbeck (0O-U)

set.seed (123)

drift <- expression(-2 * x)

sigma <- expression(l.5)

sde.sim(X0=6, T=0.5, drift=drift, sigma=sigma, M=1,
N=100, method = 'euler') -> X

plot (X,main="sde.sim pelo Modelo O-U em 1 trajectdria")
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(8] 7 R Graphics: Device 2 (ACTIVE) - o X
File History Resize
¢-2- 6B B - Addins ~
casticoR |1 Roteiros para sde.sim e black sholes* @ simulacao do sde packages no Rstud...* @] Untitled2* » sde.sim pe'o Modelo ©-Uem 1 trajectoria
A1 | Oseurceonsave | G A+ 2] ~ ~#Run | [9% [ 9 Source -
78 ## ensaio do sde.sim para simples e multiplas trajectias nos modelos ou, CIR e 85 " g -
i
9
80 # Modelo ornstein-uhlenbeck (0-U) 7o)
8l set.seed(123) w7
82 drift <- expression(-2 * x)
83 sigma <- expression(l.5) o |
84 sde.sim(x0=6, T=0.5, drift=drift, sigma=sigma, M=1, [Is]
85 N=100, method = 'euler’) —» X
86 plot(x,main="sde.sim pelo Modelo 0-u em 1 trajectoria") W
14 il ¥
8 « D o
87:1  (Top Level) R Seript < 7
Console wno_|
> plot(X,main="sde.s1m pelo Modelo O-U em 1 trajectoria”) ©
> ## ensaio do sde.sim para simples e multiplas trajectias nos modelos ou, CIR e BS °
> -
> # Modelo ornstein-uUhlenbeck (0-u) @
> set.seed(123)
> drift <- expression(-2 * x) T T T T T T
> sigma <- expression(l.3)
> sde.sim(x0=6, T=0.5, drift=drift, sigma=sigma, M=1, 0.0 01 02 03 04 05
+ N=100, method = "euler’) -» X
sigma.x not provided, attempting symbolic derivation. Time
> plot(x,main="sde.sim pelo Modelo 0-U em 1 trajectoria")
ua oo e e ] Teiad foces

Figura 1.5: Implementac&o do roteiro do “sde.sim” no modelo O-U (Ornstein-Uhlenbeck)

5.2.3 Implementacédo do modelo “BS” no R

O modelo Black -Sholes pode ter diversas formas para criar 0s seus comandos no R, desde a
mais simples forma até a mais complexa, contudo, apresentamos, a seguir, uma das formas

julgadas mais simples e directa para 0 modelo.

Esta forma passa por atribuir os valores respectivos aos parametros e, em seguida, determina
os valores de d1 e d2 pelas férmulas pré-concebidas para o modelo. Para finalizar, o0 modelo

determina os valores das opg¢des de compra Call, e venda Put.

Considerando o exemplol, cuja resolucdo manual foi demonstrada na subsec¢édo 4.1.2, usou-

se o0 software R para resolver o problema apresentado.

#Comando do Modelo Black- Sholes no R

X0 <- 53 #preco das accdes

X <- 50 #preco de exercicio da opcéo

r <- 0.1 #Taxa de juros livre de riscos

T <- 0.5 #Tempo ate ao vencimento (em anos)

sigma <- 0.2 #volatilidade dos retornos das acgdes expressa
como desvio pardao

# Calculo da variavel dl

dl <- ((log(X0/X)+(r+sigma”~2/2)*T)/(sigma*sqgrt(T)))
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dl 4#solicita o valor de dil

# Calculo da variavel d2

d2 <- dl-sigma*sqrt(T)

d2 #solicita o valor de d2

# Cadlculo do valor da opg¢do call

C <- X0*pnorm(dl,0,1)-X*exp (-1*r*T) *pnorm(d2,0,1)

o #solicita o valor da opgdo de compra 'call'

# Cadlculo do valor da opcgdo de venda 'put'

P <- X*exp (-1*r*T) *pnorm(-d2,0,1)-X0*pnorm(-d1,0,1)
p #solicita o valor da opcgdo de venda'put'

) RStudio
File Edit Code View Plots Session Build Debug Profile Tools Help
Q- =~ = 55 ~| Addins ~
mulacao do sde packages no Rstud... 3] Untitled2* B Untitled* @] dissertacao comandos.R* @] Untitled 3>
41 | = []Source on Save Q A - = - —= Run 5 | | B Source ~| =
54 #vodelo BS no R -~
55 X0 =- 53
56 X <=- 50
57 r =- 0.1
568 T =- 0.5
59 sigma =- 0.2
60 di <- ((log(x0/®)+{(r+sigmas2,/2)*T) .,/ (sigma“sqrt(T)))
61 di
62 d2 <- dl-sigma“sqrt(T)
63 d2
G4
65 € =- X0%pnorm{dl,0,1)-X*exp(-1*r*T)*pnorm(d2,0,1)
66 C
67
68 P <- Xfexp(-1*r*T)*pnorm(-d2,0,1)-xX0*pnorm(-d1,0,1)
69 P b
67:1 [Top Level) = R Script =
Console
= #Modelo BS no R ~
= X0 <- 53
= X =- 50
=r =- 0.1
= T =— 0.5
> sigma <- 0.2
> dl <- ((Tog(xXO/*XI+(r+sigmar2,/2)*T)/(sigmassqrt{TI))
> dl
[1] O.8362875
> d2 <- dl-sigma®sqrt(T)
> d2
[1] 0.6948661
=
> € =- X0%*pnorm{dl,0,1)-x*exp(-1*r*T)*pnorm{d2,0,1)
= C
[1] 6.343738
=
> P =- X¥exp(-1%r*T)*pnorm{-d2,0,1)-X0*pnorm{-d1,0,1)
= P
[1] 0.905209 -

Figure 1.6: Resolucéo do Exemplo 1 dado na subsec¢éo 4.1.2 sobre o modelo Black — Scholes no R

A resolucdo em R acima dada demonstra que o custo da opcdo de compra callé de 6.34 Euros,

enquanto a opgdo de venda put é de 0.91 Euros. O preco da opgdo de compra call altera com a

variacdo dos parametros, segundo o modelo Black- Scholes.
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5.2.4 Utiliza¢ao do “mixedsde” Package no Software RStudio

Para ilustrar as funcionalidades do Package em estudo, apresentou-se, a seguir, um exemplo de

simulacdo de EDE através do “mixedsde”, recorrendo a um dos seus vastos modelos.

Das varias funcbes do “mixedsde” package, iremos ilustrar o “mixedsde.sim”que gera N
simulacbes de M trajectérias independentes, em um intervalo de T, podendo ser no modelo
“OU” (Ornstein-Uhlenbeck) ou“CIR” (Cox-Ingersoll-Ross).

Roteiro:

Instalado o package “mixedsde” no R, insira no script (no lado superior esquerdo, o editor de

comandos) o comando padrdo da fungdo “mixedsde.sim”,como mostra a figura:

1) Rstudio
File Edit Code View Plots
G_ M= AN D]

Session  Build Debug Profile Tools Help

ool v Addins -

@7 simulacao do sde packages no Rstud...*

21 [ [J5ource on Save

@7 Untitled2*
Q /-

@] Untitled1

@] Untitled3*
~=% Run

@] Untitled4*

b9 o Source v

1 mixedsde.sim(M, T, N = 100, model,

random, fixed = 0, densi

ty.phi,

2
3
4

41

[Top Level)

param, sigma, t0 = 0, X0 = 0.01, invariant = 0, delta =
op.plot = 0, add.plot = FALSE)

N,

R Script

Figure 1.7: Comando do “mixedsde” package no script do R

No comando acima, 0s argumentos sao assim descriminados:
Density.phi (nome das densidade do efeito aleatdrio, podendo ser de distribuicdo normal,

gama, etc..., dependendo do nimero de tais efeitos),

Param (vector do pardmetro de distribuicdo contendo dois efeitos aleatdrios, média e

variancia),
Sigm (parametro de difuséo)

to, Xo (Instante e valor inicial do processo).
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ENTRADA:

Para entrada (insercdo do comando e seus argumentos especificos), considera-se uma

simulacdo de 10trajectorias no modelo OU com distribuicdo gamma, cujos argumentos Sao 0s

seguintes:
M=10trajectédrias; T=20; N=1000; Modelo= ‘ou’ ;
random=1; efeitos aleatdrios; fixed=0.5; density.phi =

"gamma’; param = c (1.8, 0.8); sigma=0.1; op.plot=1.
Comando:
#Simulacdo de 10 trajectdrias no modelo OU com 1 efeito random

=] em uma distribuicdoGamma.

sSimuOU<- mixedsde.sim(M=10, T=20,N=1000,model="0U",
random=1,fixed=0.5, density.phi='gamma', param=c(2.1, 0.5) ,
sigma=0.1, op.plot=1, add.plot=FALSE)

X <- simuOUSX ;

phi<- simuOUSphi

hist (phi)

OUT PUT

Considerando o Console do R (R promt) como um campo de apresentacdo de resultados de
comandos executados no script editor, entdo, podemos deste modo designar os resultados

como output’s. Assim, R promt apresenta os seguintes output’s:
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Console -/

[ e
Gamma.

+ density.phi="gamma’, param=c(2.1, 0.5)
+ op.plot=Ll, add.plot=FALSE)
T set to = 20.000000

T set to = 20.000000

T set to = 20.000000

T set to = 20.000000

T set to = 20.000000

T set to = 20.000000

T set to = 20.000000

T set to = 20.000000

T set to = 20.000000

T set to = 20.000000

X <— simuousx ;

phi <- simuouiphi
hist(phid

YvVVv

, sigma=0.1,

=

s —
> #simulacao de 10 trajectorias no modelo ou com 1 efeito random =1 em uma distribuicao

> simuolu <=— mixedsde.sim{M=10, T=20,N=1000,model="0ou"', random=1,fixed=0.5,
invariant = 0, delta = T/N,

Figure 1.8: Comando corrido no script e comprovado no console do R

Ou simplesmente o roteiro abaixo:

>#Simulacao de 10 trajectorias no modelo OU com 1 efeito random =1 em uma

distribuicao Gamma.

>simuOU<- mixedsde.sim(M=10, T=20,N=1000,model='0U",

+ density.phi='gamma', param=c (2.1,
= T/N,

+ op.plot=1, add.plot=FALSE)

>X <- simuOUSX ;

>phi<- simuOUS$phi

>hist (phi)

>plot (X, main="Periodic drift"

0.5)

4

sigma=0.1,

random=1, fixed=0.5,

invariant = 0,

delta
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Histogram of phi

Freguency
3
I

00 05 10 15 20 0 5 10 15 20

phi time

Gréficosl: Histogramae 10 trajectdrias simuladas nas condi¢des do comando acima

Os gréficos acima ilustram, respectivamente, o histograma de phi, das N simulagdes possiveis,
em 10 trajectorias nos intervalos de to=0 e t=20, para uma distribuicdo gamma sendo que o
mesmo processo pode ocorrer para uma distribuicdo diferente, cabendo ao investigador

adoptar o tipo de distribuicdo de interesse.
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CAPITULO 6
Neste capitulo apresentam-se, de forma suméria, os resultados alcangados.
6. Concluséao

O trabalho, que visava discutir as equacdes diferenciais estocasticas, inicialmente abordou
alguns conceitos basicos sobre 0s processos estocasticos e equacdes diferenciais estocasticas,
incluindo o integral de It e seu teorema, por Ultimo apresentou, dentre os varios modelos e
métodos disponiveis nos packages “sde” e “mixedsde”, o modelo de Black-Scholes usado
como um exemplo de aplicacdo das equacdes diferenciais estocasticas a partir do lema de It6,

em finangas, num ambiente computacional do software R.

A revisdo teorica de literatura, contribuiu em grande medida para a compreensao conceitual
sobre 0s processos estocasticos e sua classificacdo, ajudando a compreender melhor a temaética
das equacdes diferenciais estocasticas, célculo de It6, e o uso dos packages “sde” e

“mixedsde” no software R.

Uma equacdo diferencial estocastica baseada no processo de Wiener (W (t)), é obtida a partir

de uma equacdo diferencial determinista, quando adicionado nela um termo denominado ruido

aw (t)

e denotado por——-. O processo de Wiener, denotado por W (t), segue, pelas suas

propriedades, o processo de Markov, na medida em que a previsao do valor do estado futuro

depende unicamente do valor do estado actual.

A implementacéo dos algoritmos no software R, sobre os packages “sde” e “mixedsde”,ajudou
a compreender as vastas aplicacfes das equacdes diferenciais estocasticas em varias areas do
saber, tendo como base o exemplo de aplicacdo destas equacbes em financas, o integral
estocastico de Itda partir do seu lema como solucdo da EDE, que teve grande contribuicdo na
definicdo da equacdo de Black-Scholes para determinar o preco da opcdo call ou put de

derivados.

O uso do lema de It6 como aplicagdo das EDE’s em finangas levou-nos a compreender que o
modelo de Black-Scholes, que esta baseado no processo Wiener, tem grande impacto no

mercado financeiro para investidores, pois, é largamente usado para a precificacdo de
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derivados, relacionando varios pressupostos, como o caso do preco actual do activo
subjacente, da taxa de juros e da volatilidade do pregco no mercado. A implementacdo da
equacdo de Black-Scholes na determinacdo do preco das opcbes de activos € importante
mediante o conhecimento de varios pressupostos normalmente distribuidos e para mercados
eficientes, mas a complexidade do mercado de acgdes restringe a sua utilizagdo, podendo

considerar, para a sua implementacéo, modelos distintos que seguem a dindmica do mercado.
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