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Integral de Riemann: Alcance e
Limitacoes

Maria Joao Oliveira

2 de Marco de 2020

A definicao e as propriedades do integral de Riemann sao reveladoras de fragili-
dades e de algumas insuficiéncias, frequentemente bastante limitativas. Estes factos
sao o ponto de partida deste curso, pelo que, como pré-requisito, deverao ter pre-
sente o que apreenderam em cursos anteriores sobre o integral de Riemann em R”,
n € N.

1 Integral de Riemann

No que se segue consideremos um intervalo limitado e fechado [a,b], a < b, e uma
funcao f : [a,b] — R.

O ponto de partida para a defini¢ao do integral de Riemann da funcao f é sempre
um conjunto finito de pontos de [a, b],

a=:2T0<T1...<Tp_1<Tp:=0Do, (1)
e a particao determinada por estes pontos,
P :={[xg, 1], [x1,22] .- ., [T0_1, Ta] }- (2)

Uma maneira de introduzir o integral de Riemann da funcao f no intervalo
[a,b] é por recurso as somas de Riemann. Para o efeito, ha ainda que escolher,
arbitrariamente, um ponto ¢; € [z;_1, ;] em cada um dos intervalos da parti¢ao P.
Desta forma define-se a soma

Zf(ci)(fﬂz‘ — 7o), (3)
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que se designa por soma de Riemann da func¢ao f no intervalo [a,b] relativa a

particao P e a sucessao cq,ca, ..., Cp.

Existem naturalmente vérias partigoes do intervalo [a, b]E| Dado um segundo
conjunto de pontos a =: yo < Y1... < Ym_1 < Ym = b e a particao por eles
determinada,

Q = {[y0> yl] ) [yl, y2] LA [ymfla ym]}>

diz-se que @ é uma parti¢io mais fina que P (ou que @ é um refinamento de P),
s€ {J:Oa Tiye.. ,an} g {y())ylv s 7ym}ﬂ
Definigao 1. Diz-se que a funcdo f € integrdvel a Riemann no intervalo [a,b] se

existir um numero real I satisfazendo a sequinte condi¢cao: para cada § > 0, existe
uma particao Ps de [a,b] tal que

Zf(cz)(a:l — (L’Z'_l) — Il <é
i=1
para qualquer particao {[xo, z1], [x1,22], ..., [Tn_1,2,]} de [a,b] mais fina que Ps e

para qualquer escolha dos pontos ¢; € [x;_1,2;]. O nimero I € R designa-se por
integral de Riemann da funcdo f no intervalo [a,b] e denota-se por

[:/abf(:z:)daz.

Com esta notagdo para I, f designa-se por fun¢ao integranda, |a,b] por intervalo de
integracao, a por limite inferior de integracao, b por limite superior de integra¢ao e
a varidvel x por varidvel de integracao. O simbolo [ 1é-se integral e chama-se sinal
de integral.

Como consequéncia da Definigao [1| tem-se o seguinte resultado.

Proposicao 2. Se f € integrdvel a Riemann no intervalo |a,b], entao f é uma
funcao limitada.

Alternativamente, o integral de Riemann pode ser definido por recurso as somas
de Darboux. Para o efeito e decorrente da proposicao anterior, podemos assumir

'Por hipétese, a < b.

2 Assim, para o intervalo [0, 1], a partigao {[0,1/5],[1/5,1/2],[1/2,1]} é mais fina que a particio
{[0,1/2],[1/2,1]}. Mas ja a partigao {[0,1/5],[1/5,1/3],[1/3,1]} ndo é um refinamento de
{[0,1/2],[1/2,1]}, uma vez que 1/2 ¢ {0,1/5,1/3,1}.
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que a funcao f fixada no inicio é limitada. Assim, dada uma particao P definida
como em , , podemos definir a soma

n

S(f,P) = Z sup  f(2)(x; — i-1), (4)
i=1 IEG[CEi_l,CEZ‘]
que se designa por soma superior de Darboux da func¢ao f relativa a particao P, e a

soma
n

s(f.P)=>  nf fla)(a; — zi1), (5)

T vElria 25

designada por soma inferior de Darbouz da func¢do f relativa a particao P. (Note-
se que o supremo e o infimo em e sao ambos finitos uma vez que assumi-
mos por hipétese que a fungao f é limitada. Consequentemente, as somas S(f, P),
s(f, P) estao bem definidas, com S(f, P),s(f, P) € R.)

Observagao 3. 1) Na definigao das somas de Darboux, os termos “superior”, “in-

ferior” tém uma razao clara, quer analiticamente, quer pela prépria interpretagao
geométrica de e . Respectivamente:

¥

AT

Tg T3 T Ty T4 Ty Tg - Tp—1 Tn T

Fig.: In [P12].

2) Também é de notar que na definigdo das somas de Darboux nao hé lugar a
escolha de pontos, como acontece na definicao de soma de Riemann. Contudo,
se em cada intervalo [z;_1,x;] existirem pontos M;, m; tais que

sup  f(z) = f(M;), inf f(z) = f(m),
xe[xi717xi] $€[CB’L’71,CE¢}
entao as somas de Darboux e coincidem com a soma de Riemann para a
escolha de pontos, respectivamente, ¢; = M; ec; =m;, i =1,...,n. Eo que acontece
se a fungao f, além de limitada, for continua, ou for monétona, no intervalo [a, b],

o que garante a existéncia de maximo e de minimo de f em cada subintervalo de

la, b].
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Entre as varias propriedades das somas de Darboux, destaca-se a seguinte:
Proposicao 4. Se f : [a,b] — R € uma func¢dao limitada, entdo

—oo <sups(f,P) <inf S(f,P) < +o0, (6)
P P

sendo o supremo e o infimo em @ sobre todas as parti¢oes P do intervalo |a, b].
No caso de se ter a igualdade em @, tem-se a seguinte

Definicao 5. Se
inf S(f, P) = sup s(f, P),
P P

diz-se que a funcao f € integrdavel a Darboux no intervalo [a,b]. A este valor comum
chama-se integral de Darbouz de f no intervalo |a,b] e denota-se por

o) [ 1)

As somas de Darboux foram introduzidas como uma forma alternativa para a
definicao do integral de Riemann. Isto deve-se ao proximo resultado que estabelece
a equivaléncia da integracao a Riemann e a Darboux e a igualdade dos integrais
correspondentes.

Teorema 6. Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Tem-se que f € integrdvel
a Riemann no intervalo |a,b] se, e somente se, f € integrdvel a Darboux no mesmo
intervalo. Nesta situagao, tem-se, ainda, a igualdade sequinte:

[ twar= o) [ s

Exemplo 7. Como exemplos de funcoes integrdveis a Riemann temos:

1) As fungoes continuas num intervalo limitado e fechado |a,b|;

2) As fungoes [ : [a,b] — R limitadas e continuas excepto num conjunto nu-
merdvel (finito ou infinito) de pontos de [a,b];

3) As fungées mondtonas num intervalo limitado e fechado [a,b].

Mas também ha exemplos de funcoes que nao sao integraveis a Riemann:

Exemplo 8. (Funcao de Dirichlet) A fun¢do de Dirichlet D : [0,1] — R € a
fungao definida por

D(z) = {;, sexG[O,l]ﬂ@.
, sex€[0,1]\Q

4
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Embora D seja limitada, a fungao de Dirichlet nao é integravel a Riemann. Com
efeito, como qualquer intervalo nao degenerado contém sempre numeros racionais €
nidmeros irracionais, em qualquer intervalo [x;_y, z;] de uma particao de [0, 1] tem-se

sup D(z)=1, inf D(z)=0.
:176[1‘7;_1,1‘7;] $€[$i,17$i]
Logo, s(D,P) =0, S(D,P) =1 para qualquer particao P de [0,1] e, consequente-
mente,
0 =sups(D,P) < i%fS(D,P) = 1.
P

Os resultados seguintes sumarizam um conjunto de propriedades verificadas pelo
integral de Riemann.

Proposicao 9. (Aditividade)

1) Se f : ]a,b] — R € integrdavel a Riemann, entdo a restri¢cao de f a qualquer
subintervalo ndo degenerado [c,d] C |a,b] (abreviadamente, fi.a) € integrdavel a
Riemann no intervalo [c,d].

2) Se f :]a,b] — R € integrdvel a Riemann, entdo

[ = [ rwars [ @

para qualquer ¢ € la,b[. Mais geralmente, se f : [a,b] — R € integrdvel a Riemann,

/abf(l’)dx:/axlf(a:)dm—l—/gcf2f<x>d$+...+/Q:L_1f(1;)dx

para qualquer sucessao de pontos a < x1 < To < ... < Xp_1 <b.
8) Reciprocamente, se fiaq @ [a,c] = R e fieg  [c,b] = R, a < ¢ < b, sdo
integraveis a Riemann, entao a func¢ao [ : [a,b] — R € integrdvel a Riemann no

intervalo [a,b] e tem-se (7).

entao

Proposicao 10. Sejam f, g : [a,b] — R duas fun¢ées integrdveis a Riemann. Entao:
1) Linearidade Para quaisquer o, € R, a funcao af + fg € integrdvel a
Riemann e tem-se

/ab(af(a:) + By(x)) dz = oz/abf(x) dx + 5/;9(95) de.
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2) Produto A funcdo fg € integravel a Riemanrﬁ. Em particular, f? é integrdvel
& Riemanitd.

3) Quociente Se, adicionalmente, existir uma constante ¢ > 0 tal que |g| > ¢,
a fungao § € integrdvel a Riemann.

4) Monotonia Se f < g,

b

f(x)dxg/ g(x)de.

a

Em particular, se f >0,
b

f(z)dz > 0.

Proposicao 11. Se f : [a,b] — R € integrdvel a Riemann, entio a fun¢io |f]
também € integrdvel a Riemann e

/a ) de

Observagao 12. 1) Relativamente ao resultado de monotonia recordado na Pro-

< / ()] da (8)

posicao note-se que o mesmo nao é verdadeiro (nem faz sentid(ﬂ) sem a hipdtese
das fungoes f e g serem ambas integraveis a Riemann. Mais, nem sequer se pode
inferir da integrabilidade (a Riemann) de ¢ a integrabilidade (& Riemann) de f.
Para o verificar, considere-se f igual a fungao de Dirichlet (Exemplo|8) e g a fungao
constantemente igual a 1. Tem-se aqui um exemplo em que, embora g seja integravel
a Riemann no intervalo [0,1] e f < g, a funcao f nao é integrével a Riemann.

2) O reciproco da primeira parte da Proposicao nao ¢ verdadeiro. Ou seja,
pode acontecer que |f| seja integravel a Riemann sem que a fungao f o seja. O
Exercicio [I] ilustra um tal caso.

3) Em relacao a segunda parte da Proposigao (11— desigualdade (§)) — observe-se
que ela deriva do resultado de monotonia (Proposi¢ao|10) aplicado a —|f| < f < | f].
Pelo observado em 1), isto significa que s6 faz sentido a desigualdade se f for
integravel a Riemann (o que pela primeira parte Proposicao implica que |f|
também o seja).

Em termos de convergéncia, tem-se o seguinte resultado.

3Infelizmente, neste caso ndo hd uma maneira para expressar o integral do produto fg em
termos dos integrais de f e de g.

4Mas o reciproco nio é verdadeiro. Ou seja, pode acontecer que f? seja integravel a Riemann,
sem que a funcao f o seja, como mostra a fungao do Exercicio m

®Recorde-se a Definicao
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Proposicao 13. Seja (f)nen uma sucessao de fungoes f, : [a,b] — R integrdveis
a Riemann convergente uniformemente para uma fungao f : [a,b] — R. Entao:

1) f € integrdvel a Riemann

2) Tem-se a igualdade

liyrln /ab folz)dx = /ab liin fn(z) dx.

2 Integrais de Riemann-Stieltjes e de Darboux-
Stieltjes

O integral de Riemann é uma das formas (mais simples) de definicdo de integral
de uma fungao. Mas nao é unica. Os integrais de Riemann-Stieltjes e de Darboux-
Stieltjes sao outras duas maneiras de defini¢ao de integral de uma fungao e que serao
apresentadas de seguida, numa versao que, embora nao sendo a mais geral, permite,
tanto quanto possivel, um estudo paralelo ao do integral de Riemann, mediante ligei-
ras adaptacoes das demonstracoes conhecidas para o integral de Riemann. Outras
formas de definicao de integral de uma funcao dominarao os temas seguintes.

Tal como anteriormente, consideremos uma fun¢ao limitada f : [a,b] — R defi-
nida num intervalo [a,b], a < b, e uma particao P definida como em , , onde
escolhemos, arbitrariamente, um ponto ¢; € [x;_1, z;] em cada um dos intervalos da
partigao P. Consideremos uma segunda fungao g : [a,b] — R (definida no mesmo
intervalo), crescente (em sentido lato), e a soma

Z fle)(g(wi) — g(ziov)). (9)

Esta soma chama-se soma de Riemann-Stieltjes da fungdo f no intervalo |a,b] rela-
tiva a funcao g, a particao P e a sucessao cy,. .., Cy.

Comparando com , a soma de Riemann-Stieltjes @ ¢é claramente uma gene-
ralizacao da soma de Riemann , a qual surge como um caso particular de @ para
a funcao crescente g(z) = x. Generalizando a Defini¢ao , tem-se a seguinte

Definicao 14. A funcao [ diz-se integravel no sentido de Riemann-Stieltjes em
relagdo a g no intervalo [a,b] se existir um nidmero real I' verificando a sequinte
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condi¢ao: para cada § > 0, existe uma parti¢cio Py de [a,b] tal que

> Fle)(gla:) = glaiy) = I'| <6
i=1
para qualquer particio {|xo, 1], [x1, 22|, ..., [xn_1, 2]} de [a,b] mais fina que P

e para qualquer escolha de pontos ¢; € [x;_1,2;]. O nimero I' € R designa-se
por integral de Riemann-Stieltjes da funcdo f em relagao a g no intervalo [a,b] e
denota-se por

I'= (R- S)/ fdg oul = (R— S)/ (@) dg(x). (10)

Nestas notagoes, a funcdao g designa-se por integrador, mantendo-se as designagoes
introduzidas na Defini¢do |1 para a funcao f, o intervalo |a,b] e os pontos a e b.

De modo semelhante, podemos generalizar as somas e :

n

S(f,9,P) =Y sup f(z)(g(x:) — glzi1)), (11)

i—1 TE[Ti—1,4]

n

s(fg,P):=>_ inf f()(g(x:) — g(wi1)). (12)

TE|T;—1,T;
i=1 [7, 1 7,]

Nesta generalizagao, as somas e chamam-se somas de Darbouz-Stieltjes
(respectivamente, superior e inferior) da funcao f relativas a fungdo g e a particdo
P.

Quer em relacao a soma de Riemann-Stieltjes @D, quer em relagao as somas de
Darboux-Stieltjes , , observe-se que, por a funcao g ser crescente, tem-se
sempre

9(zi) — g(xi—1) > 0.

Consequentemente:

e De
inf f(z) < fle) < sup  f(z)

z€[zi—1,24] T€[wi_1,7i]

resulta que

inf  f(z)(g(wi)—g(wi1)) < flei)(g(wi)—g(wi1)) < sup  f(2)(g(ws)—g(wi1)),

T€[Ti—1,Ti TE[Ti—1,T;4]
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o que implica que

i=1
e De
inf f(z) > inf f(z), sup f(z) < sup f(z)
r€[zi—1,7i] z€[a,b] x€lzi—1,7i) z€[a,b]
tem-se

n

s(fg.P)=>_ inf f(x)(g(z:) — g(xi-1)) (14)

x€[wi—1,%]

> inf f(@) > _(g(:) = glxin) = Jnf (2)(9(0) = g(a)
e, de modo semelhante,
S(f,9,P) < sup f(z)(g(b) — g(a)). (15)

z€a,b]

Isto, relativamente a particao P. No caso de se ter uma segunda particao de [a, b], @,
a monotonia da fun¢ao g permite ainda estabelecer uma relagao entre as somas infe-
riores s(f, g, P) e s(f, g,Q) e entre as somas superiores S(f, g, P) e S(f,g,Q). Para
o ilustrar, num dos intervalos [z;,_1, z;,] da particio P = {[zo,x1],...,[Tn-1,%n]}
tomemos um ponto ¢ € |z;,_1, z;,|[ e definamos a parti¢ao (mais fina que P)

Q =A{lxo,z1], ..., [Tig—1, ], [c, Tig] 5 - - s [Tno1, Tal }-

Deste modo,

n

s(f.9,Q) = er[gf oy T @) = glaia)) + [inf ]f(x)(g(C) = 9(%ip-1))
f;llo g TE|Tig—1,C

+ inff()(g(xi) —g(c)),

Tre [c,zio]

com

inf  f(z)> inf  f(2), inf f(z)> inf  f(z),

IE[IiO_l,C] ZE[ZiO_l,:EiO] IE[C,IiO] TEe [mio_l,zio]
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o que permite concluir, pela monotonia da funcao g, que

s(f,9,Q) = Z M f@gl@) —glw))+ b f2)(9(wi) = 9(@ie)-

TETi—1,%4 xe[xioflymio]
i#10
NS

—s(f.9.P)

Pela definicao de refinamento de uma particao, este raciocinio permite concluir, mais
geralmente, que para qualquer particao () mais fina que P,

s(f,9,Q) = s(f,9,P). (16)
De modo semelhante, conclui-se que
S(f.9.Q) <S(f,9,P). (17)

Isto tem como consequéncia directa que as somas inferiores sao sempre inferiores as
somas superiores! Com efeito, dadas duas partigoes P’ e P” do intervalo [a, ],

P = {[xO’xl] ye [xk*bxk]h P" = {[y07y1] 3 [ymflaym]}a

e uma particao () mais fina que P’ e que P” (por exemplo, a particao determinada

pelos pontos {zg, z1, ..., 2k} U{yo, y1,-..,Yn}), resulta de (L6), e de que
s(f,9,P") < s(f,9,Q) < 5(f,9,Q) <S(f,9.P").
Consequentemente, tendo também presente e (15),

_OO<SupS(f797P) SlI}fS(f,g,P) < +00,
P

que, no caso da funcao crescente g(z) = x, corresponde as desigualdades (@ da
Proposigao [l Tal como nessa proposigao, também aqui o supremo e o infimo sao
relativos a todas as parti¢goes P do intervalo [a, b].

Definicao 15. Se
ir]%fS(f,g,P) =sups(f,g, P), (18)
P

diz-se que a funcao f € integravel no sentido de Darbouz-Stieltjes em relagdo a g
no intervalo |a,b]. Ao valor comum chama-se integral de Darbouz-Stieltjes de
f em relagao a g no intervalo |a,b] e denota-se por

(D - 8) / fdg ou (D~ 5) / f(x) dg(z). (19)

10
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Exemplo 16. Seja f uma fun¢do constante, digamos, f(x) =k, x € [a,b]. Para
qualquer particao definida como em , , as somas de Riemann-Stieltjes @ e as
somas de Darboux-Stieltjes , relativas a uma fun¢ao crescente g : [a,b] — R
sao todas iguais a

k Z(g(ari) = g(zi-1)) = k(g(b) — g(a)).

Assim, f € integrdvel nos sentidos de Riemann-Stieltjes e de Darbouz-Stieltjes em
relacao a qualquer funcao crescente g, tendo-se

b b
(R - S)/ fdg=(D— s>/ £ dg = k(g(b) — g(a)).

Exemplo 17. De modo semelhante, por @, e , qualquer funcao limitada
f :[a,b] — R € integrdvel nos sentidos de Riemann-Stieltjes e de Darboux-Stieltjes
em relagdo a qualquer fungdo g constante em [a,b], com

(R—S)/abfdg=<D—S>/abfdg=o.

Generalizando o Teorema [6], tem-se o seguinte[

Teorema 18. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Tem-se que f € integrdvel
no sentido de Riemann-Stieltjes em relacdo a uma funcgao crescente g no intervalo
la,b] se, e somente se, f € integrdvel no sentido de Darboux-Stieltjes em relagdo a
g no mesmo intervalo. Nesta situagao, tem-se a igualdade sequinte:

-5 [ ra9= k-5 [ sa

Demonstracao. Suponhamos que f é integravel no sentido de Darboux-Stieltjes em
relagdo a uma fungao crescente g no intervalo [a,b]. Dado um 6 > 0, qualquer, por
defini¢ao de supremo, existe uma particao P de [a, b] tal que

S(fagap(;) > Slll)ps(f,g,P) — 0.
Logo, por , para qualquer particdo () mais fina que P§ tem-se

5(f,9.Q) 2 s(£,9.F5) > sups(f. g, P) = 0. (20)

6Num contexto mais geral, os integrais de Riemann-Stieltjes e de Darboux-Stieltjes sio definidos
em relagdo a uma fungdo g (apenas) limitada ([A74], [B76]). Neste contexto, estas duas nogdes de
integral nao sao equivalentes.

11
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De igual modo, por definicao de infimo e por , existe uma particao Py de [a, b]
tal que para qualquer particdo () mais fina que P§ verifica-se

S(f,9.Q) < 5(f,9, F) <inf S(f, 9, P) + 6. (21)

Assim, dada uma particdo P5 mais fina que P§ e que Py, para qualquer refinamento
Q = {[xo,x1],. .., [Ta_1, 2]} de Ps tem-se, por (20), e (13),
i=1

Isto, independentemente da escolha de pontos ¢; € [z;_1,x;]. Mas, por hipétese,

b
sup s(f,9,P) =it S(f, g, P) = (D — 5)/a fdg,

pelo que a tultima sequéncia de desigualdades significa que

< 0.

>t al) = glaii)) (D= 5) [ fdg

Da arbitrariedade de 6 > 0 podemos entao concluir que f é integréavel no sentido de
Riemann-Stieltjes em rela¢ao a g em [a, b] com

w-s) [ ras=w-s) [ sy

Reciprocamente, suponhamos que f é integravel no sentido de Riemann-Stieltjes
em relagdo a g em |[a, b]. Note-se que se g(a) = g(b), resulta da monotonia de g que
g € uma fungao constante, correspondendo a situagao ja analisada no Exemplo
Suponhamos entao que g(a) < g(b).

Pela Definigao , dado um 0 > 0, qualquer, existe uma parti¢ao Py de [a, b] tal

que para qualquer partigao P = {[zo,x1],...,[Tn_1,2,]} mais fina que Ps tem-se
> feale) ~ e - <5 (1= [1a5) @)
i=1 a

qualquer que seja a escolha dos pontos ¢; € [x;_1,2;], ¢ = 1,...,n. Novamente pela

definigdo de supremo e de infimo, note-se que em cada intervalo [x; 1, z;] existem
pontos ¢, ¢! € [x;_1,x;] tais que

1) 1

5 /
me[ii?,xi] f) = m < f(d),
. 6 /!
ceptnes " T aGm —gtay 7T
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pelo que

sup  f(z) —  inf f(x) < fc) — f(&) +

TE[Xi—1,%4] T€[xi—1,%]

2(g(b) — g(a))

Por conseguinte,
S(f>g>P) - S(f,g,P)

=2 ( sw )= inf  F()(g(r) - g(ri))
< (€)= FED o) - gl ) + 5

20) —gla)) 2@ ~ o)

T R S
B (Z Fe)glw) = g(wi0)) —f’) - (Z P () = glair)) —r) v
Sidiis

onde na tultima desigualdade se utilizou o facto de (22)) verificar-se, em particular,
para os pontos ¢, ¢! € [x;_y,x;],i=1,...,n.

1)

Desta forma conclui-se que para cada d > 0, existe uma partigao Ps de [a, b] tal
que para cada refinamento P de Pjs tem-se S(f, g, P) — s(f, g, P) < d. Como

s(f,9.P) < sups(f,g, P) <inf 5(f,9,P) < 5(f,9. P),
o que implica que
0<infS(f,9,P) —sups(f,g, P) < S(f,9,P) = s(f,9,P) <,
resulta, assim, que

Vo >0, OSiII})fS(f,g,P)—sups(f,g,P) <.
P

Consequentemente, infp S(f, g, P) = supp s(f, g, P), o que prova a integrabilidade
de f no sentido de Darboux-Stieltjes em rela¢do a g em [a, b]. O

Decorrente do Teorema L8| daqui em diante serao omitidos “(R-S)” e “(D-S)” nas
notacgoes e . Por uma questao de simplificacao, uma funcao integravel no

13
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sentido de Riemann-Stieltjes/Darboux-Stieltjes serd abreviadamente indicada como
R-S-integravel.
O resultado seguinte identifica uma classe importante de fungoes R—S—integréveisﬂ

Proposicao 19. Toda a func¢ao continua num intervalo [a,b] é R-S-integrdvel em
relacdo a qualquer funcdo g crescente nesse intervalo. Isto, independentemente de
g ser, ou ndo, continua em [a,b].

Contudo, recorde-se, se uma funcao g, como na Proposicao [I9] for crescente e
nao for continua, nao pode ter um numero arbitrario de pontos de descontinuidade
[F11]:

Proposicao 20. Uma funcdio mondtona num intervalo limitado e fechado tem,
quanto muito, uma infinidade numerdvel de pontos de descontinuz’dadfﬁ.

Demonstragao da Proposi¢do[19. Consideremos uma fungao f : [a,b] — R continua
e uma fungao crescente g : [a,b] — R. Pelas razoes indicadas na demonstracao do
Teorema [18] suponhamos que g(a) < g(b).

Como f é continua no compacto [a, b, f é uniformemente continua em [a, b]. Ou
seja, dado 0 > 0, qualquer, existe um £ > 0 (dependente apenas do §) tal que

)
r—y|<e, x,y€lab = |f(x)— fly)] < ———.
| | [a, b] [f(z) = f(y)l 00— 9(a)
Sejam entao Ps = {[yo, 1], - - [Ym—1,Ym]} uma particao de [a, b] tal que
max |y; —yia| <e
e P={[xo,21],..., [xn_1,2,]} um qualquer refinamento de Ps. Como {yo,¥1,-.-,Ym} <

{zo,x1,...,2,} tem-se

max |z, — ;1] < max lyi — yie1| < e.

"Trata-se mesmo de uma generalizacdo do Exemplo 7| alinea, 1!
8Em particular, este resultado relaciona a alinea 3 do Exemplo [7] com a alinea 2 do mesmo
exemplo.

14
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Deste modo,

n

i—1 TE€[zi—1,24] r€[wi—1,24]
= S (M) = Fm)) (g(w:) = g(ai0))
5 n

< 50 =g ;(9(%) —g(@i1)) =6,
uma vez que, sendo f continua, sup,ep,, ,.,1.f(x) = f(M;) e infoep, 2 f(z) =
f(m;) para algum M;,m; € [x;_1, 2], com |M; —m;| < |z; — ;4] <e,i=1,...,n.
Isto prova uma situagao semelhante a da demonstracao do Teorema |18 para
cada § > 0, existe uma particao Ps de [a,b] tal que para cada refinamento P de Ps
tem-se S(f, g, P) — s(f,g,P) < 0. Tal como nessa demonstracao, conclui-se entao

que infp S(f, g, P) = supp s(f,g, P). O

Neste ponto é oportuno salientar que, por g ser uma funcao crescente, reconhecem-
-se nos raciocinios anteriores grandes semelhancas com os efectuados para a inte-
gragao a Riemann. O mesmo acontece relativamente as propriedades que a seguir
se enunciam, sendo assim deixado como exercicio as respectivas verificacoes.

Proposigao 21. (Aditividade) Seja g : [a,b] — R uma fungdo crescente.

1) Se f : |a,b] = R é R-S-integrdvel em relagio a g no intervalo [a,b], entdo
qualquer restricao fieq a um subintervalo [c,d| C [a,b] com ¢ < d é R-S-integrdvel
em rela¢do a gj.q no intervalo [c,d).

2) Se f:]a,b] = R € R-S-integrdvel em relagdo a g em [a,b], entdo

b c b
/fng/fd9+/fdg (23)
para qualquer ¢ € la, b|.

8) Reciprocamente, se fiaq € fiep, @ < ¢ < b, sao R-S-integraveis em relagdo
a, respectivamente, gja.q € G|, €M, respectivamente, [a,c| e [c,b], entdo a fungdo
f:la,b] = R é R-S-integrdvel em relagio a g no intervalo [a,b] e tem-se (23).

Exemplo 22. No intervalo [—1,2] consideremos as fungées descontinuas

fz) =

3, se —1<z<1 0, se —1<z<0
g(x) = )
2, sel<ax<2 1, sel0<ax<2

Como [ nao € continua, desde ja nao podemos concluir que f é R-S-integrdvel em
relagio a g em [—1,2]. No entanto, observe-se o sequinte:

15
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e No intervalo [—1,1] a fungao f € constantemente igual a 3, o que garante, pelo
Exemplo que fi—1,1) € R-S-integrdvel em relagdo a gj—1,1 em [—1,1];

e No intervalo [1,2] a fungdo g é constante e, portanto, pelo Exemplo Jin2)
¢ R-S-integrdvel em relagao a g2 em [1,2].

Pela Proposi¢ao podemos entao concluir que f é R-S-integravel em relagao a g
em [—1,2]. Pela mesma proposi¢ao e pelos Exemplos e tem-se ainda

/jfdgz/_ll?)dgjL/lzfdg:/_ll?,dg:g;(g(l)_g<_1)):3_

No exemplo anterior, quer a fungao f, quer a funcao g, sao descontinuas. Mas
em pontos de descontinuidade diferentes. O problema coloca-se quando f e g tém
um ponto de descontinuidade comum.

Exemplo 23. Seja g : [a,b] — R a func¢do definida por

g(m):{o’ ser=a '

1, sex€]a,b

Comparativamente com o Exemplo trata-se de uma funcdo constante excepto
no extremo inferior do intervalo [a,b]. Nesta situagdo, para qualquer particio P
definida como em , , a soma de Riemann-Stieltjes @ de uma funcao limitada
f:a,b] = R reduz-se a

flen)(g(@1) —g(a)) = fler), a € la,z].
Suponhamos que f € uma funcdao continua a direita de a, isto €,
Vi>0de>0:|z—a|<e,z>a = |f(x)— fla)] <0.

Entao, dados § > 0, qualquer, e uma particio Ps = {[yo, 1], - -, [Ym—1,Ym]} de |a, b]
tal que maxi<i<m |Yi—yi—1| < €, para qualquer particio P = {[xg, 1], ..., [Tn_1, Ts]}
mais fina que Py tem-se maxi<;<p |T; — Ti—1| < maxi<i<m Vi — Yi—1| €, consequente-
mente,

|z — |0|L| < lrgza<>%|xi—xi_1] <e = |og—a|<e, Ve € la, 2]

xo

= |f(c1) = f(a)| <6, Y1 € [a,xq].
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Ou seja, f é R-S-integravel em rela¢io a g em |a,b], com

/a " fdg = Fla).

Mas o reciproco também € verdadeiro. Isto €, se uma fun¢ao f : [a,b] — R é
R-S-integravel em relacao a g, entao f € continua a direita do ponto a. Para o
verificar, raciocinemos por contra-reciproco e consideremos uma funcao limitada f
que nao € continua o direita de a. Isto significa que existe um & > 0 tal que, para
cada € > 0, existe sempre um ponto ¢ > a tal que |c —a| < € e |f(c) — f(a)| > 4.
Dada uma particao P = {[a, 1], ..., [Tn-1,b]}, qualquer, seja e = |xy — a|. Devido
a descontinuidade de f, existe entdo um ponto ¢ € [a, x| tal que |f(c) — f(a)| > 9.
Assim sendo, em termos das somas de Darboux-Stieltjes , tem-se

S(.0.P)=s(0.0.P) = s J) = inf f) 2 |1~ f@)] 20
z€laz ;
Atendendo a arbitrariedade da particdo fizada, isto prova que S(f, g, P)—s(f, g, P) >
d para qualquer particio P de |a,b]. Consequentemente, a funcao f nao é R-S-
integravel em relagao a g.

Exemplo 24. Dado a < ¢ < b, considere-se agora a sequinte func¢do g : [a,b] — R:

B 0, sea<z<c
g(z) = :
1, sec<z<b

Trata-se de uma fungao continua excepto no ponto ¢ onde

lim g(z) =1#0=g(c) = lim g(x). (24)

z—ct T—c~
Em alternativa a verificagdao por defini¢ao, resulta da Proposi¢ao[21) e do Exemplo
que uma fungao limitada f : [a,b] — R é R-S-integravel em relag¢io a g em [a, b
se, e S0 se,

lim f(z) = f(c)

z—ct

(Exercicio @ Assim, dadas as funcgoes fi e fo definidas, respectivamente, por
0, sea<fzxz<c 0, sea<z<c
fl (.T) = ) fg(l’) - )
2, sec<zx<b 2, sec<x<b
tem-se

lim fi(z) = fi(c), mlgg fo(x) # folc) = xlig{ fa(), (25)

z—ct

17
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pelo que fi; € R-S-integrdvel em relagdo a g em [a,b], enquanto que fy nao o é.

Porqué esta diferenca de integrabilidade entre fi e fo? Por € , a funcao
fa tem um tipo de descontinuidade no ponto c¢ igual ao da funcao § nesse mesmo
ponto: ambas sao descontinuas a direita em c. Mas o mesmo nao acontece com a
funcgao f1. O facto de fi ser continua a direita em ¢ compensa esta falha da funcao
g. Isto € suficiente para assequrar a integrabilidade de f, em relagao a g.

Proposicao 25. Sejam f, fi1, f2 : [a,b] — R funcgoes R-S-integraveis em rela¢ao a
uma fungao g crescente em [a,b]. Entdo:

1) Linearidade Para quaisquer o, B € R, af1 + B fs é R-S-integrdvel em relagdo
ag emla,b] e

/ab(afl+Bf2)dg=a/abf1dg+ﬁ/abfzdg-

2) Produto A funcao fifs € R-S-integrdvel em relagdo a g em [a,b].

3) Monotonia Se f; < fs,
b b
/ fidg S/ fadg.

/abf(:c)da: > 0.

4) |f| também é R-S-integrdvel em relagio a g em [a,b] e

/abfdg' S/ablfldg-

Para além da linearidade enunciada na proposicao anterior, tem-se ainda a se-

Em particular, se f >0,

guinte

Proposicao 26. Sejam ¢ e go duas funcoes mondtonas crescentes num intervalo
la,b] e f uma fungdo R-S-integrdvel em relagdo, quer a gy, quer a g, no intervalo
la,b]. Entdo, para quaisquer o, > 0, f € R-S-integrdvel em relagdo a fungdo
ag) + Bge em [a,b] e

/abfd(agl—Fﬁgz) =a/abfdgl+6/abfdgz.

Demonstracao. Comece-se por observar que por as fungoes g; e go serem crescentes
ea,>0,9:=ag + Bgs é uma funcao crescente.

18
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Tal como anteriormente, suponhamos, sem perda de generalidade, que « e 3 nao
sao ambos iguais a 0.

Dada uma particao P como em , , para qualquer ponto ¢; € [z;_1,x;],
1=1,...,n, tem-se

Z flei)(g(zi) — g(zi-1))

= « Z Fle)(gr(x:) = gr(ioa)) + B Y fle)(g2(x:) — ga(wioa)),

=1

reconhecendo-se nas duas ultimas somas as somas de Riemann-Stieltjes de f relativas
a mesma particao P, a mesma sucessao de pontos ¢y, . . ., ¢,, mas relativas as funcgoes,
respectivamente, g e go. Isto significa que, designando por

S(f7g> zz chz _g(xz 1))

S(f,9;, P Zf ci)(g5(x:) — gj(wi), 5 =1,2,
obtém-se
‘ (Fa P~ /fd91+6/ i)
< alS(f,91 P (a)i) — /afdgl +5‘ (f: 92, P, (ci)i) — /abfdgz-

O resto da prova decorre de f ser R-S-integravel em relacao a g; e a go. Com efeito,
pela Definicao dado § > 0, qualquer, existe uma partigao Pj de [a,b] tal que
se P = {[zo,x1],...,[Tk—1,2k]} for um refinamento de Pj, entdo, para qualquer
escolha de pontos ¢; € [z;_1, 2],

0
2(a+B)

De igual modo, para o mesmo J > 0, existe uma particao P{ de [a,b] tal que se

b
‘S(faglapla(ci)i)_/ fdgi| <

se tiver uma particdo Py = {[yo,%1],- .., [yi—1, ]} mais fina que Pj, entdo, para
qualquer escolha de pontos ¢; € [y;_1, yz],

J

b
‘S(fvg%P?a(Cz)z)_/ fdQQ <m
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Logo, se Py for um refinamento das partigdes P§ e Pgﬂ, quer Ps, quer qualquer
refinamento () de P estao nas condicoes atras descritas, tendo-se

]Uy@ ) (‘/f@h+@/f@a‘

b
S(f?.gl?Q?( ’L)’L)_/ fdgl +5‘ f7927Q (C’L)’L) / fd92

<

< 0.

Isto, independentemente da escolha feita para os pontos ¢; dos intervalos da particao
Q. Pela Definigao [I4] isto prova que f é R-S-integravel em relacao a g = ag1 + g2
em [a, b] e que o integral fab fdg éigual a

a/abfdgl+ﬁ/abfdgg.

O resultado seguinte é de certa forma surpreendente: a troca de papéis entre as

]

funcgoes f e g!

Proposicao 27. Seja f : [a,b] — R wma fun¢ao crescente. Entao, f é
integravel em rela¢io a uma fung¢ao crescente g em [a,b] se, e so se, g
integravel em relagio a f em [a,b]. Nesta situagao,

b b
/ngf@mw—ﬂmmn—/f@.

Observacao 28. Esta igualdade lembra a féormula de integracao por partes...

Demonstracao. Para a demonstracao deste resultado basta provar uma das im-
plicagoes. Suponhamos entao que f é R-S integravel em relacao a ¢ no intervalo
la, b]. Pela Defini¢ao , fixado um ¢ > 0, existe uma partigao Ps de [a, b] tal que

b
z;) —g(xi_1)) — / fdg|l <9, (26)
a
para qualquer parti¢ao P = {[xg,z1],. .., [xn_1,2,|} mais fina que Ps e para qual-
quer escolha de pontos ¢; € [z;_1,2;], ¢ = 1,...,n. Tal como na demonstracao
9Supondo P} = {[z{,x1],..., [x;717m;l]}, Py ={lyg,v!],. [ym 17ym]} por exemplo, para
Ps a partigdo determinada pelos pontos {xf, z], ..., 2} U {yo TN T
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anterior, denotemos a soma de Riemann-Stieltjes em (26| por

S(f.9,P, chz ;) — g(xi1)).

Nestas condicoes, dada a soma de Riemann-Stieltjes de g relativa a f

(g fP Clz chz xz 1 foz Cz Zf xz—

resulta de

que
f(0)g(b) — fla)g(a) — S(g, f, P, (ci)i)
= Z fxi)(g(xi) — g(ei)) + Z f(xio1)(g(ci) — g(wi1)), (27)

reconhecendo-se em uma soma de Riemann-Stieltjes de f relativa a g e a
partigdo determinada pelos pontos {xg,x1,...,z,} da particao P e pelos pontos
intermédios {cy, ..., c,}. Naturalmente que esta nova partigao é mais fina que P e,
consequentemente, mais fina que Ps. Logo,

me %—wa+2f%1 (e) = glwia)) = [ fdg) <3
e, portanto,
V@M@—ﬂ@ﬁ@—ﬂmﬁR@mwi/f@’
= > fagle) - 9(e)) + 3 Flaoi)lgle) — gain)) — [ fdg| <8

i=1
Isto, note-se, independentemente da escolha feita para os pontos ¢; dos intervalos

da particao P. Deste modo fica provado que g é R-S-integravel em relagao a f no
intervalo [a, b], com

/g#zf@ﬂ@—ﬂ@%ﬂ-/f@-
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Exemplo 29. Dada uma fungio f : [a,b] — R continua e crescente, decorre da
continuidade de f e da Proposicao[19 que f € R-S-integrdavel em relagio a si mesma!
Mazis, pela Proposicao tem-se ainda

/ Fdf = Fb)f(b) — f(a)f(a) - / fdf,

o que € equivalente a .
| 1= 5008 - )

Em particular, para f(x) = x, reconhece-se nesta igualdade uma outra bem conhe-

b 2 2
b a

dr = — — —.
/axx 2 2

Corolario 30. Se f é uma funcgdo crescente num intervalo [a,b] e g é uma funcao

cida:

crescente e continua nesse mesmo intervalo, entao f é R-S-integravel em relagao a
g em |a,b].

Demonstracao. Uma vez que g é uma funcao continua, resulta da Proposicao
que g é R-S-integravel em relagao a fungao (crescente) f. Consequentemente, pela
Proposigao [27, f é R-S-integrdavel em relagao a g. O]

No Corolario 30, a funcao g, além de crescente, é continua. E se, além da
continuidade, g tiver algum tipo de regularidade? Por exemplo, se g for diferenciavel
e com derivada ¢’ continua?

Teorema 31. Seja g € C*([a,b]) uma funcio crescente. Se f é uma funcio R-S-
integravel em relagio a g em [a,b], entdo a fungao fg' € integrdvel a Riemann no

/f m—/f@

Demonstracao. Atendendo ao Exemplo suponhamos que a fun¢ao f nao é iden-

intervalo [a,b] e tem-se

ticamente igual a 0. Assim sendo, M := sup,¢(, 4 |f ()| > 0.
Dada uma particao P definida como em , , consideremos a soma de Rie-
mann

(fg P Cz z Zf Cz z _xi—1)7
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para ¢; € [r;_1,2;], i = 1,...,n, quaisquer. Para a mesma particdo P e para os
mesmos pontos ¢;, consideremos também a soma de Riemann-Stieltjes

S(f.9, P, (c:)s) chl z:) — g(zi-1)).

Relativamente a esta iltima soma, observe-se que, por g € C'([a, b]), o Teorema do
Valor Médio permite concluir que, em cada intervalo [z;_1, x;] da particao P, existe
um ponto §; € (r;_1,x;) tal que

g(w;) — g(wi1) = ¢'(&)(xi — 1)

Por conseguinte, a diferenca das duas somas anteriores é igual a
S(fg, P, (c:)i) — S(f,9, P Zf ci) (g (i) — g'(&)) (2 — mim).

Por outro lado, como ¢ é continua no compacto [a,b], ¢’ é uniformemente
continua em [a, b, ou seja, dado § > 0, qualquer, existe um ¢ > 0 (dependente
apenas do 0) tal que

)
lz —yl<e, z,y €lab] = |g(x) —g'(y)| < m-
Assim, dada uma partigdo P§ = {[yo, 11], - [ym 1, Ym) } de [a, b] tal que maxy<;<pm |yi—

yi—1| < €, para qualquer parti¢ao P da forma . que seja mais fina que P§ tem-se

o b~ wil < o b vl <

e, por conseguinte,

)
ng,7P7 Cii)_Sfagapa Ci)i)| < 53777 Sup fﬁlﬁ' b—a)=;
(7', P, () = S(F,9.P, (€] < gy swp @I
Mas, por hipdtese, f é R-S-integrével em relacao a g em [a,b]. Consequente-
mente, para 0 mMesmo 5 > 0, existe uma particdo Py de [a,b] tal para qualquer
particao P da forma (|1 . que seja mais fina que Py,

b )
S(f.9. P, (ci):) — / fdg‘ <3
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Logo, se Ps for um refinamento de P e de Py, para qualquer refinamento P de Ps

da forma , tem-se
b
(9’ Pule) ~ | fdg'

<0,

< 15(f. P.(e)) — S(F,g. P, ()o)] + \S(f,g, P~ [ 1y

independentemente da escolha feita para os pontos ¢; dos intervalos da particao P.
Deste modo e pela Definicao (1 fica completa a demonstracao. O

Corolério 32. Se f,g € C'([a,b]) sdo duas fungies crescentes, entdo

[ @@ de = 1090 - @@ - [ 7@l

Demonstra¢ao. Como a funcao f é, em particular, continua em [a,b], pela Pro-
posicao , f é R-S-integrével em relagao a g em [a,b]. O resto da demonstragao é
consequencia da Proposigao 27| e do Teorema [31} O

Na seccao seguinte dar-se-a relevo a algumas fragilidades da integracao a Rie-
mann. Como a integragao nos sentidos de Riemann-Stieltjes e de Darboux-Stieltjes
sao duas generalizacoes da integracao a Riemann, a partida, seria expectavel que
as limitacoes da integracao a Riemann pudessem ser superadas por qualquer uma
destas generalizacoes em relacao a funcoes g “muito bem comportadas”. O caso
g(z) = a arrasa tais expectativas: trata-se de uma funcio até C*(R)!

3 Integracao a Riemann: Limitacoes

Apesar da integracao a Riemann parecer ser suficiente para a maioria das situagoes
do “dia-a-dia”, o facto é que, frequentemente, esta integracao revela fragilidades
que, na pratica, sao penalizantes para os objectivos pretendidof_r]:

Primeira: A classe de funcgoes integraveis a Riemann € relativamente pequena.

Como decorre dos exemplos apresentados em Exemplos [7] e [§ a integragdo a
Riemann é bastante penalizadora para fungdes com um grande nimero de descon-
tinuidades. Se existir um nimero numeréavel de descontinuidades tem-se integracao

10Que, recorde-se, reduz-se a integracao a Riemann.
1 Algumas delas foram até indiciadas quando recorddmos as propriedades do integral de Rie-
mann.
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a Riemann (Exemplo , mas fungoes “demasiado” descontinuas, como a funcao
de Dirichlet (que é descontinua em todo o intervalo [0, 1]), j& nao s@o integréveis a
Riemann (Exemplo [g)).

O caso exemplificado da fungao de Dirichlet estd ainda relacionado com uma
outra fragilidade da integragao a Riemann. Se uma fungao f : [a,b] — R é integravel
a Riemann, entao modificando f num ntumero finito de pontos obtemos uma nova
funcao também integravel a Riemann. Com efeito, se se alterar o valor da funcao
f nos pontos, digamos, z1,...,x, € [a,b], obtemos uma nova fungao ¢ : [a,b] — R
relacionada com a funcao f por f = g+ h com

h(z) = {0’ se & € [a, )\ {21, Zn}

flx) —g(x), sexe{zry,...,z,}

Evidentemente que h é integravel a Riemann (por ser uma fungao continua excepto
num numero finito de pontos) e fab h(x)dz = 0. Logo, pela Proposi¢ao (10| (Lineari-
dade), f — h é integravel a Riemann e

/abg(x)dwz/abf(x)dx—/abh(x)dx:/abf(x)dx_

Mas atengao: esta maneira de definicdo de uma nova fungao integravel (& Rie-
mann) a partir de uma fungao integravel (a Riemann) nao permite que a alterac¢ao
implique mais do que um numero finito de pontos. Se se alterar a funcao num
nimero infinito (mesmo que numeravel) de pontos ja ndo ha garantia que a nova
funcao seja ainda integravel a RiemannE Para o ilustrar, considere-se novamente
a funcao de Dirichlet. Note-se que esta funcao pode ser obtida a partir da funcao
identicamente igual a 0 em [0, 1] (que ¢ integravel & Riemann), alterando o valor
dessa fungao para 1 em todos os pontos de [0, 1] que sejam niimeros racionais. Esta
modificagao implica apenas um nimero infinito numerével de pontos de [0, 1], mas
o resultado final é uma func¢do que sabemos nao ser integravel a Riemann (Exemplo

8).

A interpretacao geométrica da nocgao de integral da-nos igualmente a percepcao
que a classe de funcoes integraveis a Riemann é relativamente pequena. Geometri-
camente, o integral de uma funcao integravel e positiva f representa a area limitada
pelo grafico de f e pelo eixo dos za:

12Tsto revela mais uma (enorme) limitagao do integral de Riemann.
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b
Area = I J(x)dx

Assim sendo, dada uma segunda funcao 0 < h < f, seria de esperar que h
também fosse integravel (afinal de contas o grafico desta nova funcao fica compreen-
dido entre o gréfico de f e o eixo dos zz!). Mas o exemplo apresentado na alinea 1)
da Observagao |12] indica que (no caso da integragao a Riemann) tal nao é verdade.
De igual modo, uma vez que f < |f|, seria expectavel que da integrabilidade (a
Riemann) de |f| se pudesse deduzir a integrabilidade (& Riemann) de f. Mas o
Exercicio [1| mostra que tal também nao é possivel.

Sequnda: A passagem ao limite de funcgoes integrdveis a Riemann nao tem proprie-
dades satisfatorias.

Do ponto de vista das aplicagoes, esta é uma das maiores limitagoes da integracao
a Riemann.

Exemplo 33. Para cada n € N, seja f, : [0,1] — R a func¢do definida por

4dn’z, sex € [O 1 [

' 2n
fo(®) =< 4n(1 —nz), sex € [%, %[ :
0, sex € [%, 1]
Graficamente:
A
2nt

v
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Fig.: In Capinsky, M., Kopp, E., Measure, Integral and Probability. Springer-Verlag,
2004.

Cada funcdo f, € continua e, como tal, integravel a Riemann com

1

1 L 1
/ folz)dx = fo(z)de + / fn(z) dx
0 0 =

1 1
= 4n2/ $dw+4n/ (1 —nx)dx
0 1

2n

= 1.

Considerando agora a sucessao de fungoes (fn)nen, observe-se que ela converge pon-
tualmente para a funcgdo identicamente igual a 0. (Com efeito, para cada x € [0, 1],
tem-se f,(x) =0 para qualquer n € N tal % < x.) A funcao limite é assim integrdvel
a Riemann. Contudo,

1 =lim /1 fol(z)da # /1 lim f,,(z) dx = 0.

Exemplo 34. Seja (r,)nen uma sucessao cujos termos sao todos os nimeros ra-
cionais do intervalo [0,1]. (Como o conjunto Q N [0,1] € numerdvel, a existéncia
de uma tal sucessao estd assequrada.) Para cada n € N considere-se a fun¢ao
D, : [0,1] — R definida por

D, (2) 1, sexe{ry,...,rn}
nx = ’
0, sexel0,1]\{r,...,m}

Uma vez que cada D, difere da func¢ao constantemente igual a 0 em apenas um
numero finito de pontos, cada D, € integravel a Riemann com

1 1
/ D, (z)dx = / 0dx = 0.
0 0

No entanto, como se verifica facilmente, a sucessao de funcoes (D,,)nen converge

) ) €
pontualmente para a fung¢ao de Dirichlet que, como sabemos, nao € integrdvel a
Riemann.

Os exemplos anteriores descrevem duas situagoes distintas que podem aconte-
cer. Uma primeira, em que podemos ter uma sucessao de fungoes f, : [a,b] — R
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integraveis a Riemann e “bem comportadas” no intervalo [a, b] convergente pontu-
almente para uma funcao também integravel a Riemann e “bem comportada” em
la, b] e, no entanto, a igualdade

lim /b fo(z)de = /b lim f,,(x) dx

nao é valida (como acontece no Exemplo , onde as funcoes f,, n € N, e a funcao
limite sdo continuas no intervalo [0, 1]). Uma segunda situagao, ilustrada no Exemplo
34 em que podemos ter uma sucessao de fungdes f, : [a,b] — R integraveis a
Riemann convergente pontualmente para uma funcao f : [a,b] — R e, contudo, f
nao ¢ integravel a Riemann em [a, b].

No caso de se ter convergéncia uniforme, a Proposicao garante que se uma
sucessao de fungoes f, : [a,b] — R integraveis a Riemann convergir uniformemente
para uma fungao f : [a,b] — R, entdo, nao sé f é integravel (4 Riemann) em [a, b],
como também tem-se a igualdade

lim /b folz)dx = /b lim f,(x) dx.

Mas, note-se, este tipo de convergéncia é uma hipotese bastante forte e o que a
pratica mostra é que é raro um tal tipo de convergéncia acontecer.
Terceira: Restricoes na aplicacao do Teorema de Fubina.

O facto de uma fungao f : [a,b] X [c,d] — R ser integravel a Riemann em
la,b] x [c,d] ndo garante que as fungdes [a,b] 2 = — f(z,y) (v € [c,d] fixo) e
le,d] 2 y— f(z,y) (x € [a,b] fixo) sejam integréveis & Riemann. Numa tal situagao
nao é verdadeira (nem faz sentidﬂ a férmula classica dada pelo Teorema de Fubini,

o et = | ([ reva)a= ([ s a

Exemplo 35. A funcao f:[0,1] x [0,1] = R

0, caso contrdrio

f(x,y):{l’ sexr=1eyeQnlo,1]

¢ integrdvel a Riemann em [0,1] x [0,1]. Contudo, a func¢ao [0,1] > y +— f(%,y)
coincide com a funcgao de Dirichlet, que sabemos nao ser integrdvel a Riemann.

13Recorde-se novamente a Definicao
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Estas limitagoes da integracao a Riemann sao argumentos fortes e motivadores
para que se procure uma extensao da integracao a Riemann que supere as insu-
ficiéncias apontadas. A razao de fundo para que estas fragilidades ocorram prende-
-se com a propria definicao do integral de Riemann que, sendo uma das formas mais
simples de definicao de integral, necessariamente tem implicitas maiores limitagoes.

As dificuldades descritas sdo superadas com a nocao de integral (de uma fungao)
devida a H. Lebesgue. Nesta, em vez de se particionar o dominio da funcao, como
no caso do integral de Riemann, particiona-se o conjunto de chegada (R) da fungao.
Assim, enquanto que na definicao do integral de Riemann analisa-se um valor da
fungao em cada intervalo [z;_1,z;] de uma particio do dominio (seja f(¢;), para
¢, € [wi1,ai) B), seia sUpyep, 0 f@) @), o0 infoep, 0 f(@) ), por contra-
partida, no integral de Lebesgue, para cada intervalo [y;_1,y;[ de uma parti¢do do
conjunto R avalia-se a quantidade de pontos do dominio cuja imagem (pela fungao)
pertence ao intervalo [y;_1,y;[. Por comparacao com a defini¢ao de integral de Rie-
mann, claramente esta construcao é mais elaborada. A comecar pelas questoes que
legitimamente levanta: “o que é que significa quantidade de pontos”; “como quanti-
ﬁcarﬁ essa quantidade de pontos?” A Teoria da Medida responde a estas (e outras)
questoes e, tendo sempre em vista a definicao do integral de Lebesgue, sera assunto
dos temas seguintes.

Exercicio 1. Considere a funcao

R sex €[0,1]NQ
fle) = {—1, sexel0,1]\Q

Prove que, embora | f| seja integrdvel & Riemann, f nao o é.

Exercicio 2. Mostre que as seguintes fungoes sao integraveis a Riemann:

a)
sen (@) , sex#0,m 21

f(z) = z € [0,27];
0, sex=0,m, 27
b)
sen ;>, sex#0, v# = keN
g(z) = <Sen(1/$) 7 7 . xel0,1].
0, sesz,x:%,kEN
MMedir!
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Exercicio 3. Seja g a fungao definida no Exemplo [24]
0, sea<z<c
g(x) = - (a <c<b).
1, sec<xz<b

Pretende-se mostrar que uma funcdo limitada f : [a,b] — R é R-S-integravel em
relagdo a g em [a,b] se, e s6 se, f é continua a direita do ponto ¢, tendo-se, nesta
situacao,

/abfdg:f(c)-

Verifique-o, utilizando...
a) ... A definigao;
b) ... A Proposigao [21]

Exercicio 4. Dadas as fungoes

fz) =

, g(r) = :
2 sel <z <2 3, sel<ax<?2

Y

{0, se0<zx<l1 {1, se0< <1

verifique que f é R-S-integravel em relagdo a g no intervalo [0, 2], com

/Ozfdgzzl.

Exercicio 5. Dada a funcao g : [a,b] — R definida por

oz) = {O, sex € [a,b[’

1, sex=0b

mostre que uma fungao limitada f : [a,b] — R é R-S-integravel em relacao a g em
[a, b] se, e somente se, f é continua a esquerda de b. Nesta situacao, conclua que

/abfdgz f(b).

Exercicio 6. Considere a seguinte modificagao da func¢ao g do Exercicio [3}

0, sea<fz<c
1, sechﬁb'

Determine uma condicao necessaria e suficiente para que uma funcao limitada f :
la,b] — R seja R-S-integravel em relagao a g, indicando o valor do integral.
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Exercicio 7. Calcule o valor dos seguintes integrais:

2 3
/ x de”, / e’ de”.
1 -2

Exercicio 8. ... As verificagdes que foram deixadas como exercicio! (Proposigoes

21 e )
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Medidas e o Que Medir

Maria Joao Oliveira

13 de Fevereiro de 2020

Como o final do tema anterior deixa antever, uma parte essencial da definicao do
integral de Lebesgue reside na nog¢ao de medida de um conjunto. Contudo, como a
experiéncia do dia-a-dia nos indica, antes de fazermos uma medigao temos de saber
o que vamos medir. E como. Por exemplo, se tivermos duas mesas, uma redonda
e outra rectangular, faz sentido pensar em pesar ou medir a altura de cada uma
das mesas. Mas ja nao faz qualquer sentido pensar em medir o diametro da mesa
rectangular. S6 o faz para a mesa redonda. (Acrescente-se que, a serem realizadas
as medigoes pensadas, até sabemos como as fazer.)

Uma situagao semelhante acontece em Matematica. Independentemente do que
por agora se possa entender por medir, numa primeira fase temos de comegar por
identificar os conjuntos que sao passiveis de ser medidos — os conjuntos mensurdveis
— e, s6 numa segunda fase, o modo como os podemos medir.

1 Conjuntos Mensuraveis

No que se segue, consideremos um conjunto X, arbitrario, nao vazio.

Definigao 1. Uma familia A de subconjuntos de X chama-se uma o-dlgebrdl] sobre
X se verificar as trés propriedades sequintes:
(i) X € A;
(ii)) Se A€ A, entio X \ A € A;
(111) Se A, € A, n € N, entdo
JAeA (1)
neN

Se A € uma o-dlgebra sobre X, o par (X, A) designa-se por espago mensurdvel e os
elementos de A chamam-se conjuntos mensurdveis (em relagdo a A).

LA letra “o” do alfabeto grego lé-se “sigma”, pelo que “o-dlgebra” 1é-se “sigma-algebra”.
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Dada uma o-algebra A sobre X, varias consequéncias resultam de imediato das
propriedades (i)—(iii):

e Uma vez que X € A, resulta de (ii) com A = X que

f=X\XeA (2)

e Se A, € A, n €N, entao, por (ii) e por (iii),

X\ (4. =Jx\4,) €A

neN neN cA

Consequentemente, devido a (ii),

() A € A. (3)

neN

Ou seja, a interseccao de elementos de A também é um elemento de A.

Relativamente a propriedade (iii) da Definigao , observe-se que os conjuntos A,
n € N, sao quaisquer elementos de A. Isto nao exclui a possibilidade de os A,, serem
todos iguais, ou de serem todos iguais a partir de certo n € N. Em particular e visto
ter-se , pode acontecer que A, = () a partir de certo n € N. Nesta situacao, a
uniao (1)) na propriedade (iii) reduz-se a uma uniao finita de conjuntos. Mas também
pode suceder que A, = X a partir de certo n € N. Neste caso, a intersec¢ao é
uma interseccao finita de conjuntos.

Estas consideragoes significam, por outras palavras, que uma o-algebra A so-
bre X é uma coleccao de subconjuntos de X que contém o préprio conjunto X, o
conjunto vazio, todas as unioes e todas as intersecgdes possiveis (finitas ou infinitas
numeraveis) de elementos de A e o complementar de todos os elementos de A.

Exemplo 2. Assim, como exemplos de o-dlgebras temos:
1) A classe P(X) de todos os subconjuntos de X ;
2){0,X}.

Observagao 3. Como uma o-algebra A sobre X é uma familia de subconjuntos de
X, naturalmente tem-se

ACPX) (4)

no sentido que
Ac A = AePX). (5)

Contudo, como sublinhado, A é uma familia de elementos de X, pelo que a inclusao
contraria, P(X) C A, é falsa, salvo, claro, se A = P(X).
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Generalizando a relagao , entre uma o-algebra genérica A sobre X e a
o-dlgebra P(X) tem-se a seguinte

Definicao 4. Dadas duas o-algebras A e A" sobre X diz-se que A" é uma sub-o-
dalgebra de A, e escreve-se A" C A, se

Ac A —= Ac A

Observagao 5. Em virtude de qualquer o-algebra A sobre X verificar , resulta
que P(X) é a maior o-algebra (no sentido da Defini¢ao {f) sobre X. Por contraste,
como X e o conjunto vazio sao elementos de qualquer o-algebra A sobre X, tem-se
{0, X} C Ae, por conseguinte, {0, X} é a menor o-dlgebra (no sentido da Definigao
4)) sobre X.

O enunciado seguinte estabelece que a intersecgao de o-algebras sobre X ¢ ainda
uma o-algebra sobre X. Trata-se de um resultado que terd um papel preponderante
na defini¢cdo de uma classe particular de o-algebras: as o-algebras geradas (Definigao

seguinte).

Proposicao 6. Sejam I um conjunto de indices (ﬁmtcﬂ mfinito numerdvel ou
infinito nao numerdvel) e { A, : a € I'} uma familia de o-dlgebras sobre X . Entdo,

{ACX:Ac A, Vael} (6)
¢ uma o-dlgebra sobre X.

Demonstracao. Por uma questao de simplificacao, denotemos abreviadamente @
por A:
A={ACX:Ac A, Vael}.

Como cada A, é uma o-algebra sobre X, decorre da alinea (i) da Definigao [1] que
XeA, Vacel.

Isto, equivalentemente, traduz-se por X € A, pelo que A verifica a propriedade (i)
da Definigao [T}
Para a verificagao da propriedade (ii), observe-se que se A € A,

AeA,, Vael.

2Mas nao vazio.
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Logo, a propriedade (ii) da Defini¢ao verificada por todas as o-dlgebras A,,
assegura que
X\Ae€eA, Vacel,

o que prova que A também verifica a propriedade (ii) da Defini¢ao

Para a conclusao da demonstracao, resta provar que A verifica a propriedade
(iii) da Definigao . Para o efeito, consideremos elementos A,,, n € N, arbitrarios de
A. Por defini¢ao de A, tem-se que

VvneN, A,eA, Vacel.

Isto significa que, para cada o € I, os conjuntos A,, n € N sao elementos da
o-dlgebra A,. Assim, por (iii) da Definigdo [1]

UJAne A, Vael

neN

Dito de outro modo, equivalente,

UAneA,

neN

com o que fica completa a prova que A satisfaz a propriedade (iii) da Definigao

1l ]

Definigao 7. Dada uma familia {A, : « € I} de o-dlgebras nas condigoes da
Proposigao [0, a o-dlgebra

{ACX:Ac A, Vael}

designa-se por o-dlgebra intersec¢ao das o-dlgebras A,, o € I, e denota-se por

M Ao

acl

Observagao 8. Com o sentido dado pela Defini¢ao [}, tem-se

() Ac C A, Vael

ael

Nem todas as familias de subconjuntos de X sao uma o-algebra sobre X. Por
exemplo, tomando, em particular, X = R, a classe

{la,b] : a < b} (7)
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nao define uma o-algebra sobre R. Com efeito, |0, 1],]2, 3] sdo dois elementos desta
classe, mas |0, 1] U ]2, 3] nao ¢é da forma |a,b]. Logo, |0,1]U|2,3] ¢ {]a,b] : a < b}.
Assim, a propriedade (iii) da Definigao |1| falha. Neste caso serd entao natural a
seguinte questao: para além de P(R), existe alguma outra o-dlgebra sobre R em
que, entre os seus elementos, estejam todos os intervalos da forma ]a, b] com a,b € R
e a < b? Como veremos, a resposta é sim.

Teorema 9. Seja F uma familia de subconjuntos de X. Fxiste uma, e uma unica,

o-dlgebra A sobre X que verifica as duas condigoes sequintes:
1) Se A€ F, entao A € A;
2) Se A’ € uma o-dlgebra sobre X tal que

Ac A, VAeF,
entao A C A’ (no sentido da Definicio []).

Generalizando a Definigao E|, dada uma familia genérica C de subconjuntos de X
e uma o-algebra A sobre X, diremos que A contém C, e escreveremos C C A, se

AceC = Ac A
Com esta notagao, a condigao 1 do Teorema [9] é entao equivalente a
FCA (8)
e a condicao 2 do mesmo resultado traduz-se, abreviada e equivalentemente, por
F C A (A o-dlgebra sobre X) = AC A'. 9)

Com esta reformulagao das duas condi¢oes do Teorema [9] evidencia-se que a o-4l-
gebra A dada pelo Teorema [J caracteriza-se, de modo equivalente, como a menor
o-algebra (no sentido da Defini¢ao |4]) sobre X que contém F. Consequentemente, o
enunciado do Teorema [J] é equivalente ao seguinte enunciado:

Teorema 10. Seja F uma familia de subconjuntos de X. FEntao, existe a menor
o-dlgebra (no sentido da Definicao |j]) sobre X que contém F.

Demonstracao. A ideia desta demonstracao é considerar a interseccao de todas as
o-algebras sobre X que contéem JF. Mais concretamente, seja [ a familia de todas
as o-algebras B sobre X tais que F C B. Em particular, pela Observagao [ tem-se
que P(X) € I, pelo que I # (). Assim sendo, pela Proposicao [6)]

A= ﬂ B (10)

Bel
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é uma o-algebra sobre X. Como, naturalmente,
FCB, VBel,

tem-se ainda que F C A. Pela prépria definigdo da o-algebra intersecgao ((10)) e pela
Observacao [8, A é a menor o-algebra sobre X que contém F: se A’ for uma outra
qualquer o-algebra sobre X que contém F, entao A’ € I, pelo que A’ também tem
de conter (no sentido da Defini¢ao |4f) a o-algebra ([10)). m

Definicao 11. Nas condicoes dos Teoremas @ ou |10, a o-dlgebra A (definida por
) chama-se o-dlgebra gerada por F e denota-se por

a(F).

Observagao 12. Com esta notacao, as propriedades e @D da o-dlgebra o(F)
podem agora ser reescritas na forma, respectivamente,

F Co(F)

F C A (A o-élgebra sobre X) = o(F) C A'. (11)

Na pratica, decorre de que se se tiver de provar que o(F) C B para alguma
o-algebra B, entao basta mostrar que F C B.

A resposta a questao colocada em estd assim encontrada. A o-dlgebra
o ({Ja,b] : a < b})!

Acresce, esta é a menor o-dlgebra sobre R que responde a questao em .

Ainda no caso particular X = R ou, mais geralmente, X = R" para n € N,
consideremos a familia de todos os conjuntos abertos de R™. Como o complementar
de um conjunto aberto ¢ um conjunto fechado, esta familia nao verifica a propriedade
(ii) da Definigao (1| e, por conseguinte, nao é uma o-édlgebra. Pela relevancia deste
caso em Teoria da Medida, a o-algebra gerada pelos conjuntos abertos de R™ tem
uma designagao e uma notagao proprias:

Definicao 13. Dado o espagco R™, n € N, a o-dlgebra gerada pelos conjuntos abertos
de R"™ chama-se o-algebra de Borel de R™ ou o-dlgebra dos borelianos de R™ e denota-
se por Brn. Os elementos de Brn designam-se por borelianos de R™.
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Proposicao 14. Tem-se
o ({la,b] : a < b}) = Bg.

Demonstragao. Para simplificagdo, denotemos a o-dlgebra o ({]a, b : a < b}) por A.
Para provar a igualdade entre o-algebras A = Bg, ha que provar as inclusées A C By
e Bg C A (entendidas no sentido da Definigao . Como ambas as o-algebras sao
o-dlgebras geradas, pela Observagao [12] basta entao verificar que

la,b] € Bg, Va,beR,a<b,
para se concluir a primeira inclusao, e que

OeA, VO CR aberto,

para se inferir a inclusao Br C A.
12 Parte: Consideremos dois niimeros reais a, b quaisquer tais que a < b. Tem-se

]a,b]:f.ﬂa,zw%[,

n=1

onde cada intervalo }a, b+ %[ ¢ um aberto de R. Logo, ]a, b+ H € Br para cada
n € N. Como Bg é uma o-algebra, resulta entao de que

o0

Ja,b] = ﬂ]a,an%{EBR.

n=1

2% Parte: Dado um conjunto aberto O C R, comecemos por provar a igualdade

0= {la,b] CO}. (12)

a,beQ

a<b
Note-se que por Q ser um conjunto numeravel, esta uniao é uma uniao numeravel de
elementos de A. Assim, uma vez provada a igualdade , resultara directamente
da propriedade (iii) da Definigao [I| que O € A, o que completa a demonstragao.

Para a verificacao de , basta provar a inclusao ”"C”, visto que a inclusao
contraria é imediata. Consideremos entao um x € O, qualquer. Como O é aberto,
existe um r > 0 tal que
Jt —r,x+7r[CO.
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Relativamente aos pontos z, x +r € R, a densidade de Q em R assegura a existéncia
de um b € Q tal que x < b < z + r. Analogamente, para os pontos z — r,x € R,
existe um a € Q tal que r — r < a < z. Logo,

z€la,b] Clr—rx+r[C O

e, portanto,

ve | J{lab €O}

a,beQ
a<b

Fica assim provada a inclusao

oc J{jatcoO}

a,beQ
a<b

2 Medidas

Identificados os conjuntos que sao passiveis de ser medidos estamos agora em condi-
¢oes de introduzir a nocao de medida. No que se segue, consideremos um espaco

mensurdvel (X,.A4) (Definicao [L).
Definicao 15. Uma aplicagcao pn @ A — RT = Ry U {400} é uma medida sobre

(X, A) se verificar as sequintes propriedades:

(1) p(@) = 0;

(ii) Se A, € A, n € N, sao disjuntos dois a dois (isto €, A,NA,, =0 sen # m),

entao
p (U An> = ul(Ay). (13)

neN
Se p é uma medida sobre (X, A), o tripleto (X, A, u) designa-se por espago de me-
dida.

Observagao 16. 1) Como o dominio de uma medida é uma o-algebra A, por ({2
temos garantido que () € A. Logo, em (i) da Defini¢ao [15| faz sentido considerar a
medida 4(0) do conjunto . De igual modo, por (iii) da Defini¢ao [l a unido que
surge em é um elemento de A, pelo que faz sentido a medida da unidao que
aparece em ([13)).

2) Uma medida é uma aplicacdo com valores nao negativos, podendo, eventu-
almente, ser igual a +o0o. Ou seja, pode acontecer que p(A) = +oo para algum

Ae A
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Observagao 17. Como caso particular da propriedade (ii) da Definigao [15| resulta
que, para quaisquer dois conjuntos A, B € A, AN B = (), tem-se

H(AUB) = p(A) + u(B). (14)

Para o verificar, basta considerar em (ii) da Definigao [15| os elementos de A, dis-
juntos dois a dois, A; := A, Ay := B e A, := () para n > 3. Generalizando este
raciocinio, a igualdade generaliza-se entao a um qualquer nimero finito de
elementos Ay, ..., Ay (k € N) de A disjuntos dois a dois:

Exemplo 18. Dados X # 0 e A=P(X):
1) Fizado um z € X, a aplicagdo 0, : P(X) — {0, 1},

5,(A) = 1 sex €A
00 o, sex ¢ A

¢ uma medida sobre (X, P(X)). Esta medida mede a presenga, ou nao, do ponto x
em cada subconjunto A C X e designa-se por medida de Dirac associada a x.
2) A aplicagio p: P(X) — Ear,

J(A) = {#(A) (:= cardinal de A), se A € finito

L. . )
~+00, se A € infinito

também é uma medida sobre (X, P(X)), que se chama medida de contagem. Esta

designagdo € uma clara alusio ao facto de p(A) ser igual ao nimero de elementos

de ACX.

Os resultados seguintes enunciam algumas propriedades das medidas. A par da
prépria definicao de medida, também elas fazem parte da nossa intuicao quando, no
dia-a-dia, pensamos nalguma medigao.

Proposicao 19. Seja (X, A, u) um espago de medida.
1) Monotonia Se A,B € A e AC B, entao

u(4) < u(B).
2) Dado k € N, se Ay,..., Ay G.AEL entao

3Note-se, ndo necessariamente disjuntos.
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3) Se {An}nen € uma familia de elementos de AY entdo

m (U An> < iu(z‘ln)-

Demonstragao. Como B € A pode ser decomposto na uniao disjunta B = AU(B\ A)
com A, B\ A € A (Exercicio |l| alinea a), tem-se, por ((14)),

1(B) = u(A) + p(B\ A) = p(A),

ja que, pela Definicao (15 u(B\ A) > 0. Deste modo fica provada a primeira alinea
da proposicao.

Para demonstrar a segunda, comecemos por considerar o caso, mais simples, em
que k = 2. Neste caso, a uniao A; U Ay pode ser decomposta na uniao disjunta

AjUAy = (AU A)N(ATU(X \A)) =AU (AN (X \ A)), (16)

=X

com Ap, A N (X \ A;) € A. Assim, novamente por ,
(A1 U Az) = p(Ar) + p(A2 0 (X \ Ay)).
Da primeira parte desta demonstracgao resulta entao
AN (X \ A1) C Ay = p(AxN (X \ Ar)) < p(A),
e, por conseguinte,
(A1 U Ag) = p(Ar) + p(A2 N (X \ A1) < p(Ay) + p(Az).

A igualdade permite ainda reescrever qualquer uniao finita numa uniao de
conjuntos disjuntos dois a dois. Com efeito, para £ = 3, uma aplicacao de a
AiUAy e a As conduz a

AjUAsUA3 = (A1 U A) U (A3N (X \ (A1 U Ay))),

pelo que, novamente por , obtém-se a decomposicao de A; U A; U As na seguinte
uniao finita de conjuntos disjuntos dois a dois:

ATUAUAs = A U(AN (X \ A1) U (A5 N(X N\ (41U Ay))).
\E:\/ €A h gﬁl .

4Também aqui, ndo necessariamente disjuntos dois a dois.
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Por iteracao deste raciocinio, obtém-se, mais geralmente, para quaisquer Ay, ..., A, €

A, keN,

k—1 ¢
Alu...UAk:Alu(AgﬂAf)U(Agﬂ(AluAQ)C)U...U<Akﬂ<UAi> )

i=1

[\

VvV
unido finita de elementos de A disjuntos dois a dois

(Aqui, por uma questao de simplificagao, utilizou-se a notagao usual A°:= X \ A.)
Assim sendo, resulta de e da primeira parte da demonstragao que

p(AU . UAL) = p(Ar) + p(AaNAS) + u(AsN(AUA)S) + ... + u(Am <U A) >

i=1

< u(Ar) + pu(Az) + pu(As) + .o+ p(Ayg),

o que prova a alinea 2) da proposicao.
Mais geralmente, dada uma familia {A, },en (infinita numerédvel) de elementos
de A, tem-se a igualdade de conjuntos

U (e (Un) )

VvV
unido infinita numerével de elementos de A disjuntos dois a dois

UAn: AU

neN

pelo que, pela propriedade (ii) da Defini¢ao [15] e pela primeira parte desta demons-

() s (1n(Un)
< p(Ar) + ZU(An> = ZM(An)-

= n=1

tracao,

Corolario 20. Se p1 € uma medida sobre (X, A), entdo
0 < p(A) <p(X), VAeA

Demonstracao. Uma vez que para qualquer A € A tem-se ) C A C X, o resultado
deste coroldrio é uma consequéncia da propriedade (i) da definicio de medida e da
alinea 1) da Proposigao [19 O
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Proposicao 21. Seja (X, A, p) um espago de medida.
1) Se A,, n € N, é uma sucessio crescente de elementos de A, isto €,

AngAn+17 AnEAa VTLEN,

entao

(UA>_hmuA)

neN

2) Seja A, n € N, uma sucessao decrescente de elementos de A, isto €,
AnQAn+1, AnGA, Vn e N.

Se u(A,,) < +oo para algum ng € N, entao

(ﬂA)-hm,uA)

neN

Demonstracao. Dada uma sucessao crescente de elementos de A,
A CACA3C...CA, CA 1 C. .,
defina-se

Bl = Al,
Bn+1 = An+1 \ An, n € N.

Pela alinea a) do Exercicio , tem-se que cada B, € A, n € N. Do facto da sucessao
A,, n € N, ser crescente, resulta que os conjuntos B,, sao disjuntos dois a dois e

(s nen

Deste modo e por ,

pelo que
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onde (recorde-se a defini¢do de soma de uma série),

> n(Bu)=limy  u(By).
n=1 k=1

Como

U 4.=JB. (17)

neN neN

esta parte da demonstragao fica completa por aplicagdo da propriedade (ii) da de-
finicao de medida, ja que, por esta e por ,

> (o) = (U Bn> - (U An> |

neN neN

Consideremos agora uma sucessao decrescente de elementos de A:
A1 DA DA3D ... DA D Ay 2.
Supondo p(A,,) < +oo, defina-se
Cpn:=An \An €A, n>ng.

Como A,, 2 A, para qualquer n > ng, observe-se que pela alinea 1) da Proposicao
tem-se p1(A,) < pu(A,,) < 400 para todo o n > ng e p(MpznyAn) < 1(A,,) <
+00.

Claramente,

wo=(mrna)u(na)=(Ue)o(na)

onde as unides sublinhadas sao disjuntas. Assim sendo e por ([14)),

M(Am):u(U Cn>+u<ﬂ An>,

n>ng n>ngo

ou seja,

u(ﬂ An) Zu(Ano)—u<U Cn)-

n>ngo n>ng
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Mas, note-se, C,, C C,, 41 para todo o n > ny. Logo, pela primeira parte da demons-
tragao e pelo Exercicio [7]

u(LMl)I@WKMIEWM&M—M&MIMMWM4?MM&

n>ng

pelo que

M ( ﬂ An) = p1(Any) — ( U Cn) = hgnM(An)-

n>ngo n>ng

]

Definigao 22. 1) Uma medida p sobre (X, A) diz-se finita se (X) < 400. Nesta
situagao, (X, A, 1) diz-se um espago de medida finita.

2) Em particular, se u(X) = 1, u chama-se medida de pmbabz’lidadeﬁ e (X, A, )
designa-se por espaco de probabilidade.

Defini¢ao 23. Uma medida p sobre (X, A) diz-se o-finita se existirem X, € A,
n € N, tais que p(X,,) < +o00 para cadan € N e

X =Jx. (18)

neN

Qualquer medida finita sobre (X, .A) é naturalmente o-finita: basta considerar
X =X e X, =0 paran > 2. Mas o reciproco é falso, salvo se a uniao em for
finita (Proposicao [19] alinea 2). Se p é uma medida o-finita sobre (X,.A) e a uniao
(18]) é infinita numerével, entao e de acordo com a alinea 3) da Proposicao ,

pX) < 37 (X,

Embora cada u(X,) seja finito, é evidente que a desigualdade anterior de modo
algum implica que u(X) < +oc.

Observagao 24. O caso interessante é quando uma medida o-finita p sobre (X, .A4)
nao é finita. Neste caso, apesar de p(X) = +o00, o préprio conjunto X admite uma
decomposicao (infinita) numeravel em subconjuntos X,, € A de medida finita.

5(C4 estd uma nocdo j4 conhecida do curso de Elementos de Probabilidades e Estatistica do 1°
ano! Nao é de estranhar. Efectivamente, as medidas de probabilidade sdo uma importante classe
de medidas, que ocupam um lugar de relevo em Teoria da Medida, estando-lhes, assim, reservado
um tratamento préprio e separado: a Teoria das Probabilidades.
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Exemplo 25. Retomando o Exemplo [18:

1) Fizado x € X, tem-se §,(X) = 1 e, por consequinte, o, € uma medida de
probabilidade. Consequentemente, o, € também o-finita. Isto independentemente do
conjunto X considerado.

2) Mas, no caso da medida de contagem, a situagao € diferente: esta medida é
finita se, e somente se, X € um conjunto finito.

Se X é um congunto infinito, mas numerdvel, digamos, X = {x1,x,...}, tem-se

X = U{xn}

neN

com p({x,}) = #{x,}) = 1 para cada n € N, pelo que, embora a medida de
contagem |1 nao seja finita, ela é o-finita. No entanto, se X nao for numerdvel
(por exemplo, X = R), entdo p nao é o-finita. Isto, porque, numa tal situagdo, X
nao pode ser decomposto numa uniao numerdvel de subconjuntos X, C X tais que

w(X,) = #(X,) < +o0.

Um terceiro exemplo de medida, bastante mais envolvente, reserva-se para a
seccao seguinte. Ai, X = R", paran € N.

3 Medida de Lebesgue

Na definicao do integral de Riemann em R", n € N, seja por recurso as somas de
Riemann, seja por recurso as somas de Darboux, observe-se, hd um elemento de
medida que esta sempre presente:

e No caso n = 1, a amplitude ou o comprimento dum intervalo limitado e
fechad(ﬂ [a,b], a < b—o0 qual éigual a b— q;

e Para n = 2, a drea dum rectangulo [a1,b] X [as,bs] — dada pelo produto
(b1 — a1) - (b2 — a2);

e Ou, mais geralmente, o volume dum produto cartesiano de n > 3 intervalos
[a1,b1] X ... X [an,b,] —igual a (by —ay) ... (b, — ay).

A este facto, acresce, que estas classes de produtos cartesianos (caso n > 2), ou
de intervalos (caso n = 1) sdo conjuntos fechados de R™ e, por conseguinte, existe

6Recorde-se a defini¢do das somas de Riemann (3) (do primeiro tema) e das somas de Darboux
(4) e (5) (do mesmo tema).
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uma o-algebra natural sobre R™ que as contém: a o-algebra Br» dos borelianos de
R" (Definigao [13). Assim sendo, como definir uma medida m sobre (R™, Bg:) tal
que

m([ar, b1] X ... X [an, bn]) = (b1 —ay) - ... - (b — an),

para quaisquer a; < b;, i =1,...,n?

Tendo como ponto de partida apenas estes elementos, a ideia para a definicao
da medida m é considerar, para um boreliano genérico A C R", uma cobertura
formada apenas por conjuntos da forma [ay, by] X ... X [ay, b,], cujo volume sabemos
como calcular. Naturalmente que existem varias coberturas possiveis de A nestas
condicoes. Por exemplo, para A uma bola em R?:

W L

AR

A medida m(A) de A serd entdo definida como o menor volume de todas as
coberturas possiveis de A da forma [ay,b1] X ... X [ay, by].

Para concretizar esta ideia, no que se segue denotaremos por I um qualquer
produto cartesiano de intervalos fechados da forma

I::[&l,bl]x...X[an,bn], aigbi,izl,...,n,
a que chamaremos um intervalo (fechado) em R™, e denotaremos o volume de I por
v(l):=(by —ay) - ... (by — ay). (19)

Observe-se que, dado um conjunto A C R", qualquer, existe sempre uma familia
numeravel de intervalos I, tais que

AcJIL (20)
k
Com efeito, como
U [~k k] x o ox [k, K] = R™, (21)
keN :[—‘I;k]n
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a familia de intervalos I, = [—k,k|", k € N, verifica (20). Uma familia (finita ou
infinita numerével) de intervalos I, que verifica chama-se uma cobertura de A.

Definindo-se
m*(A) := inf v(1g), (22)

onde o infimo é sobre todas as coberturas de A, fica assim definida uma aplicacao,
m*, na o-dlgebra P(R™).

Defini¢ao 26. A aplicagao m* : P(R") — ﬁ; definida por chama-se medida

exterior de Lebesgue.
No entanto, como veremos, m* nao ¢ uma medida sobre (R™, P(R")).

Proposicao 27. A medida exterior de Lebesgue m* satisfaz as sequintes proprieda-
des:

1) Se I C R™ € um intervalo, entdo m*(I) = v(I).

2) m*(0) = 0.

3) Se A C B, entao m*(A) < m*(B).

4) Dados A; CR", i € N,

m* <U Ai> < Zm*(Ai). (23)

€N

Demonstragao. 1) Se I é um intervalo, entdo I é uma cobertura de si proprio. Assim
e por defini¢ao de infimo,
m*(I) <wv(I).

Para se provar a desigualdade contraria, note-se que, ainda pela definicao de infimo,
dado um e > 0, qualquer, existe uma cobertura {I} de I tal que

Zv(]k) <m*(I) +e.

Naturalmente,

I=1In <U1k> = Jun),

k
em que cada interseccao I N [, é um intervalo (fechado) em R™. Assim, atendendo
as propriedades ja nossas conhecidas da no¢ao de volume (|19)) tem-se

o) <Y oI N L) <Y u(ly),
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pelo que
v(I) < Zv([k) <m*(I)+e.
k
Da arbitrariedade de € > 0 resulta entao que v(1) < m*(I), com o que fica completa
a prova da primeira propriedade.
2) Como () C A para qualquer A C R", qualquer intervalo degenerado

I =lay,a1] X ... X [ay,ay,)

é, em particular, uma cobertura do conjunto vazio. Pela definicao de m* e por
tem-se entao

0<m*(0) <v(l)=0 = m*(0) =0.
3) Se A C B, qualquer cobertura de B é também uma cobertura de A|Z| Por

mf Z (I) < mf Z (Ir)
UklkDA k UkaDB k
ou seja, m*(A) < m*(B).
4) Se a série do lado direito de diverge, entao nao ha nada a verificar.
Suponhamos entao que a série converge. Fixemos um ¢ > 0, qualquer. Pela definicao
de infimo, para cada i € N existe uma cobertura de A;, digamos {/; , }, tal que

N o(Lis) < mt(4) + 23 (24)

conseguinte,

Assim sendo, temos definida uma cobertura da uniao U;enA;,
U A; C U Ufi,ki;
ieN i€N k;
o que, pela definicao de m* e por , conduz a
T1(VEVES 9 SEVME o] CEVAREEES et
1€EN =1 k; i=1
A arbitrariedade do ¢ > 0 fixado permite entao concluir . O

Corolario 28. Tem-se:
1) m*({z}) =0, para qualquer x € R™.
2) Se A C R"™ € um conjunto numerdvel, entao m*(A) = 0. Em particular,
m*(Q") = 0.

"Por outras palavras, {coberturas de A} D {coberturas de B}.
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Demonstragao. Dado z € R", digamos x = (z1,...,x,), o conjunto singular {z} é
igual ao intervalo degenerado

I=lxy, 2] X ..o X |2, 2] .

Logo, pela Proposicao [27] alinea 1) e por (19)), m*({z}) = 0. A segunda parte do
corolério resulta agora como uma consequéncia directa do que acabamos de provar
e da alinea 4) da Proposicao visto que qualquer conjunto numeravel A pode ser
escrito como uma uniao numeravel de conjuntos singulares:

A= J{=}.

]

Observagao 29. De acordo com o Coroldrio 28] todos os conjuntos numerdveis
tém medida exterior de Lebesgue nula. Mas nao sao os tnicos. Com efeito, existem
conjuntos infinitos, nao numeraveis, de medida exterior de Lebesgue nula. No caso
da recta real R, um exemplo cldssico é o conjunto de Cantor [C04].

Como ja indicado, m* ndo é uma medida sobre (R", P(R")). Isto, porque, é
possivel construir uma familia de conjuntos {A; }ien, 4; € R", disjuntos dois a dois

1€EN

tais que

Uma tal construcao nao ¢ trivial, mas alguns exemplos podem ser encontrados no
Apéndice de [C04]. Face a isto, a quest@o seguinte é entdo natural: serd que existe
alguma familia de subconjuntos de R" “bem comportados”, no sentido de verificarem

m* (U AZ) = Z m*(A;) (25)

sempre que A; N A; = () para i # j7 A resposta ¢ sim e, surpreendentemente, essa
familia é uma o-algebra sobre R".

Definicao 30. (de Carathéodory) Um conjunto A C R" diz-se mensurdvel a
Lebesque se

m*(B) = m* (AN B) +m*(A°N B)

para qualquer subconjunto B C R™.

8Recordem-se a condi¢ao (ii) da defini¢io de medida (Definigao e a propriedade 4 da Pro-

posicao @
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Uma vez que para quaisquer A, B C R" tem-se sempre
B=(ANB)U(A°NB)=(ANB)U(A°NB)UPUDU...,
as alineas 4) e 2) da Proposicao [27| garantem entao que
m*(B) <m*(AN B) +m*(A°N B).

Isto, para quaisquer A, B C R™. Assim, para se verificar que um conjunto A C R"
¢ mensuravel a Lebesgue basta provar que

m*(B) > m*(ANB) +m*(A°NB), VBCR" (26)

No que se segue, denotaremos a familia de todos os conjuntos mensurdveis a
Lebesgue por M(R™).

Proposigao 31. M(R") é uma o-dlgebra sobre R".

Demonstra¢ao. Dado que (A°)° = A, uma consequéncia imediata da Definigao |30 é
a implicagao

Ae MR") = A° e M(R"), (27)
ou seja, M(R") verifica a propriedade (ii) da Definicao [I] Por outro lado, para
qualquer B C R" tem-se BNR" = Be BN (R")¢ = BNM =0, o que significa, pela
alinea 2) da Proposicao 27, que

m*(B) = m*(B) + m*(0) = m*(BNR") + m*(BN (R")¢), VB CR".

Isto é, R € M(R"). Assim, M(R") também verifica a propriedade (i) da Definicao
m
Para a conclusdo da demonstracao, resta provar que M(R") verifica a pro-
priedade (iii) da Definigao Eﬂ Para o efeito, comecemos por provar que se Aj,
Ay € M(R™), entdo A; U Ay € M(R™). Deste modo, por (27), ficard provado que a
uniao e a interseccao finitas de elementos de M(R") sao elementos de M(R").
Sejam A, Ay € M(R"). Logo, pela Definigao [30]

m*(C) = m* (A4, N C) +m*(ASNC), VO C R

Em particular, dado B C R", qualquer, esta igualdade verifica-se para C' = B N
(A; U Ay) CR" e para C' = BN (A; UA2)¢ C R, tendo-se, respectivamente,

m* (BN (A1 UA)) =m* (A1 N[BN (A1 UA)]) +m " (A]N[BN (A UA))
=m"(A;NB)+m* (AN BN Ay)

90 que, tecnicamente, é a parte mais envolvente desta demonstracio.
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m* (BN (A1 UA2)) =m* (A1 N[BN (A UA)) +m* (A7 N [BN (AU A
=m*(A] N BN AS).

Assim, somando membro a membro as igualdades anteriores, obtém-se
m*(BN(A1UAs))+m*(BN(A1UA2)¢) = m*(A1NB)+m* (A{NBNAy)+m* (A{NBNAS),
onde, note-se,
m (A7 N BN As) +m*(A] N BNAS) =m*(A] N B),
por A; € M(R") (Definigao [30). Logo, novamente, por A; € M(R"),
m* (BN (A UAg)) +m*" (BN (A UAy)) =m* (AN B)+m"(A{ N B) =m*(B),

o que completa a verificagdo que A; U Ay € M(R").
Consideremos agora uma familia { Ay }ren de elementos de M(R™). Pretende-se
provar que UgenAx € M(R™) o que, por , é equivalente a provar que

m*(B) > m"* (Bm <UAk>> +m* (Bﬂ (U Ak> ) VB CR"

Para o efeito, definam-se os seguintes conjuntos, disjuntos dois a dois,

Al = A17
1212 = Az N Ai,
As = A3 N AN AS = A3 N (A U Ay, (28)

k' Cc
Ay = A N <U Ai) , k>3,

=1

que, pelo que acabdamos de provar, sao elementos de M(R™). Pelo método de indugao
matematica, verifiquemos que para qualquer B C R", tem-se

k k ¢
m*(B) =Y m*(BNA;)+m’ (Bﬁ (U/L) ) VEk e N. (29)
i=1 i=1
Provado isto, da alinea 3) da Proposigao [27| resultard que
k (&
m*(B) > > m*(BNA;) +m’ <B N (U Ak> ) , YVBCR".WkeN
i=1 keN
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e, por conseguinte,

m*(B) > liinzk:m*(Bﬂfli) +m” (Bﬂ (U flk> > , VBCR"

=1 keN

J/

-~

=3 m*(BNAy)

Pela alinea 4) da Proposigao 27| vird entao que

m*(B) >m" (U(Bﬂ/i;ﬁ) +m” (Bﬁ (U Ak> >

o)) (oo () v

com o que fica completa a demonstracao.
Provemos entao para qualquer B C R™. Uma vez que A; € M(R"), para
qualquer B C R" tem-se

m*(B) = m*(B N Ay) + m*(B N AS).
Mas também A, € M(R"), pelo que dados BN A; C R* e BN A C R,

m*(BNA;) =m*(BNA)NAy) +m*(BNAy) NAS) =m*(0) +m* (BN A)
m*(BNAS) = m*((BN AS) N Ay) + m* (BN AS) N AS)
= m*(BN Ay) +m* (BN (A U Ay)°).

Deste modo, combinando as trés igualdades anteriores, resulta da alinea 2) da Pro-
posicao 27| que, para qualquer B C R"”,

com o que fica provado o caso base.
Suponhamos agora que dado k € N, arbitrario,

k k ¢
m*(B) =Y m*(BNA;)+m’ (B N (U /L) ) , VBCR"
i=1 =1
Como lek—&-l S M(Rn),
m*(B) =m* (BN Ap) +m* (BN AL,,), VBCR"
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onde, pela hipdtese de inducao, para cada B C R",

m*((BN A1) N A7) +m”* ((B N Ag) N (U /L) )

m*((l)) +m* (B N Ak+1)

m*(B N Ak‘-}—l) =

M-

i=1

M-

=1

- m*(B ﬁ Ak_l’_l)

m*(BNAS,,) = Zm (BNAS, )N A)+ ((BﬂAkH (CJ Az) )
- im*(Bm/L-)er* <Bm (ij/L) ) .

i=1
Assim, combinando as trés tltimas igualdades, obtém-se

m*(B) =m*(B N Agy1) + Zm*(B NA) +m* (B N (Lj [12) )

=1
k+1 ~ k1 ¢
- Zm*(BﬂAi) +m* (Bm (U A,-) ) ,
i=1 =1

com o que fica completa, pelo método de inducao, a prova de para qualquer
B CR™ ]

Exemplo 32. Todo o conjunto de medida exterior de Lebesque nula é mensurdvel
a Lebesgue.

Com efeito, se m*(A) = 0, entao, pela alinea 3) da Proposigdo para qualquer
B C R" tem-se, por um lado,

0<m*"(ANB)<m"(A) = m"(ANnB)=0

e, por outro lado,

m*(A° N B) < m*(B).

Ou seja,
m*(B) >m"(A°NB)=m"(A°NB)+m*"(ANB), VBCR",
o que, por (20), € equivalente a A € M(R™).
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Um outro exemplo de conjuntos mensuraveis a Lebesgue merece um destaque
particular.

Proposicao 33. Tem-se

Br» € M(R"),
no sentido da Defini¢ao [4)

Demonstracao. A demonstracao para n genérico é bastante envolvente. Sem perder
o fim em vista, facamos assim a prova apenas para o caso n = 1]

Consideremos um intervalo fechado [a,b] C R, a < b. Com o intuito de provar
que [a,b] € M(R), consideremos também um conjunto B C R, qualquer. Pela
defini¢ao de infimo, dado um ¢ > 0, arbitrario, existe uma cobertura {I} de B tal
que

ZU(Ik) <m*(B) +e.

k
Claramente, os intervalos (fechados) IN[a, b] constituem uma cobertura do conjunto
BN a,b] e, por conseguinte, pela definigao de m*,

m* (BN [a,b]) <Y (I N a,b]).

De igual modo, os intervalos fechados e limitados I N]—o0, a], Iy N [b, +o0] formam
uma cobertura do conjunto B N [a,b]" e, portanto,

m* (BN a,b]°) <> vl N]—00,a]) + Y (I N [b, +00|).

Assim, atendendo as propriedades nossas conhecidas da nogao de comprimento —
(19) com n =1 — tem-se

m*(B N [a,b]) + m*(B N la,b])
< > oIpna b)) + > vl N]—o0,a]) + Y v(Ix N [b,+00])

k k k

= Z U(Ik)u

k

ou seja,
m*(BNa,b]) + m* (BN a,b]°) <Y wv(ly) <m*(B) +e.
k

10Contudo, quando no final do curso forem estudadas as medidas produto, nessa altura constatar-
-se-4 que, afinal, esta demonstragao nao é assim tao restritiva.
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Da arbitrariedade de £ > 0 resulta entao que
m*(B) > m*(BNla,b]) + m*(BNla,b]).

Como B C R fora fixado arbitrariamente conclui-se assim que [a,b] € M(R). O
resto da demonstracao decorre agora do indicado na Observacgao [12| e do Exercicio
(alinea b). O

Vejamos agora que os conjuntos mensuraveis a Lebesgue sao a resposta a questao
colocada em ([25)). Mais precisamente, tem-se o seguinte

Teorema 34. A restricio m* : M(R") — R}L ¢ uma medida sobre (R™, M(R")).

Demonstracao. Visto que pela Proposicao alinea 2) tem-se m*()) = 0, resta
entdo provar que para quaisquer A, € M(R"), ¢ € N, tais que 4, N A; = 0 se
1 # j verifica-se . Para o efeito, tal como na demonstracao da Proposigao
considerem-se os conjuntos A;, i € N, definidos por . Dado que os conjuntos A;
agora considerados sao disjuntos dois a dois, tem-se A; = A; paratodooi €N, o
que significa que aplicando (29) a B = U;enA; € R™ obtém-se

o)) (g 09)

ieN ieN ieN i=1
k
= m*(A;) +m* < U Ai> > " m*(4)),
j=1 i>k+1 j=1
>0

para qualquer k£ € N. Assim sendo,
k 0
m* (U AZ-) > n;n;m*mj) = 3o (A)
o que, pela alinea 4) da Proposigao , garante a igualdade . O

Definigao 35. A medida m* sobre (R™, M(R™)) chama-se medida de Lebesgue em
R".

Teorema 36. A restricio m*|,, : Brn — Ear da medida de Lebesque m* em R™ a
o-dlgebra Bgrn, definida por

m*gen (A) :=m"(A), A€ Bgn,

¢ uma medida o-finita sobre (R", Brn).
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Demonstragdo. A prova que m*|z,, define uma medida sobre (R", Bg») decorre da
Proposicao [33] e do Exercicio [I2] J4 a verificagdo que esta medida é o-finita é uma
consequéncia da igualdade (21]) (recorde-se a Defini¢ao . O

Com este resultado esta assim encontrada a medida sobre (R™, Bgn) cuja definigdo
foi indagada no inicio desta seccao: a medida m*z,,. No que se seguird, m*z,, sera
denotada simplesmente por m e designada por medida de Lebesgue sobre (R, Bgn).
Em relagao a esta medida, observe-se que, ainda pela igualdade e pela Pro-
posigao 21]

m(R") = lilgnm([—k, k") = liinv([—k, k") = 400,

onde na penultima igualdade utilizou-se a alinea 1) da Proposigao .
Para terminar, uma ultima observacao. Como qualquer conjunto numeravel
A C R” pode ser escrito como uma uniao numeravel de conjuntos fechados,

Ut

r€A

um tal conjunto A ¢ um boreliano de R™ (Defini¢ao [13). Em particular,
Q" € Bgn.

A este facto, acresce, que, pelo Corolario , todos os conjuntos numeraveis (finitos,
ou nao) tém medida de Lebesgue m nula. Mas ndo sao os tnicos casos. Com efeito,
existem conjuntos infinitos nao numeraveis que tém medida de Lebesgue m nula.
No contexto do espaco R, um exemplo é o conjunto de Cantor (Observagao
que, sendo um conjunto fechado, é um boreliano de R. Como veremos, isto sera
determinante para que o integral de Lebesgue, a ser construido no tema seguinte
a partir da medida de Lebesgue sobre (R™, Bgs), supere algumas das limita¢oes
anteriormente apontadas do integral de Riemann.

Exercicio 1. Dados um espago mensuravel (X, A) e A, B € A, verifique que os
conjuntos seguintes também sao elementos de A:

a) A\ B;

b) AAB:=(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A4).
Exercicio 2. Considere um conjunto X # () e A uma familia de subconjuntos de X.

Mostre que A é uma o-algebra sobre X se, e sé se, A verifica as trés propriedades
seguintes:

1A medida de Lebesgue m é assim um exemplo que ilustra o indicado na Observacao
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(i) X € A;
(i) Se A,B € A, entdao A\ B € A;
(iii’) Se A,, € A, n € N, entao

LJAneA

neN

Exercicio 3. Prove que:
a) Br = o ({[a,b[: a < b});
b) o ({Ja,b]: a < b}) = Br = o ({[a,b] : a < b}).

Exercicio 4. Complementando o exercicio anterior, verifique que Bg = ...
a) .. = o({]-00,a[:a € R});

b) ... = o({]-0c,d] : a € R});

c) ... =a({]b, +oo[ beR});

d) = o({[b, +o00[ : b € R}).

Exercicio 5. Serd que {A x B : A, B € Bg} define uma o-algebra sobre R??

Exercicio 6. Dadas uma aplicagao f : X — Y e uma o-dlgebra B sobre Y, mostre
que

“(B):={f"'(B): BB}
define uma o-algebra sobre X. Aqui, como habitualmente, para cada B C Y,
f~Y(B) designa o conjunto {z € X : f(x) € B}.

Exercicio 7. Sejam (X, A, 1) um espago de medida e A, B € A tais que B C A.
Supondo que u(B) < +o00, mostre que

u(A\ B) = u(A) — pu(B).
[Nota: Este exercicio estd naturalmente relacionado com a alinea a) do Exercicio[1]]

Exercicio 8. Considere uma medida p sobre um espaco mensuravel (X,.A). Veri-
fique que:
a) Dada uma constante a > 0, aplicacdo au : A — RT definida por

(ap)(A) == au(A), AecA,

¢ uma medida sobre (X, .A).
b) Se p é uma medida finita (u(X) # 0)
sobre (X, A).

, ﬁx) 1 ¢ uma medida de probabilidade
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Exercicio 9. Dadas duas medidas 1, p2 sobre um espago mensuravel (X, .A), con-
sidere a aplicagao iy + o : A — RJ)F,

(11 + p2)(A) == pi(A) + pu2(A), A€ A

Prove que 1 + ps é uma medida sobre (X, A).

[Nota: Este exercicio e o Exercicio [§] (alinea a) combinados mostram que dadas duas
medidas p1, o e duas constantes vy, as > 0, ajpy + asps é uma medida.]

Exercicio 10. Considere um conjunto X finito, digamos, X = {x1,2s,...,2,}.
Verifique que a medida de contagem p pode ser escrita em termos da medida de
Dirac associada a cada x; € X:

pA) = D76, (A).

Exercicio 11. Dada uma medida p sobre um espago mensuravel (X, A), seja C' € A.
.y, =+ .
Prove que a aplicacao i/ : A — R, definida por

W(A) :=pu(ANC), AecA
é uma medida sobre (X, A).

Exercicio 12. Sejam (X, A, 1) um espaco de medida e A" C A uma sub-o-dlgebra.
Mostre que a aplicacao jua : A" — Ear definida por

palA) = u(d), AeA

¢ uma medida sobre (X, A").
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Medida e Integracao

Maria Joao Oliveira

27 de Abril de 2020

Quando pensamos no integral de Riemann de uma fungao, hd um elemento essen-
cial na defini¢ao do integral: a prépria fungao integranda. Algo semelhante acontece
na definicao e na construcao do integral de Lebesgue, a ser concretizada neste tema.
Neste sentido, as funcoes mensurévei{] desempenham um papel fundamental.

1 Funcoes Mensuraveis

Dados uma aplicagao f : X — Y e um subconjunto B C Y, no que se segue
utilizaremos a notacao usual

fY(B)={recX: f(x) € B}
Em particular, f~(Y) =X e f~1(0) = 0.
Definigao 1. Sejam (X, A) e (Y,B) dois espagos mensurdveis. Uma aplicagdo
f X — Y diz-se mensurdvel em relagao as o-dlgebras A e B ou, simplesmente,
A-B-mensurdvel, se
fi(B)e A
para todo o B € B.

Caso nao haja ambiguidade sobre as o-dlgebras A e B diz-se, abreviadamente,
que a aplicagao f € mensurdvel.

Exemplo 2. Fizada a o-dlgebra P(X) sobre um conjunto X # (), qualquer aplicagao
f: X =Y éP(X)-B-mensurdvel para qualquer o-dlgebra B sobre Y. Isto, porque

ffA(B)CX, ¥YBCY,
3

F=H(B)eP(X)

1C4 estd mais uma nocao ja conhecida do curso de Elementos de Probabilidades e Estatistica
do 1?2 ano [F01]. Mas nao é a tnica: outras serao reencontradas.
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pelo que e em particular, f~1(B) € P(X) para qualquer elemento B de uma o-dlge-
bra B sobre Y.

Exemplo 3. Toda a aplicagao constante é mensurduvel.
Com efeito, dados dois espagos mensurdveis, (X, A) e (Y,B), e uma aplicagio
f: X =Y constantemente igual a um certo yo € Y, tem-se

. _ . _ X, sey €D
/7' (B)={z € X : f(a) € B) {@’ g BeY

Como X, 0 € A (por A ser uma o-dlgebra), verifica-se, assim, que f~1(B) € A para
qualquer B € B.

Exemplo 4. A composicao de aplicacoes mensurdveis € uma aplicacao mensurdvel.
Para o verificar, basta notar que dadas duas aplicacoes f - X =Y eqg:Y — Z,

(go /)N C)=f97(C), Ccz
Deste modo, se f e g forem, respectivamente, A-B- e B-C-mensurdveis, tem-se
CeC = g'(C)eB = f (g (C)) €A,
—_—
=(gof)~H(O)
o que significa que a aplicagao composicao go f : X — Z é A-C-mensurdvel.

Dadas uma aplicacao f : X — Y e uma o-dlgebra B sobre Y, a familia de
subconjuntos de X

f1(B)={f"(B): B € B}
define uma o-dlgebra sobre X (Exercicio 6 do tema anterior). De acordo com a
Definicao [1} isto significa que, fixada uma o-algebra A sobre X,

f é A-B-mensurdvel se, e s6 se, f1(B) C A, (1)

onde a inclusao f~'(B) C A é no sentido da Definigao 4 do tema anterior. Esta
condicao necessaria e suficiente tem implicagoes praticas. Por exemplo, no caso de
B ser uma o-algebra gerada (Defini¢do 11 do tema anterior).

Lema 5. Sejam f : X — Y wma aplicagcio e B uma o-dlgebra sobre Y. Se B = o(F)
para alguma familia F de subconjuntos de'Y, entio f~'(B) € a o-dlgebra gerada por

fYF)={fYB):BecF}

Equivalentemente,

o (F)) = o(fH(F)).
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Demonstracao. Comece-se por observar que, pelo Exercicio 6 do tema anterior,
f~Yo(F)) é uma o-dlgebra sobre X. Acresce que, por defini¢ao de o(F), F C o(F),
pelo que

Ou seja,
fHF) € fHe(F) (2)
Consequentemente, pela Observagao 12 do tema anterior, o(f~!(F)) C f~(a(F)).

Inversamente, provemos que f~!(o(F)) C o(f~'(F)) (no sentido da Definigao 4
do tema anterior), ou seja,

Beco(F) = fYB)eca(f F)).
Para o efeito, consideremos a o-algebra sobre Y,
B ={BCY:f(B)ea(f(F)}
cuja verificacao deixamos como exercicio (Exercicio . Como, por ,
U e fFUF)C fHo(F), VFeTF,

conclui-se que F C B'. Logo, o(F) C B’ (Observagao 12 do tema anterior). Assim
sendo, resulta da prépria definicao da o-dlgebra B’ que

Beo(F) = BeB « fB)eo(f (F)),
com o que fica provado o pretendido. O

Proposicao 6. Dada uma aplicacio f : X — Y, sejam A uma o-dlgebra sobre X e
F um familia nao vazia de subconjuntos de Y. Tem-se que f é A-o(F)-mensurdvel
se, e S0 se,

JHF) C A

Demonstragao. Se f é A-o(F)-mensuravel, resulta, respectivamente de e de ,
que

AR S e(F) A

Reciprocamente, suponhamos que f~!(F) C A. Por , pretende-se provar que
Yo (F)) C A. Esta inclusdo é uma consequéncia directa do lema anterior, ja que,
por este,
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Deste modo, pela Observagao 12 do tema anterior,

f1(F) C A, Ao-dlgebra sobre X = o(f '(F)) C A.
————
=f-1(o(F))
[
Os resultados anteriores simplificam a verificacao da mensurabilidade de uma
funcao. Esta simplificacao ¢ ilustrada nos resultados seguintes. Ai, Y = R com a o-
-algebra de Borel Bg (Definigao 13 do tema anterior)ﬂ.

Proposicao 7. Toda a funcao f :R™ — R continua é Bgn-Br-mensurdvel.

Observacao 8. Habitualmente, as funcoes Brn-Br-mensuraveis sao abreviadamente

designadas por Borel-mensuraveis.

Demonstracao. Basta recordar que se f ¢ uma fungao continua, entao, dado um
subconjunto O C R aberto de R, f~}(0O) C R™ é um aberto de R™. Ou seja,

f'({O CR: O aberto}) C Bgn.

Pela Proposicao [0} isto prova que a fungao f é Borel-mensurdvel.

(Para verificar que f~'(O) é um aberto de R™, ha que provar que se x € f~1(0),
entdao existe em R™ uma bola aberta de centro em z contida em f~'(0). Para o
efeito, note-se que f(z) € O e que O é um aberto de R. Logo, existe em R uma bola
aberta Bg,(f(x)), r > 0, de centro em f(x) e raio r contida em O. A definigao de
continuidade garante entao que existe um e > 0 para o qual f(Bgn () C Bgr,(f(z))
(C 0), onde Bgn () designa a bola aberta de R™ de centro em x e raio €. Assim,
Bgn (x) C f71(O), pelo que Bgn () é a bola aberta procurada em R".) O

Proposicao 9. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Se f: X — R é uma fungdo
A-Br-mensurdvel, entao as fungoes sequintes também sao A-Br-mensurdveis:

1) af (a € R constante)

2) f2

3) | f

4) F* = max{f,0}

5) f~ = max{—f,0}

2Nesta situacao particular reencontra-se uma outra nocdo também j4 conhecida. No ambito

de uma experiéncia aleatoria, considere-se o espago de resultados X e o espaco de acontecimentos
A. Por definigdo deste tltimo, A é uma o-dlgebra sobre X. Neste contexto e com a terminologia
propria de Teoria das Probabilidades, qualquer funcao A-Br-mensurdvel designa-se por varidvel
aleatoria.
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Demonstragdao. Trata-se de uma consequéncia da Proposicao [7] e do Exemplo [4] j&
que cada uma destas cinco funcoes é composicao de f com uma funcao continua:
em 1), a fungdo R 3 x +— ax € R; em 2), a funcio R 3 z + 2? € R; em 3), a funcao
médulo; em 4) e 5), a funcdo R > 2 — max{+z,0} € R O

Proposigao 10. Sejam (X, A) um espago mensurdvel e f : X — R? uma fungado.
Entao, f é A-Br2-mensurdvel se, e sé se, as funcoes componentes de f sio A-Bg-
mensurdveis.

Demonstragio. Como f : X — R? tem-se f = (m 0 f,m 0 f), onde 7, : R? — R,
7 : R? — R sdo as funcoes projeccao,

7T1(I1,I2) = I, 7T2(961@2) = X2.

Assim, supondo que f é mensuravel, resulta da continuidade das fungoes 7, mo, da
Proposigao [7] e do Exemplo [4] a mensurabilidade das fungdes componentes, 7 o f e
o o f.

Reciprocamente, suponhamos que f = (fi, f2) para f; : X — R, i = 1,2,
mensurdveis. Isto significa que, dados By, By € Bg, f; '(B1), f; '(Bs) € A. Deste
modo, considerando o produto cartesiano By x By C R?, obtém-se

f7HBy x By) = fiH(By) N f;1(Ba) € A,
o que permite concluir a demonstragao da mensurabilidade de fﬁ O
Como consequéncia deste ultimo resultado e do Exemplo [4, tem-se a seguinte

Proposicao 11. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Se f,g : X — R sao duas
funcoes A-Br-mensurdveis, entao as funcoes sequintes também sao A-Bg-mensurd-
veLs:

1) f+g

2) fg

3Relativamente & fungao R > 2 +— max{r, 0}, note-se que em Rg ela coincide com a fungao

identidade, Id, enquanto que em R; ela é constantemente igual a 0. De igual modo, R 3> = —
max{—z,0} coincide em Ry com a funcao —Id e, em ]Rar , ela é igual a funcao identicamente igual
a 0.

4Quando no final do curso forem estudadas as medidas produto, nessa altura constatar-se-a que,
efectivamente, este argumento é suficiente para que se conclua, mais geralmente, que f~1(B) € A
para qualquer B € Bgs.

67



M. J. Oliveira Integracao

Demonstragao. Note-se que a fungao f + g (resp., fg) é a composigao da funcao
continua (portanto, Borel-mensurdvel, cf. Proposicao [7)),

R?*> (z,y) =2z +y €R, (resp.,, R* > (x,9) > 2y € R)
com a funcdo A-Bge-mensuravel X > z +— (f(z), g(z)) € R? (cf. Proposicao[l0). O

Proposicao 12. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Se (fr)ren € uma sucessao

s

de fungoes A-Br-mensurdveis tal que, para cada x € X, a sucessao (fr(x))ren €
limitadd’], entdo as duas fungoes sequintes sio A-Bg-mensurdveis:

2) sup Jr

Demonstracao. Pelo Exercicio 4 do tema anterior, tem-se
Br = o({]—00,a[: a € R}).
Assim e pela Proposicao [6] basta provar que, para qualquer a € R,
(irklf fi) H(]—o0,a]) = {z € X : ir]if fr(x) <a} € A,
o que resulta de

{reX: 1Igffk(x) <a}= U{x € X : filx) <a}= U fit(l—o0,a),  (3)
keN keN
onde cada f;'(]—00,a[) € A, por ]—oco,a] € Bg e por f; ser A-Br-mensuravel.
Consequentemente, a uniao de conjuntos do lado direito de é um elemento da
o-algebra A.
Como supy, fy = —inf,(—fx), do caso anterior e da alinea 1) da Proposi¢ao [9]
(para o = —1) conclui-se que também a funcao supy fr é A-Bg-mensuravel. ]

Entre as varias classes de funcoes, ha uma que se destaca em particular:

Definigao 13. Dados um conjunto X ndo vazio e um subconjunto A C X, a fun¢ao
14:X — R definida por

1(2) 1, sexeA
x) =
. 0, sex¢A

chama-se funcao indicatriz, ou funcao caracteristica, de A.

Esta condigdo é necessdria para garantir que, para cada x € X, (supy, fx)(x) = sup,, fr(z),
(infy, fr)(xz) := infy, fr(z) sejam finitos.
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Proposicao 14. Dados um espago mensurdvel (X, A) e A C X, a fungao 14 €
A-Bgr-mensurdvel se, e s se, A € A.

Demonstracao. Se 1, é A-Bg-mensuravel, entdao, para qualquer B € Bg, tem-se
1,'(B) € A. Em particular e para o conjunto fechado {1} (portanto, um boreliano),
conclui-se que

A=1;"({1}) € A

Reciprocamente, se A € A, entao, para cada B € Bg,
0, se0,1¢ B

se0e B,1¢B
1;Y(B)={z € X :1,(z) € B} = ’ ’ .
(B =1 alw) € B} A, se0¢ B,1eB

X, se0,1eB

Ou seja, para qualquer B € Bg tem-se sempre ]1;‘1(3 ) € A, 0 que prova a mensura-
bilidade de 1 4. O

Este resultado estabelece uma relagao entre a mensurabilidade de uma funcao
indicatriz de um conjunto e a mensurabilidade desse conjunto. Na pratica, isto
traduz-se numa maneira alternativa para o estudo da mensurabilidade de conjun-
tos. Por exemplo, por recurso a definicao de o-algebra, no inicio do tema anterior
provou-se que AN B € A para quaisquer elementos A e B de uma o-algebra A. Al-
ternativamente, considere-se o produto 1415. Se A, B € A para A uma o-algebra
sobre um conjunto X, entao e pela proposicao anterior, as funcoes 14 e lg sao
ambas mensurdveis. Pela Proposicao [11], isto significa que também o produto 1,15
¢ mensuravel. Mas agora note-se o seguinte:

1, sex€eAesexreB
(Ialp)(x) = = lznp(x), Ve X!
0, sexe A°ousex € B¢

Ou seja, Il = 1 4np. Assim, novamente pela Proposicao [14], conclui-se que
ANBe A

Repare-se que neste exemplo conclui-se, em particular, que o produto de fungoes
indicatrizes é uma funcao indicatriz. Este facto nao é, contudo, exclusivo do produto
e abrange outro tipo de operagoes entre fungoes, ou mesmo a composicao de fungoes.
Por exemplo (Exercicio [)):

[} ﬂAuB:ﬂA+ﬂB,SeAﬂBI®;
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e lyp=1,—1p,seBCA

[ ] ]lAAB - |]lA — ]]-B|
Pela importancia das combinacgoes lineares de funcgoes indicatrizesﬂ, estas tém

uma designagao propria:

Definicao 15. Dado um conjunto X ndo vazio, as funcoes da forma

k
> aly, (4)
=1

para oy, ..., € R, Ay, Ay C X, k €N, designam-se por funcoes simples.

Observagao 16. Observe-se que nesta definigao os conjuntos A; nao sao necessari-
amente disjuntos dois a dois. Em todo o caso, resulta directamente da Definicao
que o contradominio de qualquer funcao simples é sempre um conjunto finito de
valores reais. Frequentemente, na literatura, esta caracteristica é apresentada como
a definicao de fungao simples. A razao prende-se com o facto de qualquer funcao
f: X — R que assuma um nimero finito de valores, digamos f(X) = {31, ..., B},
m € N, poder ser reescrita como uma funcao simples:

F=> Billyagay- (5)
=1

Note-se que em os conjuntos f~1({B;}), i = 1,...,m, sao disjuntos dois a dois.
Pelo indicado anteriormente sobre o contradominio de uma fungao simples, isto entao
significa que qualquer funcao simples pode ser reescrita como uma soma finita

Z ’Yi]lBi

da forma

com B;NB;=0sei#j,veR.

Exemplo 17. Em R, o contradominio da fungao simples g3 + 2124 € igual a
{0,1,2,3} com

0, sex € ]—00,0[U [4,+o0]

1, sexe€l0,2]
1o3+20a) () = Loz (2) 420 () = , TER
( [0,3] [2,4[)( ) [0,3]( ) [2,4[( ) 3, sex€ [2’3]

2, sex€]3,4]

6Como primeiro exemplo, veja-se a Proposicao [19|seguinte.
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Tem-se assim
Tjo,3) + 2124 = 016 0ut,+00] + Ljo,2) + 32,3 + 21340 = Lo o) + 32,3 + 213 4,

onde, por contraste com os intervalos [0, 3], [2,4[, os intervalos [0,2], [2,3], |3, 4] sdo
disjuntos dois a dois.

Observagao 18. Em termos de mensurabilidade, observe-se que dada uma funcao
simples da forma , se Ay,..., Ay € A para A uma o-dlgebra sobre X, entao,
pelas Proposicoes , |§| (alinea 1) e|l1] (alinea 1), a fungao é A-Bgr-mensuravel.
Proposicao 19. Sejam (X, A) um espago mensurdvel e f : X — R uma fun¢do ndo
negativa. Se f é A-Br-mensurdvel, entao existe uma sucessio crescente de fungoes
simples nao negativas e A-Bgr-mensurdveis convergente pontualmente para f.

Demonstracao. Para cada k € N, consideremos os conjuntos
Api={re X :(i—-1)/2" < f(x) <i/2%}, i=1,... k2",
Br={x e X : f(x) >k}

e a funcao simples
K2k .

1—1
fr = Z—Zk La,, + klp,.

i=1
Ou seja, dado um = € X, qualquer, tem-se fr(z) = k se f(z) > k; se f(x) < k,
entdo (i—1)/2% < f(x) < i/2%, paraalgum i =1,...,k2% e fy(z) = (i —1)/2". Isto
significa que, independentemente do caso considerado, tem-se sempre

0 < fulz) < f(2), (6)

F(@) = fulw) < o se () € 0,8]. (7

Por isto, desde j& podemos concluir que a sucessao (fx(z))ren converge para f(z).
Com efeito, como f(z) > 0, tem-se que f(z) € [0, ko] para algum ky € N. Logo,
f(x) € [0, k] para todo o k > k. Consequentemente, por (6) e (7)),

0< f&) ~ fule) < o, Yk ko = lim fule) = [(a).

Observe-se que devido a A-Br-mensurabilidade de f, todos os conjuntos Ay,
By, sao mensuraveis. Para o verificar, basta notar que

Ak,i = fﬁl([(z - 1)/2k7 Z/2k D? Bk = fﬁl([k% +OOD7
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onde [k, +00[ € Bg, por ser um conjunto fechado de R, e [(i — 1)/2¥,i/2*[ € Bg, por
[t —1)/2%i/2F[ = [(i — 1)/2*,i/2%] \ {i/2"} para os conjuntos [(i —1)/2F,i/2"],
{i/2*} fechados de R. A A-Bg-mensurabilidade de f completa entdo a prova que
Api,Br € Ai=1,...,k2% k € N. Por conseguinte, como explicado na Observacio
18] as fungoes fi, k € N, sao A-Bg-mensuraveis.

Para a conclusao da demonstracao, resta verificar que a sucessao de funcoes
(fx)ren é crescente. Para o efeito, note-se que, fixados um = € X e um k € N, se
(i —1)/2F < f(x) < i/2% para algum i = 1,..., k2* entdo

fr(z), se f(z) € [22_—;3, Siﬂ[
fer1(x) = ;
fol@) + 5 se f(x) € [Zh, 4
se f(x) >k,
fo(@) + 2=, se f(@) € [k+ gmr b+ g [,i=1,..., 2!
fk+1(95) =

fr(z)+1 se f(z) > k+1

2 Definicao do Integral

Chegados a este ponto estamos finalmente em condig¢oes para definir a nogao de inte-
gral de uma funcao relativamente a uma medida. Em particular, a nocao de integral
de Lebesgue. Seja para a medida de Lebesgue sobre (R, Bg), ou sobre (R", Bgn),
n € N, seja, mais geralmente, para uma medida genérica sobre um espaco mensuravel
genérico, a construgao do integral de uma fungao (mensuravel) relativamente a uma
medida desenvolve-se de modo idéntico e em trés etapas: primeiro, para fungoes
simples, depois para funcoes nao negativas e, por ultimo, para fungoes genéricas.
Por esta razao, em cada uma das trés secgoes (etapas) seguintes consideraremos um
espago de medida (X, .A, p) genérico.

2.1 Funcoes Simples

Definigao 20. Uma fungdo indicatriz 14 de um conjunto A € A diz-se integravel
em X relativamente a medida p se p(A) < +oo.
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O wvalor u(A) € R designa-se por integral da fun¢io 14 no conjunto X relativa-
mente a medida e denota-se por

/X Iadp ou /X 1 a() dpa(x).

Caso X =R, também se utiliza a notacao sequinte:

+oo +oo
/ 1adp ou/ 1a(z) d,u(x)

Exemplo 21. Como verificado no final do tema anterior, Q € Bg e m(Q) = 0, para
m a medida de Lebesgue sobre (R, Br). A fungao real de varidvel real 1g € entdo
integrdvel em R relativamente ¢ medida de Lebesgue sobre (R, Br), tendo-se

+oo
/ Llgodm =m(Q) = 0.

o

Dado A C X, note-se que, por definicao da funcao 1 4,
A={re X :1s(x)#0}.

Assim, se A € A, tem-se {x € X : 14(x) # 0} € A. Mais geralmente, dada uma
fungao f : X — R simples A-Bg-mensuravel, considere-se o conjunto

fr e X : f(x) #0} = FIR {0])
Como f é A-Bg-mensurivel e R\ {0} € Bg (conjunto aberto), obtém-se
{zeX:flx)#0} = (R\{0}) € A
Assim sendo, faz sentido e tem-se a seguinte

Definicao 22. Diz-se que uma funcao simples A-Br-mensurdvel f € integrdvel em
X relativamente a medida o se

p{x e X : f(x) #0}) < +oc.

Por analogia com a Defini¢ao 20, dada uma fungéo f simples integravel da forma

k
Zai]lAi, Are Aji=1,....k ANA; =0sei#j (8)

=1

"Nesta notacdo, sublinhe-se,  é uma medida qualquer sobre um espaco mensuravel (R,.A).
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é expectavel que a soma Zle a;11(A;) corresponda ao integral de f em X relativa-
mente a medida p. No entanto, primeiro ha um cuidado a ter: a representagao
de f nao é tnica. Por exemplo,

lapg+lp=1lx—1,, BCA

sao duas representagoes da forma para a mesma funcao: 1, (Exercicio . Con-
tudo, tem-se o seguinte resultadd®]

Lema 23. Se i
LT S
i=1 j=1
sao duas representacoes da forma de uma mesma funcao simples A-Bg-mensurdvel,
k m
> aip(Ai) =) Biu(B;).
i=1 j=1

Independentemente da representagao da forma escolhida para uma funcao f

entao

simples integravel, tem-se sempre

k
Zozi,u(Ai) < 400. (9)

Para o verificar, basta entao prové-lo para uma representacao particular da forma ()
(Lema|23)). Considere-se o conjunto de todos os valores ndao nulos do contradominio
de f, digamos, {f1,...,Bm}, e a representacao da forma

F=Billypy.
=1

Se 322 Bin( [~ ({Bi})) = oo, entdo u(f ' ({Biy})) = +o0 paraalgum ig € {1, ..., m}.

Consequentemente, atendendo a que ;, # 0,

7 {Bh) € FHRANA0}) e u(f 7 ({Bi}) = +00 = (S~ (R\ {0})) = +oo.

Por contra-reciproco, isto prova que a condicao de integrabilidade da Defini¢ao 22—
p({z € X : f(x) # 0}) < 400 — implica (9) para qualquer representacao da forma
escolhida para a funcao f.

8Exercicio 3 da Actividade Formativa 2.
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Definicao 24. Seja f uma funcdao simples integravel em X relativamente a medida
p (Definicao [23). Para qualquer representacao de f da forma , o valor

Zai,u(Ai) eR (10)

designa-se por integral da funcao f no conjunto X relativamente a medida p e

denota-se por
[ fdwou [ s duta)
X X

Com esta notag¢ao para , f designa-se por fungdao integranda, X por dominio de
integracao e, no caso da ultima notagcao, r chama-se varidvel de integragao.
Caso X =R, também se utiliza a notacdao

+o0 +o0
- fdpou [ f(w)du(x)H

Observacao 25. Dada uma funcao simples integravel f, considere-se o conjunto
de todos os valores ndao nulos do contradominio de f, digamos {51,...,0k}, k € N
(B1 < ... < Bx). Logo, existem pontos yo,¥1,---,Ux € R, yo < y1 < ... < yy, tais
que

5i€[yi—17yi[a Z:]-)vk;

Quando se considera a representacao (particular) de f,
k
f=) Bl
i=1

observe-se que, para cada i =1,... k,

{8 = (Wi wib

¢ o conjunto dos pontos do dominio X cuja imagem por f pertence ao intervalo
(Y1, y;[. Deste modo, em

| - Zﬁl “({8:1),

w(f~1({B:})) ¢ a medida do conjunto de pontos de X cuja imagem por f pertence
a [Yi-1, Yil.

9Nesta notacio, sublinhe-se, y é uma medida qualquer sobre um espaco mensuravel (R, .A).
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No caso particular do espaco de medida (R, Bg,m), esta interpretacao da entao
sentido ao que foi indicado no final do primeiro tema, sobre a construcao do integral
de Lebesgue por comparacao com a do integral de Riemann. A esse final acrescente-
-se, agora, que “a quantidade de pontos do dominio cuja imagem por f pertence
ao intervalo [y;_1,y:[” significa m(f~1({8;})). Relativamente ao préprio conjunto
FY({Bi}) C R acrescente-se, também, que f~1({5;}) pode nao ser um intervalo, ou
uma uniao finita de intervalos, mas algo bastante mais “irregular”. Eo que acontece,
por exemplo, para f = 1 com C igual ao conjunto de Cantor (Observacao 29 do
tema anterior), em que f~'({1}) = C.

Proposicao 26. (Linearidade) Se f e g sio duas funcgoes simples integrdveis,
entao, para quaisquer o, B € R, a funcdo af + Bg € integrdvel e tem-se

/X(O‘f‘Fﬁg)dM:a/de,uvLﬁ/ngy.

Demonstracao. Comece-se por notar que, sendo f e g duas fungoes simples e men-
suraveis, af + fg também é uma funcao simples e mensuravel.
Suponhamos que « e [ sdo ambos nao nulos (o caso em que um deles é nulo é
de fécil verificagao).
Como
f@) =0ng(x) =0 = af(z)+ fg(z) =0,

conclui-se que

{reX:af(z)+pg(x) #0} S{re X : flx) #0}U{r e X :g(z) # 0}

Assim, da integrabilidade de f e de g resulta que

p({z € Xt af(x) + Bg(x) # 0})
< p{r e Xt flx) #0}) + u({z € X : g(z) # 0}) < +o0,

ou seja, a integrabilidade da funcao af + fg.
Sem perda de generalidade, suponhamos que nas representacoes seguintes da
forma (§]),

k m
f:ZOéz‘ﬂAi, QZZBj]lBJ-, (11)
i=1 =1
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tem-se UF_ A, = X = U;-":lBj. Entao, para cada i =1,...,k,

j=1 j=1
com A, N By, j =1,...,m, disjuntos dois a dois (por os B; o serem). Do mesmo
modo,
k
B;=|JAnB), j=1...,m, (13)
i=1
com A; N Bj,i=1,...,k, disjuntos dois a dois. Assim e pelo Exercicio [5] resulta,
respectivamente, de . e de . que
kK m m k
f:ZZOCi]lAiﬂBja 92226j]1A,ﬂB]
i=1 j=1 j=1 i=1

Desta maneira obtém-se uma representacao de af + S¢g da forma :

k m
af + Bg = ZZ(aai + BBi) L ains;-

i=1 j=1

Por conseguinte,

kK m
/X(ozf—i-/@g)d,u:ZZozal—f—ﬂﬁj (AN B)

i=1 j=1
k m m k
=a> o> wAnB)+8Y 5 uAnB),
P j=1 =1

com " k

devido, respectivamente, a ea , e & definigdo de medida (propriedade (ii)
da Definigao 15 do tema anterior). Assim e por ,

/(af+ﬁg du—azazu +BZBJM

—a/ fdu+5/gdu
O

10Caso, por exemplo, U¥_; A; C X, defina-se Aj,; = X \ (UF_, 4;) e considere-se a representagio
de f da forma , Zerll a;l4, com agq; =0.
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Proposigao 27. (Monotonia) Se f > 0 € uma fungdo simples integrdvel, entao

/de,MZO-

Em particular, se f e g sdo duas funcoes simples integraveis tais que f < g, entao

/deus/xgdu.

Demonstragao. Dada uma representacao de f da forma (), resulta do facto de

f >0 e dos conjuntos A;, i = 1,...,k, serem disjuntos dois a dois que cada «; > 0,
1=1,...,k:

is € A; 1 =1,...,k
f(x) - {O{ se X para algum 12 7 VxEX

0, sexe X \U,A
Deste modo,
k
[ fdn=>" () 20
X i=1

Consequentemente e por combinagao com a Proposigao 26 dadas duas fungoes
f e g simples integraveis tais que f < g, a funcao simples g — f > 0 é integravel e

/ngu—/xfduz/x(g—f)duzo.

Proposicao 28. Se f > 0 ¢ uma funcdao simples integrdvel e

/de/vb:(),

entio u({x € X : f(x) # 0}) = 0. Equivalentemente, f = 0 excepto num conjunto
de medida p nula.

Demonstrag¢ao. Dada uma representagao de f da forma ,

k
Z ai]lAia
i=1

suponhamos que «; # 0,7 =1,... k. Isto é, de modo equivalente,
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Como f > 0, os «; sao entao todos positivos, cf. demonstracao da Proposicao
Assim,

k
O:/fd,u:Zaiu(Ai) — p(4;) =0, Vi=1,...k,

o que implica, pela propriedade (ii) da defini¢do de medida e por os conjuntos A;,
1=1,...,k, serem disjuntos dois a dois, que

k

pl{e € X : f(x) # 0) = D" (A =0,

i=1
[

Os resultados enunciados até ao momento sao igualmente verificados no caso da
integragao a Riemann. O mesmo nao acontece com os dois resultados seguinteﬂ.

Proposicao 29. Seja f uma funcao simples A-Br-mensurdvel. Entdo, f € in-
tegravel se, e somente se, |f| € integrdvel. Nesta situagao,

/deu' S/X!f!du-

Demonstragao. Comece-se por observar que, pela alinea 3) da Proposicao |§|, a men-

surabilidade de f implica a mensurabilidade da funcao simples |f|. A condigao
necessaria e suficiente decorre entao como uma consequéncia directa da igualdade

{reX: [f(z)#0} ={r e X:|f(x)] # 0}

Para provar a desigualdade, note-se que —|f| < f < |f|. Assim e pela segunda
parte da Proposigao [27],

_/X|f|dp§/deu§/X|f|dM,

o que conduz a desigualdade pretendida. O

Proposicao 30. Sejam f uma func¢do simples A-Bg-mensurdvel e g uma fungao
simples integravel tais que 0 < f < g. Entao, f € integrdvel.

11Qobre eles, recorde-se a Observacdo 12 do primeiro temal
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Demonstracao. Como 0 < f < g,

{reX: flx)#0} C{reX:g(x)#0}
Logo,
u({z € X : f(z) £0}) < pl{z € X : g(x) £ 0}) < +oc.
O
Observacao 31. Estes dois resultados revelam uma extraordinaria diferenca técnica
entre a integragao a Riemann e a integracao em relagao a uma medida. Mas nao

sao os unicos e outros se seguirao. No contexto particular da integragao a Lebesgue,
um outro serd apresentado ja no Exemplo 33| seguinte.

Dada uma funcao f simples integravel, para cada A € A, f1, define uma nova

funcao simples e integravel:

p{r e X (fla)(z) # 0}) =p({x € A: fz) # 0}) <p({r € X : f(z) # 0}) <+o0.

Acresce, se se tiver uma representagao de f da forma (8)), entao

k k
fly= Zai]lAi]lA = Zai]lAimA
i—1 i—1

é uma representacao de f1 4 da forma (8)), pelo que

k
/ fladu = Zozi,u(Ai NA).
X i=1

Generalizando a nogao de integral indefinido, tem-se entao a seguinte

Definicao 32. Seja f uma funcdao simples integravel em X relativamente a medida
p. A aplicagao piy : A — R definida por

prd)i= [ flads A€
X

designa-se por integral indefinido da funcao f relativamente a medida . Para cada
A € A, o valor ug(A) chama-se integral da funcdo f no conjunto A relativamente
a medida p e denota-se por

AwayAﬂwm@y
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Exemplo 33. Considere-se novamente a funcao lg integrdvel em R (Exemplo .
Como

+oo
| tedn=m@ -0,

o

tem-se entao
/ lodmn=m(@QNA)=0, VAE€Bg.
A

Em particular e para A = [0,1], isto significa que a extensao lgnp1 : R = R da
fungao de Dirichlet € integrdvel em R relativamente a medida de Lebesque!

Nos resultados seguintes destacam-se algumas propriedades do integral indefi-
nido.

Proposigao 34. Se u(A) =0, entao

[ rau=o

Demonstracao. Suponhamos que f > 0. Dada uma representacao de f da forma
, provou-se na demonstracao da Proposicao [27|que os ay, @ = 1,..., k, sao todos
nao negativos. Assim, pela primeira parte da Proposicao [27] e pela monotonia da
medida p,

k k
og/Afdu:gam(AmA)gMA);ai:o — /Afdﬂ:O

Para uma funcao f nao necessariamente nao negativa, o mesmo raciocinio aplica-se
& fungao simples integravel | f| > 0 (Proposigao[29)). A conclusdo decorre da segunda
parte Proposicao [29] ja que, por esta,

/fllAdu‘ /|f|nAdu /|f|du—0 — /fdu—O

Proposicao 35. (Aditividade)
1) Dados m € N e By, ..., B, € A disjuntos dois a dois,

0<

/U fdu= fdp+...+ fdp.
™| B; B

Bm

2) Mais geralmente, dada uma familia {B;}jen de elementos de A disjuntos dois

/U Fu= / I,

JGN

a dois,
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Demonstragao. Para provar 1), basta notar que, pelo Exercicio ,

m
ﬂU§":1 B; = Z ;.
j=1

Logo, fIIU}n:1 B, = flp, +...+ flp, eademonstragao de 1) fica completa por uma
aplicagao da Proposicao [26]

Para provar a alinea 2), considere-se uma representagao de f da forma (§8)) com
a; # 0,7 =1,...;k. Logo, {xr € X : f(z) # 0} = A; U...U A, pelo que a
integrabilidade de f (Definigao implica que p(4;) < 400, i = 1,...,k. Para
cada i = 1,...,k, isto significa que dada a familia {A; N B;};en de elementos de A
disjuntos dois a dois,

u(/hﬂ(UBj)):u(UAﬁB ) ;iluAmB (14)

jEN jJEN
com .
ZN(Az’ NBj)=pu (Ai N (U Bj>> < u(A;) < +o0.
j=1 JjeN
Assim, multiplicando ambos os membros da igualdade por «; e somando em
1=1,...,k, obtém-se

o k

Zw (A m (Ugni%imng ZZW (4B

JEN =1 j=1 j= 1\1 1

-~

J—L / Fd
Ujen By B;

Corolario 36. Se X = U,enB; para B; € A, j € N, disjuntos dois a dois, entao

/deuzzioj/ijdu. (15)

Proposicao 37. Seja f uma fungdo simples A-Br-mensurdvel. Sejam Bj € A,
J €N, tais que BiNBj =0 sei# j e X =UjenB;. Se cada fungao simples flp,,
j € N, € integravel em X relativamente a medida u, entao f € integravel em X
relativamente a medida p e tem-se ([15)).

]

Reciprocamente:
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Demonstragao. Como X = UjenBj,
{reX:flx)=0}=|J{z € B;: f(z) =0}
JEN

Ou seja,

{reX:f(zx)#0}= ﬂ{x € X : (flp,)(x) # 0}.

Da integrabilidade de cada fungao simples f1p; conclui-se entao que

pe e X f(x) # 0}) < p({r € X : (flg)(x) # 0}) < 400, VjeEN,

o que prova a integrabilidade de f em X relativamente a medida u. Por esta e pelo
Corolério , a igualdade verifica-se. n

Como consequéncia das Proposicoes 34] e o integral indefinido de fungoes
f > 0 simples integraveis caracteriza-se como a seguir se indica:

Proposicao 38. Se f > 0 é uma funcao simples integravel, entao o integral indefi-
nido py € uma medida finita sobre (X, A).

Assim, para a medida py (f > 0), a alinea 1) das Proposi¢oes 19 e 21 do tema
anterior traduz-se na seguinte

Proposicao 39. Seja f > 0 uma funcao simples integrdvel. Entao:
1) Monotonia Para quaisquer A, B € A tais que A C B,

/Afdué/de- (16)

2) Dada uma sucessao By, k € N, crescente de elementos de A,

/ fdu =lim fdpu.
UkGN By, k By,

Em particular, para qualquer sucessao By € A, k € N, crescente tal que X =
UkENBk7

/ fdu =lim fdu.
X k JB,

12Como demonstracdo alternativa, note-se que 14 < 1p (cf. Exercicio |3), o que implica que
fl,y < flp, por f > 0. A desigualdade (16)) resulta entdo como uma consequéncia da Proposigao

B
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2.2 Funcoes Nao Negativas

Definigao 40. Seja f > 0 uma funcdio A-Bgr-mensurdvel. Diz-se que f € integravel
em X relativamente a medida p se existir uma sucessao crescente (fy)ren de fungoes
simples integrdveis e nao negativas que verifica as duas condi¢oes sequintes:

(i) (fx)ren converge pontualmente em X para f;

(1) lilgn/ frdp < +oo.

Se f € integravel em X relativamente a medida p e se (fix)ren € uma sucessao
de fungoes nas condi¢des anteriores, o limite (i) designa-se por integral da fun¢ao
f em X relativamente a medida pv e denota-se por

[sawon [ 5w du<x>.

Com esta notagao para o limite (i), f, X e x designam-se, tal como na Defini¢cdo
por, respectivamente, funcdao integranda, dominio de integracdo e varidvel de
integracao.

Caso X =R, também se utiliza a notagao

+o0o +oo
| tdwou [ f(as)du(x)-

Observagao 41. Dada uma funcao f > 0 A-Bg-mensuravel, a Proposicao [19 ga-
rante a existéncia de uma sucessao crescente de funcoes simples nao negativas e
mensuraveis convergente pontualmente para f. Mas isto nao chega para garantir a
integrabilidade de f. Esta sé ficard garantida se, entre as varias sucessoes crescentes
de funcgoes simples nao negativas e mensuraveis convergentes pontualmente para f,
existir (pelo menos) uma cujos termos sejam integraveis e o limite dos seus inte-
grais seja finito, cf. (ii). Este “e”, sublinhe-se, é importante. Por exemplo, em R",
n € N, a funcao Ig» = 1 nao é integravel relativamente a medida de Lebesgue sobre
(R™, Bgn) (Defini¢ao 20). No entanto, em R", 1g» é limite pontual de uma sucessao
crescente de fungoes simples nao negativas e integraveis relativamente a medida de

Lebesgue sobre (R", Bg). Por exemplo, (1{_; " )ken.

13Se (fr)ren € (gr)ren sao duas sucessoes de fungoes simples nas condicdes anteriores, prova-se
que limy, [ fi dp = limy, [ gr dpe. (Esta verificagao técnica pode ser consultada, por exemplo, em
[F15].) Deste modo, a nocao de integral de uma fungao néo negativa integrével é coerente e estd
bem definida, no sentido que é independente da sucessao de fungdes (fx)ren considerada.

14Ta] como anteriormente, nesta notacio u é uma medida qualquer sobre um espaco mensuravel

(R, A).
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Os resultados da seccao anterior facilmente se generalizam a funcoes nao nega-
tivas integraveis genéricas:

Proposigao 42. Sejam f,g > 0 duas funcoes integrdveis. Entao:

1)
/deMZO-

/deué/xgdu-

3) Linearidade Para quaisquer constantes «, 3 € R tais que af + 5g > 0, a
funcao af + Bg € integrdvel e

/X(ozf+ﬁg)du=oz/xfdu+6/xgdu.

Demonstracao. As alineas 1) e 3) sdo uma consequéncia da Definigao das Pro-
posicoes, respectivamente, e [26] e das propriedades da convergéncia pontual de
sucessoes de funcgoes. Tal como na demonstracao da Proposicao as alineas 1) e
3) implicam a alinea 2). O

2) Monotonia Se f < g,

Dadas uma fungdo f > 0 integrdavel e uma sucessao (fx)reny de fungoes sim-
ples integraveis nas condigoes da Defini¢ao [0 observe-se que, para cada A € A,
(fela)ren é uma sucessao crescente de fungoes simples integraveis e nao negativas,
convergente pontualmente para fl4. Como frl4 < fr, k € N, pela segunda parte
da Proposicao 27] tem-se

/fk]lAd,ué/fkdu, Vk €N,
X X

o que implica que
lim/ feladp < lim/ frdp < +o00.
ko Jx ko Jx

Ou seja, f14 é uma fungao integravel e

/f]lAdM:hm/fk]lAd,uu
X ko Jx

cf. Definicao . Isto significa que tem-se definida uma aplicacao py: A = R,

1 (A) ::/anAd,,c, Ac A (17)
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Por analogia com a Definicao , o valor pr(A), A € A, designa-se por integral da
fungao f no conjunto A relativamente a medida p e denota-se por

tAfde1[;ﬂ@du@) (18)

Pela Definicao [0 e pelas propriedades da convergéncia pontual de sucessoes de
funcoes, alguns resultados sobre o integral indefinido apresentados na sec¢ao anterior
generalizam-se facil e naturalmente:

Proposicao 43. Seja f > 0 uma func¢ao integrdavel. Entao:

1) Se p(A) =0,
/fd,u =0.
A

2) Dados A, B € A tais que A C B,

AﬂMSLf@-

3) Aditividade Dados m € N e By,..., B, € A disjuntos dois a dois,

/u fdu= [ fdu+...+ | fdpu
;-TilBj Bl

Bm

Em particular, se X = U7, B;,

/fd,u: fdu+ ...+ fdpu. (19)
X Bl Bm

Proposicao 44. Sejam f > 0 uma fun¢ao A-Bgr-mensurdvel e B; € A, j =
1,....,m, méeN, tais que BBNB; =0 sei#jeX = UL, Bj. Se cada fungdo flp,,
j=1,...,m, € integravel em X relativamente a medida 1, entao f € integrdavel em
X relativamente a medida p e tem-se ((19)).

Demonstragao. Para cada funcao integravel flp, j = 1,...,m, seja (fg)keN uma
sucessao de funcoes simples nas condigoes da Definicao (convergente pontual-
mente para flp;). Para cada k € N, defina-se

fro=fi+. .+ "

Tem-se assim definida uma sucessao (f)ren crescente de fungoes simples integraveis
e nao negativas convergente pontualmente para f. Para o verificar, considere-se um
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r € X, qualquer. Como X = U, B; e os conjuntos By, ..., By, sao disjuntos dois
a dois, existe um tnico jy € {1,...,m} para o qual x € Bj,. Assim,

lim f(x) = (fip,))(x) = f(x),

enquanto que
lim f(x) = (f1g,)(2) =0, ¥j # o

pelo que
lim fi(2) = lim fi () + ...+ lim " (2) = lim f? () = f(2).

Tem-se ainda
lim/ fkd,u:lim/ f,idu—l—...%—lim/ it dp < 400, (20)
ko Jx k Jx k Jx

o que completa a prova da integrabilidade de f (cf. Defini¢ao [40)). Devido & integra-
bilidade de f, a igualdade é entao uma consequéncia da alinea 3) da Proposigao
(3] ou da igualdade em (20) (cf. Definicao [40)). O

Como ¢é expectdvel, a aplicacao py para uma funcao f > 0 integrdvel é uma
medida sobre (X, .A). Para o verificar, falta generalizar a alinea 3) da Proposicao
a uma uniao infinita numeravel de conjuntos, o que surgird como uma consequéncia
de um dos resultados de convergéncia de integrais a serem estudados.

Por agora, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 45. No espago mensurdvel (X, P(X)) considere-se a medida de Dirac 0,
associada a um ponto x € X (Ezxemplo 18 do tema anterior). Neste caso, todas
as funcoes f 1 X — R sio P(X)-Bgr-mensurdveis (Exemplo @ Como veremos,
também sao integrdveis.

Como 6, € uma medida finita, qualquer funcdao indicatriz 14, A C X, € integrdvel

(Definicao [20) e
1 €A
[undn=ay=¢ 0 O (21)
X 0, sex¢gA

ou seja,

/ ]IA déz = ]IA(I) (22)
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Por §, ser uma medida finita, também qualquer funcdo simples f € integrdvel
(Defini¢ao @) Acresce, se f € uma funcao simples da forma , entao, por (21)

c 22,
k k
/deax = it (A) =Y ailla(x) = f(x).
=1 =1

Considere-se agora uma fungao f > 0. Como f é mensurdvel, pela Proposicao[19
existe uma sucessao crescente (fi)ken de fungoes simples fr, > 0, k € N, convergente
pontualmente para f. Pelo que vimos anteriormente, estas funcoes f sao todas
integrdveis em X relativamente a medida o, e

[ gt = o). vhen
b's
Assim,

lilgn/X frdo, = li]{;n fr(z) = f(2),

0 que prova que f € integrdavel e
X

Exemplo 46. No espaco mensurdvel (N, P(N)) considere-se a medida de contagem
w (Exemplo 18 do tema anterior). Pelo Exemplo@ todas as funcoes f : N — ]R’E $a0
P(N)-Bg-mensurdveis. No entanto, nem todas sio integrdveis (Defini¢ao[2(). Por
exemplo, so as fungoes indicatrizes 14 de subconjuntos A C N finitos sao integrdveis.

/]lAd,u #(A Z]IA

Pela Defini¢ao isto significa que uma fungao simples [ so € integrdvel se o

Neste caso,

conjunto dos pontos onde f ndo se anula,

{n e N: f(n) # 0},

for finito. Ou seja, nao sé f(N) tem de ser finito (por f ser uma fun¢ao simples),
como, para cada 0 # 3 € f(N), o conjunto f~1({B8}) tem de ser finito. Se assim for
e se . 8|) for uma representacao de f, entdo

k ) o k

/wadu=2ai#<Ai>=Za@-ZnAi< =33 et ) Zf (23)

n=1 =1

15Sucessoes de valores reais! Recorde-se que, por definicio, uma sucessio de valores reais é uma
funcao definida em N e com valores em R.
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Traduzindo “f(N) congunto finito” e “f~({B}) conjunto finito para cada 0 # 8 €
f(N)” em termos de linguagem das sucessdes, isto significa que uma sucessio s
¢ integrdvel relativamente a medida de contagem se apenas um numero finito de
termos for nao nulo. Por exemplo, a sucessao

f=(1,2,3,4,4,4,4,....4,...)

ndo € integrdvel, porque embora o conjunto dos termos (f(N)) seja finito ({1,2,3,4} ),
17Y({4}) ndo € finito. No entanto, a sucessio

F=1(1,0,0,2,0,0,0,3,3,0,0,0,0,...,0,...)

Ja € integravel e

cf. .
Considere-se agora uma func¢ao f: N — R nao negativa, ou seja, uma sucessio
(f(n))nen de valores reais nao negativos. Para cada k € N, defina-se fi, : N — R{,

(fk(n))neN = (f(l)vf(Q)u - '7f(k)70707 ce 707 e )

Tem-se assim definida uma sucessao crescente ( fi)ken de fungoes simples integrdveis
convergente pontualmente para f. Com efeito, para cada n € N fixo, tem-se

fe(n) = f(n), Vk=mn,
pelo que
lim fi(n) = f(n).
Para se concluir a integrabilidade de f resta verificar sob que condigoes se pode
garantir (ii) da Defini¢ao . Para isso, observe-se que

k
/kadﬂ => f(i), VkeN
i=1

Assim, f serd integrdvel se, e somente se, a série

> f(n)

for convergente. Se tal acontecer, entao

/Nfduziijﬂn).

"*Note-se que f = L1y + 2Lqay + 3Lys 0y € [y fdp = #({1}) + 27£({4}) + 3#({8,9}).
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Para terminar esta seccao, dois resultados que generalizam, respectivamente, as

Proposigoes [30] e

Proposigao 47. Sejam h uma func¢ao A-Br-mensurdvel e f uma fun¢ao integrdvel
tars que 0 < h < f. Entao, h é integrdvel.

Demonstragcao. Devido a mensurabilidade de A > 0 e a Proposigao [19, existe uma
sucessao crescente de fungoes hy > 0, k € N, simples e A-Bg-mensuraveis conver-
gente pontualmente para h.

Por seu turno e pela Definicao |40, existe uma sucessao crescente de funcoes
fm = 0, m € N, simples e integraveis convergente pontualmente para f.

Tem-se assim

0<h<...<hp<...<h<f A< <fu<...<Ff

onde

h(z) = sup hy(z), f(x) = sup fn(2), YaeX,

keN meN

por as sucessoes (hy)ken, (fim)men serem crescentes.
Fixado k € N, qualquer, consideremos a fungao simples h; e os conjuntos dis-
juntos e mensuraveis

A={ze X h(x) = f(=)} (= (f — )7 ({0})),
B={xeX: )< f(x)} (= (f = )7 (0, +00])).
Observe-se que se A = X, tem-se hy = h = f, o que implica directamente a

integrabilidade da funcao hy.
Suponhamos que A # X. Em termos de uma representagao de hy da forma (§]),

n
E O‘i]lAi
=1

com X = U A4; e a1 < ... < a, isto significa que existe pelo menos um 7 €
{1,....n} parao qual {z € X : o; < f(2)} # "} Seja iy 0 maior desses i. Como
a; < ... < ap, tem-se, de modo equivalente,

B = U{x € X (hly,)(z) < f(x)} = U{x €A a; < f(x)}

=1

1"Note-se que hy(X) = {ay,...,an}
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Relativamente a «;,, observe-se que existe um my € N para o qual
iy < fmo(z), Ve lX. (24)

Isto acontece por duas razoes: por um lado, a sucessao (f,,)men € crescente e, por
outro lado, sendo cada fungao f,, simples, f,,(X) é um conjunto finito. Logo, existe
necessariamente uma fungao f,,,, que verifica . Assim sendo, tem-se hylg < fin,
(por hxlp < @), 0 que pela Proposigao conduz a integrabilidade da funcao
simples h1g. Logo e pela Proposigao [44] a fungao

hiy =hilx = hplla +hpllp = fla+ hilp

¢é integravel.

Da arbitrariedade do k£ € N fixado, conclui-se entao a integrabilidade de todas
as funcoes hy, k£ € N. Para se concluir a integrabilidade de h, resta entao verificar
que o limite

lim/ hy dp (25)
koJx

existe e é finito (cf. Definigao , 0 que é uma consequéncia da alinea 2) da Propo-
posi¢ao 2] ja que, tendo-se hy < hiyq < f, k € N, a sucessao de valores reais

(o),

/hkd,ug/fdu, VkeN
b X

Consequentemente, o limite (25| existe e é finito. O

é crescente e limitada:

Proposicao 48. Se f > 0 € uma func¢ao integrdvel e

Af@z&

entio p({x € X : f(x) #0}) =0. Isto é, f =0 excepto num conjunto de medida
nula.

Demonstracao. Considerem-se os conjuntos mensuraveis

By={re X :1/k< f(z)} = f(1/k, +oo), keN.
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Para cada k € N, tem-se 0 < %IlBk < f, pelo que, pelas Proposigoes 47 e [42] (alinea
3), a funcdo 1p, ¢ integrdvel (isto ¢, u(By) < +oo, cf. Definicao [20). Acresce, pela
alinea 2) da Proposigao 42, que

1 1 1
i) =1 [ vndu= [ Gandu< [ fiu=o,
k k Jx x k P%

ou seja, pu(By) = 0 para qualquer k£ € N. Como

{reX:flx)#0} =B,

keN

conclui-se que

p({z € X : f(z) #0}) < Z (By) =0,

o que implica que p({z € X : f(x) #0}) = 0. O

Observagao 49. Se uma fun¢ao mensuravel f verificar u({z € X : f(x) # 0}) =0,
em Teoria da Medida ¢é usual traduzir-se este facto por “f = 0 quase por toda a
parte”, ou, se houver necessidade de especificar a medida pu, “f = 0 p-quase por
toda a parte”. Esta terminologia justifica-se por u({x € X : f(x) # 0}) = 0 ser
equivalente a f = 0 excepto num conjunto de medida p nula, estando esse conjunto
de medida g nula reflectido nos termos “quase” e “u-quase”. De forma abreviada,
costuma escrever-se f = 0 q.t.p., ou f = 0 u-q.t.p., onde “q.t.p.” sao as iniciais de
“quase por toda a parte”.

2.3 Funcgoes Mensuraveis

Dada uma funcao f : X — R A-Bgr-mensuravel, considerem-se as funcoes men-
surdveis f* e f~ definidas na Proposigao [0}

fH(x) :=max{f(x),0}, f(z):=max{—f(x),0}, v € X.

Equivalentemente,

) = f(x), se f(z)>0 () — 0, se f(x) >
f @ {O, sef(x)<07 @ {—f(x), se f(z) <0

Em termos graficos, isto significa que estas fungoes relacionam-se com a funcao f
como a seguir se indica:
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L1

<

Fig.: In Ricou, M., Medida e Integracdo. Departamento de Matematica do Instituto
Superior Técnico, 2005.

Quer analitica, quer graficamente, algumas consequéncias resultam de imediato:
as funcoes f* e f~ sdo ambas nio negativas e
f=r=f fl=f+r.
Deste modo, tem-se a seguinte
Definicao 50. Diz-se que uma fungao A-Bgr-mensurdvel f é integravel em X rela-
tivamente a medida p se as fungoes f+ e f~ forem ambas integraveis em X relati-

vamente a medida v (Defini¢ao @)
Se f ¢é integrdvel em X relativamente a medida i, o valor da diferenca

/X £+ dp— /X 1 dp (26)

designa-se por integral da funcao f no conjunto X relativamente a medida p e

denota-se por
[ fdwou [ f@)aua)
X X

Com esta nota¢ao para , f, X e x designam-se por, respectivamente, funcao
integranda, dominio de integracdao e varidvel de integracao.
Caso X =R, também se utiliza a notacdo

+oo +0o0
fdp ou () du(x)-

Exemplo 51. Retomando o Ezemplo [{3, podemos agora concluir que qualquer
fungao f : X — R € integravel em X relativamente a medida de Dirac 9, sobre

(X,P(X)), tendo-se

/deémz/Xf+d5x—/Xf‘d5m=f+(93)—f_($)=f($)-

18Ta] como anteriormente, nesta notacdo u é uma medida genérica sobre um espaco mensuravel

(R, A).
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Proposicao 52. Sejam f e g duas funcoes integrdveis. Entao:
1) Linearidade Para quaisquer o, f € R, a fun¢do af + Bg € integravel e

/X(Oéerﬁg)du:a/dequﬁ/ngu.

2) Monotonia Se f < g,
[ fan< [ gau
X X

Demonstracao. Para a prova da linearidade, note-se que dado o € R, v # 0,

(af)i:{afi’ se a >0

—afT, sea<0

Independentemente do sinal de «, da integrabilidade de f* resulta sempre a inte-
grabilidade de (af)* (Proposicao 42| alinea 3) e, portanto, a integrabilidade de af.
Caso a < 0, tem-se ainda

Jardn= [ @nrau= [ @p an= | (S [ artan

em que, pela alinea 3) da Proposigao 42| (com = 0), cada um dos integrais do lado
direito ¢ igual, respectivamente, a

—a/Xf_du, —oz/Xerd,u.
/onfduza/xﬁdu—a/xfduzoz/deu.

Caso a > 0, a prova da igualdade anterior é semelhante.

Deste modo

Considerem-se agora duas fungoes integraveis, f e g. Como
0< (f+9)* < fF+g%

decorre da mensurabilidade de (f + g)*, da integrabilidade de f* + ¢g* (Proposigao
[12] alinea 3) e da Proposigao [47} a integrabilidade de (f+g¢)* e, portanto, da fungdo
f + g. A expressao para o integral de f + g em X relativamente a u é entao uma
consequéncia da igualdade

S+ =+ =f+9=f"—f"+9"—g".
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Quanto a monotonia, uma vez que nao esta garantido que 0 < f < g, a desi-
gualdade de integrais pretendida nao pode ser inferida da alinea 2) da Proposigao
. Contudo, a alinea 1) dessa mesma proposigao garante que

/X(g—f)duzo

e a linearidade anteriormente provada mostra que

/X(g—f)duz/xgdu—/xfdﬂ-

A combinacao destes dois factos implica entao a desigualdade de integrais preten-

Como consequéncia imediata da Definigao 50|e da alinea 3) da Proposicao , se
f é uma funcao integravel, entao a funcao |f| = f* 4 f~ também é integravel e

/deu‘ - /Xfwu—/xf—du] < [rrdusf 5 an= [(rerydu= [ i1

O reciproco também é verdadeiro, o que, como ja observadoEL trata-se de uma

diferenca considerdavel quando comparado com a integracao a Riemann.

Proposigao 53. Seja f uma funcao A-Bgr-mensuravel. Entdo, [ € integravel se, e
s6 se, | f| € integravel. Nesta situagao,

/deu'S/X!fldu~

Demonstracao. Basta notar que

0 fE<fr+f =|f|

Assim, a integrabilidade de f* (e, portanto, de f) é uma consequéncia da integra-

bilidade de |f|, da A-Bg-mensurabilidade de f* e da Proposicao [47] O

Exemplo 54. A traducdo da Proposicao em termos do Ezemplo [£6 significa
que a integrabilidade de uma sucessao f relativamente a medida de contagem sobre
(N,P(N)) € equivalente a convergéncia absoluta da série

> fn).

YRecorde-se também a alinea 2) da Observacio 12 do primeiro tema.
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Nesta situacao,
[ rdu=3" 1)
N n=1

Por combinagao das Proposigoes [47] e 53] tem-se mais um resultado que contrasta
(bastante) com o que se verifica em termos da integragao a Riemannm:

Proposicao 55. Sejam f uma funcio A-Bgr-mensurdvel e g uma fun¢ao integrdvel
tais que |f| < g. Entao, f € integrdvel.

Outras diferengas assinaldveis entre a integragao a Riemann e a integracao rela-
tivamente a uma medida decorrem da generalizacao da nog¢ao de integral indefinido
a uma fungao integravel genérica. Para esse efeito, observe-se que dados uma fungao
f integravel e um conjunto A € A,

[fLal = |f11a < [f].

Assim da integrabilidade de | f| (Proposigao e da Proposicao , resulta que fll4
é integravel. Como
(f]lA)i = fiII-A7

tem-se ainda

/anAduz/Xfﬂudu—/xf—mu:/Aﬁdu—/Af—du,

onde na tultima igualdade se utilizou a notacao introduzida em , . Genera-
lizando essa notacao e a terminologia introduzidas em , , no que se segue o

integral
/ fladp
X

serd designado por integral da fungao f no conjunto A relativamente a medida u e

/A fdp on / f(x) du().

Por esta construcao, os resultados estabelecidos ao longo das duas seccoes ante-

denotado por

riores facilmente se generalizam a este caso mais geral, sendo deixado como exercicio
a sua verificagao:

20Recorde-se a alinea 1) da Observacdo 12 do primeiro tema.
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Proposicao 56. Seja f uma funcgao integravel. Entao:

1) Se u(A) =0,
/fd,u =0.
A

2) Aditividade Dados m € N e By,..., B, € A disjuntos dois a dois,

/U fdu= fdp+...+ fdpu.
™| B; B

Bm

Em particular, se X = U, B;,

/fd,u: fdp+...+ fdpu. (27)
b's B Bm

Proposicao 57. Seja f uma funcio A-Bgr-mensurdvel. Sejam B; € A, j =
L,...,m, meN, tais que BNB; =0 sei#jeX = UL, Bj. Se cada fungdo flg,,
Jj=1,...,m, € integravel em X relativamente a medida i, entao f € integravel em
X relativamente ¢ medida p e tem-se (27)).

No contexto da integracao a Riemann, vimos que alterando uma fungao integravel
num nudmero finito de pontos obtemos uma nova funcao igualmente integravel a
Riemann. Mas essa alteracao s6 pode afectar um nimero finito de pontos. Por
constraste, no caso da integracao a Lebesgue, a modificagao de uma funcao integravel
num numero numeravel, finito ou infinito, de pontos, ou até mesmo num numero
infinito nao numeravel de pontos, nao afecta a integrabilidade da nova fungao. Isto,
deste que o conjunto de pontos alterados tenha medida de Lebesgue nula@. Este
facto é uma consequéncia da Proposi¢ao [56}, j& que, por esta,

R\A

+o0
/ fdm = fdm+/fdm: fdm (28)
—o0 A R\A

para qualquer boreliano A C R de medida de Lebesgue nula. A verificacdo é um
pouco técnica e fora do ambito deste curso, mas prova-se que se f for uma funcao
integravel em R relativamente a medida de Lebesgue sobre (R, Bg) e se g for a funcao
resultante da alteracao de f num conjunto A (boreliano) de medida de Lebesgue
nula, entdo g é integravel em R relativamente & medida de Lebesgue e, por (128]),

“+oo “+o0o
/ fdm = gdm = / gdm.
—0o0 R\A —o0

21Recorde-se a Observacao 29 e o final do tema anterior: o conjunto de Cantor é um exemplo

de um conjunto infinito nao numeravel de medida de Lebesgue nula.
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Um resultado semelhante é valido, mais geralmente, para fungoes integraveis em R"
relativamente a medida de Lebesgue sobre (R", Bgx), n € N.

Observagao 58. Ainda no ambito da medida de Lebesgue sobre (R, Bg), como caso
particular da Proposicao |56 tem-se

/ fdm:/ fdm:/ fdm = fdm
[a,b] [a,b] la,b] Ja,b]

para quaisquer a,b € R, a < b (m({a}) = m({b}) = 0). Por esta razao, qualquer
um destes quatro integrais é habitualmente denotado por

[ ramon [ swyan),

notacao ja conhecida para o integral de Riemann.

3 Resultados de Convergéncia

Tal como anteriormente, consideremos um espago de medida (X, A, u).

Proposicao 59. Seja (fir)ren uma sucessio crescente de fungdes nao negativas e
integrdveis convergente pontualmente para uma funcao f > 0. Se existir uma funcao
g > 0 integravel em X relativamente a medida i tal que

entao f € integravel em X relativamente a medida j e

/X fdp = lim /X Fedp (30)

Demonstracao. Comece-se por observar que, sendo a sucessao (fg)ren crescente,
f =supy fx, com f < g devido a . Assim e pela Proposicao , a funcao f é A-
Bgr-mensuravel. Além disso, a desigualdade 0 < f < g e a Proposicao [47 permitem
concluir a integrabilidade de f em X relativamente a medida u. Pela Proposicao

iim [ fedu< [ fan
ko Jx X
ja que fr <supy fr = f para qualquer k € N.

(alinea 2), tem-se ainda
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Para se provar a desigualdade contraria, note-se que, sendo f integravel, f é
limite pontual de uma sucessao crescente de funcoes simples integraveis e nao ne-
gativas (Definigao . Assim, se se verificar que para qualquer fungao simples e
integravel h, 0 < h < f, tem-se

[ vzt [ g
X ko Jx

poderemos entao concluir que

/fwsm/nw.
X k- Jx

Seja h uma funcao simples e integravel tal que 0 < h < f. Fixadoum 0 < ¢ < 1,
qualquer, defina-se

Ay ={z € X : fr(z) > ch(zx)}, keN.

Tem-se A, € A (por fp — ch ser A-Bg-mensurdvel e Ay = (fx — ch)7'([0, +o0[))
e, além disso, Ay C A1, k € N (por a sucessao (fx)ren ser crescente) com X =
UrenAy, (por fi convergir pontualmente para f). Assim e pela Proposigao [39]

c/ hd,u:/chd,u:hm chdp < lim fkduglim/fkdﬂ.
X X boJa koJa ko Jx

Consequentemente, fazendo o ¢ tender para 1, obtém-se
/ hdu < lim/ frdpu.
X ko Jx

Exemplo 60. Tal como no Exemplo 34 do primeiro tema, consideremos uma su-

]

cessao (T )ken Cujos termos sejam todos os ndmeros racionais do intervalo [0, 1].
Consideremos a sucessao crescente (]l{rl,_,_“})keN de funcoes integraveis em R rela-
tivamente a medida de Lebesgue sobre (R, Bg),

+oo
/ 1{71,~~~,Tk}($) dm(x) = m({rla e 7Tk}) = 07 k S N

Como se verifica facilmente, esta sucessao converge pontualmente para lgnp,i). Dado
que
Ly < Ly, VEEN,

onde a funcao Lo ;) é integravel em R relativamente a medida de Lebesgue (Definigao
, conclui-se pela proposicao anterior que

+oo +o0
h;f;n/ Ly, ey () dm(x) :/ Lgnjoa(x) dm(z). (31)

[e.e]
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Coroldario 61. Se f > 0 ¢é uma fungao integrdvel, entao a aplicagao py: A — R,

ur )= [ fan AeA

¢ uma medida sobre (X, A).

Demonstra¢ao. Como j& observado, falta verificar que se { Ag }ren é uma familia de
elementos de A disjuntos dois a dois,

o0

[ ra=X [ ran

Uken Ak k=17 Ak

Para o efeito, para cada k € N, defina-se a funcao

fk = f]1A1 ++f]1Ak = fﬂUf:1Ai'

Tem-se assim definida uma sucessao crescente de fungoes nao negativas e integraveis
convergente pontualmente para f1l, _ 4,. Acresce,

fk§f7 VkENu

onde, por hipétese, a fungao f é integravel. Assim, pelas Proposigoes |59 e 43| (alinea
3),

J

kEN A

k [e%e)
fdu:/)(fllukeNAkdu=11]£n/)(fkdu=lllgn;/xfﬂfndu =¢;/Aifdﬂ-
O

O resultado de convergéncia da Proposicao [pY tem, contudo, duas grandes con-
dicionantes: a sucessao (fx)ren tem de ser crescente e os termos fi, k € N, tém de
ser nao negativos. Com vista a um resultado mais geral, como passo intermédio,
tem-se o lema seguinte. Recorde-se que dada uma sucessao (uy)ken limitada de va-
lores reais, define-se o limite inferior de (uy)ken, que se denota por lim infy uy, como
o limite

limkinfuk = lilgnvk, vg :=inf{u; : 1 > k}, k€ N.

Por contraste com (uy)ren, note-se, a sucessao (vg)ren € crescente. Além disso, para
todo o k € N, tem-se v, < ug. De igual modo define-se o limite superior de (ug)xen,

que se denota por lim supy uy:

lim sup uy, 1= lilgnwk, wy = sup{u; 1 i >k} > uy, k€N,
k
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Neste caso, a sucessao (wy)ken ¢ decrescente. Tem-se

limkinf(—uk) = — lim sup wy,
k

o que relaciona os limites inferior e superior de (uy)ren. Caso a sucessao (ug)gen
seja convergente, obtém-se liminfy vy = limy up = limsup, u;. Reciprocamente, se
lim infy, uj, = lim supy, ug, entao (uy)gen € convergente.

Dada uma sucessao de fungoes (fi)ren, fr : X — R, k € N, tal que a sucessao
(fx(z))ken € limitada para cada x € Xlﬂ, definem-se as fungoes lim infy, fi, lim sup,, f :
X — R, respectivamente, por

limkinf fr(z) == liin gr(x),  gi(z) :=inf{fi(x):i >k}, keN, (32)
limsup fx(z) := lilzn hi(z), hg(x) :=sup{fi(zx) :i >k}, k €N,
k
para cada x € X. Nestas condigoes:

Lema 62. Suponhamos que, para cada k € N, fi. > 0 e que fi € integravel. Se
fe<g, VEeN

para alguma funcao g > 0 integrdvel em X relativamente a medida 1, entao a fungao
liminfy fi € integravel em X relativamente a medida p e

/ liminf f, dp < lim inf/ frdpu.
x kK k b

Demonstragao. Considere-se a sucessao (gx)ren de fungdes g, k € N, definidas por
(32). Tem-se assim uma sucessao crescente de fungoes nao negativas convergente
pontualmente para liminfy fi e tal que

Pela Proposigao[12] observe-se, cada fungao gi, é A-Bg-mensurével. Pela Proposigao
e pela desigualdade , isto entao significa que as funcoes g, sao integraveis.
Assim e pela Proposicao [59, a funcao liminfy, f; € integravel e

/liminffkdu:/ limgkdu:lim/ gr dp.
x k x k koJx

220 que acontece se, por exemplo, a sucessao (fx)ren for convergente pontualmente.
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A desigualdade pretendida resulta de e da Proposigao 42| (alinea 2), ja que

ambas implicam
[ wduz [ pdu vhen
b X

liminf/ gk dp Sliminf/ frdp.
ke Jx ko Jx

e, por conseguinte,

Consequentemente,

/liminffkduzlim/ gkduzliminf/ grdp < liminf/ frdu.
x K kJx k X k X
O

Teorema 63. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja
(fe)ken uma sucessao de fungoes integrdveis convergente pontualmente para uma
fungao f. Se existir uma funcdo g > 0 integrdavel em X relativamente a medida [
tal que

fil<g, VkeN, (34)

entao f € integrdvel em X relativamente a medida 1 e

/deuzlilgn/xfkdu.

Demonstra¢ao. Como vimos na demonstracao anterior, a alinea 1) da Proposicao
garante que cada fungao g, definida por (32) é A-Bg-mensurdvel. Como a sucessao
(gr)ken € crescente, tem-se limg g = supy gr e, portanto, a alinea 2) da mesma
proposicao assegura que

f=lmg

é A-Bgr-mensuravel. Além disso, a desigualdade implica que |f| < ¢g. Assim e
pela Proposicao a funcao f é integréavel.
Observe-se que, também por ([34)),

|fe—f1 <29, VEeN.

Logo e pelo Lema [62]

/XQQdu:/Xli;n(Zg—Ifk—fl)duélimkinf/X@g—Ifk—fl)du

=/ 2gdu—limsup/ | fr — fldp.
X k X
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Ou seja,

limsup/ |fx — fldp <0 = limsup/ |fe — fldu=0.
k X k X
>0

Consequentemente,

0 < timyint [ 1~ fldp < timmsup [ 15— fldp =0
k X k X

o que implica que o limite
i [ 17— fldu
ko Jx

existe e é igual a 0. Como pela Proposicao [53] tem-se

/kadu—/xfdu’S/X!fk—fldm VkeN,

conclui-se assim que o limite limy, [ + Jr dp existe e

1il£n/xfkdﬂz/xfdu.

Proposicao 64. Seja (fi)ren wma sucessao crescente de fungoes integrdveis con-

]

vergente pontualmente para uma funcao f. Se existir uma constante ¢ € R tal que

/fkd,ugc7 VkeNa
X

entao [ € integravel em X relativamente a medida p e

/X fdp = lim /X Fodp (35)

Demonstragao. Sem perda de generalidade suponhamos que f; > 0. (Se assim néo
for, considere-se a sucessao (fr — f1)ren que também é uma sucessdo crescente de
fungoes integraveis e que, adicionalmente, verifica f; — f; > 0 para qualquer k € N.)

Para verificar que f > 0 ¢ integravel construamos uma sucessao de fungoes
simples nas condigoes da Definicao convergente pontualmente para f. Para o
efeito, observe-se que cada funcao integravel f, > 0, k € N, é limite pontual de uma
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sucessdo crescente (hX),.cy de fungoes simples kX > 0, m € N, nas condigoes da
Defini¢ao Para cada m € N, seja

B i= sup hF.
1<k<m

Tem-se assim definida uma sucessao (hy,)men crescente de fungoes simples e A-Bg-
mensurdveis (Proposigao [12). Como a sucessao (h¥),.en é crescente e convergente
para f; tem-se ainda

hp = sup h¥, < sup fi= fm, mEN, (36)

1<k<m 1<k<m

onde a tltima igualdade deve-se & monotonia da sucessao (fx)ren. Logo e pela
Proposicao A7), cada fungao h,,, m € N, é integravel em X relativamente & medida
(e, pela alinea 2) da Proposigao [42]

/hmdug/fmdugc, Vm e N.
X X

Para se concluir que a sucessao (h,,)men verifica todas as condi¢oes da Defini¢ao
40|, resta verificar que esta sucessao converge pontualmente para f. Isto resulta de

, que implica que
lim h,, <lim f,, = f,

e de h,, > h*, m €N, o que conduz a
lim h,, > limh* = i, = limh,, > sup f = f.
m m m k.

Logo, lim,, h,, = f.

Verificada pela Defini¢ao a integrabilidade de f, a igualdade é uma
consequéncia do Teorema [63) uma vez que |f| = fi < f para qualquer k € N. [

4 O Integral de Riemann e o Integral de Lebesgue

Finalmente, o resultado que permite concluir que o integral de Lebesgue é uma
generalizagao do integral de Riemann, o que da sentido as comparagoes realizadas
(e que se seguirao) entre o integral de Riemann e o integral de Lebesgue:

Teorema 65. Dada uma funcao f : R* = R, n € N, seja I C R" um intervalo
limitado e fechado em R™. Se fi; € integrdvel a Riemann no intervalo I, entao fl;
¢ integravel em R™ relativamente a medida de Lebesgque sobre (R™, Bgn) e

[ sy = [ pa e
4
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Demonstragao. (Esbogo) Por uma questao de simplificagao, considere-se o caso n =
1. Seja I = [a,b], a < b.

Uma condicao necessédria para que fj,p seja integravel a Riemann é que fjjq
seja limitada, digamos, | fjj.y| < M para uma certa constante M > 0. Em termos
da funcao fl,y), isto significa que

| [y < M1y,

onde, note-se, a fungao simples M1, ¢ integravel em R relativamente a medida de
Lebesgue por m([a, b]) < +o00. Assim, se se provar que fl,; é Br-Br-mensuravel,
resultard da Proposi¢ao 55| a integrabilidade de f1j, em R relativamente a medida
de Lebesgue. A demonstracao da mensurabilidade de f1j, ¢, contudo, a parte
mais delicada e envolve uma pequena verificacdo técnica que sai fora do ambito
deste curso. Esta é a razao por que esta demonstracao foi apresentada como sendo
um esbocgo. A parte deste detalhe técnico, a prova que a seguir se apresenta esta
completa.
Considere-se uma particao de [a, b] em 2%, k € N, partes iguais:

{[zo, z1], [x1,22] s .., [Tor 1, xar]}, i =a+ §(b —a), i=0,1,...,2"
Relativamente a esta particao, considerem-se as somas inferior e superior de Dar-
boux,

2k 2k
Sk = Z inf  f(z)(zi —@i1), Sk = Z sup  f(z)(@; — @),
P T€[zio1,2] P r€lri1,2i]

e as fungoes simples Borel-mensuraveis,

2k 2k
fr = Z e[inf ]f(a?)ll[zi,l,zi], F, = Z [sup }f(x>]1[:pi,1,xi]'
i=1 TElri-1.T i=1 TEITi-1,Ti

Como {x € R: fy(z) # 0}, {z € R: Fi(x) # 0} C [a,b] e m([a,b]) < 00, fr e F}
sao integraveis em R relativamente a medida de Lebesgue e

/ab fi(@) dm(x) = s, /ab Fy(z)dm(z) = Sy, VkeN.

Tem-se ainda
o < fopr < flgy) < Frepn < F, VEEN,
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pelo que as sucessoes (fx(7))ken, (Fr(x))ren s@0 convergentes:
flz) = lilgn fe(a) = sup fi(z), F(z):= hin Fi(x) = if’;f Fi ().
k
Logo e pela Proposigao , as funcoes f, F sao ambas Borel-mensuraveis. Acresce,
fo < F< flay <F<F, VkeN,

pelo que
F—f<F,—fi, VkeN.
F

<
Assim e pela Proposicao , ' — f é integravel em R relativamente & medida de

Lebesgue e

b b
0< / (F(z)— F(x)) dm(z) < / (Fi(2)— fu(2)) dm(z) = Sp—sp, Yk €N, (37)
Como, por definigao, .
/ f(z)dx = lilgn Sp = lilgn Sk,

por passagem ao limite em k& € N em (37) obtém-se entao

/ (F(x) - F(x)) dm(x) = 0.

Ou seja e pela Proposicao E f = F excepto num conjunto de medida de Lebesgue
nula. Isto significa que, nesse mesmo conjunto, f = f Loy = F. Este facto, a par da
Borel-mensurabilidade de f, F, permitem concluir que f Lpgy) € Borel—mensurave]@

Como explicado no inicio, da mensurabilidade de f1,; podemos entao concluir
a integrabilidade a Lebesgue de fl,; em R. Como

fe < flygy < Fp, YkeN,

pela Proposigao [52] tem-se ainda

11m/fk ) dm(z /f ) dm(z <hm/Fk ) dm(z
—o —Sy
[ 1o 1o
O

23Esta é a verificacdio técnica que se reserva a cursos mais avancados de Teoria da Medida, mas

pelo que

que pode ser consultada, por exemplo, em [T00].
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77777

Du(e) 1, sex€{ry,...,r}
€Tr) =
; 0, sexel0,1]\{ry,...,7}

introduzida no Exemplo 34 do primeiro tema. Tal como ai verificado, cada funcgao

-----

Isto tem implicacoes no resultado de convergéncia do Exemplo . Com
efeito, como 1., o1 = gy, ppy, tem-se

400 +o0 1
/ L,y () dim(z) = / L,y ()1 () dim(z) = / Ly, () dm(a),

oo

para qualquer £ € N. Do mesmo modo, por Lgnjo,1) = Lonp,1110,1,

/_Oo]lQm[o,l](l')dm(fc)I/O Ngno.n(z) dm(z).

o0

Este factos combinados significam que o limite (31)) pode entao reescrever-se, equi-
valentemente, como

1 1
liin/ Dy(z) dx = / Lgnjo,1)(z)dm(x),
0 0
onde, recorde-se, ]1@”[071]\[0 Ly = D, para D a funcao de Dirichlet.

Observacao 67. De acordo com o Corolario dada uma funcao f > 0 integravel
em R relativamente a medida de Lebesgue sobre (R, Bgr), f1y é uma medida sobre
(R, Bg). Pela Proposigao 21 do tema anterior, isto significa que dada a sucessao
crescente de borelianos ([—k, k])ken,

—+00

f(z)dm(z) = lilgn /k f(z)dm(z) = li;n /k f(z)dm(z) + lillcrn/o f(z)dm(z),

onde na ultima igualdade se utilizou a alinea 3) da Proposigao . Pela Definicao
50l as igualdades anteriores sao ainda validas para uma funcao f genérica integravel
em R relativamente a medida de Lebesgue, pois

+o0 +oo +o0
f(x)dm(z) = S (@) dm(x) — f(z) dm(z)
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e, pelo Corolario , ps+ e pp- sdo medidas sobre (R, Bg).

Pelo Teorema [65], isto significa que se f for uma funcao integravel em R relativa-
mente a medida de Lebesgue sobre (R, Bg) tal que cada restrigao fjj_j ¢ integravel
a Riemann no intervalo [—k, k|, k € N, entao

“+o00

S} dm(a) =T /_ Z () da + lim /0 @) i

+oo

=: / f(z)dx + 0+°° f(z)dz =: f(z)dx.

Exercicio 1. Dadas uma aplicagao f : X — Y e uma o-algebra A sobre X, verifique
que

(BCY:fYB)e A

é uma o-algebra sobre Y.

Exercicio 2. Dadas uma o-algebra A sobre um conjunto X e uma funcao f A-Bg-
mensuravel, mostre que os seguintes conjuntos sao mensuraveis:
a) {xr e X : f(z) <1};
b) {re X : f(z)=1};
o) fr e X1 f2x) < 1);
d) {r e X : |f(x)] > 1}.

Exercicio 3. Dados dois conjuntos A e B, mostre que A C B se, somente se,
14 <1p.

Exercicio 4. Verifique as igualdades seguintes:

a) Taup =14+ 1p, seAﬂB:@;

b) ]lAc =1- ]],A;

C) Tavp=14+1p—1l1p;

d) ]1A\B = ]lA — ]13, se B g A,‘

e) ]IAAB = |]1A — ]IB|

Supondo que A, B € A para A uma o-algebra, conclua que os conjuntos que
surgem no lado esquerdo das igualdades d) e e) sdo mensuraveis.

[Nota: Em relacdo a esta tiltima parte do exercicio recorde-se o Exercicio 1 do tema
anterior. |
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Exercicio 5. Generalizando a alinea a) do exercicio anterior, mostre que dados Ay,
k € N, disjuntos dois a dois,

Ly ae = D da,.
k=1

Exercicio 6. Prove as trés alineas da Proposicao [43]

Exercicio 7. Fixada no espaco mensuravel (R, Bg) a medida de Dirac dy, identifique
as fungoes integraveis em R.

Exercicio 8. No contexto do exercicio anterior, dé um exemplo de uma funcgao
f =0 dp-quase por toda a parte.

Exercicio 9. Dado um conjunto X # () finito, identifique as funcoes integraveis em
X relativamente a medida de contagem sobre (X, P(X)).

Exercicio 10. Fixada a medida de contagem sobre (N, P(N)), verifique que a tinica
funcao f = 0 quase por toda a parte é a funcao identicamente igual a 0 em N.

Exercicio 11. Prove as Proposigoes [0 e [57]

Exercicio 12. Fixada a medida de Lebesgue sobre (R, Bg), estude a integrabilidade
em R das fungoes seguintes, calculando, caso exista, o valor do integral correspon-

e sex>0
0, sex <0’

b) A fungao Borel-mensuravel

dente:

a)

n Y

(i sen—1<zxr<n,neN
0, sex <0 '
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Medidas Produto. Medidas
Absolutamente Continuas

Maria Joao Oliveira

13 de Fevereiro de 2020

A fase final deste curso é dedicada ao estudo de algumas medidas que se destacam
por, em particular, permitirem a generalizacao de resultados bem conhecidos para
o integral de Riemann, como o Teorema de Fubini, a integrais relativamente a uma
medida.

1 Medidas Produto

Quando na Seccao 3 do tema “Medidas e o Que Medir” construimos a medida de
Lebesgue sobre (R? Br2), o ponto de partida foi a nogao de drea dum rectangulo
[CL]_, bl] X [a2a b2]7

area([ay, by] X [ag, bo]) = (b1 — aq1) - (ba — a2).

Contudo, observando o lado direito desta igualdade, constatamos que ai surge o
produto dos comprimentos dos intervalos [aq,b1], [ag,b] € R. Ora a nogao de
comprimento foi precisamente o ponto de partida para a construcao da medida de
Lebesgue sobre (R, Bg). Sera assim natural indagar se existe alguma relagao entre
as medidas de Lebesgue sobre (R, Bg) e sobre (R? Bgz2)? A resposta ¢ sim!

Antes, porém, ha ainda uma outra questdo que também se prende com estas
duas construgoes. O produto dos intervalos [ay, b1], [ag, by] € Br define o rectangulo
la1, b1] X [ag, bs] que é um boreliano de R?. Serd que o produto cartesiano de dois
quaisquer borelianos de R é um boreliano de R?? A resposta também ¢é afirmativa.
No entanto, nem todo o boreliano de R? é um produto cartesiano de borelianos de
R: o complementar do préprio intervalo [ay, bi] X [ag, bs], R?\ [a1, b1] X [az, by], ndo
se consegue escrever na forma A x B para A, B € Br. Por outras palavras, Bg X Bg
nao é uma o-algebra.
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Mais geralmente, dados dois conjuntos nao vazios X e Y e duas o-algebras A e
B sobre, respectivamente, X e Y, dum modo geral

AxB:={AxB:Ac A BecB}

nao define uma o-algebra sobre X x Y. No entanto é possivel definir sobre o produto
cartesiano X X Y uma o-algebra a partir das o-dlgebras A e B:

Definicao 1. A o-dlgebra sobre X x Y gerada pelos produtos cartesianos
AxB, AeABekB
chama-se o-dlgebra produto de A e B e denota-se por A ® B. Isto ¢€,
A®B=o0(AxB).

Proposicao 2. Tem-se

BRz = Br ® Bg.

Demonstrag¢ao. Como as o-algebras Bz e Br @ Bg sao ambas geradas, basta verificar
que
O € Br ® Bg, VO CR? aberto,

para se concluir que Bg2 C Br ® Bg, e que
AX B € Br2, VA BEDBg,

para se inferir a inclusao Br ® Br C Bpe.
12 Parte: Sendo O C R? um aberto de R?, para cada (z,y) € O existe um r > 0
tal que
le—rz+r[x|ly—r,y+r[CO.

A densidade de Q em R assegura entao a existéncia de a, b, c,d € Q tais que
r—r<a<z<b<z+r, y—-r<c<y<d<y+r

e, por conseguinte,
(x,y) €la, b x e, d[C e —r,z+r[x]ly—r,y+7r[CO.

Tal como na demonstracao da Proposicao 14 do tema “Medidas e o Que Medir”,
este argumento permite concluir que

0= |J {la.b[x]ed[ <O},

a,b,c,deQ
a<b,c<d
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o que prova que O € Br ® Bg.
2% Parte: Dados A, B € Bg, observe-se que

AxB=(AxR)N(R x B),

em que A xR =7, (A), Rx B =7,"(B) param : R> - R, i = 1,2, as funcdes
projecgao introduzidas no tema anterior (demonstragao da Proposicao 10). Pela

continuidade destas duas funcoes, tem-se 7, *(A), 7, '(B) € Bge, o que implica que

Ax B=m'(A)Nm, (B) € Bgs.
[

Observacgao 3. Uma analise mais pormenorizada a primeira parte desta demons-
tracao permite concluir que qualquer conjunto O aberto de R? pode ser escrito como
uma unido numeravel de elementos da o-algebra gerada o({]a,b] X |¢,d[: a < b,c <
d}):

0= |J {la.b[x]e.d[ <O}

a,b,c,deQ
a<b,c<d

Tal como na demonstracao da Proposicao 14 anteriormente referida, esta igualdade
de conjuntos entao prova que Brz C o({]a,b[ x |e,d[ : a < b,ec < d}). Como,
naturalmente, o({Ja, b X ]J¢,d] : a < b,c < d}) C Bge (por cada produto cartesiano
Ja,b[ x ], d[ ser um aberto de R?), resulta que

Bre = o({]a,b] X |]c,d[: a < b,c < d}).

Observagao 4. De acordo com a Proposicao [2, a o-dlgebra Bg: coincide com a o-
algebra produto Br ® Br. Por este resultado é agora clara a observacgao feita no final
da demonstragao da Proposigao 10 do tema anterior: provado que f~1(B; x By) € A
para quaisquer By, By € Bg, conclui-se pela Proposicao 6 do mesmo tema que

f71(Br ® Br) C A.
Pela Proposicao 2| agora enunciada, isto prova a A-Br2-mensurabilidade de f.

Fixadas uma medida p sobre (X, .4) e uma medida v sobre (Y, B) é entao natural
perguntar se existe alguma medida sobre (X x Y, A® B) que seja igual ao produto
p(A)v(B) para todo o A € A e todo o B € B. Para o efeito, para cada subconjunto
C CX XY eparacadaz € X, y € Y definam-se os conjuntos

Co={yeY:(x,y) eC}, C":={xeX:(r,y) eC}.
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Em particular, se C' = A x B para um certo A C X e para um certo B C Y, tem-se

c - B, se:UEA7 oV — A, Sey€B7 (1)
0, sex¢A 0, seyé¢ B

o que, caso A € A e B € B, implica que, para quaisquer pontos r € X ey € Y,
C, € Be(CY € A. Mais geralmente:

Proposicao 5. Se C € A® B, entao, para cada x € X e para cada y € Y,
C,eB, CYeA.
Demonstracao. Fixado x € X, considere-se a aplicacao inclusao i, : Y — X x Y,

i.(y) = (v,y), ye€Y,

e a o-dlgebra i ' (A ® B) = o(i;'(A x B)) (cf. Exercicio 6 do tema “Medidas e o
Que Medir” e Lema 5 do tema anterior). Tem-se

C,=1i,'(C).

Como, por , verifica-se i1 (A x B) C B — o que implica que o(i; (A x B)) C B
— obtém-se

Co=1i,'(C)ei' (A®B) = o(i, ' (A x B)) C B,

o que prova que C, € B. Um argumento semelhante aplicado a aplicacao inclusao
iy : X = X xY (paray €Y fixo),

iy(x):(xay)v ZEGX,
permite concluir que C¥ € A. O]

Por esta proposi¢ao, dado um conjunto C' € A® B, tem-se C,, € B para cada x €

X. Assim, se se tiver fixada uma medida finita v sobre (Y, ), podemos considerar
a funcao

X sz —=v(C,). (2)

Do mesmo modo, também pela Proposigao [ fixada uma medida finita u sobre
(X, A) podemos definir a aplicac¢ao

Y 5y u(CY). (3)
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Em relagao a estas duas fungoes, observe-se que caso C' = Ax B € Ax B, tem-se,
por ({1,

v(C;) = v(B)La(z), p(CY) = p(A)lp(y), VreXyeY. (4)

Ou seja, as funcoes e sao simples e, respectivamente, A-Bg- e B-Br-mensura-
veis. Para C € A ® B genérico, ja nao ha garantia que e sejam funcoes
simples. Mas tem-se a seguinte

Proposicao 6. As funcoes e sao, respectivamente, A-Bgr- e B-Bg-mensu-
raveis.

Para este resultado existem varias demonstragoes possiveis, com graus de sofis-
ticagao diferentes, mas todas elas incluem classes de conjuntos (que nao apenas as
o-algebras) e argumentos que extrapolam os objectivos fixados para este curso. Uma
demonstracao possivel é baseada em &lgebras de Boole (Exercicio 3 da Actividade
Formativa 1). Contudo, como veremos, mesmo nesta situa¢ao ha uma pequena veri-
ficacao técnica que, nao sendo incluida pelas razoes indicadas, pode ser consultada,
por exemplo, em [G06], [M11].

Demonstragao. (Esboco) Seja G a classe de todos os elementos C' € A ® B tais que
a fungao X 3 = — v(C,) é A-Bg-mensuravel:

G={CeA®B: X >z~ v(C,) € R é A-Bg-mensurdvel} .

Como se viu em , tem-se A x B C G. Por outro lado, pela prépria definicao
de G, G C A® B. Assim, se se provar que G é uma o-algebra, resultard que
A® B =0(AxB) CG e, por conseguinte, G = A ® B. Deste modo ficard entao
provado que para cada C' € A ® B a funcao é A-Bgr-mensuravel.

Dado C € G, vejamos que C° = (X x Y) \ C € G. Para esse efeito, note-se que

Co={yeY:(r,y) e X xY)\C}=(XxY),\C,,
pelo que
V(CE) = V(X X Y),) — V(G

Como z — v((X xY),) = v(Y) é uma fungao constante — portanto, A-Bg-men-
suravel — e, por hipétese, x — v(C,) é A-Bg-mensuravel, conclui-se que a funcao
z—v(C) =v((X xY),) — v(C,) é A-Bg-mensurdvel. Logo, C¢ € dff]

!Este mesmo argumento permite ainda concluir que, dados D, E € G tais que D C E, tem-se
E\DEeg.
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Dada uma familia finita C1,...,C, k € N, de elementos de G disjuntos dois a
dois, tem-se

(CLU...UC={yeY :(z,y) e CLU...UC} =C1,U...UChy,
com C;, NC; =0 sei# j. Logo,

v(CLU...UCk)) = v(Ciy) + ...+ v(Chy),

o que devido a A-Bg-mensurabilidade de cada fungao =z — v(Ci,), i = 1,...,k,
prova que C1 U...UC} € G.
Se C4,...,C, € G, k € N, nao forem disjuntos dois a dois, também prova-se

que C1 U...UCy € G. Nesta verificacao, a maior dificuldade é verificar que, dados
(4, Cy € G nao disjuntos, C1NCy € G ([GO6], [M11]). Uma vez feita esta verificagao,
resulta que Cy\Cy = Cs\ (C1NCy) € G para quaisquer C, Cy € G e, por conseguinte,
C1UCy = C1U(Cy\ Ch) € G para quaisquer Oy, Cy € G. Isto permite concluir que a
uniao finita de elementos de G é um elemento de G. Desta forma fica demonstrado
que G é uma algebra de Boole.

Para se concluir que G é uma o-dlgebra, resta provar que se (Cf)en for uma su-
cessao crescente de elementos de G, entao UgenCy € G (cf. Exercicio 3 da Actividade
Formativa 1). Para isso, observe-se que

fyeY:(@yelJat=JlyeY:(ry) e} =

keN keN keN

em que Ci, C Cy11,, k € N. Donde, pela Proposicao 21 do tema “Medidas e o Que

Medir”
keN . keN

llllgn V(Ciyp) = Sllip V(Ckx)lj

com

Logo e pela Proposigao 12 do tema anterior, a funcao

()

é A-Br-mensuravel, ou seja, UpenCr € G.

2Note-se que para cada x € X e para cada k € N tem-se v(Cy,) < v(Y) < 400, 0 que assegura
que supy, ¥(Cly) < 400 para cada z € X.
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A prova da B-Bg-mensurabilidade da funcao decorre de modo andalogo, consi-
derando a classe de todos os elementos C' € A® B tais que a funcao Y 3 y — u(CY)
é B-Bgr-mensuravel. O

Como observado em , caso C = Ax B € Ax B, as funcoes e coincidem
com as fungoes simples e mensurdveis, respectivamente, v(B)14 e u(A)1g. O facto
das medidas p e v serem ambas finitas assegura que as funcgoes e também
sao integraveis e

/X v(Cy) dpu() = /X V(B)La(x) du(z) = v(B) / 14(2) du(z) = v(B)u(4), (5)

X

/Y H(CY) du(y) = p(A) /Y 15(y) dv(y) = u(A)v(B). (6)

Mas para C' € A® B genérico, as fung¢oes e também sao integraveis. Com
efeito,

v(Cy) <v(Y)=vY)lx(z), VzelX,
u(CY) < p(X) = w(X)ly(y), Vyey,

em que, novamente por as medidas p e v serem finitas, as fungoes que surgem
no lado direito destas duas desigualdades sao integraveis, respectivamente, em X
relativamente a medida p e em Y relativamente a medida v. Logo, pela Proposicao
|§| e pela Proposicao 47 do tema anterior, cada funcao e é integravel.

Proposicao 7. A aplicacao v : A® B — R definida por
v(C) = /X v(Cy)du(z), CeA®B
¢ uma medida finita sobre (X x Y, A® B). Tem-se
(A x B) =u(A)v(B), VA€ A BEeB. (7)

Demonstragao. Uma vez provado que v é uma medida sobre (X x Y, A ® B), a
igualdade garante que verifica-se e que a medida ~ ¢ finita:

V(X xY)=uX)v(Y) < +o0.

Para provar que v é uma medida, note-se que, para C' = (), tem-se C, = () para
qualquer z € X, pelo que

A (@) = /X 7(0) dufa) =0,
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o que prova que 7 verifica a propriedade (i) da definigdo de medida. Para a verificagao
da propriedade (ii), considerem-se C} € A® B, k € N, disjuntos dois a dois, e os
conjuntos

Cl=ChU...UC,, keN.

Tem-se assim definida uma sucessao crescente de elementos de A ® B tal que
UkenC}, = UkenCli, 0 que implica que, para cada x € X, a sucessao (v((C},)z))ken €
crescente e convergente para v((UgenC},).). Adicionalmente,

/Xy((c,g)z)dﬂ(x) < /XV(Y) du(z) = v(Y)u(X) < 400, VkeN.

Logo e pela Proposi¢ao 64 do tema anterior,

hm/ ((Ch),) du(x / ((U%)) (2).

keN
Ou seja e de modo equivalente,
lim~(Cy) =7 <U C;Q) = (U Ck) : (8)
keN keN

Tal como na demonstracao da Proposicao [6] observe-se que por os conjuntos Cj,
k € N, serem disjuntos dois a dois, para cada k € N, tem-se

k k

v((Ch)x) = v((CLU. . UCK).) = > v(Ciy) = 7(CL) =D _7(Ch).

=1 i=1

Isto permite reescrever a igualdade (§8)) na forma

(U Ck> —hmZv :iv(cm,

keN

o que prova que 7y também verifica a propriedade (ii) da definicdo de medida. O

Definigao 8. A medida v definida na Proposicao [ chama-se medida produto de
e v e denota-se por 4 Q v:

(u®1/)(C’):/Xu(Cx)du(:c), ceA®.

3Prova-se que esta medida é a tinica medida sobre (X x Y, A ® B) que verifica . Isto justifica
a designagao e a notacdo proprias introduzidas nesta defini¢ao. (Esta verificagdo, um pouco técnica,
pode ser consultada, por exemplo, em qualquer uma das referéncias listadas no final.)
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O enunciado da Proposicao |7| baseia-se na igualdade . Mas um enunciado
semelhante também pode ser fixado com base na igualdade (@ Neste caso e com
uma demonstragao inteiramente andloga a da Proposicao [7, conclui-se que

W)= [ w(CM vy, CeAwB
Y
¢ uma medida finita sobre (X x Y, A ® B) que verifica
VAXB) =p(A)v(B), VAeABeb.

A unicidade da medida produto de p e v permite entao concluir que ¥ = p®v. Duma
forma natural surge assim o resultado seguinte. Como se reconhece imediatamente,
trata-se de versao muito particular de um resultado bastante mais geral: o Teorema
de Fubini.

Proposigao 9. Para cada C € A® B sao vdlidas as igualdades sequintes:

/XXY lc(x,y)d(u®u)(x,y):/X (/Y 1C(x,y)dy(y)) ()

- [ ([ retwmane)) i

Demonstracao. De acordo com a Definicao 8| e a observacao subsequente, tem-se

1e)(©) = [ vCduta) = [ n(c)dvty). (9)

Y

Para cada x € X fixo, note-se que

L se(zy)eC .
e, (y) = {0, (o) dC Lo(z,y), (10)

o que conduz a

Do mesmo modo,

Low () = {1’ Se (jy) ¢ (), (11)
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H(er) = /X Lo (e, y) du(x).

Tendo ainda presente que
o€ = [ oy dus )iy
XxY

podemos entao reescrever (9) na forma

/XXY lo(z,y)d(p@v)(z,y) = /X (/y le(z,y) dy(y)) dp(z)

—(uen)(C) —(C2)
= [ ([ et ano)) avio),
y \Jx g
=n(CY)
o que prova as igualdades pretendidas. O

De acordo com a Proposi¢ao b, dado C' € A® B, para quaisquer z € X ey € Y
tem-se C, € Be CY € A. Em termos de fungoes indicatrizes, isto significa que 1o,
e 1oy sao mensuraveis. Ou seja, respectivamente, por e por , as fungoes

Yoy le(z,y), X3z lo(z,y)

sao mensuraveis. Mais geralmente:

Proposigao 10. Seja f: X XY — R uma funcdo nao negativa A @ B-Bg-mensu-
ravel. Entao:
1) Para cada x € X fizo, a funcao f, Y — R,

fo(y) = f(x,y), yeY,

¢ B-Br-mensurdvel.
2) Para caday €Y fizo, a fungio f,: X — R,

fy(x) = f(z,y), =ze€lX,

¢ A-Br-mensurdvel.
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Demonstragao. Por linearidade, 1) e 2) verificam-se para fungdes simples, ja que,
como observado, para f = 1¢, C € A® B, tem-se f, = 1¢, e f, = Loy, Assim, se
f for da forma

k
Y aile, CieA®Bi=1,... .k C;NCj=0sei#j (12)
=1

tem-se por linearidade
k
i=1

com C,,...,Cy, € B, o que prova que f, é B-Bgr-mensuravel. Analogamente,

k
fy = E az]l(]ﬂ
=1

para C1Y,...,CyY € A, e, portanto, f, é A-Br-mensuravel.

Seja f : X x Y — R uma funcdo nao negativa genérica, A ® B-Bg-mensuravel.
Pela Proposicao 19 do tema anterior, f é limite pontual de uma sucessao crescente
(fx)ren de fungoes simples nao negativas e A ® B-Bg-mensuraveis. Logo, pelo que
acabamos de provar, para cada r € X fixo, (fi,)ren ¢ uma sucessao de fungoes
simples B-Br-mensuraveis. Como esta sucessao é claramente crescente e convergente
pontualmente para f,, tem-se

fz - Supkaa
k

o que, pela Proposicao 12 do tema anterior, prova que a funcao f, é B-Br-mensuravel.
De modo andlogo demonstra-se que, para cada y € Y fixo, a fungao f, ¢ A-Bg-men-
suravel. O

Teorema 11. (Teorema de Fubini) Se f € integravel em X XY relativamente a
medida produto p ® v, entao:

1) Para cada x € X fizo, a funcdo f, definida na Proposi¢ao|1(] € integrdavel em
Y relativamente a medida v;

1’) A fungao

X5em /Y Fuly) duly) = /Y f(,y) dv(y)

¢ integravel em X relativamente a medida i e tem-se

[ ([renaw)aw - [ iepdpoien.
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2) Para cada y € Y fizo, a funcgdo f, definida na Proposicao |10} é integrdvel em
X relativamente a medida p;
2’) A fungao

Yay»—>/fy ) dp(z /fxyd,u

¢ integrdavel em Y relativamente a medida v e tem-se

/Y (/X f(z,y) du(x)) dv(y) = - Fle,y) d(p ® v)(@,y).

Demonstracdo. A demonstracao divide-se em trés partes, cada parte para cada um
dos casos seguintes: f uma funcao simples, f > 0 e f uma fungao genérica integravel.
Em cada uma destas partes faremos apenas a demonstracao de 1) e de 1’), sendo a
prova de 2) e de 2’) semelhante.

12 Parte: Dada uma representagao de f da forma , para z € X fixo, consi-
dere-se a representacao da funcao simples f,. Como v é uma medida finita, f,
¢é integravel em Y relativamente a medida v, com

/fx ) dv(y Zau i)

Por linearidade, a observacao anterior ao enunciado da Proposicao [7| conduz
entao a integrabilidade em X da funcao

Xth—)/fm ) dv(y Zaz

relativamente a medida pu, resultando a igualdade como uma consequéncia da
Proposi¢ao [9]

2% Parte: Seja (fi)ren uma sucessao crescente de fungdes simples integraveis nas
condigoes da Definicao 40 do tema anterior, convergente pontualmente para f > 0.
Logo e pela 1% Parte,

nyfk(I’y) dip®v)(e /(/ fila,y) dv(y >du(w), VkeN. (15)

Para cada k € N, seja g a funcao

:/Yfk(:c,y)dy(y), e X.
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De acordo com a 1* Parte, cada g é integravel em X relativamente a pu, tendo-se,
por (15 e pela monotonia da sucessao (fi)ken,

/ng(ﬂﬂ)du(l’)ﬁ ; Yf(x,y)d(u@z/)(x,y), Vk e N.

Da monotonia de (fy)ren resulta ainda que a sucessao (gi)ren € crescente. Logo
e pela Proposicao 64 do tema anterior, limy g, € integravel em X relativamente a
medida @ e

iim [ gu(o)du(o) = [ limgu(s) dutz). (16)
Sendo a sucessao (gx)ren é crescente, note-se que

gk < liingk, VkeN.

Pela definicao das funcoes g, esta desigualdade significa que, para cada x € X,

/ka ) dv(y /kay dv(y )<llmgk( ), VkeN.

Isto permite concluir por nova aplicacao da Proposicao 64 do tema anterior, agora
a sucessao crescente (fi, )ken de fungoes simples integraveis (cf. 1* Parte), que f, =
limy, fx, € integravel em Y relativamente a medida v e

hm/sz ) d(y /fx ) dvly /f:z: y) dvly (17)

Nesta igualdade, observe-se,

/ka ) dv(y /fkmyd’/ g ().

Sendo valido para cada x € X, de obtém-se assim

/f ) dv(y —hm/ fr(-, —liingk.

Da integrabilidade de limy, gk em X relativamente a medida p resulta entao a inte-
grabilidade da funcao [, f(-,y) dv(y) em X relativamente & medida y, tendo-se, por
(16) e pela definicao de gy, k: eN,

hm/(/fk:cydz/ ) /(/fa:ydu ) ().
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Como pela Definicao 40 do tema anterior,

lim frlx,y)dp@v)(z,y) = flx,y)d(pev)(z,y),

k- Jxxy XxY

conclui-se de a igualdade , com o que fica completa esta parte da demons-
tracao.
3% Parte: Comece-se por observar que

foy) = flz,y) = fT(z,y) — f(2,9) = £ (v) = fo (v),

ouseja, f, = fif — f- . Logo e pela 2* Parte, resulta da integrabilidade de [ e de f~
que fiF, fo sdo integraveis em Y relativamente a v, o que implica a integrabilidade
de f. = f,F — [ (cf. Defini¢ao 50 do tema anterior). Também pela 2% Parte tem-se

que as funcoes
() d — “(y)d
$'—>/Yfm (y)dv(y), = /fo (y) dv(y)

sao integraveis em X relativamente a medida u e, portanto,

o [ fwvt) = ()~ £ )t = [ £ at) - [ @)ty

¢é integravel em X relativamente a medida p. Para terminar, note-se que pela De-
finicao 50 do tema anterior,

; Yf(-’lf,y) d(pev)(z,y)= ; Yf*(:v,y) d(pev)(z,y)— ; Yf‘(x,y) d(p@v)(z,y),

onde, novamente pela 2% Parte,

Xxyfi(xjy)dw@ / (/ [ (ay)du(y )dﬂ(a?)-

Logo,

nyf(x,y) d(p ® /X(/f+gcydu /f (z,y) dv(y )du(a:)
/X (/y f@,9) d”(y>> dp(x),

o que prova (|14)). ]
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Nas consideracoes anteriores foi determinante o facto das medidas p e v serem
ambas finitas. Mais geralmente, suponhamos que p e v sao medidas a—ﬁnitasﬂ sobre
0s espagos mensuraveis, respectivamente, (X,.A) e (Y, B). Logo, existem X; € A,
Y, € B, k € N, tais que u(Xy),v(Yy) < 400 para cada k € N e

xX=x. v=w

keN keN

Sem perda de generalidade suponhamos que Xy C Xy11, Y C Yiiq, k € Nﬂ Deste
modo, para cada A € A, tem-se

uA) = (AN X) = p (U(AﬂXk)> = lim (AN Xp)

keN

e, analogamente, para cada B € B,
v(B) = lilgn v(BNYy).

Para cada k € N fixo, considerem-se as medidas sobre (X, A) e (Y, B), respecti-
vamente,

M ‘= ILL( N Xk), vV = l/(' N Yk)ﬂ

Como as medidas jiy, e v, sao ambas finitas, podemos entao definir a medida produto
i @ vy, sobre (X x Y, A® B). Seja

(p@v)(C) = liiﬂ(,uk Ru)(C), CeA®B. (18)

Com uma demonstragao um pouco técnica e fora do ambito deste curso, prova-se
que p®v é uma medida sobre (X xY, A®B). Observe-se que, dados A € A, B € B,
tem-se

lim(p @ vi)(A x B) = lim i (A)vp(B) = lim p(AN Xy )v(B N Yy) = p(A)v(B),
0 que prova que

(1® v)(Ax B) = u(A)w(B), YAc A BebB. (19)

4Um exemplo de tais medidas, recorde-se, ¢ a medida de Lebesgue sobre (R™, Bgn), n € N.

5Caso tal ndo aconteca, defina-se X, = X1U...UX, Y, = Y1 U...UY}, k € N, e considerem-se
os conjuntos X, € A, Y, € B, k € N.

6Recorde-se o Exercicio 11 do tema “Medidas e o Que Medir”.
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Por esta razao, a medida (|18|) chama-se medida produto de p e I/ﬂ Como

X xY =|JXex 1)
keN

(por as sucessoes Xy, Y, k € N, serem crescentes), uma aplicagao particular de ((19))
permite ainda concluir que

(,U ® V)(Xk X Yk) = [L(Xk)l/(yk) < 400, Vk e N,

ou seja, u ® v é uma medida o-finita.

Como exemplo de uma medida produto o-finita temos a medida de Lebesgue
sobre (R?, Bg:). Designemos, por agora, a medida de Lebesgue sobre (R?, Bg:) por
mso. Como recordado logo no inicio,

ma([ar, b1] X [ag, ba]) = m([ay, b1])m([az, b)), Vai, b € Rya; < bji=1,2,
para m a medida de Lebesgue sobre (R, Bg). Mais geralmente, verifica-se que
mo(A X B) =m(A)m(B), VA,B € Bg.
Pela unicidade da medida produto, isto entao significa queﬁ
mo =m @ m.

Observacgao 12. De acordo com a Definicao [8| e a observagao subsequente, dado
C € A® B, para cada k € N tem-se

(1 © 1) (C) = /X we(C) dpi(z) = /Y 1(CY) din(y).

Caso (n®@ v)(C) < +o0, verifica-se que sao vélidas as igualdades seguintes:

(14 ®1)(C) = /X v(Cy) dpu() = / u(C) du(y).

Y

Generalizando o Teorema [11| a medidas o-finitas, tem-se o seguinte

"Da unicidade de cada medida py, ® vy, resulta que u® v é a tinica medida sobre (X x Y, A® B)

que verifica .
8Recorde-se que pela Proposicao [2, Br ® Br = Bge.
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Teorema 13. (Teorema de Fubini) Dados dois espagos mensurdveis (X,.A),
(Y, B), sejam p e v duas medidas o-finitas sobre, respectivamente, (X, A) e (Y, B).
Se f é uma funcao integravel em X X Y relativamente a medida produto p & v,
entao:

1) Para cada x € X fizo, a funcao f, definida na Proposigdo € integravel em
Y relativamente a medida v;

1’) A fungao

X9x>—>/fx ) du(y /f:vydu

¢ integravel em X relativamente a medida i e tem-se

/}((/Yf(l“ay)dV(y)) du(r) = Xxyf(l‘,y)d(p@)y)(g;,y).

2) Para caday €Y fizo, a fungao f, definida na Proposicdo (10| € integrdvel em
X relativamente a medida j;

2’) A fungao

YSyH/fy ) dp(x /ffcydu

¢ integrdavel em Y relativamente a medida v e tem-se

/Y (/X f(z,y) du(x)> dv(y) = - Flz,y) d(p © v)(z,y).

Observacao 14. O Teorema de Fubini € mais um resultado que contrasta (bastante)
com o resultado correspondente para a integracao a Riemanrﬂ

Na aplicacao do Teorema é importante ter presente que a hipdtese de inte-
grabilidade da funcao relativamente a medida produto nao pode ser descurada.

Exemplo 15. No espa¢o mensurdvel (N, P(N)) considere-se a medida de contagem
w. Neste caso, P(N) @ P(N) = P(Nx N) e u® u é a medida de contagem sobre
(N x N,P(N x N)) (Ezercicios[q e[3). Tal como estudado nos Exemplos 46 e 54,
ambos do tema anterior, verifica-se que uma funcao f : N x N — R € integrdvel
relativamente a medida 1 @ v se, e sO Se, a série

> flkm)

(k,m)eNxN

9Recorde-se a observacio no final do primeiro tema sobre as restricoes da aplicacdo do Teorema
de Fubini ao integral de Riemann!
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¢ absolutamente convergente. Nesta situacao,

flkom)d(p® p)(k,m) = > f(k,m).

NxN (k,m)ENXN

Por exemplo, a funcao

1, sek=m

-1, sek=21+1,m=21+2,1 €Ny
f(k,m) = . —

-1, sek=2i4+2,m=2i+1,2€ Ny

0, caso contrdrio

nao € integravel em N x N relativamente a 1 @ pu:
S lfm)[ = fkk)+ ) If(2i+1,2i42)[+ > [f(2i+2,2i+1)| = +oo.
(k,m)ENXN k=1 =0 i=0

Contudo, observe-se, fitado k € N, se k for par, digamos, k = 2iqg+ 2 para um certo
19 € Ny, tem-se

e fr(m) =1 apenas para m = k;
e fr(m)=—1 apenas para m =2ig+1=Fk—1;
e Para quaisquer outros valores de m, fr(m) = 0.
Do mesmo modo, se k for impar,
1, sem==Fk

film) =< =1, sem=k+1
0, sem#Fkem#k+1

Algo semelhante acontece para f,,, para m € N fixo. Logo,

/fk ) dyu(m /fm (k) = 0

(cf. Exemplo 54 do tema anterior), e, portanto,

/(/ﬂ ) dpr(m ) /(/m ) dpu(k )() 0. (20)

Por este exemplo € claro que, apesar de todas as funcoes fr, k € N, e f,.,
m € N, serem integrdveis (verificando até a igualdade ), isto mao € suficiente
para garantir a integrabilidade de f relativamente a medida produto.
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Contudo, tem-se o resultado seguinte que, de certa forma, surge como o reciproco
do Teorema [13l

Proposicao 16. Dados dois espagos mensuraveis (X, A), (Y, B), sejam p e v duas
medidas o-finitas sobre, respectivamente, (X, A) e (Y,B). Seja f: X xY — R uma
func¢ao A @ B-Bg-mensurdvel tal que:

1) Para cada x € X fizo, a funcao f, definida na Proposi¢dao|1(| € integrdvel em
Y relativamente a medida v,

2) Eziste uma fungdo g : X — R integrdvel em X relativamente a medida p tal
que

AWWW@SmeGX

Entao, f € integravel em X x 'Y relativamente a medida p ® v.

Observagao 17. De acordo com este resultado, se f for uma funcao A ® B-Bg-
mensuravel que verifica 1) e 2), entdo f é integravel em X X Y relativamente a
medida u ® v, o que permite aplicar o Teorema [13| Por este, para cada y € Y fixo,
a funcao f, definida na Proposicao [10] é integravel em X relativamente a medida g,
as fungoes

£ /Y Lol dvly), g /X £,() du(x)

sao integraveis, respectivamente, em X relativamente a medida p e em Y relativa-
mente a medida v e tem-se

e )= [ ([ e avtn) dutor= [ ([ .0 duto)) avto)
X XY

2) Um resultado semelhante ao enunciado na Proposigao |16 é ainda vélido para
[y em vez de f,. Mais precisamente, se f : X x Y — R é uma fungao A ® B-Bg-
mensuravel tal que:

e Para cada y € Y fixo, a funcao f, definida na Proposicao [10] é integravel em
X relativamente a medida y;

e Existe uma funcao h : Y — R integravel em Y relativamente a medida v tal
que

Amwwmgw»ym:

entao f ¢é integravel em X X Y relativamente a medida p ® v.

129



M. J. Oliveira Medidas Produto. Medidas Absolutamente Continuas

2 Medidas Absolutamente Continuas

No que se segue, consideremos um espago mensuravel (X, A).

Definigao 18. Sejam p e v duas medidas sobre (X, A). Diz-se que v € absoluta-
mente continua em relagdo a p se v(A) = 0 para todo o conjunto A € A tal que
w(A) = 0. Por outras palavras,

p(A) =0 = v(A) =0.

Fixadas uma medida p sobre (X,.A4) e uma fungdo f > 0 integravel em X
relativamente a medida p, o Corolario 61 e a alinea 1) da Proposi¢ao 43, ambos
do tema anterior, dao-nos um exemplo de uma medida absolutamente continua em
relacao a p: a medida

usA) = [ fin A

Surpreendentemente, caso p seja o-finita, as medidas desta forma sao as unicas
medidas o-finitas que sao absolutamente continuas em relagao a pu.

Teorema 19. (Teorema de Radon-Nikodym) Sejam p e v duas medidas finitas
sobre (X, A). Se v € absolutamente continua em relacao a p, entao eriste uma
fungao f > 0 integravel em X relativamente a medida p tal que

V(A):/Afd,u, VAc A

Se g > 0 for uma seqgunda funcao nestas condigoes, entao f = g excepto num
conjunto de medida i1 nula.

Demonstracao. Seja C o conjunto de todas as funcoes f > 0 integraveis em X rela-
tivamente a medida p tais que

/fdug v(A), VAe A (21)
A

Claramente, f = 0 verifica , pelo que C # (0. Seja
M::sup{/ fdu:fGC}.
X

/fd,u§y(X)<—|—oo, Vfec,

Como0eCe
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tem-se que M < 400, com 0 < M < v(X). Seja entdo (fi)reny uma sucessao de
elementos de C tal que

lim/ frdpu = M.
koJx

Defina-se a sucessao

g1:=f1, gk :=max{ge_1, fr}, k>

Para verificar que cada g € C, note-se que, para k = 2, tem-se go = max{ fi, fo},
em que, pela igualdade

max{ fi, fo} = %(f} + fo+ |fi = fal),

conclui-se que go é integravel em X relativamente a medida p. Adicionalmente,
dados A € A, qualquer, e os conjuntos disjuntos

Ai={zcA: folz)< filzx)} e A As={recA: fi(z)< falx)} €A

tem-se

AmwhﬁwwiAmMM%mMﬁme%%mw
= N fld,u+ N fgd,ug V<A1)+V(A2> IV(A1UA2) IV(A),

o que completa a prova que go = max{fi, fo} € C. Pelo método de indugdo ma-
tematica, este raciocinio permite concluir que g, € C para qualquer k£ € N. Sobre a
sucessao (gr)ren propriamente dita, observe-se que ela é crescente e, em particular,
verifica

[ odn <o), vien,
X

por gr € C, k € N. Logo e pela Proposicao 64 do tema anterior, f := lim; g5 =
SUpgcn gk € integravel em X relativamente a medida p e tem-se

[ fn=tim [ gudn <o)
X ko Jx

Mais, como cada gy € C e fl4 = limy(grla) = supen(grlla) para cada A € A, a
mesma proposi¢ao permite ainda concluir que

/gkdugl/(A), VkeN = /fd,u:hm/gkdugu(A),
A A koJa

100 que, note-se, é equivalente a gy = max{fi,..., fx}, k € N.
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para qualquer A € A. Ou seja, f € C. Vejamos que f é a funcao procurada. Para
o efeito note-se que por gy = max{fi,..., fr}, k € N, tem-se

/nws/%m VkeN,
X X

pelo que, por passagem ao limite,

MS/fm
X

com f € C. Logo e pela definicao de M,

MSLJ@§M¢¢wa=MH (22)

Como f € C, o que implica que
v(A) — pp(A) =v(A) — / fdu>0, VAecA,
A

considere-se agora a medida finita A := v — uy. Pretende-se verificar que A ¢ iden-
ticamente igual a 0. Para tal, note-se que por v e puy serem ambas absolutamente
continuas em relagao a p, A também é absolutamente continua em relacao a p. Com
vista a um absurdo, suponhamos que A nao ¢é identicamente igual a 0. Neste caso,
o lema seguinte garante a existéncia de um elemento Ay € A, pu(Ap) > 0, e de um
e > 0 tais que

MA) —eu(A) >0 VAe A ACA,.

Seja g := f + el y,. Tem-se que g € C, porque, para qualquer A € A,

/gdu = / fdp+ep(ANAg) < pp(A)+AANAy) =v(ANAy)+pur(A\(ANAy)),
A A
=pr(A)
em que, por f € C,
pAN AN A = [ fdu < p(AN (40 An).
A\(ANAo)
Donde,
/ gdu <v(ANA) +v(A\(ANA)) =v(A), VAec A
A

HPpor outras palavras, M = max {fX fdu: fe C}.

132



M. J. Oliveira Medidas Produto. Medidas Absolutamente Continuas

Logo, por , por g € C e por definicao de M, obtém-se, respectivamente,

M+5M(AO):/(f+5]le)dN:/QdM§M7
X X

o que é um absurdo. Assim, A é identicamente igual a 0, o que é equivalente a

V(A):/Afdu, VA€ A

Para provar a unicidade de f, suponhamos que h > 0 é uma funcao integravel
em X relativamente a medida p tal que

V(A):/hd,u, VAc A
A

Dados os conjuntos disjuntos
Bi={zeX:h(z)< f(x)} €A By={reX: f(x)<h(zx)}eA,

observe-se que a funcao integrével max{f,h} = $(f + h+ |f — h|) verifica

/ max{ f,h}du = fdu+/ hdp = v(By) + v(Bs) = v(X).
X B By
Logo,

J 18 =hldn = [ @max{s.n} = 1 =) = 20() = v(X) = v(X) =0

o que, pela Proposi¢ao 48 do tema anterior, implica que f = h excepto num conjunto
de medida p nula. O]

Lema 20. Sejam p e v duas medidas finitas sobre (X, A). Se v nao € identicamente
tgual a 0 e se v € absolutamente continua em relagao a p, entao existem um e > 0
e um Ao € A tais que u(Ag) >0 e

v(A) > ep(A), VAe A ACA,.

Demonstracao. A demonstragao deste lema envolve alguns conceitos avancados de
Teoria da Medida, mas podera ser consultada, por exemplo, em [B13], [F15], [KF75],
[T00]. O

Como indicado anteriormente, mais geralmente, o Teorema de Radon-Nikodym
¢é valido para medidas o-finitas.
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Teorema 21. (Teorema de Radon-Nikodym) Sejam p e v duas medidas o-
finitas sobre (X, A). Se v € absolutamente continua em rela¢ao a u, entao existe
uma funcao f >0 tal que

o) = [

para qualquer A € A tal que v(A) < +00. Se g > 0 for uma sequnda fun¢ao nestas
condigoes, entao f = g excepto num conjunto de medida p nula.

Demonstracao. Dado que as medidas p e v sao o-finitas, existem X, € A, k € N,
tais que p(Xg), v(Xy) < o0 para cada k € N e

X:UXk7 ngXk-‘rhke'

keN

Para cada k € N, considerem-se as medidas finitas sobre (X, .A),
pe(A) == (AN Xy), w(Ad) =v(AnXy), AcA

Note-se que se pi(A) = 0 para algum A € A, entdo u(AN X;) = 0 e, por v ser
absolutamente continua em relagao a p, tem-se v(A N X;) = 0. Ou seja, a medida
v, ¢ absolutamente continua em relacao a uy. Logo e pelo Teorema existe uma
funcao fr > 0 integravel em X relativamente a medida uy tal que

/fkduk _(4), YAEA
A

Pela segunda parte do Teorema[I9] tem-se ainda fi = f,,, em X} para todo o k < m.
Logo, a fungao
f(z) = fr(x) se x € Xy, k€N,

estd bem definida. Esta é a fungao procurada. Isto, porque, dado A € A tal que
v(A) < 400,

/ fd,u:/fkduk:yk(A):V(AﬂXk)SV(A)<—|—oo, VkeN,
ANXy A

12Na verdade, o facto de i e v serem o-finitas significa que existem Yy, Zp € A, k € N, tais que
w(Ye),v(Zy) < +00 e Upeny Ye = X = Upen Zk- Como explicado anteriormente, podemos supor
que Yy C Yiq1, Zx € Zgy1, k € N. Definindo Xy, = Yy N Zi, k € N, tem-se u(Xy), v(Xk) < 400,

keN e
X:UXk.
keN

Claramente, tem-se ainda X C X1 para todo o k € N.
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0 que permite concluir, por a sucessao X, k € N, ser crescente e pela Proposicao
64 do tema anterior, que fl4 = limy flanx, = limg frlanx, ¢ integravel em X
relativamente a medida u e

/fd,u:lim fdp=limv(AN Xy) =v(A).
A k- Janx, k

A unicidade é ainda uma consequéncia da segunda parte do Teorema O

Exercicio 1. Prove que Bgz = ...

a) ... =0 ({[a,b] x [¢,d] : a < b,c < d});
b) ... =0 ({[a,b] X |e,d[: a < b,c < d});
¢) ... =0 ({]—00,a] x]c,d]:a € R, c<d});
d) ... =0 ({[a,b] X ]¢c,+x[:a < b,c € R}).

Exercicio 2. Mostre que P(N) ® P(N) = P(N x N).

Exercicio 3. Dada a medida de contagem p sobre (N, P(N)), verifique que p® p é
a medida de contagem sobre (N x N, P(N x N)).

Exercicio 4. Verifique que o produto de duas medidas de Dirac sobre (R, Bg) é
uma medida de Dirac sobre (R?, Bge).

Exercicio 5. Sejam p e v duas medidas o-finitas sobre os espagos mensuraveis,
respectivamente, (X, A) e (Y, B). Dado um conjunto C' € A®B tal que (u®@v)(C) =
0, conclua que existem A € A, B € B tais que u(A) = 0 = v(B), v(C,) = 0 para
todoox € X\ Ae u(C¥ =0 paratodooy €Y\ B.

Exercicio 6. Considere novamente duas medidas o-finitas, u e v, sobre os espagos
mensuraveis, respectivamente, (X, A) e (Y, B). Dadas duas fungoes f : X — R e
g : Y — R integraveis, respectivamente, em X relativamente a medida p e em Y
relativamente a medida v, verifique que a funcao

h(z,y) = f(x)g(y), (v,y) € X XY

¢é integravel relativamente a medida produto p ®@ v e

| seandwenien = ([ @) ([ aa).

Exercicio 7. Verifique que nenhuma medida de Dirac sobre (R™, Bgn), n € N, é ab-
solutamente continua em relacao a medida de Lebesgue, nem a medida de Lebesgue
¢ absolutamente continua em relagdo a alguma medida de Dirac sobre (R™, Bgn).
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