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Estas notas foram escritas pelo autor como documento de apoio as aulas de Andlise Real
I1I, disciplina do segundo ano da licenciatura em Matematica e Aplicagdes da UBI. Os
conteddos aqui apresentados permanecem incompletos sem o respetivo trabalho desen-
volvido nas aulas da disciplina. Este texto ndo segue, nem pretende seguir, a estrutura de
livro de texto. Na bibliografia podem ser encontradas obras de referéncia. Assumimos que
este texto € um ‘work in progress’. (Quase) todas as figuras com teor matematico foram
reproduzidas usando o GeoGebra (distribui¢do livre nos termos da GNU General Public
License). Os Typo Killers podem enviar sugestoes de correcdo para mario.costa@uab.pt
pois um erro comete-se num segundo, mas teremos toda a eternidade para o corrigir!

O texto divide-se em trés partes: integrais unidimensionais, integrais multiplos e integrais
em superficies.

Na primeira parte o énfase € na integracao unidimensional dividindo-se em trés partes:
integral de Riemann em R, integrais em curvas, e integrais de 1-formas. Come¢amos com
uma revisdo sobre a integracdo a Riemann em R, assumindo que esse tema foi previamente
abordado, focando no Teorema Fundamental do Calculo (Teoremas 1.1.8 ¢ 1.1.11 ) e
detalhando os critérios de integrabilidade. Passamos para a descricdo do R" a custa da
geometria que advém da existéncia dum produto interno isto porque queremos dar o salto
para o estudo de curvas, superficies, figuras, dreas, volumes, sélidos, etc, tudo objetos
que vivem além do R. A custa deste produto interno definimos uma distancia que nos
permite construir uma descri¢ao topoldgica bem simples do R”. Esta descri¢do geométrico-
topologica é essencial para o estudo de todos os objetos expostos ao longo deste texto. Um
exemplo serd retratado imediatamente: o Calculo Diferencial e Integral das curvas no R”
com destaque no Teorema Fundamental do Calculo em curvas (Teoremas 1.3.3 e 1.3.4).
Faremos de seguida um discorrido breve sobre operadores diferenciais cldssicos da Andlise
Vetorial desaguando no célculo de integrais de linha tanto de campos escalares como de
campos vetoriais € no Teorema Fundamental do Célculo para campos conservativos (Teo-
rema 1.53). Apresentaremos exemplos de aplicacdo pratica desta integracdo. Terminamos
esta primeira parte com o estudo do cdlculo algébrico, diferencial e integral das 1-formas
que sdo o creme de la creme dos integrandos unidimensionais. Faremos uma descri¢ao da
aplicacdo das 1-formas nos mais variados contextos, discutiremos com detalhe a fronteira
distintiva entre 1-formas fechadas e 1-formas exatas, provaremos o Lema de Poincaré e
discutiremos algumas versdes do Teorema Fundamental do Célculo (Teoremas 1.8.8, 1.8.9,
1.8.10 e 1.8.11), por fim, uma forma bem rudimentar do Teorema de Green serd também
provada.

Na segunda parte o énfase € na integracao multidimensional em R” dividindo-se em trés
partes que na verdade sdo apenas duas: integrais duplos e integrais triplos. A parte que
afinal ndo o €, sdo os integrais que inadvertidamente ddo titulo a esta parte. A razao prende-
se com o facto dos integrais multidimensionais nao passarem de generalizag¢des triviais dos
integrais duplos e triplos. Faremos tanto quanto possivel uma formalizacao dos critérios de
integrabilidade seguindo um trajeto similar ao do capitulo anterior e provaremos o Teorema
de Fubini que nos permite reduzir um integral multidimensional a um integral simples. No
ambito da integracdo dupla iremos mostrar como trocar a ordem de integragdo e integrar
pelo método de substituicdo, trocar uma integragdo em coordenadas retangulares por outra
em coordenadas polares e descrever volumes de sélidos usando coordenadas cilindricas e
integracdo dupla. O Teorema de Mudanca de Varidveis serd apresentado sem prova (para



ja ...). Faremos algumas aplicag¢des do integral duplo como o cdlculo de massa, centro
de massa e momento de inércia. Finalizaremos este capitulo com o cdlculo de integrais
triplos, com troca de ordem de integrag¢do, volumes de sélidos e trocar uma integragdo em
coordenadas retangulares por outra em coordenadas cilindricas ou esféricas.

Chegado ao ultimo capitulo iremos comegar por definir superficies parametrizadas seguindo
um caminho paralelo ao feito no primeiro capitulo com as curvas. Aqui, ao invés de termos
apenas um parametro como nas curvas, teremos dois parametros. Faremos um estudo
diferencial das superficies e seguidamente um estudo integral. De facto, onde tinhamos
uma integracdo simples aqui surgird uma integracao dupla da qual ja temos a experiéncia
acumulada no capitulo anterior. Esse é precisamente o mote para o que faremos em seguida:
estudar integrais de superficie tanto de campos escalares como de campos vetoriais.
Optamos, por mero gosto pessoal, por abordar a Lei de Gauss porquanto exemplos de
aplica¢do da integrac@o em superficies sdo imensos tanto da Fisica como na Engenharia.
Seguidamente vird uma enxurrada de Teoremas Fundamentais do Célculo apresentados de
todas as formas e feitios: estes sdo o Teorema de Green, o Teorema do Rotacional de Stokes
e o Teorema de Gauss-Ostrogradsky também conhecido como Teorema da Divergéncia.
Todos eles tém trés coisas em comum: (a) relacionam um integral n-dimensional com
outro (n+ 1)-dimensional, (b) no primeiro integral a regido de integracdo é o bordo da
regido de integracdo do segundo integral e (c) no segundo integral a funcao integranda
surge por derivacao do integrando do primeiro integral a luz dos operadores diferenciais
abordados acima. O texto termina com o estudo das 2-formas e 3-formas diferenciais
e 0 seu uso tanto para provar o Teorema Fundamental do Célculo como o Teorema de
Mudanga de Variaveis que sdo dois dos principais resultados do curso. A vantagem do uso
deste formalismo reside no facto tornar as provas bem mais diretas.
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1.1

(1. Integrais unidimensionais

‘A line is a dot that went for a walk.’ Paul Klee

Integral de Riemmann em R

Riemann versus Lebesgue

Previamente foi estudado o integral de Riemann em R, agora iremos aprofundar este
conceito em varios contextos. Mais a frente, em §2.1 e em §2.5, iremos estudar o integral
de Riemann em R" (n > 2). Vimos que no integral de Riemann em R existe uma depen-
déncia muito forte na continuidade da funcdo integranda. Concretamente, o Teorema de
Riemann-Lebesgue diz-nos que uma funcio é Riemann integrdvel se e somente se a funcao
é limitada e o conjunto dos pontos de descontinuidade tem medida de Lebesgue zero! (ver
Teorema 1.1.3). Esta exigéncia exclui a priori um arsenal de fun¢des que inevitavelmente
nasceram para ser integradas... s6 que nao podem ser integraveis a Riemann. As fragi-
lidades analiticas presentes no integral de Riemann nao param por aqui, nomeadamente
a integracdo em dimensoes infinitas estd comprometida assim como passagens ao limite
funcionam mal, sendo até incapaz, como ja dissemos, de integrar certas funcdes. De facto,
a simples e fundamental pergunta ‘O integral do limite é o limite do integral?’ nao pode
ser respondida afirmativamente. Se, por exemplo, a no¢ao de convergéncia for no sentido
da convergéncia uniforme de fun¢des?, digamos num intervalo [a, D], a resposta é sim, mas
esta convergéncia é muito forte. Efetivamente, existem sucessdes de fungdes { f, } nenw em

ITer medida de Lebesgue zero indica grosso modo que é um fenémeno bem raro de acontecer ou seja a
probabilidade que acontega € nula.

’Dizemos que { Jn}nen, onde f, estd definida em C, converge pontualmente (respetivamente uniforme-
mente) para f se lim f, (x) = f(x) para todo o x € C (respetivamente lim (sup, | f»(x) — f(x)|) = 0).
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[a, D] integraveis a Riemann que convergem em média® segundo Cauchy* mas cujo limite
ndo € integravel a Riemann. Um outro conceito de integral, denominado de integral de
Lebesgue, permite um relaxamento na nogao de convergéncia e aumenta a possibilidade
do ‘brago da integracdo’ chegar mais longe e apanhar mais fungdes.

Exercicio 1.1 Seja dada a sucessao de fungdes { f, }nen, onde f,: [0,1) — R é definida
por fn(x) = x". Mostre que {f, }n,en converge pontualmente (mas ndo uniformemente)

para f(x) =0.

Exercicio 1.2 Seja dada uma sucessdo de fungoes { f, }nen, onde f,: [0, 1] — R. Mostre
que se { fy }nen converge uniformemente para f, entdo { f, },en converge em média para

f.

Exercicio 1.3 Mostre que a sucessdo de fungdes f,: [0, 1] — R definidas por f,(x) =1
para x € (0, ,ll] e fu(x) =0 parax € [0,1]\ (0, ,11] converge em média para f(x) = 0 mas
ndo converge uniformemente.

Muitas destas consideragcdes deixam de ser vélidas se passarmos do intervalo para a reta
R. De facto, ja que estamos a depreciar o integral de Riemann em relacdo a um outro
integral que nem sequer vamos estudar nesta disciplina deixamos aqui um exemplo de
integral devido a Dirichlet que ¢, sem divida, paradigmético. A funcdo f(x) = ** é
integrdvel a Riemann em [0, 4-e0) no sentido de integral impréprio obtendo [, %‘ dx=7%.
Curiosamente, f(x) ndo é integravel a Lebesgues. Mas, como nao ha rosa sem espinho,
este exemplo teve em conta a integrabilidade imprépria a Riemann que pode surgir tanto
da ndo limitacdo do dominio de integracdo como da ndo limitagcdo da fun¢do. De facto, um
integral de Lebesgue pode existir para uma fun¢do nao limitada, ja o integral préprio de
Riemann, como sabemos, estd somente definido para fung¢des limitadas.

Exercicio 1.4 Mostre que a sucessdo de fungdes f,: R — R definidas por f,(x) = \/Lﬁ se

|x| <ne f,(x) =0 se |x| > n converge uniformemente para f(x) = 0 mas ndo converge
em média.

Note que a sucessdo de fungdes f;,: [0, 1] — R definidas por f,(x) = n para x € (0, %]

e fu(x) =0 parax € [0,1]\ (0, 1] converge pontualmente (mas ndo uniformemente)
para f(x) = 0 mas f, |f,(x)|dx = 1 para todo o n impossibilitando a convergéncia
em média para f(x) = 0. Ver Figura 1.1.

Depois destas observacdes e da assungdo de que pretendemos integrar em conjuntos
compactos como o intervalo [a,b] fica a pergunta ‘Qual a razdo para se continuar a

*Dizemos que {f; }nen converge em média (ou em média integral) para f se lim fab |fu(x) = f(x)|dx=0.

“Dizemos que {f, }nen converge em média segundo Cauchy para f se lim,,,, /. ab | fun(x) = fin(x)|dx = 0.

STemos [;° |%’ dx = +o0, logo | f(x)| ndo é integrdvel a Lesbesgue em [0, +o0) implicando que f(x)
também ndo o é.
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Figura 1.1: Convergéncia pontual em [0, 1] ndo implica convergéncia em média.

ensinar este integral?’ A resposta é dada de forma subtil na seguinte passagem devida ao
matematico britdnico Thomas William Korner:

I know of some universities in England where the Lebesgue integral is taught in the first year of
a mathematics degree instead of the Riemann integral, but I know of no universities in England

where students learn the Lebesgue integral in the first year of a mathematics degree.®

Nao obstante, e além deste aspeto de indole pedagdgica, o integral de Riemann é também
perfeitamente adequado a uma enormidade de aplicagdes. Deixamos para finalizar apenas
mais uma dificuldade deste integral. Na passagem do integral de Riemann de R para R"
existe uma dificuldade de ordem técnica na regido de integra¢do. Enquanto que em R as
regides de integracdo sao basicamente intervalos, em R" podemos ter regides com bordo
curvilineo o que implica um maior labor e cuidado na hora de particionar a regido de
integracdo, processo este intrinseco, a estratégia Riemanniana de integracao. O integral
de Lebesgue €é imune a este tipo de generalizacdo uma vez que tem por base conceitos
abstratos em cima da regido de integracdo. E aqui nestes conceitos abstratos que estd,
certamente, a base da afirmacdo de Korner.

Definicdo, exemplos e propriedades

Vamos recordar rapidamente como se constrdi o integral de Riemann e algumas das suas
propriedades basicas. Consideramos entdo a funcio f(x) = x>. Pretendemos calcular a
area abaixo do grafico de f, acima do eixo dos x e entre as retas x = 0 e x = 2. Vejamos a
ilustracdo da Figura 1.7 onde se pretendem fazer aproximacdes da mesma drea, ora por
excesso, ora por

Na Tabela 1.1.1 podemos ver os valores de aproximagdes por retangulos contendo a regido
e contidos na regido e respetiva diferenca. Serd que procedendo com subdivisdes vamos
chegar ao valor correto da drea pretendida? Serd que este processo de limite € realizavel?
Como formalizar isto? Anteriormente definimos integral de Riemann da seguinte forma:

Conheco algumas universidades na Inglaterra onde a integral de Lebesgue é lecionada no primeiro ano
de um curso de matemdtica em vez da integral de Riemann, mas ndo conhego nenhuma universidade na
Inglaterra onde estudantes aprendem a integral de Lebesgue no primeiro ano do curso de matemdtica.
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5

0 1 2 3o

Figura 1.2: Aproximacdes de dreas de superficies curvas por retangulos.

1 2

3

a

1

2 30

ndmero de divisdes || por excesso diferenca
1 8 0 8
2 5 1 4
3 4,1481 1,4815 2,6666
4 3,75 1,75 2
5 3,52 1,92 1,6
100 2,7068 2,6268 0,08

2

a

dado um intervalo [a,b] e um conjunto {#;}? , tal que a =19 <t} < ---

intervalos P, =
[avb] =

3

[l,;l,l‘i] comi=1,...,

0

<t,=b, os
n, definem uma particdo & de [a,b] e neste caso
U, P;. De forma um pouco abusiva escrevemos & = {1, 11, ...
conjunto ordenado’ pois assumimos que estd subentendida a ordenagdo ty < t; < ---

,In} em forma de

Dadas duas parti¢des & e &2, dizemos que &, refina (ou € mais fina) do que &; se
P C DP,.

» Exemplo 1.1 Vamos considerar parti¢des do intervalo [0, 1]. A particdo &, = [0, 3] U
[3,3]U[2,1] é mais fina do que a partigéo 21 =[0,3]U[3,1] ou seja 21 C 2, ou
equivalentemente {0, 5 21} C {0,1 2 4, 1}. .

Definimos também tamanho de uma particdo &2, denotando por ||Z?|| ao valor do seu
|t, — ;1. Finalmente, pontilhar uma parti¢do 2,

is
€ escolher em cada intervalo P, um representante &i.

O volume unidimensional de I = [a,b], vulgarmente chamado de comprimento, é dado
por vol(I) = b — a. Dado um intervalo [a,b] dizemos que a fun¢do & : [a,b] — R é uma
funcdo em escada se existe uma particdo & = Uj<;<,P; de [a,b] tal que & € constante no
interior de cada um dos intervalinhos P;. E facil definir o integral de fungdes em escada. Se
& la,b] — R é uma fun¢do em escada com particdo & = Uj<;<,P; e &(P) = e; temos:

/ &= /é" Ze,xvol Ze, —ti—1).
a,b]
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«Exemplo 1.2 Seja&’: [0,1] + R, & =U;<;<3P onde P = [0, 1], P, = [4,
661:1,6220663:—1.

]eP3:[%71]

B[ —

1 3
/ & = Zei X vol(P;) = e} X vol(Py) + ez X vol(Py) + e3 X vol (P3)
0 i=1

X <1%0>+()>< (%—%)+(—1)X (1—%)
2

I
_

1

1
3 6

Consideremos uma fungio real limitada, e ndo necessariamente continua, f: [a,b] — R.
Definimos:

. Lf: sup{ [;&: &(x) < f(x)paratodo o x € Ie & ¢ fungdo em escada} e
s [if=inf{[;&: E(x) >

f(x)paratodo o x € Ie & ¢é fungdo em escada}.

Dizemos que f € integravel a Riemann quando i / f= T ;J € denotamos este nlimero por
[; f(x) dx. Pontilhar uma parti¢do seguindo este critério implica escolher & como o menor
valor de P; levando a fung¢des em escada que ajudam a definir | / f e escolher & como o

maior valor de P, conduz a funcdes em escada que ajudam a definir T f

Ao fim e ao cabo a nocdo de integral de Riemann depende da forma como podemos
aproximar bem uma determinada drea a custa de melhores e melhores aproximacdes por
defeito usando unides de retangulos com drea menor do que associada a func¢do e melhores
e melhores aproximagdes por excesso usando unides de retangulos com drea maior do que
associada a funcdo. Importante € que a particdo possa ser refinada tanto quanto necessario
como explicado a seguir: Consideremos uma func@o f: [a,b] — R limitada. Seja dado um
intervalo [a, D], uma fun¢do f: [a,b] — R, uma particdo & de [a,b] com n elementos e
pontilhada por {&;}"_,. Definimos soma de Riemann por
n—1
o(f,2) =Y f(&i1)tiy1 —11). (LD

i=0

Definimos também as somas superiores e somas inferiores, respetivamente por:

n—1 n—1
ou(f,?) =Y Mit1(tiy1 — 1), Ou(f,2) =Y mip1(tiy1 — 1), (1.2)
i=0 i=0

onde m; 1 = inf{f(x): x € [t;,ti1]} e Mir1 = sup{f(x): x € [t;,ti11]}.

Exercicio 1.5 Mostre que quando refinamos uma parti¢do a soma inferior ndo diminui e a
soma superior ndo aumenta.

Exercicio 1.6 Seja f: [a,b] — R uma func@o limitada. Mostre que para qualquer parti¢do
2 do intervalo [a,b] temos 6,,(f, P) §ilfe ou(f,2)> [,f.
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Se considerarmos particdes cada vez mais finas obtemos o que designamos por integral de
Riemann ou seja

b
x)dx= lim o(f,2). 1.3
[ 1wdx= tim o(f.2) (13)
Salientamos que a definicdo de integral de Riemann € independente da parti¢ao escolhida
e do conjunto que pontilha a mesma. Isso € uma propriedade muito boa do integral de
Riemann. Sempre que o limite (1.3) existe dizemos que a funcdo € integrdvel a Riemann.

Exercicio 1.7 Considere a fun¢do de Dirichlet definida em [0, 1] por f(x) =1sex€ Qe
f(x) =0sex¢Q. Mostre que f ndo € integravel a Riemann.

Qualquer ponto x € R pode ser escrito como uma intersecao contdvel de intervalos
fechados, de facto, {x} = N,[x— 1 x4 1]. Por exemplo, A = [0,1]NQ pode ser
escrito como uma unido contdvel de uma interse¢do contdvel de intervalos fechados.
Conjuntos que podem ser formados a custa de intervalos fechados (ou abertos, ou
mais geralmente por conjuntos fechados’, ou conjuntos abertos) por operacdes de
interse¢des contdveis, unides contdveis e/ou tirando complementares sdo chamados
de Borelianos. Assim, o conjunto R\ A é um conjunto boreliano assim como o
conjunto Q. Um conceito de integral ‘ligaria bem’ com conjuntos borelianos se as
fungdes caracteristicas® sobre conjuntos borelianos fossem integraveis. Do exercicio
anterior vemos que o integral de Riemann ndo liga bem com esta forma ‘boreliana’
de medir/caracterizar conjuntos.

Exercicio 1.8 Considere a fun¢do definida em [0, 1] por f(x) =1sex€ Qe f(x) = —1
se x ¢ Q. Mostre que |f]| é integrdvel & Riemann mas f ndo o é.

Na expressao:

[7 7 (x)dx (1.4)

designamos , b por limite superior de integracao, f por
func¢do integranda, x por varidvel de integragcdo e dx por diferencial.

De forma intuitiva, estamos a somar retingulos de base dx e altura f(x), logo de drea igual
a altura x base, ou seja a f(x)dx. O simbolo [, que ndo é mais do que um S estilizado,
representa uma soma infinita, ou seja a forma matemadtica de exprimir a passagem de uma
soma finita ¥ para uma soma infinita |.

Mais a frente iremos estudar as 1-formas o que podem ser vistas como um integrando’
que em (1.4) é a(x) = f(x)dx. Acima vimos dx como a ‘base do retdngulo’ e certamente

7A C R diz-se fechado quando R \ A for aberto e diz-se aberto quando em todo o elemento x € A podemos
considerar um intervalo aberto centrado em x e totalmente contido em A.

8A funciio caracteristica sobre o conjunto A é a fungio f tal que f(x) =1sexcAe f(x) =0sex ¢ A.

9Atengdo que nem todos os integrandos que surgem no Calculo sdo 1-formas e.g. o comprimento de arco
estudado anteriormente nao é uma 1-forma.
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que ouviram ja os professores a chamarem de ‘infinitésimo’ ou ‘infinitesimal’ a este objeto
dx que agora estamos a dizer que é uma ‘peca’ de uma forma! Podemos estabelecer
um paralelismo, que vale o que vale, entre fun¢des derivaveis e funcdes lineares e entre
integrandos e 1-formas. Dentro das func¢des derivédveis as lineares sdo as mais importantes
e de entre os integrandos as 1-formas sdo 0s mais importantes.

« Exemplo 1.3 Mostremos de seguida que folxdx = % Vamos comecar por dividir
o intervalo [0, 1] em n subintervalos iguais de tamanho %, ou seja, consideramos uma
parti¢do &2, definida por 0 =t9,1y,12,...,t, = 1 onde ¢; = .. Definimos At; = t; —#; | para

i=1,...,netemos [f;,ti11] = %,%] Claramente m; | = ﬁ eM; | = % logo
n—1 n—1 - n—1
i+1 i+1
ou(f, Pn) =Y, Miv1(tis1—1;) = ) (tiy1—1) =Y, ——, (1.5)
i=0 i=0 i=0 "
n— ll —1
Om Zmz+1 tiv1— 1) = Z " (tiv1— Z 2 (1.6)

i=0
Usando o Teorema 1.1.1, (1.5), (1.6) e notando que

I
—2:— — 0
N n—o

M(fagz) Gmf; 2

concluimos que f(x) = x é Riemann integravel. Para obtermos o valor para que converge
usamos (1.3) e escolhemos &, = M;, | por exemplo. Assim temos:

/ld lim ou(f. 7). = | 2:’“ I IHZI +1
xXax = 1m 5 = l1m = 11im — 1
0 |Zall—0 Ly oo

(1.7) I 1 n(1+n) _ 1 1 n+n? 1

T a2 2 T aSenz 2 T o

Podiamos ter usado &;, 1 = m;, . Nesse caso

1 i 1 n—1
dx = lim o,(f, = lim = lim — ]
/0 e EAR i sz e
an .. 1an0+n—1) . 1n?P—n 1
=" lim— = lim — ==
n—eop2 2 n—eopn? 2 2

Vamos s6 recordar rapidamente a formula usada no exemplo anterior.
(n +1)

n
Yi=1+42+43+--+n
i=1 2

(1.7)

Esta férmula foi deduzida por Gauss quando ele estava na escola primadria e a ideia
¢ muito simples mas muito esperta! Ele comecou por ordenar os nimeros em duas
formas: ordem crescente e ordem decrescente. Depois somou obtendo 7+ 1 em todas
as parcelas conforme a tabela abaixo. Como tinha n vezes n+ 1 obteve n(n+ 1) como
soma das duas ordenagdes. Agora s6 tinha que dividir por 2 pois tinha comegado
com duas ordenagdes obtendo (1.7).
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fﬂ 1 2 3 4 ... ln—1 n
il on |n=1|n=2|n=-3|... 2 1
’ \n+1\n+1\n+l\n+l\“.\n+1\n+l‘

Exercicio 1.9 Vamos dividir o intervalo [0,2] em n subintervalos iguais de tamanho

%, ou seja, consideramos uma particdo 0 = fy,t1,2,...,t, =2 onde t; = % Definimos
At;=t;—t; 1 parai=1,...,n e escolhemos & como o ponto médio do intervalo A; ou seja

&= % — % = z’n;l Consideramos a soma:

f&?Am=f(2i;1) —=%i 221y (1.8)
i=1 =1

i=1

Elabore um programa no computador por forma a calcular a soma em (1.8) com n grande.

« Exemplo 1.4 No Exercicio anterior temos:

e 1o =0,

° tl_ﬁ:Atlv

o =222 =2Ap,

° t3—w:3At1,

[ ]

o ty="22 =pAn =2.

Tomando &; = ¢; e usando (1.8) obtemos:

2 3
Zngz,_thAtl_Z iAty ZAtl—Zz (Ary)? =[1742° 432+ 4n’] (Z) . (1.9)

i=1 i=1

Vamos fazer uma pequena pausa para determinar o valor de 12 +22+32+... 4+ 1% A
soma dos primeiros quadrados € um caso particular de uma férmula mais geral (férmula de
Faulhaber) que determina ) , i” com p € N. No caso particular de termos p =2 obtemos
os denominados niimeros piramidais uma vez que Z P =1, Z 1 =5, Zl | i

.. € deixamos ao cuidado do aluno deduzir porque se chamam piramidais.

Agora vamos usar um método inspirado na ideia de Gauss. Comecamos por notar que:

s 12=1

s 22=1+43

o 3=1+34+5

o A2=1+43+5+7

e 52=1+3+5+7+9

m—12=1+34+5+7+9+---+2n-3,
o n?=1+434+5+74+9+ - +2n—-34+2n—1.

Podemos reagrupar os nimeros impares de forma diferente mas mesmo assim formando
‘triangulos’ iguais ao anterior da seguinte forma:

e 2n—1
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e 2n—32n—-3

9 9

o 7 7

*5 5

e 3 3

o ] 1
e ainda de outra forma,

|

3]

e 531

e 7531

«e9 7531

*2n-3 1

*2n—1 2n-3 1

Colocando estes trés ‘tridngulos’ uns em cima dos outros exatamente como estdo e somando

os trés ndmeros em cada entrada obtemos 2n + 1. Mas quantas entradas temos em cada
‘triangulo’? Precisamente 14243+ ---+n que, por (1.7), € igual a @ Temos
portanto M vezes a parcela 2n+ 1, logo w

‘triangulos’ temos que dividir por 3 obtendo no final:
(n+1)2n+1)

124224324422t 6 .

. Mas como comeg¢amos com 3

Voltando a (1.8) temos:

3 3
(124224324 41 (2) _ nntD@n+1) (2) _ 8Cn’ +n? 20 +n)

n 6 n 6n3
B 8n3+%n2+n2+%n
3 n’ .
Como
) n3—|—%n2+n2+%n
lim 3 =1,
n—soo n
obtemos finalmente que:
< gt i 4in 8
Z gl'zAti = lim 2 3 2 = -,
i=1 e n 3

o que deverd ser a 4rea abaixo do grifico de f(x) = x?, acima do eixo dos x e entre as retas

x=0ex=2. .
« Exemplo 1.5 Seja f: R — R definida por f(x) = % sex#0e f(0) = 0. Temos que:

. fol f(x)dx nao estd bem definido pois sendo f ndo limitada ndo teremos somas
superiores bem definidas.
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* 7 f(x)dx ndo estd bem definido pois o intervalo de integragio nio é limitado
e uma particdo em intervalos finitos daria lugar a uma série que carecia de uma
posterior andlise de convergéncia.

* Os dois integrais anteriores podem ser abordados no sentido de integrais impro-
prios contudo estamos dependentes de dois limites: o da defini¢do de integral de
Riemann e o dos limites inferior em 8l_igl+ fgl f(x)dx e superior de integragdo em

Llim [E £(x)dx. Sabemos que neste caso até sdo ambos divergentes.
—Foo

.Apesar do integral fol ﬁ dx nao estar bem definido como integral préprio de Riemann
o integral improprio é convergente e igual a 2.

1.1.2 Ciritérios de Integrabilidade

Iremos provar agora trés critérios de integrabilidade. O foco sera obter o célebre Critério
de Integrabilidade de Riemann-Lebesgue (Teorema 1.1.3) e a sua prova serd dada no final
desta seccao. Mais a frente em §2.2 veremos generalizacdes destes resultados quando
estudarmos integrais multiplos. Ja sabemos que quando surge a palavra Lebesgue vem
trabalho na certa! De facto, para provarmos o Critério de Integrabilidade de Riemann-
Lebesgue precisaremos de nogdes sobre contetido de Jordan assim como para estudar o
integral de Lebesgue precisamos de noc¢des de medida de Lebesgue. O conteido de Jordan
estd para o integral de Riemann assim como a medida de Lebesgue esté para o integral
de Lebesgue. Mantendo o estudo do integral de Riemann longe da prova do Critério de
Integrabilidade de Riemann-Lebesgue mantemos um nivel razoavel de dificuldade no seu
estudo. Encarando-o estamos ja dentro do mesmo campeonato que a frase de Thomas
Korner 14 atras se referia. J4 cumpri o meu dever de informar, mas ndo serei capaz de
impedir que o aluno se dirija a biblioteca e decida aprender por si mesmo, tanto o elogiado
integral de Lebesgue, como os detalhes técnicos sobre o conteido de Jordan e a sua
contribuicdo para a integrabilidade a Riemann. Como dizia o fil6sofo alemao do século
XIX Schopenhauer: ‘Der Mensch kann zwar tun, was er will, aber er kann nicht wollen,
was er will.’1?

Teorema 1.1.1 — Critério de Integrabilidade de Riemann. Seja f: [a,b] — R uma
funcdo limitada. Temos a seguinte equivaléncia:

f € Riemann integravel < (Ve > 0)(32): ou(f, L) —on(f, L) < €,

Demonstragdo. (<) A prova € por contradi¢@o. Supomos que f ndo € integravel, i.e. que
existe € > 0 tal que | ap)f — / 0] f > € e que, para esse &, existe uma parti¢do & tal que
ou(f,Z)—ou(f, <) < €. Como vimos no Exercicio 1.6 valem as duas desigualdades
Jiapf Somu(f,P)e i[a b]f > ou(f, ) qualquer que seja a particdo &2. Assim teremos:

€< [b]f_ fSGM(fagz)_Gm<fagz)<£a
4, _[a7b}

%0 Homem é livre para fazer o que quer, mas ndo para querer o que quer’.
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o que ¢ uma contradi¢do.

(=) Supomos agora que f € integravel, i.e. 7[0!719} f= i 0] f. A defini¢ao de supremo e de

infimo garante que qualquer que seja o € > 0 existem particdes &) e &, tais que
wlr. 20 < [ re5e —aulf. ) < -f., 5
Escolhemos um refinamento & de ambas &| e 9%,, i.e. tal que &), %, C & e teremos:
ou(f / f+5e —oulf.? / f+—

Finalmente, a integrabilidade de f garante que:

GM(f,ﬁ)—Gm(fw@K/[ab}f—/ fre=¢,

“—la,b]

e o teorema estd provado. [ ]

Coroldrio 1.1.2 Se f: [a,b] — R é uma fun¢fo continua, entdo f é integravel.

Demonstracdo. Uma fungdo continua num intervalo fechado tem maximo e minimo pelo
Teorema de Weierstrass (Teorema 1.2.7), logo f € limitada. Além do mais uma fungao
continua num intervalo fechado € uniformemente continua pelo Teorema de Heine-Cantor
(Teorema 1.2.6). Assim, qualquer que seja o € > 0, existe um 0 > 0 tal que qualquer
que sejam x,y € [a,b], se |x —y| < 8, entdo |f(x) — f(y)| < €. Escolhemos n € N tal que
b=a  § ¢ construimos a parti¢io & de |a, b] da seguinte forma:

b— 2(b— —1)(b—
a:t0<t1:cH—Ta<t2:a+¥<---<tn_1:a+(n)nM<tn:b.

Pela continuidade uniforme sabemos que se x,y € [t;,#;+1] < 8, entdo | f(x) — f(y)| < €.
Logo“, M;1 —mj1 < € e consequentemente,

n—1
Y (Mi1 —mig)(ti1 — 1) < (b—a)e.
i=0
Mas como
n—1
Z (Mi1 —mis1)(tiv1 — ;) = om(f, P) — om(f, P),
i=0
usamos o Teorema 1.1.1 e obtemos a integrabilidade de f. [

"'Note que M;; | é mesmo o maximo e m;, | é mesmo o minimo novamente pelo Teorema de Weierstrass.
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Propriedades do integral de Riemann
Sejam dadas as fungdes integraveis f,g: [a,b] — R. Temos as seguintes propriedades:

[a,c] ef [e,b] [e,b
entdo f: [a,b] — R & integravel. Além do mais temos | f flx)dx =[] f(x)dx+
fcbf(x) dx (ver Figura 1.3).

(I) Linearidade do integral: Se @, € R, entdo o f(x) + Bg(x) é integravel e temos
Ji af (%) + Be(x)dx = a [ f(x)dx+ B [} g(x) dx.

(IIT) Monotonia: Se f(x) < g(x), entdo ff flx)dx < ff g(x)dx.

(IV) |f(x)| é integravel e temos ‘f:f(x) dx’ < ff |f(x)]dx.

(V) Sem = infcqp) f(x) € M = sup,c(, ) f(x), entdo

(I) Sec € [a,b], entdo f

sdo integraveis. Se f ‘ ef

sdo integraveis,
lac] ]

m(b—a) < /abf(x)dx <M(b—a).

Exercicio 1.10 Mostre a propriedade (I) acima. Solucdo: (=) Como f é integra-
vel em [a,b] pelo Teorema 1.1.1 qualquer que seja o € > 0 existe uma particio &7
tal que oy (f, ) — on(f, <) < €. Se eventualmente, ¢ ndo for extremo de um in-
tervalo de & refinamos &. Assim, & = & N |a,c| serd uma particdo de [a,c] e
Py = Z N|c,b] serd uma parti¢do de [c,b]. Consequentemente, pelo Teorema 1.1.1 tere-

mos Oy (f, P1) — om(f, 21) < € e om(f, P2) — om(f, P2) < € concluindo que f [ e

76}

f sdo integraveis.
¢,b]

(<) Sendo f integravel em [a,c] e em [c,b] dado € > 0 existem | e &, tais que
ou(f, 21) — ou(f, 21) < § e ou(f, P2) — on(f, P2) < §. Definimos uma parti¢io de
[a,b] por & = P21 U P, e teremos oy (f, L) —om(f, P) < €.

Resta ver a igualdade dos integrais. (<) Consideremos & = &) U &, como acima. Tere-
mos [ f(x)dx < ou(f, D) < Ou(f, P)+&=Oulf, P1)+0u(f, P2) +e < [; flx)dxt
fcbf(x)dx—l—e donde fff(x) dx < facf(x)dx—l—fcbf(x)dx. Vamos ver agora (>). Te-
mos f;f(x)dx+fcbf(x)dx§ GM(fagzl)—f—GM(fagZZ) < (S,n(f,gzl)+6m(f7,@2)+£ =
on(f,?)+e< f: f(x)dx+¢€. Uma vez que € é escolhido arbitrariamente teremos

JSFx)dx+ [P F(x)dx < [P f(x)dx.

Exercicio 1.11 Mostre a propriedade (IIT) acima. Solucdo: Consideremos f > 0e & =
la,b]. Logo Gy(f, P) = infl, 4 f-(b—a) > 0donde [ f(x)dx > Gu(f, P)>0.Se f < g
entdo h = g — f > 0 e a linearidade do integral garante que | f gx)dx— | : fx)dx =
1P g(x) = f(x)dx = [P h(x)dx > 0. Logo [’ g(x)dx> [’ f(x)dx.

Exercicio 1.12 Mostre a propriedade (V) acima. Solucio: De facto, como m < f(x) <M
por (IIT) obtemos m(b —a) = [*mdx < [P f(x)dx < [P Mdx=M(b—a).
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: f15 f(x)dx

1 3 o
fj(.a]n’.a /J‘{d]fﬂe
f £
2

Figura 1.3: Ilustragdo a propriedade (I).

Na propriedade (I) acima temos [”otf (x)dx = o [ ab f(x)dx. Se a =0 teremos
fabOf(x) dx=CcomCERe Ofabf(x)dx = 0 o que levaria a C = 0 o que é manifes-
tamente restritivo. Se conseguirmos viver bem com isto ok, caso contrario escolhemos
o # 0 e (II) fica imaculada.

Exercicio 1.13 Ser4 que para duas fungdes f e g definidas em [a, b] podemos ter | f fx)+
g(x) dx definido mesmo sabendo que | f flx)dxe [ f g(x) dx ndo existem? Solucio: Consi-
deremos as fungdes definidas por f(x) =1sex€Qe f(x) =—1sex¢ Qe g(x) =—1se
x€Qeg(x)=1sex¢Q. Claro que fff(x) +g(x)dx=0enem fff(x) dx nem fabg(x)dx
existem.

O resultado seguinte oferece a caracterizacdo a Lebesgue das funcdes que sao Riemann
integraveis.

Teorema 1.1.3 — Ciritério de Integrabilidade de Riemann-Lebesgue.
Seja f: [a,b] — R uma funcéo limitada. Temos que f é Riemann integrvel se e somente
se o conjunto de descontinuidades em [a, b] tem medida de Lebesgue zero.

Exercicio 1.14 Uma fungdo f: [0,1] — R com um niimero contével de descontinuidades
¢ sempre integravel a Riemann?

> Te 3 — I l _ R 7z
Solugdo: A fungdo f(x) =nsex=- comn € Ne f(x) =0 caso contrdrio tem um niimero

contdvel de descontinuidades mas ndo € integravel a Riemann pois nao ¢ limitada.

Exercicio 1.15 Uma fung¢do f: [0,1] — R limitada com pelo menos um niimero contdvel
de descontinuidades € sempre integravel a Riemann?

‘o[dwoxe-enuod wn 9 J9[YILI( 9p 0B3UNJ Y :0LIN[0S

Exercicio 1.16 Mostre que uma fungdo f: [0,1] — R limitada e monétona é sempre
integravel a Riemann.

Solucao: Seja f limitada por uma constante L e crescente. Para cada n escolhemos uma
particdo uniforme &7, dada por x; = - onde i = 0,...,n. Denotamos y; = f(x;). Logo,
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como f é monétona teremos Oy (f, Zy) == Y1 | i (% — %) = %Z?:ly,- e om(f,Py) =
Timyiot (= 55) = 3 Lisyyio1. Assim
Yn—Yo _ 2L
GM(fagzn)_Gm(fw@n): L 'S__>07
n n n—0

o que pelo Teorema 1.1.1 garante a integrabilidade de f. O caso em que f € decrescente €
andlogo.

Pelo Exercicio 1.16 e pelo Teorema 1.1.3 obtemos que uma funcdo mondtona e
limitada f: [a,b] — R tem o conjunto de descontinuidades em [a,b] com medida
de Lebesgue zero. Este resultado € uma versdo mais fraca do Teorema de Froda

que afirma que uma fungdo monétona e limitada f: [a,b] — R tem o conjunto de
descontinuidades em [a,b] no méaximo contével (cf. Exemplos 1.6 e 1.7 abaixo).

Exercicio 1.17 x Sejam f,: [a,b] — R fun¢des integraveis a Riemann que convergem
uniformemente para f: [a,b] — R. Mostre que f é Riemann integrdvel em [a, D] e que

b b
/ lim f,(x) dx = lim / fn(x)dx.

Resumindo, o integral do limite é o limite do integral desde que a convergéncia seja
uniforme.

Solucdo: Consulte o Teorema 6 pp. 300 da referéncia [7].

Por forma a provarmos o Teorema 1.1.3 abordaremos agora conceitos sobre o conteido de
Jordan. Dado A C R dizemos que A € J-menosprezavel (ou que tem contetido de Jordan
zero) se qualquer que seja o € > 0, existe k € IN e intervalos abertos [; (1 <i < k) tais que
AC Uf.‘: lie Zf-‘zl vol(I;) < €. Poderiamos ter escolhido os I;’s fechados sem prejuizo da
defini¢do.

« Exemplo 1.6 O conjunto A = QN [0, 1] é um conjunto infinito mas contdvel e que ndo
¢ J-menosprezével. Ja o conjunto terndrio de Cantor em [0, 1] € um conjunto infinito ndo
contavel e que € J-menosprezavel. .

Lema 1.1.4 Seja A C [a,b] um conjunto J-menosprezavel. Qualquer que seja o € > 0,
existe uma particdo & de [a, b] tal que se I; C & sio os intervalos que contém algum
ponto de A, entdo Y vol(I;) < €.

Seja f: [a,b] — R uma funcdo limitada. Dado A C [a,b] definimos oscilagdo de f em A
por o(f,A) =sup{|f(x) — f(y)|: x,y € A}. Dadox € R e 6 > 0 denotamos por @(x,d) a
oscilagdo de f no conjunto (x — d,x+ &) N [a,b]. Claro que se x € (a,b) e 6 > 0 é tomado
suficientemente pequeno teremos @(x,0) = ®(f,(x—0,x+ J)). A oscilacdo de f em x é
definida por o(f,x) = %ir%co(x, ).

—
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Figura 1.4: Conjunto ternario de Cantor formado pela lei recursiva de dividir um segmento
em trés partes iguais e retirar a do meio. No caso considerado o segmento € [0, 1].

Exercicio 1.18 Mostre que se f,g: [a,b] — R forem func¢des limitadas em [a, b, se g
for Riemann integravel e se existir L > 0 tal que o(f,[a,b]) < Lo(g,[a,b]), entdo f é
Riemann integravel em [a,b]. Solucdo: Seja & = U|<;<, P, uma parti¢do de [a,b]. Entdo
(emos Oy (f, ) — Gl > Za) = X1y 0(F.P) P < LY, (g, )Pl < L(ow (g, 7,) —
Om(g,Zy)). Finalmente, o Teorema 1.1.1 garante que f é Riemann integravel em [a, b].

Exercicio 1.19 Mostre a propriedade (IV) acima. Solucio: Comecemos por assumir
que | f| é integravel. Como —|f| < f < |f]| por (III) obtemos que —fab |f]dx < fabfdx <

f: | f]dx ou seja ‘ fab f(x) dx‘ < fab |f(x)|dx. A desigualdade triangular inversa (1.22)

garante que || f(x)| = [f(V)[| < |f(x) = f(¥)[. Assim, supy, p | /| = inflgp) |f] < supg ) f =
inf|, ») f logo ®(|f],[a,b]) < @(f,[a,b]) e obtemos que |f] € integravel.

Exercicio 1.20 Mostre que se f: [a,h] — R é Riemann integrével, entdo f? é Riemann
integravel em [a, b]. Solucdo: Como f € integravel temos que f ¢ limitada, i.e. |f(x)| <L
para algum L > 0 e todo o x € [a,b]. Para todos os x,y € [a,b] temos |f2(x) — f2(y)| =

f () = FDILF ) + 5O < [F0) = FO]-(F @)+ [F D)) < 2L[f(x) — f(y)]. Conse-
quentemente, supj, 2 — infl, ) f2 < 2L(supy, ;) f — inflgp) f) ou seja o(f?,[a,b]) <

2Lw(f,[a,b]). O Exercicio 1.18 garante a integrabilidade de f2.

Exercicio 1.21 a) Mostre que se f,g: [a,b] — R sdo Riemann integrdveis, entdo fg é
Riemann integravel em [a,b]. b) Se, além do mais g # 0 e é for limitada por L mostre
que entdo g é Riemann integrdvel em [a,b]. Solucio: a) Notemos que fg < Z[(f+8)*+
(f —g)?]. Assim a integrabilidade de fg sai da linearidade do integral de Riemann e do
facto do quadrado de fung¢des integraveis ser integravel (Exercicio 1.20). b) Notemos que

| g 72 _ . ‘o

‘g(x) g(y)’ = o) =L |g(x) — g(y)|- Analogamente com o feito no Exercicio 1.20
obtemos supy, ;) ;—, —infj, ;—, < Lz(sup[avb] g—inf, ; g) ou seja a)(é, [a,b]) < L*0(g,[a,b)).
Obtemos que é ¢ integravel e usamos a) para concluir que Jgf = é f € integravel.

O préximo resultado indica uma caracterizag@o da continuidade a custa do conceito de
oscilagdo.
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Lema 1.1.5 Seja f: [a,b] — R uma fun¢do limitada. Dado ¢ € [a,b] temos que f é
continua em c se e somente se @(f,c) =0.

Demonstracdo. (=) Como f € continua em ¢ temos que qualquer que seja o € > 0, existe
6 > 0 tal que qualquer que sejax € (¢ —&,c+0)N[a,b] temos f(x) € (f(c) =5, f(c)+5).
Logo, ®(c,8) < € e consequentemente ®(f,c) := éim o(c,8)=0.

—0

(<) Vamos agora assumir que @(f,c) = 0. Logo qualquer que seja o € > 0, existe 6 > 0
tal que w(c,0) < €. Assim, se x,y € (c—8,c¢+ )N [a,b] entdo temos |f(x) — f(y)| < €.
Particularizando, se x € (¢ — 8,c+ 8) N|a,b] entdo temos |f(x) — f(c)| < € o que traduz a
continuidade de f em c. [ |

Lema 1.1.6 — Critério de Integrabilidade de Jordan.
Seja f: |a,b] — R uma funcdo limitada. Temos que f é Riemann integravel se e somente
se para todo 0 8 > 0 o conjunto Q5 = {x € [a,b]: ®(f,x) > d} é J-menosprezédvel.

Demonstrag¢do. (=) Fixemos o 6 > 0 exigido no lema. Como f ¢ integravel qualquer que
seja 0 € > 0 existe uma parti¢do & de |a,b] tal que

n—1

Y (M1 —mig) (tig1 — i) = ou(f, P) — ou(f, P) <. (1.10)
i=0

Refinemos a particio &2 C & por forma a desigualdade (1.10) funcionar para €6 em
vez de €. Olhemos somente para os intervalos (#;,#;1) de &) que contém elementos de
Qg. Considerando a soma Y ;(M; | —m;1)(ti+1 —t;) mas s6 escolhendo as tais parcelas
teremos 8 ) ;(t;+1 —1;) < 8€. Finalmente, Y ;(#;+1 —#;) < € e, uma vez que os extremos dos
intervalos de &7 sdo em numero finito, Q5 é J-menosprezavel.

(<) Vamos agora assumir que para todo o 8 > 0 o conjunto Q5 = {x € [a,b]: ©(f,x) >
0} é J-menosprezdvel. Escolhemos 0 — 5 /f';“ - Pelo Lema 1.1.4 qualquer que seja o
€ > 0, existe uma parti¢io & de [a,b] tal que se I; C & sdo os intervalos que contém
algum ponto de Qg, entdo Y vol(l;) < €. Refinemos a particio & C &) por forma a
ter Y vol(I;) < m onde M = sup f e m = inf f. Nos intervalos de | que sobram
refinamos para termos a oscilagdo < 6 em cada um deles. Seja &2, essa partigdo feita
por encomenda. Vamos agora decompor Z?:_Ol (Miy1 —mjy1)(tiy1 —t;) em duas parcelas:
a primeira considerando intervalos que contém pontos de Qg e a segunda contendo os

restantes intervalos. Concretamente:

n—1
Y My —mig) (i — 1) = Y (Miq — i) (i — 1) + Y (Mig1 — i) (fi1 — 1)
i=0 7 i

< Y (Miy — iy )vol () + Y 8(Fi1 — )
7 i

< £y
- 2

o M

=E.

Logo pelo Critério de Integrabilidade de Riemann (Teorema 1.1.1) temos o Critério de
Integrabilidade de Jordan provado. [
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Dado A C R dizemos que A tem medida de Lebesgue zero se qualquer que sejao € > 0,
existe um conjunto contdvel de intervalos abertos /; tais que A C U [ e Y2 | vol([;) < €.
Abreviamos o conjunto A tem medida de Lebesgue nula para leb(A) = 0.

Valem as seguintes propriedades:

(i) leb(0) =0.
(ii) seleb(A) =0e B C A, entdo leb(B) = 0.
(ii1) aunido contavel de conjuntos com medida de Lebesgue zero tem medida de Lebesgue
Zero.
(iv) se A for compacto'? e se leb(A) = 0, entdo A é J-menosprezavel.

« Exemplo 1.7 O conjunto A = QN 0, 1] e o conjunto terndrio de Cantor € em [0, 1] tém
ambos medida de Lebesgue zero. De facto até temos leb(Q) = 0 pois considerando uma
enumeracdo de Q dada por {g;}iciv e notando que leb(g;) = 0 qualquer que seja i € N
usamos (iii) acima e temos leb(Q) = leb(Uien{qi}) = Yienleb({gi}) = Yiex0 = 0. Em
relagdo ao conjunto de Cantor temos que até ao n-ésimo iterado do processo construtivo
retiramos a seguinte soma de intervalos abertos:

1 2 4 - nooi=l | nogi=l /N il 2\"
sty Tt 42 Y 3 3;31_1 3,~_Zl<3) (3>

i=1

sendo a ultima igualdade consequéncia da férmula para a soma de n termos de uma
progressdao geométrica de razao % e primeiro termo 1. Claro que até aqui temos que &
estd contido nos intervalos ndo retirados no processo anterior cuja soma de comprimento

é ( %)n Considerando limites obtemos /eb(%) = 0. Notamos que esta prova funciona no
Exemplo 1.6 para provar que % € J-menosprezavel. .

Demonstragdo. (do Teorema 1.1.3) (<) Definimos Q = Ug~(Qs notando que Q = U,cn Q1.

Por hipétese e usando o Lemma 1.1.5 temos leb(Q) = 0. Assim, para cada 6 > 0 quen
consideramos temos leb(Qg) = 0 e como Qg é um conjunto compacto, logo por (iv) acima
Qs € J-menosprezdvel. Pelo Lemma 1.1.6 temos que f € integravel.

(=) Se f € Riemann integravel, entdo novamente pelo Lemma 1.1.6 temos que para
cada n € N o conjunto Ql ¢ J-menosprezavel. Logo leb(Ql ) = 0. Como Q é uma unido

contdvel de conjuntos com medida de Lebesgue 0 temos por (iii) acima que leb(Q) =0e
o teorema estd provado. [ ]

Resultados fundamentais do Cdlculo em R
Vamos agora recordar alguns dos resultados mais importante sobre integracdo a Riemann.

Teorema 1.1.7 — Teorema do valor médio para o integral. Se f é uma fungio

12Conjuntos compactos serdo tratados com algum detalhe nos Teoremas 1.2.4 ¢ 1.2.5. Para ja podemos ter
como referéncia um conjunto fechado e limitado.
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continua em [a, b], entdo existe ¢ € [a,b] tal que

f(e)o—a)= [ rx)ax

Demonstragdo. Sendo m = min,c(, ;) f(x) € M = max,c|, f(x), entdo por (V) acima
temos

m(b—a) < /abf(x)dx <M(b—a).

Seja C € [m,M] tal que C(b—a) = |, ab f(x)dx. Usando novamente que f é continua temos
que existe pelo menos um ¢ € [a,b] tal que f(c) =C. |

, ‘
! | :
! ‘ .
| 1
! I 1
: o
! {e. el
‘
| @), /

1 2 3 \ 4 1 2 I 4

Figura 1.5: Ilustragdo do Teorema do valor médio para o integral.

Teorema 1.1.8 — Primeiro Teorema Fundamental do Cdlculo. Seja f uma fungéo
continua em [a, b]. Definimos F(x) = [ f(¢)dt. Entdo temos:

F'(x) = f(x). (1.11)
Demonstragdo.

AF  F(x+A0)—F(x) _ [ f(0)de— [7 (1) dr
Ax Ax - Ax

ay  [Ef(@)de+ [ f@)de— [ f()dt

o Ax

JE F@d
= E_—

Pelo Teorema 1.1.7 existe ¢ € [x,x + Ax] tal que:

SR f@0dr o)+ Ax—x)  f(e)(Ax)
Ax Ax Ax

Logo,

e o teorema esta provado. [
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Vamos agora rever esta mesma prova numa linguagem mais préxima da prova original de
Newton.

Teorema 1.1.9 — Primeiro Teorema Fundamental do Cdlculo & la Newton. Seja
f uma fun¢@o continua e positiva em [a,b]. Definimos F (x) = [ f(¢)dt como a drea
definida pela regido abaixo do gréfico de f, acima do eixo dos xx e entre as retas x =a e
x = b . Entdo temos:

F'(x) = f(x). (1.12)

Demonstracdo. A prova tem como suporte a Figura 1.6 e assumimos que a =0. O
retangulo de vértices x, 7, x + Ax e X+ AX tem drea yAx. Temos a seguinte decomposi¢ao
de areas:

F(x+ Ax) :/

0

Ny di = /0 ") de + / Ny di = /0 " F(t)dt +3Ax,

que origina F (x+ Ax) — [i f(¢) dt = §Ax ou seja W =7.

Na igualdade ffrAx f(t)dt = yAx, Newton implicitamente assumiu o Teorema 1.1.7. Ele
YFAY £(1) dt pelo incremento Ax

afirma também que se dividirmos o incremento de drea |}
da abcissa obtemos y. Como Ax é um infinitesimal teremos y = y para Ax = 0. Logo

P =5 [ =y = 1),

Lz Lo+ Az
© ©

Figura 1.6: Seguindo a prova de Newton mas usando foco cartesiano.

Coroldrio 1.1.10 Toda a fungdo continua admite antiderivada.

Demonstra¢do. Dada a fungdo continua f a fungdo definida por F (x) = [y f(¢)dt é uma
sua antiderivada. [



28 Capitulo 1. Integrais unidimensionais

o

X

.O resultado anterior permite afirmar que a fun¢@o gaussiana f(x) = e~ 2, por exemplo,

por ser continua admite antiderivada em [0, 1] dada por F(x) = [ e5d1. 0 que ndo
quer dizer que somos capazes de aplicar toda a maquinaria do Calculo Integral que
conhecemos (e que ndo conhecemos) e obter a antiderivada de f escrita como uma
soma finita de funcdes ‘amigdveis’.

« Exemplo 1.8 Seja

0 set€l0,%)
1 sete[41]

0 ={

e seja F: [0,1] — R definida por F(x) = [ f(t)dt. Temos F(x) =0 se x € [0,3] e
X

F(x) =x— 1 sex € [3,1] pois para x > § temos F(x) = fgldt = t‘é = x — 3. Notemos

que F' é continua em [0, 1] mas ndo é derivdavel em x = % que € precisamente o ponto de

descontinuidade de f. Notemos também que a fun¢do f ndo admite antiderivada em [0, 1]

ou em qualquer subintervalo contendo % Recorde que toda a fun¢do que € obtida pela

derivagdo de outras fungdes € uma fun¢ido de Darboux. A fungdo f a ser obtida de F’ teria
que ser de Darboux o que ndo acontece. .

A antiderivada de f(x) = ¢ ndo é possivel de determinar!3@®, contudo pelo Coro-
lario 1.1.10 sabemos que, sendo f(x) = ¢ continua, a sua antiderivada é dada por

F(x)= (')xet2 dt 2.

Teorema 1.1.11 — Segundo Teorema Fundamental do Cdlculo - Férmula de
Barrow. Seja f uma funcgdo continua em [a, b] e seja F uma antiderivada de f, entdo

/abf(x)dx:F(b)—F(a). (1.13)

Demonstracdo. Seja F(x) uma antiderivada de f(x). Pelo Primeiro Teorema Fundamental
do Célculo temos F(x) = [ f(t)dt também é uma antiderivada de f(x). Logo F(x) —
F(x) = C onde C € R. Tomando x = a temos F(a) = C. Tomando x = b obtemos
F(b)— [P f(t)dt = C e logo (1.13) vale. m

Vamos agora ver uma prova do teorema anterior enfatizando a integra¢do a Riemann.

Demonstracdo. (do Teorema 1.1.11) Seja &2 = {xo,x] ...,x,} uma particdo de [a,b|. Te-
mos, pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, que para um c¢; € [x;,x;11] escolhido

3Neste contexto ‘determinar’ quer dizer, usando os métodos ja estudados encontrar uma fungio explicita-
mente onde aparecem operacdes aritméticas finitas de composicdes daquelas funcdes que nds adoramos, tipo
funcdes algébricas, fungdes trigonométricas, exponenciais, logaritmos, etc, ...
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convenientemente teremos:

n—1 n—1
F(b)—F(a) =F(x,) — F(xo) = ;)F<xi+l) —F(x) = ;)F/(Ci)(xm —X;)
n—1
= ;)f(ci)<xi+1 —X;).

A continuidade de f garante que em cada intervalo fechado [x;,x; ] teremos:

m; < f(ci) < M;,
onde m; e M; sdo respetivamente 0 minimo e 0 maximo em [x;,x;,1| parai =0,...,n— 1.
Assim,
n—1 n—1 —
Y milxivr —xi) < Y flei)(xip1 —xi) = F(b Z i1 —
i=0 i=0 i=0
sendo que o Teorema 1.1.1 permite obter (1.13). [

@ Em (1.13) temos j F'(x)dx = F (b) — F (a) sugerindo que ‘derivadas e integrais sao

opostos’. Mas se reescrevermos de outra forma como [, , F'(x)dx = [y, by I vemos

que o integral ndo desapareceu. Mudou foi o 1ntegrando e a reglao cie integracdo
passou de [a,b] para o seu bordo d|a,b] = {a,b}.

Exercicio 1.22 D& um exemplo de uma funcgéo F(x) que é antiderivada de f(x) mas que
(1.13) falha. Solucio: F(x) =In|x| e [a,b] = [~1,1]. O integral [', L dx ndo existe! O
problema é que f ndo é continua em [—1,1].

Teorema 1.1.12 — Teorema da mudanca de varidveis. Dada uma fungéo continua
f(y) definida em [a, b] escolhemos uma nova variavel x definida por y = ¢(x) tal que:

@) o(la,B]) C la,b] e
(i) @ é derivavel e ¢’ é integravel [o, B]

Entao, temos

?(B) B
[ sy = [ flo)e' (v dx (1149
¢(a) a

Demonstracdo. Seja F uma antiderivada de f que existe pois f € continua. Entdo
J f(y)dy = F(y) +C. Logo, pelo teorema fundamental do Célculo, temos | (Z)((f)) fO)dy=
?(B)

FO), ) = F(0(B) —Flo()).
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Vejamos agora que F o @(x) uma antiderivada de f(¢(x))¢@’(x). De facto, é s6 apelar para
aregra da cadeia: (Fo@)'(x) = F'(@(x))¢'(x) = f(@(x))¢’(x). Logo, uma vez mais pelo
teorema fundamental do Calculo, temos

B / (i) B
/(Xf(GD(X))fp (X)dx "="F(o(x))| =F(e(B)) —F(o(a))

o

e (1.40) é verdadeiro. [ |

O Teorema 1.1.12 € conhecido também pelo método de substituicao na integracio e é
0 homologo na integracdo da regra da cadeia na derivacdo ndo sendo pois de admirar
a sua aparicao na prova do Teorema 1.1.12. Vem a propdsito também que o método
de integracdo por partes é o homologo da regra da derivac¢do do produto.

Geometria e Topologia de R”
O R" como espaco vetorial com um produto escalar

Vamos fixar n > 1. O espaco euclidiano R" é descrito como um produto cartesiano de n
fatores iguais ao R, ou seja R x R x --- x R. Cada elemento é representado por um n-plo'
~—_—

n
ordenado (xp,x2,...,X,). Os exemplos mais simples e usuais sdo a reta R (caso n = 1),
o plano R? (caso n = 2) e o espaco R? (caso n = 3). Nestes casos correntes escolhemos
respetivamente x, (x,y) e (x,y,z) em vez de x, (x1,x2) e (x1,x2,x3), mas quando n é grande
convém usar etiquetas.

Dimensao 1, 2 e 3 ainda vé 14. Mas qual a razdo de estudarmos espacos em dimensio
4 ou maior? J4 Lagrange dizia que a mecanica compreendia 4 dimensdes: trés para o
espaco e uma para o tempo. Aplicacdes e modelagdes em espacos multidimensionais
sdo bastante frequentes.

Sabemos que o R” tem estrutura de espago vetorial e, em particular, sendo (xy,xp,...,X,),
(¥1,¥2,---,yn) elementos de R” e a, B € R temos:

o (x1,x2, .- yxn) + 1,2,y 0n) = (X1 +y1,X2+ Y2, .., X, +¥,) sendo + uma opera-
¢do comutativa e associativa;

o(xy,x0,...,x,) = (0x1, Ax3,...,0x,) onde & € um escalar;

A origem (0,0,...,0) é o elemento neutro de + ou seja é valida a seguinte igualdade
(x1,%2,...,%,) +(0,0,...,0) = (x1,X2,...,X,);

o (—x1,—x2,...,—Xp) é simétrico de (x1,x2,...,X,) ou seja é vdlida a seguinte igual-
dade (x1,x2,...,%;) + (—x1,—x2,...,—x,) = (0,0,...,0);

(aB)(x1,x2,...,x,) = &t(Bx1, Bx2,- .., Bxn);

(04 B)(x1,x0, ...y xn) = 0(x1,X%2, ..., Xn) + B(X1,X2,...,%,) €

o of(x1,x2, - Xn) F (V1,2 V0)] = QX1 X2, X)) F AV, Y2,y Vn)-

4Duplo, triplo, quadruplo, quintuplo, etc, ...
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Notemos que é dubia a representagdo (xj,xz,...,x,). Por vezes olhamos para o objeto
(x1,%2,...,Xx,) como um ponto e outras como um vetor de origem na origem (0,0,...,0)
e extremidade no ponto (x1,x2,...,x,). Mesmo a representacio (x,xp,...,x,) envolve
ambiguidade pois depende da base do espaco vetorial que estamos a considerar. Isso foi
visto com detalhe em Algebra Linear e Geometria Analitica. Para ndo andarmos a confundir
alhos com bugalhos vamos desde ja considerar que o contexto nos ajudard sempre a olhar
para (x1,x3,...,X,;) COMO UM ponto ou coOmo um vetor e que a base que vamos usar serd
sempre a base canénica e; = (1,0,...,0),e; = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1). Nesta
base o ponto (xy,x2,...,x,) terd coordenadas (x1,x2,...,X,) pois

(x1,x2, e ,xn) =Xx1€1 +x2e2+ - +xpe€p,

o que é, convenhamos, simpdtico. Além do mais esta base ¢ adequada a chamarmos
as coordenadas (x1,x,...,x,) de coordenadas retangulares ou cartesianas. De facto, a
projecdo de (x1,x2,...,X,) em ¢; € x; ou seja o comprimento do i-ésimo lado do n-retdngulo.
Uma forma elegante de exprimir proje¢des!” é usando o produto escalar, denotado por -,

que se define algebricamente por:

n
(X1, %2, Xn) - (V1, %2, V) = X1 Y1 +2X0y2 4+ Xgyn = Y XiYi. (1.15)
i=1
« Exemplo 1.9 Temos (1,1)-(2,0) = 2. Temos também que (1,2,3)-(0,—2,1) = —4+
3=-1e(1,1,2)-(0,—-2,1) = 0. Estes tltimos vetores sdo perpendiculares. .
Dados x = (x1,X2,...,Xn), ¥y = (V1,Y2,---,¥n) € 2= (21,22, ..,24) O produto escalar
satisfaz:
e x-x>0;
* x-x=0se e somente se x = (0,0,...,0);
cox-y=alx-y)ex-[y+zl=x-y+x-z
° x.y — yx
Exercicio 1.23 Mostre que x- (oy) = a(x-y) e [x+y]-z=x-z+y-z

Solucdo: x- (ay) = (ay) - x=ot(x-y). x+y]-z=z-[x+y|=z-x+z-y=x-2+y-z.v

Teorema 1.2.1 Seja dado um vetor x = (x1,x2,...,%,) # (0,0,...,0). Qualquer que
seja y = (y1,¥2,---,yn) O vetor z =y — 22x & perpendicular a x.

Demonstragdo. Basta mostrar que x -z = 0. Entdo:
Xy X Xy
X-Z=x- (y——x) =x-y—x-—x=x-y——x-x=0.

15 Aqui estamos a discutir a projegio de (x1,x2,...,%,) em (y,X2,...,Y,), logo pensamos em vetores e
ndo em pontos. Proje¢do de um vetor noutro faz sentido, agora de um ponto noutro fica esquisito certo?
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Do Teorema 1.2.1 concluimos que dado um vetor ndo nulo x € R" temos que qualquer que
seja o vetor y € R” ele escreve-se sempre como
x .
y:Z+—yx7 (1.16)
X-X

1.e. como soma de um vetor perpendicular a x e um multiplo de x.

Exercicio 1.24 Mostre que a escrita (1.16) é dnica.

« Exemplo 1.10 Fixemos o vetor x = (2,0) e vamos escolher um outro vetor qualquer, por
exemplo, y = (1, 1). Definimos o vetor z por

2=y = (1,1)— (2,0)-(1,1)

2
= 0 020 =1D=32.0=11-(1,0= 01

4

O fator com que vamos multiplicar x é % e o vetor perpendicular a x é z= (0, 1). Finalmente

x-y 1
,L1)=y=z+—7x=1(0,1)+=(2,0).
(1) =y =2+ 220 = (0,1)+ (2.0

A ilustragdo deste exemplo esta feita na Figura 1.7. .

0.5

05 0

-0.5

. Xy . . . . <
Figura 1.7: T5xéa [I)rOJeg:ao de y no espaco vetorial 1-dimensional que contém x. Neste

caso o fator é ¥ = 2.
XX

[\

Funcionais lineares e espaco dual do R”
Um funcional linear em R” A: R"” — R é uma aplicag@o tal que A(au+ Bv) = oA (u) +
BA(v) onde o, B € R.

« Exemplo 1.11 A projecdo na i-ésima coordenada definida por:

dvi: R — R
(uy,up, ..., uy) — u;

¢ um funcional linear. De facto, dados u = (uy,us,...,u,),v = (vi,v2,...,v,) € R" e
o, € R temos

dvi(au+ Bv) =dvi((auy + Bvy,...,o0u, + Bvy)) = aui+ Bvi = advi(u) + Bdvi(v).
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Um funcional linear em R” é determinado por (uy,un,...,u,) — aju; + axup + - - + apy,

logo dv; tera todos os a;’s nulos exceto o i-€simo que serd a; = 1. Assim, teremos o
i J i

dicionario

dvi <5 (1,0,...,0) dvy <> (0,1,...,0) ... dv,<>(0,0,....1).

Exercicio 1.25 Seja dado um funcional linear A : R> — R definido por A(2,1) =10 e
A(1,1) = —2. Explicite A(x,y) = ax + by obtendo os valores de a e b. Solucio: Como
A(x,y) = ax+by,logo A(2,1) =2a+b=10e A(1,1) = a+ b = —2. Assim, resolvendo
o sistema linear obtemos A (x,y) = 12x — 14y.

O conjunto de todos os funcionais lineares de R" é chamado de espaco dual de R" e
denotamos por (R")*. Dada uma base {v;}?_; de R" temos que cada vetor v € R" é
escrito de forma tnica por v=Y" , o;v; onde o; € R. Paratodooi=1,...,n definimos
dvi(v) = 0.

Exercicio 1.26 Mostre que dv; estd bem definida e é linear. Mostre também que {dv;}"_,
¢ uma base de (R")*.

Notemos que v=Y3" ,dv;(v)vieque dv=Y" , dv(v;)dv; sempre que v € R" e dv € (R")".
De facto:

dv(v) =dv <i‘{ o; v,-) =dv (idw(v)v,-) = idv,-(v)dv(v,-) = (z": dv(v,-)dv,-) (v).

i=1
Temos também que dimR” = dim(R")* = n.

« Exemplo 1.12 Dada a base canénica de R” x; = (1,0,...,0), x, = (0,1,...,0), ..,
xn = (0,0,...,1) temos que cada vetor u = (uy,...,u,) € R" é escrito de forma tnica
por u =Y ,u;x;. Definimos a base canénica dual por dx;(u) = uy, dxa(u) = u, ...,
dx,(u) = u,. Dado A € (R")* entdo ele pode ser expresso de forma tinica pela combinagdo
linear A =Y | fidx; onde os f;’s sdo as coordenadas de A na base candnica de (R")*.

« Exemplo 1.13 — Formas diferenciais de grau 1. Consideremos uma funcdo o: R" —
(R™)* que a cada ponto x € R" associa um funcional linear o (x).

a: R' — (R™)*
o(x): R — R
v = oo(x)(v)

Assim, o(x) € (R")* pode ser expresso de forma tnica pela combinagdo linear o (x) =
Y, fi(x)dx; onde os fi(x)’s sdo as coordenadas de ¢¢(x) na base candnica de (R")*. Deno-
tamos por isso a(x) = Y.* ;| fi(x) dx;. Veremos em §1.8 aplicagdes das formas diferenciais
de grau 1, também chamadas de 1-formas, concretamente quando as fungdes f;(x) sdo
derivéveis. .
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Produto vetorial

O produto vetorial'® tem muito interesse em R>. Podemos definir este tipo de produto em
espacos euclidianos de dimensdo alta mas em R cai como uma luva. Sejam entio dados
dois vetores u = (u1,us,u3) e v = (v1,v2,v3) em R3 o produto vetorial entre eles é:

uX v = (uav3 — U3V, U3V — U3, Uva — V). (1.17)

O vetor u X v € um vetor perpendicular ao plano gerado por u e v se ndao forem colineares
caso em que da 0. A norma de u x v € igual a area do paralelogramo gerado por u e v.
Temos também que u X v = —v X u (ver Figura 1.8). A drea do paralelogramo formado
pelos vetores ue v éA = |ju|| ||v|| sina = ||u x v|| onde & é o angulo formado pelos vetores
uev. Temos u x v = (||u]| ||v|] sina)n, onde n é o vetor normal unitdrio perpendicular ao
plano gerado por u e v e sentido obtido pela ‘regra da mao direita’. Nesta regra vamos usar
a mao direita: etiquetamos o dedo indicador por u € o dedo ‘pai de todos’ por v. Na figura
rodamos a mao no sentido de u para v e o dedo polegar aponta para onde? Para cima!... e
temos o vetor u X v. Se decidirmos rodar v para u o dedo indicador passa a ser v e o dedo
‘pai de todos’ passa a ser u e o dedo polegar aponta para onde? Para baixo!... e vamos ter o
vetor —u X v ou seja v X u.

« Exemplo 1.14
(1,2,3) x (4,5,6) = (12— 15,12—-6,5—8) = (—3,6,-3).

. Vamos ter que decorar a féormula (1.17)? Sim! Mas existe uma mnemonica simpatica:

i j Kk
UXv=\u, uy uzl, (1.18)

Vi V2 V3

ondei=e; =(1,0,0),j=e;=(0,1,0) ek =e3 = (0,0, 1).

Exercicio 1.27 Mostre que a férmula (1.17) é obtida via (1.18).

O espaco métrico R”
O tamanho de um vetor pode ser determinado a custa do produto escalar da seguinte forma:

x| = vx-x, (1.19)

ao que chamamos de norma de x.

16Chamar produto vetorial ¢ intuitivo pois este produto de dois vetores é um vetor. J o produto escalar
transforma o produto de dois vetores num escalar.
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X

Figura 1.8: A drea do paralelogramo formado pelos vetores u e v é dada por ||u x v||.
Exercicio 1.28 Calcule a norma dos seguintes vetores (1,0), (1,1,1) e (1,2,3,4).
Quando ||x|| = 1 dizemos que x é um vetor unitdrio.

Exercicio 1.29 Mostre que dado x # 0 o vetor ﬁ ¢ unitario.

Solugdo:

— x _ 1 o
*\/ Tl \/Hxnnxu = \/Hx”zxx m VO x= ol =1 v

Teorema 1.2.2 — Teorema de Pitdgoras. Dados dois vetores perpendiculares x,y € R”
temos a seguinte igualdade:

X
&

e+ 3117 = [lxll” + [Iy11*- (1.20)
Demonstragdo.
eyl = VOy) (by)? = (xhy) - (rhy) =x-xtxy+y-aty-y
=[xl + Iy,
pois a perpendicularidade de x e y garante que x-y =y -x = 0. [

Teorema 1.2.3 — Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Dados dois vetores quaisquer
x,y € R" temos a seguinte desigualdade:

ey < [l Iyl (1.21)

Demonstracdo. Supomos que x # (0,0,...,0) pois caso contrdrio é facil ver que (1.21)
vale. Usamos o Teorema 1.2.1 e escrevemos:

X
y=z+—yx,
XX
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onde z é perpendicular a x. Como x e z sdo perpendiculares podemos usar o Teorema 1.2.2
e concluir que

2 _ 2 2 4 Xy
Il = [l 2 = e 52 = el (22) e
X-
Assim teremos que ||y||> > (%)2 |Ix]|* donde ||y||> = (jﬁ—)yc)2 ||x||* se e somente se y = “x.
Contudo,
2 (x-y)? (x-y)?
Il > (52 2 = S g = B2
] x|
2
donde se conclui que [|y[|? > (ﬁcx}|)|)2 ou seja que ||x||?[[y||> > (x-y)% e (1.21) segue. |
Alguma vez vamos ter |x-y| = ||x||[[y||? Sim! Da prova anterior obtemos que a
igualdade em (1.21) acontece se e somente se y = ‘— X.
Em resumo uma norma satisfaz os seguintes quesitos:
* |lxll = 0;
* ||x]| = 0 se e somente se x = (0,0,...,0);
* ||ax| = |o||x|| onde & € R;
o [lx4y| < |lx|| +|ly|| (desigualdade triangular!”).
Exercicio 1.30 Mostre que ||x —y|| = ||y —x||. Solucdo: Vamos usar a terceira propriedade

acima. Assim, ||y —x|| = [| = 1(x=y)[| = | = 1|.[lx =] =[x =yI].

Exercicio 1.31 Mostre a desigualdade triangular.
Solucao:

Ix+y* = (x+y) (x+y)=x-x+x-y+y-x+yy
2 2 2 2 2
= |lxl|=F2x-y 4 Il1= < |7 A2 [y [ 4+ [y [17 = (]l =+ Iyl 7

uma vez que estamos a considerar nimero positivos provar ||x+ y|| < [|x|| + ||y|| é igual a
provar [lx +y[|* < ([lx[| + [ly[})*.

Exercicio 1.32 Mostre a desigualdade triangular inversa,

[l = M1y llT < {lx = yll- (1.22)
Solugio: Notemos que [|x|| = [[(x —y) + [ < [lx = y[| +ly[| logo [lx[| = [ly[} < [bx =yl
Analogamente, [|y|| = [|(y —x) +x[ < [ly —x|[ + |lx[| Togo [lx[| = [ly]| = —[lx— || (aqui
usamos o Exercicio 1.30). Finalmente —||x — y|| < ||x|| — ||yl < ||x— || e assim |||x|| —
Y1 < flx =yl

"pejorativamente chamado de Teorema Fundamental da Andlise. &
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« Exemplo 1.15 — Produto escalar revisitado. Em Fisica é muito usada a seguinte
forma para o produto escalar de dois vetores u € v:

u-v=|lul|||v| cos®, (1.23)

onde 0 = «£(u,v) é o angulo formado por u e v. Se forem perpendiculares temos 6 = 7 e
u-v=0. Temos também que u-u = ||u|*> que é a férmula (1.19). Vejamos que as duas
defini¢des para produto escalar sdo concordantes. A formulacdo (1.23) depende apenas da
norma dos vetores e do angulo por eles formado, logo ndo surgem coordenadas como na
representacdo em (1.15). Uma vez que os dois vetores u e v definem um plano vamos, para
facilitar, assumir que eles estdo em R?, tém coordenadas u = (uy,u) e v = (v1,v;), sdo
ambos # (0,0) sendo ndo haveria nada a provar e, finalmente, que u-v = ujv| + upv;.

(i) u L v: Porum lado ji vimos que quando 6 = 7 teremos que (1.2.1) ficau-v = 0. Por
outro lado [[u+V||?> = (u+v)- (u+v) =u-u+2u-v+v-v=|ul|>+|v|]>+2u-ve
pelo Teorema 1.20 ||u+v||? = ||u||> +||v||%, logo u-v = 0 também.

(ii) [|u|]| = ||v|]| = 1: Por um lado usando (1.23) teremos u-v = cos 6. Por outro lado,
considerando u o vetor unitdrio perpendicular a u resultante de rodar  um angulo
de 7, podemos escrever v na base (u, u) como v = cos Ou + sin Qut. Assim,

u-v=u-(cosOu+sinOu’) = cos Ou-u+sinOu-u* gcos@”uH =cos 6.

(iii) u e v quaisquer: Escrevemos as trivialidades u = ||u|| H_ZII ev=I|y m e temos:

u v u A% (ii)
v =l )+ (Wi ) =l () - () & el oleose.

L0 2

Figura 1.9: Produto escalar do vetor v pelo vetor u com a projecdo de v em u designada
por w. O valor |v-u| é representado pela drea do retingulo salmdo. Quando v e u ‘apontam
para o mesmo lado’ (trés primeiros casos) o produto escalar é positivo. Quando v e u
‘apontam para lados diferentes’ (dltimo caso) o produto escalar é negativo. O produto
escalar serd 0 se v e u forem perpendiculares.

Dada uma norma podemos definir uma distancia (usualmente também chamada de métrica
dai 0 nome de espacos métricos) da seguinte forma:

d(x,y) = [lx=yll, (1.24)

para dois quaisquer pontos x,y € R".
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Claro que d(x,y) = ||x—y|| = v/(x—y) - (x—y). Logo o produto escalar induz uma

norma que, por sua vez, induz uma distancia. Em R a distancia entre dois pontos x e
y era dada pelo médulo, i.e. por [x —y|.

Uma distancia satisfaz os seguintes itens:

* d(x,y) > 0;

* d(x,y) =0 se e somente se x = y;
° d(x,y) :d(y’x);

e d(x,2) <d(x,y)+d(y,z).

A bola aberta centrada em a € R" e de raio r > 0 € definida da seguinte forma

B(a,r) ={x€R": d(x,a) <r}.

A bola fechada centrada em a € R" e de raio r > 0 € definida da seguinte forma

B(a,r) ={x€R": d(x,a) <r}.

O conceito de bola aberta é¢ fundamental para estabelecer conceitos de limites e continui-
dade em fung¢des de vdrias varidveis e definir limites de sucessdes em R”. Estes conceitos
foram fundamentais em Andlise Diferencial pois a derivada foi definida em conjunto
abertos, i.e. conjuntos em que todo o ponto € centro de uma bola aberta toda contida nesse
conjunto e eventualmente com raio muito pequeno. Um conjunto fechado € um conjunto
cujo complementar é aberto. E claro que conjuntos podem nem ser abertos nem fechados
e.g. [0,1) x[0,1].

Exercicio 1.33 Um conjunto é aberto se e s6 se for uma unido de bolas abertas. Solucio:
(=) Seja A C R" um conjunto aberto e a € A. Logo B(a,r,) C A para um r, suficientemente pequeno. Logo
A =UgeaB(a,ry). (<) Supomos que A = U;c;B(a;, r;) e sejax € A. Logo existe i € I tal que x € B(a;,r;).
Além disso B(aj,ri) C A.

Um conjunto A C R” diz-se limitado se existir r > 0 tal que A C B(0,r), ou seja, se
conseguirmos ‘meter’ o conjunto A dentro de uma bola centrada na origem, nem que para
isso se tenha que escolher um raio  muito grande.

Um conjunto C C R" diz-se compacto se C for fechado e limitado.

Teorema 1.2.4 — Teorema de Bolzano-Weierstrass. Seja {a;};cn uma sucessio con-
tida no conjunto compacto C C R”. Ento existe uma subsucessdo {a;; }ren convergente
parax € C.

Demonstracdo. Comegamos por provar que uma sucessao limitada em R admite uma
subsucessdo convergente. Seja {a;}ien uma sucessdo limitada de R e vamos mostrar
que ela possui uma subsucessao {ajy }ren convergente. Comecamos por definir a;, = aj.
Como {a; }ien € limitada os seus termos estéo contidos em [cy,d;| com ¢ e d} escolhidos
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convenientemente. Escolhemos o ponto médio do intervalo [c,d;], i.e. m; = dl%. Um
dos intervalos (ou até os dois) [cy,m;] ou [my,d;]| contém infinitos elementos da sucesséo
{ai}ien. Escolhemos um desses intervalos e tomamos a;, 1a dentro para um i > i;. Se
o intervalo escolhido foi [c],m;] fazemos c; = ¢] e dy = my. Se o intervalo escolhido
foi [m;,d,] fazemos ¢, = m e dy = d;. Neste processo o comprimento do intervalo foi
reduzido para metade, i.e. |d» — 2| = 3|di — c1|. Repetindo este algoritmo vamos obter
intervalos [c;,d;] e pontos a;;,, tais que:

* iy € [Cj,dj];
* ldj—cjl = gldi —cul;
e diy1<djecj >cj.

A sucessdo {d|} jen ¢ limitada e mondtona decrescente e a sucessdo {c;} jen ¢ limitada e

mondtona crescente, logo lim ¢;=ce lim d;=d. Como |d;—cj| = 2]%,|dl —ci| = 0
J—too n—>—o0 Jj—roo

e ai,,, € [cj,d;] resta-nos concluir que lim a;;,, =c=d.
Jj—rteo

Vamos provar agora que uma sucessdo limitada em R”*! admite uma subsucessio conver-
gente assumindo que uma sucessao limitada em R” admite uma subsucessao convergente
e o resultado anterior em R. Dada {a; };c; uma sucessio limitada de R"*! temos que as
primeiras n coordenadas de cada termo desta sucessao estdo em R” e a dltima coordenada
estd em R. Logo uma subsubsucessado de {q; jk}keN serd convergente para x. Como C é
fechado x € C.

Dado um conjunto A C R” e uma familia ¥ = {A;};,cr C R" dizemos que a familia </ é
uma cobertura de A se A C UjcrA;. Dizemos que a familia 2% definida por {A;}cr, (onde
Fy C F) é uma subcobertura de &7 se A C U;cf,A;. Em geral estaremos interessados em
subcoberturas abertas finitas i.e. tais que Fy tem cardinalidade finita e A; sd3o conjuntos
abertos do R”.

7z

Teorema 1.2.5 — Teorema de Heine-Borel. Um conjunto C C R" é compacto se e
somente se toda a cobertura aberta de C admite uma subcobertura finita.

Demonstracdo. (=) SejaC C R" compacto e supomos que existe uma cobertura {A; };cr C
R de C que ndo admite uma subcobertura finita. Como C € limitado C C [ay,b;]" para
a; e by escolhidos convenientemente. Dividindo as arestas do cubo [a,b;]" ao meio
produzimos 2" cubos menores. Consideremos os subconjuntos formados intersetando C
com estes cubinhos. Existe pelo menos um desses cubinhos Cj tal que C; N C ndo sera
coberto por uma subcobertura finita de {A;},cr pois isso contradizia o facto de C ndo
admitir subcobertura finita. Prosseguimos com a bisse¢ao das arestas e a producao de
cubinhos menores € menores tais que --- C C; C ...C3 C C; C Cy donde C;NC ndo seré
coberto por uma subcobertura finita de {A;};cr. Escolhemos x; € C N C; formando uma
sucessao. Uma sucessdo assim obtida serd de Cauchy e logo convergente para, digamos,
x € C. De facto, x € C; para todo o i € N. Como x € C existe um elemento A; da cobertura
tal que x € A;. Logo x € B(x,r) C A; para um determinado r pequeno. Escolhendo i
suficientemente grande teremos C; C A; o que contradiz o facto de C; ndo admitir uma
cobertura finita.
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(<) Vamos assumir que toda a cobertura aberta de C admite uma subcobertura finita e
provaremos que C € limitado e depois que é fechado. Consideremos a cobertura {A; };en
de C onde A; = B(0,i). Por hipdtese esta cobertura admite uma subcobertura finita. Logo
C C A; = B(0,i) para algum i suficientemente grande. Logo C ¢ limitado. Vamos assumir
agora por contradi¢do que C nao era fechado. Entdo teriamos um ponto x na fronteira de

C tal que x ¢ C. Logo teriamos a seguinte cobertura {A;};cyy de C onde A; = R"\ B (x, %)

Por hipétese extraimos uma subcobertura finita UleAi de C. Claro que B (x, %) NC=0e
isso contraria o facto de x estar na fronteira de C. [

@ O resultado anterior surge como um teorema mas em contextos mais gerais de
espacos topolégicos € a defini¢do de conjunto compacto. Com esta definicdo em
maos e no contexto do espago topoldgico ser o R” com a distancia usual obtemos que
uma conjunto compacto € fechado e limitado (que € a definicdo que demos atrds de

conjunto compacto). Dizemos que o R” com a distancia usual satisfaz a Propriedade
de Heine-Borel.

Dada a func¢do f: X — R onde X C R” é o dominio de f e a € X. Dizemos que f é
continua em a quando:

Ve>030>0sexcXel|x—al <9, entdo |f(x)— f(a)| <€ (1.25)

Abreviadamente continuidade em a implica que:

lim f(x) = f(a) (1.26)

X—a

sempre que seja possivel calcular o limite acima, em particular quando se tem pelo menos
a como ponto de acumulagdo de X.

Dizemos que f é uniformemente continua quando:

Ve>030>0sex,acXe|x—al <9, entdo |f(x)—fla) <& (1.27)

A dependéncia de 0 nesta tltima defini¢do € no € e ndo no ponto a € X considerado.

Teorema 1.2.6 — Teorema de Heine-Cantor. Uma func¢ao continua num conjunto
compacto € uniformemente continua.

Demonstragcdo. Seja f: C — R uma funcdo continua e C C R” um conjunto compacto.
Seja € > 0. Usando a continuidade de f em C para cada a € C existe &, > 0 tal que:
€

e —all < 8= [[f(x) = fla)ll < 5

(1.28)

SejaA, =B (a, %) . A familia {A,},cc é uma cobertura aberta de C. Como C é compacto
a familia anterior admite uma subcobertura finita A,,, Ag,, ..., Ay, para a; € C onde
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. . . Ou; . e ~ _
i=1,...,k. Vejamos que 0 = minj<;<; " € vélido para a obten¢do da continuidade
uniforme. Sejam a,x € C tais que ||x —a|| < 6. Como {A,} € uma subcobertura de

. 0q
Conde i = 1,...,k teremos que ter @ em algum (ou alguns) A,,. Logo [la —a;| < 5.
Consequentemente,

Ou;
lai x| < llai —al| + |lx —al| < S +8 < &,

concluindo que tanto @ como x estio afastados no maximo 9,, de a;. Assim teremos
€ E
1f(a) = flai)ll < 5 e lf(x) = fla)] < 5

Finalmente,
€

=E€.
2

1f(a) = fOI < [If (@) = fla)l| + [|.f (ai) = fF()] < §+

Teorema 1.2.7 — Teorema dos valores extiremos de Weierstrass. Uma fungio
continua num conjunto compacto admite maximo € minimo.

Demonstragdo. Seja f: C — R uma fungdo continua e C C R” um conjunto compacto. A
imagem de C por f definida por I = {y € R: y = f(x) e x € C} é um conjunto ndo vazio e
limitado. Logo / tem supremo que serd denotado por M. Se ndo existir nenhum elemento
x em C que realize este supremo, i.e. tal que f(x) = M entdo certamente que f(x) <M
para todo o x € C. Consequentemente, podemos garantir que a funcgio g(x) = %(x) é
continua em C. Por defini¢iio de supremo, dado qualquer £ > 0 existe algum x € C tal que
M — f(x) < €. Logo g(x) > % 0 que mostra que g ndo podera ser limitada. Mas a funcéo g
sendo continua teria que ser limitada o que € um absurdo. Logo terd que existir x € C tal
que f(x) = M. A demonstra¢do para o minimo é obtida da anterior bastando considerar

—f.

Um conjunto A C R” diz-se denso se toda a bola centrada num elemento de R” contém um
elemento de A. Por exemplo, Q2 é denso em R% mas Z2 nio é.

Curvas parametrizadas
Definicdo, velocidade e comprimento de arco

Consideremos a funcao:

ci: [0,27] — R?
t — (3cost,3sint)

Podemos esbocar o conjunto de pontos gerados por c; (Figura 1.10) e obteremos uma
curva.
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« Exemplo 1.16 As curvas seguintes estdo esbocadas na Figura 1.10.

[ [0, 7'[]

R? ez [0,27] R? cy: [0,27] — R?
t —

— —
—  (cost,sint) t — (2cost,3sint) t (5cost,sint)

Figura 1.10: Para esbocgar ¢ basta usar o comando Curve(3cos(),3sin(z),7,0,27) no Geogebra.

« Exemplo 1.17 A primeira Lei de Kepler afirma que o movimento dos planetas no
sistema solar € uma curva eliptica sendo o sol um dos focos. Temos portanto algo expresso
matematicamente por

c: [0,2n] — R?
t — (acost,bsint)

onde o conjunto de chegada é R? pois a elipse estd contida num plano. J4 a segunda Lei de
Kepler, Figura 1.17, afirma que o segmento que liga o planeta ao sol varre areas iguais em
intervalos de tempo iguais implicando que a velocidade € maior quando passa mais perto
do sol. Isto implica que na curva ¢ acima teremos que ajustar o parametro ¢ ou seja algo do
tipo c(7(t)). .

|
| |

—— / /

*— - /f Planet | & /| /

- Planet

Figura 1.11: A segunda Lei de Kepler pode ser explorada numa animagao feita no Geogebra
em https://www.geogebra.org/m/mc2EbNa6.

Um grafico de uma funcdo f(x) real de uma variavel real é um exemplo simples
de uma curva. Podemos considerar ¢(t) = (¢, f(¢)) ou até sermos mais elaborados e

admitir uma velocidade maior fazendo c(t) = (2, f(¢*)) ou até c(t) = (', f(e')).



1.3 Curvas parametrizadas 43

Exercicio 1.34 Faga o esbogo da curva:
c: R — R?
t > (cosht,sinht)

Uma curva derivdvel ¢(z) em R” é uma fun¢do com dominio num subconjunto de R e
conjunto de chegada um subconjunto de R", ou seja:

c: la,b] — R”
t - (xl(t)7x2(t>7"'7xn<t))
onde x;: [a,b] — R sdo fungdes derivaveis.

» Exemplo 1.18 Uma determinada curva espiral € definida por

c: R — R3
t — (cost,sint, %)

e na Figura 1.12 podemos ver o seu esbogo quando ¢ varia de 0 a 4. .

Figura 1.12: Esboco da espiral.

« Exemplo 1.19 — Curvas de Lissajous. Fixando os pardmetros a, 3,a,b e ¥ definimos

as curvas:
c: R — R2

t — (asin(ar+7),Bsin(bt))
Na Figura 1.13 temos:
c(t) = 2sin(61),3sin(t)), c(t) = sin(2t + 1),2sin(t)) e ¢(t) = 4sin(3¢),2sin(41)). .

Como vimos no Exemplo 1.17 € util visualizar uma curva como 0 movimento de uma
particula no plano no intervalo de tempo ¢ € [, B] e que a curva seja derivdvel nesse
intervalo. A velocidade da curva €, como sempre, a razao entre o espago € o tempo logo a
velocidade v(¢) € a derivada de c(r) em relagdo ao tempo 7, i.e.

v(t) = (t) = (x)(2),x%5(2),...,x,(2)). (1.29)

A velocidade € pois um vetor que indica a direcdo e o sentido da particula. A magnitude
desse vetor € um nimero real a que chamamos velocidade escalar (em ¢) sendo determinado
por

V() = \/(X’l ()2 + (5 1)+ + (x,(1)). (1.30)
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Figura 1.13: As curvas de Lissajous sdo bastante frequentes nos osciloscopios.

A aceleracdo da curva é, como sempre, a razdo entre a velocidade e o tempo logo a
aceleracdo a(r) é a derivada de v(¢) em relag@o ao tempo ¢, i.e.
a(t) =v(t) =¢@t) = (X1(1),%2(2),. .., Xn(2)). (1.31)

Sabemos pela segunda Lei de Newton que a acelerag@o é proporcional e vai na mesma
direc¢do da forca que causa o movimento, i.e. F = ma.

1.3.2 Vetor unitdrio tangente e vetor unitario normal a uma curva

/
Dado uma curva ¢(¢) o vetor unitdrio tangente é definido por T'(¢) = Hi,g;' e o vetor
(1)

unitdrio normal é definido por N(z) = TEOIE

=« Exemplo 1.20 Determinemos 7'(¢) e N(t) para a curva c(t) = (cost,sint). Temos T (t) =
(—sint,cost) e N(t) = (—cost,—sint) = —c(¢). Na Figura 1.14 estdo representados
alguns destes vetores. .

I I
N

Figura 1.14: Temos o vetor T (verde) e o vetor N (amarelo) em quatro momentos distintos.

v
.

NIEY

« Exemplo 1.21 Determinemos T () e N(t) para a curva c(t) = (t,¢>). Temos

1 1 1
T(t) = (1,2t)m = (I’Zt)\/TW = (1,2t)ﬁ

B < 1 2t )
VI+42 V1+42)
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Agora
— B 7 us "
T'(t) = svics VI _ 4 2VIHAR - P

( —4t 2(1+4t2)—8t2>
(14+462)3/27 (1+412)32 )"

Como vamos determinar o vetor N(z) que é o vetor T”(¢) normalizado podemos simplificar
T’(t) multiplicando-o por um escalar (1 +47%)3/2. Fica portanto:

(—41,2(1+41%) — 82) = (41,2 +81* — 81%) = (—41,2).

Normalizando obtemos:

(—41,2)  (—4,2) (—4,2)  (-2,1)

N(t) = = = = )
D= )~ Va2 Vieria  varii
Por exemplo, parat = —1 temos T (—1) = (\%, _725> eN(—1)= (2—\/15) .

Exercicio 1.35 Faca o esboco da curva c(¢) o Exemplo 1.21 e no ponto c(—1)
coloque os vetores T(—1) e N(—1).

(_171)

« Exemplo 1.22 Na Figura 1.15 podemos ver os vetores 7(7) e N(¢) em dois momentos e
associados 2 curva c(t) = (t,12,¢'). .

Figura 1.15: Temos o vetor T (verde) e o vetor N (amarelo).

Exercicio 1.36 Seja dada a curva c(¢) = (2cos(#?),2sin(¢?). Mostre que

T(t) = ’;—‘(—sin(tz),cos(tz)) e N(r) = (—cos(r?),sin(r?)).
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1.3.3 Cadlculo diferencial em curvas

Uma vez que R” é um espacgo vetorial podemos somar curvas, multiplicar por um escalar e
até usar varias regras de derivagao.

Teorema 1.3.1 Dadas duas curvas derivaveis ¢ (¢) e c3(¢) em R e uma fungdo real de
uma varidvel real derivavel o temos:

@) (c1(t) £ea(r)) = €y (1) £ 5 (7).

(b) (a(r)c1(2)) = &' (2) c1(r) + 0x(r) ¢y (1).

(©) (c1(t) -ca(t)) = (t) - cat) +cr (2 ) ¢ (t) (onde - é o produto escalar).

(d) (c1(2) X ca(2)) = € (1) x ca(t) +c1(r) x c5(r) (onde X é o produto vetorial).
(e) (c1(a(z))) = o/(t)c| (o(t)) (regra da cadeia).

« Exemplo 1.23 Mostremos que, se ¢(¢) # 0, entdo:

()1
le()]" = REGT (1.32)
d d Ly 1 - !
S leOll == Velt)-e(t) = [(c(t) - (1)) 2] = 5(c(t) - (1)) He() - ()
= %(C(I) c(1)) 72 (e (1) () +e(r) €' (1)
1 1
= = S(e(t) (1) +c(t)- (¢
2 () e (t) - c'(t) +¢(t) - (1))
1 1 p
_ c<r>- )
le@]
Em particular, de (1.32) concluimos que se a velocidade escalar for constante, entdo a
aceleracao € perpendicular a velocidade. .

Exercicio 1.37 Usando a regra da cadeia para curvas, %C(P(u)) = P'(u)c/(P(u)), de-
termine G’(¢) quando: a) ¢(u) = (cos(u),sin(2u)) e G(t) = ¢(t?). b) ¢(u) = (u®,u*) e

G(t) =c(e™).
(7°2€) jp—2— (A "((¢72)s097 ‘(1) urs —)sg (& opdnjog

Exercicio 1.38 Sendo c(f) uma curva suave, mostre que <4 [¢/(¢) x ¢”(1)] = ¢/ (t) x ¢ (t).

Exercicio 1.39 Dada a curva ¢(r) com velocidade v(z) e aceleragdo a(¢) mostremos que a
seguinte formula € verdadeira:

el — v
)= O
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Soluc¢io: Apliquemos a regra da derivagéo do produto a 7'(t) = H:gg\l = ||v(1z)|\ v(t):
T'(t) = ( 1 V(t)>/ — )V + ()
vl ()2 ()]

1 ) 1
= “horMOPOF @
- W(—Hv<t>u'v<z>+||v<r>||a<r>) v

Teorema 1.3.2 — Desigualdade do valor médio. Seja dada uma curvac: [a,b] — R”
derivével em |a, b e tal que ||¢’(7)|| < K para todo ot €]a,b[ e algum K > 0, entdo temos:

le(b) —c(a)|| < K(b—a). (1.33)

Demonstragdo. Comecamos por definir uma funcdo real de uma varidvel real
fi [ab] — R
t = ct)-(c(b) —cla))
que é continua em [a,b| e derivavel em ]a,b[. Usando o Teorema 1.3.1 (c), derivada de
f(t) é dada por:

f1)=c(t)-(c(b) —c(a)) +c(t) - (c(b) —c(a)) = (1) - (c(b) —c(a)).  (1.34)

Aplicando o Teorema do valor médio de Lagrange da Andlise na reta a f teremos que
existe & €]a, b tal que:

- a C -\ C —cla))—cla)-\c —cla C —ca2
f,(g):f(b) fla) _ c(b)-(c(b) —c(a)) —c(a) - (c(b) —c(a)) _ |le(b) —c(a)||”

)
b—a b—a b—a

Logo, por (1.34) temos:
f1(8) =c(§)- (c(b) = c(a)). (1.36)

Aplicando o Teorema 1.2.3 obtemos:

AN
o
—~
[T
Y

[

S
N——

|

)
—~

IS}
N~—
=

S

|

N}
N—

e (1.33) é verdadeira. [ |

Exercicio 1.40 Seja ¢ uma curva com derivada continua e 7 uma funcdo real de uma
varidvel real derivédvel. Prove a regra da cadeira para curvas i.e. [c(7(7))] = 7/(t) ' (7(1)).
Prove o Teorema Fundamental do Calculo para curvas i.e.

b
/a (1) di = ¢(b) - c(a).
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Cadlculo integral em curvas
Definicoes e resultados bdsicos

Dada uma curva c¢: [a,b] — R" e uma parti¢do & de |a,b] com m elementos e pontilhada
por {&;}"" |. Definimos soma de Riemann por

m—1
G(C, g@) = Z f(éiJrl)(tiJrl —l‘l'). (1.37)
i=0

Dizemos que o vetor v € R” é o integral definido da curva ¢ se qualquer que seja o € > 0,
existe & > 0 tal que sempre que || Z|| < 0 implicar que ||v— o (¢, Z)|| < €. Denotamos
porv = ffc(t)dt.

Temos portanto o integral de Riemann da curva c entre |a,b] definido por:

/abc(l)dl = lim o(c,?) = (/abm(t)dt,/abxz(t)dt,...,/abxn(t)dt) . (1.38)

12]—0

Salientamos que a definicdo de integral de Riemann € independente da parti¢do escolhida e
do conjunto que pontilha a mesma. Sempre que o limite (1.38) existe dizemos que a curva
¢ integravel a Riemann.

- Exemplo 1.24 Dada c(r) = (cost,sint) determinemos [Jf c(t)dt e [3™ ¢(t)dt.

T T T T
/ c(t)dt :/ (cost,sint)dt = (/ costdt,/ sintdt) =(0,2).
0 0 0 0

Temos também

2n 2n 2n 2n
/ c(t)dt :/ (cost,sint)dt = (/ costdt,/ sintdt) = (0,0).
0 0 0 0

Dé uma interpretacdo geométrica dos valores obtidos tendo em conta que estamos a
considerar uma média coordenada a coordenada. .

Propriedades
Sejam dadas as curvas integraveis ¢, ¢z : [a,b] — R. Temos as seguintes propriedades:

(I) Sec € [a,b], entdo c; ecy

a,c]
entdo ¢ : [a,b] — R & integrével. Além do mais temos [’ c¢|(¢)dt = [ ci(t)dt +

b
J.ci(t)dr.
(I) Linearidade do integral: Se o, B € R, entdo acy(r) + PBca(t) € integravel e temos

[P ac(t) +Bea(t)dt = a [P ey (1) dt + B [P ea(t) dt.
am Jei () | eroyar| < 17 Neve) | dr.
(IV) Se M = sup,c1, ) [lc1 (1), entdo [ ||c1(r)]| dr < M(b—a).

sdo integraveis. Se ¢ ec|

sdo integraveis,
a,c]

C,

C,

¢ integrdvel e temos
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Teorema 1.3.3 — Primeiro Teorema Fundamental do Cdlculo para curvas. Seja ¢
uma curva continua em [a,b]. Definimos C(t) = [; c(s) ds. Entdo temos

Teorema 1.3.4 — Segundo Teorema Fundamental do Cdiculo para curvas -
Férmula de Barrow. Seja C uma antiderivada de c, entdo

/ ’ e(t)dt = C(b) - Cla). (1.39)

Teorema 1.3.5 — Teorema da mudanc¢a de varidveis para curvas. Dada uma
curva continua c(s) definida em [a,b] escolhemos uma nova varidvel ¢ definida por
s = @(t) tal que:

() o([e,B]) Cla,b]

(i) ¢ é derivavel e @’ é integravel [a, f]

Entao, temos

o(B) B
/ c(s)ds = / (@)@ (1) dt. (1.40)

o(a) a

Comprimento de uma curva

O comprimento de uma curva c entre ¢ € [a,b] é o valor que mede a trajetdria percorrida
por ¢ quando ¢ varia entre a € b. Atencdo que ndo é o comprimento do traco da curva
em questdo pois podemos percorrer 0 mesmo traco ‘por cima’ dele. Por exemplo, dada
c: [0,47] — R? definida por c(t) = (cost,sint) tem comprimento de ¢ quando ¢ € [0,47]
€ 27 e ndo T.

Vamos considerar a curva c(t) definida em [a,b|. Pretendemos determinar o comprimento
de c entre a e b e para isso faremos uma abordagem a la Riemann. Escolhemos uma
particdo & = {1,11,...,t,} de [a,b] e o comprimento das poligonais é dado por

n—1
lc,P) = Z le(tivt) —c(t)]]. (1.41)
i=0

Convém que os valores numéricos obtidos em (1.41) seja limitados seja qual for a parti¢ido
& escolhida e por mais fina que seja. No caso de termos limitagdo destes valores numé-
ricos'® o seu supremo é o comprimento de arco ¢ (c) da curva em questdo. Temos assim

(c) = dim e P). (1.42)

18Neste caso dizemos que ¢ é uma curva retificdvel.
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C(t/j)

2 c(t3)

c(t2)

c(t1)
c(t) c(to)

0.5

Figura 1.16: Considerando a curva c(t) = (2+ cos2t, \/t) com t € [1,5] escolhendo a
particio & = {1y,11,t2,13,14 }. Considerando também as curvas poligonais donde se obtém

e, 2) = Xy llctinn) — ()]

Dizemos que uma curva c: [a,b] — R" é uniformemente diferencidvel quando para todo o
1 € [a,b] existe ¢/ () tal que: Ve >0, 36 > 0 tal que V7 € [a,b] temos:

0<|h| <8At+hea,b]=|c(t+h)—c(t)—c(t)h| < &glh|. (1.43)

Lema 1.3.6 Seja c uma curva de classe C! em [a, b], entdo ¢ é uniformemente diferen-
cidvel.

Demonstragdo. A curva c’(t) é continua num intervalo fechado, logo é uniformemente
continua. Isto quer dizer que Ve > 0, 30 > 0 tal que V¢ € [a,b] temos:

0<|h|<8At+he[a,b]=|c(t+h) - (1)] <e. (1.44)

Pretendemos agora mostrar a desigualdade em (1.43) e o Teorema Fundamental do Célculo
para curvas vai dar uma ajuda.

t+h
lc(t+h)—c(t)=COh|| = |[ct+h)—clt) —/[ c(t)ds
= !/I‘IH7 c'/(s)d.S‘—/tHhcl(t) ds
t+h
= /t c(s)—c(t)ds

(I tthoo .
< /z e (s)—c(t)”ds
av / /
< max ||d(s) = (0)||(t+h—1)
SE[t t+h]
U2 e
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Teorema 1.3.7 Seja c uma curva de classe C' em [a,b]. O comprimento de ¢ quando ¢
varia de a até b é dado por £(c) = [ ||c/(¢)]|dt.

Demonstra¢do. Comecemos por considerar uma particdo &2 = {to,t1,...,tn} de [a,b] e
pontilhada pelo extremo inferior dos intervalinhos. Temos, as somas de Riemann seguintes

Z e(tiv1) —ct)|] e o(c,?)= Z ¢ (@) || (tig1 —12),

sendo a primeira a das poligonais e a segunda tal que |\Pl?iﬁn OG(c, D) = fab |/ (2)]| dt.
—

Como c(t) é de classe C' relembrando a prova do Lema 1.3.6 e (1.43) obtemos que:
V45 > 0,36 > 0 tal que V7; € ¥ temos:

1211 < 6 = [le(tivr) — e(t:) — () (tir — )| < bg (ti41 = 12)- (1.45)

De facto!?, existem ¢; € R” (i = 1,...,m) tais que

c(tip1) —c(ti) — (&) (ti1 — ;) = ci(tiy1 — 1i),

com max; [|c;|| < ;5. Assim,

m—1
=Y lle(tiv) —c@ll = Z 1(c"(t1) + ¢i) (tix1 — 1)
i=0

m—1
= Y (@) +cill (tiv1 —12).
i=0
Pela desigualdade triangular temos:
[(c, Z) —0o(c,Z)| = Z e’ (1) +cill (ti1 — Z e’ ()] (ti1 — 12)
i=0
m—1
< X Ul @+ lledll) (e — 1) = Z " (@)l (ti1 — 1)
i=0
m—1 m—1
= || X leill i1 =) || = Y lleill (ti1 — 1)
i=0 i=0

< mlach,-H(tn —19) = mlachiH(b—a) <E.

19Recorde que a diferenciabilidade em #; garante que c(t; 1) —c(t;) = ¢ (t;) (t;1 —1;) +ci(ti1 —t;) onde
ci é tal que ||c;|| < 5%
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« Exemplo 1.25 Vamos determinar o perimetro da circunferéncia ¢ de raio r. Podemos
parametrizar ¢ pela curva c: [0,27] — R? definida por ¢(¢) = r(cost,sint). Assim, pelo
Teorema 1.3.7 obtemos que:

2 27
e(cg):ac):/o Hc’(t)Hdt:/O Ir(—sint, cost)||dt = 27.

« Exemplo 1.26 Vamos determinar o comprimento da espiral do Exemplo 1.18. Usando o
Teorema 1.3.7 obtemos:

1 = [TIola= [T Jworsrors oz

- /4n\/—smt (cost)? +(1)
e [ 40

« Exemplo 1.27 — Cicléide. Sejam C um circulo de raio r, sumaretae P € C. A cicléide
¢ a curva descrita pelo ponto P quando C rola sobre a reta s, sem deslizar (ver Figura 1.17).
Determinemos agora o comprimento de um arco de cicléide. Como a cicldide € definida
pela curva ¢(x) = (¢t —sin#, 1 —cost) com ¢ € [0,27] usando a férmula (1.29) obtemos:

/Ozn||v(t)|]dt - /2” \/(xf(z))2+(y/(t)>2dr:/2” VJ(1=cost)? + (sin)2dr

21
= / \/1+coszt—2005t+sm tdt = / 2(1 —cost)dt

_ \/’/ VT —cosrdi — f/ \/Kdt Z/ZEWdt

2n
= 2/ sm dt —4cos—O

=nVv17.

= —4cosmt— —4cos0 =8.

Figura 1.17: O circulo vai rolando sobre a reta (sem deslizar). Fixamos um ponto no
circulo e a cicléide € descrita pelo movimento desse ponto enquanto o circulo vai rolando.
Podemos imaginar um ciclista com uma luz na roda a pedalar numa estrada e nds a
observarmos o seu movimento lateralmente.
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Teorema 1.3.8 Seja c uma curva de classe C' em [a,b] e ¢ : [, B] — [a,b] uma funcio
de classe C' com ¢(a) = a, (B) = b e ¢'(t) > 0 (monétona em sentido lato). Entio

(c)=L(cop).

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.1.12 aplicado 2 fungdo continua ||c’ ()] temos

/ I@lds = [ 1o lo! )

(o = [Iwla= / I/ (1)t = / I (@(0)l19'(r)ds
B
= [ 1ol = [ (o= tieop)

Campos escalares e vetoriais - Andlise vetorial

Gradiente

Um campo escalar f é uma outra forma de dizer que € uma funcao real de n varidveis reais
como:
f: R" — R
(x1,2%0, ..y x0) = flxr,x0,...,%)

O potencial gravitico newtoniano abaixo no Exemplo 1.28 € um exemplo de um campo
escalar. Outro exemplo de aplicacdo Fisica é o potencial de Coulomb. Outros exemplos
comuns sdo a func¢do temperatura ou a funcao humidade.

. Exemplo 1. 28 — O gradiente na Fisica. Vamos considerar o potencial newtoniano

V(x.y2) =—-GFr M onde ||r|| = /x2+y2+ 22 sendo r = (x,y,z). Temos

v __ G 2x 1 X
5 = GmM ————— = GmM

dx 2\/x24y2+22 Il BE
vV G 2y 1 _ Yy
5 = GmM ———— = GmM

dy 2 /x24y2 472 (72 [GE
Y — Gm 24 = GmM =

(1.45)

Logo
GmM GmM r GmM
VV(X,y,Z) = T3 (x,y,z) =T T = T2
[7[? [T I
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onde n = H_:H € o vetor normal a superficie. Essas superficies terdo que ser esferas centradas
na origem. O campo newtoniano € definido por F(x,y,z) = —VV(x,y,2). .
2. 1/

Recorde que V f(p) é sempre perpendicular a curva de nivel (ndo degenerada) que
passa em p. O vetor V f(p) indica o sentido de maior crescimento da fun¢do em p.

Um campo vetorial F € uma outra forma pomposa de dizer que € uma funcao:

F: R” — R”
(X1yeeeyXn) = (FL(X1,X0, ooy X0) s e e o Fp(X1,x0, .00, X0))

E usual também a notacdo a fisico, ja abordada em §1.2.1, para campos em R? e R3 e dada
por F(x,y) = P(x,y)i+ Q(x,y)j e F(x,y,z) = P(x,y,2)i+ Q(x,y,2)j + R(x,,2)k.

De facto, veremos em §1.8 que o adjetivo ‘pomposo’ é um verdadeiro eufemismo
quando considerarmos um campo de vetores como uma 1-forma.

Campos vetoriais surgem nas aplicagcdes como por exemplo o campo gravitico, 0 campo
elétrico, o campo magnético, o campo de velocidades que traduz o movimento de um
fluido, etc.

Exercicio 1.41 O ponto (x,y,z) diz-se uma singularidade do campo de vetores F (ou um
ponto de equilibrio do fluxo) se F(x,y,z) = 0. Considere a esfera unitaria centrada na
origem
S?={(x,y,2) eR}: X2 +y*+ 72 =1}
e um campo de vetores F definido nessa superficie por
F: & — R
(vaaz) — (_yaxao)

Determine as singularidades do campo F e faca o esboco das linhas de fluxo do campo F.

O gradiente de um campo escalar € um campo vetorial. Definimos o ‘nabla’ V por
i, i, e, 9. Assim dado um campo escalar f em R" temos de modo meramente
0x1’ dxp ox,

formal V- f, onde - € para ser visto como um produto de um vetor por um nimero. Assim,

V_f:<3f of 8f)7

ox;’ dx,’ 7 dx,

definindo o velho conhecido gradiente.

« Exemplo 1.29 Se considerarmos um campo escalar que mede a temperatura no espago
T: R3 — R sabemos que as superficies de nivel (i.e. as superficies isotérmicas) sdo
perpendiculares ao gradiente de 7 e VT é um campo vetorial que indica a dire¢do de maior
crescimento da temperatura. .
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Serd que todo o campo de vetores provém de um gradiente de um campo escalar?
Nio! @ O campo F(x,y) = (y, —x) ndo provém de nenhum gradiente pois se existisse

- R2 - R tal que F(x,y) = a—/ 9—/ teriamos que ter a—/ =y e assim af‘/l =1le
q - dx’ dy q Jx & dydx
g—(, = —x e assim 5\;{\< = —1 o que é um absurdo.

Definicdo 1.4.1 Quando um campo de vetores provém de um gradiente de um campo
escalar dizemos que o campo € conservativo.

Exercicio 1.42 Determine se sdo conservativos os seguintes campos de vetores. No caso
afirmativo determine os seus potenciais.

a) F(x,y,2) = (x,~2y,32). b) F(x,y) = o5 (x, ).

o) F(x,y,2) = (2xy — 22, 2yz+ %, —2zx + 7). d) F(x,y) = (—x,y).

- . . 2 2 - .
Solugdo: a) E conservativo, potencial V (x,y,z) = % — V2 + % b) Nao é conservativo.
¢) E conservativo, potencial V(x,y,2) = x>y +y*2—2%x. d) E conservativo, potencial
_ 2+ 2
V(x,y) = xz =

Exercicio 1.43 Mostre que dados os campos escalares f e g temos V(fg) = fVg+gVf.

Exercicio 1.44 Determine as condi¢des a impor nas derivadas parciais do campo de
vetores F = (F},F>, F3) por forma a ele ser conservativo.

__df oF, _ df oF, _ Of

F= 9x ay agax € 0 T Twx

Como F = Vf teremos { F, = ‘3—]; — % = axgy e aa—iz = Biz];y
_9df oF _ Of iR af

B=53" =% ¢ o = gz

Da igualdade das derivadas parciais cruzadas obtemos as condi¢des

oF, JF oF, JF; oF, JF;
dy  Ox dz  dx dz  dy’

V4 (1.46)

Exercicio 1.45 Considere-se o campo eléctrico no espaco definido por

Br2) = (£ (- -5 ()0,

onde E, A sdo constantes. Determine o potencial V (x,y,z) supondo que V(0,0,0) = 0.

-%% + (le —Xz{)g = (2'A‘x) A :oednjog
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1.4.2 Divergéncia e rotacional
Dado um campo vetorial F em R” definimos a divergéncia de F por

div(F):V-F:@+aF2 oy 9

ox1 8_x2+ +a—xn (1.47)

Novamente de modo meramente formal podemos olhar para V - F' com - representando o
produto escalar de dois vetores V e F. A divergéncia de um campo vetorial € um campo
escalar.

Teorema 1.4.1 — Regra da derivada do produto. Se F' for um campo vetorial e f
um campo escalar temos:

V.- (fF)=Vf-F+fV-F. (1.48)

Demonstragdo.

d(fF1) I(fF)

(f ) 8x 1 axn
of oF of JF,
= —Hh+f—++—"F+f5—
o0x1 ! f8x1 ox, " f ox,
= Vf-F+fV-F.
|
2 2
Exercicio 1.46 Seja f(x,y) = ==*-. Determine a divergéncia do gradiente de f.
2r0=1-1= (=2 A=(fA) A2 ({="¥) = (€x) /A sou], :0ednjog
Se F for o campo de velocidade de um gas ou um fluido, entdo a divergéncia de F
representa a taxa de expansao, por unidade de volume, do gas ou do fluido, quando
sujeito ao campo de velocidades. Se V- F(p) > 0 (respetivamente < 0), entdo o gds
ou fluido estd a expandir (respetivamente, contrair) volume localmente no ponto p. Se
V.F(p) =0 o volume é preservado (apesar da forma eventualmente mudar bastante).
Dado um campo de vetores
F: R = R3
(x7yvz) = (Fl(xvyuz)7F2(-x7y7Z)7F3(x7y7z))
definimos rotacional de F' por
dF; O0F, dFy JF; dF, OJF
rot(F)=VxF = — , — , — . 1.49
(F) < dy dz’ dz dx’ dx dy (1.49)
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Figura 1.18: Os campos de vetores com divergéncia nula geram dindmicas que preservam
area. Temos representado F(x,y) = (x,—y), por exemplo F(0,0) = (0,0) o que implica
que temos repouso na origem. Temos também F(1,0) = (1,0) o que quer dizer que hd um
deslocamento segundo o vetor (1,0) no ponto (1,0).

= Exemplo 1.30 Calculemos o rotacional de F(x,y,z) = ()ﬁyz, — )ﬁyz,O)

e S S U, Y R SR J 3
— U 22 (2 +2)2

VxF= (0,0 ok aF‘)

%oy ) =000,

i

Usamos (1.18) e definimos: V X F = %
F

H4 alguma ideia intuitiva para o rotacional assim como vimos para a divergéncia?
Sim! @ Vamos supor que temos um campo de velocidades de um gas ou um fluido
e temos uma bolinha 14 no meio. O campo de velocidades a passar pela superficie
da bolinha faz, eventualmente, que ela sofra uma translacdo, uma deformacao e até
mesmo que ela rode em torno de um determinado eixo e com um determinado dngulo.
Esta dltima transformacao é detetada e traduzida pelo rotacional.

o=
ol CVS

Exercicio 1.47 Mostre que dados os campos escalares f e g e os campos vetoriais F e G
temos as seguintes leis distributivas:

V(f+g)=Vf+Vg, V-(F+G)=V-F+V-G e Vx(F+G)=VxF+VXxG.
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=« Exemplo 1.31 Se um campo de vetores em R? for irrotacional, ou seja se o rotacional
for o vetor nulo, entdo as condi¢des (1.46) sdo satisfeitas e o campo de vetores serd
conservativo. Ja em R\ {(0,0,0)} pode acontecer que um campo tenha rotacional nulo
mas ndo seja conservativo! O campo de vetores F(x,y,z) = (,ﬁym — )ﬁ,O) é um
exemplo. Mais a frente nos Exemplos 1.60 e 3.25 voltaremos a esta questdo. No entretanto,
sugerimos ao aluno ganhar alguma intui¢do dindmica via Geogebra (Figura 1.19). .

Y T
4

== ]
x2+y2 +12+Z/2

PN R R T N () =

P el e T T | Vel Field: —.-
L]
FUT A& e e e A
el X » v v How
r 4 | Y S 2™
L] ‘ ‘
. v y / /) A A |
4 ’
-4 ; 4‘ 7: ’ % 1] I3 R D Curl Point
\ D Div Point
5 1OV R SN Aot
< A 'Y - > L v 4 ¢

Figura 1.19: Retirado do site https://www.geogebra.org/m/GmJqrGsC#material/ZBuqpZEJ
do autor Juan Carlos Ponce Campuzano. Nota: curl = rotacional.

O campo vetorial F(x,y,z) = (ﬁ, _xeTyz , 0) terd um papel fundamental ao longo
deste texto.

Exercicio 1.48 Mostre que o campo de vetores F(x,y,z) = (yz,xz,xy) € irrotacional.

O préximo resultado, apesar de (muito) simples, terd um papel (muito) importante (muito)
mais a frente (Exemplo 3.43).

Teorema 1.4.2 O rotacional do gradiente € o campo de vetores nulo.

Demonstragcdo. Na propaganda enganosa do enunciado nao diz, mas estamos a supor que
o campo escalar estd nas condi¢des do Teorema 2.3.4. Assim,

df df df
Vx(Vf) = Vx(x,a—y,a—z)
(9} 9%f 9°f  9*f 9%f 9*f
a (8y8z © 0zdy’ 0z0x 0xdz dxdy 8y8x)
= (0,0,0),

donde a ultima igualdade segue da igualdade das derivadas parciais cruzadas. [
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De igual forma, o préximo resultado, apesar de (muito) simples, terd um papel (muito)
importante (muito) mais a frente (Exemplo 3.44).

Teorema 1.4.3 A divergéncia do rotacional € o campo escalar nulo.

Demonstracdo. Assumimos, como no Teorema 1.4.2, que estamos nas condi¢des do
Teorema 2.3.4. Assim,

dF; OJ0F, dFy, JdF; JF, OJF,
V. (VxF) = V. — — _
(V> F) <8y dz’ dz odx’ dx dy
_ 82F3 82F2 n 82F1 82F3 n 82F2 a2F1 —0
~ dxdy 0xdz dydz dydx dzdx dzdy
donde a ultima igualdade segue da igualdade das derivadas parciais cruzadas. [ |

Considerar um campo de vetores F(x,y) = (Fi(x,y),F>(x,y)) em R? é o mesmo que
considerar um campo de vetores F(x,y,z) = (Fi(x,y),F>(x,y),0) em R?. Definimos o
rotacional planar de F por:

(1.50)

_ oF, OJF,
VX F(x,y,z) = (O’O’W_o‘?_y> .

=« Exemplo 1.32 Vamos considerar o campo de vetores F(x,y) = (—y,x). Podemos ver na
Figura 1.20 a representagdo de F' e também o fluxo gerado por F. Claramente que a acio
deste fluxo preserva drea e isso é uma consequéncia diretade V- F = 0. .

Figura 1.20: O campo de vetores F' tem rotacional planar igual a 2k. O campo de vetores
—F roda no sentido oposto e terd rotacional planar igual a —2k.

« Exemplo 1.33 Vamos considerar o campo de vetores F(x,y) = (x,y). Podemos ver na
Figura 1.21 a representacao de F e também o fluxo gerado por F' com o movimento de
particulas sob a a¢do do campo de vetores. Claramente que a acao deste fluxo expande
drea e isso € uma consequéncia diretade V- F =2 > (. .
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Figura 1.21: O campo de vetores F' tem rotacional planar igual a 0. O Campo de vetores
—F contrai drea.

. Seré que todo o campo de vetores provém de um rotacional de um campo de veto-
res? Nao! @ O campo F(x,y) = (x,y,z) ndo provém de nenhum rotacional pois se
existisse G: R? — R3 tal que F = V x G terfamos que ter, pelo Teorema 1.4.3, que a
divergéncia do rotacional é o campo escalar nulo. Mas V-G =1+1+1=3 #0.

Exercicio 1.49 Sejam Fj e F, dois campos de vetores. Claramente que Fj - F, é um campo
escalar e, portanto, passivel de se calcular o gradiente. Mostre que:

V(Fl -Fz) =F X (VXF2)+F2>< (VXF1)+(F1 -V)-F2+(F2-V)-F1.

Exercicio 1.50 a) Mostre que div(F x G) = rot(F) -G —F - rot(G). b) Mostre que o
campo vetorial definido pelo produto vetorial de dois gradientes preserva volume.

Solucdo: a) Sendo F = (a,b,c) e G = (d,e, f) temos F x G = (bf — ce,cd — af,ae —bd),
logo

d ) d
diviFxG) = (a(bf—ce)—i— afy(cd—af)—&- afz(ae—bd))

dc db da dc db Jda de Jf Jdf add dd de
jy*g)”(a*z*awrf(a*5)*“((2*@)* (E*TZ)JFC(T);*%)
= G-rot(F)—F rot(G).

= d(

b) Temos que mostrar que div(V f x Vg) = 0. Usando o Teorema 1.4.2 e a) obtemos
div(iVfxVg)=0-Vg—Vf-0=0.

« Exemplo 1.34 — Rotacdo do corpo rigido. Consideramos o vetor velocidade angular
w cuja norma é ||w|| = @ designada por velocidade angular escalar. O vetor posicdo é
r = (x,y,z) e o vetor velocidade é dado por v =w X r.

J k
0 o :(—(Oy,(l)x,()),
y <z

<
I
<
X
S
I
= © =
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logo o campo de vetores que define a velocidade é:

V: R} = R3
(x,y,z) = (O(—y,x,O)

i J k
VxV=| & & £=000+0)=(0020).
—wy wx 0

Figura 1.22: O eixo de rota¢do do corpo é o eixo dos z. ||v|| = oa = o||r|/sin6 =
[l [[r][sin € = [w > r{.

'Temos a seguinte relacio:

v .. Vx .. V.
campos escalares —» campos vetorials —» campos vetorials —» campos escalares

1.4.3 Laplaciano
Dado um campo escalar f: R” — R de classe C> vamos operar V da seguinte forma:

2 9 aN[(d o
VI = (o) (Fa o) o

(20 2N\ (war o
A\ 9x; dxy’ T Oy, dx; dxy’ 7 dxy

0%f  9*f - 9% f
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O que estamos a fazer € basicamente a divergéncia do gradiente. Este operador, abreviado
para V2 f ou até para Af, é chamado de laplaciano.

Exercicio 1.51 Considere as seguintes fungdes: f(x,y,z) = 4xyz, g(x,y,2) = x* +y* +z,
F(x,y,z) = (x2,(y — 2)%,xy) e G(x,y,2) = ((x +)?,2%,2yz). Determine: a) Vg(4,—1,3).
b) divF(3,1,5). ¢) div(V g).F.d) Vf-Vg. e)div(rot(F+G)). f) rot(Vg) -F. g) Dpf em
(1,1,1). h) Dp(F- (0,0,1)) em (4,3,0).

Solucio: a) (256, —4,1), b) —2, €) (12x* +12x2y?, 12x%(y — 2)> + 12y*(y — 2)?, 12x3y +
12y%x), d) 4xy(4z(x* +y?)+1),e) 0,£) 0, g) 41/2, h) jT%

Exercicio 1.52 Mostre a seguinte regra da derivag¢do do produto:

V2(fg) = fV?g+2Vf-Vg+gVf.

Exercicio 1.53 A equacio diferencial de Laplace é dada por V2f = 0. Encontre trés
solugdes para a equacao de Laplace. As fungdes que sdo solugdes desta equacao chamam-
se fungdes harmonicas e serdo analisadas em §1.8.5.

» Exemplo 1.35 — Equacgoes do Eletromagnetismo. Considere a EDP (equacido em
derivadas parciais) denominada de equagdo de onda
J*F
2p 2

VF =¢ W’
onde F(x,y,z,t) = (Fy,F,,F;) ¢ um campo vetorial diferencidvel e c a velocidade da luz. O
operador V2 é denominado de Laplaciano vetorial sendo definido por (V2F,, Vsz, V2F,).
Sendo E o campo eléctrico e H o campo magnético, em Eletromagnetismo, as equagdes de
Maxwell (a Heaviside) podem ser dadas por:

(1) div(E) =0

(2) div(H) =0

(3) rot(E) = —p !
(4) rot(H) = e %&

Simplifiquemos e consideremos ¢ = 4t = € = 1 (notemos que ¢ = \/%TE). Mostre que E e
H verificam a equacdo de onda seguindo o roteiro:

» Tome o rotacional em ambos os lados da equagdo (3), VX E = _%I e, use (4) obtendo:
9’E
VX (VXE)=——.
x (VXE) P

» Use a identidade rot (rot(F)) = Vdiv(F) — V?(F) e obtenha:
Vx (VxE)=V(V-E)—V?E = V(div(E)) — V’E = —V2E (usando também (1)).
« Finalmente usando os dois pontos anteriores obtemos V’E = %27123. (andlogo para H).
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Exercicio 1.54 Considere a EDP chamada equacio de Poisson V2 f = .. Deduza a partir
das equacdes de Maxwell para a eletrostética:

(H)V-E= %, onde p € a densidade de carga e € é uma constante.

2)VXE=0
a equacao de Poisson para o potencial eletrostatico ® (tal que E = —V®).
Solucdo: Usando o Teorema 1.4.2 e (2) obtemos E = —V® onde & é um potencial.

Substituindo em (1) temos V-E =V - (VD) = —-V?® = &

Exercicio 1.55 A forca eletromagnética numa carga g é chamada forca de Lorentz e é
dada por F = g(E+ v x H). Determine div(F) sendo p =0, € = & e J = 0 seguindo o
roteiro:

* Tome a divergéncia em ambos os lados da equacdo de Lorentz e use a identidade
V-(uxv)=v-(Vxu)—u-(Vxv)obtendoV-F=¢gV-E4+H-(Vxv)—v-(VxH).

* Use a equagdo (1) do Exercicio 1.54 e a expressdo geral de (4) do Exemplo 1.35 dada por
rot(H) = 8%—];: +J. Pelas hipéteses temos V-E =0 e rot(H) = 80‘2)—];:.

* Conclua a expressdo para div(F).

Integrais de linha de campos escalares

Seja dado um campo escalar continuo f: R” — R, uma curva derivavel c: [a,b] - R" e
com velocidade continua. Definimos integral de linha do campo escalar por:

[ras= [ el ar (ED

Note que um integral de linha de um campo escalar independe do sentido em que é
percorrida a curva.

A motivagdo para a férmula (1.51) pode ser consultada no Exemplos 2.21 e 2.22.

= Exemplo 1.36 Vamos calcular [, fds onde temos o campo escalar

f: R* = R
(0,y) = x—y
e a curva ¢ é o segmento de reta que une (1,1) a (0,4). Primeiro parametrizamos a curva
c,c(t)=(1,1)+1[(0,4) — (1,1)] = (1,1) +¢(—1,3) = (1 —¢,1+3¢) comt € [0, 1]. Claro
que ¢/(t) = (—1,3) e donde ||(—1,3)|| = v/10. Teremos:
1 1
/fds _ / Fle@) ()] dr :/ F(1—1,1+31) v/10dr
c 0 0
1
= \/ﬁ/ 1—1—(143t)dt
0

1 1
_ \/10/ —drd = VI0(-2)| =210,
0
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» Exemplo 1.37 Determinemos o integral de linha [, y%x ds onde ¢ é o segmento de reta
que liga (0,—3) a (5,0). A curva c pode ser obtida fazendo

c(t) = (0,—3) +1¢[(5,0) — (0,—3)] = (0,—3) +¢(5,3) = (51,3t — 3),
com € [0,1]. Temos ||c’(¢)]| = ||(5,3)| = /34 Assim,

1 o o
ds = | ——— \Bddi=| ———\/34ds
/cy—x * /0 (31— 3)— 51 /0 (31— 3) 51
I V34 I
— —\/34/ dr =—~Zn[3+21]|

34+2¢ 2
_ v 1 5
- 2 3

= Exemplo 1.38 Vamos calcular [, fds onde temos o campo escalar
fr R} = R
(x,3,2) — X4y 422

e acurva

c: [0,27] — R3

t — (cost,sint,t)
),

A velocidade de ¢ é ¢/(t) = (—sint,cost, 1
fras = [
c

= / cos? 1 +sin’t +1 )\/(—sint)2+(cost)2+12dt

1+t V2dt = \/_/ (1+7%) ﬁ(mw@).

logo

2n
)| @) dt = f(cost,sint,t)||(—sint,cost, 1)| dt
0

Exercicio 1.56 Use um integral de linha para determinar a massa de um fio que descreve
a pardbola y = x? desde (0,0) até (1, 1) se a densidade do fio no ponto (x,y) for dada por

p(x,y) =x.
ers = welB) 1M e Y = sp(¢0) 0 = owdnios

Exercicio 1.57 O valor médio de um campo escalar f ao longo de uma curva ¢ é dado
pela férmula:
Jef(x,y,2)ds

Jelle'@)ldr

Determine o valor médio do campo f(x,y,z) =y nos pontos do semicirculo parametrizado
porC' [0, 7] — R3, 8 — (0,asin(0),acos(0)).

z :oednjos
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Exercicio 1.58 Determine os seguintes integrais de linha em campos escalares: a)

ﬂ/\ 76 (q "7 (e :oednjog

Integrais de linha de campos vetoriais

Seja dado um campo vetorial continuo F': R" — R”, uma curva com velocidade continua
c: [a,b] — R" definimos integral de linha do campo vetorial por

/CF- ds = /abF(c(t)) (1) dt. (1.52)

Note que um integral de linha de um campo vetorial depende do sentido em que é
percorrida a curva.

Na férmula 1.52 podemos denotar F = (F,F), no caso de estarmos em R?, ds = (dx, dy)
e consequentemente

b1 dx dy
/F- ds = /(FI,FQ)-(dx,dy) :/Fldx+F2dy:/ Fi—+FKL— | dt,
c c c a dt dt

onde Fidx+ F,dy é chamada de 1-forma diferencial. As formas serdo estudadas de forma
formal em §1.8.6.

=« Exemplo 1.39 Vamos calcular |, x%dx +xydy onde ¢ é a curva definida por

c: [0,1] —» R?
t = (1,17

Temos % =1le % = 2t logo:

1T dx d 1 B O\t 11

2 2 204y 2 4
d d = 1"— 4+t xt"—=\|dt= t 2t dt = | —+2— ‘:—.
/Cx X+ xydy /O[ o dt] /0[ +21%] <3+ 5)0 T

= Exemplo 1.40 Vamos calcular [, F ds onde temos o campo vetorial

F: RS = R3
(x,y,z) = (—y,x,zz)
¢ a curva
c: [0,27] R3

%
t — (cost,sint,t)
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A velocidade de ¢ é ¢/(r) = (—sint,cost, 1), logo
2r 2m
/F- ds = F(c(t))-c(t)dt = F(cost,sint,t) - (—sint,cost, 1) dt
c 0
2n

(—sint,cost,t?) - (—sint,cost, 1)dt

27 2 3
(1+t2)dz:2n+%.

|
S— — —

Sabemos da Fisica elementar que o trabalho de uma forca F paralela ao deslocamento
As é dado pela formula W = FAs. Quando F ndo € paralela ao deslocamento o que
fazemos € projetar o vetor F' no vetor deslocamento pois somente essa componente
efetua trabalho. Quando a for¢a atua ao longo de uma curva c a forma de projetar na
direcdo do deslocamento € considerar a direcdo infinitesimal de deslocamento que
¢ dada pelo vetor velocidade ¢’. A contribui¢do infinitesimal no tempo ¢ = s sera
F(c(s))-c'(s)ds. ‘Somando’ todas as contribui¢des temos a férmula (1.52) 2.

Exercicio 1.59 Determine o integral de linha [ F-Tds para F = (y,0,zy), onde ¢(t) =

dx dy dz
ds’ ds’ ds

denota o vetor unitdrio tangente a curva). Solucao: [[F-T = [.(y,0,zy)- (%, %, %)ds =
2
fc()’% +Zy%)ds = [.ydx+zydz = [; ”(y% +zy%)dt = —197.

(cos(t),sin(r),3t) para ¢ € [0,27] (s denota o comprimento de arco e T = (

Exercicio 1.60 Considere uma curva ¢(r) parat € [a,b] no plano. Mostre que |, ydx + xdy
depende somente dos extremos da curva ¢. Solucio: Notar que [, ydx+xdy = |, f (y‘fl—’; +

xdr = [P 4 (xy)dt = xy|’ = x(b)y(b) — x(a)y(b).

« Exemplo 1.41 — Trabalho de uma forca. Considere o campo vetorial

F: R = R2
'_>

(xay) (x27 —X}’)
e as curvas
cl: [O,%] — R2 o [%,g—f—l] — R2
t +— (cost,sint) t = (0,5+1-1)

Definimos a curva ¢ =c¢y +c¢y com t € [0, % + 1} percorrendo ¢ no intervalo [0, %] e
depois percorrendo ¢, no intervalo [%, Z+ 1] . Pretendemos determinar o trabalho da forca
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F quando uma particula se move ao longo de c.

W = /Fds:/F-ds+/Fds

= / F(ci(t))-c(t dH—/ F(ca(t))-ch(t)dt
Z+1 .
= / F(cost,sint) - (—sinz,cost) dH—/ (O,E—kl—t) -(0,—1)dt
0

z 2+1
= / (cos?t,—costsint) - (—sint, cost) dt+/ dt

= 2/ cos?t(—sint)dt
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Figura 1.23: Apesar da figura apenas mostrar a direcdo de F' o seu sentido é ‘da esquerda
para a direita’ no primeiro quadrante. Isso explica o porqué do trabalho ser negativo. O
movimento da particula € contrario a0 movimento da forga.

Exercicio 1.61 Dada uma curva ¢(¢) € R? e uma forga F(x,,z) o trabalho da forca F
sobre um objeto que se movimenta ao longo da trajetéria dada por ¢(¢) entre os tempos
t =aet=>bcomo vimos € dado por:

W:/bF(c(t))-c’(t)dtsz-ds.

Determine o trabalho da for¢a F(x,y,z) = (xy,yz,xz) atuando numa particula que se movi-
menta ao longo da curva c(t) = (¢,£%,£3) entre ¢ € [0, 1].

88 = 1 :oednjog
Exercicio 1.62 Determine o trabalho da forca F(x,y,z) = (x,2xy,yz>) quando uma parti-

cula se move ao longo da curva ¢(t) = (£2,£> + 1,13).

T608 = M ‘oednjos
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Exercicio 1.63 Sejac(r), € [a,b] umacurvae T = I E ;H o vetor tangente unitario. O
que representa J. T -ds? Solugio: O comprimento de arco da curva ¢(z), pois [ T -ds =

[ 5 (e = [P e Dar = P dr = [P e/ (0)|ar.

Teorema do Gradiente

Os campos de vetores gradientes sdo também chamados de campos de vetores conservativos
e a razdo para este nome esta assente basicamente no Teorema fundamental do Calculo para
integrais de linha. O integral de linha de um campo de vetores gradiente depende somente
dos extremos do caminho considerado. De fato, consideremos uma curva c¢: [a,b] — M de
classe C! e um potential f: M — R. Entdo:

Teorema 1.6.1 — Teorema Fundamental do Cdlculo para campos conservativos.
Dado um campo conservativo F obtido do potencial f e uma curva c de classe C! temos:

| F-ds = fle) ~ fle@). (1.53)

Demonstragdo.

/CF-ds _ /ch-ds:/abe(c(t))-c’(t)dt:/ab%f(c(t))dt

= fle(b)) = f(c(a)),

e (1.53) estd provado. [ |

Notemos que no Exemplo 1.41 quando a particula evolui ao longo de ¢, a forga é
nula resultando obviamente num trabalho nulo. Uma maneira nao tao trivial de obter
trabalho nulo € considerar dois ingredientes: (a) Uma forca conservativa e (b) uma

curva fechada. Pela andlise do Exemplo 1.6.1 € claro que o integral de linha de um
campo de vetores gradiente quando o caminho € um lacete (curva fechada) é nulo.

= Exemplo 1.42 Vamos calcular [, F ds onde temos o campo vetorial

F: R —» R
(x,3,2) = (,0,2y)
e a hélice

c: [0,2n] — R3
t — (cost,sint,2t)
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A velocidade de ¢ é ¢/(r) = (—sint,cost,2), logo

27 27
/F- ds = F(c(t))-c(t)dt = F(cost,sint,2t) - (—sint,cost,2)dt
c 0 0
27 2
= / (sint,0,2¢sint) - (—sint,cost,2)dt = 2tsint —sin’rdt = —57.
0 0

« Exemplo 1.43 — Lei de Ampere. Dado o campo magnético’® H e uma curva fechada
¢ definimos corrente elétrica total que passa por uma qualquer superficie delimitada por ¢
por [ H- ds. Veremos mais a frente em §3.3.1 a Lei de Gauss que é uma generalizagéo.
Explore a atividade no Geogebra: https://www.geogebra.org/m/NC7aXeRS. .

O resultado seguinte determina uma relac@o entre integrais de linha de campos vetoriais e
integrais de linha de campos escalares.

Teorema 1.6.2 Seja F um campo de vetores, ¢ uma curva e 7(1) =
unitario tangente a curva. Entdo temos:

/F-ds:/F-Tds. (1.54)
Cc Cc

Demonstragdo.

(1.52) '
/CF-ds 2 /F(c(t £ di — /F ”, ”H (1) di

/F )7 (1) de "2 /F T ds.

Circulacdo de um campo de vetores

Dado um campo vetorial V (x,y) e uma curva fechada ¢ (também chamado de lacete) a
circulacdo de V a volta de ¢ € definida por

j{Vds.
C

=« Exemplo 1.44 Vamos determinar a circulagdo de V (x,y) = (x,y) a volta da curva definida
parat € [0,27] por ¢(t) = (cost,sint).

2r 2r 2r
jl{Vds: Vic(t))-d'(t)dt = V(cost,sint) - (—sint,cost)dt = 0dt =0,
c 0 0 0

a circulagdo € nula. Ver Figura 1.24.
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i
N

Figura 1.24: A circulagdo de V (x,y) = (x,y) a volta da curva ¢(t) = (cost,sinz) é nula. O
fluxo é perpendicular a curva.

« Exemplo 1.45 Vamos agora determinar a circulagdo de V(x,y) = (’3—“, —%) a volta da
curva definida para ¢ € [0,27] por ¢(t) = (2cost,2sint).

2n 2
j{Vds = / Vie(t))-c(t)dt = V(2cost,2sint) - (—2sint,2cost)dt
c 0 0

2T (Dcost  2sint 4 2w 8
_ /0 ( o= )-(—2sint,2cost)dt:—§/0 tdr=—Zm.

Figura 1.25: A circulagdo de V(x,y) = (¥,—%)  volta da curva c(r) = (2cost,2sint) ¢
negativa.

« Exemplo 1.46 Vamos agora determinar a circulagio de V (x,y) = (1,0) a volta da curva
definida para r € [0,27] por ¢(t) = (3cost,2sint).

200 campo magnético ndo é um campo conservativo pois se fosse a corrente elétrica era sempre nula.
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2r 2r
des = / V(c(t))-c'(¢)dt :/ V(3cost,2sint) - (—3sint,2cost) dt
c 0 0

2n 2n
= / (1,0)-(—3sint,2005t)dt=—3/ sinzdt = 0.
0 0

Figura 1.26: A circulagdo de V(x,y) = (1,0) a volta da curva c(¢) = (3cost,2sint) é nula.

Mecdnica Newtoniana

Consideremos uma particula movendo-se em R cuja posi¢do é x = x(¢) onde ¢ representa a
varidvel temporal. Dizemos neste caso que temos um sistema com 1-grau de liberdade.
Pela segunda lei de Newton temos F' = ma onde m € uma constante representando a massa
e a representa a aceleracido a = X¥. Em homenagem ao Newton nesta secc¢io representamos
primeiras derivadas de x por x e segundas derivadas de x por X. Grosso modo dizemos que
a forca depende somente da posi¢do da particula e € igual a aceleracdo da mesma conside-
rando m = 1 para simplificar. Introduzindo uma nova varidvel, chamada de velocidade e
definida por X = v, obtemos o sistema:

x(t) =v(t)

{v(r) — LF () -
ou equivalentemente o sistema

i(r) = 5;p(t)

{p<r> = P(r) (20

onde p(t) = mv(t) é denominado de momento. E claro que o campo vetorial

609 = (5.0 = (2P ()

tem divergéncia nula e, usando a primeira nota em §1.4.2, concluimos que o sistema pre-
serva volume. Na linguagem da mecénica cldssica K (v) = %mv2 dependendo da velocidade
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¢ designada por energia cinética e V (x) dependendo da posicédo é designada por energia
potencial. A energia total do sistema, ignorando qualquer efeito do atrito, € dada por

H(x,v) = K(v) +V(x) = %mvz—}—V(x), (1.57)

igualdade esta fundamental em Mecdnica Newtoniana.

Quando a forca F for conservativa podemos representd-la como o gradiente de um deter-
minado campo escalar V chamado de potencial, i.e.,

d
E(mv(t)) =—VV(x(t)) (Equacdo de Newton) (1.58)
Consequentemente, obtemos a solu¢do de F' = mi assim que obtivermos o potencial V.

« Exemplo 1.47 — Oscilador Harménico. A equacio diferencial %(¢) + @?x(¢) = 0 estd
associada ao oscilador harménico sem atrito. Seja R* munido do produto escalar canénico
e assumimos ® = 1. Definimos a aplicacdo que representa a energia total do sistema por:

H: R — R
(x,v) > KO)+V(x) =32+ 3x?
e escolhemos uma certa energia e > 0. A equagio H(x,v) = e define uma curva de nivel R?
definida por v? + x> = 2e. Assim, H~!({e}) define um circulo de raio /2e. Este circulo

corresponde a uma curva fechada que é uma 6rbita do campo vetorial Xy (x,v) = (v, —x)
com condicdo inicial p tal que ||p|| = V2e. .

Exercicio 1.64 Dé uma interpretacio da evolugdo da 6rbita do Exemplo 1.47 no plano
(x,v) e a sua relagdo com o movimento do oscilador.

O oscilador harménico e outros sistemas com 1-grau de liberdade pertencem a uma
classe ampla de sistemas dindmicos chamados de sistemas mecanicos que definimos

de seguida:
H: R — R
(-x17 -3 Xn, P1, 7Pn) — K(Ph "'7pn) +V(.X1, ...,.Xn)
é um sistema mecanico se K(p1,..., pn) = 5= |(P1,--, Pu)||* = 5 (P} + ... + p2) Te-
presenta a energia cinética e V (xy, ..., x,) representa um campo escalar de classe C!
representando a energia potencial de uma for¢ca newtoniana F, i.e. F = —VV. Temos
também a identidade momento m(x1,...,%,) = (p1,..., pn) € a segunda lei de Newton

dada pela equagao vetorial F = mx.

Teorema 1.7.1 — Lei da conservacdo da energia total. Seja dada uma forga
conservativa F' associada a um sistema mecanico K +V = H, entdo a energia € constante.
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Demonstracdo. Sejax = (xy,...,x,) € v= (vy,...,v,). Vamos mostrar que %H(x,v) =0.
Usando a alinea (c) do Teorema 1.3.1 e a regra da cadeia temos:

bR VG| = 5|00 +Va0)
= (50 V(1) + VY (x(0)) ()

_ n%(mjc’(t) mi()) + (VV (x(t)) - 1(r))

= (mi(r) 5(1)) + (VV xl
= (mi(t) ~ F(x(1))) -i(1) = 0.

1.8 1-formas

1.8.1 0O-formas e 1-formas

Os campos escalares f: A C R" — R, onde A € um aberto ndo vazio, sdo muitas vezes
designados por O-formas. O diferencial total de f

df:ﬁdxl—l—--'—l—ﬁdxn, (1.59)
8x1 8xn

¢ um exemplo de uma 1-forma também chamada de forma diferencial de grau 1.

.A derivada de uma O-forma resultou numa 1-forma 3.

De forma geral uma 1-forma em A C R” onde A € um aberto nio vazio é um objeto

a(p) = fi(p)dxi+ -+ fu(p)dxy, (1.60)

onde p € Ae fi: A — R sdo campos escalares parai = 1,...,n. Se fizermos a correspon-
déncia dx; <+ x; onde x; € o i-ésimo vetor da base canénica de R" entdo (1.60) pode ser
interpretado como

F(p) = filp)xa+-+ fu(p)xa = (f1(p);- - Ju(P));

i.e. um campo vetorial. Assim, o gradiente V f e o diferencial total d f acabam expressando
a mesma identidade. Fica também subentendido que a troca das parcelas em (1.60) é
totalmente irrelevante. Uma 1-forma € pois uma ‘maquina’ que € linear e que transforma
vetores em ndmeros.

Dada f:R? =R, peR?e (u,v) € R? podemos ver 9:
* Df,-(u,v) ie. derivada de f em p como aplicacdo linear de R? em R avaliando

no vetor (u,v);
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* Vf(p)- (u v) ie. o gradiente de f em p produto interno o vetor (u,v);

* df(p)= ax( )dx+ ( )dyi.e. odiferencial de f em p onde vemos (dx,dy) =
(u,v) com o paralehsmo 6bvio com o ponto anterior;

* a(p)(u,v) a l-forma o(p) = ax( )dx+ af( )dy aplicada ao vetor (u,v).

Como vimos no Exemplo 1.13 uma 1-forma em A € também vista como uma aplicac@o
o: A — (R")* onde (R")* representa o espago dual de R”, i.e., o conjunto de todos os
funcionais lineares dx;: R" — R. A correspondéncia dx; <> x; que vimos acima, sob o
ponto de vista da Algebra Linear, representa o isomorfismo que sabemos existir entre
o R" e o seu espago dual (R")*. Para complementar este diciondrio podemos usar o
Teorema de representacdo de Riesz-Fréchet que garante que dado um funcional linear
A: R" — R no espago dual (R")*, existe um vetor F € R” que o representa da seguinte
forma A (v) = (F,v). Assim, dado p € A teremos A(p)(v) = (F(p),v) estabelecendo o
paralelismo entre campos vetoriais e 1-formas. Este uso do produto interno permite afirmar
que a avaliacdo de um vetor por uma 1-forma é o mesmo que projetar esse vetor em cada
um dos eixos coordenados, multiplicar por um dado niimero e no final somar tudo. De
facto, ndo € isso que um produto interno faz? Mas serd que existe uma dependéncia dos
eixos coordenados que definem um sistema de coordenadas? Dito de outra forma, as
1-formas dependem do sistema de coordenadas? A resposta é negativa como pode ser visto
no proximo exemplo simples 9.

« Exemplo 1.48 — Independéncia do sistema de coordenadas. Consideremos uma
1-forma constante em R? definida por & = X dx + Y dy onde X,Y € R e seja (u v) €RZ.
Temos o((u,v)) = Xu+Yv. Seja y C R? a reta definida pelo vetor (X,Y) e e Y)HZ (X,Y)
uma base de y. Vejamos, recordando o visto no Exemplo 1.10, qual o valor para a pro-

jegdo de (u,v) em ¥ na base oo )”2(X Y). Esse valor é dado por %(X Y)=
(X.Y)-(u

H(X—Y)\P)(X Y) que é precisamente o ((u,v)) = Xu+Yv. Assim, visto desta forma te-

mos independéncia do sistemas de coordenadas pois Y existe independentemente das
coordenadas que escolhemos para o R2.

E claro que dadas duas 0-formas o, e o podemos somd-las ou multiplic-las obtendo as 0-
formas o + 0 e o) o respetivamente. Dadas duas 1-formas o; =) fidx; e ap =) gidx;
podemos somd-las obtendo a 1-forma = Y ( f; + g;) dx;. Dadas uma O-forma a; = f e uma
1-forma o =Y g; dx; podemos multiplicd-las obtendo a 1-forma fa; =Y fgidx;

Exercicio 1.65 Sejam dadas duas 1-formas em R? o = e¥dx +sin(z)dy —dz e oy =
¢“dx — cosxydy + arccos xdz e a O-forma em R? definida por f(x,y,z) = xyz*. Determine
a+ape foo.

Exercicio 1.66 Dada a 0-forma em R* definida por a(x,y,z,w) = xyz*w? determine do e
mostre que é uma 1-forma em R*.
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« Exemplo 1.49 Consideremos as 1-formas em R? dadas por o = dx, oty = xdy e o3 =
—ydx + xdy. Determinemos o, 0> € 03 nos vetores u, v e w da Figura 1.27. Temos:

coq(u)=—1Lo4(v)=1lea;(w)=0;
o Otz(u) = -2, Otz(v) =-2e¢ Otz(w) =0;
° 063(u) =0, OC3(V) =—4e Otg(w) =0.

Do ponto de vista de campos de vetores temos Fi (x,y) = (1,0), F>(x,y) = (0,x) e F3(x,y) =
(—y,x). Assim, F{(2,2) = (1,0), F»(2,2) = (0,2) e F3(2,2) = (=2,2) e F1(0,0) = (1,0),
F>(0,0) = (0,0) e F3(0,0) = (0,0). Aplicando aos vetores em causa teremos:

« Fi(2,2) u=(1,0)-(—1,—1) = —1, F1(2,2) -v=(1,0)-(1,—1) = 1 e F1(0,0)-w =
(1,0)-(0,1) =0;

« B(2,2)-u=(0,2) (—1,—1) = =2, F,(2,2)-v = (0,1)- (1,—1) = —1 & F>(0,0) -

« B(2,2)-u=(-2,2)-(—1,-1) =0, F5(2,2)-v=(—2,2)-(1,—1) = —4 ¢ F5(0,0)-
w=(0,0)-(0,1) = 0.

A expressao o (v) representa o comprimento (afetado de sinal) da proje¢do na primeira
coordenada do vetor v. Da mesma forma dy(v) representa o comprimento (afetado de
sinal) da projecdo na segunda coordenada do vetor v. .

05| W

Figura 1.27: Ilustracdo ao Exemplo 1.49.

Exercicio 1.67 Mostre que a 1-forma oo = —ydx + xdy € invariante por rotagdes do plano
centradas na origem. Mostre 0 mesmo para a 1-forma &t = xdx +ydy.

(99;{20_ 69:(;2> = 0y opuo (A0y)(d0y)n = A(d)n anb eorpur erougLIRAUL :0BIN[OS

Funcdo-dangulo e a 1-forma elemento de édngulo

Um exemplo importante de uma 1-forma é precisamente a 1-forma elemento de angulo
que trataremos de estudar agora. Comecamos por definir uma funcdo 6: A — R onde
A =R2\{(0,0)} da seguinte forma: dado (x,y) € A, p o segmento que une (0,0) a (x,y) e
X o eixo das abcissas, definimos 6 (x,y) = 4(p, x) onde « é o angulo medido em radianos
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(Ver Figura 1.28). De uma maneira geral dizemos que 6: B — R onde B € um aberto
qualquer de R?\ {(0,0)} é uma fun¢io-angulo quando temos:

X

cosf = ——— (1.61)

Nozea

Y

Ness)

sin@ = (1.62)

Figura 1.28: Ilustracdo a construgdo da fungao 6.

Lema 1.8.1 Nao existe uma func¢io-angulo definida em A que seja continua.

Demonstracdo. Antes de comegar a prova vamos ver que nenhuma fungio f: R?> —
R continua num circulo C poderd ser injetiva. Como C € compacto, pelo teorema de
Weierstrass (Teorema 1.2.7) admite maximo M e minimo m. Seja f(a) =M e f(b) =m
coma,beC,y CCoarcoqueligaaabey, CCoarcoqueligab aa. Claro que f(y;) =
[m,M] logo a existéncia destes dois arcos com esta propriedade impede a injetividade.
Vamos agora a prova assumindo, por absurdo, que existe uma fung¢ao-angulo 6: A — R
continua. Seja C um circulo centrado na origem e de raio r > 0. Dado (x,y) € C temos pela
defini¢ao da funcdo-angulo que (x,y) = (rcos0(x,y),rsin6(x,y)). Assim, cada ponto
(x,y) do circulo C relacionar-se-ia com um angulo 6(x,y) somente e a fungdo 0 restrita a

C 0 ‘C: C — R, deveria ser injetiva o que € um absurdo. [

O lema anterior continua valido se substituirmos A por um aberto B que contenha um
circulo centrado na origem.

Lema 1.8.2 Existe uma funcio-angulo continua definida em R?\ p onde p é uma
semi-reta com origem em (0,0).

Demonstragdo. Seja S! o circulo unitdrio e a o angulo tal que p = (cosa,sina) € S' Np.
A curva
c: (a,a+2m) — S'\{p}
t — (cost,sint)
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define um homeomorfismo entre (a,a +27) e S\ {p}. Podemos entio definir uma
fun¢do-angulo da seguinte forma:

6: R*\p — R

—1 L
9 = ¢ (uqn)

Nzo sendo possivel definir uma fungdo-angulo continua em R?\ {(0,0)} podemos,
pelo menos, definir localmente uma fungdo-angulo continua em R?\ p. A fungio-
angulo continua em R?\ p pode ser até considerada de classe C" para qualquer
r>0.

Duas funcdes-angulo 6; e 6, continuas definidas em R?\ p diferem de uma constante,
i.e. 61(q) = 6x(q) +2kx paratodo 0 ¢ € R?\ p e k € Z. Assim, escrevemos df; = d6,
tendo até chance de ter estes ‘diferenciais’ definidos em R?\ {(0,0)}. As aspas em
diferenciais sdo porque o d0 advém de uma O-forma (funcdo escalar) 6 que ndo € definida
globalmente em R?\ {(0,0)}. Como tal, e a rigor, nem deveriamos denotar por d6! Por
isso denotaremos este falso diferencial por d@. Finalmente, definimos a 1-forma

do: R?\{(0,0)} — (R%)*

(x,y) = _szyryzdx‘i‘xziyzdy ’

a que chamamos de elemento de angulo.

Teorema 1.8.3 Se existe uma fungio-angulo continua 6: R?\ p — R, entdo a sua
diferencial terd que coincidir em R?\ p com o elemento de angulo d6.

Demonstragdo. Por hipétese existe uma fun¢io-angulo continua 6 : R?\ p — R logo

X

COS Q(X,y) = \/xz—TyZ (163)
€
: oy
sin O (x,y) = (1.64)

Derivemos ambos os termos em (1.63) em ordem a varidvel y. Teremos

J 5T —x—2
sin 0(x,y) 99 _ T VI T 2y _—
— _X’y _— = = = .
dy x2+y? X2 +y? (¥ 4+y2) /x4 y?
Donde se obtém
d0 —Xy (1L.64) X

Iy —sinB(x,y) (2 4)2) VP2 A2



1.8.3

78 Capitulo 1. Integrais unidimensionais

desde que y # 0. Analogamente, derivemos ambos os termos em (1.64) em ordem a varidvel
x. Teremos

COSB(x,y)a—G _ —y% VX242 _ -y i;+y2 _ —xy |
dx x2+y? X% 4 y? (2 +)2) /22 +y2
Donde se obtém
20 —Xy (1.63) y
a_cose(x,y)(xz—f—yz) 2+y IR
desde que x # 0. Obtemos assim
d6 = ‘3—zdx+ g—zdy:—xzj_yz dvt s v (1.65)
sempre que x # 0 e y # 0. Temos assim que d6 = d@ em R?\ p. [

E possivel provar a seguinte reciproca do teorema anterior.

Teorema 1.8.4 Se d# for a diferencial de 6: R?\ p — R, entdo existe C € R tal que
6(x,y) = B(x,y) +C é uma funcio-angulo continua em R?\ p.

Nos dois resultados anteriores podemos trocar R? \ p por um qualquer aberto conexo
de R?\ {(0,0)}.

Em resumo esta discussido conduziu-nos ao seguinte resultado: Por forma a existir uma
fungdo-dngulo continua e definida num aberto B de R*\ {(0,0)} é necessdrio e suficiente
que dO seja, em B, a diferencial de uma funcdo.

1-formas em Equacdes diferenciais
Dada uma equacao diferencial ordindria (acronimo EDO) Z—x = f(x,y) podemos usar uma

escrita com diferenciais da forma — f(x,y)dx+ 1dy = 0. De uma forma mais geral, dados
M e N diferenciaveis, uma EDO na forma

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0, (1.66)

diz-se uma Pfafiana. O lado esquerdo da igualdade (1.66) representa uma 1-forma
o(x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy. Uma Pfaffiana diz-se exata quando vale a condi¢do

oM JN
dy  Ox’
onde M(x,y) e N(x,y) sdo assumidas de classe C' num certo dominio. Existe aqui um
abuso de linguagem. Na verdade a condi¢do (1.67) deveria indicar que a 1-forma o é

fechada, ou equivalentemente que da = 0 na linguagem das formas diferenciais?!.

(1.67)

2Veremos mais a frente com detalhe este formalismo. A escrita dot indica derivagdo da 1-forma o
notando que, até agora, s6 sabemos derivar O-formas e que a derivada delas é uma 1-forma.
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2] Qual a razdo para termos da = 0, i.e. d(M(x,y)dx+ N(x,y)dy) = 0? No Exem-
plo 1.57 veremos uma justificacdo relativamente satisfatdria para este facto.

Dizer que o € exata impde a existéncia de primitivas para a 1-forma, ou seja a existéncia
de uma 0-forma f de classe C? tal que df = « i.e. % =Me 3—5 =N.

Exercicio 1.68 D& um exemplo de uma 1-forma que ndo seja exata.

« Exemplo 1.50 Resolvamos a equacao xydx + %Zdy = 0. E ficil de ver que é uma EDO

‘wdM _ __ IN
exata pois 5 = x = . Como

_of of
df =5 dx+t a—ydy = M(x,y)dx+N(x,y)dy,

obtemos que % =xye g—§ = %2 Donde se obtém f(x,y) = %ﬁg(y) e f(x,y)= % +h(x).

E temos que f(x,y) = ’? e a solucdo da EDO ¢ definida implicitamente pela condi¢cao

’% =C,ie.,yx) = i—g (ver Figura 1.29).

Figura 1.29: As solugdes de f(x,y) = % = C com C a variar de 1 até 7.

« Exemplo 1.51 Resolvamos a EDO (e? —ycos(xy))dx + (2xe? — xcos(xy) +2y)dy = 0.
Vejamos que € uma EDO exata. Temos

M(x,y) = e —ycos(xy) e N(x,y)= 2xe® —xcos(xy) + 2y.

Logo

oM _ 5, in(xy) = 2N
o 2¢” — cos(xy) +yxsin(xy) = ox
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Como

_of, L df
df := 8xdx+ aydy—M()c,y)dx+N()c,y)dy,

vem ‘3—{: =M(x,y) = e —ycos(xy) e ‘3—5 =N(x,y) = 2xe? —xcos(xy) + 2y. Assim, inte-
grando em relacdo a varidvel y temos
1
flx,y) = 2x§e2y —sin(xy) 4+ y* + h(x), (1.68)

donde, derivando (1.68) em relacdo a varidvel x,
af B
ox

logo h(x) = C e temos a solugdo definida implicitamente por

& — yeos(xy) +H (x) = M(x,y) = & — ycos(xy),

f(x,y) =xe® —sin(xy) +y* = C,

como estd esbocado na Figura 1.30. .

Figura 1.30: As solugdes de f(x,y) = xe? —sin(xy) +y? = C com C a variar de 0 até 5.

« Exemplo 1.52 Resolvamos a EDO (ycosx + 2xe” )dx + (sinx + x*¢” +2)dy = 0. Temos
M(x,y) = ycosx-+2xe” e N(x,y) = sinx+x%e” 4-2. Como %4 = cosx+2xe’ = %’ a EDO

¢ exata. Se f € tal que
df = (ycosx+2xe”)dx + (sinx +x>e” 4 2)dy,
entdo 3—{ =M(x,y) =ycosx+2xe’ e g—§ = N(x,y) = sinx+x?¢” +2. Integrando a primeira
equacio em ordem a x obtemos f(x,y) = ysinx+x?e” +h(y). Agora, derivando em ordem
ay fica ‘3—ch — sinx + x%¢” + I'(y) e como ‘3—]; = N(x,y) = sinx + x%¢” +2 obtemos que
W (y) = 2. Assim, h(y) =2y e f(x,y) = ysinx 4 x?¢” +2y. Finalmente, a solugo geral da
nossa EDO ¢é
flx,y) = ysinx+x%¢’ +2y =C, C €R.

Ver Figura 1.32. .
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Figura 1.31: As solucdes de f(x,y) = ysinx +x%e” +2y = C com C a variar de 0 até 5.

1-formas exatas e fechadas

Seja A C R" um aberto e o(p) = Y7, fi(p) dx; uma I1-forma de classe C' em A. Dizemos
que « € exata se existir uma 0- forma f definida em A e tal que df = o. Dizemos que o é
fechada se gj:’ f P - para todooi,j=1,...,n. Vimosem §1.8.3 que a defini¢do de fechada

estava relacwnada com do = 0 mas derivar 1-formas € ainda terreno desconhecido.

=« Exemplo 1.53 No Teorema 1.1.11 vimos que se f for uma func¢éo continua em [a,b] e F
uma antiderivada de f, entéo [ f f(x)dx=F(b)—F(a). Nalinguagem das 1-formas temos
que se f(x)dx for uma 1-forma continua em R pelo Coroldrio 1.1.10 existe uma 0-forma F
tal que F’ = f. Assim, o Teorema Fundamental do Cdlculo garante que 1-formas continuas
sdo automaticamente exatas. .

« Exemplo 1.54 A 1-forma o = 3ydx + xdy ndo é exata pois suponhamos por absurdo
que existia f € C? tal que df = 3ydx+ xdy. Entdo
f af

df = d —l—a—dy—3ydx+xdy,

logo 3¢ 9 — =3ye af = x. Assim, f(x,y) =3yx+h(y) e f(x,y) =xy+k(x) o que é absurdo.

« Exemplo 1.55 A I-forma o = ydx + xdy é exata pois existe f € C? tal que df =
vdx+ xdy. Como

df = fdx+?dy vdx +xdy,

temos af =ye3 af =x. Assim, f(x,y) =yx+h(y) e f(x,y) = xy+k(x). Logo f(x,y) =xy

¢ um candidato a 0 forma primitiva. Notemos também que o € fechada pois 75 af l=1= af 2,

« Exemplo 1.56 As 1-formas:

e xydx+ %zdy
o (e —ycos(xy))dx+ (2xe® — xcos(xy) +2y)dy e
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o (ycosx+2xe’)dx+ (sinx +x%e¥ +2)dy

embebidas nas EDO’s do Exemplo 1.50, Exemplo 1.51 e Exemplo 1.52 respetivamente
sdo exatas. .

« Exemplo 1.57 — Abuso formal 2. Neste exemplo iremos derivar uma 1-forma fechada
o em R? e ver no que d4. Mais a frente iremos formalizar tudo o que se vai passar de
seguida:

da = d(fi(x,y)dx+ fa(x,y)dy)

= %dxdx—i— %dydx—i— %dxdy—i— %dydy

dx dy dx dy
= 0= ety PLnayro= (22 0 4oy O
dy dx dx dy

Aqui, grosso modo, dx e dy representam comprimentos (1-formas) e dxdy e dydx repre-
sentam dreas (2-formas) sendo que, como dydx tem uma orientacao contraria a dxdy fica
dydx = —dxdy. Claro que dxdx e dydy sao nulos pois ‘dois comprimentos ou duas larguras
ndo sdo suficientes para ter drea’. .

Um abuso formal faz todo o sentido pois esta teoria ndo apareceu pronta para usar da
noite para o dia! O processo de aprendizagem da construgdo e formalizacao destes
conceitos tem necessidade de motivacio T.

« Exemplo 1.58 — d6 é fechada. Vejamos entdo que a 1-forma elemento de dngulo é

fechada ou seja que
do(x,y) = —de%— La’y
X

I (2
dx \x2+y2)  dy\£2+y*/)’

8( x >:x2—|—y2—x(2x) V2 —x?

satisfaz a igualdade:

Por um lado:

Por outro lado:
Py 2y

(x24y%)? (k2 +y2)2

|
QU
Sl
VR
=
[\ %]
=+ =
<
3]
~~
Il

Teorema 1.8.5 Toda a 1-forma exata de classe C! é fechada.

Demonstragdo. Seja dadaa 1-forma o(p) =Y., fi(p) dx; e vamos mostrar que g—fj = (;_Q

paratodooi,j=1,...,n. Como o é exata temos que existe uma O-forma f de classe C?
tal que df = a. Mas

n a n
df:;a—i:dx,-:a:;ﬁdxi,
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2 .
donde se obtém que 3—){ = fiparatodooi=1,...,n. Ou seja 32,,'5%‘ = g—){; para todo o

i,j=1,...,n. Recordemos que como f de classe C> o Teorema 2.3.4 da igualdade das
derivadas parciais cruzadas garante que, paratodooi,j=1,...,n, temos:

ofi _ f _ 9f _9f;
&xj a 8xj8xl~ a 8x,~8xj B 8)6,'7

e a forma « é fechada. |

Exercicio 1.69 — Abuso formal Il ®. Seja a = f| dx+ f>dy uma 1-forma exata de classe
C'. Tente mostrar que dot = 0.

« Exemplo 1.59 — 1-formas exatas na Fisica. Um problema cldssico na Fisica consiste
em determinar a energia potencial P associada a uma for¢a F ou seja um P tal que
F = —VP. A energia potencial ¢ um campo escalar i.e. uma O-forma. A forca é um campo
vetorial i.e. uma 1-forma. O problema terd solucdo se a 1-forma F for exata e nesse caso
F diz-se conservativa.

« Exemplo 1.60 — Forma fechada mas ndo exata. A 1-forma

y X
- d
Ry

do =o = 5dy

definida em R?\ {(0,0)} e estudada com detalhe em §1.8.2 é fechada mas nio é exata 3.
De facto, o dominio de defini¢do € crucial para esta classificagcdo. Sabemos que existe
uma O-forma (fung¢do-angulo) cujo diferencial € a 1-forma elemento de angulo. Contudo,
se pretendermos que a 1-forma esteja definida em R?\ {(0,0)} a fungdo-Angulo serd
deficiente nesse quesito pois vimos que a continuidade da fun¢@o-angulo tinha um papel
importante e nunca era obtida em todo o R?\ {(0,0)}. Jd em R?\ p teremos que d@ serd
exata. .

A questao fundamental é determinar se uma 1-forma € ou ndo exata, ou equivalentemente
determinar se uma forca é conservativa ou ndo. Se uma 1-forma de classe C' ndo for
fechada, entdo nao podera ser exata (Teorema 1.8.5). Veremos de seguida que, sob certas
condi¢cdes bem gerais, temos a indistinguibilidade da condi¢do de uma 1-forma em R?
ser exata e de ser fechada. Este resultado vale para 1-formas em R" e vale em condi¢des
bem mais gerais que serdo vistas mais a frente. A equivaléncia € entre ser fechada e
ser localmente exata onde este ultimo conceito é verificado pela 1-forma o: B — (R*)*
sempre que todo o ponto de B estiver contido num aberto B onde o : B — (R")* é exata.

Teorema 1.8.6 — Lema de Poincaré para 1-formas em R> Sf. Seja dado um
retangulo aberto % C R? e uma 1-forma a = fi (x,y)dx+ f2(x,y)dy de classe C' em .
Se o for fechada, entdo o € exata.
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Demonstracdo. Se o € fechada, entdao

afi _dfs
9 "o (1.69)
Queremos mostrar que existe f € C? tal que df = a, i.e.
d
af =L avr L iy = fixy)ast plenay (1.70)

Vejamos como é determinada a fungdo f(x,y) assumindo que estamos a trabalhar em %
onde o célculo integral que se segue funciona®? . Como 2 a = f1(x,y) obtemos

riey) = [ " Ailwy)du+g(y). (1.71)

Usando a férmula de Leibniz (Teorema 2.7) que expressa a derivada de um integral como
o integral de uma derivada e que funciona em retangulos temos:

d d d .
L[ s ) = [ 0D ) ).
Consequentemente,

g :fz(x,y)_/xM

du. (1.72)
X0 8)’

Usando o Teorema Fundamental do Calculo e (1.69) e (1.72) obtemos

0= 3¢ 0)= 5 [P - [P ] = P D ) )

Assim, pela igualdade anterior e por (1.72) segue que fa(x,y) — [ of '( 91 1y o depende

X0
de x. Consequentemente, podemos obter g(y) integrando:

s = [ | pn = [0 an

X0

e por fim usando (1.71) chegamos a conclusdo que, a existir primitiva f, ela terd a expressao:

X

flx,y) = /xxfl(u,y)du—}—/yy [fz(x,v) : &a 1(u v)du] dv, (1.73)

qualquer que seja (xp,yo) € Z. Além do mais, podemos ver que df = @ e o Lema de
Poincaré fica provado. n

22 Aqui podemos generalizar para conjuntos além do retingulo Z. Por exemplo, num conjunto aberto e
convexo era também possivel obter este resultado.
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Exercicio 1.70 Mostre que na prova do teorema anterior temos d f = «.
Solucao: @l Comegamos por escrever:

df = d(/x:fl(my)dw y: [fz(x,v)—/x fl(u v)du]dv)

an

= d <'[\-fl(u._y)du> +d <‘/\;)~f2(x’ v)d\i) — (/ /x (9fl (u,v dudv)

1/(/\[\ /\111.\‘1/11:‘) = % (/t;fl (u.y)du) d~‘f+i (/Xfl (“*)’)d“) dy

= S1(x,y)dx— fi(xp,y)dx+ (/ e = fi1(u, x)du) dy

Agora

8N 1 (e y)dx— fi (g y)dx + ( /X 0 y)du) dy

= filuy)dx— fi(x,y)dx+ f2(x,y)dy — f>(x0,y) dy.

9\'(/ fzxtdt)dx+ (/ fzxtd»)dy

= ([ ) ace s o)
Jyg 9x

A~
S—
ol
~—
Il

k )
. ( / ; S dv) d+ fo(ry)dy— fo (30 ) dy

= filvy)dx—fi(x,y0)dx+ fo(x,y)dy— f2(x,y0) dy

d (/; /x; %(u.v}dwlv) = % (/0 /Xo aﬁ(u v)dudv) dx+ — (/ /Xo —(u v)dudv)
B ¥ dfi LI ofi 9N AN
- ( . 3) (x,v) — Ty<)~0")d‘) dx+ (/Vo ay (u,y) e (u.yg)dt) dy

2f

= (u,y (u m)dv) dy

U0 (i () = £1 (x,30) — i (x0,3) + i (¥0.50)) dx+ (/

= (filvy) = fi(xy0) = f1(x0,3) + f1(x0,30)) dx+ (f2(x,3) = f2(x0,¥) = f2(x,0) + f2(x0.Y0)) dy
Depois de varias parcelas se anularem entre si obtemos o pretendido.

1-formas em Andlise Complexa

Seja dada uma fungio f: A C R> — R de classe C? onde A é um aberto. Como vimos
em §1.4 uma funcdo f diz-se funcdo harménica se o seu laplaciano se anula, i.e. V2f =
V-V. f =0 sendo portanto solu¢do da equacao diferencial de Laplace.

« Exemplo 1.61 As funcoes

f: R = R f: R = R f: R2\{(0,0)} — R
(xy) = x?—y? (x,y) = esiny’ (xy) e In(P4y?)
sdo todas exemplos de fungdes harmonicas. .

Dada f induzimos a 1-forma de classe C! o A— (R?)* definida da seguinte maneira:

0 d
(xf:—a—;cdx—i—a—f:dy. (1.74)
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Exercicio 1.71 Mostre que se f for harménica, entdo o definida em (1.74) € fechada.
Solucdo: f serad fechada se (% (—3—];) = g—x (g—f) mas essa condicdo € precisamente

2f L PF dvém da h icidade d
e tor= que advém da harmonicidade de f.

Para a 1-forma (1.74) ser exata teremos que encontrar um campo escalar g de classe C? tal
que dg = Qi ou seja:

%dx—k%dy: —ﬂd)H— of

dx dy dy dx 2y,

i.e.

dg __df  dg_9f
ox  dy © dy ox’ (1.75)

As equagdes (1.75) sao designadas por equacdes de Cauchy-Riemann. Estas equagdes
tém um papel central em Andlise Complexa no sentido que vamos brevemente ver agora.
Usando as funcdes de classe C? f e g definimos a seguinte fungio:

h: ACC — C
x+iy = flx,y)+iglx,y)’

onde A € um conjunto aberto de C. A fungdo & serd derivdvel no sentido das varidveis
complexas em todo o ponto de A (i.e. & serd holomorfa) se e somente se f e g admitirem
derivadas parciais satisfazendo (1.75).

Assim sendo a 1-forma fechada af: A — (R?)* é exata se e somente se a fungiio harménica
f for a parte real de uma fun¢ao holomorfa 4 = f + ig definida no dominio de f.

Usando o Teorema 1.8.6 podemos ver que toda a fungdo harménica num aberto
A C R? é localmente a parte real de uma fungio holomorfa.

« Exemplo 1.62 Consideremos a fun¢do harmoénica
f: R} — R
(x,y) = (67?7
e a 1-forma induzida de f dada por oy = —%dx+ %dy =ydx+xdy. Como dg = ay
onde g(x,y) = xy a I-forma a € exata. Assim, f serd a parte real da funcdo holomorfa:

h: cC — C
X+iy — %(xz—yz)—i—ixy’

ou seja h(z) = 32> onde z = x +iy. .

O préximo exemplo mostra que observagdo da nota cima pode ser problemadtica se a ideia
for definir globalmente.
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« Exemplo 1.63 Consideremos a fun¢do harmoénica

f: R2\{(0,0)} — R
(xy) = Sn(?+y?)”

e a 1-forma induzida de f dada por oy = ——dx—l— dy = 2+y dx+ 2+ sdy =d#o,

que sabemos nio ser exata em R?\ {(0,0)}. Assnn, f ndo serd a parte real de alguma
fungdo holomorfa em R?\ {(0,0)}. Em R?\ p teremos que ¢ serd exata existindo? g tal

que dg = aty e h = f +ig é holomorfa em R?\ p. .
A funcio holomorfa i do Exemplo 1.63 definida em R?\ p é tal que:
) _ of ) +ig(2) — ,f(2),ig(e) — o3I +y7) ,ig(2)

= M VI (cos g(z) +ising(z))

1.61)+(1.62 X . . .
(1-61)£(1.62) Vxr+y? (2_'_2—|—ls1n2y+2> =x+iy=z,
VX TY VX TY

implicando que f: R?\ p — R define um ramo do logaritmo.

« Exemplo 1.64 Seja dada a funcio holomorfa

h: ACC — C
x+iy = a(xy)+ib(x,y)
definida no aberto A. Por (1.75) teremos gb g—;’ e gi ‘3“ condi¢des que implicam

respetivamente que as 1-formas o = adx —bdy e o = bdx+ ady sdo fechadas em A.
Estas 1-formas fechadas serdo exatas se existiem®* fi: A =R e f»: A — R tais que
dfi = oq e dfy = 0. Assim, teremos que:

O OR_ ., O, . b
ox " dy T ox dy '

Assim sendo a funcao

h: ACC — C
x+iy = filx,y)+ifa(x,y)’

verifica (1.75). Além do mais a derivacio complexa garante® que:

A afi  df .
/ — _J ~Jz .
h(z) 8x+ Ep =a-+ib=h.

Logo & é uma funcdo holomorfa cuja derivada é . Em resumo, uma fun¢io holomorfa
h: A C C— Ctem primitiva h se e somente se as 1-formas o e & sdo exatasem A. =

23Supomos que g é uma fungdo-angulo ajustando com uma constante se necessério cf. Teorema 1.8.4.
24Estas 0-formas terdo que ser de classe C> umas vez que o e &, sio de classe C'.

25Temos também /' (z) = 71%1;1 + % af? =—(—ib)+a=a+ib=h.
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Consideremos a fungdo
h: A - C

. 1
x+ly = x+iy7

onde A = C\{(O 0)}. Temos h(x+ iy) = ﬁ —lx2+y2, o = xzj‘ryz dx+ ﬁdy e

o =— x2+) zdx+ iz dy =db. Seja fi(x,y) = 4 In(x? +y*). Teremos:
) )
dfy = afl dx+a—f1dy o,

sendo portanto ¢¢; exata em A. No entanto, & = dO ndo é exata como sabemos.
Conclusio, ndo existe primitiva para a fungdo #.

Integral de linha de uma 1-forma

Vimos que as 1-formas sdo campos vetoriais, logo os integrais de linha de 1-formas devem
seguir a mesma linha que os integrais de campos vetoriais estudados em §1.6.

Seja dado um campo vetorial continuo F: R” — R”, uma curva com velocidade continua
c: [a,b] — R" (onde c(t) = (x1(t),x2(t),...,x4(¢))) 0 integral de linha do campo vetorial
¢ dado por

/CF~ ds = /abF(c(t)) (1) dr. (1.76)

Na férmula 1.76 denotamos F = (Fy,F;,...,F,), ds = (dx;,dx,,...,dx,) e consequente-
mente

/F‘ ds = /(Fl,Fz,...,Fn) . (dxl,dXQ,...,an> = /ZF,L[Y, = /OC
c c Ci=1 ¢
b|n dx; b
= [ L RS di= [ Few)-co)ar
a |i=1 dt a
onde ) "' | F;dx; = o é a 1-forma diferencial em R"”. Em resumo, j4 calculdvamos integrais
de 11nha de 1-formas desde §1.6. A férmula

¢ de enorme utilidade na hora de calcular.

ote que um integral de linha de uma 1-forma depende do sentido em que é percorrida
a curva.

= Exemplo 1.65 Vamos calcular [,d0 = [, —
por

2 P zdx+ - + 5> dy onde ¢ € a curva definida

c: [0,27] — R?
t —  (cost,sin?)
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dx _ . dy _ .
Temos & = —sint e ;; = cost logo:
21 :
X sint . cost
/— 2y 2dx+ 5 2aly = / ——,2(—smt)—i——,2c:ostdt
c X4y x“+y 0 cos2t +sin“t cos2t +sin“t
2
= / sin’t +cos’tdt =
0

De uma forma mais geral temos:

Teorema 1.8.7 Seja c: [a,b] — R?\ {(0,0)} uma curva de classe C' e r: [a,b] = R
uma fungdo de classe C! tal que c(t) = ||c(t)||(cosr(t),sinr(¢)) para todo ¢ € [a,b].
Temos as seguintes conclusdes:

(A) [.dO =r(b)—r(a).
(B) se a curva c for fechada, entao ﬁ $.d0 € Z.

Demonstragdo. (A)

b
Yy X Yy X
46— [ -2 —d ay= [ - dr
/C 212 x+x2+y2 Y= T2t +x2+y2y

Temos c(t) = (x(¢),y(¢))) e assim x = ||c(¢)||cosr(t) e y = ||c(¢)|| sinr(¢). Logo

V= W o e sinr = D cosp—y = I AW)
/x2+y2 x2+y2 X +y
e assim:
,ox(xx +yy) X x(d ) =X (YY) =Xy Y gy *
r = - = = = — X .
Y+ Y +y?) 2y TRy Ty
Finalmente,

/dG / t)dt =r(b) —r(a).

(B) Como a curva c¢ for fechada teremos c¢(b) = c¢(a). Consequentemente, cosr(a) =
cosr(b) e sinr(a) = sinr(b) e r(b) — r(a) = 2km para k € Z. Pela parte (A) teremos
> [.dO € Z.

Exercicio 1.72 Determine [,d6 onde c ¢ a elipse c(¢) = (3cost,2sint) e t € [0,67].
Sugestao: Nao faga célculos.

Curioso € que se escolhermos uma curva néo contendo (0,0) no seu interior podemos obter
um resultado bem diferente. Esta propriedade de poder deformar uma curva até chegar a
um ponto serd explorada com detalhe em §1.8.9 e revelara uma forma bem intuitiva de
determinar se uma 1-forma fechada ndo € exata.
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\

Figura 1.32: O integral %r ¢4.d6 representa o nimero de voltas que um observador situado
na origem vé€ uma particula a efetuar quando a mesma particula evolui na curva desde um
ponto inicial até voltar a esse ponto. Chamamos de indice da curva ¢ em relag@o a origem.
Na literatura inglesa chamamos de winding number. Foto © retirada da wikipedia e o
indice da curva em relagdo a origem € 2.

» Exemplo 1.66 Calculemos [.d6 = [, — JyryQ dx+ - j‘ryz dy onde ¢ € a curva definida por

c: [0,2n] — R?
t — (2+cost,sint)
Temos % = —sint e & = cost logo:
dr — dr — go:
2% D cost +cos?t +sin’t
/—%dﬁ%dy = / Lo I
c X4y x“+y 0 4-+4cost+cos2t+sin“t
_ [?™142cost .
~ Jo 5+4cost
3
/275 3(4cost +5) B A
0 5+4cost 5+4cost
27 ] 3
= -t
0o 2 2(5+4cost)
1 21 3 2r 1
= Z 1dt — = —dt
2 Jo 2Jo 5S5+4cost
3 27 1
2Jo 5+4cost
Vamos agora calcular este tltimo integral definido recordando que tan? (%) = i;gg;; e que
sec? (§) = ﬁ Consequentemente,
2 2 2
Sec (%) _ 1—cost _ 1—cost _ 1
i’ (5) 49 L4910 T S doost

b 1 T 2(t +oo 6
0 5+4cost o tan?(5)+9 0o 95249
1 ‘w

2/+°° ds = 2 arct
= = § = —arctans
3Jo s2+1 3 0

g.
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onde fizemos a substitui¢do s = %tan (%), ds = %sec2 (%) dt,t =0—s=0et=T+r>s=
+o0. Temos também

L 2 sec” (5 0 6 n

| (2) 6 T

T 5+4COSt T tal’l2 (%) +o0 9S2+9 3

onde fizemos a substitui¢io s = & 5 tan (
s = 0. Finalmente obtemos |, d6 0.

,ds = %secz(%)dt,t:ﬂl—>s:+ooet:27t»—>

Teorema do Gradiente para 1-formas

No exemplo anterior o facto de podermos escolher um aberto que contém ¢ e onde a
1-forma « € exata permite concluir de imediato que [, & = 0 evitando cdlculos fastidiosos.
O resultado que se segue é fundamental na integracdo de 1-formas e explicita este facto. E
basicamente o Teorema do Gradiente visto em §1.6.1 e agora revisitado para 1-formas.

Teorema 1.8.8 — Teorema do Gradiente para 1-formas. Seja a: A — (R*)* uma
1-forma exata e c1 : [a,b] — R" e c3: [a,b] — R" duas curvas de classe C! contidas em
A.

(A) Seci(a) = ca(a) e c1(b) =ca(b), entdo [, a= [ a.
(B) Se ci(a) =ci1(b), entdo [, o =0.

Demonstragdo. (A) Como a 1-forma o € exata existe uma O-forma f: A — talque df = «.
Assim, usando a regra da cadeia e o Teorema Fundamental do Calculo obtemos, para
j=1,2 que:

B (1 7 bz 8f )
/Cjoa = df /m 9 / 8x, ))-c;(t)dt
- / E(focj'(t))dt = £lej()) = fes(a)).
(B) E consequéncia direta de (A). [ |

Exercicio 1.73 Determine [.d6 onde c(t) = (4+cost,—4+sint) et € [0,27]. Sugestio:
Nao repita os calculos do Exemplo 1.66.

Teorema de Green no retangulo
Vimos no Teorema 1.1.11 que fcf’f(x) dx = F(b) — F(a) onde F é tal que F'(x) = f(x).
Vimos também no Teorema 1.39 que ff c(x)dx = C(b) — C(a) e no Teorema 1.6.1 vimos

que [.F-ds= f(c(b)) — f(c(a)) onde F é um campo conservativo com potencial f e ¢
uma curva diferencidvel com primitiva C.

Estes resultados sdao realmente incriveis pois conseguimos detectar imensa informagao
sobre uma fun¢do num intervalo a custa de uma simples subtracio da primitiva avaliada
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nos extremos desse intervalo. Mais especificamente, no primeiro caso obtemos a area
abaixo da curva que define o grifico de f, acima do eixo dos x e entre as retas x =a e
x = b apenas a custa de avaliar uma diferenga entre F (b) e F(a). No dltimo caso obtemos
o integral de linha de um campo F ao longo de uma curva ¢ apenas a custa de avaliar uma
diferencga entre f(c(b)) e f(c(a)) onde f é o potencial de F ... ou seja tudo se resume a
andlise no bordo do intervalo! @

Vamos agora analisar um caso um pouco mais geral do que estes trés mas no mesmo
espirito. Neste caso um integral num retangulo € substituido por um integral no bordo do
mesmo retangulo.

Teorema 1.8.9 — Teorema de Green no retangulo. Seja a = fidx+ f>dy uma
1-forma de classe C! definida no retingulo® % = [0,a] x [0,b] e c(¢) a curva fronteira
de % orientada no sentido contrario a0 movimento dos ponteiros do relégio. Entio®:

i f: dxdy. (1.78)
/ dx+ frdy = ff (82 3];1)

“9¢ C R? é definido pelos vértices (0,0), (a,0), (0,b) e (a,b)
P[], dxdy = JE [4dxdy = [ [ dydx interpretando |], dxdy como J& dy seguido de [§ dx ou [¢ dx
seguido de [ dy.

Demonstra¢do. Comecemos por parametrizar c¢(t) nos quatro momentos que definem os
quatro lados de %:

(t) = (¢,0) parat € [0,a] com velocidade (1,0);
(t) = (a,t —a) parat € [a,a+ b] com velocidade (0, 1);
* ¢(t)=(2a+b—t,b)parat € [a+b,2a+ b| com velocidade (—1,0);
(t) =(0,2a+2b—t) parat € [2a+ b,2a+ 2b] com velocidade (0, —1).

Pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que:

[ Leni=pan-pon e [ Layar=mn-hw0. a79)

Integrando a primeira expressdo em ordem a varidvel y e entre [0, b] e a segunda expressio
em ordem a varidvel x e entre [0, a] obtemos:

b * a *ox
| pan-pona= [pend e [ A -fiwod™ - [ Al
0 c 0 c

(x) Devido as segundas coordenadas das velocidades de c(r) serem respetivamente 0,1,0 e
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—1 e fazendo uma mudanca de varidvel t —a =y e 2a+2b —t = y respetivamente teremos:

2a+2b

[penay = [ pewna [ pewm)a
a+b

a-+

2a+2b
:/ fz(a,t—a)dt—/ £(0,2a+2b—1)dt

a 2a-+b

b 0

- /fz(a,y)dy+/ f2(0,y)dy
0 b
b b

= /fz(a,y)dy—/ 12(0,y)dy.
0 0

(%x) De igual modo devido as primeiras coordenadas das velocidades de c(¢) serem
respetivamente 1,0, —1 e 0 fazendo uma mudanca de varidvel 2a + b —t = x teremos:

2a+b

/Cfl(x,y)dx _ /O“fl(c(,))dz—/a fi(e(t))dt

+b

a 2a+b
_ /fl(x,O)dx—/ fi2a+b—1,b)dr
0 a

+b

a 0
— [ Ax0)drt [ fitb)dx
0 a
_ —/ fl(x,b)dx+/ f1(x,0) dx.
0 0

Juntando (1.79), (x) e (xx) teremos:

/ob/oa%(x’y)dxdy:/sz(x’y>dy ¢ _/Oa/ob%(xawdydxz/Cfl(x,y)dx,

ou seja

ff%%(x,y)dxdyzfcfz(x,y)dy e —ff%%(x,y)dxdy:/cfl(x’y)dx_

Somando termo a termo nas igualdades anteriores obtemos o resultado pretendido. [

Exercicio 1.74 Mostre, usando o Teorema 1.8.9 que a drea do retingulo & é dada por
[.xdy. Sugestio: Note que a drea é dada por ff% ldxdy e f>(x,y) = x. Determine outra
1-forma que permita obter a area do retangulo via Teorema 1.8.9.

Integrais de linha e Homotopia

Pretendemos continuar a dar uma caracteriza¢do de quando uma 1-forma fechada € ou nao
exata. J4 vimos no Teorema 1.8.6 que quando a: A — (R")* é uma forma fechada num
dominio retangular?®, entio « é exata. Vamos desenvolver uma estratégia para generalizar
esta caracteriza¢do em conjuntos mais gerais do que A e baseada na andlise de curvas que
podem ser deformadas continuamente umas nas outras em A.

260u dominios onde possamos aplicar os argumentos de prova do Teorema 1.8.6 (e.g. dominios convexos).
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Exercicio 1.75 Convenga-se que néo € possivel deformar continuamente a curva ¢ () =
(cost,sint) com ¢ € [0,27] na curva c3(t) = (1 +cost, 1 +sint) com ¢ € [0,27] em R?\
{(0,0)}. Contudo, ¢ possivel deformar continuamente estas curvas em R? ou até deformar
continuamente c; em c3(t) = (24 cost,2 +sint) com ¢ € [0,27] em R?\ {(0,0)}.

Homotopia
Dadas duas curvas ¢;: [a,b] - A CR" e ¢p: [a,b] - A C R" tais que ci(a) = cz(a) e
c1(b) = ¢(b) uma homotopia entre ¢; e ¢, é uma fungio continua:

H: Ja,b]x[0,1] — ACR"
(s,1) —  H(s,t)

tal que H(s,0) =ci(s), H(s,1) = ca(s), H(a,t) = c1(a) = cz(a) e H(b,t) = c1(b) = c2(b)
quaisquer que sejam o s € [a,b] et € [0, 1]. Neste caso dizemos que c; e ¢, sdo curvas
homotdpicas.

Exercicio 1.76 Mostre que a relagio de ser homotdpica é uma relagao de equivaléncia.

A seguir revisitamos o Teorema 1.8.8 com o detalhe extra de relacionarmos com curvas
homotdpicas e assumindo que « € fechada.

Teorema 1.8.10 — Teorema do Gradiente para 1-formas Il. Seja oc: A — (R")*
uma 1-forma fechada e c;: [a,h] — R" e ¢3: [a,b] — R" duas curvas de classe? C!

contidas em A e homotdpicas em A. Entdo [ o 0= Jc, O

¢Aqui podemos assumir C! por pedagos.

Vamos considerar uma versao do teorema anterior para curvas fechadas i.e. para lacetes.
Nesse sentido estendemos agora o conceito de homotopia. Dizemos que duas curvas
fechadas c; e ¢; sdo livremente homotdpicas se existir uma func¢io continua:

H: |[a,b]x][0,1]] — ACR"
(s,1) —  H(s,t)

tal que H(s,0) =c(s), H(s,1) = ca(s) e H(a,t) = H(b,t) quaisquer que sejam o s € [a, b]
et e[0,1].

Teorema 1.8.11 — Teorema do Gradiente para 1-formas lll. Seja a: A — (R")*
uma I-forma fechada e ¢;: [a,b] — R" e ¢3: [a,b] — R" duas curvas de classe’ C'
fechadas, contidas em A e livremente homotdpicas em A.

@A) [,o=],a.
(B) Se ci(t) = C (curva constante = C) para todo o ¢, entdo [, a = [, a=0.

“Aqui podemos assumir C! por pedagos.

» Exemplo 1.67 Vimos no Exemplo 1.65 que [, d6 =27 onde

cl: [0,2775] — R2
t — (cost,sint)
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Pelo Teorema 1.8.11 obtemos que [, d6 =27 onde

¢t [0,2n] — R?
t —  r(cost,sint)

obtemos também que [,d6 = 27 onde e € uma elipse

e: [0,21] — R?
t — (acost,bsint)

Exercicio 1.77 Considere a curva definida em coordenadas polares por r(6) =2+ cos 0
com 0 € [0,2x]. Mostre que [.d6 = 27. Sugestao: Use o Exemplo 1.67.

Dizemos que A C R”" é simplesmente conexo se:

* dados x,y € A existe uma curva continua c: [a,b] — A tal que c¢(a) =xec(b)=ye
* toda a curva fechada € livremente homotdpica e um ponto.

« Exemplo 1.68 Uma bola em R”, um qualquer subespaco vetorial de R", um conjunto
convexo, um retangulo, ou R2 \ p (onde p é uma semireta com extremos na origem) sao
exemplos de conjuntos simplesmente conexos. O conjunto R?\ {(0,0)} nio é simples-
mente conexo. .

Terminamos esta sec¢do com o seguinte resultado que € uma generalizacdo do Teo-
rema 1.8.6. Como consequéncia garantimos que um campo vetorial F' = (Fy,...,F,)
de classe C' definido num conjunto simplesmente conexo A é conservativo se e somente

se g—g(p):aa—g(p) paratodoopeAdel <i j<n.

Teorema 1.8.12 — Lema de Poincaré para 1-formas em R”. Seja a: A — (R")*
uma 1-forma fechada onde A € simplesmente conexo. Entio o € exata.
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(2. Integrais multiplos

‘A Natureza ri-se das nossas dificuldades na integracdo.’ Pierre-Simon Laplace

Integral de Riemann em R? - Integrais duplos

Intfroducdo

Vimos em §1.1 como definir o integral de Riemann em R. Agora vamos proceder ao
estudo do integral de Riemann em R? aumentando assim o espectro do conhecimento em
teoria de integracdo a Riemann. O processo de construcdo € em tudo semelhante ao visto
em §1.1.1 assim como os critérios de integrabilidade sdo generaliza¢des mais ou menos
diretas dos critérios vistos em §1.1.2. O pulo iterativo interessante é precisamente de R
para R? uma vez que passar de R? para R? e assim por diante é facil. O resultado que
permite passar uma integracdo em R” para n integracdes em R é o Teorema de Fubini que
serd visto com detalhe em §2.3. Este resultado prevé também a troca da ordem pela qual
comegamos por integrar. Esta troca pode simplificar bastante o processo de integracdo. A
util integracdo por substitui¢cao continua a ser ainda um método altamente eficaz na hora
de integrar pois permite, como sempre, reduzir uma integracao dificil a uma integracao
menos dificil! bastando para isso escolher a mudanca de varidveis conveniente. O teorema
que permite colocar em pratica este procedimento € o Teorema de mudanga de varidveis
que serd estudado em §3.9 e §2.5.2 mas apenas provado em 3.51 com recurso a tecnologia
das formas diferenciais (sim! ... ha vida depois das O-formas e das 1-formas). Optamos por
provar os resultados em R? pois a generalizagio para R” (n > 2) ndo passa de um exercicio
simples de transporte de indices para a frente e para tras.

I'Também permite trocar varidveis e dificultar a resolu¢io mas ndo estamos interessados em ligar o
complicometro sé para mostrar que sabemos substituir varidveis no integral miltiplo pois nao?
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Definicdo

Vamos generalizar o conceito de integral de Riemann de R para R?. Seja dado um
retdngulo? [a,b] x [c,d] e um conjunto {(#;,s;) fo<i<no<j<m tal que a =1f) <t} < ... <
th=bec=sy<s <..<s,=d, os retangulos P, j = [t;_1,t;] X [sj_1,s;] com i =
1,...,n, j=1,...,m, definem uma particdo & = U|<;<p, 1< j<m P, j do retdngulo [a, b] x [c,d].
Definimos também tamanho de uma particdo &, denotando por ||Z?|| ao valor do maior

lado de um retangulo P, j, ou seja, || 2| = < <m211§ - {lti—ti—1|,|s; —sj—1|}. Finalmente,
n

pontilhar uma parti¢do 2, é escolher em cada retangulo P, ; um representante &; ;. Dadas
duas particdes & ¢ & dizemos que & refina (ou é mais fina) do que P se P C .
Se & = P x &, onde & € uma partigdo de [a,b] e &7, € uma parti¢do de [c,d] e
P = P x P, onde P é uma particdo de [a,b] e P, é uma particio de [c,d], entio &
refina 2 se e somente se &, refina ) e &, refina P,.

= Exemplo 2.1 Dado o retingulo R = [0,2] x [—1, 1] e um conjunto {(#;, ;) }o<i<30< j<2 tal

quety =0, = %, h=1,13=2,50=—1,s51 =0e s, =1. Definimos assim seis retangulos

que formam uma particdo: Ry = [0, 3] x [—1,0], R, =[5, 1] x [-1,0], Rs = [1,2] x [-1,0],

Ry =10,7] x [0,1], Rs = [3,1] x [0,1] e Rg = [1,2] x [0,1]. Para pontilhar a parti¢do

escolhemos 5171 = (%,—%), 52,1 = (%,_%)’ 53,1 = (%7_ ) 51 2= ( 10° 2) 52 (37 4)
(& 2

e &2 =(3.3): .

1.5

051 @

n
6=
o
(=]
O

=g
P
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@

(]

1.5 P 2.5

&11 €21 31
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Figura 2.1: Os seis retangulos pontilhados da parti¢do do retdngulo R do Exemplo 2.1.

O volume bidimensional dum retdngulo definido por R = [a,b] X [c,d], vulgarmente cha-
mado de drea, é dado por vol(R) = (b —a) X (d — c). Dado um retangulo R = [a,b] X [c,d]
dizemos que a fun¢do &: R — R é uma fun¢do em escada se existe uma particdo & =

>Também chamado de 2-retangulo por ser formado a custa de dois segmentos. Por exemplo, um
paralelepipedo em R3 é também chamado de 3-retangulo.
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Ut<i<n,1<j<mP; j do retdngulo R tal que & é constante no interior de cada um dos retan-
gulozinhos P; ;. Assim como em §1.1.1 € facil definir o integral de fungdes em escada.
Se &: [a,b] x [c¢,d] — R é uma fungdo em escada com parti¢do & = Ui<j<p 1< j<mP,j do
retangulo [a,b] X [c,d] e &(P; j) = e; j temos:

b d n m
/[b] [d}gz//éa Zzeuxvol ) ZZ%X i—tio1)(sj—sj-1).

i=1j= i=1j=1

No exemplo seguinte formamos uma parti¢cdo bidimensional gerada por duas particdes
unidimensionais. Tal processo nao € obrigatério mas é bastante sistematico, logo computa-
cionalmente funcional.

. Exemplo 2.2 Seja R =[0,1] x [0,3], &1 = Uj<i<3P| uma partigio de [0, 1] onde P =
[0,3], P} =[3,5] e P} = [3,1] e 2, = Uj<j<»P) uma parti¢do de [0 3] onde P} = [0,2]
e P} = [2,3]. Com a notagio antes usada abreviamos 2| = {0, 1 3 51 e 2,=1{0,2,3}.

Estas duas parti¢des induzem uma parti¢do & em [0, 1] x [0,3] onde P, ; = P! x P2] . Seja
&1 [0,1] x [0,3] — R uma fungdo em escada associada a particdo & e tal que e; j = i+ .
Determinemos [jg 1,03 -

/ &
[0,1]%[0,3]

ti—ti-1)(sj—sj-1)

HMN

2 3
Z,jxvol /) Z

e11 % (tr —19)(s1 —80) +ez,1 X (ta—11)(s1—50) +e31 X (13 —12) (51 —50)
+ eiax(ti—1n)(s2—s1)+erax (o —t1)(s2—51)+ez2 x (3 —1)(s2—51)

I
7 Mw

2><%><2+3><%x2+4x%><2+3><%><1+4><é><1+5><%><1:177.

Exercicio 2.1 D& um exemplo de uma parti¢do em [0, 1] x [0, 1] que ndo provenha de duas
particdes unidimensionais.

Consideremos uma funcdo real f: R — R limitada, e ndo necessariamente continua,
definida no retdngulo R = [a,b] X [c,d]. Definimos:

. in:sup{fRé": &(x) < f(x)paratodo o x € Re & é fungdo em escada} e
o [rf =inf{fz&: E(x) >

f(x)paratodo o x € Re & ¢é funcdo em escada}.

Dizemos que f € integravel a Riemann quando [ R f=/rfe denotamos> este niimero por

Jg f(x,y) dxdy. Pontilhar uma particdo seguindo este critério implica escolher &; ; como o
menor valor de P, j levando a fun¢des em escada que ajudam a definir [ R f e escolher &;

como o maior valor de P; ; conduz a fungdes em escada que ajudam a definir [ 5 f.

3Aqui podfamos ter denotado também por |, o f(x,y) dydx. Veremos em §2 3 este pormenor com detalhe.
Por agora pensemos na troca inocente mas intuitiva em (2.1) de Y7, Z']” o F(Eirr 1)t — 1) (541 —55)

por Zj:o Zi=o f(§l+1,j+1)(sj+l 7SJ)(IH“1 l)~
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Seja dado um retingulo [a,b] X [c,d], uma fun¢do continua f: [a,b] X [c,d] — R, uma
particdo & de [a,b] X [c,d] com n x m elementos e pontilhada por {&; j}i<i<ni1<j<m-
Definimos soma de Riemann por

- Z Z (Git1,j+1) Tir — 1) (8401 — ). 2.1

Se considerarmos particdes cada vez mais finas obtemos o que designamos por integral de
Riemann ou seja

b rd
/a / fey)dsdy = Tim o(f. 7). 2.2)

Salientamos que a defini¢do (2.2) € independente da parti¢do escolhida e do conjunto que
pontilha a mesma. Isso é uma propriedade muito boa do integral de Riemann. Sempre que
o limite (2.2) existe dizemos que a fun¢do € integravel a Riemann.

Na expressao, chamada de integral duplo:

24 F () ddy (2.3)

designamos , b,d por limites superiores de integra-
cao, f por funcdo integranda, x, y por varidveis de integracdo e dx, dy por diferenciais.

Na moral, estamos a somar paralelepipedos de base dxdy e altura f(x,y), logo de drea igual
a base x altura, ou seja a f(x,y)dxdy. O simbolo [ [ s@o dois S estilizados representam
duas somas infinitas, ou seja a forma matematica de exprimir a passagem de duas somas
finitas XX para duas somas infinitas f f .

| Show all cdangular prsma.

-
T p— 1 Tha sam o vmep ot ectargar ; LR —— 1

[racm e ——— oriema ml emc e votems s wil lre K vohere uder

s T ! e

Figura 2.2: Subdivisao da regido de integracdo numa parti¢do mais fina usando o Geogebra
(atividade interativa em https://www.geogebra.org/m/mWVGZmNP) ©.
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Mais a frente em §3.7.1 iremos estudar as 2-formas & que podem ser vistas como um
integrando que em (2.3) é a(x,y) = f(x,y) dxdy M.

=« Exemplo 2.3 — Um integral duplo simples. Seja R = [a,b] X [¢,d].

d rb
ffldxdy = //ldxdy
R

= H;ﬁgoc(f , )

n—1lm—1

= lim Z Z S €I+I,J+1)<tl+l —tz)(sj+1 =)

17]-0 & &

n—1m—1

= lim Z Z L(tir1 —1)(sj+1—5))

[2]|—-0 ;= 0 j=0
= (b—a)(d—c)
= vol(R).

E preciso manter a calma pois na hora de calcular integrais duplos o procedimento
serd rotineiro como na integragdo em R. E preciso é ver uma vez na vida que tal
procedimento € vidvel. Chegaremos ao Cdlculo mas primeiro um pouco de Andlise

O resultado seguinte generaliza Teorema 1.1.7.

Teorema 2.1.1 — Teorema do valor médio para o integral duplo. Se f é uma
fun¢do continua em R = [a,b] X [c,d], entdo existe ¢ € R tal que

f(c) xvol(R f f(x,y)dxdy.

Demonstragdo. Sendo m = min, g f(x,y) e M = max, ) f(x,y), entdo temos
m x vol(R) < f f(x,y)dxdy < M x vol(R).
R

Seja C € R tal que C x vol(R) = f fR f(x,y)dxdy. Usando novamente que f é continua
temos, pelo Teorema do valor intermédio de Bolzano®, que existe pelo menos um ¢ € R tal
que f(c) =C. |

4Estamos a considerar que o dominio é um retingulo R mas poderia ser um conjunto conexo (grosso
modo uma pega Unica) e o resultado continuaria vélido.
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Critérios de integrabilidade do integral duplo

Veremos em seguida generalizagdes mais ou menos triviais dos resultados provados em
§1.1.2. O primeiro € a versdo para integrais duplos do Critério de Integrabilidade de
Riemann cuja prova segue as mesmas linhas da prova do Teorema 1.1.1.

Teorema 2.2.1 — Ciritério de Integrabilidade de Riemann para o integral duplo.
Seja f: [a,b] x [¢,d] — R uma fun¢@o limitada. Temos

f € Riemann integravel < (Ve > 0)(3.2): ou(f, L) —on(f,P) < €.

Demonstragdo. Exercicio. [

De igual forma obtemos uma consequéncia importante e util generalizando o Corolé-
rio 1.1.2.

Coroldrio 2.2.2 Se f: [a,b] X [c,d] — R é uma fun¢do continua, entdo f é integravel.

Demonstragdo. Exercicio usando os Teoremas 1.2.7 e Teorema 1.2.6 como na prova do
Corolério 1.1.2. [

Propriedades do integral duplo
O integral de Riemann duplo goza das seguintes propriedades:

. 4 bf x,y)dxdy = d bf Z,w)dzdw, i.e. ndo interessa 0 nome que damos as
c Ja c Ja
varidveis de integracao.
o (900 f(x,y)dxdy = — [T [9 F(x,y)dxdy = — [€ [P f(x,y)dxdy, i.e. estamos a inte-
c Ja c Jb dJa
grar num determinado ‘sentido’. Se trocarmos esse ‘sentido’ temos que colocar um
sinal —.

e drea(%)= f f%, 1dA onde dA é o elemento de drea em coordenadas cartesianas e
Z um conjunto (regido de integracdo) para o qual seja possivel calcular a area (o
integral de Riemann). Veja Exemplo 2.3.

o [90% f(x,y)dxdy = [€ [? f(x,y)dxdy = 0, i.e. o volume da superficie f(a,y) x

c Ja c Ja
c,d| (y € lc,d]) e f(x,c) X |a,b] (x € |a,b]) é nulo. Mais geralmente se area(%#)= 0
g
teremos ff%fdA =0.

* Linearidade do integral duplo: Dadas f e g duas fun¢des Riemann integraveis em %

e o, € R temos

ff%af+ﬁgdA:aff%fdA+ﬁf[%gdA.

* Monotonia: Se f(x,y) < g(x,y) para todo o (x,y) € Z, entdo [, f(x,y)dxdy <
J8(x,y) dxdy.

* |f(x,y)| é integrdvel e temos | [, f(x,y)dxdy| < [, |f(x,y)|dxdy.
* Se |f(x,y)| <M paratodo o (x,y) € Z, entdo | [, f(x,y)dxdy| <M x vol(Z%).
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Conjuntos J-menosprezdveis e conjuntos de medida nula

Por forma a provarmos o Teorema 2.2.4, e analogamente com o que fizemos na prova
do Teorema 1.1.3, abordaremos agora conceitos sobre o contetido de Jordan em RZ.
Generalizages para R” sio imediatas. Dado A C R? dizemos que A é J-menosprezavel
(ou que tem contetido de Jordan zero) se qualquer que seja o € > 0, existe k£ € N e cubos
abertos C; = (a;,b;) x (a;,b;) = (a;,b;)? (1 <i < k) tais que A C Uk " ,Cievol(C;) < € para
todoo 1 <i<k.

Dado A C R? dizemos que A tem medida de Lebesgue zero se qualquer que sejao € >0,
existe um conjunto contivel de cubos abertos bidimensionais C; = (a;,b;)? tais que A C
Uz ,Cie Yo vol(C;) < €. Como anteriormente quando definimos medida de Lebesgue
nula unidimensional abreviamos o conjunto A tem medida de Lebesgue nula para leb(A) =
0. Temos que leb(0) = 0 e também que se leb(A) =0 e B C A, entdo leb(B) = 0.

Poderiamos ter escolhido os C;’s fechados ou nem uma coisa nem outra sem prejuizo
da definicdo pois bordos tém medida de Lebesgue nula.

Exercicio 2.2 — Propriedades de conjuntos J-menosprezdveis.
Prove as seguintes propriedades:

(i) Conjuntos J-menosprezaveis sao limitados.
(1) Se A é J-menosprezavel e B C A, entdo B é J-menosprezavel.
(111) Um conjunto discreto finito é J-menosprezavel.
(iv) Se {Ai}f:1 sdo conjuntos J-menosprezdveis, entao Uf-‘zlA,- ¢ J-menosprezavel.
(v) O gréfico T(f) = {(x,y) € R*"!: y = f(x) onde x € C} onde f: R" — R é uma
funcdo continua e C C R" € um compacto contido no dominio de f é um conjunto
J-menosprezével.

Exercicio 2.3 — Propriedades de conjuntos de medida nula.
Prove as seguintes propriedades:

(i) Se A é J-menosprezdvel, entdo leb(A) = 0.
(ii) seleb(A) =0e B C A, entdo leb(B) = 0.
(iii)) Um conjunto contdvel tem medida nula.
(iv) se A for compacto e se leb(A) = 0, entdo A é J-menosprezavel.

Teorema 2.2.3 A unido contdvel de conjuntos com medida de Lebesgue zero tem
medida de Lebesgue zero.

Demonstragdo. Seja A = U |A; onde leb(A;) = 0. Escolhemos A; C U7, Ci,j com
Y7 vol(Cij) < 5. Logo A C Uz U7 C; j sendo esta unido contdvel. Consideremos
um conjunto finito F C N2. E claro que existe n € N tal que para todo o (i,J) € F temos
i, j <n. Além disso temos

Z vol ( l/<ZZW’l lJ<ZZVOZ i) <i <i

(i,j)eF i=1j= i=1j= i=1 i=1

82| m
l\zlm
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Logo, seja como for a enumeraga@o dos cubos C; ; teremos sempre }_; ;vol (Ci,j) < € donde
obtemos /eb(A) = 0. |

« Exemplo 2.4 — Conjunto Cantor com medida ndo nula. Vimos no Exemplo 1.7 que
o conjunto terndrio de Cantor em [0, 1] tem medida de Lebesgue zero. Contudo, é possivel
usar um processo fractal inteiramente andlogo ao usado no ternario de Cantor para obter
um conjunto de Cantor com medida de Lebesgue ndo nula! No caso do terndrio retiramos
% do intervalo, o truque agora € nao retirar sempre a mesma propor¢ao mas sim retirar
cada vez menos. .

O resultado seguinte € o upgrade do Teorema 1.1.3 e oferece a caracterizacao a Lebesgue
das funcdes que sd@o Riemann integraveis.

Teorema 2.2.4 — Ciritério de Integrabilidade de Riemann-Lebesgue para o
integral duplo.

Seja f: [a,D] X [c,d] — R uma fung¢do limitada. Temos que f é Riemann integrdvel se e
somente se o conjunto de descontinuidades em [a,b] X [c,d] tem medida de Lebesgue
Zero.

Demonstragcdo. Segue as linhas da prova do Teorema 1.1.3 (Exercicio). [

Teorema de Fubini

Uma vez que em todos os integrais duplos que surgiram até agora surge uma integracao
em relacdo a varidvel x e, posteriormente, uma integracao em relacao a variavel y, i.e. o
produto dos diferenciais dxdy, a pergunta seguinte é bem natural.

E se fizermos ao contrario? Se por um capricho desejarmos efetuar primeiro uma
integracdo em relacdo a varidvel y e, posteriormente, uma integracdo em relagdo a
varidvel x. Dito por outras palavras se trocarmos dxdy por dydx o que acontece?

Vamos agora debrucar-nos sobre a resposta a esta questdo. Comecemos por analisar o
seguinte exemplo revelador retirado da referéncia [4] e que fornece uma fungédo f(x,y) >0

al que:
- /o] </01f(x,y)dx) dyZ/ol (/Olf(x,y)dy> dx =0,

€, no entanto, f j{o 2 f(x,y)dxdy ndo € integravel a Riemann.
« Exemplo 2.5 @ Dado k € N definimos os conjuntos:

Ap= {(%7 %) €[0,1> cR?: m,n € Z sio impares} e A=Ug Ak
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A projecdo nos eixos coordenados dos conjuntos finitos Ay sao disjuntas. Assim, A terd no
méximo um contédvel de pontos em cada segmento vertical ou horizontal. Seja f(x,y) a
funcdo caracteristica em A logo

[ reemyar= [ renas=o

Por outro lado o conjunto A é denso em [0, 1]2 logo i[o 1}zf =0e 7[071]2]0 = 1 ndo sendo
portanto f integravel a Riemann. 7 .

Agora veremos um exemplo em que temos integrabilidade do integral duplo mas ndo de
um integral simples correspondente.

= EXemplo 2. eja f: — efinida por f(x,y) =0 se x # 5 ou, se x = 5, mas
E lo 2.6 Seja f: [0,1]> — R definida por f(x,y) =0 1 !
yER\Q, e f(x,y) =1sex= % mas y € Q. A fun¢fo f é continua exceto no segmento
% % [0,1]. Como leb (% x [0,1]) =0 pelo Teorema 2.2.4 temos que f € Riemann integrével.

uncéo y — f(x,y), quando x # 5, é nula, consequentemente € integravel. J4 a funcdo
A fungdo y — f(x,y), quando x # 3, € nul q ¢ integrével. J a funga
y—=f (%, y) é uma fung¢do de Dirichlet logo ndo é Riemann integravel.

O seguinte exemplo mostra uma fungio ndo limitada f: [0,1]> — R e que verifica a
seguinte condicdo [y [ f(x,y)dxdy # [} ) f(x,y)dydx.
« Exemplo 2.7 Seja f: [0,1]> — R definida por f(x,y) = yiz se0<x<y<l, f(x,y) =

—é se 0 <y <x < 1e0nos outros casos. Por um lado quando y € (0, 1) temos

/Olf(x,y)dx = /Oyf(x,y)dx—i—/ylf(x,y)dx:/Oy)%dx—k/yl—)%dx
1

x oIt 1
- —2’ +—‘ — Sl =1.

y=io xly -y y
Com este calculo garantimos que [, [o f(x,y)dxdy = [, 1dy = 1. Por outro lado quando
x € (0,1) temos

1 X 1 X 1 1 1
/f(W)dy = /f(x,y)dy+/ f(x,y)dyz/ ——zdy+/ +—dy
0 0 x 0o X x Y
o1 1

+

X

Com este outro célculo garantimos que fol fol f(x,y)dydx = fol —ldx=—1.

Exercicio 2.4 Considere a fungéo f(x,y) = % se (x,y) # (0,0) e £(0,0) =0. Mostre
que:
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(i) f é descontinua em (0,0) e é nao limitada
(i) f(x,2x) = —ﬁ ef(2y, )= 125 » para’ x,y # 0.
(iii) fol fx,y)dy = ( Sty Para todo o x € R.

Gv) J3 fo £(x,y) dydx— L
v) fozf(x,y)dx =5 2+4)2 para todooy € R.

i) [y J5 f(x,y)dxdy =

Teorema 2.3.1 — Teorema de Fubini. Seja f: [a,b] X [c¢,d] — R uma fung¢@o integra-
vel. Suponhamos que qualquer que seja o y € [c¢,d] o integral [ : f(x,y)dx existe e, além
disso, y — fabf(x,y) dx é integravel em [c,d]. Entdo

d rb
dA = ,y) dxdy. 2.4
ff[a’b]x[c’d}f /C /a f(x,y)dxdy (2.4)

Demonstragdo. Consideramos um conjunto {(;,s;) fo<i<n,0<j<m tal que a =1y <11 <

~<ty=bec=s9<s1 <..<sp=d. Osretangulos P, ; = [t;_1,t;] X [sj_1,5;| com
i=1,...,n, j=1,...,m, definem uma particdo & = Ui<j<n,1< j<mP, j do retangulo |a,b] x
[c,d]. Assim como em (1.2) definimos:

miy1 11 =inf{f(x,y): x € [ti,ti11],y € [s5,5j41]}

Mgy, jr1 =sup{f(x,y): x € [ti,ti1],y € [sj,5j11]}-
Como para (x,y) € [ti,tix1] ¥ [sj,8j+1] temos miy 1 j11 < f(x,y) < M1 j4+1 obtemos, por
hipétese de que qualquer que seja o y € [c,d] o integral [ f f(x,y)dx existe e que:

tit1
M1 j+1(ti1 —1i) S/ f,y)dx < Migy ji1(tivr — 1),
ti

sey € [sj,5j+1]. Logo efetuando somas percorrendo o indice i temos
n b n

Y miv 1 (tier — 1) S/ fey)dx <Y Mgy ji (tivr — 1),
i=1 a i=1

sey € [sj,5j+1]. De igual forma obtemos, por hipétese de integrabilidade de || ab fx,-)dx
em [c,d| que:

L sjiv1 b n
<Zmi+],j+1 (fi+l —fi)> (Sj+] —Sj) S/ / f(x,y) dxdy < (ZMi+l=]'+] (li+| —li)> (Sj+1 —Sj).
i Sj a i=1

Agora efetuando somas percorrendo o indice j temos

m n
Z ZmH—l j+1 (tiv1 _tl s/+1 _S/ / / x Y dXdy Z Z i+1,j+1 tH—l _t1)<sj+1 _sj)-

j=li=

>Este y? é o responsavel por ff f( ,¥) dydx = eo.
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Qualquer que seja a parti¢do do retdngulo [a,b] X [c,d] teremos:

d rb
Ou(f, P) < / / F(x,y)dxdy < ou(f, ).

Pela hipétese de integrabilidade de f em [a,b] X [c,d] o integral duplo f f[a bx[ed] fdA
representa o Unico nimero que satisfaz: /

Onlf, P) < f f[ Ao

qualquer que seja a particio 2. Consequentemente, (2.4) verifica-se.

No Teorema 2.3.1 podemos trocar x por y e obter enunciado analogo. De facto, se
acrescentarmos a hipétese de que qualquer que seja o x € [a,b] o integral [ (fi f(x,y)dy

existe e, além disso, x — de f(x,y)dy é integravel em [a,b]. Entdo
d b b rd
f f fdA = / / f(x,y)dxdy = / / f(x,y)dydx. (2.5)
[a,b]x[c,d] Je Ja a Je

Coroldrio 2.3.2 Seja 7 C R? a regido definida pelos pontos (x,y) tais que x € [a,b]
ey € [yi1(x),y2(x)] onde yi,y>: [a,b] — R sdo duas fun¢des continuas tais que y; (x) <
y2(x) para todo o x € [a,b]. Seja f: &/ — R uma fungdo continua. Entao

b rya(x)
fodA:/a /w(x) f(x,y)dydx. (2.6)

Demonstragdo. Consideremos o retingulo [a,b] x [c,d] D o7 e fagamos a extensdo f de
f de o a[a,b] X [c,d] de forma a que f(x,y) =0 se (x,y) ¢ & e f(x,y) = f(x,y) se
(x,y) € &/. Claramente que o conjunto de pontos de discontinuidade de f tem medida de
Lebesgue zero sendo pelo Teorema 2.2.4 f integrdvel em [a,b] x [c,d]. Dado qualquer
X € [a,b] a fungdo y — f(x,y) é continua em |[c,d] excetuando eventualmente em y; (x)
e y2(x). Logo pelo Teorema 1.1.3 y — f(x,y) é integravel qualquer que seja x € [a,b].
Temos portanto x — | Cd f(x,y)dy integravel em [a,b]. Aplicando o Teorema 2.3.1 (mais
concretamente a Nota antes deste coroldrio) temos que

fodA:ff[;b}x[qd]fdA:/ab/cdf(x,y)ddeZ/ab/yly::)f(x,y)dydx.

No exemplo que se segue aplicamos o coroldrio anterior mas também consideramos a sua
variante mutatis mutandis de fungoes x;(y) e x2(y).
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=« Exemplo 2.8 — Troca da ordem de integracdo. Seja dada a fungéo f(x,y) =xy+1
e a regido de integracio % C [0, 1]? definida por y < x*. Temos que:

1,1 1 a2
ff fdA:/ / xy—l—ldxdy:/ / xy+ ldydx.
4 0 Jyy 0 Jo

Por um lado temos:

1 rl 2
/ / xy+ldxdy =
0 /vy

Lx ! Ly y?
+x’ d:/ Yi1-Y s
ST 2 5~ Vydy

4>|\<N S—
.

o

1
o2 T3 12

Por outro lado temos:

1 a2 12
/ / xy+1ldydx = / X—-+y
0 Jo 0o 2

2

X 145
dx:/ x—+x2dx
0o 2

0
B x6+x3‘1_1+1_5
12 3100 12 3 12
X y

A

y X

Figura 2.3: J) ! xy+ Ldxdy = [ 5 xy+ 1 dydx.

« Exemplo 2.9 — Principio de Cavalieri. Este principio é bastante comum e aparece
desde cedo. Por exemplo, tridngulos com a mesma base e a mesma altura, apesar de
poderem ter formatos diferentes, tém igual drea. E como se fatidssemos os tridngulos
por fatias paralelas a base sendo que cada fatia correspondente a igual altura nos dois
triangulos teria igual comprimento. Formalmente, se F for uma figura geométrica e ry,
com a < x < b, for uma familia de retas paralelas tais que: F' situa-se entre as retas r, € r,
e o comprimento da ‘fatia’ de F' em x, designada por F, é igual a c(x). Entdo a area de F
¢ igual ao integral | ab ¢(x)dx. Este principio é um caso particular do Teorema de Fubini
onde a drea de F' é dada por um integral duplo.

A férmula de Leibniz tem bastante uso pratico e permite trocar a integragdo com a derivagao
que, por definicdo de integral de Riemann e de derivada parcial, mais ndo é do que a troca
da ordem de dois limites. A prova usa diretamente o Teorema 2.3.1 e as duas versdes do
Teorema Fundamental do Calculo.
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Figura 2.4: Principio de Cavalieri em R>. Foto © de Khan Academy.

https://www.khanacademy.org/math/geometry/hs-geo-solids/xff63fac4:hs-geo-cavalieri-s-principle/a/cavalieri-s-principle-in-2d

Teorema 2.3.3 — Férmula de Leibniz. Se as fungdes f(x,y) e %(x,y) sdo continuas

em R = [a,b] X [c,d], entdo fcdf(x,y) dy € derivavel para todo o x € (a,b) e vale a
férmula:

d d d 9
g ( /C f(x,y)dy> = /C a—ic(x,y)dy (2.7)

Demonstragdo. Usando o Teorema 1.1.11 e o Teorema de Fubini temos:

/cdf(x,y)dy - /Cd(/:g—i(t,y)dt—kf(a,y)) dy

_ /ax (/cd(;—f(t,y)dy) dt+/cdf(a,y)dy-

Notando que fcd %(t, y)dy é continua como fungdo de y obtemos, por uso direto do
Teorema 1.1.8, que:

S([rena) = ([ ([ Lova)a [sana)

d&f
=/ g(x,y)dy-

O seguinte exemplo mostra uma fungio f: R x [0,00) — R que peca por ndo ser continua
em todo o dominio e onde a férmula de Leibniz ndo se aplica.

2

- Exemplo 2.10 Definimos f: R x [0,00) — R tal que f(x,y) = 53¢ ¥ sey>0e f(x,y) =
0 se y = 0. Fixando x e y respetivamente temos que as fungdes y — f(x,y) e x — f(x,y)
sdo continuas. No entanto, a funco f é descontinua em (0,0) pois:

x3

lim —e
(0,y)—(0,0)y

e—l 3 2 x3 2
=0#o00= lim — = lim = Iim —e V.
(x,x2)—(0,0) X (x,x2)—(0,0) X

<%

| =

e

= %
(S

[o)}

(x.22)—(0,0) ¥
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Fazendo a substitui¢do u(x) = % temos du = —yiz dx e assim
1 1,3 2 1 1
P A 2 42 42
/ fxy)dy= [ —e ydy:—/ e du=xe ¥ =xe ™,
0 0y 0 0

para todo o x € R. Note-se que temos % fol flx,y)dy = e 22 =% (1—2x%)
para todo o x € R. Vejamos que fol %(O,y) dy = 0. De facto:

3 K2
of . fO+hy)—fO0y) . @€ W2
—(0,y) =1 =lim—— =lim—e » =0.
a0 = i, R T Ay
Finalmente,

0 1 B B laf
5/0 f(O,y)dy-liO—/O 5. (0.y)dy.

Seguidamente apresentamos um resultado, ja visto em Andlise Diferencial, e que oferece
condicdes suficientes para que se possa trocar a ordem de derivacao das varidveis. Aqui o
Teorema de Clairaut-Schwarz das derivadas cruzadas iguais aparece como consequéncia
da Férmula de Leibniz, consequentemente do Teorema de Fubini. De facto, o Teorema
de Clairaut-Schwarz € o homoélogo na derivacdo do Teorema de Fubini na integracao
nao fossem ambos resultados de permutacdo de ordem dx <+ dy. Estas relagcdes ja foram
exploradas na Nota mesmo antes da §1.2.

Teorema 2.3.4 — Teorema de Clairaut-Schwarz. Seja f: X C R?> — R uma funcio
tal que as derivadas parciais de segunda ordem sdo todas continuas nos pontos do aberto
X. Entdo

9*f . 9*f

axay(p) - ayax(p)a

para todo o p € X.

Demonstragdo. Para facilitar escolhemos X como o interior do retangulo [a,b] X [c,d].
Dado yg €]c,d[ o Teorema 1.1.11 garante que dado qualquer (x,y) € X temos

yaf

f(x,y) :f(x7y0) + . a—y(x,t)dt.

Derivemos parcialmente em ordem a varidvel x e usemos o Teorema 2.3.3:

af _df of (vof _af Ly
G0 = 50+ 50 [ Shwnd = i)+ [ S

dx
Agora derivamos em ordem a varidvel y, usemos o Teorema 1.1.8 e a hipdtese de que

2
aax—afy (x,1) é continua para completar a prova:

(x,1)dt.

9% f 0 (9f B o [ [V I*f _0%f
m(x,y) = a—y (a) (X,y) —0+a—y ( o m(x,t)dt) = axay(x,y)
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Cdlculo com integrais duplos
Exemplos vdrios

« Exemplo 2.11 Vamos calcular o seguinte integral duplo fol Ozxzydxdy. Estamos nas
condi¢des do Teorema 2.3.1. Note-se que comegamos por integrar em relagdo a varidvel
x. Nessa altura a varidavel y € tida como uma constante. Procedemos como em Anélise na
reta relativamente a variavel x. Aplicamos o Teorema Fundamental do Célculo e obtemos
uma fun¢do que dependerd somente de y. Seguimos com a integracdo em relacdo a esta

variavel.
g 8 2
“ydy==[ ydy=-%
/0 3‘” 3./0-”“‘ 32 o

1 2
//xzydxdy = /
Jo Jo

8 /17 o2
3\ 2 2_3'

Exercicio 2.5 Calcule os seguintes integrais onde dA representa a medida de area dxdy:
a) f f xdA onde Z é a regido limitada por y =x e y = x>. b) f f y?dA onde Z é a regido
X X
limitada pory =2x,y=5xex=1. ¢) f f x — ydA onde Z é a regido limitada por y> = 3x,
X

y? =4 — x e acima do eixo dos xx. d) f f f(x,y)dA onde % é a regido limitada por y = /x
74

ey:x,ef(x,y)—smy se y#0e f(x,0) = 1. Solucio: a) &5, b) 2, ¢) ¥ V3 -3
1 —sin(1).

Exercicio 2.6 Mostre que fol fol xe¥ dydx = fol fol xe¥ dxdy. Solucao: Por um lado

1l 1 1 x? e—l
/ / xe¥dydx = / xey‘ dx—/ xe' —xe dx—/ xe —xdx = (e—) = ~
0 Jo 0 0 2

por outro lado

1l
/ / xe” dxdy
0 JO

12 1 112 el e—1
ol dx= fy—de—/f =%, =5
/028’0)6 0 ¢ eay . y= 0 2

« Exemplo 2.12 Vamos mostrar que fo 7y2 sinxdxdy = fo s1nxdxf0 y?dy. Note-se que
estamos nas condi¢des do Teorema 2.3.1.

Por um lado

Lz 2 s
/ / y-sinxdxdy = / —y cosx
0 Jo 0

por outro lado

z 1 3.1 1

2 2 y‘

d d:— = —
y= /)’ y 300" 3

T

2.
/ sinxdx = —cosx
0

S R

1 3.1 1
y
e/oy =3l 3
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No caso da fung@o integranda f(x,y) poder ser fatorizada como um produto de uma
func¢do de x por uma func¢do de y como no exemplo anterior podemos transformar
o integral duplo no produto de integrais simples do Célculo I? R: Sim! @ De facto,
assumindo a integrabilidade de todas as fun¢des em causa temos

b rd b rd b ~d
[ [ reavas = [ [ g@ne)avdx= [ gtx) [ ) dyas
b 1

= /U g(x) dx. / ( h(y)dy.

« Exemplo 2.13 Vamos calcular o integral seguinte:

[P
/ / e" dxdy.
0 Jy

Estamos nas condi¢des do Teorema 2.3.1 contudo neste caso se decidirmos comecar a
integrar relativamente a varidvel x vamos ter um problema enorme pois e ¢ das tais
funcbes em que ndo d4 para obter a primitiva como soma finita de fun¢des elementares. A
ideia esperta aqui € trocar a ordem de integracdo e o problema deixa de existir pois teremos
que integrar ¢ em relac@o a varidvel y o que € trivial. Teremos assim:

o, 1o, 1,
/ / e dxdy = / / e dydx = / e’y
0o Jy o Jo 0

1 /1 1 /1 -1
= 5/0 ex22xdx:§/0 ewalwze2 ;

onde efetuamos mudanca de varidvel simples w = x. .

X 1 2
dx :/ " xdx
0 0

-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 12 1.4

-0.2

Figura 2.5: Regido de integracdo associada a fol fyl dxdy € igual a regido de integracao

associada a [ [ dydx.

Mesmo ndo sendo possivel primitivar uma determinada funcao € possivel ainda
determinar o integral definido! Nem sempre € assim tdo redondinho mas desta vez
correu bem @.
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Exercicio 2.7 A temperatura nos pontos do quadrado [—1,1] x [—1, 1] é proporcional ao
quadrado da distancia a origem. a) Qual € a temperatura média? b) Quais os pontos do
quadrado cuja temperatura € igual a temperatura média? Solucio: a) Como T (x,y) =
K(x?+y%) e Area([—1,1] x [~1,1])=4, temos T},cq = ZTK b) Circunferéncia centrada na

origem e de raio %

» Exemplo 2.14 — Troca da ordem de integracdo. Considere a regido de integracdo
Z no plano definida pela regidio delimitada pelos grificos da funcido y =x e y = x2
(Ver Figura 2.6). Mostremos que a drea pode ser calculada por duas maneiras distintas
consoante se escolhe primeiro integrar em ordem a x e depois a y ou vice-versa. Primeiro
vamos recordar que a drea de & é f f 1dA onde dA € o elemento de drea em coordenadas

f/Z
cartesianas. Aqui temos as duas escolhas candnicas para dA: dxdy e dydx. Vejamos que:

ffldxdy:ffldydx.
X Xz

Por um lado temos:

X

1 px 1
ff 1dA = ff ldydx://dydx:/y
i i 0 Jx2 0 " Ix?
Paat 1

X

1
dx:/ x—x2dx
0

% ‘ 11
2 310 2 3 6
1y 1 1
ff 1dA = ff ldxdy:// dxdy:/x)\[dy: VY —ydy
74 R 0 Jy 0 y 0
_ y_i_y_z‘l_z_z_z
= % _ —
32l 3 2
1.2 =
T .
-0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 \l’ 1.2 1.4

Figura 2.6: Regido de integracdo associada a fol f;z dydx é igual a regido de integracdo
associada a fol fyﬁ dxdy.
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Exercicio 2.8 Mostre que f f 7 )ﬁy dxdy é convergente onde & € a regido abaixo do grafico

def(x):%comx>ley>0.

Solucdo: Temos:

1 © oy =
dxdy = //—ddx:/ In|x+
ff@xﬂ y o : x+ |
= /ln
1
> 1 il |
1 X 1 X

Logo o integral em causa € convergente. Na peniltima desigualdade usamos que para
u>0temos 0 < In(l+u) <u. v

1
“dx
0

x+)—lc
X

dx

1 o
x+—‘—ln|x—|—0|dx:/ In
X 1

Integrais duplos com coordenadas polares

Existe um Lema de Mecéanica Celeste que diz que ‘Ndo existem sistemas de coordenadas
suficientemente bons’. De facto, devemos sempre usar coordenadas adaptadas ao problema
que estamos a resolver. Assim, um problema complicado numa coordenadas pode se revelar
extremamente simples num outro sistema de coordenadas. Como vimos em §1.2.1 as
coordenadas retangulares ou cartesianas sao as mais comuns em variados contextos desde
o Célculo onde esbocamos graficos de fun¢des em referenciais com coordenadas candnicas,
até a Geometria Analitica onde descrevemos equacgdes de circulos, esferas, planos, retas,
etc, nestas coordenadas. Contudo, ninguém esté a pensar em usar coordenadas retangulares
no radar de um barco ou a estudar o movimento de um péndulo de um relégio. A frase que
estd 14 acima traduz um principio fundamental: dependendo do problema que estamos a
considerar a escolha de ‘boas’ coordenadas, i.e. bastante intuitivas, € fundamental. Mais a
frente em §2.4.3 e §2.5.1 iremos ver sistemas de coordenadas em R3.

5

4

\

Figura 2.7: Coordenadas retangulares versus coordenadas polares.

Dado o ponto (x,y) em coordenadas retangulares podemos considerar a distancia r > 0
de (x,y) a origem que € dada, pelo teorema de Pitdgoras, por r = /x2 +y2. Além disso,
se considerarmos o angulo 6 €] — 7, ] que o eixo dos x faz com o segmento que liga
(0,0) ao ponto (x,y) podemos relacionar as coordenadas (x,y) com as coordenadas (r,0)
da seguinte forma: (x,y) = (rcos6,rsin@) e (r,0) = (/x%+y%,0(x,y)) onde O(x,y) é
definida por:
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O(x,y) x |y
arctan ()XC) >0
arctan ()XC) +7m| <0|>0
arctan ()XC) - <0|<0
z =0|>0
-7 =01]<0
! =0|=0

Temos portanto o diciondrio coordenadas polares/coordenadas retangulares dado por:

xX=rcos0
y=rsin6.

Note que (r,0) = (—r, 0 £ 1) e assim podemos representar em coordenadas polares
e de infinitas formas o mesmo ponto do plano. A origem, escrita em coordenadas
retangulares de forma tnica por (0,0), pode ser escrita em coordenadas polares por
(0,0) onde 6 € R.

Exercicio 2.9 Mostre que  lim Y — () usando coordenadas cartesianas e usando
q 2 2
(x,y)—(0,0) VX~ +y

coordenadas polares.

O célculo da area de um retangulo em coordenadas cartesianas é simplesmente efetuar

o produto base x altura (Figura 2.8). Contudo, ‘retingulos’ em coordenadas polares

sdo setores circulares (Figura 2.8) que claramente variam com a distancia a origem r.

Quanto mais distanciados estamos mais area terd o retangulo de ‘base’ Ar e ‘altura’ A6.

Recordando que a drea do ‘fatia’ circular de angulo 0 e raio r é dada por 97’2, podemos

comparar como varia infinitesimalmente a razio entre as areas em questao. Como:
—Ae(r+Ar2)2_A9r2 _ AB(2rAr+ (Ar)?) _ 2rAr+ (Ar)? Ar

=r++

AOAr 2AOAF 2Ar 2 a0

obtemos que essa variacao € afetada de um fator . O elemento de drea em coordenadas
cartesianas € dA = dxdy mas o elemento de drea em coordenadas polares €é:

dA = rdrd®. (2.8)

« Exemplo 2.15 Vamos calcular os integrais seguintes f(f 02” dOdre f(f fom rdodr:

4 r2n 4 4 r2n 4 r2 |4
/ dedr:/ 2ndr=8m e / / rdedr:/ 2rnrdr=2n—| =16m. (2.9)
0o Jo 0 0o Jo 0 2 1o

Notemos que, em coordenadas polares, r € [0,4] e 6 € [0,27] representa uma circunfe-
réncia de raio 4 logo de drea 167. Recorde (2.8). Note que o ultimo integral em (2.9)
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Ah AA 3 ad

A
Ab -~ Ar

6 : 7
r r =+ Ar

Figura 2.8: O elemento drea em coordenadas cartesianas e em coordenadas polares.

€ muito facil de calcular ao contrario, por exemplo, da representacdo como integral em
coordenadas retangulares correspondente dada por

V16—x2
/ / 1dydx, (2.10)
V16—x2
a ndo ser que usemos um software como na Figura 2.9 &@. .
fxy) [1 ]
dA | dydx
x from [-a | o [a ]
y from [-sart(16x2) | to [sart(16-x2) |
[ submit |

Definite integral:

4 V162
[ [ —1dydx = 50.2655
v 16-x*

Definite integral:

4~V 16-7
[ [ ldydx = 16 m = 50.2655
4+ 16-22

2% Wolfram. Get this widget i+ B8

Figura 2.9: Célculo do integral duplo (2.10) no WolframAlpha.

« Exemplo 2.16 — Area em coordenadas polares.

B rr(6)
drea(#) — f f Ldxdy = f f rdrd® — / / rdrd®
a JO
/ﬁ 72 1 /ﬁ
B o B 2 o
Que tal? Soa familiar? Esta foi a formula que vimos em Anadlise na reta para a drea em
coordenadas polares dada a expressdo r(6) varrida entre em os dngulos o e f3. .
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Exercicio 2.10 Use coordenadas polares para calcular os seguintes integrais:

— Vi
a) [, J 1 (x2 +42)3 dydx b) [,? [ 1= /22 +y2 dydx. Solucio: a) Z.b) 5.

Exercicio 2.11 Determine a regido % do plano cuja drea é descrita pelo integral
2 rl
/ / rdrd®.
T 1+sin 6

Solugdo: r(0) = 1 define uma circunferéncia centrada na origem e de raio 1 e r(6) = 1+ sin 6 define uma
cardioide (ver Figura 2.10). Notemos que 0 € [m,27] logo a regido vive no semiplano y < 0. Temos também
que r € [1+sin 8, 1] logo a regido vive dentro da circunferéncia centrada na origem e de raio 1 e fora da
cardiéide. v/

r(#) =1 +sind

0.5 1

r(f) =1

Figura 2.10: Determinagao da regido % do Exercicio 2.11.

Exercicio 2.12 Determine a area da regido % relativa ao Exercicio 2.11.

Solugdo:
2,1 27 r2 1 27 (1+sin0)2
/ / rdrdd = / — 0= — -2 46
n J1+sin@ z 2 l14sin6 r 2 2
T 1 f2® T 1 [2¢
= 573/ (1+sin6)2d9:§—5 j 142sin6 +sin’>0d0O

1 2r 1 21
= - 2sin9+sin2ede:—/ sinG—E/ sin20d0
V1

V3
2”_1 g_sinZG
T 2\2 4

1(27r sindr T« sin27z:>

=23\ 77 2

v
23 4

2r

T
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Exercicio 2.13 (Integral gaussiana) Mostre que [ e dx = VT

Solugdo:

oo 2 o0 +oo 400  pdoo
</ e dx> = / e dx / e dy = / / e dxdy

2 oo 1 2 400
/ / e " rdrdd = —7/ e
Jo Jo 2 Jo

1 2w

de
0
= —= —1d60=n.v/
2 Jo T

Na passagem « fizemos a mudanca de coordenadas cartesianas para coordenadas polares. O elemento de
drea passou de dxdy para rdrd®, as varidveis x,y €] — oo, +o0] em coordenadas cartesianas correspondem a
r € [0,+o0[ e 6 € [0,27] em coordenadas polares.

Integrais duplos com coordenadas cilindricas

As coordenadas cilindricas sdo a versdo de coordenadas polares mas em R>. O dicionario
coordenadas cilindricas/coordenadas retangulares® é dado por:

x=rcos0
y=rsin0
7=z

b

Note-se que € em tudo semelhante as coordenadas polares sendo que a coordenada ‘altura
€ definida trivialmente. O dicionario coordenadas cartesianas/coordenadas cilindricas €
dado por:

r= \/x2+y?
6 = 0(x,y)
=12

m https://www.geogebra.org/m/dc5bGwBV podemos encontrar uma atividade interativa
com um seletor para r, 8 e z onde podemos ir mudando o ponto e as coordenadas

coordenadas cilindricas e cartesianas sao representadas.

Exercicio 2.14 Descreva a superficie que em coordenadas cilindricas é representada por
2,2
re+z-=09.

O elemento de volume em coordenadas cartesianas € dV = dxdydz mas o elemento de
volume em coordenadas cilindricas é:

dV =rdrd0dz. (2.11)

Veremos no Exemplo 2.35 como se chegou a (2.11).

®Chamamos ‘retangulares’ mas devia ser ‘paralelepipedulares’ pois em R> temos paralelepipedos e nio
retangulos. Fica mais simples chamarmos de coordenadas cartesianas.
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= Exemplo 2.17 Pretendemos determinar o volume da regido do espaco R? compreendida
entre o cilindro x> +y?> = 1 e z > 0 e os planos z = y e x = 0 conforme a Figura 2.11. Para
isso usaremos coordenadas cilindricas. O volume é dado por f f 2 f(x,y)dxdy onde % é
o quarto de circulo no dominio e f(x,y) = z =y pois teremos a nossa regido abaixo do
grafico, i.e. do plano z =y. O volume serd entdo:

LS|
ff fx,y)dxdy = ff ydxdyé/z/ rsinOrdrd0
X 7 0 JO

T

3, 1, L2,
_ / sme/rdrde:—/ $in 046
0 0 3o

1 701
= §(—cos9) ; =—

Na igualdade * fizemos a passagem de coordenadas cartesianas para coordenadas cilindri-
cas.

Figura 2.11: Esbogo da regido % do Exemplo 2.17.

2.4.4 Distorcao da area - Teorema de Mudanca de Varidveis
A Jacobiana

Seja dada uma fungdo f: X C R" — R"™ onde X € um conjunto aberto. Dizemos que f é
derivdvel em x se f1, f>, ..., fm forem todas funcdes derivdveis em x, ou seja se para todos
os j=1,...,m:

. .. . .. df; df; af;
(1) Existirem todas as derivadas parciais ﬁ, i, vees i emxe
0x1’ dxo 0xp
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(ii) Dado um vetor h = (hy,hy, ..., h,) tal que x+h € X temos:

Fix+h) = fi(x) + Vfi(x) - h+ ||| &5(R) (2.12)

af; af; af; £ .
onde Vf;(x) = (a—fi(x), a—g(x),...,a){-r’l (x)) e &j(h) é tal que le\lgogj(h) =0.

A matriz, cuja linha j é o vetor V f;(x), representada por

J J J J
3—§;<x> 3—{;<x> g—g<x> 35;1<x>
pf— | MW B@ W . X
s e
o) Gk G . G

¢ chamada de matriz jacobiana de f em x. O seu determinante detDf, é designado de
jacobiano.

» Exemplo 2.18 Consideremos a fung¢ao

f: R* — R?
(xy) = (Pysin(xy))
temos
d afi d d dfi d
a_i: = <a_{cl7a_];2> = (2xy,ycos(xy)) € a_§ = <a_];178_];2> = (xz,xcos(xy)) :
A matriz cujas colunas sdo % e g—f e consequentemente definida por:
y
_ 2xy x?
Dfey) = (ycos(xy) xcos(xy)) ’
é a jacobiana de f e 2x?ycos(xy) —x?ycos(xy) o jacobiano. .
« Exemplo 2.19 Calculemos a jacobiana da fun¢do
S: [0,27[xR — R3
(u,v)  — (cosu,sinu,v)
temos
—sinu 0
DSy = | cosu 0
0 1
Sabemos que a area de uma elipse & de equagio Z—j +Z—2 =1 é mab onde (u,v) sdo

coordenadas canodnicas cartesianas.

N3ao da para escolher x em vez de u e y em vez de v como habitualmente para ndo
confundir? Sim claro que dd! Mas para o que vamos fazer a seguir déa jeito escolher
outras letras u e v ©.
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« Exemplo 2.20 — Circulos e elipses. Consideremos a transformacao:

p: R> — R?
(x,y) = (ax,by)

Dada a circunferéncia % de equacio x> +y? = 1 teremos que ¢ (%) = &. Podemos escrever

o (x,y) = (u(x,y),v(x,y)) onde u(x,y) = ax e v(x,y) = by. Os dois elementos de drea dxdy
e dudyv relacionam-se da seguinte forma:

ff dudyv = ff detD@ dxdy. (2.13)
¢(%) 4

T

99
=

Figura 2.12: Transformacao de coordenadas ¢.

a

0

ff dudv = ff dudv:ff detD(pdxdy:ff abdxdy
& 0(%) ¢ @

= abff dxdy = abéarea(¢’) = abm.
4

Como D¢ = ( 2) e det D@ = ab, no nosso exemplo teremos

Existe claramente alguma coisa estranha no momento em que fazemos uma mudanca de
varidvel. Tal foi o caso no elemento drea em coordenadas polares (2.8), no elemento de
volume tanto em coordenadas cilindricas (2.11) em R3 e no exemplo linear anterior. De
facto ja vimos no Teorema 1.1.12 e no Teorema 1.3.5 que existia um acerto a ser feito. Os
exemplos seguintes, mesmo enfatizando integracdo unidimensional, servem de preladio
para enunciarmos o Teorema de Mudanga de Varidveis.

« Exemplo 2.21 Queremos integrar a funcio f(x,y) = y* na regido / definida pela curva
descrita pelo quarto de circunferéncia unitdria centrado na origem contido no 1= quadrante.
O bl4, bl4, bla, acerca da descrig¢do de ¢ é elucidativo mas matematicamente vale 0. Para
meter maos a obra é preciso uma descri¢ao formal de . Podemos usar /(6 ) = (cos 6,sin6)
com 0 € [0,%] ouaté ¢(r) = (r, V1 —1?) com € [0, 1] (Figura 2.13). Podemos pensar em
calcular [, f via y ou via ¢ da seguinte forma: como o integral de Riemann acaba por ser
a soma infinita de coisas do tipo f(y(6))d6 com 6 € [0, 7] ou coisas do tipo f(¢(z))dt
com ¢ € [0, 1] podemos conjeturar o seguinte:

Conjetura: Seja qual for a parametrizagdo usada o resultado é sempre o mesmo 3.
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Contudo

3 [ w2t s
/Of(q/(e))de_/o sin 9d9—4¢3—/01 tdt—/of(q)(t))dt

sendo a conjetura falsa &. .

Figura 2.13: Duas transformacao de coordenadas que caracterizam a curva /.

» Exemplo 2.22 Os integrais [ f(y(0))d6 e fol f(@(¢))dt ndo foram o tiros certeiros
pois ndo era bem f (¢ (7)) que deviamos integrar em relagdo a varidvel f nem f(y(0)) que
deviamos integrar em relag@o a varidvel 0. Uma tentativa seria ajeitar a integragdo encon-

trando fungdes W e & tais que [ f(y(0))¥(0)d6 e fol f(9(2))P(t)dt determinavam o
resultado certo. A boa maneira de Riemann vamos considerar poligonais que aproximam o
comprimento de arco ¢. Assim,

Zf(‘P(fi))fi = Zf(‘P(tz))CP 1) At

donde ®(1;) = A—’t Portanto,

G 90wl

At At At—>0

(1) = 19" ()l

Reformulando a conta tendo em consideracdo este reajuste temos:

ks

/f / (8))lw'(6 )||d9=/025in2(9)d9:i:’

e observando que ¢'(1) = (1,—ﬁ> e H( 1 p )H = H—1 5 = \/— temos

[1= [ roomeoia= [ == [ vime=T

Estes cdlculos justificam a férmula (1.51).
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Figura 2.14: O comprimento de arco de ¢ € aproximado pelas somas das poligonais

i =@ (ti41) — 0 (@)

A fungéo norma || - || que foi aplicada em ¥ e @’ no exemplo acima é uma fungdo de
R? em R ndo linear. Podemos indagar sobre possiveis integrandos com o seguinte
aspeto f(¢(¢))o(¢")dr onde a é uma 1-forma (linear). A independéncia ja vista da
escolha das parametrizagdes ¢ uma vantagem na hora de integrar 1-formas. Mais a
frente no Exemplo 3.8 iremos explorar esta questao.

Mais geralmente, temos o seguinte resultado cuja prova serd apenas dada no final (ver
Exemplo 3.51). Quic¢d inspirados pela Nota anterior podemos estabelecer um paralelismo:

* (@ serd uma transformacao de RZ em R? e ndo de R em R;

e D@ serd uma matriz 2 X 2 (a jacobiana) e ndo um nimero ¢@’;

e o serd uma aplicagdo bi-linear com input 2 vetores (linhas/colunas da matriz) e
output um nimero e nao uma aplicacdo linear com input 1 vetor (vetor velocidade)
€ output um nimero.

A aplicag@o bi-linear que fizemos referéncia no item 3 acima serd o foco de estudo

mais a frente quando estudarmos 2-formas. Aqui a musa inspiradora exagerou um

pouco! Principalmente na hora de vermos uma matriz 2 X 2 como um par de vetores
2

no R-.

Teorema 2.4.1 — Teorema de Mudanc¢a de Varidveis para o integral duplo. Dada
uma fungdo f(x,y) continua , uma mudanga de coordenadas ¢ com derivada continua e
bijetiva e um conjunto 4 C R? em que se possa calcular a drea, temos:

[ savauas= [[ sigpty)idetpp|asay. (2.14)
o(%) f

A formula (2.14) faz lembrar o Teorema 2.4.1

/abf(u)du = /aﬁ flo(x)¢' (x)dx,
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onde a= @(c) e b= @(f). De facto, é a sua generalizacdo para funcdes f(x,y). Salta
a vista a auséncia do valor absoluto no caso 1-dimensional ¢’(x) e ndo |¢’(x)|. Na
realidade, se @’'(x) < 0 a fung¢do @ serd decrescente e, consequentemente, a = @ (o) >
¢©(B) = b. O acerto é feito recordando a convengdo que fab flu)du=— [, f(u)du

No caso visto anteriormente o0 jacobiano era constante mas em situagdes gerais isso ja pode
nao acontecer.

« Exemplo 2.23 — Elemento de drea em coordenadas polares. Recordemos o
diciondrio que transporta coordenadas polares para coordenadas cartesianas:

f: [0,00[x[0,27] — R?
(r,0) — (rcos@,rsin®)

A matrix jacobiana é
cosO® —rsinf
Dfr0) = (sin@ rcos 0 )

sendo o valor absoluto do seu determinante igual a » que € o tal fator de distorcdo do
elemento de drea dA = dxdy = rdrd6 de acordo com o Teorema 2.4.1 e o visto em (2.8).
Sugerimos a visualiza¢ao do video Change of Variables and the Jacobian. .

« Exemplo 2.24 Determinemos a area da regido % definida como na Figura 2.15. A ideia
seré transformar, via mudanca de coordenadas, num integral simples sobre uma regidao
retangular. Um passarinho disse-nos que a imagem de & por:
: R> — R?
(x,y) — <,% %) ’

<

¢ um retangulo (ver Figura 2.15). Temos ¢(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) = (%, %)

Assim

2y 1 2

-3 5 2y2 1 3 2

detD(pzdet< & "sz) :%%_ﬂ:ﬂ:3<%) (iz) =3V,
ol X7y Xty x%y x y

e det D@ = 3u*v?, sendo também detD ! = 3 1 —. Assim, usando (2.13) reescrito como:
ff (% dxdy ffj,detD(p’1 dudv obtemos:

area(¢) = ff dxdy = ff detDo~ dudv—3/ / uzvzdudv
= / _2/ 2 dudv = 1/ v (—u_l )dv:l/3v_2dv

3 1 6.J1
1
= 6(_V \1):5


https://www.youtube.com/watch?v=hhFzJvaY__U
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4
2
y=1" 4
R —
1
-
y =222 / -— 7
(,971
| | ‘
o008 —————— I I——Ir———Irs - :

Figura 2.15: Transformagdo de coordenadas ¢ que transforma a regido curvilinea 4 num
retangulo de drea 2.

Aplicacoes do integral duplo

» Exemplo 2.25 — Momento de inércia. Dada uma regidio Z C R?> o momento de
inércia de Z relativamente ao eixo dos x € dado por

Ix:ff yzdxdy,
74

o momento de inércia de # relativamente ao eixo dos y é dado por

Iy:ff xzdxdy,
X

e o momento de inércia de & relativamente a origem € dado por
Ip = ff x? —|—y2dxdy.
74

Exercicio 2.15 Determine o momento de inércia do disco 2 = B((0,0), R) relativamente
a origem.
Solucdo: Iy = ff@xz +y?dxdy = fozn (fr2 rdrd@ = nRT4.

Exercicio 2.16 Determine o momento de inércia do disco 2 = B((0,0), R) relativamente
a origem admitindo que a densidade p do disco € inversamente proporcional ao quadrado
da distancia a origem.

Solucdo: A densidade em coordenadas polares é p(r,0) = rlz Assim,

2x R 1
= ff (x2+y2)p(x,y)dxdy:/ / r2—2rdrd9 = R*./
9 0 0 r
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Exercicio 2.17 Dada uma densidade p(x,y) numa regido do plano %, o momento de
inércia (relacionado com a "dificuldade"de rodar o objecto) de uma regido do plano

com densidade p é dado por I, = [ [y?p(x,y)dA (relativamente aos eixo dos x) e por
X
I, = [ [x*p(x,y)dA (relativamente aos eixo dos y). Calcule I, e I, nos seguintes casos: a)

X
Z € o tridngulo limitado por 3x+4y =24, x =0e y = 0. Considere p(x,y) = 1. b) Z é o

tridngulo limitado por 0 <x < 1e 0 <y < —x+ 1. Considere p(x,y) = y%.

Solugdo: a) Iy = 144, I, =256, b) I, = _%, I = 11@.

Dada uma regiio % C R? com uma densidade p(x,y) as coordenadas do centro de massa
de Z sao:

(Xe,ye) = <ffﬂp(x,y)xdxdy ff%,p(x,y)ydxdy>
- ff‘@p(x’y)dx‘iy7 ff%p(xv)’)dxdy

Exercicio 2.18 Determine o centro de massa do disco 2 = B((0,0),R) admitindo que a
densidade p do disco € constante.

Solucio: A densidade em coordenadas polares é p(r,0) = k € R. Assim,

[P y)xdxdy [ [Rkrcos@rdrd®  R® [3" cos0d6 o
ff%p(x,y)dxdy 62” f(f krdrd 0 3nR? ’

¢ =

[Pt y)ydxdy 5% [ krsin@rdrdo _ R J57sin0d6 _

[l,py)dxdy 3" [Kkrdrde 3TR?

Ye

que era o que estdvamos a espera uma vez que a densidade € uniforme. v/

Integral de Riemann em R? - Integrais triplos

Integral de Riemann em R?

Vamos generalizar o conceito de integral de Riemann de R? para R3. Seja dado um
paralelepipedo [a,b] X [c,d] X [e, f] € um conjunto {(#;,5;,7%) }1<i<n,1<j<m,1<k<o tal que
a=thy<h<---<tgh=b,c=s50<s51<--<sp=dee=rpg<r <---<ro,=f, 08
paralelepipedos P, j x = [ti—1,t;] X [sj—1,8;] X [rk—1, 1] comi=1,....n, j=1,...m, k=
1,...,0, definem uma particdo & = Uj<i<p,1<j<m,1<k<oPi jx do paralelepipedo [a,b] x
[c,d] X [e, f]. Definimos também tamanho de uma particdo &, denotando por || 2| ao
valor do maior lado de um paralelepipedo F; j x, ou seja,

C@ — t—ti_ PR — 7 .
120 = max sl s —simal e rial)

Finalmente, pontilhar uma parti¢do &2, € escolher em cada paralelepipedo P, ;  um repre-
sentante &; j k.
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O volume tridimensional de I = [a,b] X [c,d] X [e, f], usualmente designado simplesmente
por volume, é dado por vol(I) = (b—a) x (d —c) x (f —e).

Seja dado um paralelepipedo [a,b] X [c¢,d] X [e, f], uma fung¢do continua g: [a,b] X [c,d] X
le, f] — R, uma particdo & de [a,b] X [c,d] X [e, f] com n X m X o elementos e pontilhada
por {&; j k}1<i<n,1<j<m,i<k<o- Definimos soma de Riemann por

Naok

n—1lm—1o—1
(g, 2):=Y Y ) s(&iijr1hm)tis1 — 1) (501 — 57) (ris1 — 1) (2.15)
i=0 /=0 k=0

Se considerarmos parti¢cdes cada vez mais finas obtemos o que designamos por integral de
Riemann ou seja

b rd of
/ / / g(x,y,z2)dxdydz= lim o(g, 2). (2.16)
a Je Je |2||—0

A definicdo (2.16) € independente da particao escolhida e do conjunto que pontilha a
mesma. Sempre que o limite (2.16) existe dizemos que a funcdo € integravel a Riemann.

Na expressao, chamada de integral triplo:

T2 117 g(x,y,2) dxdydz (2.17)

designamos , b,d, f por limites superiores de
integracdo, g por funcao integranda, x, y, z por varidveis de integracao e dx, dy, dz por
diferenciais.

Grosso modo, estamos a somar hiper-retangulos de base o paralelepipedo dxdydz e altura
g(x,v,z), logo de volume igual a base X altura, ou seja a g(x,y, z) dxdydz. O simbolo f f f

sdo trés S estilizados que representam trés somas infinitas, ou seja a forma matemadtica de
exprimir a passagem de trés somas finitas XXX para trés somas infinitas f f f .

Mais a frente em §3.7.2 iremos estudar as 3-formas o que podem ser vistas como um
integrando que em (2.17) é a(x,y,z) = f(x,y,z) dxdydz.

Podemos definir integrais multiplos em qualquer dimensdo. A ideia segue de perto as
desenvolvidas aqui e as generaliza¢des sdo simples.

Exercicio 2.19 Calcular: a) [, [°) [€ 1+ 2x— 3y dzdydx. b) [ [ |3 xyz dzdydx. c)
[ [ Jpx* +y* dxdydz onde % é o cubo 0 < x,y,z < 1. d) [ [ [,,sin(zy®) dV onde Z é a
piramide com vértices (0,0,0), (0,1,0), (1,1,0), (1,1,1) e (0,1,1). Solucdo: a) 8abc. b) %. c)
2 2

z.d) =.

3 3n

O Teorema de Fubini tem uma versdo para integrais triplos. A prova segue de perto a dada
no Teorema 2.3.1 e deixamos como exercicio.
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Teorema 2.5.1 — Teorema de Fubini. Seja g: [a,b] X [c,d] X [e, f] — R uma fungéo
integrdvel. Suponhamos que qualquer que seja o z € [e, f] temos a existéncia do integral
duplo fcd f:g(x,y, z)dxdy e, além disso, z — fcd ffg(x,y, z) dxdy é integravel em [e, f].
Entdo

f rd b
fff gdV :/ / / g(x,y,2) dxdydz. (2.18)
[a,b] x[c,d] x [e,f] e Je Ja

» ExXemplo 2.26 Vamos determinar o valor de fol S 12 f23 x+yzdxdydz. A integracdo iterada
via Teorema de Fubini pode ser feita.

1 2 3 12 /52
///x+yzdxdydz = // (—+xyz)
0o J1 J2 0oJ1 \2
1 r2 /32 22
= — +3yz—— —2yz | dyd
/0/1 (2+ VZ 5 yz) ydz
175 y2 y=2
= = — d
/0 (2y+zz)‘y—1 ¢
brs 22 50 12
= 24z——=-1—z—)d
/0(2 +z2 5 z2) 2z

B 5+3z2
— \2° 722

13

1

dyd
Zyz

X
X

z=1

z=0

A regido de integragdo no exemplo anterior € o paralelepipedo [2,3] x [1,2] x [0,1].

= Exemplo 2.27 — Volume dum sélido. Dada uma regiio Z C R? o seu volume é dado
por vol(Z) = f f fg, 1 dxdydz. Considere a regiao & entre os planos z =0¢ z = 2, e entre
os planos y = 2x, y =1 e x = 0. Vamos determinar o volume de %.

o2 I 1 ! 1
///ldzdydx _ / 2a’ydx=/ 2(1=2x)dx = (2x—22)|° = =
o JaxJo 0 Jax 0 o 2

« Exemplo 2.28 — Troca da ordem de integracdo. Vejamos que

/Ol/yl/ozf(x,y,z)dxdzdy=/Ol/xl/ozf(x,y,z)dydzdx_

A regido de integragdo %, ilustrada na Figura 2.17, pode ser traduzida de diferentes formas:
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Figura 2.16: A regido Z é o ‘paliteiro’ delimitado pelos planos considerados.

* % esta compreendida entre (i) o planoy=0e o planoy =1 (ii) o planoz=ye o
plano z =1 e (iii) o plano x =0 e o plano x = z.

* % esta compreendida entre (i) o plano x =0 e o plano x =1 (ii) o planoz=xe o
plano z=1e (iii) o planoy =0 e o plano y = z.

Figura 2.17: Esboco da regido &% do Exemplo 2.28.

Exercicio 2.20 Nos seguintes integrais triplos faca o esbogo no espago da regido de
integracdo e troque a ordem de integracéo para dzdydx: a) fol fol w fol f(x,v,z) dxdydz. b)

Jo SR f(xy,2) dxdydz.
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Solucao:

L xplpzp (2Cx) [ O O O (q, s xpdpap (2C%)f O O Of (e

Exercicio 2.21 Descreva o sélido cujo volume é dado pelo integral: a) f02 f;; fol dzdydx.

3 r3—x 3—x—y
b) fo' Jo " Jo dzdydx._{ « (B:0B5N[0S

= Exemplo 2.29 — Volume do cilindro de raio R e altura A. Seja € C R3 o cilindro
com eixo o eixo dos z, de raio R e com z € [0,A]. O seu volume ¢ dado por vol(%) =
f f f% 1 dxdydz. Vamos considerar coordenadas cilindricas e o respetivo elemento volume
nestas coordenadas. Teremos:

A 21 R
vol(¢) = fffld.xc/_\'c/z:// / 1rdrd0dz
2w R2 R2
= // —d9dz-27rA7—7rR2A

que € uma forma alternativa a vista em Andlise na reta usando volumes de sélidos de
revolucdo. .

« Exemplo 2.30 Seja ¥ C R? a regido delimitada pelos cilindros com eixo o eixo dos
z, de raios 2 e 3 e pelos planos com z =0, z =2, x =0 e y = x. Pretendemos calcular
f f f(f \/x% 4+ y2dxdydz. Vamos considerar coordenadas cilindricas e o respetivo elemento

volume nestas coordenadas. Como em coordenadas cilindricas +/x2? + y? = r teremos:

2 5 3
fff VX2 +y2dxdydz; = // /rrdrd@cl:
cg /4
o //2r

Sw 5

Exercicio 2.22 Determine o volume: a) do sélido definido pelo interior do cilindro
r =4 acima do plano z = 0 e abaixo do plano 2z = y. b) da esfera centrada na origem
e raio 1. ¢) do cone de equagdo z = /x%+y? abaixo do plano z = 2. d) do sélido



2.5 Integral de Riemann em R? - Integrais friplos 131

g

Figura 2.18: Esbogo da ‘parte do queijinho’ do Exemplo 2.30.

definido pelo interior do cilindro x*> 4+ y> = 25 entre os planos z =2 e x+z = 8. Solucio: a)

rsen (8)

ST rdzdrd0—64 b) [Z7 T [ 2sen(@) drded® = *E. ¢) [ |2 [ rdrdzd6 =
82 q) 27 f3 [3-reos9) . gzdra6 = 150m.

2.5.1 Coordenadas esféricas

As coordenadas esféricas vivem em R? e sdo mais elaboradas do que as coordenadas
cilindricas. Dado o ponto p = (x,y,z) em coordenadas cartesianas temos que r > 0 é a
distancia de p a origem, ¢ €]0, x| é o Angulo que o vetor (0,0, 1) faz com o vetor (x,y,z)
e 6 €]0,2x[ € o angulo que o vetor (1,0,0) faz com o vetor (x,y,0) (ver Figura 2.19).
Comecemos por notar que estamos em presenca de dois tridngulos retdngulos: um com
catetos x e y e hipotenusa w e outro de catetos w e z e hipotenusa r.

Figura 2.19: Coordenadas esféricas.

Como w =rsin ¢ e z = rcos ¢ temos entdo que o diciondrio coordenadas esféricas/coordenadas
cartesianas é dado por:
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x=wcos0 =rsin¢cos 0
y=wsin0 =rsin@sin 0
Z=rcos@

onde r >0, 6 € [0,2xn[e ¢ € [0,7].

Esta escolha para o dominio das coordenadas (r,0,¢) admite pontos com varias
representagdes. De facto, por exemplo (0, 1,1) e (0,2,2) representam 0 mesmo ponto
(0,0,0) em coordenadas cartesianas. Contudo para os nossos interesses isso nao serd

problematico.

Em https://www.geogebra.org/m/HAPMIJKC9 podemos encontrar uma atividade inte-
rativa com um seletor para ¢, p (o r) e 8 onde podemos ir mudando o ponto e as
coordenadas coordenadas esféricas sdo representadas. Temos também a variacio do
angulo 6.

Temos também que:

RPewi2 =24y 472

_ R

o Z

tan¢g =
tan 0 =

=< |2

« Exemplo 2.31 Vejamos alguns exemplos de expressdes em coordenadas esféricas:

* r =2 em coordenadas esféricas representa a esfera centrada na origem e de raio 2.
* 0= % em coordenadas esféricas representa um cone em z > 0 com vértice na origem

e cuja geratriz faz um angulo de % com o vetor (0,0, 1).

* rsin¢ =4 em coordenadas esféricas, recordando como vimos acima que w = rsin ¢,
representa w = 4 que € um cilindro infinito com eixo no eixo dos z € com raio 4.

* rcos ¢ =4 em coordenadas esféricas, recordando como vimos acima que z = rcos ¢,

representa z = 4 que € um plano.

Exercicio 2.23 Diga quais as coordenadas esféricas dos seguintes pontos representados
em coordenadas cartesianas:

* (1,0,0).

. (2,2,16).

o (1,1,1).
Diga quais as coordenadas cartesianas dos seguintes pontos representados em coordenadas
esféricas:

* (2,5, %)
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1.2
e
(27 2 §)
= Exemplo 2.32 Dado o elipsoide x> + y? +2z%> = 5 (em coordenadas cartesianas) vejamos
qual a expressdao do mesmo em coordenadas esféricas.

Ay 22 = Y+ P4 = 4 (reos9)? = (1 +-cos @).
Logo a representagio serd 2(1 +cos¢) = 5. .
O elemento de volume em coordenadas cartesianas € dV = dxdydz mas o elemento de
volume em coordenadas esféricas é:

dV = rrsin¢ drd®d¢ = r*sin¢ drd0d¢. (2.19)

No elemento de volume dV = r?sin¢ drd@d¢ o dr é em todo semelhante ao obtido
nas coordenadas cilindricas, o rd0 também, mas o rsin ¢d¢ € um pouco mais ela-
borado. A dependéncia do r, i.e. aparecer um rd¢, até pelo mesmo motivo do rd9
mas o sin ¢ € mais sofisticado. Quem nunca notou que o gomo da laranja afunila nos

‘polos’? O pdlo norte € precisamente o ¢ = 0 e o pélo sul é o ¢ = . Mais a frente no
Exemplo 2.36 veremos como determinar dV = r*sin ¢ drd0d¢.

= Exemplo 2.33 — Volume da esfera de raio R. Seja & C R3 a esfera centrada na
origem e de raio R seu volume é dado por vol(&) = f f fg, 1 dxdydz. Vamos considerar
coordenadas esféricas e o respetivo elemento volume nestas coordenadas. Teremos:

2r rm R
vol(&) = fleclxdydzz/o /O/Olrzsinqﬁdrcld)de

2n B3 R3 fm 4
= / / —sin¢d¢d9:27t—/ singdo = —7R>,
o Jo 3 3 Jo 3

que € uma forma alternativa a vista em Analise na reta usando volumes de sélidos de
revolugdo. .

« Exemplo 2.34 — Massa de um sélido. O sélido % C R representa metade de uma
esfera de raio R e tem densidade dada por p(r) = 2R — r onde r ¢ a distancia a origem.
Vamos determinar a massa de % sendo esta grandeza definida pela primeira igualdade
seguinte:

2 %2 (R
massa(#Z) = ff p(x,y,z)dxd_ycz:/ /2/ (2R —r)r’sing drdpd®
2n
- / //2Rr — Asing drdpdo
2 ror
- ) (ZR?_Z
R R
= (2R——— 2%/ sing d
( 3 4) 0 ingdg

g

R4 z R4
- 10—7:/2 sinddo = 5——1.
12 Jo
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Distorcdo do volume - Teorema de Mudanc¢a de Variaveis

C . .2 2 2 ,
Veremos que o volume de um elipsdide & de equagdo %5 + >+ 7 =1¢ %ﬂabc onde
(u,v,w) s@o coordenadas candnicas cartesianas. Para isso vamos considerar a transforma-
¢do:

R3
(ax, by, cz)

Q: R3

_>
(x,y,2)

Dada a esfera ¢’ de equagio x* +y? +z> = 1 teremos que @(%) = &. Podemos escrever

czZ.

Os dois elementos de drea dxdydz e dudvdw relacionam-se da seguinte forma:

fff dudvdw = fff det D@ dxdydz. (2.20)
o(%) 2

Como

Do =

S O Q
o O
o O O

e det D@ = abc, no nosso exemplo teremos

fff dudvdw = fff dudvdw = fff detD@dxdydz = fff abcdxdydz
& (%) G 4
4
= abcfff dxdydz = abcvol(€') = gnabc.

Teorema 2.5.2 — Teorema de Mudanca de Variaveis para o integral triplo. Dada
uma fun¢do f(x,y,z) continua , uma mudanga de coordenadas ¢ com derivada continua
e bijetiva e um conjunto % C R3 em que se possa calcular a drea, temos:

L, fvwrdudsae= ][ r(otx..2)derDpasavaz @an)

« Exemplo 2.35 — Elemento de volume em coordenadas cilindricas. Recordemos o
diciondrio que transporta coordenadas cilindricas para coordenadas cartesianas:

f: [0,00[x[0,27[xR — R3
(r,0,2) — (rcos@,rsinb,z)
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A matrix jacobiana é
cos® —rsinf 0
Df9, = | sin® rcos6 0],
0 0 1

sendo o valor absoluto do seu determinante igual a » que € o tal fator de distorcdo do
elemento de volume dV = dxdydz = rdrd0dz de acordo com o Teorema 2.5.2 e (2.11). =

« Exemplo 2.36 — Elemento de volume em coordenadas esféricas. Recordemos o
diciondrio que transporta coordenadas esféricas para coordenadas cartesianas:

f: [0,00[x[0,27[x[0,7] — R3
(r,0,90) — (rsingcos6,rsingsin6,rcos @)

A matrix jacobiana é

singcos® —rsin¢gsin® rcos@cosO
Df 0= | singsin® rsingcos® rcos¢sinf
cos ¢ 0 —rsin@

sendo o valor absoluto do seu determinante igual a 7~ sin ¢ que é o tal fator de distor¢io
do elemento de volume dV = dxdydz = r*sin ¢drd0d¢ de acordo com o Teorema 2.5.2 e
(2.19). .






3.1

(3. Integrais de superficie

‘Es gibt keine schone Fliche ohne eine schreckliche Tiefe.' | Friedrich Nietzsche

Superficies parametrizadas

O grifico de qualquer fungio f: R?> — R pode descrito 2 custa de uma fungio:
S: R* - R3
(x,y) = (5 f(xy))

e esta forma de representar superficies, via uma fungio de R? em R>, é semelhante as
curvas que vimos anteriormente. Chamamos a estes objetos superficies parametrizadas.
Mais geralmente teremos:

S: R o R3
(u,v) = (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

Vamos ver exemplos menos triviais.

« Exemplo 3.1 — A Esfera. Consideremos a esfera x*> +y? +z> = 1 de raio 1 e centrada na
origem. Ver esta superficie como uma gréafico em coordenadas cartesianas ndo faz sentido
pois ndo vamos ter uma fung@o f(x,y) (somente se a superficie fosse um hemisfério por
exemplo). Contudo, em coordenadas esféricas a esfera é determinada pela expressdo r = 1
e ja sabemos que:

x=rsin¢cos
y=rsin¢sin0
Z=rcos@

“Nao existem superficies bonitas sem uma profundidade terrivel’.
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onder=1,0 €[0,2n[e ¢ € [0, ]. Logo teremos que fazer uso de apenas duas coordenadas
0 e ¢. Assim,

(6,9) = (x(6,¢),y(6,9),2(6,9)) = (sin¢ cos 6,sinPsin6,cos ¢).
Finalmente obtemos a esfera parametrizada por
S: [0,2n[x[0,x] — R3
(u,v) —  (sinvcosu,sinvsinu,cosv)

« Exemplo 3.2 — O Cilindro. Consideremos o cilindro x*> +y? = 1 de raio 1 e eixo o
eixo dos z. Ver esta superficie como um grafico em coordenadas cartesianas nao faz
sentido pois ndo vamos ter uma fungdo f(x,y) (somente se a superficie fosse cortada e
considerarmos f(x,z) por exemplo). Contudo, em coordenadas cilindricas o cilindro em
causa € determinada pela expressdao r = 1 e ja sabemos que:

x=rcos0
y=rsin0
7=z

onde r =1, 6 € [0,2x] e z € R. Logo teremos que fazer uso de apenas duas coordenadas
0 e z. Assim,
(6,2) = (x(6,2),5(0,2),2(8,2)) = (cos 0,sin 6, 7).

Finalmente obtemos o cilindro parametrizado por

S: [0,2x[xR — R3
(u,v)  +— (cosu,sinu,v)

Exercicio 3.1 Determine a parametrizacdo do cilindro x> 4 z> = 4.

« Exemplo 3.3 — Supefficies de revolucdo. Em Andlise na reta consideramos superfi-
cies obtidas pela rotagdo em torno do eixo dos y de fungdes derivaveis f(x) com x € [a,b].
Vejamos como parametrizar estas superficies.

S: [a,b]x[0,27] — R3
(u,v) —  (ucosv,usinv, f(u))
« Exemplo 3.4 — O Toro. Vejamos como parametrizar um toro, i.e. um Doughnut. Vamos

considerar o toro gerado por um circulo de raio r e cujo centro roda em torno do eixo dos z
a uma distancia d.

S: [0,2w[x[0,2x] — R3
(u,v) — ((d+rcos(u))cos(v),(d+rcos(u))sin(v), rsin(u))
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Figura 3.1: O comando no Geogebra é:
Surface((d + rcos(u)) cos(v), (d 4+ rcos(u)) sin(v), rsin(u),u,0,27,v,0,27).
Aquiusamos r=2ed =35.

Cdlculo diferencial em superficies parametrizadas
Seja dada uma superficie parametrizada:

s: R — R3
(u,v) —  (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

definimos dois vetores tangentes a superficie no ponto p = S(uo, vo) por:

P ax| ady| 9 J odx| dy| 9
Tu(P):a_i‘p:<a_ft’p’3_ft p’a_ft‘P) © R(p)zg_“s")l’:(a_)‘f‘l’,%p’gzz‘p)‘

Os vetores T,(p) e T,(p) geram um plano tangente a superficie no ponto p. O vetor
n=T,(p) x T,(p) é um vetor perpendicular ao plano tangente a superficie no ponto p.
Pela formula que nos dé o produto vetorial temos:

.
L) Ty |2 2 2:| (P02 023y dzdr dxdz dxdy dydx
! ' o 3; ‘3‘2‘ oudv Judv dudv Judv dudv dudv)’
dv dv  dv

3.1)

onde as derivadas parciais sdo calculadas em p. Em §3.7.6 iremos detalhar estas questdes
a luz das formas diferenciais.

« Exemplo 3.5 Se tivermos em presenca de uma superficie parametrizada do tipo gréfico
de f podemos escrever:
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Neste caso

A of _ IS _ of
Tu(p)_%‘p_<1707£p) € TV(p)_m‘p_(()’l’gp)

af

O vetor normal én =  —2L| 2/
du v

Y

, 1) . Sabemos da Geometria Elementar que a equa-
p p

1)
p

af

dv

¢do do plano que passa em (ug, vo, f (10, Vo)) e é perpendicular ao vetor n = (— %

sera: 5 5 ’
) ) = 2 - v) + 1 o, ) =0,
p vip

€ Como Uy = Xp € Vg = Yo teremos:

0 d
z= f(x0,¥0)) + a—i‘p(x—xo) + a—{j p(y—yo)-

» Exemplo 3.6 Determinemos o plano tangente ao cilindro parametrizado por:

S: [0,27[xR — R3
(u,v)  +— (2cosu,2sinu,v)

no ponto S(m,1) = (—2,0,1). Neste caso

T, = (—2sinu,2cosu,0) e T,=(0,0,1),
e calculando em (7, 1) teremos

T,(m,1)=(0,-2,1) e T,(m,1)=(0,0,1).

O vetor normal é
n=(0,-2,1)x(0,0,1) = (-2,0,0).

A equacdo do plano que passa em (—2,0, 1) e é perpendicular ao vetor n = (—2,0,0) sera:
—2(x—(-2))+0(y—0)+0(z—1)=0,

ou seja x = —2. Ver Figura 3.2. .

Exercicio 3.2 Determine o plano tangente no cilindro anterior no ponto de coordenadas
S(%,-1).
3

» Exemplo 3.7 Determinemos o plano tangente ao toro gerado por um circulo de raio 1 e
cujo centro roda em torno do eixo dos z a uma distancia 2 e parametrizado por:

S: [0,2m[x[0,2x] — R3
(u,v) — ((24cos(u))cos(v), (2+cos(u))sin(v),sin(u))



3.2

3.2 Integrais de superficie de campos escalares 141

Figura 3.2: O plano tangente ao cilindro no ponto (—2,0,1) é o plano x = —2.

no ponto S(0,0) = (3,0,0). Neste caso
T, = (—sinucosv, —sinusinv,cosu) e T, = (—(2+cosu)sinv, (2+ cosu)cosv,0),
e calculando em (0,0) teremos
T,(0,0) = (0,0,1) e T,(0,0) = (0,3,0).

O vetor normal é

(3 0edy ae xde axdy dvax\_ oo
"T\Ouav udvoudv dudvdudv duav) L
A equagio do plano que passa em (3,0,0) e é perpendicular ao vetor n = (—3,0,0) sera:

“3(x—3)+0(y—0)+0(z—0) =0,

ou seja x = 3. Ver Figura 3.3. .

Exercicio 3.3 Determine o plano tangente no toro anterior no ponto de coordenadas
S(%.%).
374

Integrais de superficie de campos escalares

Comecemos com um exemplo que serd elucidativo em relagao a férmula para o cdlculo de
integrais de superficie de campos escalares.

« Exemplo 3.8 Vamos agora estabelecer a generalizagdo natural dos Exemplos 2.21 e
2.22. Queremos integrar a funcio f(x,y,z) = z> na regidio . definida pela superficie
descrita pelo quarto de esfera unitdria centrada na origem contida nos dois octantes z,y > 0.
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Figura 3.3: O plano tangente ao toro no ponto (3,0,0) é o plano x = 3.

Novamente o bl4, bl4, bl4, acerca da descricao de . € elucidativo mas matematicamente
vale 0. Para meter maos a obra é preciso uma descri¢ao formal de .. Podemos usar
v (r,0) = (rcos8,rsinf, v1—r?) com 6 € [0,7] e r € [0,1]. Claro que jd ndo vamos
novamente conjeturar que duas parametrizacdes podiam dar o mesmo resultado pois
ninguém acredita duas vezes no Pai Natal! Vamos diretos ao assunto e tentar determinar
qual serd o fator de distor¢@o associado a parametrizagdo escolhida.

Podemos pensar em calcular [, f via y da seguinte forma: como o integral de Riemann
duplo acaba por ser a soma infinita de coisas do tipo f(y(r,0))drd® com r € [0,1] e
6 € [0, ] podemos comegar por ver primeiro discretizado com (r;,0;), riy1 —r; = Are
01— 0; = A, e depois entdo passar ao limite. Aqui .%/; € a drea da superficie ‘casquinha
retangular’ na esfera da qual o retangulo de lados %—lf (ri,0)) e %’ (r;,0;) serd uma ‘boa’
aproximacao (cf. Figura 3.4). Temos portanto:

donde W ((r;,0;)) = Af%. Portanto, recordando a Figura 1.8 e que ||u x v|| = sin(u, v)||u]| ||v||
temos:

5% sin( @ riv1) — Y(ri 0ir1)—y(O;
W(.6)) = o= (9 ) W(riv1) l/AliAEHW( 1) — w(6))]l
. oy oy
v sin(oy, ;) ‘W(rl,ej) H%(rl,ej)
Iy

_||ov
HW(’”UGJ) X %(”HGJ)
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o que serd consentdneo com (3.2). Para finalizar facamos a conta:

L= frweon| 50

drd®
i

1—7%)||(cosB,sin®, ————) x (—rsin @, rcos ,0)|| drd6
[ [a-m) L X )|

/”/1(1 (r200s6 r2sin 6 r)
\/1—r27\/1—r2,
// 1—r drd@

//\/1—r2drd6=7r/ V1—r2dr="
o Jo 0 4

drd

Y(r,0)

Figura 3.4: Transformacao do retangulo [0, 1] x [0, 7] na superficie .. Temos %—‘f(ri, 0j)e
ae 5 (11.6))

A fun¢do norma do produto vetorial ||(-) x ()| que foi aplicada em ’99 e ‘3‘(’; no
exemplo acima é uma funcio de R3 x R? em R ndo linear. E possivel indagar sobre
possiveis integrandos com o seguinte aspeto f(¢(¢))o < %—‘r”, '3—‘5) dr onde o é uma 2-

forma (linear). Mais a frente em §3.7.1 iremos estudar com detalhe estes integrandos
de integrais duplos.
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Definicdo 3.2.1 Seja dado um campo escalar continuo f: R3 — R, uma superficie S
com parametrizagio derivavel definida por ®: R? — R3 e com S = ®(2). Definimos
integral de superficie do campo escalar por:

fﬁde:fo(¢(”7v))\’TuXTdeudv. (3.2)

« Exemplo 3.9 Como habitualmente e de forma natural temos que a drea da superficie
¢ dada por (3.2) tomando f = 1. De facto ||T;, X T, || determina a drea do paralelogramo
formado pelos vetores T, e T, (Figura 1.8). Recordemos também o Exemplo 3.12 onde
calculamos a superficie da esfera de raio 1. .

« Exemplo 3.10 Vamos calcular f fs fdS onde temos o campo escalar

f: R} = R

(e3,2) = VxR 1
e S € a helic6ide definida por

®: [0,1]x[0,27] — R3
(r,0) — (rcos@,rsin,0)

Temos 7, = (cos 0,sin0,0) e Ty = (—rsinO,rcos 0, 1), donde 7, x Ty = (sinH, —cos 6, r)
logo ||T, x Ty|| = V'1+r%. Assim,

ffsfds = //2 WIT, x To | dOdr

2
= // f(rcosO,rsin6,0)\/1+r2d6dr
0 Jo
1 27
= // V1+r2\/1+r2d6dr

2 1 8
_ // 1+rd9dr—27r<r+ )‘ —2n(l+3) o

Exercicio 3.4 Determine a massa da helicéide S do Exemplo 3.10 supondo que a densidade
é o triplo da distincia do ponto (x,y,z) € S ao eixo dos z.

A densidade € p(x,y,z) = 3 /x> +y? =3r.

[[pas

1 r2n 1 r2n
/ 3r||T,><T6Hd6dr:// 31+ 12d0dr
o Jo o Jo
1 1
2717/ 3r\/1—|—r2dr:377:/ 2r\/1+r2dr
0 0
1
O:Zn(\/gfl).

37:% (1 +r2)%
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Figura 3.5: Ilustragdo de uma helicoide.

« Exemplo 3.11 Vamos calcular f J:? fdS onde temos o campo escalar

f: R = R
(x,y,2) = 2

e S? é a esfera x* +y?> 4 z> = 1 definida, recordando o Exemplo 3.1, por

®: [0,2x[x[0,7] — R3
(u,v) —  (sinvcosu,sinvsinu,cosv)

Ja sabemos que || T, x T, || = | sinv|. Assim,

21
f Fds = / / O(u, )| T, x T,|| dvu
SZ
27
= / /cos vsinvdvdu
B _/ cos3 v
- 0 3 0

3.3 Integrais de superficie de campos vetoriais

Seja dado um campo vetorial continuo F : R? — R3, uma superficie S com parametrizacio
derivavel definida por ®: R?> — R? e com § = ®(2). Definimos integral de superficie do
campo vetorial por:

fdeS ff (T, x T,) dudv. (3.3)
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« Exemplo 3.12 Vamos calcular f fSF dS onde temos o campo vetorial

F: R —» RS
(x,3,2) — (x,02)

e S? é a esfera x> +y> 4 z> = 1 definida por
®: [0,27[x[0,n] — R3

(u,v) —  (sinvcosu,sinvsinu,cosv)

Temos T, = (—sinvsinu,sinvcosu,0) e T, = (cosvcosu,cosvsinu, —sinv). Logo tere-

mos que T, x T, = (—sin? vcosu, — sin? vsinu, — sinvcosv). Assim,

ffSZFdS _ /2”/ )- (T x T,) dvdu

F(sinvcosu,sinvsinu,cosv) - (— sin® vcos u, — sin? vsinu, — sinvcosv) dvdu

(sinvcosu,sinvsinu,cosv) - (—sin? vcosu, — sin® vsinu, — sinvcos v) dvdu

2n
—sin3v—sinvcoszvdvdu:/ / sinv(—sin?v — cos®v) dvdu

2

—sinvdvdu = / CcoSVv
0

= 2n(cosm —cos0) = —4r.

T

du
0

/0 /0
/0 /0
morn 3 2 3.0 2
= / / —sin’ vcos“u — sin” vsin“ u — sinvcos” vdvdu
0o Jo
/0 /o
/0 /o

= Exemplo 3.13 — Potencial gravitico. Vamos calcular f fSF dS onde temos o campo

vetorial
F: R3 = R3

(x,y,2) = (xyz )||(,y,>|\3

e S? é aesfera x? +y* + 7% = 1 definida por

®: [0,27[x[0,7] — R3
(u,v) —  (sinvcosu,sinvsinu,cosv)

Claro que na esfera temos ||(x,y,z)||* = 1. Assim, seguindo o Exemplo 3.12 teremos:

ffstdS /2”/ ) (T, x T,)dvdu = —4r.

O resultado seguinte determina uma relacdo entre integrais de superficie de campos
vetoriais e integrais de superficie de campos escalares e é, num certo sentido?, andlogo ao

ZEnquanto que no Teorema 1.6.2 o campo F projetava em T (que se relacionava com o comprimento da
curva) no Teorema 3.3.1 o campo F' projeta-se em n (que se relaciona com a drea da superficie cf. Figura 1.8)
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Teorema 1.6.2 e serd revisto mais a frente no Teorema 3.7.4. Ele permite definir a fluxao
i.e. o fluxo de um campo de vetores através de uma superficie’.

Teorema 3.3.1 Seja F' um campo de vetores, S uma superficie € n o vetor normal a
superficie. Entdo temos:

[[ 7-as= [[ F-nas. (3.4)
S S

Demonstragdo.

ffF-dS = ff T, xT,) dudv—ff T, x T, || dudv =
s !T TH
ff(F-n)HTuxTdeudv 2 ffF-ndS.
9 S

« Exemplo 3.14 — Cdlculo da fluxdo. Vamos determinag@o a fluxdo do campo vetorial
F(x,y,z) = (0,0,z) através da esfera centrada na origem e de raio R > 0. Vamos usar
(3.3) e coordenadas esféricas x = rsin¢cos 0, y = rsin¢sin0 e z = rcos ¢ onde r = R,
6 c[0,2x[e ¢ €0, 7]

ffF dS“_‘”ggg F-dS
S2 S2

R R

2 o xm
—/ / (0,0,Rcos @) - R?(sin® ¢ cos 6, sin” ¢ sin 8, sin ¢ cos ¢ )d$pd 6
o Jo

T
=—27R? / cos® ¢ sin ¢ do
0

r 1 /1 4
— 2aR¥(—=— (=) ) =ZnR>.
w(-3-(3)) -7

. Exemplo 3.15 — Area de uma superficie. A drea de uma superficie é dada pela
formula [[; dS = [[, | T, x T, || dudy.

@ As superficies que vamos considerar tém sempre dois lados. Assim, no Teorema 3.3.1

existem duas possibilidades para n, ou esta a apontar para um lado ou estd a apontar
para outro. Dito de outra forma temos dois vetores unitdrios normais n € —n. Temos
que ter cuidado com esse pormenor e o proximo exemplo dd uma ideia disso.

3Na literatura inglesa temos o termo flux para fluxdo e flow para fluxo (curvas integrais de um campo
vetorial).



148 Capitulo 3. Integrais de superficie

. Espera! Mas afinal podem existir superficies somente com um lado? Sim! @ A tira
de Mobius é um exemplo de uma tal superficie (Figura 3.6). Uma parametrizacdo de
uma tira de Mobius é

®:  [0,27[x[-1,1] R3

%
(u,v) — ([14 5cos%]cosu, [1+ 5 cosk]sinu, 5 sink)

Figura 3.6: A tira de M&bius tem apenas um lado.

Dada uma parametriza¢do ®(u,v) de uma superficie S com dois lados o vetorn =T, x T,
determina o ‘lado positivo’ da superficie e o vetor —n = T, X T;, determina o ‘lado negativo’
da superficie. Existe assim uma dependéncia na parametrizacdo escolhida a priori. Quando
S € fechada, por exemplo uma esfera ou um elipséide, convencionamos que o lado positivo
€ o que aponta ‘para fora’ de S. Se escolhermos duas outras parametrizagdes de S, digamos
P e P, com P com o seu vetor n apontando para o lado positivo e P, com o seu vetor n
apontando para o lado negativo entdo dado um campo escalar f e um campo vetorial F

teremos:
. f fSl fdS = f fs fdS onde S; indica que S estd caracterizada por P;
. f sz fdS=— f fS fdS onde S, indica que S estd caracterizada por ®;;
. f fs] F-dS= f J;F -dS onde S indica que S esta caracterizada por ®y;
. f f52 F-dS=— f fSF -dS onde S, indica que S estd caracterizada por P;.

@ Recordemos que no Teorema 2.4.1 surge o médulo do Jacobiano. Quando o Jacobiano
¢ negativo a orientacio da regido € invertida. Aqui iremos evitar consideracdes acerca
da orientacdo de uma regido privilegiando mudancas de cartas ‘positivas’ dai o uso
do médulo do Jacobiano. Notemos que os quatro pontos acima induzem a seguinte

abreviatura f fS fdA = f f, g—fdA.

« Exemplo 3.16 Seja dado um campo de temperaturas

fr R} = R
(x,3,2) = Xy 422
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e a esfera S? definida em coordenadas cartesianas por x* + y* +z> = 1. Pretendemos
determinar o fluxo de calor através de S?>. O campo de gradientes associado é F =
—Vf ou seja F(x,y,z) = —(2x,2y,2z). Pretendemos determinar f szF -dS, assim pelo
Teorema 3.3.1 teremos:

ff FdS = —ff 2(x,y,2) - (x,,2)dS = —2ff X +y +72dS
s2 s2 s2
= -2 ff 1dS = —24rea(S?) = —2 x 41 = —87.
S2
Assim € mais direto mas podiamos resolver de outra forma mais trabalhosa:

ffSZFds = /027r /OHF(GD(u,v)) (T x T,)dvdu

2T [T
= / / F(sinvcosu,sinvsinu,cosv) - (— sin? vcosu, — sin
0o Jo

vsinu, —sinvcosv) dvdu
2n T 5 »

= 72/ / (sinvcosu,sinvsinu,cosv) - (—sin” vcosu, —sin” vsinu, —sinvcosv) dvdu
o Jo

2 rm
= —2/ / —sin’veos?u — sin® vsin® u — sinvcos? vdvdu
o Jo

2r 7 3 5 2% [T 5 3
—2/ / —sin’ v —sinvcos”vdvdu = —2/ / sinv(—sin“v —cos”v)dvdu
Jo Jo o Jo

2n W 21
= —2/ / —sinvdvdu = —2/ CcosV
o Jo 0

= —4m(cosm—cos0) = 8.

T
du
0

Obtivemos sinais diferentes pois no primeiro caso n apontava para fora da esfera e no
segundo caso n apontava para dentro da esfera. No primeiro caso o fluxo de calor apontava
para dentro da esfera por isso deu sinal negativo. .

Lei de Gauss

A Lei de Gauss determina a relacdo entre a fluxdo do campo elétrico (i.e. o fluxo do campo
elétrico E através de uma superficie S fechada) com a soma de todas as cargas envolvidas
(positivas ou negativas) que existem no interior de S. E num certo sentido analoga 2 Lei
de Ampere (Exemplo 1.43). Se ndo existir carga dentro da regido S € natural que a fluxado
seja nula. De facto, como o fluxo vai na dire¢do da carga + para a carga —, e nao havendo
cargas em S, tudo o que entra em S terd que sair. Cargas elétricas geram um fluxo elétrico e
a Lei de Gauss afirma portanto que o fluxo elétrico através de qualquer superficie fechada
S € proporcional a carga total em S, ou seja:

#Ewﬂgzg, 3.5)
S £

onde Q € a soma de todas as cargas envolvidas e localizadas dentro de S, € € a constante
elétrica e a rodinha a volta dos integrais indica somente que a superficie é fechada. Esta
igualdade integral relaciona-se com a igualdade diferencial V- E = % vista em (1) do
Exercicio 1.54. Veremos mais a frente no Exemplo 3.32 que Q = % f f fQ pdV onde Q é o
s6lido cujo bordo € S. Pelo Teorema 3.3.1 sendo n o vetor normal a superficie a Lei de
Gauss reescreve-se:

ﬁE~ndS:g, 3.6)
S )
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« Exemplo 3.17 Se tivermos apenas uma carga negativa —(Q dentro de uma esfera S o
fluxo elétrico serd igual a —92 se tlvermos apenas uma carga positiva +Q dentro de uma

esfera S o fluxo elétrico serd 1gual a E' .

N 5 * 4 \\X / —
_3545_Ler ¢‘Dp=14.08

Biop =405 A i
po
7 TR T
[ ] [} A
il | I |
o2+ |
p h ~—
~
ot = -30.04 =-1297 ¢ _ 2214 ot = 27.04 Ongt = 10167 ¢ 1y =19.93 P =17.8 Onet =0 Prign = -28.98

nght

L A_\j | |
=-20.28 F—7— Pbottom = 18-25 < < Ppottom =29 et

bonom

-~ W%
7

Ay =2nC/m
A, =0.9nC/m

@-1 nC/m @_

@

A, =-2nC/m

C

Figura 3.7: Lei de Gauss dinamica em https://www.geogebra.org/m/r7Ue9Nac. Autor
Dave Nero. Da esquerda para a direita temos uma carga negativa, uma carga positiva e,
finalmente, uma carga positiva € uma negativa.

Seja Q uma carga algures em R3. Consideremos S? a esfera de raio r centrada em Q com r
pequeno. Devido as propriedades de simetria da esfera o campo elétrico € normal a mesma.
Logo E aponta para ‘fora’ ou para ‘dentro’ consoante o sinal de Q € + ou —. Além do mais
o campo elétrico E tem magnitude constante na superficie de S? e E = %||E||n. Assim,

5@5 E-dS = 956 i||E||n-dS:i||E||5@§ n~dS(3'3:'1)i||E||9§6 n-n-ds
& 5 % 5

)

S?

Usando (3.5) concluimos que |[E|| =

(52) = =47||E|.

ﬁ, ou seja o campo elétrico é:

I 0
_ (2 7
Tame 2" 3.7

Como a for¢a numa carga g localizada no ponto r € dada por g E obtemos

1 qQ
" 4me 12 (3.8)

que é precisamente a Lei de Coulomb e o sinal depende* das cargas ¢ e Q. Por outro lado

4A forca seré de atracio se g e Q t&m sinais distintos e a forca serd de repulsio se ¢ e Q tém sinais iguais.
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fixando uma esfera S de raio r e centrada em Q temos:

(3.7) 1 0 ¢3n 1 0
E-dS = —=ndS = —= -d
9%@ 5 ﬁgmﬂ” ST amer IR

1 0 o
— ds = area(S) ==
dre r: JJs S 47‘51’28Qu“< ) e’

que € a Lei de Gauss (3.5) concluindo que esta lei e a Lei de Coulomb sdo basicamente a
mesma coisa.

Assumimos para facilitar que a carga Q estava contida numa esfera S? centrada
em Q e de raio r mas a superficie pode ser generalizada. De facto, se ndo existir
mais nenhuma carga dentro de S? é sempre possivel deformar S? numa esferinha e
raciocinar como fizemos notando que o fluxo elétrico é nulo na regido ‘entre’ S e a

esferinha. Quando temos virias cargas dentro de S? usamos o facto do fluxo da soma
ser a soma dos fluxos.

Teorema de Green

Vamos ver seguidamente trés teoremas fundamentais que sdo na moral teoremas funda-
mentais do Célculo. De forma muito resumida relacionamos integracao no ‘miolo’ de uma
regido com integragdo da ‘casca’ dessa regido. A prova serd feita mais a frente em §3.8
onde todos serdo empacotados no Teorema de Stokes.

O objetivo deste seccdo € estabelecer uma relagdo entre integrais de linha de campos
vetoriais ao longo de curvas fechadas e integrais duplos na regido interior delimitada pela
curva fechada em questio. Existem certas restri¢cdes técnicas na escolha das curvas contudo
vamos abreviar e considerar apenas situacdes regulares onde valem os resultados que nos
interessam. As curvas que consideramos estdo definidas em R? e delimitam uma regido
Q que podia ser deformada esticando aqui e ali mas sem rasgar até obter um circulo. A
curva ¢ em questdo € o bordo de Q e denotamo-la por dQ. Consideramos que ¢ é orientada
positivamente, i.e., no sentido contrario aos ponteiros do reldgio.

Teorema 3.4.1 — Teorema de Green. Seja F(x,y) = (Fi(x,y),F>(x,y)) um campo
vetorial no plano de modo que F; e F, sdo derivdveis e tenham derivada continua. Seja
também c(z) uma curva fechada, com velocidade continua® definida no plano, orientada
positivamente e €2 uma regido ‘boa’ cujo bordo € c. Entdo temos:

or, JF _
ffg(ﬁ_a_y) dA_?gF-ds. (3.9)

“Eventualmente pode ter um niimero finito de descontinuidades.

« Exemplo 3.18 Vamos verificar o Teorema de Green no caso em que F(x,y) = (2x,—y)
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e c(t) = (cost,sint). Por um lado temos:

2
jI{F-ds = F(cost,sint) - (—sint,cost)dt
c 0

2n
= / (2cost,—sint) - (—sint,cost) dt
0

21
= / —2costsint — sinfcost dt
0

27
=0.
0

sin%t
2

21
= —3/ sintcostdt = —3
0

Por outro lado:
ff 9F ORI\ 44 = ffo-oczA:o.
o\ Jx dy Q

Vejamos um exemplo ndo tdo trivial.

« Exemplo 3.19 Vamos verificar o Teorema de Green no caso em que F(x,y) = (—y,x) e
c(t) = (cost,sint). Por um lado temos:

2r 2r
]{F-ds = F(cost,sint) - (—sint,cost) dt :/ (—sint,cost) - (—sinz,cost) dt
c 0 0

21
= / sin?t +cos2tdt = 27.
0

Por outro lado:

fL(%‘%—?) = ffgl_<—1)dz‘1=fLZdA:2érea(Q):27r,

TN
TN/

ra

Figura 3.8: No Exemplo 3.19 temos §.F -ds = 2. As setinhas a cinza representam a
direcdao do campo de vetores F e a seta vermelho representa a velocidade da curva ¢ que
tem a mesma direcao que o fluxo.

« Exemplo 3.20 — Cdiculo da drea de uma regido plana. Pelo exemplo anterior
vemos facilmente que considerando o campo vetorial F(x,y) = % (—y,x) e c(t) delimitando
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aregiao € temos 381;2 %—1;1 = % — (%) =1, logo:

O] _ ([ (27 _9R) ja=
area(Q)-ffgldA-fL(ax — 8y>dA—7{F ds

Por exemplo, para calcular a area do circulo de raio 1 fazemos:
2n
area(Q) = ]{F ds = / F(cost,sint) - (—sintz,cost) dt
c 0
2
= / 5(— sinz,cost) - (—sint,cost) dt
0

1 2r
= —/ sin2t+cosztdt:
2 Jo

Qualquer campo vetorial satisfazendo @ — %—1;1 = 1 & adequado para colocar em
prética a proposta de calcular a 4rea da reglao Q via o Teorema de Green.

Exercicio 3.5 Determine [, ydx — xdy, onde ¢ = d[—1,1]? orientado no sentido horério.
Solugio: foydx—xdy= [[,~1— ldxdy = —2A(Q) = —8.

» Exemplo 3.21 — Forma vetorial do Teorema de Green. Tomando k = (0,0,1) e
relembrando o rotacional planar em (1.50) podemos reescrever o Teorema de Green da

seguinte forma:
fF-ds:ff(vXF).de.
¢ Q

« Exemplo 3.22 Consideramos o campo vetorial F (x,y,z) = (xy?,x+y,0). Vamos integrar
(V x F) -k na regido Q delimitada pelas curvasy=xe y = x? no primeiro quadrante.

ffoF ) kdA = ffom 2xy) - KdA = ffl—nydA
= //1—2xydydx—/(y Xy )‘ ,dx
y=x

= /](x—x3 — (x*=x%))dx
0
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Podemos também resolver este problema usando a forma vetorial do Teorema de Green.
Tomamos ¢ (t) = (t,t>) e ca(t) = (1 —t,1 —1).

fL(VXF)-de = fiF-ds:ilF-ds—kjiF-ds
_ /IF(t,tz)-(1,2t)dt+/1F(1—t,l—t)-(—l,—l)dt
0 0
1 1
- /(ts,t+t2)-(1,2t)dt+/ (1=1)3,2=2) - (—1,—1)ds
0 0

1 1
= /t5+2t2+2t3dt+/ —(1—1)> —2+2tdr
0 0

1 2 1 1

= 6+3+§_Z_2+1
1

12

Teorema 3.4.2 — Teorema da divergéncia no plano. Consideramos o campo
vetorial no plano F(x,y) = (Fi(x,y),F>(x,y)) de modo que F] e F, sdo derivaveis e
tenham derivada continua. Seja também c(7) = (x(¢),y(¢)) uma curva fechada, com
velocidade continua“ definida no plano, orientada positivamente e €2 a regido interior

V'@, =¥()
V02 (1))

]éF-nds:fo(V-F)dA. (3.10)

“Eventualmente pode ter um niimero finito de descontinuidades.
bEventualmente nio definido num nimero finito de tempos.

cujo bordo é c. Sejan(t) = o vetor normal” A curva c. Entdo temos:

Demonstrag¢do. Vimos no Teorema 1.6.2 que, dado T'(f) = H 0 vetor unitdrio tan-
gente a curva, temos [.F -ds = [.F -T ds. Consideremos F( y) (F1(x,y),F(x,y)) =
(=Fa(x,y), Fi(x,)).

j{F-nds 7{F ||c ))d —fﬁ-(lec %F Tds_yfF ds
L ey

« Exemplo 3.23 Consideremos o campo vetorial F(x,y) = (y> + eyz,x2 +sinx) e Q é o
quadrado unitdrio [0,1] x [0, 1] C R? positivamente orientado. Pretendemos calcular o
integral §.F -nds. Pelo Teorema da divergéncia no plano ele é igual a f fg V-FdA. Mas
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a divergéncia de F € igual a aFl +52 an =0+0=0. Logo §.F -nds=0. Notemos que o
calculo §.F -nds diretamente era mals trabalhoso.

« Exemplo 3.24 — Exemplo 1.6.1 revisitado. Vimos no Exemplo 1.6.1 que o integral
de linha de um campo de vetores gradiente depende somente dos extremos do caminho
considerado sendo dado por:

b b d
[vrds = [ Vre)-dayde= [ s = re) - rica).

Quando a curva c € fechada teremos [,V f-ds = 0. A luz do Teorema de Green podemos
ver que o resultado € 0 observando que a fun¢do integranda no integral duplo é % — %—1;2

’ : _(9f U\ o OB _9R _ O*f  f _
Como F é campo gradiente F' = ( 30 ay) € o Ty T dyox oy = 0 por estar nas

condicdes do Teorema 2.3.4. .

« Exemplo 3.25 — Lacete ndo homotépico ao lacete nulo. Vamos considerar o campo
de vetores F(x,y) = ( szyry2 , x2+ ) definido em R?\ {(0,0)}. Temos que & @ - % =0,
logo f fQ (ﬁ — ﬂ) dA = 0 onde Q € o circulo de raio 1 e centrado em (0,0) mas sem o

(0,0). Temos também que:

2n 2n
j{F-ds = / F(c(t))-c’(t)dt:/ F(cost,sint) - (—sint,cost) dt
c 0 0

2n sint cost )
= — —5 —— | - (—sint,cost)dt
0 cos2t +sin“t cos?t -+ sint

2n
= / ldt =2m.
0
Recorde o Exemplo 1.60. .
. No exemplo anterior temos f fg (@ — @) dA # §_F - ds, mas isso afinal ndo con-

tradiz o Teorema de Green? Nio! @ A regido 2 que consideramos € um circulo
excluido do seu centro e isso ndo serd uma regido simplesmente conexa.

Teorema de Stokes para o rotacional

O resultado principal desta sec¢do € uma generalizacao do Teorema de Green. Enquanto
que no Teorema de Green temos uma curva em R? delimitando Q e temos uma relacio
entre o integral de linha do campo vetorial e o integral duplo na regido Q de uma 1-
forma Fdx+ F, dy em R2, no teorema seguinte temos uma curva em R3 delimitando Q
definindo uma superficie e temos uma relag@o entre o integral de linha de uma 1-forma
Fidx+ Fdy+ F3dz em R? e o integral duplo na regido Q de uma 2-forma diferencial’
cujos coeficientes sdo formados por derivadas parciais de primeira ordem de F. As
2-formas serdo abordadas em §3.7.
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Teorema 3.5.1 — Teorema de Stokes para o rotacional. Consideramos um campo
vetorial no espaco definido por F (x,y,z) = (Fi (x,y,2), F2(x,,2), F3(x,y,z)) de modo que
F1, F» e F3 sdo derivdveis e tenham derivada continua. Consideramos também ®(u,v)
uma superficie parametrizada com dominio Z e bordo d 2. Entédo temos:

F-ds:ff(VxF)-dS. (3.11)
209 9

« Exemplo 3.26 Vamos calcular f f@(V X F)-dS onde temos o campo vetorial

F: R = R3
(x,y,z) = (ya_xaexz+5iny)

e 2 é o hemisfério norte da elipsoide x> 4 y* + 572 = 1. Notemos que 9%, o bordo de
9, é x> +y* =1 (basta tomar z = 0). A curva d2 pode ser parametrizada por c(t) =
(cost,sint,0) com ¢ € [0,27]. Pelo Teorema do rotacional de Stokes calcular f f H(VXF)-
dS é a mesma coisa que calcular §,,, F - ds. Assim,

2
F-ds = F(cost,sint,0) - (—sint,cost,0) dt
29 0
2
= / (sint,—cost, e L sin(sinr)) - (— sinz, cost,0) dr
0
= -2

Notemos que calcular o integral do lado direito da igualdade (3.11) ndo deverd ser nada
facil! Além do mais f f @(V X F)-dS dard sempre —27 mesmo deformando a superficie 2
mas, claro, mantendo o seu bordo 9 2. .

= Exemplo 3.27 Vamos calcular §,,, F - ds onde temos o campo vetorial

R3
(_y37x37 _Z3)

F: R3 —
(x,5,2)

e dZ é a intersecio do cilindro x*> +y? = 1 com o plano 2x + 2y + z = 3. Pelo Teorema do
rotacional de Stokes calcular §,,, F - ds ¢ a mesma coisa que calcular f f (VX F)-dS. O

plano 2x + 2y + z = 3 é parametrizado® por

b xz — R3
(x,y) — (%y,3—2x—2y)

onde Z é x* +y* <1ez=0. Assim T, = (1,0,—2) e T, = (0,1,—2). Assim T, x T, =
(2,2,1).

>Isto é um exagero pois podemos determinar o vetor normal ao plano, ou seja 2x+ 2y + 1z =3 o vetor
(2,2,1).
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Como o rotacional de F é V x F = (0,0,3(x> 4 y?)) teremos:

| Feas - ff (V X F)-dS = ffom 21 \2)).ds
_ ff@(o,o,a(x +y2))n-dS
— fL(O,O,3(x2+y2))~(2,2,1)-dS
= ff 3(x* +y%) dxdy
= 3/2”/ P drd

= 671—:—7r
4 2

« Exemplo 3.28 Vamos calcular f fg(V X F) -dS onde temos o campo vetorial

F: R = R3
(x,y,z) = (X?’, _y370)
e 2 é ameia esferax® 4+y> +2z> = 1 com x > 0. Notemos que 0 Z, o bordo de 2, é x> +y> =
1 (basta tomar z = 0). A curva d Z pode ser parametrizada por c¢(¢) = (0,cost,sinz) com

t € [0,27]. Pelo Teorema do rotacional de Stokes calcular ], 5(V X F)-dS éamesma

coisa que calcular §,,, F - ds. Assim,
2n
F-ds = F(0,cost,sint) - (0, —sint,cost) dt
09 0

21
= / (0, —cos3t,0) - (0, —sint, cost) dt
0

21 3
= / sintcos” tdt
0

costr|2m
4

0

Teorema de Gauss-Ostrogradski

O seguinte resultado é o expoente mdximo em dimensao dos Teoremas Fundamentais do
Calculo que vamos considerar e relaciona um integral triplo numa regido que é o ‘miolo’
de um sélido em R com um integral duplo numa superficie que é a ‘casca’ desse sélido.

Teorema 3.6.1 — Teorema da divergéncia de Gauss-Ostrogradski. Consideramos
um campo vetorial em R? definido por F (x,y,z) = (F(x,y,2),F>(x,y,2),F3(x,y,z)) de
modo que Fi, F> e F3 sejam de classe C!. Consideramos também um sélido® Q com
bordo dQ. Entdo temos:
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ffo(V-F)dvzgggQF-ds. (3.12)

“Certas condi¢des de regularidade sédo impostas no s6lido mas vamos evitar tecnicalidades.

No teorema da divergéncia do plano (Teorema 3.4.2) vimos que
ff(v-F)dA:fF- ds & 7{F T ds,
Q c

onde ¢ = dQ. Aqui temos que

ffo(V.F)dvzggE F. ds(331)5@gQF.nds.

« Exemplo 3.29 — Cdilculo da fluxdo Il. Vamos revisitar o Exemplo 3.14 do cdlculo
da fluxdo do campo vetorial F(x,y,z) = (0,0,z) através da esfera centrada na origem e de
raio R > 0. Seja SIZe a esfera em causa e cujo volume € sabido ser %ﬂR3. A divergéncia de
F € igual a 1. Assim, temos

ff F- dS“i”# Fds“i“fff (V-F)dV = fff 1dV = vol(S3) = 2 2R®.
9S% s2 2 3

« Exemplo 3.30 Vamos calcular %2 F -ndS onde temos o campo vetorial

F: R = R3
(x,y2) — (2x,3y%,722+2)

e S? é a esfera x> +y> 4+ z2 = 1. Pelo Teorema de Gauss-Ostrogradski calcular %2 F-ndS

¢ a mesma coisa que calcular ffo(V -F)dV onde Q é o ‘miolo’ da esfera. Como a
divergéncia de F € igual a 2 + 6y 4 14z teremos:

ffL(V.F)dV - fffg2+6y+14zdv
o [ [

— 2vol(Q)+0+0
4 8

= 2— = —7T.
3737

Os integrais f f fQ ydV e f f fgde sdo nulos por simetria da esfera. .
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« Exemplo 3.31 Vamos calcular 9@%9 3x% 4+ y+z2dS onde Q é a esfera x> +y* + 72 = 1.

Como 3x% +y+z> = (3x,1,2) - (x,y,2) sendo n = (x,y,z) o vetor normal a dQ vamos
considerar o campo vetorial

F: RS = R3
(x,»,z) = (3x,1,2)

Calcular 5@%9 3x% +y+2z2dS é a mesma coisa que calcular 5@6;;9 F -ndS que, pelo Teorema

de Gauss-Ostrogradski, é a mesma coisa que calcular f f fQ(V -F)dV. Como a divergéncia
de F é igual a 4 teremos:

4 16
9@6 3 +y+2dS = fff(V-F)dV:fff4dV:4vol(Q):4—n:—n.
2Q Q Q 3 3

Coroldrio 3.6.2 Seja dQ uma superficie fechada cujo interior € o sélido Q e F um
campo vetorial duas vezes derivdvel e com derivadas continuas. Entao

956 (VxF)-dS=0.
2Q

Demonstragcdo. Se considerarmos o campo vetorial G =V x F, como F é um campo
vetorial duas vezes derivdvel e com derivadas continuas, G serd um campo vetorial uma vez
derivdvel e com derivadas continuas. Podemos aplicar o Teorema de Gauss-Ostrogradski a

G e temos
fff(V-G)dV:ﬁg G-ds,
Q o)
ou seja
fffv-(wmdvz# (V x F)-dS.
Q aIQ
Pelo Teorema 1.4.3 a divergéncia do rotacional € 0, logo o corolario fica provado. [

« Exemplo 3.32 A Lei de Gauss vista em §3.3.1 pode ser escrita da seguinte forma:

P
V.E== A
. (3.13)

onde p € a densidade da carga elétrica (carga por unidade de volume). Vejamos porqué:
integrando (3.13) obtemos:

ffE-dS“éz)fff V-EdV:ffdeV:lff pav =2
S vol(S) s € € S €

Exercicio 3.6 Deduza a Lei de Gauss para o magnetismo dada por ﬁ% oH-dS=0.

"1°9°¢ BWAIOAT, 0 3SN 3 G¢'[ O[dWaXH Op [[QMXBIA 9P 19T B 9pI0dY :0LIN[0S
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2-formas e 3-formas

2-formas

= Exemplo 3.33 — O determinante e as dreas de paralelogramos em R?. Dados
u= (u,up) ev=(vy,v) adrea do paralelogramo formado por u e v é dada por u;v, — upv,
que ¢é basicamente o determinante da matriz formada por u € v como linhas ou como
colunas. Consideramos o produto exterior entre u € v designado por u /A v e fagamos contas
injustificadas mas que serao tteis para motivar a defini¢do formal que serd vista diante.
Escrevemos u = u1 dx + uy dy interpretando a base canénica de R? como {dx,dy} e assim
v=vidx+vydy.

uhv = (urdx+uydy) N (vidx+vody)
= wvidxNdx+upvodx ANdy+urvidy Ndx+uyvody Ndy
= uvpdxNdy—uyvidxNdy
(uyvo —upvy) dx A dy.

As contas injustificadas que usamos aqui foram a lei distributiva e a alternacio dx A dy =
—dy N\dx. Reparemos que dx A dy = —dy Adx implica que dx Adx =dyANdy = 0. .

= Exemplo 3.34 — O produto vetorial e as dreas de paralelogramos em R3. Dados
u= (uy,up,u3) e v=(vy,v,v3) a area do paralelogramo formado por u e v é dada por
u x v que foi definido em §1.2 por:

U X v=(Upv3 — U3V, u3vy — U3, u1va — Uavi), (3.14)

Temos que x: R3 x R? — R3 é uma aplicacdo 2-linear (ou bi-linear). Consideramos
o produto exterior entre u e v designado por u A v e fagamos contas injustificadas mas
que serdo uteis para motivar a definicao formal que serd vista diante. Escrevemos u =
uy dx +us dy + uz dz interpretando a base canénica de R3 como {dx,dy,dz} e assim v =
vidx+vydy—+vidz.
uNv = (urdx+urdy+uszdz) \(vidx+vady+vidz)

= wvidxNdx+upvodx ANdy+uvydxNdz

+ wyvidyANdx+uyvody Ndy+uyvzdyNdz

+ usvidzAdx+uzvydz ANdy+usvydz ANdz

= (uyvy —ugvy)dx ANdy+ (u1vs —uzvy)dx Adz+ (upvs — uzva) dy A dz.
Note-se que se fizermos as identificacdes dx A dy <> dz, dx Ndz <> —dy e dy Ndz <+ dx
obtemos que u X v e u /A v representam o mesmo objeto. Contudo, enquanto que dx é um
vetor que vive em R?, dx A dy é um 2-vetor que vive num espago chamado de 2-ésima
poténcia exterior de R? e é denotado por A?R3 assim como dx A dy A dz é um 3-vetor que
vive num espaco chamado de 3-ésima poténcia exterior de R? e é denotado por /\3 R3.

Constatamos que, na realidade, andamos toda a vida a trabalhar com 1-vetores em primeiras
poténcias exteriores de R" ... digam 14 como € possivel ndo gostar de matemadtica! .

Seréd que podemos fazer sempre as identificacdes <+ como no Exemplo 3.34? Res-
posta: Nao! @ Aqui funciona bem porque os 2-vetores em A?R3 sdo 1-vetores em R3.
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A raziio é que em geral temos dim A¥R” = (Z) e donde tiramos que dim A\’ R3 = (;) =

| . . . . . . ~ ~ .
m =3 = dimR? pois espagos vetoriais de igual dimensio sio sempre isomorfos.

Por isso dissemos em §1.2 que o produto vetorial caia como uma luva em R? pois
o input em R3 garantia um output em R?. Dito de outra forma em R? ndo existe
necessidade de uma teoria generalizada da Algebra Linear.

Dados u,v € R3 definimos uma matriz anti-simétrica (i.e. A = —AT) da seguinte forma:
1 0 Upvy —upvy  UV3 — uUzvy
UNy = i(uTv—vTu) =— | —uva +usvy 0 UpV3 — U3V (3.15)
—u1v3+uszvy —upviz+uzvo 0

Observe com aten¢do esta matriz e tente relacionar com o Exemplo 3.34. O produto
exterior de quaisquer u,v € R" é dado usando a férmula (3.15). Assim, identificamos
A?R" com as matrizes anti-simétricas n x n com entradas em R.

Teorema 3.7.1 Se u,v € R”, entdo u Av € A\>R™.

Demonstracdo. Seja uAv = A vejamos que AT = —A. De facto,
1 1 1 1
AT = —(ulyv —vTw)T = E(VTMTT —ulVITy = —(VTu—ulv) = —=(ulv—vTu) = —A.

Exercicio 3.7 Dados u,v,w € R" e £ € R mostre as seguintes propriedades do produto
exterior:

*c uUNVv=—-vAu.

* uANu=0.

o LuNAv)=(lu) N\v=uA ({v).
c uN(VAW) =uAv+ulhw.

Uma 2-forma « num aberto A C R? também chamada de forma diferencial de grau 2
é um objeto a(p) = fi(p)dx Ady, uma 2-forma o num aberto A C R? é um objeto
o(p) = filp)dxNdy+ fo(p)dy Ndz+ f3(p)dz Adx e, de forma geral, uma 2-forma num
aberto A C R” é um objeto

o(p) =Y. fij(p)dxi Ndx;, (3.16)
i

onde p e R" e fi: A C R" — R sdo campos escalares para i = 1,...,n. De facto, uma
2-forma € uma expressao construida a partir de produtos exteriores de pares de 1-formas.

Da mesma maneira que dx(v) representa o comprimento (afetado de sinal) da projecdo
na primeira coordenada do vetor v a expressdo dx A dy(u,v) representa a drea (afetada
de sinal) do paralelogramo orientado definido pela projecdo dos vetores u € v no plano
Xy.
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= Exemplo 3.35 — 2-formas em R2. O Exemplo 3.33 permite-nos construir:

2
pA

ZS)

o: R — {2-formas em R?}
. 2 2 R
p o(p): R* xR — R

((u1,u2),(vi,v2)) — uiva —uavy

que é um exemplo de uma 2-forma de R> em R”. O p € R’ ndo tem interferéncia pois a
2-forma nao depende do ponto p mas sim dos dois vetores de input na 2-forma. A forma

tem output em R sendo que A>R? é isomorfo a R.

As O-formas nao t€m nenhum input vetorial apenas tém input de um ponto p. As

|-formas tém um input vetorial e o input de um ponto p. As 2-formas tém dois inputs
vetoriais e o input de um ponto p.

« Exemplo 3.36 — 2-formas em R3. O Exemplo 3.34 permite-nos construir:

a: R - {2-formas em R3}
a(p): R3 xR3 — F
p = ((uy,up,u3).(vi,v2,v3)) = (ugvy —upvy)dxAdy+ (uyvz —uzvy)dx Adz+ (upv3 —uzvy)dy Adz

que é um exemplo de uma 2-forma de R? em R’. A forma tem output em R. Ora A’ R3
é isomorfo a R? e temos as identificacdes dx Ady < dz, dx Adz <> —dy e dy Ndz < dx
sendo que o produto interno em R trata de colocar tudo em R. Podfamos ter optado por
escrever (upvs — u3vy,Uzvy — Upva, U vy — Upvy) € R3 na base canénica de R3 definida por
{dx,dy,dz} ou podiamos ter optado por escrever (ujvy — upvi,ujv3 — usvy, usvs — uzva)
na base de A\’R? definida por {dx Ady,dx Adz,dy Adz}. A base de A\’R? definida por
{dxNdy,dy Ndz,dz \dx} serd a mais usual daqui para a frente.

As identificagdes dx Ady <+ dz, dx Ndz <> —dy e dy N dz <+ dx podem ser lembradas
associando i <» dx, j <> dy e k <> dz e tomar produtos vetoriais. Assim,

ij k

e dxNdy=ixj=|1 0 0l=k=dz
010
i j k

e dxNdz=ixk=|1 0 0|=—j=—dy.
0 0 1
i j k

e dyndz=jxk=|0 1 0|=i=dx.
0 0 1

3.7.2 3-formas

= Exemplo 3.37 — O produto vetorial e os volumes de paralelogramos em R>.

Dados u = (uy,uz,u3), v= (vi,v2,v3) e w = (wy,wz,w3) o volume do paralelogramo
formado por u, v e w é dada por

det(u, v, W) = U1VoW3 + UQVIW] + U3V WO —UIVIW2 — UV W3 — U3VIW] (3.17)
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que ¢é basicamente o determinante da matriz formada por u, v € w como linhas ou como
colunas denotado por det(u, v, w). Consideramos o produto exterior entre u, v e w designado
por u Av Aw e fagamos contas injustificadas mas que serdo uteis para motivar a defini¢ao
formal que serd vista diante. Escrevemos u = uj dx + up dy + u3 dz interpretando a base
canénica de R3 como {dx,dy,dz} e assim v =vidx+vydy+vidzew=widx+wydy+
wsdz.

uNvAw = (uydx+urdy+uzdz) A (vidx+vady+vidz) A(widx+wrdy+wsdz)
upviwrdx Ndx Ndx+uviwydx Ndx Ndy +uyviwzdx ANdx A\dz
upvowrdx Ndy Ndx+uyvowardx Ndy ANdy +uyvowsdx Ndy Ndz
upvawidx Ndz ANdx+uyvawordx Ndz Ndy+uyvswsdx ANdz Ndz
upviwrdy Ndx Ndx+uyviwydy Ndx Ndy + urviwsdy Ndx Ndz
upvowi1dy Ndy Ndx+upvywrdy ANdy Ady +urvowsdy Ady Ndz
wrvawdy Ndz Ndx+upvawrdy Ndz Ndy +uyvzwsdy ANdz Ndz
usviwidz Ndx Ndx+ usviwordz Ndx Ndy4+uzviwzdz Adx Ndz
usvow dz Ndy Ndx+uzvowrdz ANdy Ndy +uzvowsdz Ady Ndz
usvaw1dz ANdz Ndx+uzvawrdz ANdz Ndy +uzvawzdz ANdz Ndz

@
@
Note-se que sempre que temos uma orientacdo como no diagrama circular acima temos

sinal +, quando essa orientagdo € violada temos sinal —. Os vetores dx, dy e dz vivem
em R3, dx Ady Adz é um 3-vetor que vive na 3-ésima poténcia exterior de R? i.e. em

+ 4+ +++ o+t

A~ R’. Sabemos que dim A\” R —(3) = mnE = I =dimR. E ninguém se admira pois um
determinante € um nimero real. Uma maneira pomposa de designar um nimero real é
dizendo que é um 3-vetor em A R3. [

Uma 3-forma & num aberto A C R? também chamada de forma diferencial de grau 3 é
um objeto a(p) = f1(p)dx Ady Adz, uma 3-forma « num aberto A C R* é um objeto
o(p) = filp)dxNdyNdz+ fo(p)dxNdy ANdw+ f3(p)dx ANdzNdw+ fa(p)dy Adz N dw.
De facto, uma 3-forma € uma expressdo construida a partir de produtos exteriores de ternos
de 1-formas ou pares de 1-formas e 2-formas e serd formalizado em §3.7.3.

= Exemplo 3.38 — 3-formas em R3. O Exemplo 3.37 e (3.17) permite-nos construir:
a: R} — {3-formas em R3}
a(p): R3 x R? x R3 — R

—
P ((u1,u2,u3),(Vl,Vz,VQ),(Wl,Wz,W?,)) = det(u,V,W)

que é um exemplo de uma 3-forma de R3. O p € R? nido tem interferéncia pois a 3-forma
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nao depende do ponto p mas sim dos trés vetores de input na 3-forma. A forma tem output
em R sendo /\3 R3 é isomorfo a R. .

« Exemplo 3.39 — Vdrios volumes em R3. Consideremos as 1-formas em R3 dadas
por o = dx+dy—2dz, ap =3dx—dy—+dze az = dx+ 2dy -+ dz. Vejamos o que é
oy A o A a3 analisando como esta 3-forma transforma os vetores da base canénica do R3.

1 3 1
OC]/\062/\063((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)): 1 —1
-2 1 1

)
>

Logo oy ANoo Aoz =4dxNdyNdz. .

odemos ‘normalizar’ e 3-forma o A o A 3 do Exemplo 3.39 fazendo %al Aoy A\ 0.

= Exemplo 3.40 — Formas diferenciais em R?. Existem quatro tipo de formas diferenci-
ais em R>:

« as O-formas que sdo funcdes escalares f: R> — R;

* as l-formas que tém o aspeto a(x,y,z)dx+b(x,y,z)dy+ c(x,y,z) dz;

* as 2-formas que tém o aspeto c(x,y,z) dx Ady+a(x,y,z)dy Ndz+b(x,y,z)dzNdx e
¢ as 3-formas que tém o aspeto 8 (x,y,z)dx Ady Adz.

Algebra de formas

Vamos agora formalizar os conceitos que referimos abusivamente em secc¢des anteriores.
O simbolo A que representa o produto exterior de formas é chamado de cunha (em inglés
wedge). Sejam o uma i-forma e § uma j-forma onde 0 < i+ j < 3. O produto exterior
(ou produto cunha) satisfaz as seguintes propriedades:

(a) Neutro+Absorvente Vi di-forma nula O tal que Vi-forma o temos 0+ o = a. Além
domaisOAB =0V j-forma f com0 <i+ j<3.
(b) Distributividade (foy + o) AP = f(a1 AB)+ (a2 A B) onde f é uma O-forma,
o, 0 sdo i-formas e  é uma j-forma com 0 < i+ j < 3.
(c) Anti-comutatividade & A B = (—1)7(B A ).
(d) Associatividade a; A (o Aaz) = (o Aap) Aoz onde @, & e a3 sdo respetivamente
i, j € k-formas onde i+ j+k < 3.
(e) Homogeneidade das O-formas Se f é uma 0-forma, entdo o A (fB) = (fa) A\B =
f(anB).
(f) Regras de multiplicacdo para 1-formas:
* dxNdx=dyNdy=dzNdz=0.
e dxN\dy=dxdy = (—1)(dyANdx).
* dxN\dz=dxdz = (—1)(dzNdx).
* dyNdz=dydz=(—1)(dzNdy).
* dx A (dyNdz) = (dxNdy) Ndz = dxdydz.
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(g) Regra de multiplicag@o para O-formas: Se f € uma 0-forma e & € uma i-forma, entao

fAa=fa.

Exercicio 3.8 Mostre que distributividade e anti-comutatividade implicam a homogenei-
dade das O-formas.

Exercicio 3.9 Mostre que dy A dxdz = —dxdydz. Solucio:
dy Ndxdz = dy N\ (dxNdz) = (dy Ndx) Ndz = (—1)(dx Ady) Ndz = —dxdydz.

Podemos sempre deixar ‘cair’ a cunha e fazer dx A dy = dxdy? Sim, mas em relagdo
adx e dy por esta ordem pois [ fdxAdy = [ fdxdy = [ fdydx=— [ fdyNdx.

« Exemplo 3.41 Considere as 2-formas o = dxAdy, ap =dyNdze o3 = dx Adz definidas
em R3 e os dois vetores (u1,us,u3), (vi,v2,v3) € R3. Temos:

e oy(u,v) = (dx ANdy)(u,v) = ujvy — upvy. Este valor representa a drea do parale-
logramo 2-dimensional definido no plano xy quando projetamos o paralelogramo
2-dimensional definido por u e v.

* op(u,v) = (dy ANdz)(u,v) = upv3 —uzv,. Este valor representa a drea do parale-
logramo 2-dimensional definido no plano yz quando projetamos o paralelogramo
2-dimensional definido por u e v. Ver Figura 3.9.

* o3(u,v) = (dx Ndz)(u,v) = ujvs —uzv;. Este valor representa a drea do parale-
logramo 2-dimensional definido no plano xz quando projetamos o paralelogramo
2-dimensional definido por u e v.

Figura 3.9: Tlustragdo do Exercicio 3.41. a,((2,2,1),(1,3,3)) =2x3-3x1=3. 0
paralelogramo no plano x = 0 tem drea 3. O paralelogramo definido por u e v tem area

Exercicio 3.10 Considere as 2-formas o = dx Ady, oo = xdx ANdy —ydy ANdx e a3z =
xydx A dy definidas em R?. Calcule o;(u,v), o;(it,?) e o;(ii,7) nos pontos explicitos na
Figura 3.10.

Solucdo: Notemos que ap = (x+y)dx Ady e que a 2-forma o ndo depende do ponto
onde ¢ aplicada.
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o oq(u,v)=2,0u,v)=4e az(u,v) =2
M 061(12,\7):—1,OCz(LAt,\'/\):—3eOC3( s )
o oy (i,v) =1, p(ii,v) =1 e oz(ii,7) =0

A A

=-2.

Figura 3.10: Ilustracdo do Exercicio 3.10.

Exercicio 3.11 Considere as 1-formas a; = xdx —2dy e op = " dx + sinydy definidas
em R2. Calcule oy A . Solucao:

oAy = (xdx—2dy)A(e'dx+sinydy)
= xe*dxNdx+xsinydx Ndy—2e*dy Ndx—2sinydy Ady
= xsinydxAdy—2e*dyNdx
= xsinydxAdy+2e*dxANdy
(xsiny+2e*)dx Ady.

Exercicio 3.12 Considere as 1-formas o = xdx — ydy, op = zdx +xdz e o3 = zdy
definidas em R3. Calcule a) oy Ao e b) o3 A oy A 0. Solucdo: a) gy Ao = —x%dz A
dx+yzdx Ndy —xydy Adzb) oz Aoy A ap = —x*zdx Ndy Ndz.

Exercicio 3.13 Considere as 2-formas oy = dyAdz, 0o = —xdzNdy e a3 =xdxN\dy—
zdx Adz+ ydy A dz definidas em R, Calcule o;(1,2,3)[(1,0,1),(—1,2,0)]. Solugio:
Notemos que 0 = xdy Adz e que a 2-forma o ndo depende do ponto onde € aplicada.

* 01(1,2,3)[(1,0,1),(—1,2,0)] = —2.
¢ a2(17273)[(17071)’(_17270)]:_2'
. 03(1,2,3)[(1,0,1),(~1,2,0)] = —5.

Exercicio 3.14 Considere as 1-formas o = xdz — ydy e 0y = x*ydx +xdy — zxdz defini-



3.7 2-formas e 3-formas 167

das em R3. Calcule oy A o). Solucao:

GgN = (xdz—ydy)/\(xzydx+xdy—ZXdZ)
= (xdz—ydy) A (xydx) + (xdz—ydy) A (xdy) + (xdz — ydy) A (—zxdz)
= PydzANdx—x*y?dy Ndx+x>dzNdy —xydy Ndy —x*zdz Ndz+ xyzdy ANdz
= —x3ydx/\dz+x2y2dx/\dy—xzdyAdz+xyzdy/\dz
x*y? dxdy — x>y dxdz + (xyz — x*) dydz.

Exercicio 3.15 Considere a 1-forma o = xdz — ydy e a 2-forma o = x>y dxdz + xdydz
definidas em R3. Calcule a; A o. Solugdo:

Aoy = (xdz—ydy) A (x*ydxdz+ xdydz)
= (xdz) A (¥*ydxdz +xdydz) — (ydy) A (x*ydxdz + xdydz)
= x3ydz/\dxdz+x2dz/\dydz—x2y2dy/\dxdz—xydy/\dydz
= (xy)*dxdydz.

« Exemplo 3.42 — A forma simplética canénica em R*. Uma forma simplética é um
exemplo de uma 2-forma. A forma simplética em R? é basicamente a 2-forma em R? vista
no Exemplo 3.33. A forma simplética® canénica em R* é dada por @ = dx Adz+dy Adw.
Notemos que7 —%(02 €, passo o pleonasmo, a 4-forma de volume em R*. De facto, usando
a propriedade de permutacao com afetacdo de sinal, teremos:

1 1 1
5602 = ;0N = (dxNdz+dyNdw) A (dxNdz+dy Ndw)

1

— E(dx/\dz/\dy/\dw+dy/\dw/\dx/\dz)
1

= 5(—dx/\d‘,\'/\dz/\dw—dy/\dx/\dw/\dz)
1

— 5(_dx/\dy/\alz/\a,’w+d.xAd_\'/\dw/\dz)

1
= 5(—dx ANdy Ndz Ndw—dx NdyNdz N\ dw)

= —dxANdyNdzNdw
—dxdydzdw.

Exercicio 3.16 Considere a 2-forma @ = dx A dz+ dy A dw definida no Exemplo 3.42 e
os vetores (x1,y1,21,w1), (x2,¥2,22,w2) € R*. a) Determine a expressdo para

w((ﬂ»)’laZlan): (XZa)’Z,ZLWZ))-

E comum denotar uma forma simplética por @. Dai escolhemos @ em vez de c.

(=1 )Wz] n 2n
@ define a forma volume em R~".

7Em geral, dada uma forma simplética em R?" temos que .
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b) Indique dois vetores nao nulos e cuja forma simplética aplicada a eles € nula. Solucao:
a) Notemos que a 2-forma ® ndo depende do ponto onde € aplicada mas s6 dos vetores

(-xl?yhzlawl) € (x27y27z27W2)'

o((x1,y1,21,w1), (%2,2,22,w2)) = (dxAdz+dy Adw)((x1,y1,21,w1), (x2,¥2,22,W2))
(dx Adz)((x1,y1,21,w1), (x2,2,22,W2))
+ (dyANdw)((x1,y1,21,w1), (x2,¥2,22,W2))
= X122 — X221 +Yy1w2 — yawi.

A ideia da a¢do € andloga ao Exemplo 3.41.
b) o((1,0,0,0),(1,0,0,0)) =0 ou w((1,0,0,0),(0,1,0,0)) = 0.

Derivacdo de formas
Propriedades e exemplos

Vamos agora determinar como se derivam formas. A derivada de uma i-forma é uma
(i+ 1)-forma onde i < 2. A derivada de uma 2-forma o em R? é sempre nula, assim
como a derivada de uma 3-forma « em R> é sempre nula, i.e. da = 0 onde d representa a
operacdo derivacdo de formas. Temos as seguintes propriedades:

(A) Derivada total Se f: A C R? — R for uma 0-forma entio

_of , df . df
df = 8xdx+ aya’y-l— 3z dz.

(B) Derivada da soma Se @ e o sao duas i-formas, entdo
d(og + o) =doy +day.
(C) Derivada do produto Se ; € uma i-forma e & € uma j-formas, entido
d(ag ANag) = (doy Aop) + (1) (o Ado).

(D) Derivada da constante d(dx) = d(dy) = d(dz) = 0.
(E) De quadratum nihilo exaequari® d> = 0 i.e. d?a =0 ou d(da) = 0.

Exercicio 3.17 Mostre que dadas duas 1-formas o e o temos d(a; Aop) = (doy Aoy ) —
(a1 Adoy). Solucdo: Sem perda de generalidade provamos para a; = adx e ap = bdy.
Por um lado temos:

dlog ANay) = d(adxAbdy) =d(abdx Ndy)

= d(ab) dxNdxNdy+ Mdy/\dx/\dy+

dx dy
d(ab)

d(ab)
dz

dzANdxN\dy

= dxNdyNdz = %b—&-@a dxNdyNdz
0z Jdz  dz

8A frase ‘utinam intelligere possim ratiocinationes pulcherrimas quae e propositione concisa DE QUA-
DRATUM NIHILO EXAEQUARI fluunt’ de Henri Cartan traduz a ideia... ‘pudesse eu entender as maravilho-
sas consequéncias que fluem da férmula concisa d* = 0 (o quadrado iguala zero)’ ...



3.7 2-formas e 3-formas 169

Por outro lado temos:

0 0 0 0 0
danoy = | Laxndc+ Zaynde+ 2L azndx ) Abdy = Z2bdz ndxndy = S bdx Ady Adz,
ox dy dz 0z dz
€
b b ob ob b
—oNdoy = —adxAN| =—dxANdy+—=—dyANdy+ =—dzNdy | = —=—adxNdzNdy= =—adxNdyNdz.
ox dy dz dz dz

Exercicio 3.18 Mostre que d® = 0 onde ® é a forma simplética canénica em R* vista no
Exemplo 3.42. As regras em R* funcionam analogamente ao visto acima em R3,

Exercicio 3.19 Mostre que doo = —dy Adz Adw onde o = xdx Adz+ zdy Adw. Solucio:

(B)

da d(xdxNdz+zdy Ndw) = d(xdx Ndz) +d(zdy Ndw)

=
X
3

dx Ndx Ndz+xd(dx Ndz) +dzAdy ANdw+zd(dy Adw)

—
=
=

xd(dx Ndz)+dz Ndy Ndw+zd(dy AN dw)

a
¥
S

xd(dx) Ndz—xdx ANd(dz) —dy Ndz Ndw+zd(dy) Ndw —zdy Nd(dw)

S

—dyNdzNdw.

« Exemplo 3.43 — #2f =0+« V x (Vf) =0. Seja f: A C R?> — R uma O-forma de classe
C? no aberto nio-vazio A. Mostremos (e), ou seja que d”f = 0.

ddp) ¥ d(aafdﬁgj;dw?dz)
o ) )1
2 d<gf>/\d +¥d(a’ )+d<g§)/\d +‘;~§d(d )+d<‘3f)Adz+‘3fd(dz)
© d<gf>Ad +d(‘;§>Ady+d<g>Adz
@ (3 dxt azf azf )/\dx
(2 dﬁﬂa;dz)my
+ (;j;zd +ﬁd +8J;dz>/\dz
) (;yz;x azf dz) /\dx+(;2af dx+ ;Zf d)/\dy+<;2af dx+ ;25 dy)/\dz
& (;jgy ;;;)d Ady +<;y2;z§;];dz>dy/\dz+(;zgzd ;;af>d Adz
-0

)

pelo Teorema 2.3.4. Esta conta faz lembrar o Teorema 1.4.2 que dizia que o rotacional do
gradiente era nulo. .
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« Exemplo 344 — 2a =0 V- (VxF)=0. Seja a: A C R} = (R*)* uma I-forma
de classe C? no aberto ndo-vazio A definida por a(p) = fi(p)dx+ fo(p)dy + f3(p)dz
Mostremos a propriedade (e) neste caso, i.e. que d*a = 0.

(fi(p)dx+ fa(p)dy+ f3(p)dz))

(fi(p)dx)+d (f2(p)dy)+d(f3(p)dz))

d(da) (p)
(p)
(p)
1(p))

d

c

d

G

d(d (fi(p)) N dx+ fi(p)d(dx)+d (fo(p)) N dy+ fo(p)d(dy) +d (f3(p)) N dz+ f3(p)d(dz))

El

(d
(d
(d
(d(f

I
oY

(Fi(p)) A dx-+d (£(p)) A dy -+ (£(p)) A d2))
8 ger 2oty 20 )

=

d dy+ —=—dz

(G .
d(afzd +@ +f2dz>/\dy
a

(32

+

x ety v
+ o, Bt

+

(9f3 af3 df3 >

=

dzdx dxdz dydx dxdy
() 9*h 2f1 92 f 9 f 9 f3 9 f3
= Jy dzdydx +Wdydd +88 dzdxdy +88dedZdy+88 dydxdz +88 dxdydz

I R A R W WA
dzdy dydz dzdx dxdz dydx dxdy

1=
7N

) dxdydz

0,

pelo Teorema 2.3.4. Esta conta faz lembrar o Teorema 1.4.3 que dizia que a divergéncia
do rotacional era nula.

« Exemplo 3.45 Seja a = ¢*ydx+ xy*dy uma 1-forma de R?. Determinemos da.
d(e*ydx+xy* dy) ® d(e“ydx) +d(xy* dy)

d(ey) A dx+(—1)%y Ad(dx) +d(xy*) A dy+ (—1)°y*x Ad(dy)
d(e"y) A dx+d(xy*) A dy

do

3

S

S

(e'ydx+e* dy)/\dx+(y dx+2xydy) A dy
(e*dy) A dx+ (y*dx) A dy
= (y —e)dx/\dy,

onde na ultima igualdade permutamos ciclicamente uma vez. .

Exercicio 3.20 Seja o = fi(x,y)dx+ f>(x,y)dy uma 1-forma de R? de classe C!. Mostre
quedo = (% — %—J;I) dxNdy.

2 2 2
a h dydz>Adx+<a 2 iy +‘9—fd dz)/\dy+<a 55 dyax i) dxdy)Adz
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« Exemplo 3.46 Seja o = ¢*zdx + xdy — x*zdz uma 1-forma de R3. Determinemos dc.

do
(c

d(e“zdx+xdy — x*zd?) &) d(e*zdx) +d(xdy) —d(x*zdz)
d(ez) dx+d(x)dy —d(x*z) dz
(¢ zdx + e*dz) dx +dxdy — (2xzdx+x*dz) dz

D)

N3

=

e* dzdx + dxdy — 2xzdxdz = dxdy — (2xz+ €*) dxdz.

Reflita um pouco na subtileza do desaparecimento dos paréntesis em d(x) = dx no
exemplo anterior.

Exercicio 3.21 Seja o = fi(x,y,2)dx+ f>(x,y,2)dy+ f3(x,y,z) dz uma 1-forma de R? de
classe C'. Mostre que

(2% 9 oh _op oh _ofs
da_(&x_8y)dx/\dy+(8y oz dyNdz+ 92 ox dz Ndx.

« Exemplo 3.47 Seja a = ¢*zdx A dy uma 2-forma de R?. Determinemos da.

doo = d(e zdx/\dy) = d(e 2) A (dx Ady) + (—1)%"zd (dx A dy)
W (@ zdx+0dy + e dz) A (dx A dy) + ¢zd(dx A dy)
© (¢“zdx+0dy+ e*dz) A (dx Ndy) + e“z(d(dx) Ady+ (—1)'d(dx))
@ (e'zdx+0dy+e*dz) N (dx Ady)
= e'dzNdxNdy
e'dxNdyNdz,
onde na ultima igualdade permutamos ciclicamente duas vezes. .

Exercicio 3.22 Seja o = fi(x,y,z)dxdy + f>(x,y,z) dydz+ f3(x,y,z) dzdx uma 2-forma
de R®. Mostre que

doc:(afl+af2 df3

5. Tox T oy ) dxdydz.
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2-formas exatas e fechadas

Seja A C R um aberto, p = (x,y,2) e &t(p) = fi(p)dxdy+ f>(p)dydz + f3(p) dzdx uma
2-forma de classe C' em A. Dizemos que « é exata se existir uma 1-forma o definida em
A e tal que da; = . Dizemos que o é fechada se dax = 0.

Exercicio 3.23 Vimos em §1.8.4 que uma 1-forma a(p) = fi(p)dx+ fo(p)dy+ f3(p)dz
era fechada se g—)f: = 3—2 paratodoo i, j=1,2,3. Vimos também em §1.8.3 que a defini¢dao
de fechada estava relacionada com dot = 0. Como derivar 1-formas ja ndo € mais terreno
desconhecido mostre que estas duas defini¢des sdo equivalentes. Solucio: Basta recordar

o Exercicio 3.21 onde vimos que:

_ (2~ _29h ofs _of ofi _9fs
da_(&x — ay)dx/\dy—l—(ay ~ 9 dyNdz+ % o dzNdx.

o espirito do Exercicio 3.23 podemos relacionar o facto da 2-forma ser fechada com
propriedades das suas derivadas parciais. De facto, no Exercicio 3.22 vimos que se

o = fi(x,y,2)dxdy + f2(x,y,2) dydz+ f3(x,y,z) dzdx for uma 2-forma de R? temos

_(9fi [ 9fr  9f3
da = <8z + g + Ty dxdydz.
Consequentemente, serd fechada quando
oft  dfr dfs
e o Ty G198

Exercicio 3.24 Mostre que a 1-forma dx + 2ydy + 37> dz é exata.
Exercicio 3.25 Mostre que a 2-forma —zdz Adx+ dy A dz é exata.

O préximo resultado € andlogo ao Teorema 1.8.5.

Teorema 3.7.2 Toda a 2-forma exata de classe C! em R3 é fechada.

Demonstragdo. Seja dada a 2-forma exata
o = fi(x,y,2)dxdy+ fo(x,y,2)dydz+ f3(x,y,2) dzdx

em R3. Vamos mostrar que aa—J; + % + %—f; =0 ou seja que dox = 0. Como « € exata
temos que existe uma 1-forma ¢ de classe C? tal que da;; = . No Exercicio 3.21 vimos
que sendo & = g1(x,y,z)dx+ g2(x,v,2) dy + g3(x,y,z) dz uma 1-forma de R? de classe
C? temos:

. (d& g dgs dg dgi 9g3
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Pelo Exercicio 3.22 temos:

d’¢y g1 Ig ¢ Pa1 g
dzdx dzdy dxdy 0dxdz dydz Jdydx

doo=d* oy = ( ) dxdydsz.

Como o é de classe C? o Teorema 2.3.4 da igualdade das derivadas parciais cruzadas
garante que dot = 0 e a forma o € fechada. [

Exercicio 3.26 Mostre que uma 2-forma o em R com coeficientes constantes é exata.
Solucdo: Seja @ = adxNdy+bdyNdz+cdzNdx com a,b,c € R. Escolhemos o =
czdx+axdy+ bydz e temos:

doy =d(czdx+axdy+bydz) = cdzANdx+adx Ndy+bdy Ndz.

Teorema 3.7.3 — Lema de Poincaré para 2-formas em R3. Seja dado um retingulo
aberto #Z C R? e uma 2-forma a = fi(x,y,2)dx Ady + f>(x,y,2)dy Adz + f3(x,v,2)dz A\
dx de classe C! em Z. Se o for fechada, entdo @ é exata.

Demonstracdo. Se o € fechada, entdo por (3.18) temos %—J;l + % + %—J; =0 e assim:
d 0 d
N 9h 9fs (3.19)
dz dx dy

Queremos mostrar que existe uma 1-forma o = g1 (x,y,z) dx+ g2(x,y,2) dy+ g3(x,y,2) dz
de R3 e de classe C? tal quedo; = o, i.e.

o — (982 _ 981 dss 9 ds1_dg3
a=do = ( e ay)a’xa’y+ ( Iy 3z dydz+ 9z o dzdx. (3.20)

Vejamos como € determinada a 1-forma ; assumindo que estamos a trabalhar em &% onde
o célculo integral que se segue funciona®. Procedemos como no Teorema 1.8.6 comecando
por integrar relativamente a varidvel z. A operacdo homotopia em o e z é dada por:

H(a,z) = </Ozf3(x,y,z)dz) dx— </0Zf2(x,y,z)dz) dy.

Usando a férmula de Leibniz que expressa a derivada de um integral como o integral de
uma derivada e que funciona em retangulos, o Teorema Fundamental do Célculo e (3.19)

9 Aqui podemos generalizar para conjuntos além do retangulo Z. Por exemplo, num conjunto aberto e
convexo de R? era também possivel obter este resultado.
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temos:
ate.) © a( [ penad) nar-a( [ pierade)a

([ ) () ([ )
_ EE 8;2 g +E/{ ; )Jr( —dz)dz)/\dy
= ok +‘/—— dx
- ([e)e([2e) )
- ([-% o ) axndy + (.2) - Pl 0z
- (falxy fz(x ¥,0))dzAdy
= </oz8 >dx/\dy—l—(f3(xy,) f3(x,,0))dz Ndx
+  (2(6,3,2) = f2(x,,0))dy Ndz
= (filx,3,2) = f1(x,5,0))dx Ady + (f3(x,y,2) — f3(x,y,0))dz A dx
+  (2(x,3,2) = f2(x,,0))dy Ndz.

Como o = fi(x,y,z)dx Ndy+ f>(x,v,2)dy Ndz+ f3(x,y,z)dz A dx teremos:
d(H(a,z2)) = a(x,y,z) — o(x,y,0). (3.21)

Se aplicarmos a derivagdo de formas em ambos os lados de (3.21) teremos, por d> =0 e
por hipétese de a se fechada, que a(x,y,0) também é fechada. Isto resume a nossa tarefa a
encontrar uma primitiva de o(x,y,0) pois se ¢ for tal que dogy = a(x,y,0) entdo teremos
que

=+ H(a,z), (3.22)

é a primitiva de a. Se a(x,y,0) = f1(x,y,0)dx Ady+ f(x,y,0)dy ANdz+ f3(x,y,0)dz Adx
¢ fechada, entdo por (3.18) teremos:

3f3 8f1 a]02 afz

dy T 0z ox ox’ (3-23)

pois f] ndo depende de z. Analogamente, efetuamos a operacdao homotopia desta vez em
o(x,y,0) e y obtendo:

H(a(x,,0),y) = — </Oyf1 (x,7,0) dy) dx+ (/Oyfz(x,y,O)dy> dz.
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Derivamos esta 1-forma e fica:

—d (/:f1(x,y,0)dy>Adx+d</0yf2(x,y,0)dy)Adz
_(</Oy(3£(x,y,0)dy> dx+</0y%];l(x,y,0)dy) dy+(/0y‘;;(x,y,0)dy) dz)/\dx
(( 0) aaj;z(x Y, )dy> dx+< i aafZ(x y, )dy) dy-|—< 0 %fz(x . )dy) dZ)/\dz
< <</y% (x,5,0 dy> dy+( A agf(,y,O)dy) dz)/\dx
</O) (x,7,0 dy> dx+</ 82 xy,O)dy> dy>/\dz

|

—(filx )fl(xOO))dy/\dx+ 2(x,,0) — f2(x,0,0)) dy Ndz
afi

( (f2
+ (/Oy —I——xy, dxN\dz
(f:
(

3

d(H(a(x,y,0),y))

=

_|_

f
ox
XY,
31

—(f1(x,5,0) — f1(x,0,0))dy Adx+

/ 83 X,V, )dy> dxNdz

(f1(x,3,0) = f1(x,0,0)) dx Ady+ (f2(x,y,0) — f2(x,0,0)) dy Adz
+  (f3(x,2,0) — f£3(x,0,0)) dz Adx
= oax,y0) —a(x0,0).

5(x,,0) — f2(x,0,0))dy Adz

Donde temos:

d(H(o(x,y,0),y)) = a(x,y,0) — ct(x,0,0). (3.24)

Se aplicarmos a derivagio de formas em ambos os lados de (3.24) teremos, por d> =0 ¢
por hipétese de a(x,y,0) se fechada, que a(x,0,0) também é fechada. Isto resume a nossa
tarefa a encontrar uma primitiva de o/(x,0,0) pois se & for tal que ddy = a(x,0,0) entdo
teremos que

(XOIQO‘FH(OC(%%O);)’), (325)

é a primitiva de ot(x,y,0). Se a(x,0,0) = f1(x,0,0)dxAdy+ f2(x,0,0)dy Adz+ f3(x,0,0)dz A
dx é fechada, entdo por (3.18) teremos:

ofi [ Ofs _ o
dz  dy  ox’

(3.26)

pois f1 ndo depende de z e f3 ndo depende de y. Por fim, efetuamos a operacdo homotopia
em a(x,0,0) e x obtendo:

H(a(x,0,0),x </f1x0()dx)dy </f3x00dx)d
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Derivamos esta 1-forma e fica:

(

)
&

d(H(a(x,0,0),)) Ai(x,0 0)dx> Ady— </ £(x,0,0) dx) Ndz

dx | dx+ /
0

00as) dcx
(xOde)dx—l—(/O
00as) dcx
(00

=

) (/O'yaale(x,y,())dx) dz)/\dy
) dy+ (/Ox%i(x 0,0)dx ) dz) Ndz
(x,0,0) dx) dz) Ady
o)

d
9f

)

) (x,0,0)dx
Ydx | dx+ /0

)

)i ([

X,
= (fl(x 0) f( 00))dX/\dy (f3(x7070) f3(07070))dX/\dZ
f3

/0 5,0 0+ 50 0)dx> dy Adz
0,0

i

(10,0 5

3 afs
X ’ 8

| dfi

. X 0,0 87

af3

p 0,0 (97

1(0

| =
N SN T N T N N

)= £1(0,0,0))dx Ady + (3(x,0,0) — £5(0,0,0)) dz A dx
- ( Oxaf(x70,0)dx> dyNdz
) =

fl(x 070))dx/\dy—|—(f3(x,y,0)—f3(x,070))dz/\dx
(x 0,0) — £2(0,0,0)) dy Adz
a(x,0,0) — a(0,0,0).

N

I
/—\

Donde temos:

d(H(a(x,0,0),x)) = a(x,0,0) — 0(0,0,0). (3.27)

Se aplicarmos a deriva¢io de formas em ambos os lados de (3.27) teremos, por d* = 0
e por hipétese de a(x,0,0) se fechada, que o(0,0,0) também ¢é fechada. Isto resume a
nossa tarefa a encontrar uma primitiva de a(0,0,0) pois se &y for tal que déy = (0,0,0)
entdo teremos que

0 = 0+ H(ot(x,0,0),x), (3.28)

é a primitiva de a(x,0,0). Ora, o Exercicio 3.26 mostra que a 2-forma ¢(0,0,0) em R?
com coeficientes constantes é exata existindo 0y tal que dép = a(0,0,0). Finalmente,
usando (3.28), (3.25) e (3.22) definimos

3.22 3.25) 3.28
a “F o+ H2) "2 d+ H(a(xy.0).y) + H(a.z) 2

= Go+H(a(x,0,0),x) +H(a(x,y,0),y) +H(e,z).
Por (3.27), (3.24) e (3.21) obtemos que da; = & e o Lema de Poincaré fica provado. =

3.7.6 Supefficies parametrizadas e integracdo de 2-formas

Em §3.1 estudamos com detalhe as superficies parametrizadas. Agora vamos rever este
conceito a luz das formas diferenciais. De facto, as 2-formas podem ser integradas em
superficies da mesma forma que as 1-formas eram integradas em curvas. Veremos também
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que as 3-formas podem ser integradas em regides solidas. Seja dada uma superficie
parametrizada:

®: 9CR® — R3
(w,v)  +— (x(u,v),y(u,v),z(u,v))
« Exemplo 3.48 — Derivadas totais associadas a &.

* Definimos as derivadaas totais dax = % du —1—8% dve c;y = % du—+ % dv. Temos
dxAdy — (—xdu-l— —xdv) A (—ydu+—ydv>

u v du v
_ [(dxdy Jdyox

onde o coeficiente desta dltima 2-forma é a 3 coordenada do vetor normal a superfi-
cie como visto em (3.1) e definido por:

<8y dz dzdy dzdx dxdz dxdy dy ax)

onde o coeficiente desta dltima 2-forma € a 12 coordenada do vetor n.
* De igual forma temos

dz dx B 0x dz
Jdudv Jduadv

onde o coeficiente desta altima 2-forma € a 22 coordenada do vetor 7.

dzNdx = < )du/\dv,

Em §1.8.6 vimos que um integral de linha de uma 1-forma era determinado pela férmula
util:

b
/ fidx+ frdy+ fydz = / F(c(t))-¢ (1) dr, (3.30)

onde c(t) = (c1(t),c2(t),c3(t)) e F = (f1, f», f3) é uma curva em R3,

A integral de uma 2-forma numa superficie parametrizada é dada por:

fffldx/\dy+f2dy/\dz+f3dz/\dx=fffl(QD) %@—ﬁ% duNdv
s 7, dudv Jdudv

dzdx dxdz
+f3(q)) (ax—ax) duNdv
(3.31)
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Vamos dar uma motivacao para a féormula (3.31). Recordemos que em §3.3 definimos
integral de superficie do campo vetorial F em R? por:

fdeS ff (T, X T,,)) dudv, (3.32)

onde S é uma superficie com parametrizacdo ® tal que S = ®(Z). Como podemos
interpretar o campo vetorial F = (f3, f3, f1) como uma 2-forma usamos (3.32) para obter
(3.31). Dada a 2-forma a = fidx ANdy+ fody Adz+ f3dz Adx associamos a 1-forma
frdx+ f3dy+ f1dz e temos, em particular, que:

ffF-dS:f fzdx+f3dy+f1dZ:f fidxN\dy+ frdyNdz+ f3zdzAdx. (3.33)
S S S

Recordando a Defini¢do 3.48 temos:

fﬂa fff dx+ fydy+ fidz
= ff D(u,v))- (T x Ty) dudv
_ dy dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx dudv
- ff o) (e e ) duas

_ dy dz dz dy dz dx IJx dz dx dy dy dx !
= [ r@s@.n@) (ﬁﬁ*ﬁ;%;*ﬁﬁ%%*ﬁ;)m

= f fr (@ (ngﬂg)dud\'ﬁ»fj(@)(557%$> dudv+f1(d>)(%a—’v7$$) dudv

_ dx dy dy dx : dy dz  dz dy Jdz dx  dx Jz
= fol (Eﬁ—zﬁ>du/\{h+fz(¢) (ngﬁﬁ)du/\dLJrﬁ((D)<55755>[]u/\d‘,

O Teorema 3.3.1 determinava uma relacdo entre integrais de superficie de campos vetoriais
e integrais de superficie de campos escalares definindo a fluxdo. Vamos agora analisar este
resultado com o formalismo das formas.

Teorema 3.7.4 Seja F = (f1, f2, f3) um campo de vetores, S uma superficie e n o vetor
normal a superficie. Entdo temos:

fdeS:ffF-ndS. (3.34)
S S

Demonstragdo. Recordando (3.29) temos:

N LT LR )

Usando (3.31) temos

B dxdy dyadx
f‘L‘f]dX—i-fzdy‘i‘f?,dZ—f@f_g(q)) <E$_£$> duNdv

dydz dzdy
+ f1(P) (% 3 " I av) duNdv

dzdx OJxdz
+ f2(P) (%av e» 8\/) du Adv (3.35)
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Logo

B dydz dzdy dzdx dxdz dxdy dyodx
ffSF'dS = ff@” (@a—v—m—v m—v—m—v Judv  duav) M
= ff T, x T,)dudv = ff |\ T, x T, || dudv =
W TH
_ ff(F-n)HTuxTdeudv 2 ffF-ndS.
9 S

3.7.7 Puxar formas
A 1-forma f| dx+ f>dy-+ f3dy nas coordenadas (x,y,z) pode ser convertida na 1-forma

(/1( )i\ + /2 (‘13)? +./Tz(‘1’)(§:> du+ <_/'1 (43)? +_/‘3(‘1’)? +_/ﬁ:(‘b)63:> dv, (3.36)
ou ou au av av av

nas coordenadas (u,v). Vamos dar uma motivagdo para a férmula (3.36). Denotamos a

1-forma (3.36) por ®*« e ela é definida puxando'” para tras por ® a 1-forma a em (x,y,7)
para uma 1-forma ®*a em (u,v). Recordando Defini¢do 3.48 atrds temos:

P d
Q"0 =fi(P) (gxd +§ dv) + £2(®P) (a’);du—kgzdv) + f3(®) (azd +§dv>

dx d dz d d d
= (ﬁ (@) 5+ L(®) 5 +f3(<1>>afl) du+ (ﬁ (@) 5+ L(P) 5+ () aj) dv. (337)
« Exemplo 3.49 — Puxar 1-formas em geral. Formalmente puxar 1-formas pela aplica-
cdo ¢ : R™ — R" ¢ definida por:
0" ot(ug,vo) - (du,dv) = (¢ (ug,vo)) - D@ - (du,dv), (3.38)

onde (du,dv) designa um vetor no plano tangente. Temos uma 1-forma em R” e acaba-
mos com uma I-forma em R”. No caso de termos ¢ = P o vetor (du,dv) pertence ao
plano tangente a & no ponto (ug,vp). Na formula (3.38) a matriz jacobiana D® € uma
matriz 3 x 2 que aplicando a/(®) = f1(P)dx+ fo(P)dy+ f3(P)dz em DD, abreviando
o (P (up,vo)) = ot(P), e depois a (du,dv) obtemos:

fl (CI)) axd + ax dV

ox  Ox
u gy du 8
(@) % % .(dv): Fo(®) _du+a—§dv , (339)
< <
du v f3(®@) ( Fdu+ Fdv

ou seja (3.36).

10Na literatura inglesa é definida como o pullback de formas, i.e. o “puxa formas para tras’.
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A 2-forma [ dx \dy+ f>dyNdz+ f3dz A dxnas coordenadas (x,y,z) pode ser convertida
na 2-forma

dx dy dxdy , dydz dydz dzdx Jdzdx
Sf1(P) <r9u91(7‘1(7u> du Ndv+ fr(P) < ————— > du Ndv+ f3(® <(7ur9\’r7*\'r9u>dUAd"

(3.40)

nas coordenadas (u,v). Vamos dar uma motivagdo para a férmula (3.40). Denotamos a
2-forma (3.40) por ®*« e ela é definida puxando para trds por ® a 2-forma o em (x,y,z)
para uma 2-forma ®* o em (u,v). Recordando Definigdo 3.48 atrds temos:

Yo dx dx ! dy dy dy dz Jdz dz dx dx
P o =f) (P )(a—dlwra—d\) (a—dLH»a—dt)Jrfz(d)) (—zl'qua—dt)/\(gdqu;d\)+jz(¢)( du+a dv) (ﬂziquﬁdv)
dy dz  dy 9dz

(3.41)

» Exemplo 3.50 — Puxar 2-formas. Consideremos a 2-forma o e ¢ : R™ — R". Puxar o
por ¢ € definido por:

¢ a(p) - (i,V) = a(¢(p)) - (DY - i, DY) - V), (3.42)

Seja ¢ : R? — R? definida por ¢ (x,y,2) = (xy,xz) = (u(x,y,2),v(x,y,2)) € seja &« = u>vdu A
dv uma 2-forma em R2. Vamos calcular ¢* o que serd uma 2-forma em R3 nas coordenadas
(x,,2)-
O o =¢* (uPvdu Adv) = (xy)*(xz) d(xy) Ad(xz) = X*y*z (ydx+ xdy) A (zdx +xdz)
=x3y?z (—xydz Adx — xzdx Ady+ x> dy N dz)
=x*y2z(—ydz Ndx —zdx Ndy+xdy Ndz).

Por exemplo, escolhendo p = (1,2,3), i = (1,0,—1) e V= (0,3,4), teremos:

o*a(p)-[i, V] =1* x 22 x 3(—2dz Adx —3dx Ndy+1dyAdz)-[(1,0
=12(=3dxNdy+ dyANdz—2dzAdx)-[(1,0 ),(0,3,4)]
1 0o [0 3 -1 4
o(h o[8[
=12(—3x3+3-2x(—4)) =24

—1),(0,3,4)]

Vamos agora efetuar o mesmo célculo usando a definicao (3.42). Temos que
a(¢(p)) = a(¢(1,2,3)) = a(2,3) = 12du Adv.
Além disso temos:

d d d
D¢ — Frl el = ‘ y x 0 ‘ _ (> 10
(123) = { g0 g_; 9 123 \z 0 x)laz3 \3 0 1)

Vamos agora calcular D@y , 3) aplicada em i e em V:

Got) ()= e God)(y)-en
—1

&~ W O
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Para terminar € s6 calcular 12du A dv aplicada nos vetores (2,2) e (3,4) ou seja:

2 3

12‘2 4‘:12><2:24.

« Exemplo 3.51 — Prova do Teorema 2.4.1. @ Seja ¢ : R? — R? definida por ¢(x,y) =
(o1(x,y), @2(x,y)) e seja & = du A dv a 2-forma canénica de drea em R?. Vamos calcular
@*a que serd uma 2-forma em R? nas coordenadas (x,y).

0 0 0 0
0"t =" (du A dv) = d(1(x,y) Ad(9(x,y)) = ("’lm "”dy) A ("’de"’zdy)

ox dy ox dy
_Jdp1dpn A1 I g1 0 A1 I
001 0 AP I, (i dp dp I,
T ox oy PNAXm G BN =05y T oy ax ) D
=detDodx Ndy.

Este calculo mostra que detD@ dx Ady = du N\ dv. Logo:
flo(x,y))detDodxANdy = f(u,v)duAdv.
Uma nota final acerca da orientagdo. Como assumimos que ¢ preserva a orientagdo o

determinante € sempre positivo dai o uso do médulo torna-se redundante. .

Exercicio 3.27 Prove o Teorema 2.5.2.

O préximo resultado € provavelmente a pega de matematica mais exdtica neste texto e,
certamente, a que tem o quociente enunciado/dificuldade mais perto de zero. Grosso modo,
temos que puxar e derivar € o mesmo que derivar e puxar.

Lema 3.7.5 d(®*a) = P*da.

Demonstragdo. Para ndo termos contas tdo complicadas vamos considerar que o = f1 dx.
Comegamos por desenvolver ®*do:

(9N e 0Ny 0N (2 g O gy 9N
d(x—(&x dx+ P dy+ 9z dz | dx+ fid(dx) = e dx+ Iy dy+ 2 dz | dx
:%dy/\dx+%dz/\dx:—%dx/\d)w—%dz/\dx
dy 0z dy 0z
Aplicando (3.40) temos:
v, Oft (dx ox dy dy afi [0z dz dx ox
0 (9xdy xdy 0 (920x 920
=" <8u8v_8v8u) dv5\ Guav ~ avou ) b

(3.43)
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Vamos agora desenvolver d(®*ot):

d(@*a) ®2 ((f1+f2 +f38)du+(f1 +hy +f3a> >

(5o (12 0) s s 52

92 2
dfi dx x)dvdqu((?ﬂBx ks d%x >dudv

o ou N avau o ov T Guay

8f18x 8f18x
v ou >dd+(aua>dd
9

(230 ngox ofioon,,

dx dvodu dy dvdu dz dviu
dfi dx ox 3f1 dydx df) dz 8x> dudv

+

dx du 8v dy dudv  dz dudv

_8ﬁ8y&x_8f18z8x> dudv + (8flay8x+8f19Z3X> dudv.

dy dvdu dz dvdu dy dudv  dz dudv

(3.44)

E temos que (3.43) coincide com (3.44). [ |

!3
d

I-forma o % 2-forma do fidx+ frdy+ f3dz — FidxNdy+ Fady Adz+ F3dz A\ dx
1 A \’ \J

l-forma ®*ac % 2-forma d(®*a) g1du+ grdv — Gdu Ndv

3.8 Teorema de Stokes
3.8.1 Prova do Teorema de Stokes

Teorema 3.8.1 — Teorema de Stokes. Seja S uma superficie parametrizada cujo
bordo 9S = ¢ onde ¢ é uma curva de classe C!. Se c estiver orientada positivamente,
entdo qualquer que seja a 1-forma o definida num aberto A C R3 tal que S C A temos

]{ a:ffdoc. (3.45)
S S

Demonstracdo. Seja ou(x,y,z) = f1(x,y,z)dx+ fo(x,y,z)dy+ f3(x,y,z) dz e S uma super-
ficie parametrizada via @, com dominio Z e bordo d 2 onde Z é um tridngulo que, sem
perda de generalidade, podemos assumir como o tridngulo com vértices (0,0), (1,0) e
(0,1). Seja

P ot (u,v) =g1(u,v)du+ga(u,v)dv e d(®'a)= <% — %) du Ndv. (3.46)
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Claro que d % é constituido pelos segmentos (#,0) com u € [0,1], (0,v) comv € [0,1] e
(u,1 —u) comu,v € [0,1]. Assim temos:

7{ o= CID*(X:-% g1(u,v)du+ go(u,v)dv
N 209 209

1 ot ot 1
:/ gl(u70)du—/ gl(u,l—u)du—/ gg(O,v)dv—i—/ g(l—=v,v)dv.
Jo 0 0 Jo

Por outro lado também temos:

f f do = f ®*da LT f f d(®*a) 2 f f (agz_agl> dudv
s 9 9 g\ du  dv
B 1 1—v agZ 1 1—u 381
1 S|
:/0 g (1 —v,v)—gg(O,v)dv—/O g1(u, 1 —u)—g1(u,0)du,

e obtemos §y, 00 = f fs do no caso de S ser triangular. Agora vamos considerar que S €
uma superficie qualquer e come¢amos por triangularizar S, i.e., remendar S com remendos
triangulares escrevendo § = U, S; onde §; sdo tridngulos. Aplicamos o raciocinio anterior

obtendo
n n n
do = do = ?{ o= / o+ o+ oc),
ffs ,;fj; l; aS; ,; ( s} 95? as?

onde S}, Si2 e Sf’ sao os lados do tridngulo S;. Contudo sempre que temos dois tridngulos
S; € §; com um lado comum, digamos Si1 = S}, o valor associado a esse lado relativo a
S; cancela com o valor associado a esse lado relativo a S; pois a circulagio € sempre em
sentido oposto, i.e. [, 1= = I3 st oc. Estas curvas ‘interiores’ em S vao cancelar todas e

no final do dia sobram apenas as ‘periféricas’ que formam JS.

» Exemplo 3.52 — De quadratum nihilo exaequari fluunt. Pensemos numa superficie
S cujo bordo é uma curva fechada ¢ e numa 0-forma f de classe C2. Temos portanto pelo
Teorema de Stokes aplicado duas vezes que:

ffsdzf - ﬁsdf B &asf =0

pois uma curva fechada nio tem bordo! Assim, d>f = 0 pois a 2-formanula @ =0 é a
tinica tal que [¢ @ = 0 para qualquer S dado. .

Teorema de Green revisitado

Elaborando um célculo semelhante ao do Exemplo 3.45 (Exercicio 3.22) obtemos que
se o = fi(x,y)dx+ fa(x,y)dy entdo da = (% - ‘1,—’;‘) dx A\ dy. Recordemos que no
Teorema de Green (Teorema 1.8.9 e Teorema 3.4.1) vimos que:

d Jd
i) it polx)dy = f fg (a—fj - a—f;l) dxdy, (3.47)

que é traduzido por

%a:ffdoc. (3.48)
¢ Q
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Teorema do rotacional de Stokes revisitado

No Teorema 3.5.1 provamos que, se ®(u,v) define uma superficie parametrizada com
dominio Z e bordo d % entio:

F-a’s:ff(VxF)-dS. (3.49)
09 9

Interpretando a 1-forma & = f; dx+ f>dy + f3dz como o campo vetorial F = (f1, f2, f3)
e recordando que o rotacional é:

Vup— (95 9fdfi dfs 9 dfi
“\dy dz’dz Ix’'dx dy)’

reescrevemos (3.49)

f fla’x+f2dy+f3dz—ff (aﬁ’ b an;‘ %f,%f—%?)-ds. (3.50)

Fazendo as identificacdes dx Ady <+ dz, dx Ndz <+ —dy e dy N\ dz <+ dx reescrevemos
(3.50) da seguinte forma:

]{ f1dx—|—f2d)’+f3dz—ff <8f2_8];1> dxdy+ (a;;—aafz)d dz +<€£—a&f3>d dx.
(3.51)

Finalmente, recordando o Exercicio 3.21 obtemos:

%a:ff do. (3.52)
09 9

Teorema de Gauss-Ostrogradski revisitado
Elaborando um célculo semelhante ao do Exercicio 3.22 obtemos que se

o= fl (x,y,z) dxdy+f2(x,y,z) dydz+f3(x,y,z) dzdx

podemos usar as identificacdes dx Ady <+ dz, dx \Ndz <+ —dy e dy N\ dz <+ dx e interpretar
o como o campo vetorial

F()C,y,Z) = (fz(X,y,Z),—(—f3(X,y,Z)),f1 (x,y,z)) = (fz(X,y,Z),f3(X,y,z),f1 (x,y,z)).

Nesse sentido teremos que do = <af Ft+ af 2 4 9 3) dxdydz € precisamente a divergéncia
de F.

Recordemos que no Teorema de Gauss-Ostrogradski (Teorema 3.6.1) vimos que:

5@5 F-dS:fff(V-F)dxdydz (3.53)
0Q Q
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que € traduzido por

5@5 a:ff da. (3.54)
2Q Q
Podemos agora completar a informag@o que foi dada atras :

Vx \2

v .. ..
campos escalares — campos vetoriais — campos vetoriais —> campos escalares
7 T x OR )

d d d
0-formas — 1-formas — 2-formas — 3-formas

K(RM)* ~R", 5k =dxANdy <> dz,dx Ndz <> —dy,dy Ndz < dx.

Exercicio 3.28 x Prove o Teorema 3.8.1 no caso de termos S uma regido sélida do espago
e o uma 2-forma em R3.

Exercicio 3.29 Considere a 2-forma o = %(z dxNdy+ydz Ndx+xdy Ndz). a) Mostre
que do representa a forma volume dx A dy Adz em R>. b) Dada uma regiio Q que preserve
a orientagdo e conforme o Teorema 1.7 mostre que vol(Q) = 5@% o O Solucio: a)

1
da :§(dz/\dx/\dy+dyAdzAdx+dxAdyAdZ)
1
:g(—dx/\dz/\dy—dyAdx/\dz+dxAdy/\dz)

1
:§(dx/\dy/\dz—|—dx/\dyAdz+dx/\dy/\dZ)
=dxNdyNdz.

b) Segue diretamente de a), do facto que vol(Q) = f fg dx ANdyNdze do Teorema 1.7.

3.9 Teorema da Mudanca de variaveis

Vamos, somente agora, provar o Teorema da Mudanca de varidveis usando uma abordagem
com formas diferenciais. Seguimos de perto as ideias de Michael Taylor em [18]. Este
teorema foi enunciado no caso de integragdo dupla no Teorema 2.4.1 e no caso de integracao
tripla no Teorema 2.5.2. No primeiro caso tinhamos:

f f(,,(%)ﬂu,v)dudv: f L F(9(x.5))|det Dp| dxdy.

No segundo caso tinhamos

fff(p(%)f (u,v, w) dudvdw = f f L f(@(x,y,2)) det D@ dxdydz.
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Apesar deste resultado permanecer vélido para ¢ de classe C! vamos aqui assumir que é
de classe C2.

Comecamos com a prova do Teorema 2.4.1. Vamos assumir também que ¢ C R? é um
conjunto fechado e limitado.

Demonstragdo. Seja ¢ : R? — R? definida por ¢ (x,y) = (¢1(x,y), 92(x,y)). Recordando
o Exemplo 3.51 temos que detD@dx A\dy = du Adv. Logo:

f(o(x,y))detDodxNdy = f(u,v)duNdv.

Comecemos com f f% f(o(x,y))detDpdxdy e observamos que:

¢ o=@ (dundv) =d(e1(x,y)) Nd(@2(x,y))
(aa(fcld +aa";1 dy>/\ %—%dwaa—(pzd)
aa(f; aa(izd Adx a_(paa_rpz +aa—(P88—(i2d Adx +aa(’;1 aa(Pzd Ady
aa(fcl aa(izd N _a;; ox TN ( aﬁz aa? 89(22) dxdy
_ detD@dx Ady.
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