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Resumo: Nesta breve nota considera-se o contexto dos sistemas Hamilto-
nianos, definidos numa variedade simplética M de dimensao 2d (d > 2).
Prova-se que um sistema Hamiltoniano estrela é Anosov. Como consequén-
cia obtém-se a prova da conjetura da estabilidade para Hamiltonianos.
Prova-se ainda que um sistema Hamiltoniano H é Anosov se qualquer das
seguintes afirmacoes se verifica: H é robustamente topologicamente estavel;
H é estavelmente sombreavel; H é estavelmente expansivo; e H possui a
propriedade de especificacao fraca estavel. Além disso, para um Hamilto-
niano C?-genérico H € C’Q(M ,R), a unido das hipersuperficies de energia
regulares parcialmente hiperbdlicas e das orbitas fechadas elipticas, forma
um subconjunto denso de M. Como consequéncia, qualquer hipersuperfi-
cie de energia regular robustamente transitiva de um Hamiltoniano C? é
parcialmente hiperbdlica. Por fim, as hipersuperficies de energia regulares
estavelmente fracamente sombredveis sdo parcialmente hiperbdlicas.

Abstract In this brief note we consider the setting of Hamiltonian systems,
defined on a 2d-dimensional symplectic manifold M (d > 2). We prove that a
Hamiltonian star system is Anosov. As a consequence we obtain the proof of
the stability conjecture for Hamiltonians. We also prove that a Hamiltonian
system H is Anosov if any of the following statements holds: H is robustly
topologically stable; H is stably shadowable; H is stably expansive; and
H has the stable weak specification property. Moreover, for a C?-generic
Hamiltonian H € C?(M,R), the union of the partially hyperbolic regular
energy hypersurfaces and the closed elliptic orbits, forms a dense subset of

Encontro Nacional da SPM 2014, Sistemas Dindmicos, pp. 1



2 ESTABILIDADE DE HAMILTONIANOS

M. As a consequence, any robustly transitive regular energy hypersurface of
a C2-Hamiltonian is partially hyperbolic. Finally, stably weakly shadowable
regular energy hypersurfaces are partially hyperbolic.
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ticas.
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1 Sistemas Hamiltonianos

Seja (M,w) uma variedade simplética, onde M é uma variedade Riemanni-
ana de dimensao 2d (d > 2) compacta, sem bordo, conexa, munida de uma
forma simplética w. Um Hamiltoniano é uma funcao real C” definida em
M, 2 < r < co. Denotamos por C"(M,R) o conjunto dos Hamiltonianos
C" em M. No que se segue estaremos restritos & topologia C? e, portanto,
tomamos r = 2. Dado um Hamiltoniano H, o campo de vetores Hamilto-
niano Xpg é definido por w(Xpg(p),u) = VH,(u), para todo o u € T,M;
este campo de vetores gera o fluxo Hamiltoniano X%,. Uma energia de H
é um escalar e € H(M) C R. Dada uma energia e, definimos o conjunto
nivel de energia como H~'({e}); uma hipersuperficie de energia Exe € uma
componente conexa de H~1({e}), e é regular se ndo contém singularidades.

Um sistema Hamiltoniano é um triplo (H,e,€x,.), onde H é um Ha-
miltoniano, e é uma energia e £y, ¢ uma componente conexa regular de
H-1({e}).

Fixada uma pequena vizinhanga YW de uma hipersuperficie de energia
regular ¢, existem uma pequena vizinhanca U de H e € > 0 tais que, para
todo o Hamiltoniano H € U e para todo o nivel de energia € € (e —e€,e+€),
H'{eH)nw = &g onde Eg ; é uma hipersuperficie de energia de H.
Chamamos a & e d continuagdo analitica de Ep .

No espaco dos sistemas Hamiltonianos consideramos a topologia gerada
por um sistema fundamental de vizinhangas. Dado um sistema Hamiltoni-
ano (H,e,Ex ) dizemos que V é uma vizinhanga de (H, e, ) se existem
uma pequena vizinhanca U de H e € > 0 tais que, para todo o Hamiltoniano
H € U e para todo o nivel de energia é € (e—¢€, e+€), a continuagao analitica
513,5 de £y estd bem definida.
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2 Hiperbolicidade versus estabilidade estrutural

Um sistema Hamiltoniano (H, e, Ex ) é Anosov se a hipersuperficie de ener-
gia £ . ¢ uniformemente hiperbdlica.

Um sistema Hamiltoniano (H,e,Exe) ¢ um sistema Hamiltoniano es-
trela se existe uma vizinhanga V de (H,e,Em.) tal que, para qualquer
(EI 6, & Fl,é) € V, a correspondente hipersuperficie de energia regular & iz
possui todas as orbitas fechadas hiperbdlicas.

Um sistema Hamiltoniano (H, e, Ex) é estruturalmente estdvel se existe
uma vizinhanca V de (H,e,Ep ) tal que, para qualquer (H,é, 81375) eV,
existe um homeomorfismo h ¢ entre Eae e & 1. due preserva as Orbitas e
as suas orientagoes. Além disso, h iz é continuo nos parametros H e é, e
converge para id quando H C%-converge para H e & converge para e.

Em [I] foi provado que todo o sistema Hamiltoniano estrela, definido
numa variedade simplética de dimenséo 4, é Anosov. Posteriormente, em [2],
este resultado foi generalizado a dimensdes superiores (ver Teorema 1).
Como consequéncia foi obtida a prova da conjetura da estabilidade para
Hamiltonianos (ver Teorema 2).

Teorema 1 Se (H,e,Ey.) ¢é um sistema Hamiltoniano estrela, entdo
(H,e,EH,e) € Anosov.

Teorema 2 Se (H,e,Ep ) € um sistema Hamiltoniano estruturalmente es-
tavel, entao (H,e,Eme) € Anosov.

3 Hiperbolicidade versus sombras estaveis

Nesta seccao fornecemos caracterizagdes da estabilidade estrutural de sis-
temas Hamiltonianos, usando as nogoes de estabilidade topolédgica, som-
breamento, expansividade e especificagdo (as definigoes das propriedades
referidas, no contexto Hamiltoniano, podem ser consultadas em [3| Seccao
3}) Os sistemas Anosov e, portanto, os Hamiltonianos estruturalmente es-
taveis, sdo topologicamente estdveis, expansivos e satisfazem a propriedade
de sombreamento. Mas o reciproco nao é verdade (ver [3| Seccao 1]). Con-
sequentemente, o problema sobre a relacdo entre a estabilidade estrutural
e propriedades topoldgicas e geométricas do sistema nao é trivial. A res-
tricido a CZ-interiores de conjuntos de Hamiltonianos que satisfazem uma
certa propriedade, que exploramos em [3|, tornou-se uma abordagem efetiva
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para a solugdo deste problema (ver Teorema 3). Dizemos que uma proprie-
dade vale de modo estdvel para algum sistema Hamiltoniano se for vélida
em alguma C2-vizinhanca desse sistema.

Teorema 3 Seja (H,e,Ep ) um sistema Hamiltoniano. Se qualquer das se-
guintes afirmagoes se verificar: (H,e,Ep ) € robustamente topologicamente
estavel; (H,e,Epe) € estavelmente sombredvel; (H,e,Eme) € estavelmente
expansivo; e (H,e,Ex ) possui a propriedade de especificagio fraca estdvel,
entdo (H,e,Em ) € Anosov.

4 Hiperbolicidade parcial versus 6rbitas elipticas
densas

Um sistema Hamiltoniano (H, e, Ex ) é parcialmente hiperbélico se a hiper-
superficie de energia p . ¢ parcialmente hiperbélica.

Em [3] foi provado que, C?-genericamente, os Hamiltonianos possuem
apenas dois tipos de comportamento bem diferenciado: hiperbolicidade par-
cial ou entdo muitas orbitas fechadas elipticas.

Teorema 4 Para um Hamiltoniano C?-genérico H € C?(M,R) a unido das
hipersuperficies de energia requlares parcialmente hiperbolicas e das orbitas
fechadas elipticas, forma um subconjunto denso de M.

Como consequéncia, qualquer hipersuperficie de energia regular robus-
tamente transitiva de um Hamiltoniano C? é parcialmente hiperbélica. Por
fim, obtivémos que as hipersuperficies de energia regulares estavelmente fra-
camente sombreaveis sdo parcialmente hiperbélicas (ver [3| Teorema 6]).
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